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w roku 1844 nakładem Ottona Wiganda w Lipsku uka-
zało się dzieło nauczyciela szkoły realnej w Szczecinie, Hermanna. 
G r a s s m a n n a , stanowiące tom o 280 stronicach p. t.: „Die li-
neale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, darge-
stellt und durch Anwendung auf die übrigen Zweige der Mathe-
matik, wie auch auf die Statik, Mechanik, die Lehre vom Magne-
tismus und die Krystallonomie erläutert." W roku następnym 
ogłosił G r a s s m a n n w „Archivie" G r u n e r t a artykuł, informujący 
o istocie i pojęciach głównych nauki rozciągłości. Po dwóch znów 
latach w pracy konkursowej, nagrodzonej przez Towarzystwo Ja-
błonowskiego, wykazał, że jego nowa nauka jest urzeczywistnieniem 
takiej „analizy geometrycznej" jakiej żądał L e i b n i z , oceniający 
w całej pełni jej wielkie znaczenie dla geometryi. Zarazem podał 
G r a s s m a n n dalsze zastosowania swej nauki do geometryi i me-
chaniki. W przeciągu lat dwunastu od wyjścia głównego dzieła, 
w szeregu rozpraw w dzienniku C re i leg o ogłosił G r a s s m a n n 
ważne nowe odkrycia w dziedzinie teoryi krzywych i powierzchni, 
które zawdzięczał swojej analizie, a między innemi nowe, związane 
później z jego imieniem, sposoby tworzenia krzywych i powierzchni 
algebraicznych. 

W roku 1862 u Adolfa Enslina w Berlinie ukazał się zapo-
wiedziany podwójnym tytułem dzieła z r. 1844 tom drugi: „Die 
Ausdehnungslehre vollständig und in strenger Form bearbeitet." 
Tom ten, opracowany według metody euklidesowej, łączył w sobie 
treść tomu pierwszego, w którym wykład prowadzony był bardziej 
filozoficznie, z dalszym ciągiem teoryi, albo, krótko mówiąc, do ana-
lizy przesunięć dodawTał analizę ruchów obrotowych. 

Mimo to wszystko, dzieło główne z r. 1844 prawie przez 
ćwierć wieku pozostało niezrozumianem i nieznanem, podobnie jak 

>"auka rozciągłości . | 

http://rcin.org.pl



— 2 — 

i to wszystko, co napisał G r a s s m a n n celem wyjaśnienia i rozsze-
rzenia swej pracy. Jedyny wyjątek stanowił wspomniany już spo-
sób tworzenia krzywych i powierzchni, przyjęty przez naukę, jak-
kolwiek nikt nie zadawał sobie trudu wniknięcia w samą metodę, 
dającą te piękne wyniki. Z powodu minimalnego pokupu dzieła z r. 
1844 nakładca wycofał je zupełnie z obiegu. Ponieważ i wpływ 
drugiej książki był może jeszcze mniejszy niż pierwszej, przeto i sam 
G r a s s m a n n usunął się całkowicie od pracy matematycznej i prze-
niósł się na pole badań sanskrytu, na którem znalazł też bezwzględ-
ne uznanie. O nauce rozciągłości zapomniano. Atoli w końcu 
tJ-go dziesiątka lat nastąpił zwrot, przepowiedziany w przedmowie 
do części drugiej przez G r a s s m a n n a , przekonanego o żywotno-
ści swego dzieła. Na rynku antykwarskim poczęła szybko podnosić 
się w cenie część pierwsza oraz wyczerpana część druga. Wkrótce 
po śmierci G r a s s m a n n a (w r. 1878) wyszedł przedruk dzieła 
z r. 1844 z przedmową, którą on sam zdołał jeszcze napisać. Dziś 
dzieło to wraz z wspomnianą rozprawą konkursową stanowi tom 
pierwszy całkowitego wydania dzieł matematycznych i fizycznych 
G r a s s m a n n a , podjętego w r. 1894 staraniem królewsko-saskiego 
Towarzystwa umiejętności w 50 roku jubileuszowym od ukazania 
się pierwszego wydania. Dzieła te wychodzą u B. G. T e u b n e r a 
w Lipsku. 

Oto w krótkim zarysie losy dzieła uczonego niemieckiego, 
którego nazwisko, lubo późno i nie bez poważnego współudziału 
zagranicy, znalazło wreszcie przynależne sobie stanowisko obok 
pierwszych wielkości w świecie matematycznym naszego stulecia. 

Rozwój i rozpowszechnienie nauki rozciągłości w ostatnich 
25 latach pozostały bez wpływu na niektóre tylko gałęzie matema-
tyki; dla wielu innych nauka ta była potężną dźwignią bada-
nia. działając pobudzająco i zapładniająco w rozmaitych kierun-
kach. Lecz z powodu braku organu zbiorowego, jaki posiadają 
szkoły innych twórczych badaczów w czasopismach oraz w zakładach 
wyższych, prace te są nadzwyczaj rozproszone. Mniemamy przeto, 
że zwłaszcza w chwili obecnej, kiedy przez wydanie jubileuszowe 
dzieło G r a s s m a n na dostanie się do rąk matematyków, którzy 
dotąd stronili od niego, przegląd niniejszy rozwoju i rozszerzenia 
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nauki rozciągłości, mający za zadanie poinformowanie o wszyst-
kich tych pracach, będzie mile powitany i w kołach szerszych. 

Piszący te słowa, niegdyś młodszy przyjaciel i przez cza 
krótki towarzysz zawodu zestarzałego już wówczas i jakby obcego 
własnemu dziełu H. G r a s s m a n n a , będąc głęboko przekonany 
o wielkiem na długie lata jeszcze znaczeniu tego dzieła dla roz-
woju nauk matematycznych, poświęca mu od 26 lat większą część 
swojej pracy naukowej, usiłując uczynić je przez to zrozumialszem 
gromadząc i wiążąc siły pracujących nad niem. Stąd może bardziej, 
niż kto inny, miał on oko zwrócone na rozwój dzieła G r a s s m a n -
n o w sk i ego; starał się przynajmniej tym sposobem, wedle skrom-
nych sił swoich, zastąpić brak organu zbiorowego, do czasu, w któ-
rym dzieło G r a s s m a n n a o własnej sile nie ukończyło wyprawy 
zwycięskiej za granicą i w blasku powodzeń nie zdobyło sobie, obok 
prac innych szkół matematycznych, ogólnego w Niemczech uzna-
nia. Z własnego, niezwykle bogatego, lubo niewolnego od braków 
materyału, pragnie piszący te słowa, o ile miejsce pozwoli, przed-
stawić cechy charakterystyczne dziejów nauki rozciągłości oraz 
związku jej z innemi gałęziami matematyki. Z drugiej strony za-
mierza przy tej sposobności dostarczyć pewnych koniecznych, zda-
niem jego, uzupełnień do „Uwag wstępnych" wydawcy wydania 
jubileuszowego, który od dzieła G r a s s m a n n a stał w istocie w pe-
wnej odległości. A zadanie to spełnia z tem większem zadowole-
niem, że dopiero literatura przedmiotu, mająca być dodaną do ostat-
niego tomu obecnego wydania dzieł matematycznych i fizycznych 
G r a s s m a n n a , da mu sposobność wzięcia udziału w pracy nad 
wydaniem, spełniającem dawne gorące życzenia jego własne i wielu 
innych przyjaciół zawodowych 

/ N a u k a r o z c i ą g ł o ś c i jest konsekwentnie rozwiniętym syste-
mem działań rachunkowych, dającym najprostszą i najnaturalniej-
szą podstawę wszystkim badaniom, odnoszącym się do geometryi 
i mechaniki. G e o m e t r y a a n a l i t y c z n a przez swoje spółrzęd-
ne wprowadza element całkiem obcy do właściwego przedmiotu 
badania. Jej metoda postępuje drogami bocznemi, traci czucie 
z zagadnieniem i ukazuje swe rozwiązania jakby przez zasłonę. Wraz 
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ze złożonością przedmiotu rosnąca niepomiernie rozwlekłość i za-
wiłość jej rachunków i wzorów zmusza do ustanawiania coraz no-
wych układów spółrzędnych, mających możliwie ściśle przystoso-
wywać się do zagadnień specyalnych, oraz do wynajdywania coraz 
nowych symboli skracających; skutkiem tego cała metoda, pierwot-
nie jednolita i konsekwentna, w rozwoju swym stała się bezplanową. 
G e o m e t r y a s y n t e t y c z n a ( S t e i n e r o w s k a ) jest wprawdzie 
od tych braków wolna, lecz nie używając rachunków, pozbawia się 
najpotężniejszego i najdogodniejszego narzędzia badania, o którem 
K l e i n w swych „Badaniach porównawczych o nowszych bada-
niach geometrycznych" *) mówi trafnie, że dobrze przystosowa-
ny formalizm daje badaniu tę cenną korzyść, iż w pewnej mierze 
wyprzedza myśl. Ciężar roboty, zdjęty z umysłu, nakłada na da-
leko słabsze i bardziej ograniczone spostrzeganie; dogodny język 
wzorów zastępuje ciężką mową wyrazową. Dlatego to liczba zwo-
lenników tej geometryi była zawsze ograniczona, a wartość jej praw-
dopodobnie będzie z czasem stawała się coraz bardziej propedeu-
tyczną. 

N a u k a r o z c i ą g ł o ś c i , podobnie jak geometrya syntetycz-
na, operuje bezpośrednio na utworach geometrycznych, poddaje 
je wszakże własnym działaniom rachunkowym. Ustanawia ra-
chunkowo proste zależności wzajemne utworów i za pomocą pra-
widłowych przekształceń prowadzi sposobem systematycznym, pe-
wnym i najkrótszym, do nowych związków tam, gdzie inne metody 
prowadzą nużącemi drogami bocznemi, lub, dla uniknienia tychże, 
wprowadzają sztuczne kombinacye myślowe. Każdy krok w rachunku 
oznacza wprost zrozumiałe przekształcenie geometryczne, a niewy-
czerpane bogactwo możliwych przekształceń stanowi zarazem nie-
wyczerpane źródło nowych twierdzeń. W skutek tego nauka roz-
ciągłości staje się metodą bezpośrednią, nadającą się do systema-
tycznego odkrywania prawd geometrycznych; przewodniczką pewną, 
która w nieskończonej rozmaitości utworów przestrzennych i ich 
zależności wzajemnych, przedstawia jasno sam system i jego związki. 
Lecz nie wyczerpuje to bynajmniej jej znaczenia. Elementy, wpro-

*) Porów. Prace matematyczno-fizyczne t. VJ, str. 55. 
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wadzone do rachunków, można z góry pojmować ogólniej i następ-
nie wraz z osiągniętemi wynikami tłómaczyć w różny sposób. 
Tak np. te same wzory mogą wyrażać twierdzenia geometryi i me-
chaniki, albo też twierdzenia geometryi liniowej i kulistej. Podo-
bnież działania i metody rachunkowe nauki rozciągłości można 
stosować do przestrzeni o dowolnej liczbie wymiarów, i tak też pier-
wotnie rozwinął je w największej ich ogólności sam G r a s s m a n n . 
W tym rozległym i dobrze uporządkowanym systemie wszystkie 
środki analityczne i pomocnicze mają swoje miejsce osobne i w tym 
właśnie związku dochodzą do istotnego udoskonalenia i uproszcze-
nia. Stosuje się to zwłaszcza do teoryi wyznaczników, do całej 
tak nazwanej algebry nowszej, oraz do teoryi funkcyj analitycz-
nych. I różne gałęzie matematyki stosowanej ciągnęły korzyść 
z tych metod, y 

Podstawą tych wszystkich reform są dwa działania, nazwane 
przez G r a s s m a n n a mnożeniem „zewnętrznem" i „wewnętrznem" 
elementów: pierwsze z prawem zasadniczem (e1 = — (e2 ex)y skąd 
wprost wynika (<?, ^ ) = 0 ; drugie z prawami zasadniczemi: (e1je2)=0, 
{ex k i ) - 1 . Z tych niepozornych początków rozwija się nieprze-
czuwane, rozszerzone jeszcze później przez szkołę G r a s s m a n n o w -
ską , bogactwo metodycznych środków pomocniczych, których 
całej doniosłości dziś jeszcze przejrzeć nie możemy, gdyż dotąd 
nie wyspecyalizowano jeszcze i nie wyzyskano większych działów 
abstrakcyjnej teoryi G r a s s m a n n a . Powiemy tu odrazu, że za-
stosowanie nauki rozciągłości ogranicza się do teoryi tych grup 
przekształceń (według rozumienia L i e 'go) , które zlewają się z geo-
inetryą w znaczeniu zwykłem, wraz z geometryą wielowymiarową 
i nieeuklidesową. Ocena doniosłości nauki rozciągłości winna te-
dy być oparta na znaczeniu, które nadajemy tej zwykłej geome-
tryi i mechanice w porównaniu do geometryj i teoryi niezmienni-
ków, należących do innych grup przekształceń. Co do tego mówi 
S t u d y 1 ) bardzo słusznie: „Czy odpowiedni układ liczb pozyska 
ważniejsze znaczenie, zależeć znów będzie od tego, jakie miejsce 
zajmą przynależne grapy w całości wiedzy matematycznej". 

Nauka rozciągłości nie wystąpiła bynajmniej z roszczeniami 
przeszkodzenia prawidłowemu biegowi rozwoju nauki matematy-
cznej. Jakkolwiek odosobnionem było jej stanowisko, obcą i nie-
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przejrzystą szata, w której najprzód się ukazała, mimo to nie brak 
było zjawisk uprzedzających jej pojawienie się. Ukazała się właś-
nie w porę, by pobudzić do dalszego rozwoju ważne gałęzie wiedzy 
matematycznej. I jakkolwiek ten wpływ jej nie uwidocznia się 
przez całe dziesiątki lat skutkiem zupełnego ukrycia, w jakiem po-
zostawała, to wszakże dziś, po 50 latach, możemy widzieć, że rozwój 
nauki sam przez się i w najrozmaitszych miejscach skierowany 
był ku ideom G r a s s m a n n o w s k i m . I do ostatniego czasu po-
wstawały tam, gdzie nie znano dostatecznie nauki rozciągłości, rzeko-
me odkrycia nowych pomysłów, które były tylko zasadami nauki 
rozciągłości, lub odkrycia nowych twierdzeń treści geometrycznej 
i analitycznej, które okazały się tylko wnioskami z daleko ogólniej-
szej nauki rozciągłości. 

Jako poprzedzające naukę rozciągłości należy uważać, oprócz 
wspomnianej już „charakterystyki geometrycznej"2) L e i b n i z a , 
następujące prace: J. G r a s s m a n n a 3 ) uważanie powierzchni ró-
wnoległoboku za iloczyn geometryczny dwu boków przyległych; 
M ö b i u s a 4 ) dodawanie geometryczne punktów i odcinków; Be l -
l a v i t i s a 5 ) rachunek ekwipolencyj, który H o ü e l uznał później 
za wynik logiczny ogólnej nauki rozciągłości; wreszcie rachunek 
kwaternionów, przeciw czemu zresztą protestował B e l l a v i t i s 6). 

Z pojedynczemi charakterystycznemi działaniami nauki roz-
ciągłości, jakkolwiek zupełnie bez jej udziału, zlewają się: mnożenie 
odcinków S t - V e n a n t a 7); klucze algebraiczne (Olefs algebriques), 
C a u c h y ' e g o 8 ) ; formy symboliczne (=iloczyny zewnętrzne) 0 ' B r i e -
na9); iloczyn geometryczny ( = wewnętrzny) G a u s s a 10); pęki liczbo-
we (=odcinki poddane dodawaniu) B u n k o f e r a u ) ; iloczyn geome-
tryczny (=wewnętrzny) R e s a l a 13), przyjęty także w mechanice przez 
S om owa1 3); „znaki pierwotne" (Promitivzeichen) L i p s c h i t z a 1 4 ) 
identyczne z jednostkami Gr as s m a n n o w s k i e m i i podległe tym 
samym prawom mnożenia. Dalej wprowadzone przez Kr o n e c k e-
r a i W e i e r s t r a s s a 15) skrócone oznaczenia wyznaczników, które 
można uważać za stopień wstępny do systematycznego przedstawie-
nia wyznaczników u G r a s s m a n n a ; uważanie wziętej ze znakiem 
ujemnym połowy kwadratu odległości dwóch punktów za iloczyn (we-
wnętrzny) punktów, wTedług M ö b i u s a1 6); uważanie spólnej potęgi 
dwóch kul za ich iloczyn (wewnętrzny), według B a d o r f f a 1 7 ) ; As-
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semblages binaires de la taxe k M e r a y a , jako szczególny przypa-
dek wielkości rozciągłych G r a s s m a n n a, wyprowadzanych z k-\-l 
jednostek i poddanych mnożeniu algebraicznemu 19); symbol Mk 
C h a p m a n a 2 0 ) , obejmujący symbole kwaternionowe 8 i V, jako 
przypadki szczególne, umożliwiający rozszerzenie rachunku kwater-
nionów na n jednostek, i będący tylko symbolem mnożenia zewnętrz-
nego, podobnie jak i dalsza próba C h a p m a n a , zmierzająca do 
udoskonalenia rachunku kwaternionów 2I). Dalej należy tu pogląd 
G e n t y ' e g o 22), w7edług którego symbol kwaternionowy S (ab) jest 
iloczynem „rzutowym" (wewnętrznym) symboli a i „niwelator" 
S y l v e s t e r a 2S)—symbol, utworzony z tego samego punktu wi-
dzenia, jak „wyrażenie z lukami" nauki rozciągłości. 

Jak dalece symbolika algebry nowoczesnej zbliżyła się do 
sposobu przedstawienia nauki rozciągłości, nie przyjmując wszakże 
odpowiadającego istocie rzeczy charakteru tej ostatniej, wskazuje 
wyraźnie równanie u!l

x=0, orzekające, że punkt x opisuje krzywą 
n—go rzędu «, będące wszakże po lewej swej stronie tylko dowol-
nem zestawieniem trzech liter, rodzajem oznaczenia skróconego, 
gdy tymczasem w nauce rozciągłości równanie axn = O, wyrażające 
to samo, zawiera w sobie iloczyn zewnętrzny krzywej « przez potęgę 
algebraiczną xn. W pierwszym razie mamy konglomerat, wyma-
gający jeszcze nowych działań symbolicznych, aby mógł być uży-
tecznym; w drugim zaś razie—wyrażenie, wchodzące do organizmu 
systemu i nadające się do bezpośredniego traktowania. Że symbole 
używane w algebrze nowoczesnej bardzo łatwo i z wielką korzyścią 
dla płynności rachunku oraz dla przedstawienia geometrycznego 
wyników zastąpić można utworami iloczynowemi G r a s s m a n na , 
dowodzi tego wprowadzone przez W a e l s c h a 2 4 ) przedstawienie 
używanych w geometryi liniowej spółrzędnych promieniowych i osio-
wych pod postacią iloczynów zewnętrznych. Wreszcie symbole 
skracające, za pomocą których H e s s e nadał geometryi anality-
cznej taką prostotę i elegancyę, jakich przedtem nie posiadała, ce-
chują właśnie ten stopień rozwoju nauki, którego bezpośrednim kro-
kiem dalszym są metody nauki rozciągłości. 

Analitycy ścisłej reguły długo wzbraniali się uznać już nie-
tylko konieczność ale nawet dopuszczalność takich działań, które, 
jak np. mnożenia G r a s s m a n n o w s k i e , ulegają prawom innym, 
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niż prawa arytmetyki zwykłej. W każdym razie ograniczono te 
działania do niższych dziedzin zastosowań w geometryi i mecha-
nice. Dla scharakteryzowania tego ograniczonego sposobu widze-
nia porówn. rozważanie S t u d y ' e g o (1. c. str. 177 i następ. str. 
213). W obec tego jest interesującera, że w ostatnim czasie pro-
cesy czysto-analityczne doprowadziły do działań podobnych. Wła-
ściwie należą tu z rezultatów dawniejszych: przedstawienie wyznacz-
ników podług G r a s s m a n n a ; „Olefs algebriques" Ca u c h y ' e g o 
oraz znaki pierwotne L i p s c h i t z a . Następnie znalazł F r o b e-
n i u s 25), że jeżeli A i B są dwie formy dwuliniowe zmiennych 

f , y2l , , yn, to iloczyn 

jest w ogóle różny od BA. Niedawno okazał S t u d y '), że teorya 
grup przekształceń liniowych pozostaje w najściślejszym związku 
z teorya liczb urojonych wyższych (nadurojonych). Pozyskano tedy 
do ocenienia znaczenia układów tych liczb daleko rozleglejsze punk-
ty widzenia, niż je dać może „analiza wyższa", ścieśniająca się 
w kole swych działań elementarnych. 

G r a s s m a n n o w s k ą metodę wyprowadzania wielkości roz-
ciągłej (punktu lub odcinka) z jednostek (punktów lub odcinków) 
przy pomocy liczb, które można uważać za spółrzędne tamtej wiel-
kości, znajdujemy także w szeregu samodzielnie pomyślanych ukła-
dów spółrzędnych, których spółrzędne różnią się tylko stałemi 
czynnikami od spółrzędnych G r a s s m a n n o w s k i c h . Wszystkie 
te układy ustępują wszakże G r a s s m a n n o w s k i e i n u pod tym 
względem, że w zastosowaniach rachujemy w tamtych tylko ze 
spółrzędnemi, oderwanemi od punktów zasadniczych, gdy tymczasem 
równania nauki rozciągłości zawdzięczają swoją prostotę oraz łat-
wość i przejrzystość swych przekształceń właśnie tym punktom 
i zachodzącym pomiędzy niemi prawom rachunku. Takiemi ukła-
dami są: spółrzędne barycentryczne M ö b i u s a 26); spółrzędne C h a -
ś l e s' a 3 7) stosunków z przecięcia wynikających; spółrzędne trójli-
niowe Sch e n d e l a 27), spółrzędne stosowane przez K i n d e l a 3 8 ) 
przy przyporządkowywaniu wzajemnem elementów przestrzennych; 
spóirzędne czworościenne d' O c a g n e' a 29), obejmujące w sobie 
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z jednej strony spółrzędne D e s c a r t e s ' a i P i ü c k e r a , z dru-
giej zaś spółrzędne równoległe punktowe i tangencyalne. 

Do systemu nauki rozciągłości włączyć się dają bez zmiany 
istotnej: sposób przedstawienia ilości urojonych za pomocą wekto-
rów, podany przez A r g a n d a 3o) i G a u s s a 3 1 ) ; rachunek punkto-
wy S i e b e c k a 3 2 ) ; sposoby przedstawiania ilości urojonych na pła-
szczyznie lub w przestrzeni, podane przez M ö b i u s a i B j ö r -
l i n g a 33). 

Nie brakło też przedsięwzięć szerszych, w kierunku dążeń 
G r a s s m a n n a i pokrewnych nauce rozciągłości, celem stworzeniu 
osobnej analizy, głównie dla celów geometryi lub fizyki. Tu prze-
dewszystkiem, ze względu na bogate wyiobieniei powagę, na pierw-
szem miejscu postawić należy teoryę kwaternionów H a m i l t o n a , 
o której mowa będzie jeszcze niżej. Ze względu na ograniczoność 
środków pomocniczych i niedogodność oznaczeń, stoi ona daleko 
niżej od nauki rozciągłości; wszystkie traktowane przez nią za-
gadnienia daleko dogodniej i krócej rozwiązują się za pomocą nauki 
rozciągłości, któia, jak to sam G r a s s m a n n 32) już wykazał, obej-
muje w sobie i teoryę kwaternionów. I G i b b s 3 5 ) t e ż , wychodząc 
z teoryi kwaternionów, doszedł niezależnie do analizy wektorowej, 
zgodnej co do swej istoty z metodami nauki rozciągłości. Rozprawa 
C a y l e y ' a 3 6 ) „Memoir on the theory of matrices"; P e i r c e ' a 3 7 ) 
„Linear associative Algebra", opracowana po jego śmierci w dal-
szym ciągu przez syna; S y l v e s t e r a 3 8 ) „Lectures on the prin-
ciples of universal Algebra", poruszają się też w kierunku pomysłów 
G r a s s m a n n o w s k i c h . Niedawno M a c f a r l a n e 39) w swojej 
„Algebra of physics" starał się utworzyć analizę, która łączy w so-
bie metody nauki rozciągłości, kwaternionów i wyznaczników, w ce-
lu zastosowań fizykalnych. 

Częściowo co do ducha zgodną z G r a s s m a n n e m, lecz mniej 
praktyczną, jest dawniejsza próba profesora pragskiego D o p p l e r a 
wprowadzania utworów geometrycznych bezpośrednio do rachunku, 
oraz S c h e f f l e r a „Rachunek sytuacyjny" (Situations3alcül). 

Przeglądając ten długi szereg usiłowań, zdążających bez wy-
jątku do istniejącego już przed niemi systemu nauki rozciągłości, 
jakby do ogniska, nie możemy oprzeć się wrażeniu, że przezna-
czeniem tego systemu jest zajęcie trwałego stanowiska w dziejach 
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rozwoju matematyki. Z drugiej wszakże strony musimy powie-
dzieć: jaki ogrom zbytecznej pracy umysłowej mogłoby zaoszczę-
dzić pokolenie matematyków drugiej połowy 19-go stulecia, gdyby 
w swoim czasie posiadało gotowy system nauki G r a s s m a n n o w -
s k i e j , zamiast budować go na nowo, przez pół wieku, z mozołem 
i z wszelkiemi błędami, nieuniknionemi przy próbach podobnych! 
Zasady tego systemu bowiem posiadali tylko czasowo i tylko niektó-
rzy; dalej nikt nie poszedł; te zaś rozprawy, które idą dalej niż 
wyniki samego G r a s s m a n n a , zawierają tylko formalne ulep-
szenia lub rozwinięcia nieznaczące w stosunku do systemu G r a s s -
m a n n a i jego zastosowań. 

Mimowoli nasuwa się pytanie: jak to się stało, że podobne 
prace spoczywały tak długo niepostrzeżonemi? Powodem głównym 
była forma, którą sam G r a s s m a n n nadał swemu dziełu. Ponie-
waż utworzył on system możliwie najogólniejszy i abstrakcyjny, 
z którego dopiero miały być wyprowadzone, jako zastosowanie, geo-
metrya i mechanika, przeto treść i uzasadnienie tego systemu otrzy-
mały piętno daleko bardziej filozoficzne niż matematyczne. Próby 
zaś stosowalności praktycznej były dla matematyków zbyt skąpemi 
i ukrytemi, aby módz pobudzić którego z nich do studyów 
nad dziełem, postępującem drogami zbyt dalekiemi od utartych 
gościńców badań matematycznych. Jeżeli nawet taki M ö b i u s 4 0 ) , 
najbliżej stojący pomysłów tego dzieła, ustał w studyum nad niem 
z powodu jego charakteru filozoficznego, to łatwo już pojąć, że 
nie poznano się ani na treści matematycznej ani na znaczeniu 
dzieła. Ciepłe przyjęcie, jakiego doznało u M ö b i u s a i powo-
dzenie zaszczytne u G r u n e r t a były to tylko wyjątki. G a u s s 4 0 ) 
zaszczycił dzieło mało znanego nauczyciela pobieżnem przejrze-
niem, szukając zresztą w niem tylko tego, o ile dążenia autora 
zbliżają się do własnych jego pomysłów; zdanie G a u s s a , wypowie-
dziane tonem olimpijskim,—nawet i po za tym tonem, charakteryzu-
je w ogóle przyjęcie, jakiego wówczas doznała nauka rozciągłości *). 

*) Jedynym owocem swego dzieła nazywa G r a s s m a n n w przed-
mowie do „Nauki rozciągłości" z r. 1862, małą rozprawę K y s ä u s a (79). 
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Trudniej już zrozumieć, że nie zwrócono wówczas uwagi nawet 
na czysto-matematyczną pracę konkursową, zwłaszcza na rozprawy 
w dzienniku Cr e i l e go, mimo że przynosiły one uowe rezultaty 
w powszechnie interesującej dziedzinie teoryi krzywych i po-
wierzchni; rezultaty, które i później, jako ważne, łączono z nazwi-
skiem G r a s s m a n n a , chociaż zapomniano o metodzie, której je 
zawdzięczano. Tak np. P l ü c k e r w 34 tomie dziennika C r e l l e g o 
mógł twierdzić, że nie istnieje jeszcze ogólna geometryczna defi-
nicya krzywej trzeciego rzędu, gdy tymczasem w tomie 31-go tegoż 
dziennika podał był G r a s s m a n n taką definicyę i wykazał, że jest 
ogólną. Można to objaśnić tylko w ten sposób, że ogłaszanie 
prac w dzienniku C r e l l e g o nie wystarczało wówczas do za-
pewnienia należytego uznania wybitnym pracom, jeżeli ich autor, 
jak G r a s s m a n n , zajmował podrzędne zewnętrzne stanowisko 
naukowe. 

Zresztą, mówiąc nawiasem, nie lepiej powodziło się i innym 
odkryciom G r a s s m a n n a . Prawo elektrodynamiczne o działaniu 
dwu części prądu, ogłcszone przez G r a s s m a n n a w r. 1845 Wt „An-
nalach" P o g g e n d o r f f a , stało się znanem dopiero wtedy, gdy 
C l a u s i u s 4 3 ) odkrył je na nowo w r. 1876. Zauważyć należy, że 
krótkie, przejrzyste sformułowanie G r a s s m a n n a było wyższem 
od zawikłanego układu równań C l a u s i u s a . Teorya dźwięków sa-
mogłoskowych, ogłoszona przez G r a s s m a n n a z 1854 w jednym 
z prograinatów szkolnych szczecińskich, została w r. 1859 na nowo 
odkryta przez H e l m h o l t z a . Piszącemu te słowa niewiadomo, czy 
dowód podany w r. 1877 przez G r a s s m a n n a 4 4 ) , że podstawa 
teoryi H e l m h o l t z a , o fizykalnej naturze dźwięków mowy, jest 
nieprawdziwą, zwrócił na się uwagę kół właściwych. W r. 1853 
G r a s s m a n n 4 5 ) obalił ogłoszoną na dwa lata przedtem przez 
H e l m h o l t z a teoryę mieszania barw i za pomocą metod wielo-
krotnie cytowanej nauki rozciągłości wyprowadził prawo, stwier-
dzające empiryczne prawidło N e w t o n a , które potem i sam H e l m -
h o l t z wprowadził do swojej „Optyki fizyologicznej". Ale i H e i m -
h o l t z, pomimo blizkiego związku nauki rozciągłości z własnemi 
spekulacyami, nie zbadał książki G r a s s m a n n a . 
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„Nauka rozciągłości z r. 1862" *), zawierająca treść poprze-
dniego dzieła w wykładzie całkowicie zmienionym i opracowanym 
według wzoru E u ki i d e s o w ego , miała co do formy być bardziej 
przystosowaną do użytku matematyków. Lecz, jeżeli pomyślimy 
0 tem, że skuteczność dogmatycznej metody E u k l i d e s o w e j ogra-
nicza się przeważnie na geometryi elementarnej, i że metoda ta 
już w dziedzinie arytmetyki elementarnej jest jakby szczątkiem bu-
dowli średniowiecznej w epoce dzisiejszej, to zrozumiemy, że roz-
legła treść systemu G r a o s m a n n o w s k i e g o z trudnością tylko 
wcisnąć się dała w karby tego wykładu. Nowa szata tak źle przy-
stawała do dzieła, że nawet G r u n e r t , mimo całego uznania dla 
bystrości G r a s s m a n n a , w rozczarowaniu oświadczył, że w nowej 
książce nie widzi istotnego postępu naukowego, a nawet nie chciał 
pisać o niej recenzyi. Tak więc, mimo olbrzymiego trudu włożo-
nego w tę pracę, powstało dzieło, które nużącemi, długiemi ab-
strakcyjnemi wywodami, wystawiało daleko bardziej na próbę cier-
pliwość czytelnika niż część pierwsza. Nowa praca pozostała tedy 
mniej znaną jeszcze od pierwszej, a treść jej — skarbem ukrytym 
w ostach i cierniach. 

W obec tych faktów, zapytać należy, czy w ogóle G r a s s -
m a n n nie umiał znaleść odpowiedniej fermy dla swoich rozle-
głych genialnych pomysłów, oraz dla swych logicznie ścisłych i ja-
sno przemyślanych rozumowań? Jego podręczniki algebry, a zwła-
szcza trygonometryi dowodzą rzeczy przeciwnej. Oba podręczniki, 
prawie nieznane w Niemczech, wyżej cenione w Ameryce, są po 
dziś dzień, mimo zewnętrznych pozorów metody E u k l i d e s o w e j , 
nieprześcignionym wzorem naukowej ścisłości, jasności, zwięzłości 
1 praktycznego opracowania metody. Miał bo też G r a s s m a n n , 
nauczając w szkole, sposobność szukania i wypróbowania najlepsze-
go sposobu wykładu traktowanych w tych książkach przedmiotów. 
Podobnej sposobności nie znalazł dla badań swych oryginalnych, 
ponieważ nie udało mu się pozyskać stanowiska w wyższym za-
kładzie naukowym, które należało mu się słusznie, zarówno jako 

*) Te dwa wydania „Nauki rozciągłości" odróżniać będziemy niżej 
za pomocą znaków A1 i J.2. 
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badaczowi teoretycznemu jak i praktycznemu nauczycielowi. Tylko 
na takiem stanowisku, mając pod dostatkiem wolnego czasu i roz-
wijając odpowiednią działalność nauczycielską, wśród żywego ob-
cowania z kolegami i uczniami, mógłby on wyrobić zewnętrznie 
swój system, zgodnie z wTymaganiami nowszej umiejętności i wy-
kazać w naleźytem świetle jego zalety. Ze umiał cenić ważność 
takiego ustnego wykładu i opracowania przedmiotu, tego dowodzą 
odczyty, jakie w r. 1842 o dziele swojem miewał w niewielkiem kół-
ku przyjaciół46) oraz wspólna praca z bratem Robertem nad 41). 
Przecież i później, wykładający w wyższych zakładach naukowych 
uważali wykłady za najlepszy środek wniknięcia w ducha nauki roz-
ciągłości. Kroki, przedsięwzięte przez G r a s s m a n n a w celu 
pozyskania katedry, znalazły życzliwe przyjęcie u rządu, i kiedy 
w r. 1868 zawakowała profesura w Greifswaldzie, popierał począt-
kowo i Gru n e r t radą te starania o to stanowisko (niższe pie-
niężnie). Gdy jednak w samym fakultecie powstała poważna 
przeciwko G r a s s m a n n o w i opozycya, wynikła skutkiem życzenia, 
aby katedrę tę zajął matematyk kierunku R i e m a n n o w s k i e g o , 
wtedy upadł cały ten plan, a z nim zarazem i uwieńczenie dzieła 
G r a s s m a n n o w s k i e g o . Czyniono G r a s s m a n n o w i zarzuty nie-
tylko co do formy przedstawienia, lecz także i co do sposobu jego 
produkcyi naukowej, ponieważ, mimo całego bogactwa oryginalnych 
poglądów, nie usiłował doprowadzić do ostatecznego rozwiązania 
żadnego z pytań, do którego te poglądy prowadziły. Zapomniano 
przytem, że najbardziej cierpliwe usiłowania słabną przy braku po-
trzebnej atmosfery oraz wszelkiego śladu uznania. (Pod tym wzglę-
dem szczęśliwszym był H a m i l t o n , którego teorya kwaternionów 
dość wcześnie zaliczoną została do zwyczajnych przedmiotów wy-
kładowych na uniwersytecie w Dublinie). Nie było wcale mowy 
o względach dla badań G r a s s m a n n a przez ułatwienie mu pracy 
urzędowej; matematyka sama już, jako przedmiot wykładowy, była 
w sferach urzędowych Szczecina nauką mało cenioną, o wiele mniej 
jeszcze, jako zajęcie poboczne nauczyciela! Z drugiej strony wspo-
mnieć należy, że i G r a s s m a n n na swojem odosobnionem sta-
nowisku nie posiadał koniecznej ruchliwości na to, by przez pie-
lęgnowanie istniejących i nawiązywanie nowych stosunków z ma-
tematykami pozyskać zainteresowanie dla swego dzieła. Świadczy 
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już o tem zdumiewająca szczupłość jego korespondencyi naukowej. 
W braku tedy wszelkiego powodzenia sam odwrócił się od nauki 
rozciągłości, a opracowawszy ją w zarysach zasadniczych, odłożył 
wykończenie budowy do czasu późniejszego. 

W rzeczy samej do roku 1869 nikt poważnie i szczegółowo 
nie zajmował się nauką rozciągłości, prócz H a n k e l a , który w swem 
dziele: „Theorie der complexen Zahlensysteme" uwzględnił też teo-
ryę G r a s s m a n n a i polecił ją gorąco, jakkolwiek bez widocznego 
skutku. Zresztą należy wspomnieć o tem, że trzej pierwszorzędni 
specyaliści mniej lub więcej jasno pojęli znaczenie pojedyńczych 
części nauki rozciągłości. C r e m o n a 4 8 ) już w rozprawie z r. 1860 
zwrócił na nią uwagę, starał się ją poznać i polecił swym 
przyjaciołom jako przedmiot studyów. W e i e r s t r a s s przedsta-
wił swoim słuchaczom niektóre poglądy nauki rozciągłości—idziemy 
tu za świadectwem prof. Killinga — zwrócił ich uwagę na użytek 
iloczynu zewnętrznego i wewnętrznego w teoryi ruchu ciała szty-
wnego i w nauce o kole*). C l e b s c h potrafił ocenić doniosłość 
nauki rozciągłości dla geometryi i algebry, w wymownych wyrazach 
przedstawił swój sąd o niej we wspomnieniu o P l t i c k e r z e 4 9 ) i u-
mierając przedwcześnie, uczniom swoim ten sąd w spuściznie po-
zostawił. 

Wszystkie te wzmianki i polecenia, jakkolwiek pochodziły od 
osób tak poważnych, nie były wszakże dostatecznemi, by nauce roz-
ciągłości zapewnić należyty rozgłos, a przedewszystkiem wpływ 
praktyczny na dalszy rozwój umiejętności, który się jej dawno na-
leżał. Bo i na cóż przydać się mógł wszelki podziw, skoro nie 
wielu rozumiało naukę rozciągłości, a nikt nad nią nie pracował! 
Do tego celu koniecznem był przedewszystkiem wykład nauki dro-
gą odmienną od tej, którą szedł G r a s s m a n n , a mianowicie, 
należało rozpoczynać nie od pojęć oderwanych i twierdzeń geome-
tryi n —wymiarowej, lecz przedstawić metody nauki rozciągłości 

*) Uwagi W e i e r s t r a s s a o stosunku analizy algebraicznej do teo-
ryi jednostek wielokrotnych miały na celu nie tyle zaprzeczenie prawa 
istnienia tej ostatniej, ile raczej wykazanie, że analiza algebraiczna mo-
że być zbudowaną i bez ich pomocy. Po za tem W e i e r s t r a s s uznawał 
wyraźnie korzyści z wprowadzenia jednostek wielokrotnych. 
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wewnątrz dziedziny przestrzeni zwykłej. Na tle zwyczajnych po-
glądów przestrzennych, właściwości nauki rozciągłości odznaczały 
się dobitniej; przy znanej treści geometrycznej, jej formy obce, 
przeciwne zwyczajom dotychczasowym, stawały się zrozumialszemi 
dla czytelnika. Temu to punktowi widzenia należy przypisać *) po-
wstanie dzieła „System der Raumlehre" napisanego przez autora 
niniejszego szkicu. Pierwsza część tej książki (1872), ograniczona była 
pod względem treści do elementów geometryi, druga zaś (1875) **) 
obejmowała nową geometryę i algebrę w przedstawieniu G r a s s -
m a n n o w s k i e m . O powstaniu tego dzieła zdałem sprawę w bio-
grafii G r a s s m a n n a 50j; o znaczeniu jego dla nauki rozciągłości na-
pisał sam G r a s s m a n n w przedmowie do drugiego wydania A1

 5I). 
Wszystkie środki pomocnicze nauki rozciągłości rozwinięte tu zo-
stały ab ovo, nadto wzmiankowane nauki podane zostały w zakre-
sie stosowanym w podręcznikach. W ten sposób stworzono pod-
stawę do przedstawienia rezultatów dalszych oraz do badań samo-
dzielnych, a równocześnie stworzono książkę przygotowawczą do 
studyów nad ogólną nauką rozciągłości. Skutek stwierdził słu-
szność tych rozważań. Dzięki „Nauce przestrzeni" z każdym ro-
kiem rosła znajomość nauki rozciągłości. Przybywali wciąż ma-
tematycy, któizy w poczuciu wewnętrznej naukowej niezależności, 
nietylko badali i podziwiali naukę rozciągłości, lecz pracowali też 
nad jej rozwinięciem i uprzystępnieniem. Najbliższym owocem tych 
usiłowań był wznowiony udział samego G r a s s m a n n a w ówczes-
nych dążeniach matematyków. W ostatnich już latach swego ży-
cia wystąpił on z nielicznemi lecz wartościowemi rozprawami o sto-
sunku nauki rozciągłości do geometryi, algebry nowszej, kwaternio-
nów, nauki o barwach i elektrodynamiki. Dalszym owocem, według 
świadectwa G r a s s m a n n a , było doprowadzenie do skutku drugiego 
wydania oraz wyczerpanie istniejących jeszcze egzemplarzy A2 

w ciągu kilku lat. Dziś zaś, po upływie 25 lat od początku tego okre-
su, widzimy już cały szereg gałęzi badania matematycznego, na 

*) Nie zaś wpływowi C l e b s c h a , jak błędnie p'zypuszcza K r a f t 
w przedmowie do swego dzieła (N. 170). 

**) Dwie te części będziemy oznaczali poniżej przez i i?3 
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które nanka rozciągłości wpłynęła w stopniu mniejszym lub więk-
szym, dając im ulepszone metody badania oraz nowe rezultaty. 

Zasady o g ó l n e j n a u k i o f o r m a c h , stworzone przez G r a s s -
m a n n a i wryłożone obszerniej przez H a n k e l a oraz później przez 
N o t h a 5 2 ) , doprowadziły do pogłębienia teoryi zasadniczych dzia-
łań arytmetycznych i są dziś własnością wszystkich matematyków^. 

Pierwszy G r a s s m a n n wypowiedział pogląd, że geometrya 
jest nauką stosowaną i wyciągnął stąd konsekwencye praktyczne. 
Z tym poglądem najściślej wiąże się różnica pomiędzy wyobraże-
niem przestrzeni doświadczalnej a pojęciem oderwanem przestrzeni 
płaskiej trójwymiarowej, oraz poddanie tej ostatniej pod ogólne 
pojęcie przestrzeni; są to działania rozumowe, na których stoi 
i wT braku których pada cała geometrya wielowymiarowa i nieeukli-
desowa. 

W g e o m e t r y i e l e m e n t a r n e j w dziele B1, przyjąwszy 
ruch za istotne narzędzie badania, wskazałem nowe zasady opraco-
wania w przeciwstawieniu do dogmatycznej metody E u k l i d e s a , 
opierającej się tylko na utworach sztywnych*). Przytem metody nauki 
rozciągłości okazały się tu najnaturalniejszem narzędziem rachun-
kowem w całej dziedzinie geometryi. Dawały one równocześnie 
związki położenia i miary; z wielką łatwością prowadziły do odle-
glejszych i dotąd trudno dostępnych dziedzin geometryi trójkąta, 
koła i kuli; okazały się przydatnemi do rozwiązywania zagadnień 
oraz do dowodzenia twierdzeń 55). Dalszem rozwinięciem idej 
G r a s s m a n n o w s k i c h jest przeprowadzona w Kx przy pomocy 
„czynnika obrotowego" in metryka geometryi elementarnej iS), po-
zostająca w blizkim związku z teoryą funkcyj hyperbolieznych 57) 
Tu należy także uważanie punktów7 urojonych za punkty rzeczywi-
ste, przyczem własność punktów przecięcia zastępuje się przez in-
ną 58);jest to pogląd, do którego doszli także L a g u e r r e , T a r r y 59) 
i M o l e n b r o e k 60). G ä n t h e r 61) za pomocą dowodu twierdzenia o 
sumie kątów trójkąta62), dowodu związanego z czynnikiem obrotowym, 

*) W późniejszej książce „Lehrbuch der elementaren Mathematik" 53) 
rozwinąłem twierdzenia płynące z zasad nauki rozciągłości, bez używania jej 
metod; z książki tej wiele rzeczy ważnych przeszło do innych podręczników. 

http://rcin.org.pl



— 17 — 

sprowadził tylokrotnie dyskutowany pewnik o liniach równoległych 
do pewnika prostszego, wyrażającego zasadniczą własność płasz-
czyzny, i wykazał dowodnie chwiejność wszystkich prób do-
tychczasowych. Na gruncie nauki rozciągłości poruszały się także 
badania E i c h l e r a 6 3 ) o pojęciu przestrzeni i P i l g r i m a 6 4 ) o po-
dziale dziedzin. Już G r a s s m a n n 65) wykazał, że niesłusznie zali-
czana do zakresu teoryi kwaternionów trygonometrya kulista znaj-
duje naturalne swe uzasadnienie w nauce rozciągłości; niedawno do 
tego samego wyniku na innej drodze doszedł C a r v a l l o 66). Rów-
noważność nieskończenie odległego punktu i ograniczonego odcin-
ka, ważna zwłaszcza dla mechaniki; odróżnienie odcinka od 
„części linii" (Linientheil), nacechowanej nietylko kierunkiem i dłu-
gością lecz także położeniem oznaczonem — oto nowe pojęcia geo-
metryczne nauki rozciągłości, których pożytek okazał się istotnym. 

W dziedzinie nauki o l i c z b a c h S t o l z 6 7 ) przyjął pojęcie 
G r a s s m a n n o w sk ie wielkości, jako najogólniejsze, za podstawę 
swoich prac arytmetycznych. Większą jeszcze bezporównania do-
niosłość ma podstawa ogólna, na której G r a s s m a n n 68) zbudował 
naukę o liczbach, przez ustanowienie ogólnego układu n niezależnych 
od siebie jednostek, wtedy gdy H a m i l t o n do jednostki rzeczywistej 
i urojonej dodał tylko dwie nowe jednostki urojone. Łatwo nasu-
wającą się myśl rozszerzenia teoryi kwaternionów do układu u je-
dnostek urzeczywistnił O l i f f o r d 6 9 ) . Należą tu także podane 
przez Si m o n y ' e g o 70) dwa uogólnienia powszechne zasadniczych 
działań algebraicznych wraz z najprostszem sformułowaniem poję-
cia funkcyi dla argumentu n—krotnie zespolonego; praca ta opiera 
się przeważnie na poglądach nauki rozciągłości. Na tej samej pod-
stawie opierają się studya grupowo-teoretyczne D y c k a 7 1 ) , który 
przyjmuje pewien szereg jednostek i ustanawia dla niego prawidła 
mnożenia; dalej D e d e k i n d a 73) teorya wielkości zespolonych, 
utworzonych z n jednostek głównych. Jednostki wielowartościowe 
powstają tu z liczb zwyczajnych i podlegają prawom rachunkowym, 
bardziej skomplikowanym, niż prawa mnożenia zewnętrznego i we-
wnętrznego. W teoryi tej—wbrew poglądowi W e i e r s t r a s s a o 
nieprzynależności wielkości zespolonych ogólnych do arytmetyki — 
wielkościom tym nadano znaczenie specyalne, dzięki któremu wy-
pływają one bez zaprzeczenia z gruntu arytmetyki zwykłej. Na-

Hauka rozciągłości. 2 
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wiązując swe badania do tego przedmiotu, wskazał P e t e r s e n 73) 
warunek ogólny, przy którym układ równań operacyjnych pomię-
dzy n jednostkami głównemi charakteryzuje pewną dopuszczalną 
algebrę. Należą tu podane przez S t u d y e ' g o 74) uogólnienia pojęć 
G r a s s m a n n o w s k i c h : „pochodna" i „wartość liczebna," przez 
które pojęciom tym poddano w dziedzinie zastosowań wszystkie ga-
tunki geometryi i równocześnie ustanowiono ich związki z teo-
ryami przestrzeni R i e m a n n a , H e l m h o l t z a i K l e i n a . Należą 
tu wreszcie badania tegoż autora nad układami liczb nadurojonych 
i ich związkami z pewnemi grupami ciągłemi przekształceń; w bada-
niach tych oznaczono wszystkie różne typy układów liczbowych 
z 2-4 i więcej liczbami zasadoiczemi, czyniące zadość pewnym 
warunkom podstawowym, i scharakteryzowano także liczby zespo-
lone, jako oznaczenia skrócone form dwuliniowych, przedstawiają-
cych pewne formy przekształceń liniowych. 

Powyższe dane stwierdzają, że a n a l i z a w y ż s z a i t e o r y a 
f u n k c y j nie są tak dalekiemi od nauki rozciągłości, jakby to na po-
zór wydawać się mogło. Sam G r a s s m a n n prawie połowę A2 poświę-
cił temu przedmiotowi; punkt wyjścia stanowi u niego sprowadzenie 
układu n funkcyj dowolnej liczby zmiennych do funkcyi jednej 
zmiennej. Rozważa on tu także teoryę szeregów nieskończonych^ 
oraz rachunku różniczkowego i całkowego. Niewielu dotąd bada-
czy zgłębiło te trudne rozdziały dawno wyczerpanej A2; ci wszak-
że przekonali się o wielkiem ich znaczeniu. Podstawy tej teoryi 
przedstawiono w R.2. Znaczenie ich dla zastosowań rachunku cał-
kowego (wT mechanice) poznał M e h m k e ; S i m o n y zaś, za pomocą 
trzeciego ze wspomnianych uogólnień działań zasadniczych alge-
bry, doszedł do metody systematycznej szukania całek szczegól-
nych równania 

S e y d l e r 7 5 ) , rozszerzając mnożenie zespolone G r a s s m a n n a 
do czterech jednostek, znalazł takież same symetryczne rozwiąza-
nie równauia różniczkowego 

znane przedtem dla takiegoż równania z dwiema zmiennemi. 
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Okazało się, że wielkości wyprowadzone z tych czterech jednostek 
są równoważne z bikwaternionami spółpłaszczyznowemi (kompla-
narnemi) H a m i l t o n a , i dają się z korzyścią stosować do rozsze-
rzenia na przestrzeń wynikówT geometryi płaskiej. Najobszerniej 
dziedzinę tę uprawiał G i b b s 3 5 ) , który podał szczegółowy wykład 
rachunku różniczkowego i całkowego wektorów i wciągnął do swych 
rozważań, między innemi, przekształcenie całek określonych, warto-
ści najmniejsze całek i t. d., oraz wskazał pożytki, wynikające z metod 
nauki rozciągłości w traktowaniu przedmiotów czysto-analitycznych. 

Szczególnie głębokim i zarazem łatwo zrozumiałym jest wpływ 
nauki rozciągłości na t e o r y ę wyznaczników 7 . Wyznacznik w A2 

(Nr. 62) jest określony jako czynnik liczbowy iloczynu zewnętrznego 
n wielkości liczbowych, wyprowadzonych z jednostek eu ea, . . eH. 
Wyznacznik sam w sobie, w oderwaniu od tych jednostek i praw 
działań nad niemi, jest utworem ciężkim, niedogodnym w użyciu 
i w przekształceniach. Natomiast, w powyższym związku, działania 
z nim nabierają zdumiewającej łatwości. To też przedmiot ten, 
po obszerniejszem przedstawieniu go w i?2, wywierał stosunkowo 
największą siłę przyciągającą. Nowe przedstawienie uwzględnił 
przedewszystkiem G ü n t h e r w swojej książce „Lehrbuch der De-
terminantentheorie;" potem zasadniczo i systematycznie zastoso-
wano je w podręczniku S c o t t a 76), a niedawmo N i e m ö l l e r 77) po-
dał rzecz tę z wielu zastosowaniami do podwyznaczników, rozwią-
zywania rów7nań, podstawień, rugowników, redukcyi form dwójko-
wych do postaci kanonicznej i t. p. Toż samo uczynił C a r v a l l o 78), 
który o nauce G r a s s m a n n a wypowiedział zdanie: „La verite est 
que la methode de G r a s s m a n n supprime la theorie des determi-
nants, en se substituant ä eile." C a s p a r y 8 0 ) doszedł na dro-
dze najprostszej do podanych dawniej przez H u n y a d y e g o , Mer-
t e n s a i P a s c h a przekształceń wyznaczników przecięć stożkowych 
oraz tych wyznaczników, których znikanie jest warunkiem położe-
nia perspektywicznego dwóch trójkątów. M e h m k e 81) wykazał, 
że twierdzenie o wyznacznikach, przedstawione przez K r o n e c k e r a 
Akademii berlińskiej w 1882, zawiera się jako szczególny przypa-
dek w twierdzeniu A2 Nr. 183, i że w swojej postaci zwykłej mniej 
się nadaje do wywodu twierdzeń geometryi punktu, niż twierdzenie 
G r a s s m a n na. Ze związków zaś, objętych w powyższem twier-

2* 
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dzeniu Kr o n e c ker a, wyprowadził C a s p a r y 8a) zasadnicze twier-
dzenie W e i e r s t r a s s a dla funkcyj sigma o większej liczbie ar-
gumentów. Z tego przykładu będzie można powziąć wyobrażenie 
o doniosłości twierdzeń G r a s s m a n n o w s k i c h oraz o pożytku, jaki 
matematyka dawno już mogła odnieść ze studyów nad nauką roz-
ciągłości. Dwa przykłady, podane przez autora 83), stwierdzają, z ja-
ką łatwością za pomocą metod G r a s sm a n n o w s k i c h uzasadnić 
można odległe twierdzenia o wyznacznikach. 

Bezpośrednio z wyznacznikami wiąże się teorya m a c i e r z y , 
stworzona przez C a y l e y ' a 8 4 ) w podziwianej rozprawie „Memoir 
on the theory of Matrices." Teorya ta wszakże zlewa się całkowi-
cie z rozwiniętą w Ax

 85) teorya iloczynów otwartych (wyrażeń z lu-
kami) i teorya uogólnionych ilorazów, podaną w A2

 86). Iloraz roz-
szerzony 

jest wyrażeniem, które, pomnożone przez jakikolwiek ze swych mia-
nowników, daje stojący nad nim licznik; wyrażenie z lukami jest 
sumą iloczynów, z której wyłączono czynnik wspólny, lecz—po-
nieważ czynniki iloczynu występują w określonym porządku,—czyn-
nik wyłączony zastąpiono luką [/ lub ( ) ]. Związek obu wyrażeń 
podany jest w A2 str. 246. Wskazany przez autora w „Fortsehr. 
a. Math" 87) związek pomiędzy macierzami a wyrażeniami z luka-
mi spostrzegali wielokrotnie i wyjaśniali już inni matematycy. Tak 
np. G i b b s 35) spostrzegł tożsamość „wyrażeń dyadycznych" swo-
jej analizy wektorowej z najogólniejszemi iloczynami G r a s s m a n -
na, oraz tożsamość macierzy z wyrażeniami z lukami i iloraza-
mi; pokazał też zgodnie z Ä2 Nr. 72, że rozszerzenie pojęcie ilo-
razu daje się z pożytkiem stosować do pochodnych. Podobne 
związki zauważyli M e h m k e i B u c h h e i m 5 8 ) , z których ostatni po-
dał obszerną teoryę macierzy ze stanowiska Gra ss m a n n o ws ki eg o. 

Szczególniej płodnym okazał się pomysł równoczesny Scot -
ta 89) i von E s c h e r i e h a 90), dotyczący przedstawienia i bada-
nia. przy pomocy środków nauki rozciągłości, wyznaczników wyż-
szych wymiarów, które przedtem już traktował był Z e h f u s s 9I) 
Kto studyował algebrę nowszą z podręczników F i e d l e r a , S a l -
in o n a i Cle bsch a, podziwia z jednej strony postęp w szeregu sto-
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sowanych tam metod, z drugiej zaś z żalem stwierdza, że jedne i te 
same wielkości i działania oznaczane bywają różnorodnemi sym-
bolami, i doznaje skutkiem tego wrażenia, że cała ta symbolika, 
jakkolwiek mądrze obmyślona, składa się wszakże z oznaczeń do-
wolnych i pozbawionych jednolitej podstawy. Już O l e b s c h 49) 
zauważył był, że wielka część wTyobrażeń zasadniczych algebry 
nowszej zawiera się wr Ax. W podobny sposób wyraził się był 
G i b b s92) wtedy jeszcze, gdy nie znał wszystkich odnośnych rezultatów. 
Sam G r a s s m a n 93) w ostatnich latach życia rozwinął w kilku roz-
prawach idee zasadnicze tego związku. Już pierwsze rezultaty jego 
wykazują zupełnie wyraźnie, że w nauce rozciągłości należy szu-
kać naturalnej i jednolitej podstawy dla nowszej algebry, której 
ta nauka dotąd nie posiada. W samej rzeczy w 94) udało się roz-
winąć w pożądanym stopniu teoryę form dwójkowrych (aż do stopnia 
4-go) i trójkowych (aż do 2-go), przy pomocy środków mnożenia ze-
wnętrznego i algebraicznego; prostota rachunków i łatwość wyjaś-
nień geometrycznych zaświadczyły tu o wyższości tej metody nad 
poprzedniemi. Toż samo okazało się w nieogłoszonem jeszcze roz-
winięciu tych badań do form trójkowych sześciennych (w porówna-
niu z metodą A r on h o l d a) i do innych przedmiotów, traktowanych 
w dziele C l e b s c h a - L i n d e m a n n a. Wszakże tworzenie form bar-
dziej złożonych nie było dostatecznie wolnem od niedogodności 
metod dotychczasowych. Dopiero wyżej wspomnionej rozprawie 
von E s c h e r i c h a 90) zawdzięczamy ogólny sposób tworzenia 
niezmienników i spółzmienników metodą jednolitą i niezależną, przy 
pomocy środków nauki rozciągłości. W rozprawie tej udowodniono, 
że każde nasunięcie dwóch form dwójkowych jest wyznacznikiem 
wyższego wymiaru, i że utwory dalsze dla form trójkowych, czwór-
kowych i wyższych dają się przy pomocy form już utworzonych 
przedstawić i badać jako agregaty takich wyznaczników. S c h e n -
del 95) z równein powodzeniem traktował w różnych rozprawach 
teoryę rugownikówr i (podobnie jak von E s c h e r i c h ) przedsta-
wił wyznacznik r-wymiarowy n—go stopnia, jako iloczyn n wy-
znaczników i agregat (r!)n wTyrazów, które w przestrzeni (w -j- 1) 
wymiarowej wypełniają sześcian (n -f- 1) wymiarowy. W osobnej 
książce 96) dał wykład uporządkowany wszystkich części tej dzie-
dziny. Na szczególną uwagę zasługuje tu zastąpienie procesu róż-
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niczkowania, stosowanego przy tworzeniu form nowych, wprowadzę-. 
uiem tak nazwanych nadwyznaczników. B u c h h e i m 9 7 ) w7reszcie 
oparł nowy wykład teoryi grafów (theory of graphs) C l i f f o r d a 
na przedstawieniu formy liniowej za pomocą iloczynu zewnętrznego 

W ogóle wszakże nie mamy dotąd opracowania nowej algebry, 
opartego na nauce rozdałoś ci; opracowania, które wzniósłszy się 
z początków podanych w R2 , przy stosowaniu metod ulepszonych, 
byłoby co do treści wykładem systematycznym, odpowiadającym 
dzisiejszemu stanowi tej teoryi, formalnie zaś wykazywałoby korzyści 
tego wykładu. Do tej pory zastosowanie nauki rozciągłości nie 
zostało jeszcze uwzględnione w takiej mierze, na jakie zasługuje. 

Do badania k r z y w y c h i p o w i e r z c h n i a l g e b r a i c z -
n y c h nauka rozciągłości podaje kilka metod charakterystycznych. 
W p i e r w s z e j z nich krzywa lub powierzchnia, uważana za utwo-
rzoną z elementów stałych i ruchomych, przedstawia się pod postacią 
przyrównanego do zera iloczynu „planimetrycznego" lub „stereome-
trycznego" (który zresztą można przekształcić na dowolne wyraże-
nie w spółrzędnych), co prowadzi do teoryi czysto-geometrycznej 
najogólniejszych pomiędzy wzmiankowanemi utworów. Metoda ta 
tem różni się istotnie od metody S t e i n e ra , że w każdym z utwo-
rzonych prawidłowo iloczynów7 i we wszystkich prawidłowych prze-
kształceniach tkwią charakterystyczne przedstawienia samych utwo-
rów, ich własności oraz przekształceń, i że wszystkie te przemioty pod-
dane są prostemu układowi działań, niezależnemu od ich uzmysło-
wienia. Metoda ta łączy w sobie zalety postępowania analitycznego 
i syntetycznego. G r a s s m a n n na tej drodze znalazł najogólniej-
sze twierdzenia o tworzeniu krzywych i powierzchni 98) i w szeregu 
rozpraw przedstawił obszernie teoryę oraz jej zastosowania do krzy-
wych i powierzchni rzędu drugiego i trzeciego oraz do krzywych 
rzędu czwartego. Zastosował tę metodę autor niniejszego w pracy 
o powierzchni rzędu 3-go i jej wzajemnej l0°); równanie i własności 
stereometyczne powierz.-hni wyprowadzono tu w sposób bezpośredni. 
Później E c k a r d t 10)) i B a u e r 102) badali tenże przedmiot 
przy pomocy metody spółrzędnych. Następnie rozwinął autor l03) 
zasadę G r a s s m a n n o w s k ą w ten sposób, że do prostych i punk-
tów, użytych za elementy konstrukcyi, dołączył jeszcze krzywą stałą. 
D i n g e l d e y ,04), na podstawie G r a s s m a n n o w s k i c h mechani-
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zmów ruchu, podał bardzo prosty sposób tworzenia krzywej C3 
z punktem podwójnym oraz konstrukcyę linii punktów zwrotu, 
i pokazał zarazem, w jaki sposób należy zmodyfikować ten me-
chanizm, aby otrzymać krzywą C4 z 1—3 punktami podwójnemi, 
oraz jak winny leżeć jej elementy, aby powstała dowolna krzywa 
Cv Jednocześnie K ö l m e l 105) podał położenie szczególne ele-
mentów dla krzywej C3 z punktem podwójnym oraz prosty spo-
sób oznaczenia stopnia krzywej dowolnej, utworzonej za pomocą 
mechanizmu G r a s s m a n n n o w s k i e g o . F r i t z 106) rozszerzył 
pierwszą metodę G r a s s m a n o w s k ą tworzenia krzywych C3 na 
przestrzeń. S t u r m 107) zastosował metody G r a s s m a n n o w s k i e 
tworzenia krzywych trzeciego rzędu i klasy do oznaczenia liczb 
zniekształcenia homologii dwóch pól płaskich. C a s p a r y 108), roz-
szerzył G r a s s m a n n o w s k i sposób tworzenia krzywych płaskich 
na krzywe przestrzenne i wyprowadził stąd istotne ich własności 
oraz nowe konstrukcyę. Na tej samej podstawie v. E s c h e r i c h l09) 
podał metody ogólne konstrukcyi krzywych i powierzchni algebra-
icznych dowolnego rzędu z liczby określających je punktów, za po-
mocą układów liniowych wzajemnych wyższego gatunku. Jest to za-
gadnienie, które nie było jeszcze przedtem rozwiązane dla po-
wierzchni rzędu wyższego niż czwarty. 

Metoda, o której mowa, miała i swoich przeciwników. Już 
G r a s s m a n n no) musiał zwalczać mniemanie B e l l a v i t i s a , • że 
metody te dają tylko specyalne gatunki krzywych C3. S c h r ö -
t e r n i ) uczynił interesujące spostrzeżenie, że trzy metody G r a s s -
m a n n o w s k i e tworzenia krzywych C3 można otrzymać przez 
przekształcenie metod C h a s l e s ' a i C a y l e y ' a - H e s s e g o . Lecz 
nietrafną była złączona z tem spostrzeżeniem uwaga, że metody 
Gr a s sm a n n o w ski e są dla tego właśnie zbytecznemi. Faktycznie 
bowiem mamy tu do czynienia z dwoma równouprawnionemi wyraże-
niami tej samej myśli zasadniczej: z wyrażeniem rzutowem i mecha-
nicznem. Tylko skutkiem nieznajomości wspomnionej już od-
nośnej literatury, mógł także utrzymywać S c h r ö t e r , że z okreś-
lenia G r a s s m a n n o w s k i e g o nie wynika, w jaki sposób można 
otrzymać mechanizm podstawowy dla krzywej danej, i że dlatego 
określenie to pozostało bezpłodnem dla istotnego tworzenia krzy-
wych Ca oraz wywodu ich własności. 
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W m e t o d z i e d r u g i e j krzywe i powierzchnie przedsta-
wione są, jako funkcye utworu zmiennego (punktu, prostej, płasz-
czyzny), akombinacye rachunkowe funkcyj pozwalają znaleść i przed-
stawić związki pomiędzy krzywemi, jakoteż między powierzchniami. 
Metoda ta otwiera drogę uajprostszą i najnaturalniejszą do teoryi 
biegunowych, układów krzywych i powierzchni oraz związków ich po-
krewieństwa. Rysy zasadnicze tej teoryi podał G r a s s m a n n 112) 
w wielu rozprawach, które—nawiązane w części do prac O l e b s c h a 
i R e y e ' g o o parach biegunowych krzywej Cs, o teoryi biego-
uowych powierzchni algebraicznej i t. d.,—uprościły nadzwyczajnie 
metody dotychczasowe i otwarły nowe drogi do rozszerzenia tych 
teoryj. Dalsze rozwinięcie metody prowadziło wprost do omówio-
nego już przedstawienia algebry nowszej i dziedziny jej geome-
trycznej interpretacyi. Tu też wspomnieć należy o zastosowaniach 
geometrycznych, podanych w cytowanem dziele S c h e n d e l a m ) . 

T r z e c i a d r o g a prowadzi do teoryi krzywizny. Spożyt-
kowuje ona w sposób zwTykły środki pomocnicze rachunku różnicz-
kowego, lecz unikając spółrzędnych, operuje na samych utworach 
(odcinkach, łukach i ich różniczkach i t. d.); stosuje zresztą prawi-
dła rachunku odcinków oraz mnożenia, charakteryzujące naukę roz-
ciągłości. Teoryę tę we wszystkich jej częściach przedstawił szcze-
gółowo H . G r a s s m a n n młodszy114). Nawiązując rzecz do tej teoryi, 
dał 0 a r v a l l o I15) prosty dowód twierdzenia, że suma krzywizn 
powierzchni minimalnej jest zerem w każdym punkcie. Na tejże 
podstawie badał M e h m k e llfi) własności liniowych przekształceń 
punktu, przekształceń styczności i podobne zagadnienia ,1?); podał też 
konstrukcyę ogólną środków krzywizny krzywych płaskich, nowe uza-
sadnienie twierdzeń zasadniczych teoryi powierzchni oraz uprosz-
czone dowody twierdzeń o krzywych przestrzennych. P e a n o118) 
rozstrząsa szczegółowo te przedmioty w swoich podręcznikach geo-
metryi Gr a s s m a n n o w s k i e j i przy pomocy tych metod wyprowa-
dza szereg twierdzeń o maximach i minimach i o normalnych do 
krzywych i powierzchni. C e s ä r o 12°) uprościł wzory C o d a z z i ' e g o , 
odnoszące się do krzywizny geodezyjnej i skręcenia krzywych na 
powierzchni. Tu należy także podane przez autora niniejszego 121) 
rozwiązanie zagadnienia S t e i n e r o w s k i e g o , rozstrząsanego pó-
źniej i przez S t u r m a, o punktach z najmniejszą sumą wzaje-
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innych odległości. Wreszcie F i n e ri2) za pomocą metod nauki 
rozciągłości rozwinął teoryę punktów osobliwych krzywych prze-
strzennych. 

P o k r e w i e ń s t w a i p r z e k s z t a ł c e n i a geometryczne można, we-
dług G r a s s m a n n a , badać z korzyścią przy pomocy (wspomnianych 
już) iloczynów rozszerzonych. Na tem opiera się podana przez autora 
niniejszego l24) i przez H y d e g o 1 2 5 ) teorya czynników przekształ-
cających, mianowicie czynnika przesunięcia A (u H y d e g o T) dla 
punktów oraz czynnika obrotu im (u H y d e g o u) dla odcinków. Poję-
cia te dają się z korzyścią stosować w teoryi związków rzutowych 
i kolinearnych oraz przy przedstawianiu linij krzywych. H y d e 
wykazał niewątpliwą ich wyższość nad środkami pomocniczemi teo-
ryi kwaternionów. 

Dwojakiego rodzaju jest przeczuwany już dawniej przez Klei-
na a w zarysie podany w i?2. związek zasad nanki rozciągłości z po-
glądami zasadniczemi n o w e j g e o m e t r y i r z u t o w e j , takiej, jaką 
rozwinął O l e b s c h . Po pierwsze, metoda wyprowadzania utworów 
przestrzennych z innych, za pomocą czynników liczbowych, pozwala 
równocześnie otrzymywać związki miary i położenia. Przez te czyn-
niki liczbowe styka się metoda G r a s s m a n n a ze spółrzędnemi 
rzutowemi F i e d l e r a . Po drugie, wspomniane wyżej przedstawie-
nie teoryi niezmienników prowadzi, bez wszelkich zależności mia-
rowych, do dziedziny geometryi rzutowej. Już C l i f f o r d 6 9 ) spo-
strzegł był, że związki te stanowią wstęp najprostszy do geometryi 
rzutowej przestrzeni «-wymiarowych. S t u d y I17) miał na widoku 
tylko pierwszy z wymienionych związków, gdy twierdził, że w dzie-
dzinie geometryi rzutowej rachunek symboliczny ma pierwszeń-
stwo przed nauką rozciągłości, i gdy pragnął, aby ta ostatnia w zasto-
sowaniach swych ograniczała się na dziedzinie mechaniki. Lecz 
i pierwsza z dwóch metod, przez usunięcie związków miarowTych, 
rozwinęła się z pożytkiem dla geometryi. N o t h 128), wprowadziwszy 
dodawanie i odejmowanie rzutowe oraz rzutowo-arytmetyczne mno-
żenie i dzielenie, ustanowił najprostszą analizę dla geometryi po-
łożenia, przytem dla teoryi siatek geometrycznych M ö b i u s a po-
dał mechanizm rachunkow:y, który, jak o tem przekonywają pozo-
stałe po nim i nie ogłoszone drukiem notatki, zapowiada stosował-
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ność i przedstawienia geometrycznego związków teoretyczno-licz-
bowych. 

I g e o m e t r y a l i n i o w a zawdzięcza nauce rozciągłości nowe 
metody i rezultaty. S t u r m 129), stosując mnożenie zewnętrzne, 
znalazł związek między liniami działania sił, znajdujących się 
w równowadze, z kompleksami i kongruencyami liniowemi. B u c h -
h e i m ,3°) pokazał, że jeżeli a jest formą ogólną stopnia drugiego, 
utworzoną z czterech jednostek, wtedy równanie (a x) = O przed-
stawia kompleks liniowy i równocześnie ruch śrubow7y. Do tegoż 
rezultatu doszedł H y d e 13'), wskazawszy przytem wynikające stąd 
uproszczenie P l ü c k e r o w s k i e j teoryi kompleksów liniowych. 
Szczegółowiej uproszczenie to traktował W ä l s c h 2 4 ) , na podstawie 
wspomnianego już postępowania, i z równym pożytkiem zastosował 
tę metodę do kompleksów wyższych. Nakoniec znalazł Mül le r 1 3 2 ) 
że tylko formalnie przez G r a s s m a n n a określona suma geometry-
czna dwóch części linij w przestrzeni przedstawia oznaczony przez 
nie kompleks liniowy; na tem oparł uproszczone przedstawienie 
kompleksów7 i wykazał, w jaki sposób każdy z otrzymanych wzorów 
można intrepretować, tak w sensie geometryi kuli jak i geometryi 
liniow7ej. W badaniach nowoczesnych g e o m e t r y a n — w y m i a -
r o w a z każdym rokiem zajmuje miejsce coraz poważniejsze, 
gdyż, niezależnie od zainteresowania, jaki budzi sam przedmiot, 
rzuca 011 now7e światło na pojęcia i metody geometryi zwykłej. Tu 
właśnie naukę rozciągłości, ze względu na ogólność jej metod, uznano 
za najlepsze narzędzie badania. Właśnie w Ax i A2 zawarte są 
zasady analityczne tej umiejętności i, aby zasady te wyrazić w sło-
wach, dość pojęcie ogólne przełożyć na język geometryczny. Co 
się tyczy badań bardziej szczegółowych, to na tej drodze podjęto 
rozszerzenie twierdzeń geometrycznych do przestrzeni wielowymia-
rowych. Autor niniejszego 133) uogólnił do przestrzeni n—wymia-
rowych twierdzenia o liniach środkowych, o środkach ciężkości trój-
kąta i czworościanu, o czworokącie, sześciościanie i ośmiościanie 
zupełnym, o grupach punktów harmonicznych i t. p.; a idąc wstecz 
za pomocą rzutu znalazł nowe twierdzenia dla dziedzin niższych. 
Na tej drodze też podał klasyfikacyę grup punktowych w7 przestrze-
niach o dowolnej liczbie wymiarów 13J). Toż samo uogólnienie 
przeprowadził M e h m k e 1S5) dla twierdzenia E u l e r a o trójkącie, 
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dla twierdzeń o punkcie przecięcia wysokości w trójkącie 
oraz dla koła dziewięciu punktów. C l i f f o r d 69) zwrócił uwagę na 
możliwość utworzenia ogólnej geometryi rzutowej o n wymiarach 
na podstawach nauki G r a s s m a n n a . Należy wszakże zauważyć, 
że teorya wielowymiarowych ciał foremnych, ważna dla powyż-
szych uogólnień, znajduje się dotąd po za dziedziną zastosowań 
nauki rozciągłości. 

Podana przez Cay ley ' a 1 3 6 ) teorya początku analitycznego związ-
ków miarowych, na której polega rozróżnienie geometryi n i e e u k l i -
d e s o w y c h od euklidesowej, daje się, jak to już pokazano w B2

 l37), 
przedstawić najprościej za pomocą utworów iloczynowych G r a s s -
m a n n a . Później to samo spostrzenie uczynili B u c h h e i m 138) 
i 0 o x 139). Ten ostatni podał szczegółowy wywód wzorów zasad-
niczych dla tych głównych rodzajów geometryi i wykazał, że 
z pojęcia „wyprowadzenia punktu z punktów" wynikają wszystkie 
opisowe i rzutowe własności krzywych, których punkty czynią za-
dość pewnym równaniom. Zresztą sam Gr a s sm a n n 140) wykazał 
już dawniej, że zasady nauki rozciągłości wystarczają do zbudo-
wania geometryi nieeuklidesowej. 

Za pomocą nauki rozciągłości znaleziono, jakkolwiek częścio-
wo tylko w jej języku przedstawiono, piękne rezultaty w dziedzi-
nie funkcyj 0; ogłosił je C as p a r y ,41) w szeregu prac, z których 
wspomniano już wyżej (N. 82) o jednej, związanej z wyznaczni-
kami. Między innemi, za pomocą podstawienia liniowego ułamko-

wy 
wego, przekształcił Ca s p a r y różniczkę (~) n a f ° r m § 

normalną W e i e r s t r a s s a; wyprowadził stąd i wyjaśnił na dro-
dze geometrycznej nowe równanie H e r m i t e'a i podał inne jeszcze 
równania. Wykazał następnie, że 5) spółczynników podstawienia or-
togonalnego można wyrazić tożsamościowo za pomocą funkcyi 6 , 
a jako zastosowanie podał proste rozwiązanie zagadnienia o ru-
chu obrotowym. Okazało się przytem, że związki, znalezione przez 
J a c o b i e ' g o U J za pomocą funkcyj eliptycznych, dają się przy sto-
sowaniu nauki rozciągłości wyprowadzić i bez tych funkcyj; że są one 
w części tożsamościami bezwzględnemi, w części zaś dają się na 
takie tożsamości zamienić przy pomocy przekształceń kwadrato-

http://rcin.org.pl



- 28 -

wycli funkcyj e. I kąty E u l e r o w s k i e <p, 4 oraz ich funkcye 
trygonometryczne można było przy pomocy dwóch argumentów 
dowolnych wyrazić przez cztery funkcye e J a c o b i e g o , a przy 
pomocy czterech dowolnych argumentów—przez same nieparzyste 
funkcye ©. Z kątami E u 1 e r o ws k i e m i wiążą się sposobem 
naturalnym za pomocą prostych związków kąty ß, r, występujące 
w aksonometryi przy dow7odzie twierdzenia zasadniczego G a u s s a 
za pomocą metod G ra ss m a n o ws k i c h 143). Podobnież i cała 
teorya układów ortogonalnych, przekształcenia R o d r i g u e s ' a 
i t. p. należą wprost do dziedziny ,,jednostek głównych" nauki 
rozciągłości, jak to już w części wykazano w odnośnych rozdzia-
łach B, ,44). 

Dalszym wynikiem było wyprowadzenie z tożsamości alge-
braicznych 14S) rozmaitych wzorów i twierdzeń, jak np. wzoru 
W e i e r s t r a s s a na iloczyny czterech funkcyj 0, twierdzenia zasadni-
czego J a c o b i'e g o, twierdzenia C a y 1 e y'a i t. p. 

Byłoby to nas zadaleko doprowadziło, gdybyśmy chcieli wy-
mienić liczne rezultaty tego rodzaju, wykazujące, że cała dziedzina 
funkcyj © i przedmiotów z nią związanych należy do naturalne-
go zakresu metod G r a s s m a n n o w s t i c h ; pewną część tej litera-
tury podajemy w Nocie 145-ej. Tylko co do funkcyj bypereliptycznych 
nadmienimy, że teorya ich jest identyczną z teorya geometryczną 
czterech czworościanów, mających takie szczególne położenie, że 
każdy rz nich jest jednocześnie wpisany i opisany na trzech po-
zostałych. Zresztą, jako rezultat tych badań wTymienimy to, że 
najprościej do teoryi funkcyj eliptycznych nie prowadzi ani okre-
ślenie całkowe, ani własności peryodyczności, podobnież jak roz-
winięcie według potęg zmiennych nie stanowi najprostszego 
wstępu do teoryi funkcyj 0 i funkcyj sigma. Tylko związki 
geometryczne, dające się przedstawić i rozwinąć za pomocą nauki 
rozciągłości, stanowią najprostsze wprowadzenie do powyższych 
przedmiotów. W ten sposób potwierdza się wypowiedziane już 
przed wielu laty przez K l e i n a przekonanie, że istnieje głęboki 
związek pomiędzy tworzeniem G r a s s m a n n o w s k i e m utworów 
algebraicznych a geometrycznem zastosowaniem funkcyj A h e l o -
w y c h , uzasadnionem przez O 1 e b s c h a. Jest zasługą C a s p a-
r y ' e g o wykazanie tego związku w całej jego rozciągłości; zada-
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niem zaś przyszłości będzie stwierdzenie całego jego pożytku dla 
obu teoryj, tak analitycznej jak i geometrycznej. 

Najwidoczniejszemi okazały się pożytki nauki rozciągłości 
w m e c h a n i c e . Gdy w matematyce czystej dawno już przekro-
czono punkt widzenia D e s c a r t e s ' a , dzięki rozwinięciu metody 
analitycznej i utworzeniu nowej metody syntetycznej, to przeciwnie 
w mechanice, ciążył jeszcze aparat spółrzędnych, nawet w związkach 
najprostszych. Właśnie zagadnienia mechaniki, jak o tem mówi sam 
G r a s s m a n n w przedmowie do A1, były dla niego punktem wyjścia 
w badaniach, które potem powoli wytworzyły system nauki rozcią-
głości. Przy opracowywaniu mechaniki analitycznej La g r a n-
ge 'a okazało się, że wszystkie wywody tego dzieła dały się przy 
pomocy pojęcia iloczynu zewnętrznego nowej analizy przedstawić 
sposobem tak prostym, iż rachunek stawał się często dziesięć razy 
krótszym, niż w tem dziele. Podobnież zawikłane nieraz i niesy-
metryczne wzory teoryi przypływu i odpływu morza w „Mechanice 
niebieskiej" L a p l a c e ' a (księga IY) dały się przerobić na wzory 
niezmiernie proste i symetryczne, przyczem sposób ich rozwinię-
cia szedł zawsze w parze z samem pojęeiem. ,,W samej rzeczy, 
nie tylko można było wypowiedzieć łatwo słowami każdy wzór, 
ukazujący się w biegu wywodów, i wyrazić przez to za każdym 
razem odpowiednie prawo, lecz nadto wszelkie przejście od jednego 
wzoru do drugiego było wyrażeniem symbolicznem równoległego 
dowodu pojęciowego. W metodzie zwykłej, wpowadzenie spółrzę-
dnych dowolnych, nie mających nic wspólnego z przedmiotem, za-
ciemniało całkowicie myśl, rachunek zaś polegał na mechanicz-
nem rozwijaniu wzorów, nic nie mówiącem, więc zabójczem 
dla ducha. Przeciwnie, w tej metodzie, idea, nie zamglona niczem 
obcem, promieniała poprzez wzory z całą jasnością, a przy ka-
żdem rozwinięciu wzorów umysł brał czynny udział w postępo-
wym ich wywodzie". Temi słowy G r a s s m a n n scharakteryzował 
najdobitniej metodę nauki rozciągłości, nie tylko ze względu na 
jej zastosowania do mechaniki, lecz i najogólniej. Gdyż mecha-
nika, cynematyka i geometrya są tu tylko interpretacyą tych sa-
mych wywodów i wyników w różnych dziedzinach zastosowań. 
Wyższość też nauki rozciągłości ponad innemi metodami w dzie-
dzinie mechaniki wielokrotnie bywała uznawaną, nigdy za-
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przeczaną. Rezultaty własnych prac G r a s s m a n n a w tej dziedzi-
nie są bardzo rozproszone; nawet obie rozprawy 146), traktujące 
specyalnie o mechanice, dają w ogóle tylko zasady i próby za-
stosowań, obok pewrnych objaśnień i informacyj. Niestety, prace, 
podjęte przez G r a s s m a n n a w ostatnich latach jego życia, 
nie zostały ukończone; lecz to, co pozostało, starczy niewątpli-
wie za fundament do dalszej budowy. Autor niniejszego w jed-
nej z swych nowszych prac1 4 7) zebrał systematycznie wszystkie 
istotne dane mechaniki G r a s s m a n n o wski ej . Odnośne próby 
z A1 dał już był H a n k e l 1 4 8 ) . S t u r m 1 2 9 ) na tej drodze ozna-
czył przypadek ogólny równowagi n sił w przestrzeni i wyprowa-
dził stąd specyalne rezultaty, do jakich doszli byli Spo t t i sw T oo-
de, C h e l i n i , M ö b i u s , C a y l e y i S y l v e s t e r . C r e m o n a 1 4 9 ) 
zastosował naukę rozciągłości w swoim wykładzie rachunku gra-
ficznego do konstrukcyi sił wypadkowych i środków ciężkości; Bun-
k o f e r n)—do badań nad zachowaniem i zmianą miejsca środka po-
ruszającego się układu punktów i nad ciśnieniem odśrodkowem tar-
czy wirującej. F a v a r o 1 5 0 ) uwydatnił znaczenie nauki rozciągło-
ści w grafice statycznej, jako środka pomocniczego w wykładzie 
technicznym. Piszący te słowa podał 151) proste wywody twierdzeń 
ośrodku ciężkości. C a s p a r y w wykładach w Societe math. de 
France (1887) dał dowody podobnych twierdzeń L a i s an ta , D a r -
b o u x ' a , A n d r e ' g o , F o u r e t a . C a r v a l l o *52), przy pomocy 
G r a s s m a n n o w s k i e g o przedstawienia wypadkowych i środków 
ciężkości, znalazł szereg twierdzeń ogólnych o siłach działających 
na ciała i o równowartości dwóch układów sił. P e a n o 119) znalazł 
twierdzenia o siłach, kompleksach i środkach ciężkości, po części nowe, 
po części zaś wypowiedziane już dawniej przez P o i n s o t a , S e r r e t a 
i S t e i n e r a . Obszerne opracowanie statyki na tejże podstawie 
zawdzięczamy E. M tili e r owi 1 5 S ) . Zarys mechaniki L t i r o t h a 1 5 4 ) 
opiera się wprawdzie zasadniczo na poglądach nauki rozciągłości, 
jakkolwiek występuje w przekładzie na język i symbolikę kwaternio-
nów, niezupełnie z pożytkiem dla rzeczy. B u r me s t e r znalazł, że 
twierdzenia główne jego rozpraw cynematycznych 155) wypływają 
z wielką łatwością z zasad nauki rozciągłości. M e h m k e 156) opra-
cował te badania oraz inne zagadnienia cynematyczne przy pomocy 
nauki rozciągłości i podał uproszczoną teoryę momentów bezwład-
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ności, przy uwzględnieniu równoczesnem zadań specyalnych. A b b e 
wykazał w swoich odczytach o mechanice ciał stałych, że poglądy 
nauki rozciągłości pozwalają na badanie bezpośrednie pojęcia ruchu 
krzywoliniowego, bez potrzeby kombinowania ruchów prostolinio-
wych; w szczególności przedstawił przyspieszenie punktu układu, 
tak co do położenia jak i kierunku, jako różnicę geometryczną 
dwóch następujących po sobie nieskończenie małych obrotów. Po-
wstające stąd równania ruchu zastosował K i r e h e r 1 5 8 ) do rozwią-
zania szeregu zagadnień, które wypadło daleko piękniej i przejrzy-
ściej, niż za pomocą równań ruchu E u l e r a . Takiż rezultat osiąg-
nęło podane przez A I l e ' g o 1 5 9 ) w języku nauki rozciągłości przed-
stawienie zasady d ' A l e m b e r t a i równań ruchu obrotowego. 
B u c h h e i m 1 3 0 ) wykazał, że nauka rozciągłości daje najprostszy 
i najbardziej przystosowalny aparat rachunkowy dla całej teoryi 
ruchów śrubowych. W szczególności podał on nową i zupełną teo-
ryę ruchu śrubowego w przestrzeni o krzywiznie dodatniej, wtedy gdy 
C l i f f o r d i B a l i przedmiot ten traktowali tylko urywkowo i po 
części bez dowodów, przy pomocy bikwaternionów. Tenże uczony 
zastosował także wzory, znalezione dla ruchów nieskończenie ma-
łych, do ruchów skończonych, a to dla wszystkich gatunków 
przestrzeni trójwymiarowej; wreszcie uogólnił on całą teoryę do 
przestrzeni /«-wymiarowej. W tej samej dziedzinie i temiż środkami 
pracował C o x 1 3 9 ) , który badał ruch śrubowy w przestrzeni hy-
perbolicznej oraz cylindrojdę, a także H y d e 131), który wykazał też, 
jak nadzwyczajnie zyskują na prostocie i przejrzystości teorye Ba l -
ia , gdy zastosujemy do nich pojęcia i metody nauki rozciągło-
ści 16n). Mimo to G r a v e l i us w swojej „Mechanice teoretycznej 
układów sztywnych" (1889) nie uwzględnił tego postępu w przed-
stawieniu teoryi B a l i a , tak że nawet jeden z recenzentów tej pracy 
poradził autorowi, aby dzieło swe podał zupełnej przeróbce w myśl 
powyższego 16u). I S t u d y 16)) używa także kwaternionów w rozważa-
niach swych nad przedstawianiem parametrów grupy obrotów ciała 
sztywnego około punktu. Wreszcie G i b b s 3 5 ) teoryę poteneya-
łów i inne funkcye ważne w fizyce matematycznej traktował wy-
łącznie przy pomocy utworów iloczynowych nauki rozciągłości. 
Odpowiednie prace innych uczonych z dziedziny nauki sprężysto-
ści i hydrodynamiki nie zostały dotąd ogłoszone. 
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I we wspomnianej już wyżej G r a s s m a n n o w s k i e j teoryi 
elektrodynamiki 162) metody nauki rozciągłości grają rolę istotną, 
a także w badaniach nowszych jeszcze nie ogłoszonych, odnoszą-
cych się do specyalnej teoryi transformatorów. Toż samo odnosi 
się do G r a s s m a n n o w s k i e j teoryi m i e s z a n i a b a r w , rów-
nież do zbudowanej przez P r e y e r a 164) teoryi c z y s t e j n a u k i 
o wrażeniach, z którą wiąże się praca W u n d t a 165) o tak na-
zwanych znakach m i e j s c o w y c h . Kilka zastosowań nauki rozciąg-
łości do k r y s t a l o g r a f i i i do nauki o m a g n e t y z m i e podał 
sam G r a s s m a n n w Ax. (Co do zastosowania liczb wyższych 
zespolonych do chemii, które musi być pozostawione przyszłości, 
patrz szczegóły u H a n k e 1 a 166). I rachunki astronomiczne do-
znały znacznych uproszczeń przy pomocy nauki rozciągłości, 
G i b b s 1 6 ' ) , zastosowawszy rachunek odcinków oraz mnożenia we-
wnętrzne i zewnętrzne, podał nową metodę obliczania eliptycznych 
orbit ciał niebieskich z trzech zupełnych obserwacyj i zastosował tę 
metodę do obliczenia orbity planety Ceres. Postępowanie to nie-
tylko dało lepsze rezultaty, aniżeli metody G a u s s a i O p p o l -
z e r a , lecz nadto zmniejszyło znacznie robotę potrzebną do przy-
gotowania równania zasadniczego, odnoszącego się do szukanego 
rozwiązania. Podobną metodą B e e b e i P h i l l i p s 1 6 8 ) obliczyli 
całkowicie drogę komety S w i f t a (1880, V). 

Oprócz wymienionych robót specyalnych należy tu przyto-
czyć cały szereg pism, mających głównie na celu obznajmienie czy-
telnika z metodami nauki rozciągłości w mniejszym lub większym 
zakresie oraz pobudzenie do studyów nad nią. Prócz oryentującej 
w tym przedmiocie własnej pracy G r a s s m a n n a , 1 6 9 ) oraz dzieła 
autora „System der Raumlehre", należy tu wymienić nazwi-
ska następujących autorów l7°): w Niemczech: H a n k e I, M a h l e r , 
H . G r a s s m a n n m ł o d s z y , R. G r a s s m a n n , K r a f t ; w Anglii: 
H e n r i ci, Cox; w Ameryce: Be m a n , Cl i ff o rd, H y d e , Gibbs ; we 
Francyi: C a s p a r y , C a r v a l l o ; w Hiszpanii (obok jednej pracy auto-
ra) G a l d e a n o ; we Włoszech: P e a n o ; w Rossyi: B o g u s ł a w s k i j . 

Czynnikiem, wielce sprzyjającym rozwojowi nauki rozciąg-
łości, była teorya kwaternionów, która, z powodów już wyżej wyjaś-
nionych, znalazłszy w Anglii daleko prędsze i większe uznanie niż 
nauka rozciągłości w Niemczech, następnie stosunkowo szybko 
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przekroczyła granice swej ojczyzny. Na teoryi kwaternionów ma-
tematycy amerykańscy, francuscy i niemieecy oswoili się z nowemi 
działaniami rachunku geometrycznego, który w Niemczech znajdo-
wano tak dziwnym i niedogodnym. Przekłady dzieł oryginalnych 
H a m i l t o n a oraz znaczna liczba mniejszych i większych przewo-
dników i podręczników, głównie niemieckich, usunęły w szerszych 
kołach uprzedzenie przeciwko rzekomym innowacyom matematy-
ków i przygotowały grunt pod naukę rozciągłości. Ze wszech stron 
powstało wielkie zdziwienie, gdy się okazało, że zagadnienia, trak-
towane z przymusem przy pomocy .kwaternionów, dają się o wiele 
dogodniej i prędzej badać za pomocą nauki rozciągłości. To uzna-
nie najotwarciej i najprędzej ujawniło się w Ameryce, w ostatnich 
zaś czasach we Francyi. H y d e 171), zestawiwszy wywody tych sa-
mych twierdzeń za pomocą kwaternionów i nauki rozciągłości, wy-
kazał w sposób drastyczny wyższość tej ostatniej, pod względem 
krótkości postępowania. G i b b s 1 7 3 ) w cytowanych już pismach 
broni tej wyższości z zapałem i przekonywająco przeciwko zarzutom 
T a i t a, wynikającym z mylnego pojmowania rzeczy. C1 i ff o r d 69), przez 
porównanie rezultatów obu umiejętności, doszedł do tych samych 
wniosków. C a r v a l l o 1 7 3 ) , udoskonaliwszy wykład teoryi funkcyj 
wektorowych liniowych L a g u e r r e ' a (1867), dał najważniejszym 
metodom rachunku kwaternionów taką postać, od której postęp 
najbliższy prowadził już do nauki rozciągłości. P a d e l e t t i 174), 
w swoim wykładzie teoryi kwaternionów wspomniał przynajmniej 
0 znakowaniu G r a s s m a n n a ; S t e p h a n o s 175) zaś podał zastosowa-
nie G r a s s m a n n o w s k i e g o rachunku odcinków do przedstawiania 
form dwójkowych dwuliniowych przy pomocy punktów ciężkich. 
W Niemczech już dawniej U n v e r z a g t 1 7 6 ) bronił kwaternionów 
1 nauki rozciągłości przeciwko zarzutom S e h e f f l e r a ; później zaś 
S t u d y 1 7 7 ) z naciskiem i bezstronnością wspomniał o użytku algo-
rytmów niealgebraicznych i o dopuszczalnej dziedzinie zastosowań 
rachunku kwaternionów, i wskazał zarazem, jak nieuzasadnionemi 
są przesądy, będące powodem niechęci ku tym algorytmom. 

Nauce rozciągłości zarzucano mianowicie: 1) że używa metod 
dowolnych, przeciwnych prawom zwykłego rachunku; 2) że pragnie 
zwalić to, co jest utrwalonem w metodach matematycznych i wcisnąć 
się wszędzie; 3) że przy jej pomocy nie daje się otrzymać nic takiego, 

Hauka rozciągłości . 3 
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coby i bez niej „równie dobrze" nie dało się osiągnąć; 4) że „no-
wych rezultatów" nie odkryła; owszem, skutkiem nadzwyczajnego 
postępu w matematyce od czasów G r a s » m a n n a stała się sama 
zbyteczną, gdyż nie istnieje żadna istotna różnica pomiędzy nią 
a metodami nowszemi. Przeciwko tym zarzutom tak odzywa się 
trafnie S t u d y 1 7 7 ) : „Kto z zasady odrzuca stosowanie kwaternio-
nów lub podobnych algorytmów, ten, chcąc być konsekwentnym, 
odrzucić musi i piękne badania (znalezione przy pomocy anali-
tyczno-geometrycznego algorytmu funkcyi zmiennej urojonej; przyp. 
autora), odnoszące się do odwzorowania z podobieństwem, do po-
wierzchni minimalnych i t. p.; przez które nauka od czasów 
G a u s s a i R i e m a n n a doznała prawdziwego zbogacenia. Podo-
bnemu przekonaniu nie mógł nie poddać się i G a u s s 178), lubo ży-
wił niechęć do algorytmów analityczno-geometrycznych, jakich 
używano za jego czasów. Niesłusznie powołują się niektórzy na 
powagę G a u s s a dla poparcia powyższego poglądu". Na innem 
zaś miejscu mówi: „Historyczny rozwój umiejętności, potęga przy-
zwyczajenia nabytego przez całe pokolenia, każe nam uważać za 
naturalne to, do czego przywykliśmy w pierwszych latach naszych 
studyów. Umysły głębsze, jak L e i b n i z , a przedewszystkiem 
H e r m a n n G r a s s m a n n , uczą nas, że nie należy poprze-
stać na tem stanowisku. Nie jesteśmy jeszcze, co prawda, tak 
daleko, abyśmy wszędzie mogli postępować według zasad, które, 
jako cenną spuściznę, przekazał nam G r a s s m a n n . Lecz w teoryi 
ruchów, jak i w geometryi elementarnej, jesteśmy już w stanie to 
przeprowadzić." Ze analitycy starszego pokolenia, np. subtelny 
H e i n e , nie wiele trzymali o nauce rozciągłości, czy to z zasady, 
czy też dla tego, że nie znajdowali powodu do bliższego jej pozna-
nia, to łatwo to zrozumieć ze względu na jej ówczesną nieprzystęp-
ność i odosobnienie. Dziś wszakże znajomość powierzchowna lub 
fragmentaryczna jej metod nie może usprawiedliwiać bezpodstawnych 
sądów ujemnych, jakie wyżej zestawiono. Te sądy, ujawniające 
się zresztą dziś tylko sporadycznie, uważać można za odparte; zre-
sztą występują one tylko w pojedyńczych kołach, hołdujących spe-
cyalnemu kierunkowi naukowemu, i patrzących niestety bez słu-
nego powodu na naukę rozciągłości w świetle dążeń nieprzyjaznych. 
W „Uwagach wstępnych" wydawcy wydania jubileuszowego dzieł 
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G r a s s m a n n a czytamy: „Istnieje wprawdzie cały zastęp matema-
tyków, pracujących prawie wyłącznie za pomocą metod G r a s s -
m a n n a ; lecz dla znakomitej większości G r a s s m a n n pozostał 
obcym. Ci ostatni w najpomyślniejszym razie wypowiadają nazwi-
sko jego z pewnym szacunkiem, lecz obok dzieł jego przechodzą, 
wzruszając ramionami". Wszakże fakty przez nas wyżej podane 
zdają się świadczyć, że sąd powyższy jest trzymany w tonie zbyt 
pesymistycznym. Powyższe dane o rozwoju i rozpowszechnieniu 
nauki rozciągłości, gdyby nawet były zupełnemi, nie wyczerpują 
jeszcze wpływu, który dotąd nauka rozciągłości wywarła na rozwój 
matematyki. Należałoby np. doliczyć tu prace, które faktycznie 
przeprowadzono za pomocą metod nauki rozciągłości, lecz które, po 
osiągnięciu rezultatów, przerobiono 1 ogłoszono w postaci zwykłej 
już to dlatego, że autorowie tych prac nie przypuszczali u czytelni-
ków swoich dostatecznego zrozumienia dla przedstawienia G r a s s -
m a n n o w s k i e g o , już to dlatego, że oparli się na doświadczeniu, 
iż przeróbki daleko prędzej, niż prace oryginalne, przechodzą drogę 
od stołu redakcyjnego czasopism do drukarni. 

Daleko ważniejszą atoli jest okoliczność, że nowe badania 
w dziedzinach geometryi i mechaniki coraz więcej i widoczniej 
przenika duch nauki rozciągłości, nawet tam, gdzie panuje pewne 
niedowierzanie do jej metod. Cały rozwój tego badania, jak to 
już wyżej wspomniano, nietylko dąży coraz bardziej ku formie ze-
wnętrznej, stworzonej przez naukę rozciągłości, lecz posuwając się 
w tem dążeniu, szuka w duchu tej nauki ogólnych punktów widze-
nia i praw najogólniejszych; szuka związków jasnych pomiędzy przed-
miotami pozornie odległemi, lecz w rzeczy samej organicznie spo-
krewnionemi; przejrzystego porządku wyników; lepszego ugrunto-
wania zasad, mniej dbając o rezultaty drobne, nie stanowiące po-
stępu we wskazanych kierunkach. W obec tego nie można się dzi-
wić wprawdzie, że dziś nauka rozciągłości uważana bywa za natu-
ralną, oraz za pokrewną innym metodom badania, a więc skutkiem te-
go za zbyteczną, jak przed laty 25 uważano ją za nienaturalną i sprze-
czną z innemi metodami, a więc także za zbyteczną. Dla zupełności 
musieliśmy zaregestrować i pogląd dopiero co wyrażony, gdyż ten 
niekiedy słyszeć się daje. Może w przyszłości, wyraźniej niż obecnie, 
będzie można poznać, że matematyka f i n de s i e c le pozostawała 
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pod wpływem ducha i metody nauki rozciągłości w stopniu daleko 
wyższym, niż przypuszczali jej przedstawiciele. 

Z drugiej strony mamy świadectwa najpoważniejszych matema-
tyków w różnych krajach, którzy z rzadką jednomyślnością, często 
z zapałem, wypowiadają uznanie dla siły upraszczającej, porządku-
jącej i kierującej oraz dla nadzwyczajnej doniosłości metod G r a s s -
m a n n o w s k i c h ; metod, które, przy całej swej prostocie, najdosko-
nalej i najściślej przystosowują się wszędzie do przedmiotu bada-
nia, nigdzie nie gubiąc się w bezdrożach rachunku, dla dojścia na 
drogach bocznych do prostego celu; metod, które badaczowi każą tylko 
pozbyć się przesądu, że całe zbawienie w matematyce polega na 
działaniach rachunkowych arytmetyki lub, specyalnie w geometryi, 
na systemie S t e i n e r a. Samo przytoczenie wyjątków z sądów po-
wyższych przekroczyłoby znacznie ramy pracy niniejszej i mogłoby 
nawet obudzić mniemanie, że nauka rozciągłości dziś jeszcze po-
trzebuje publicznego zalecenia przez uznane powagi. Zresztą, po-
dziw dla nauki rozciągłości nie był tak platonicznym, jakby można 
było przypuszczać według wyżej podanego wyjątku z „Uwag wstęp-
nych." Nie tylko bowiem poważni uczeni, zwłaszcza za granicą, 
starali się od lat wielu o rozpowszechnienie nauki rozciągłości, lecz 
nadto oddawna stała się ona przedmiotem wykładów w wyższych 
zakładach naukowych. Tak np. (według danych, które posiadam), 
wykładali zasady lub zastosowania nauki rozciągłości: B u r me s t e r 
w Monachium, M e h m k e w Stuttgarcie i Darmstadzie, von 
E s c h e r i c h w Czerniowcach, K r a f t w Zurychu, H y d e w Cin-
cinnati; znajdujemy tę naukę także w planie studyów na uniwer-
sytecie lipskim. O zainteresowaniu dla nauki rozciągłości i metod 
pokrewnych świadczy zadanie konkursowe, ogłoszone przez Dutch 
Society of Sciences na rok 1894 na temat porównania metod 
G r a s s m a n n a , H a m i l t o n a i Ca u c h y ' e g o pod względem ich 
użytku w fizyce. Zwłaszcza, w Ameryce, zainteresowanie do nau-
ki rozciągłości był bardzo żywe i dla tego tam najbardziej odczu-
wano potrzebę wydania zupełnego wszystkich niełatwo dostępnych 
prac G r a s s m a n n a . 

O dojściu do skutku wydania zbiorowego, do którego powra-
camy tu w kilku słowach, zamykających zarys niniejszy, piszą 
wspomnione już „Uwagi wstępne" z godną uznania otwartością. 
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Kroki wstępne w tej sprawie uczynił prof. K l e i n z Getyngi. Po 
porozumieniu się z rodziną G r a s s m a n n a , znalazł on w osobie 
prof. E n g e l a w Lipsku wydawcę, równie ostrożnego jak i sumien-
nego, a w klasie matematyczno-fizycznej królewskiego saskiego To-
warzystwa umiejętności poparcie, zarówno liberalne jak i poważne; 
poczem profesor K l e i n poczytał własny swój udział w sprawie 
wydawnictwa za ukończony. Prof. E n g e l , w porozumieniu z ko-
misyą Towarzystwa ad hoc wysadzoną, pozyskał spółpracowników, 
prowadził układy z dawnymi wydawcami dzieł G r a s s m a n n a i za-
warłszy umowę z księgarnią B. G. Teubnera w sprawie przejęcia 
nakładu, doprowadził pracę przygotowawczą do szczęśliwego za-
kończenia. 

Nadto wielką zasługą E n g e l a jest przygotowanie, po części 
wspólnie ze S tu dym, uwag krytycznych do tomu pierwszego za-
wierającego Ax oraz „Analizę geometryczną" *). Trudność zrozu-
mienia obu wydań Ax oraz „Analizy geometrycznej" zwiększał do-
tąd brak dostatecznego rozczłonkowania a stąd i przejrzystości 
tekstu. Temu brakowi, bez krzywdy dla zupełnej dokładności prze-
druku, zaradził E n g e l za pomocą umiejętnego użycia środków ty-
pograficznych. Następnie znaczna liczba zmian redakcyjnych, pod-
jętych już przez samego G r a s s m a n n a z okoliczności drugiego 
nakładu Au wymagała dokładnego porównania, sprawdzenia i roz-
strzygnięcia. Osobne spisy dla Ax i „Analizy geometrycznej" dają 
dokładną wiadomość o odstępstwach od tekstu oryginalnego, które 
stały się koniecznemi, już to skutkiem zmian dopiero co wspomnia-
nych, już to z powodu drobnych niepoprawności pierwszych druków. 
Szczególnej wagi i wielce ciekawemi są liczne przypisy treści kry-
tycznej i historycznej, pochodzące w części także od S t u d y ' e g o , 
a przynoszące także nowe dane o stanowisku H a m i l t o n a wzglę-
dem nauki rozciągłości i odtwarzające całkowicie „Essay" L e i b -
n i z a , tak blizko związany z nauką rozciągłości. Koniec tomu sta-
nowi szczegółowy spis rzeczy, wspólny dla obu dzieł, cenny zwła-
szcza z powodu mnóstwa pojęć i związków w tekście dzieła i tem 

*) Obecnie (w 1896) wyszła już część druga tomu I-go zbiorowych dzieł 
G r a s s i n a n n a , zawierająca nowe wydanie A.ź z objaśnieniami krytycznemr 
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ważniejszy, że dotąd istniał tylko krótki spis nowo wprowadzonych 
wyrażeń dla At. Nadto dołączenie paginacyi wydań dawniejszych 
daje możność odszukania zupełnie na pewno w nowem wydaniu cy-
tat z wydań dawniejszych. 

Pełna troskliwości staranność, z jaką wydawca podjął i prze-
prowadził żmudne zadanie, jest tern godniejszą uznania, że według 
słów własnych: „nie był on nigdy jednostronnym zwolennikiem 
G r a s s m a n n a i nigdy nim nie będzie." Jeżeli mimo tego za-
strzeżenia, wypływem żywego zainteresowania do dzieła G r a s s -
m a n n a było takie oddanie się-wydawnictwu, jakiego nie mógłby 
nawet okazać najgorętszy zwolennik, to widać stąd w każdym razie, 
że ci jednostronni zwolennicy—jeżeli są tacy—walczą za sprawę nie 
małej w7agi. Jest nawet zbytecznem nadmienić, że druk, korekta 
i strona zewnętrzna tomu należą do najlepszych produkcyj B. G. 
T e u b n e r a ; trzeba wszakże wspomnieć o tem, że ozdobą tomu jest 
wyborny portret G r a s s m a n n a i facsimile jego pisma. Oby wy-
dawca z niezaprzeczalnego ogólnego uznania swych zasług dla 
sprawy G r a s s m a n n a zaczerpnął sił i cierpliwości do dalszego-
prowadzenia oraz zakończenia trudnego przedsięwzięcia! 

Znaczenie wydania zbiorowego dla rozwoju i rozpowszechnienia 
nauki rozciągłości nie polega, jak mniemamy, na tem, że rozpocznie 
ono nową erę i że uczonego, znanego dotąd tylko niewielkiej liczbie 
zwolenników, podniesie odrazu na piedestał sławy wszechświatowej. 
Jak mało pod tym względem pozostaje jeszcze do zrobienia, świadczy 
opisane wyżej dotychczasowe powodzenie nauki rozciągłości. Dla 
zagranicy znaczenie wydania zbiorowego polega na tem, że czyni ono 
zadość dawno w kołach najwybitniejszych matematyków ogólnie 
odczuwanej potrzebie zgromadzenia częścią wyczerpanych, częścią 
zaś rozproszonych dzieł G r a s s m a n n a . W Niemczech pod egidą 
wysokiego ciała naukowego uznano wreszcie naukę rozciągłości za 
uprawnioną obok innych metod szkolnych gałęź badania, a uznanie 
to przysporzy jej bezwątpienia zwolenników i wśród ziomków naszych. 
Lecz nie należy sądzić, by wydawnictwo to usuwało już wszelkie tru-
dności. W okresie 25-letnim dotychczasowego rozwoju nauki roz-
ciągłości brakło w7ydania Ax przez lat dziesięć na rynku księ-
garskim, brak od dłuższego czasu po dzień dzisiejszy wydania 
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A2 *) bogatszego od Ai pod względem pojęć i wykładu rachunkowe-
go. Żaden komentarz i w przyszłości nie usunie wszelkich trud-
ności, jakie przedstawia studyum oryginalnych dzieł G r a s s m a n -
na z powodu właściwości jego wykładu. Aż do czasu dopóki 
nowe opracowanie całego materyału nie odpowie dzisiejszym wy-
maganiom pod względem zwięzłości, przejrzystości i łatwości, pe-
dagogicznie obmyślane wykłady i prace wstępne do nauki rozcią-
głości, tak dziś jak i potem, stanowić będą najłatwiejszy i najdo-
godniejszy środek uczenia się i nauczania. Dopiero po takiem 
przygotowaniu, większość matematyków będzie mogła podjąć z ko-
rzyścią i zadowoleniem studyum obu części nauki rozciągłości. 

Tem wydaniem zbiorowem Niemcy oddają hołd należny cie-
niom męża, który był zarówno genialnym badaczem jak i szla-
chetnym charakterem. Spełniły się tym sposobem prorocze słowa, 
któremi przed laty 34 zamknął G r a s s m a n n przedmowę do Aa: 
„Mam głębokie przeświadczenie, że nie zaginie praca, włożona 
w przedstawioną tu umiejętność, której poświęciłem znaczną część 
mego życia z wytężeniem wszystkich sił moich. Wiem wpraw-
dzie, że postać, którą nadałem umiejętności, jest i musi być nie-
doskonałą. Lecz wiem także i muszę to wypowiedzieć, choćbym 
miał narazić się na zarzut zarozumiałości, że gdyby nawet dzieło 
to miało przeleżeć lat 17 lub dłużej, bez pożytku, bez wniknięcia 
w żywy rozwój nauki, to nadejdzie wszelako chwila, w której wy-
ciągniętem będzie z pyłu zapomnienia i w której myśli w niem zło-
żone zaczną przynosić owoce. Wiem, że jeżeli nawet nie uda mi 
się na stanowisku napróżno dotąd przeze mnie upragnionem zgro-
madzić dokoła siebie uczniów, których mógłbym natchnąć i pobu-
dzić do rozwinięcia i pomnożenia tych pomysłów, to mimo to po-
mysły te, może w postaci zmienionej, powstaną na nowo i z postę-
pem czasu żywo wzajemnie oddziaływać na się będą. Albowiem 
prawda jest wieczną, jest boską i żadna faza jej rozwoju nawet, gdy 
szczupłą obejmuje dziedzinę, nie może przejść bez śladu; trwa ona, 
mimo, że szata, w jaką ją słaby przyodziewa człowiek, w proch się 
rozwiewa". 

*) Patrz przypisek na str. 37. 
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