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VV roku 1844 naktadem Ottona Wiganda w Lipsku uka-
zalo si¢ dzielo nauezyciela szkoly realnej w Szezecinie, Hermanna.
Grassmanna, stanowiace tom o 280 stronicach p. t.: ,Die li-
neale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, darge-
stelll und durch Anwendung auf die tbrigen Zweige der Mathe-
matik, wie auch auf die Statik, Mechanik, die Lehre vom Magne-
tismus und die Krystallonomie erlintert.“ W roku nastepnym
oglosit Grassmann w ,Archivie“ Grunerta artykul, informujacy
o istocie i pojeciach gtéwnych nauki rozeiaglosci. Po dwéeh znéw
latach w pracy konkursowej, nagrodzonej przez Towarzystwo Ja-
btonowskiego, wykazal, Zze jego nowa nauka jest urzeczywistnieniem
takiej ,analizy geometrycznej“ jakiej Zgdal Lieibniz, oceniajaey
w catej pelni jej wielkie znaczenie dla geometryi. Zarazem podal
Grassmann dalsze zastosowania swej nauki do geometryi i me-
chaniki. W przeciagu lat dwunastu od wyjscia gléwnego dziela,
w szeregu rozpraw w dzienniku Crellego oglosit Grassmann
wazne nowe odkrycia w dziedzinie teoryi krzywych i powierzehni,
ktore zawdzieczal swojej analizie, a miedzy innemi nowe, zwiazane
pézniej z jego imieniem, sposoby tworzenia krzywyeh i powierzehni
algebraicznych.

W roku 1862 u Adolfa Enslina w Berlinie ukazal si¢ zapo-
wiedziany podwdjnym tytulem dziela z r. 1844 tom drugi: ,,Die
Ausdehnungslehre vollstindig und in strenger Form bearbeitet.*
Tom ten, opracowany wedlug metody euklidesowej, laczyl w sobie
treé¢ tomu pierwszego, w ktérym wyklad prowadzony byl bardziej
filozoficznie, z dalszym ciagiem teoryi, albo, krétko méwige, do ana-
lizy przesunieé¢ dodawad analize¢ ruchéw obrotowych.

Mimo to wszystko, dzieto gléwne z r. 1844 prawie przez
éwieré wieku pozostato niezrozumianem i nieznanem, podobnie jak

Nauka rozciggiosci. 1
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i to wszystko, co napisat Grassmann celem wyjasnienia i rozsze-
rzenia swej pracy. Jedyny wyjatek stanowi! wspomniany juz spo-
s6b tworzenia krzywych i powierzehni, przyjety przez nauke, jak-
kolwiek nikt nie zadawal sobie trudu wniknigcia w sama metode,
dajaca te piekne wyniki. Z powodu minimalnego pokupu dziela z r.
1844 naktadea wycofal je zupelnie z obiegu. Poniewaz i wplyw
drugiej ksiazki byl moze jeszeze mniejszy niz pierwszej, przeto i sam
Grassmann usunal sie catkowicie od pracy matematycznej i prze-
niost sie na pole badan sanskrytu, na ktérem znalaz! tez bezwzgled-
ne uznanie. O nauce rozciaglosei zapomniano. Atoli w konecu
6-go dziesiatka lat nastapit zwrot, przepowiedziany w przedmowie
do czesei drugiej przez Grassmanna, przekonanego o zZywotno-
$ei swego dzieta. Na rynku antykwarskim poczela szybko podnosié
sie W cenie czes$é pierwsza oraz wyczerpana czesé druga. Wkrétee
po $mierci Grassmanna (w r. 1878) wyszedl przedruk dziela
z 1. 1844 7z przedmowa, ktéra on sam zdolal jeszeze napisaé. Dzi§
dzielo to wraz z wspomniang rozprawa konkursows stanowi tom
pierwszy calkowitego wydania dziel matematycznych i fizyeznych
Grassmanna, podjetego wr. 1894 staraniem krélewsko-saskiego
Towarzystwa umiejetnosci w 50 roku jubileuszowym od ukazania
sie pierwszego wydania. Dziela te wychodza u B. G. Teubnera
w Lipsku.

Oto w krotkim zarysie losy dziela uczonego niemieckiego,
ktérego nazwisko, lubo pézno i nie bez powaznego wspoéludziadu
zagranicy, znalazlo wreszeie przynalezne sobie stanowisko obok
pierwszych wielkosci w §wiecie matematycznym naszego stulecia.

Rozwdj i rozpowszechnienie nauki rozciaglosei w ostatnich
25 latach pozostaly bez wptywu na niektére tylko galezie matema-
tyki; dla wielu innych pauka ta byla poteina diwignig bada-
nia. dzialajac pobudzajaco i zapladniajaco w rozmaitych kierun-
kach. Lecz z powodu braku organu zbiorowego, jaki posiadaja
szkoly innych twérezych badaczéw w ezasopismach oraz w zaktadach
wyzszych, prace te sa nadzwyezaj rozproszone. Mniemamy przeto,
ze zwlaszeza w chwili obecnej, kiedy przez wydanie jubileuszowe
dzielo Grassmanna dostanie si¢ do rak matematykéw, ktorzy
dotad stronili od niego, przeglad niniejszy rozwoju i rozszerzenia
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nauki rozciaglosei, majacy za zadanie poinformowanie o wszyst-
kich tych pracach, bedzie mile powitany i w kofach szerszych.

Piszacy te stowa, niegdy$ mdlodszy przyjaciel i przez eza
krétki towarzysz zawodu zestarzatego juz wéwezas i jakby obeego
wlasnemu dzielu H. Grassmanna, bedae gleboko przekonany
o wielkiem na dlugie lata jeszeze znaczeniu tego dziela dla roz-
woju nauk matematyeznyeh, poswigea mu od 26 lat wieksza czesé
swojej pracy naukowej, usilujge uczynié je przez to zrozumialszem
gromadzae i wiaZae sily pracujacych nad niem. Stad moze bardziej,
niz kto inny, mial on oko zwrécone na rozwdj dziela Grassman-
nowskiego; staral sie przynajmniej tym sposobem, wedle skrom-
nych sit swoich, zastapi¢ brak organu zbiorowego, do czasu, w kté-
rym dzielo Grassmanna o wlasnej sile nie ukonezylo wyprawy
zwyeieskiej za granica i w blasku powodzen nie zdobylo sobie, obok
prac innych szké! matematycznych, ogélnego w Niemeczech uzna-
nia. 7 wlasnego, niezwykle bogatego, lubo niewolnego od brakéw
materyalu, pragnie piszacy te slowa, o ile miejsce pozwoli, przed-
stawié¢ cechy charakterystyczne dziejéw nauki rozeciaglosei oraz
zwigzku jej z innemi galeziami matematyki. Z drugiej strony za-
mierza przy tej sposobnosei dostarezyé pewnych koniecznych, zda-
niem jego, uzupelnien do ,Uwag wstepnych“ wydawey wydania
jubileuszowego, ktéry od dziela Grassmanna stal w istocie w pe-
wnej odleglosci. A zadanie to spelnia z tem wiekszem zadowole-
niem, ze dopiero literatura przedmiotu, majaca byé dodany do ostat-
niego tomu obeenego wydania dzie! matematyeznyeh i fizyeznych
Grassmanna, da mu sposobno$é wzigeia udzialu w pracy nad
wydaniem, spelniajacem dawne gorace Zyezenia jego wlasne i wielu
innych przyjaciél zawodowyeh.

/ Naukarozciaglosci jest konsekwentnie rozwinigtym syste-
mem dzialan rachunkowych, dajacym najprostszg i najnaturalniej-
sza podstawe wszystkim badaniom, odnoszgeym si¢ do geometryi
i mechaniki. Geometrya analityczna przez swoje spélrzed-
ne wprowadza element calkiem obey do wilaseiwego przedmiotu
badania. Jej metoda postepuje drogami bocznemi, traeci eczucie
z zagadnieniem i ukazuje swe rozwiazania jakby przez zastone. Wraz

1*

http://rcin.org.pl



R s

ze zdoZonodcia przedmiotu rosnaca niepomiernie rozwleklosé i za-
wilo$¢ jej rachunkéw i wzoréw zmusza do ustanawiania coraz no-
wych uktadéw spélrzednyeh, majacych mozliwie $cigle przystoso-
wywaé sie do zagadnien specyalnych, oraz do wynajdywania coraz
nowyeh symboli skracajacych; skutkiem tego cala metoda, pierwot-
nie jednolita i konsekwentna, w rozwoju swym stala sie bezplanowa.
Geometrya syntetyczna (Steinerowska) jest wprawdzie
od tych brakéw wolna, leez nie uzywajac rachunkéw, pozbawia sie
najpetezniejszego i najdogodniejszego narzedzia badania, o ktérem
Klein w swyeh ,Badaniach poréwnawezych o nowszyeh bada-
niach geometrycznych“ ¥) moéwi trafnie, Ze dobrze prazystosowa-
ny formalizm daje badaniu te cenna korzy$é, iz w pewnej mierze
wyprzedza mysl. Ciezar roboty, zdjety z umyslu, naklada na da-
leko stabsze ibardziej ograniczone spostrzeganie; dogodny jezyk
wzorow zastepuje ciezkg mowg wyrazowa. Dlatego to liczba zwo-
lennikow tej geometryi byla zawsze ograniczona, a wartoé jej praw-
dopodobnie bedzie z czasem stawala sie coraz bardziej propedeu-
tyczng.

Nauka rozciaglos$ci, podobnie jak geometrya syntetyez-
na, operuje bezposrednio na utworach geometryeznych, poddaje
je wszakze wlasnym dzialaniom rachunkowym. Ustanawia ra-
chunkowo proste zaleinodci wzajemne utwordéw i za pomocg pra-
widlowych przeksztalcen prowadzi sposobem systematyeznym, pe-
wnym inajkrétszym, do nowyeh zwigzkéw tam, gdzie inne metody
prowadza nuzgcemi drogami bocznemi, lub, dla uniknienia tychze,
wprowadzaja sztuezne kombinaeye myslowe. Kazdy krok wrachunku
oznacza wprost zrozumiale przeksztalcenie geometryezne, a niewy-
czerpane bogactwo mozliwych przeksztaleen stanowi zarazem nie-
wyczerpane zrédto nowyeh twierdzen. W skutek tego nauka roz-
cigglosei staje sig metoda bezposrednia, nadajaca sie do systema-
tyeznego odkrywania prawd geometryeznych; przewodniczky pewna,
ktéra w nieskonezonej rozmaitosei utwordw przestrzennych i ich
zaleznosei wzajemnyech, przedstawia jasno sam system i jego zwiazki.
Leecz nie wyezerpuje to bynajmniej jej znaczenia. Klementy, wpro-

*) Poréw. Prace matematyezno-fizyczne t. VI, str. 55.
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wadzone do rachunkéw, mozna z géry pojmowaé ogolniej i nastep-
nie wraz z osiagnietemi wynikami tiémaczyé w réiny sposdb.
Tak np. te same wzory moga wyraza¢ twierdzenia geometryi i me-
chaniki, albo tez twierdzenia geometryi liniowej i kulistej. Podo-
bniez dzialania i metody rachunkowe nauki rozciaglosei mozna
stosowaé do przestrzeni o dowolnej liczbie wymiaréw, i tak tez pier-
wotnie rozwinal je w najwiekszej ich ogdlnosei sam Grassmann.
W tym rozleglym i dobrze uporzadkowanym systemie wszystkie
rodki analityczne i pomocnicze maja swoje miejsce osobne i w tym
wlasnie zwigzku dochodza do istotnego udoskonalenia iuproszcze-
nia. Stosuje sie to zwlaszcza do teoryi wyznacznikéw, do calej
tak nazwanej algebry nowszej, oraz do teoryi funkeyj analityez-
nych. I rézne galezie matematyki stosowanej ciggnely korzysé
z tych metod.

Podstawa tych wszystkich reform sa dwa dzialania, nazwane
przez Grassmanna mnozeniem ,zewnetrznem® i ,wewnetrznem®
elementow: pierwsze z prawem zasadniczem (e, ey) = — (¢, ¢;), skad
wprost wynika (e, ¢;)=0; drugie z prawami zasadniczemi: (e|ey)=0,
(g le;) =1. Z tych niepozornych poczatkéw rozwija sie nieprze-
ezuwane, rozszerzone jeszeze pozniej przez szkole Grassmannow-
ska, bogaectwo metodyeznych $rodkéw pomocniezyeh, ktérych
calej doniostosei dzié jeszeze przejrze¢ nie mozemy, gdyz dotad
nie wyspeeyalizowano jeszeze i nie wyzyskano wiekszych dzialéw
abstrakeyjnej teoryi Grassmanna. Powiemy tu odrazu, Ze za-
stosowanie nauki rozeiaglodei ogranicza sig do teoryi tych grup
przeksztateen (wedlug rozumienia Lie' go), ktore zlewaja si¢ z geo-
metrya w znaczeniu zwyklem, wraz z geometrya wielowymiarows
i nieeuklidesowy. Ocena doniostosci nauki rozeiaglosei winna te-
dy by¢ oparta na znaczeniu, ktére nadajemy tej zwyklej geome-
tryi i mechanice w poréwnaniu do geometryj i teoryi niezmienni-
kow, nalezgeyeh do innych grup przeksztatecen. Co do tego mowi
Study') bardzo stusznie: ,Czy odpowiedni uklad liezb pozyska
wazniejsze znaczenie, zalezeé znéw bedzie od tego, jakie miejsce
zajma przynalezne grapy w calosei wiedzy matematyeznej“.

Nauka rozeiaglosei nie wystapita bynajmniej z roszezeniami
przeszkodzenia prawidlowemu biegowi rozwoju nauki matematy-
cznej. Jakkolwiek odosobnionem bylo jej stanowisko, obeg i nie-
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przejrzysta szata, w ktorej najprzéd sie ukazata, mimo to nie brak
bylo zjawisk uprzedzajacych jej pojawienie sie. Ukazala sie wlas-
nie w pore, by pobudzi¢ do dalszego rozwoju wazne galezie wiedzy
matematyeznej. I jakkolwiek ten wplyw jej nie uwidocznia sig
przez cale dziesigtki lat skutkiem zupetnego ukryecia, w jakiem po-
zostawala, to wszakze dzi$, po 50 latach, mozemy widzieé, Ze roawdj
nauki sam przez si¢ 1 w najrozmaitszych miejscach skierowany
byt ku ideom Grassmannowskim. I do ostatniego ezasn po-
wstawaly tam, gdzie nie znano dostatecznie nauki rozciaglodei, rzeko-
me odkryecia nowych pomystéw, ktére byly tylko zasadami nauki
rozeiaglosei, lub odkryeia nowych twierdzen tresei geometryeznej
i analitycznej, ktére okazaly sie tylko wnioskami z daleko ogdlniej-
szej nauki rozciaglosei.

Jako poprzedzajace nauke rozciaglosei nalezy uwazaé, opréez
wspomnianej juz ,charakterystyki geometryeznej“ ?) Leibniza,
nastepujace prace: J. Grassmanna ®) uwazanie powierzehni vo-
wnolegtoboku za iloczyn geometryczny dwu bokéw przyleglych;
Mébiusa ) dodawanie geometryezne punktéow i odeinkéw; Bel-
lavitisa %) rachunek ekwipolencyj, ktéry Hotiel uznal pdzniej
za wynik logiczny ogdlnej nauki rozcigglosei; wreszeie rachunek
kwaternionéw, przeciw czemu zreszta protestowal Bellavitis ©).

Z pojedynezemi charakterystyeznemi dziataniami nauki roz-
ciaglodei, jakkolwiek zupelnie bez jej udzialu, zlewajg sie: mnozenie
odcinkéw St-Venanta7); klueze algebraiczne (Clefs algébriques),
Cauchy egof); formysymboliczne (=iloczyny zewnetrzne) O'Brie-
na®); iloczyn geometryezny (= wewnetrzny) G aussa 19); peki liezbo-
we (=odcinki poddane dodawaniu) Bunkofera ); iloczyn geome-
tryczny (=wewnetrzny) Résala3), przyjety takize w mechanice przez
Somowa'?); ,znaki pierwotne® (Promitivzeichen) Lipsechitza'4)
identyezne z jednostkami Grassmannowskiemi i podlegle tym
samym prawom mnozenia. Dalej wprowadzone przez Kronecke-
ra i Weierstrassa % skrécone oznaczenia wyznacznikéw, ktére
mozna uwazaé za stopien wstepny do systematyeznego przedstawie-
nia wyznacznikéw u Grassmanna; uwazanie wzietej ze znakiem
ujemnym polowy kwadratu odleglosei dwéch punktéw za iloezyn (we-
wnetrzny) punktow, wedlug Mobiusa %); uwazanie spdlnej potegi
dwoéeh kul za ich iloczyn (wewnetrzny), wedlug Badorffa'?); As-
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semblages binaires de la taxe £ Méraya, jako szezegdlny przypa-
dek wielkosei rozeiaglych Grassmanna, wyprowadzanyeh z k41
jednostek i poddanych mnozeniu algebraicznemu i9); symbol o
Cbapmana 2°, obejmujacy symbole kwaternionowe S i V, jako
przypadki szezegdlne, umozliwiajacy rozszerzenie rachunku kwater-
nionéw na n jednostek, i bedaey tylko symbolem mnozenia zewnetrz-
nego, podobnie jak i dalsza proba Chapmana, zmierzajaca do
udoskonalenia rachunku kwaternionéw 2'). Dalej nalezy tu poglad
Genty ego ?2), wedlug ktérego symbol kwaternionowy S (ab) jest
iloczynem ,rzutowym® (wewnetrznym) symboli @ i b; ,niwelator“
Sylvestera 2%)— symbol, utworzony z tego samego punktu wi-
dzenia, jak ,wyrazenie z lukami“ nauki rozciagtosei.

Jak dalece symbolika algebry nowoczesnej zblizyla sie do
sposobu przedstawienia nauki rozeigglosei, nie przyjmujac wszakze
odpowiadajacego istocie rzeezy charakteru tej ostatniej, wskazuje
wyraznie réwnanie «.-=0, orzekajace, Ze punkt » opisuje krzywa
n—go rzedu e, bedgee wszakie po lewej swej stronie tylko dowol-
nem zestawieniem trzech liter, rodzajem oznaczenia skréconego,
gdy tymezasem w nauce rozciaglosei réwnanie aa” = 0, wyrazajace
to samo, zawiera w sobie iloczyn zewnetrzny krzywej o przez potege
algebraiczng #”. W pierwszym razie mamy konglomerat, wyma-
gajacy jeszeze nowych dzialan symbolicznych, aby mégl byé uzy-
tecznym; w drugim za$ razie—wyrazenie, wehodzace do organizmu
systemu i nadajgce sie do bezposredniego traktowania. Ze symbole
uzywane w algebrze nowoczesnej bardzo latwo iz wielka korzyseiy
dla plynnosei rachunku oraz dla przedstawienia geometryeznego
wynikéw zastapié mozna utworami iloezynowemi Grassmanna,
dowodzi tego wprowadzone przez Waelscha ?¥) przedstawienie
nzywanych w geometryi liniowej spétrzednyeh promieniowych i osio-
wyeh pod postacig iloczynéw zewnetrznych. Wreszeie symbole
skracajace, za pomoeg ktérych Hesse nadal geometryi anality-
eznej taks prostote i elegancye, jakich przedtem nie posiadala, ce-
chuja wladnie ten stopien rozwoju nauki, ktérego bezposrednim kro-
kiem dalszym sa metody nauki rozeiaglosei.

Analityey $cistej reguly dlugo wzbranisli sie uznaé juz nie-
tylko koniecznosé ale nawet dopuszezalnosé takich dziatan, ktore,
jak np. mnozenia Grassmannowskie, ulegaja prawom innym,
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niz prawa arytmetyki zwyklej. W kazdym razie ograniczono te
dziatania do nizszych dziedzin zastosowan w geometryi i mecha-
nice. Dla scharakteryzowania tego ograniczonego sposobu widze-
nia poréwn. rozwazanie Study’'ego (. c. str. 177 i nastep. str.
213). W obec tego jest interesujacem, Ze w ostatnim czasie pro-
cesy czysto-analityczne doprowadzily do dziatan podobnych. Wia-
seiwie naleza tu z rezultatéw dawniejszych: przedstawienie wyznacz-
nikéw podiug Grassmanna; ,Clefs algébriques“ Cauchy’ego
oraz znaki pierwotne Lipschitza. Nastepnie znalazt Frob e-
nius 2%, ze jezeli A i B sa dwie formy dwuliniowe zmiennych
By ey S e BN S S , Yn, toiloczyn

0A 0JB

s Z Oy,. Oy

jest w ogodle réiny od B4A. Niedawno okazal Study'), ze teorya
grup przeksztalecen liniowych pozostaje w najscislejszym zwigzku
z teorya liezb urojonych wyzszyeh (nadurojonych). Pozyskano tedy
do ocenienia znaczenia uktadéw tych liezb daleko rozleglejsze punk-
ty widzenia, niz je da¢ moze ,analiza wyzsza“, Sciesniajaca sie
w kole swych dziatan elementarnych.

Grassmannowska metode wyprowadzania wielkodei roz-
ciaglej (punktu lub odcinka) z jednostek (punktéow lub odeinkdw)
przy pomocy liczb, ktére mozna uwazaé za spélrzedne tamtej wiel-
kodei, znajdujemy takie w szeregu samodzielnie pomys$lanych ukla-
déw spolrzednych, ktérych spolrzedne réinia sie tylko statemi
czynnikami od spélrzednych Grassmannowskich. Waszystkie
te uklady ustepujy wszakie Grassmannowskiemu pod tym
wzgledem, Ze w zastosowaniach rachujemy w tamtych tylko ze
spélrzednemi, oderwanemi od punktéw zasadniczych, gdy tymezasem
rOwnania nauki rozciaglosci zawdzieozaja swoja prostote oraz dat-
wosé i przejrzysto$¢ swych pizeksztalcen wiladnie tym punktom
i zachodzacym pomiedzy niemi prawom rachunku. Takiemi ukta-
dami s3: spéirzedne barycentryczne Mo biusa 26); spélrzedne Cha-
sles’ a 77) stosunkéw z przecigeia wynikajacych; spélrzedue trdjli-
niowe Schendela ??), spélrzedne stosowane przez Kindela 28)
przy przyporzadkowywaniu wzajemnem elementéw przestrzennyeh;
spolrzedne czworoscienne d'Ocagne’a 2°), obejmujace w sobie
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z jednej strony spélrzedne Descartes’a i Pliickera, z dru-
giej za$ spélrzedne rownolegle punktowe i tangencyalne.

Do systemu nauki rozeciaglosci wilaczyé sie daja bez zmiany
istotnej: sposob przedstawienia ilosei urojonych za pomoca wekto-
réw, podany przez Arganda ®) i Gaussa?); rachunek punkto-
wy Siebecka 3?%); sposoby przedstawiania ilo$ei urojonych na pla-
szezyznie lub w przestrzeni, podane przez Mdohiusa i Bjor-
linga 33).

Nie braklo tez przedsiewzie¢ szerszych, w kierunku dazen
Grassmanna i pokrewnych nauce rozeiaglosei, celem stworzenia
osobnej analizy, gléwnie dla celow geometryi lub fizyki. Tu prze-
dewszystkiem, ze wzgledu na bogate wyrobienie i powage, na pierw-
szem miejscu postawié nalezy teorye kwaternionéw Hamiltona,
o ktorej mowa bedzie jeszeze nizej. Ze wzgledu na ograniezonosé
srodkéw pomocniczych 1 niedogodno$é¢ oznaczen, stoi ona daleko
nizej od nauki rozciaglosei; wszystkie traktowane przez nig za-
gadnienia daleko dogodniej i krécej rozwiazuja sie za pomoca nauki
rozeigglosei, ktéra, jak to sam Grassmann ®2) juz wykazal, obej-
muje w sobie i teorye kwaternionéw. I Gibbs3%) tei, wychodzace
z teoryl kwaternionow, doszed! niezaleznie do analizy wektorowej,
zgodnej co do swej istoty z metodami nauki rozeiaglosei. Rozprawa
Cayley'a®)  Memoir on the theory of matrices; Peirce’a ®7)
»Linear associative Algebra“, opracowana po jego $mierci w dal-
szym ciggu przez syna; Sylvestera %)  Lectures on the prin-
ciples of universal Algebra“, poruszaja sie tez w kierunku pomystéow
Grassmannowskich. Niedawno Macfarlane?) w swojej
,Algebra of physies“ staral sie utworzyé analize, ktéra laczy w so-
bie metody nauki rozeiaglosci, kwaternionéw i wyznacznikdow, w ce-
lu zastosowan fizykalnych.

Cze$ciowo co do ducha zgodna z Grassmannem, lecz mniej
praktyezna, jest dawniejsza préba profesora pragskiego Dopplera
wprowadzania utworow geometrycznych bezposrednio do rachunkau,
oraz Schefflera ,Rachunek sytuacyjny“ (Situationscaleiil).

Przegladajac ten diugi szereg usilowan, zdazajacych bez wy-
jatku do istniejacego juz przed niemi systemu nauki rozciaglosei,
jakby do ogniska, nie mozemy oprze¢ si¢ wrazeniu, Ze przezna-
czeniem tego systemu jest zajecie trwalego stanowiska w dziejach
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rozwoju matematyki. 7 drugiej wszakze strony musimy powie-
dzieé: jaki ogrom zbytecznej pracy umystowej mogloby zaoszeze-
dzié pokolenie matematykéw drugiej potowy 19-go stulecia, gdyby
W swoim ezasie posiadalo gotowy system nauki Grassmannow-
skiej, zamiast budowaé¢ go na nowo, przez pél wieku, z mozotem
i z wszelkiemi bledami, nieuniknionemi przy prébach podobnych!
Zasady tego systemu bowiem posiadali tylko czasowo i tylko niekté-
rzy; dalej nikt nie poszedl; te za$ rozprawy, ktore ida dalej niz
wyniki samego Grassmanna, zawieraja tylko formalne ulep-
szenia lub rozwiniecia nieznaczace w stosunku do systemu Grass-
manna ijego zastosowan.

Mimowoli nasuwa si¢ pytanie: jak to sie stalo, Ze podobne
prace spoczywaly tak dlugo riepostrzezonemi? Powodem gltéwnym
byta forma, ktérg sam Grassmann nadal swemu dzielu. Ponie-
waz utworzy! on system mozliwie najogdlniejszy i abstrakeyjny,
z ktérego dopiero mialy byé wyprowadzone, jako zastosowanie, geo-
metrya i mechanika, przeto tre$é i uzasadnienie tego systemu otrzy-
maly pietno daleko bardziej filozoficzne niz matematyczne. Préby
za$ stosowalno$ei praktyeznej byly dla matematykow zbyt skapemi
i ukrytemi, aby mddz pobudzi¢ ktérego z mnich do studyéw
nad dzielem, postepujacem drogami zbyt dalekiemi od utartych
goscinedw badan matematyeznyeh. Jezeli nawet taki Mo bius ),
najblizej stojacy pomystow tego dziela, ustal w studyum nad niem
z powodu jego eharakteru filozoficznego, to latwo juz pojaé, ze
nie poznano si¢ ani na treSei matematycznej ani na znaezeniu
dzieta. Cieple przyjecie, jakiego doznalo u Mobhiusa i powo-
dzenie zaszezytne u Grunerta byly to tylko wyjatki. Gauss )
zaszezycil dzielo malo znanego nauczyciela pobieznem przejrze-
niem, szukajac zreszta w niem tylko tego, o ile dazenia autora
zblizaja sie do wiasnyeh jego pomystow; zdanie GGaussa, wypowie-
dziane tonem olimpijskim,—nawet i po za tym tonem, charakteryzu-
je w ogodle przyjecie, jakiego wowezas doznata nauka rozeiaglosei #).

*) Jedynym owocem swego dziela nazywa Grassmann w przed-
mowie do ,Nauki rozeigglosci* z r. 1862, maly rozprawe K y siiusa (7).
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Trudniej juz zrozumieé, ze nie zwrécono wowezas uwagi nawet
na czysto-matematyezna prace konkursowa, zwlaszeza na rozprawy
w dzienniku Crellego, mimo Ze przynosily one nowe rezultaty
w powszechnie interesujacej dziedzinie teoryi krzywyeh i po-
wierzehni; rezultaty, ktére i pézniej, jako wazne, faczono z nazwi-
skiem Grassmanna, chociaz zapomniano o metodzie, ktérej je
zawdzieczano. Tak np. Pliicker w 34 tomie dziennika Crellego
mégt twierdzié, ze nie istnieje jeszeze ogdélna geometryezna defi-
nieya krzywej trzeciego rzedu, gdy tymezasem w tomie 31-go tegoz
dziennika podal byt Grassmann taka definicye i wykazal, ze jest
ogélng. Mozna to objasnié tylko w ten sposdéb, Ze oglaszanie
prac w dzienniku Crellego nie wystarezalo wéwezas do za-
pewnienia nalezytego uznania wybitnym pracom, jezeli ich autor,
jak Grassmann, zajmowal! podrzedne zewnetrzne stanowisko
naukowe.

Zreszta, moéwiac nawiasem, nie lepiej powodzilo sie iinnym
odkryciom Grassmanna. Prawo elektrodynamiczne o dziatanin
dwu czesel pradu, ogleszone przez Grassmanna w r. 1845 w ,An-
nalach“ Poggendorffa, stalo sie znanem dopiero wtedy, gdy
Clausius *%) odkryl je na nowo wr. 1876. Zauwazy¢ nalezy, ie
krotkie, przejrzyste sformulowanie Grassmanna bylo wyZszem
od zawiklanego uktadu réwnan Clausiusa. Teorya dizwiekéw sa-
mogloskowych, ogloszona przez Grassmanna z 1854 w jednym
z programatéw szkolnyeh szezecinskich, zostala w r. 1859 na nowo
odkryta przez Helmholtza. Piszgcemu te stowa niewiadomo, czy
dowdéd podany w r. 1877 przez Grassmanna*t), Ze podstawa
teoryi Helmholtza, o fizykalnej naturze diwiekéw mowy, jest
nieprawdziwa, zwréeil na sig uwage kol wrasciwych. W r. 1853
Grassmann *°) obalil ogloszong na dwa lata przedtem przez
Helmholtza teorye mieszania barw i za pomoca metod wielo-
krotnie cytowanej nauki rozeiaglosei wyprowadzit prawo, stwier-
dzajace empiryezne prawidto Newtona, ktére potem i sam Helm-
holtz wprowadzil do swojej ,,Optyki fizyologicznej“. Alei Helm-
holtz, pomimo blizkiego zwiazku nauki rozeiaglosei z wlasnemi
spekulacyami, nie zbadal ksiazki Grassmanna.
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»Nauka rozeigglosei z r. 1862 *), zawierajaca tresé poprze-
dniego dziela w wykladzie catkowicie zmienionym i opracowanym
wedtug wzoru Euklidesowego, miala co do formy byé bardziej
przystosowana do uzytku matematykdw. Lecz, jezeli pomyslimy
o tem, ze skuteeznosé dogmatyeznej metody Euklidesowej ogra-
nieza sie przewaznie na geometryi elementarnej, i Ze metoda ta
Juz w dziedzinie arytmetyki elementarnej jest jakby szezatkiem bu-
dowli Sredniowiecznej w epoce dzisiejszej, to zrozumiemy, Ze roz-
legla tres¢ systemu Grassmannowskiego z trudnoseig tylko
weisnaé sie data w karby tego wykladu. Nowa szata tak 7le przy-
stawala do dziela, Ze nawet Grunert, mimo calego uznania dla
bystroéei Grassmanna, w rozezarowaniu o$wiadezyl, %e w nowej
ksiazece nie widzi istotnego postepu naukowego, a nawet nie cheiat
pisa¢ o niej recenzyi. Tak wige, mimo olbrzymiego trudu wlozo-
nego w te prace, powstalo dzielo, ktére nuzgcemi, diugiemi ab-
strakeyjnemi wywodami, wystawiato daleko bardziej na prébe eier-
pliwosé czytelnika niz cze$é pierwsza. Nowa praca pozostala tedy
mniej znang jeszeze od pierwszej, a tresé jej — skarbem ukrytym
w ostach i1 cierniach.

W obec tych faktéw, zapytaé nalezy, czy w ogéle Grass-
mann nie umial znalesé odpowiedniej fermy dla swoich rozle-
glyeh genialnych pomyslow, oraz dla swych logicznie Scistych i ja-
sno przemyslanyeh rozamowan? Jego podreezniki algebry, a zwla-
szeza trygonometryi dowodza rzeczy przeciwnej. Oba podreezniki,
prawie nieznane w Niemezech, wyzej cenione w Ameryce, sa po
dzi$ dzien, mimo zewnetrznyeh pozoréw metody Euklidesowej,
nieprzescignionym wzorem naukowej scistosci, jasnosei, zwiezlosei
i praktycznego opracowania metody. Mial bo tez Grassmann,
nauczajac w szkole, sposobnos¢ szukania i wyprébowania najlepsze-
go sposobu wykladu traktowanych w tych ksiazkach przedmiotow.
Podobnej sposobnosci nie znalazl dla badan swych oryginalnych,
poniewaz nie udato mu sie¢ pozyskaé stanowiska w wyiszym za-
kladzie naunkowym, ktére nalezalo mn sie slusznie, zaréwno jako

#) Te dwa wydania ,Nauki rozeiggloscit odrdzniaé bedziemy nizej
za pomoca znakow A, i 4,.
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badaezowi teoretyeznemu jak i praktyeznemu nauczycielowi. Tylko
na takiem stanowisku, majac pod dostatkiem wolnego ezasu i roz-
wijajac odpowiednia dzialalnos¢ nauezycielska, wéréd zywego ob-
cowania z kolegami i uczniami, moglby on wyrobié zewnetrznie
swéj system, zgodnie z wymaganiami nowszej umiejetnosei i wy-
kazaé w naleiytem $wietle jego zalety. Ze umial ceni¢ waznosé
takiego ustnego wyktadu i opracowania przedmiotu, tego dowodza
odezyty, jakie w r. 1842 o dziele swojem miewal w niewielkiem két-
ku przyjaciol 46) oraz wspélna praca z bratem Robertem nad A, 7).
Przeciez i pézniej, wykladajacy w wyzszych zakladach naukowych
uwazali wyktady za najlepszy $rodek wniknigeia w ducha nauki roz-
cigglodei.  Kroki, przedsiewziete przez Grassmanna w celu
pozyskania katedry, znalazly zyczliwe przyjecie u rzadu, i kiedy
w r. 1868 zawakowala profesura w Greifswaldzie, popieral poczat-
kowo i Grunert rada te starania o to stanowisko (niZsze pie-
nieznie). Gdy jednak w samym fakultecie powstala powaina
przeciwko Grassmannowi opozycya, wynikla skutkiem Zyezenia,
aby katedre te zajal matematyk kierunku Riemannowskiego,
wtedy upadl! cady ten plan, a z nim zarazem i uwienczenie dziela
Grassmannowskiego. Czyniono Grassmannowi zarzuty nie-
tylko co do formy przedstawienia, lecz takie i co do sposobu jego
produkeyi naukowej, poniewaz, mimo calego bogactwa oryginalnych
pogladéw, nie usitowal doprowadzi¢ do ostateeznego rozwiazania
zadnego z pytan, do ktorego te poglady prowadzily. Zapomniano
przytem, ze najbardziej cierpliwe usitowania stabng przy braku po-
trzebnej atmosfery oraz wszelkiego $ladu uznania. (Pod tym wzgle-
dem szezesliwszym byl Hamilton, ktérego teorya kwaterniondw
dosé wezesnie zaliczong zostala do zwyezajnych przedmiotéw wy-
kladowyech na uniwersytecie w Dublinie). Nie bylo weale mowy
o wzgledach dla badan Grassmanna przez ulatwienie mu pracy
urzedowej; matematyka sama juz, jako przedmiot wykladowy, hyla
w sferach urzedowych Szezecina nauka malo ceniong, o wiele mniej
jeszeze, jako zajecie poboczne nauczyeielal 7 drugiej strony wspo-
mnie¢ nalezy, Zze i Grassmann na swojem odosobnionem sta-
nowisku nie posiadal koniecznej ruchliwosei na to, by przez pie-
legnowanie istniejacych i nawigzywanie nowyeh stosunkéw z ma-
tematykami pozyska¢ zainteresowanie dla swego dziela. Swiadezy
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juz o tem zdumiewajaca szezuplosé jego korespondencyi naukowej.
W braku tedy wszelkiego powodzenia sam odwrdcil sie od nauki
rozciaglosei, a opracowawszy ja w zarysach zasadniczych, odlozy?
wykonezenie budowy do czasu pézniejszego.

W rzeczy samej do roku 1869 nikt powaznie i szezegélowo
nie zajmowal sie nauka rozeiaglosei, précz Hankela, ktéry w swem
dziele: ,Theorie der complexen Zahlensysteme“ uwzglednil tez teo-
rye Grassmanna ipolecit ja goraco, jakkolwiek bez widocznego
skutku. Zreszta nalezy wspomnieé¢ o tem, Ze trzej pierwszorzedni
specyalisei mniej lub wiecej jasno pojeli znaczenie pojedynczych
czesei naukirozeiagloSci. Cremona*®) jui w rozprawie zr. 1860
zwrécit na nig uwage, staral si¢ ja poznaé i polecit swym
przyjaciolom jako przedmiot studyéw. Weierstrass przedsta-
wil swoim stuchaczom niektére poglady nauki rozeiaglosci—idziemy
tu za swiadectwem prof. Killinga —zwrécit ich uwage na uiytek
iloczynu zewnetrznego i wewnetrznego w teoryi ruchu ciala szty-
wnego i w nauce o kole ¥). Clebsch potrafil ocenié¢ doniostosé
nauki rozeiaglosei dla geometryi i algebry, w wymownych wyrazach
przedstawi! swéj sad o niej we wspomnieniu o Pliickerze 49) i u-
mierajge przedwezednie, uczniom swoim ten sad w spusciznie po-
zostawil.

Waszystkie te wzmianki i polecenia, jakkolwiek pochodzily od
o0s0b tak powaznyeh, nie byly wszakze dostateeznemi, by nauce roz-
ciaglo$ei zapewnié¢ nalezyty rozglos, a przedewszystkiem wplyw
praktyczny na dalszy rozwdj umiejetnosei, ktéry sig jej dawno na-
lezal. Bo i na c¢6z przyda¢ sie moégl wszelki podziw, skoro nie
wielu rozumialo nauke rozciaglosei, a nikt nad nig nie pracowall
Do tego celu koniecznem byl przedewszystkiem wyklad nauki dro-
ga odmienng od tej, ktora szedl Grassmann, a mianowicie,
nalezalo rozpoezynaé nie od poje¢ oderwanych i twierdzen geome-
tryi n—wymiarowej, lecz przedstawi¢c metody nauki rozeiaglodei

*) Uwagi Weierstrassa o stosunku analizy algebraicznej do teo-
ryi jednostek wielokrotnych mialy na celu nie tyle zaprzeczenie prawa
istnienia tej ostatniej, ile raczej wykazanie, ze analiza algebraiczna mo-
ze byé zbudowang i bez ich pomocy. Po za tem Weierstrass uznawal
wyraznie korzySei z wprowadzenia jednostek wielokrotnyech.
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wewnatrz dziedziny przestrzeni zwyklej. Na tle zwyezajnyeh po-
gladéw przestrzennych, wiasciwoéei nauki rozeiaglosei odznaczaly
sie dobitniej; przy znanej treéei geometryeznej, jej formy ohee,
przeeiwne zwyczajom dotychezasowym, stawaly sie zrozumialszemi
dla czytelnika. Temu to punktowi widzenia nalezy przypisaé¢ *) po-
wstanie dzieta ,System der Raumlehre“ mnapisanego przez autora
niniejszego szkicu. Pierwsza czesé tej ksigzki (1872), ograniczona bylta
pod wzgledem tresci do elementéw geometryi, druga za$ (1875) *¥)
obejmowala nowa geometrye i algebre w przedstawieniu Grass-
mannowskiem. O powstaniu tego dziela zdalem sprawe w bio-
grafii Grassmanna *); o znaczeniu jego dla nauki rozeiaglosei na-
pisal sam Grassmann w przedmowie do drugiego wydania 4, ®').
Wszystkie érodki pomocnicze nauki rozeiaglosei rozwiniete tu zo-
staly ab ovo, nadto wzmiankowane nauki podane zostaly w zakre-
sie stosowanym w podrecznikach. W ten sposéb stworzomo pod-
stawe do przedstawienia rezultatéw dalszych oraz do badan samo-
dzielnyeh, a réwnoczesnie stworzono ksiaike przygotowaweza do
studyéw nad ogélua nauka rozeiaglodei. Skutek stwierdzil stu-
sznosé tych rozwazan. Dzigki ,Nauce przestrzeni® z kazdym ro-
kiem rosta znajomo$¢ nauki rozciggloéei. Przybywali weigZ ma-
tematycy, ktéizy w poczueiu wewnetrznej naukowej niezaleznosei,
nietylko badali i podziwiali nauke rozeiaglosei, lecz pracowali tez
nad jej rozwinieciem i uprzystgpnieniem. Najblizszym owocem tych
usifowan byl wznowiony udzial samego Grassmanna w Owezes-
nych dazeniach matematykéw. W ostatnich juz latach swego Zy-
cia wystapit on z nielicznemi lecz wartosciowemi rozprawami o sto-
sunku nauki rozeigglosei do geometryi, algebry nowszej, kwaternio-
néw, nauki o barwach i elektrodynamiki. Dalszym owocem, wedlug
$wiadectwa Grassmanna, bylo doprowadzenie do skutku drugiego
wydania Ay, oraz wyezerpanie istniejacych jeszeze egzemplarzy A,
w ciagu kilku lat. Dzi§ zag, po uplywie 25 lat od poczatku tego okre-
su, widzimy juz caly szereg galezi badania matematycznego, na

*) Nie zas wplywowi Clebscha, jak blednie p zypuszeza Kraft
w przedmowie do swego dziela (N. 170).
*¥) Dwie te czeSci bedziemy oznaczali ponizej przez R, i R,.
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ktore nauka rozeiaglosci wplynela w stopniu mniejszym lub wiek-
szym, dajac im ulepszone metody badania oraz nowe rezultaty.

Zasady ogélnej nauki o formaech, stworzone przez Grass-
manna i wylozone obszerniej przez Hankela oraz péziniej przez
Notha %), doprowadzily do poglebienia teoryi zasadniczych dzia-
fan arytmetycznych isa dzi§ wlasnodcia wszystkich matematykow.

Pierwszy Grassmann wypowiedzial poglad, Ze geometrya
jest nauka stosowang 1 wyciagnat stad konsekwencye praktyczne.
Z tym pogladem najsciglej wiaze sie réznica pomiedzy wyobraze-
niem przestrzeni doéwiadezalnej a pojeciem oderwanem przestrzeni
plaskiej tréjwymiarowej, oraz poddanie tej ostatniej pod ogélne
pojecie przestrzeni; sa to dzialania rozumowe, na ktérych stoi
i w braku ktérych pada cala geometrya wielowymiarowa i nieeukli-
desowa.

W geometryi elementarnej w dziele R, przyjawszy
rnch za istotne narzedzie badania, wskazalem nowe zasady opraco-
wania w przeciwstawieniu do dogmatycznej metody Kuklidesa,
opierajacej sie tylko na utworach sztywnych®). Przytem metody naunki
rozeigglosei okazaly sie tu najnaturalniejszem narzedziem rachun-
kowem w calej dziedzinie geometryi. Dawaly one réwnoczesnie
zwiazki polozenia i miary; z wielka fatwoscig prowadzily do odle-
glejszych i dotad trudno dostepnych dziedzin geometryi tréjkata,
kota i kuli; okazaly sie przydatnemi do rozwiazywania zagadnien
oraz do dowodzenia twierdzen %%). Dalszem rozwinieciem idej
Grassmannowskich jest przeprowadzona w R, przy pomocy
,ezynnika obrotowego“ * metryka geometryi elementarnej *¢), po-
zostajaca w blizkim zwigzku z teorya funkeyj hyperbolicznych *7)
Tu nalezy takie uwazanie punktéw urojonych za punkly rzeezywi-
ste, przyezem wlasno$¢ punktow przecigcia zastepuje sie przez in-
ny °%); jest to poglad, do ktérego doszli takie Laguerre, Tarry %)
i Molenbroek®). Ginther ) za pomoca dowodu twierdzenia o
sumie katéw trojkata®?), dowodu zwiazanego z ezynnikiem obrotowym,

*) W pozniejszej ksiazee ,Lehrbuch der elementaren Mathematik* 53)
rozwinaglem twierdzenia plynace z zasad nauki rozcigglosdcei, bez uzywania jej
metod; z ksigzki tej wiele rzeczy wainych przeszio do innych podrecznikéw.
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sprowadzil tylokrotnie dyskutowany\ pewnik o liniach réwnoleglych
do pewnika prostszego, wyrazajacego zasadnicza wlasnosé plasz-
ezyzny, 1 wykazal dowodnie chwiejno$é wszystkich préb do-
tychezasowyeh. Na gruncie nauki rozciaglosei poruszaly sie takze
badania Eichlera %) o pojeciu przestrzeni i Pilgrima %) o po-
dziale dziedzin. Juz Grassmann ) wykazal, Ze niestusznie zali-
ezana do zakresu teoryi kwaternionéw trygonometrya kulista znaj-
duje naturalne swe uzasadnienie w nauce rozeiaglosei; niedawno do
tego samego wyniku na innej drodze doszed! Carvallo ). Row-
nowaznos$¢ nieskonczenie odleglego punktu i ograniczonego odein-
ka, wazna zwlaszeza dla mechaniki; odréznienie odeinka od
yezesei linii“ (Linientheil), nacechowanej nietylko kierunkiem i diu-
gosceia lecz takze polozeniem oznaczonem—oto nowe pojecia geo-
metryezne nauki rozeiaglosei, ktérych pozytek okazal sie istotnym.

W  dziedzinie nauki o liezbach Stolz ") przyjal pojecie
Grassmannowskie wielkosci, jako najogélniejsze, za podstawe
swoich prae arytmetycznych. Wigksza jeszeze bezporéwnania do-
niosfo$¢ ma podstawa ogélna, na ktérej Grassmann %) zbudowat
nauke o liezbach, przez ustanowienie ogélnego uktadu » niezaleznych
od siebie jednostek, wtedy gdy Hamilton do jednostki rzeczywistej
i urojonej dodal tylko dwie nowe jednostki urojone. Latwo nasu-
wajaea sie mysl rozszerzenia teoryi kwaternionéw do uktadu 7 je-
dnostek urzeczywistnit Clifford ¢%). Naleig tu takie podane
przez Simony ego ) dwa uogdlnienia powszechne zasadniezych
dzialan algebraicznyeh wraz z najprostszem sformulowaniem poje-
cia funkeyi dla argumentu n—krotnie zespolonego; praca ta opiera
si¢ przewaznie na pogladach nauki rozeigglosci. Na tej samej pod-
stawie opieraja sie studya grupowo-teoretyezne Dyeka ), ktory
przyjmuje pewien szereg jednostek i ustanawia dla niego prawidla
muozenia; dalej Dedekinda ™) teorya wielkosci zespolonych,
utworzonyeh z » jednostek gtéwnych. Jednostki wielowartosciowe
powstaja tu z liezb zwyezajnych i podlegaja prawom rachunkowym,
bardziej skomplikowanym, niz prawa mnozenia zewnetrznego i we-
wnetrznego. W teoryi tej—whrew pogladowi Weierstrassa o
nieprzynaleznosci wielkosei zespolonyeh ogélnyeh do arytmetyki—
wielkoseiom tym nadano znaczenie specyalne, dzigki ktéremu wy-
plywaja one bez zaprzeczenia z gruntu arytmetyki zwyklej. Na-

Nauka rozciaglosei. 2
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wigzujge swe badania do tego przedmiotu, wskazal Petersen )
warunek ogdlny, przy ktérym uklad réwnan operacyjnyeh pomie-
dzy n jednostkami gléwnemi charakteryzuje pewna dopuszezalna
algebre. Naleza tu podane przez Studye’ go 7*) uogélnienia pojeé
Grassmannowskieh: ,pochodna“ i ,wartosé liezebna,“ przez
ktore pojeciom tym poddano w dziedzinie zastosowan wszystkie ga-
tunki geometryi i réwnoczeénie ustanowiono ich zwiazki z teo-
ryami przestrzeni Riemanna, Helmholtza i Kleina. Naleza
tu wreszeie badania tegoz autora nad ukfadami liezb nadurojonych
iich zwigzkami z pewnemi grupami ciaglemi przeksztalcen; w bada-
niach tych oznaczono wszystkie rézne typy ukladow liczbowych
z 2-4 i wiecej liczbami zasadniczemi, ezynigce zado$é pewnym
warunkom podstawowym, i scharakteryzowano takze liczby zespo-
lone, jako oznaczenia skrocone form dwuliniowych, przedstawiaja-
cych pewne formy przeksztaleen liniowyeh.

Powyisze dane stwierdzaja, ze analiza wyZsza i teorya
funkey] nie sa tak dalekiemi od nauki rozciagtosei, jakby to na po-
7z6r wydawaé sie moglo. Sam Grassmann prawie potowe 4, poswie-
cit temu przedmiotowi; punkt wyjscia stanowi u niego sprowadzenie
ukladu n funkeyj dowolnej liczby zmiennyeh do funkeyi jednej
zmiennej. Rozwaza on tu takze teorye szeregéw nieskonezonych
oraz rachunku rézniczkowego i calkowego. Niewielu dotad bada-
ezy zglebito te trudne rozdzialy dawno wyezerpanej A,; ci wszak-
ze przekonali sig¢ o wielkiem ich znaczeniu. Podstawy tej teoryi
przedstawiono w R,. Znaczenie ich dla zastosowan rachunku cal-
kowego (w mechanice) poznal Mehmke; Simony zas, za pomocy
trzeciego ze wspomnianych uogélnien dziatan zasadniczych alge-
bry, doszed! do metody systematycznej szukania calek szezegol-

nych réwnania
2 02w
Tzf:O; (’l"=1, 2 3 .71).

Seydler 7%), rozszerzajac mnozenie zespolone Grassmanna
do czterech jednostek, znalazl takiez same symetryczne rozwigza-
nie réwnania rézniczkowego

0V 02V AV ik 0
0x? + oy? o2 )

znane przedtem dla takiegoZ réwnania z dwiema zmiennemi.
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Okazalo sie, ze wielkodei wyprowadzone z tych czterech jednostek
sa réwnowazne z bikwaternionami spdétplaszezyznowemi (kompla-
narnemi) Hamiltona, i daja sie z korzyscia stosowaé¢ do rozsze-
rzenia na przestrzen wynikéw geometryi plaskiej. Najobszerniej
dziedzing te uprawial Gibbs 3%), ktéry podal szezegdélowy wyklad
rachunku rézniczkowego i calkowego wektoréw i weiagnad do swyeh
rozwazan, miedzy innemi, przeksztalcenie calek okreslonych, warto-
sei najmniejsze calek i t. d., oraz wskazal pozytki, wynikajace z metod
nauki rozcigglosei w traktowaniu przedmiotéw czysto-analityeznych.

Szezegélnie glebokim i zarazem datwo zrozumialym jest wplyw
nauki rozeiagltosei na teorye wyznacznikéw. Wyznacznik w 4,
(Nr. 62) jest okreslony jako czynnik liczhowy iloczynu zewnegtrznego
n wielkosei liczbowyeh, wyprowadzonych z jednostek e;, ey, .. é,.
Wyznaeznik sam w sobie, w oderwaniu od tych jednostek i praw
dzialan nad niemi, jest utworem ciezkim, niedogodnym w uzyciu
1 w przeksztatceniach. Natomiast, w powyZszym zwiazku, dzialania
z nim nabieraja zdumiewajacej latwosei. To tez przedmiot ten,
po obszerniejszem przedstawienin go w R,, wywieral stosunkowo
najwieksza sile przyciagajaca. Nowe przedstawienie uwzglednil
przedewszystkiem Giinther w swojej ksiazee ,Lehrbuch der De-
terminantentheorie;“ potem zasadniczo i systematyeznie zastoso-
wano je w podreczniku Scotta %), a niedawno Niemdller 77) po-
dal rzeez te z wielu zastosowaniami do podwyznacznikéw, rozwia-
zywania rownan, podstawien, rugownikow, redukeyi form dwdjko-
wych do postaci kanonieznej i t. p. Toz samo uezynit Carvallo 78),
ktéry o nauce Grassmanna wypowiedzial zdanie: ,La vérité est
que la méthode de Grassmann supprime la théorie des détermi-
nants, en se substituant & elle.“ Caspary %) doszedl na dro-
dze najprostszej do podanych dawniej przez Hunyady' ego, Mer-
tensa iPasecha przeksztatcen wyznacznikéw przecie¢ stozkowych
oraz tych wyznacznikéw, ktéryeh znikanie jest warunkiem poloze-
nia perspektywicznego dwéeh tréjkatow. Mehmke 8!) wykazal,
ze twierdzenie o wyznacznikach, przedstawione przez Kroneckera
Akademii berlinskiej w 1882, zawiera sie jako szezegélny przypa-
dek w twierdzeniu 4, Nr. 183, i Ze w swojej postaci zwyklej mniej
sie nadaje do wywodu twierdzen geometryi punktu, niz twierdzenie
Grassmanna. Ze zwiazkow za$, objetych w powyZszem twier-

2*
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dzeniu Kroneckera, wyprowadzit Caspary %) zasadnicze twier-
dzenie Weierstrassa dla funkeyj sigma o wigkszej liczbie ar-
gumentow. Z tego przykladu bedzie mozna powziaé wyobraZenie
o doniostosci twierdzen Grassmannowskieh oraz o poiytku, jaki
matematyka dawno juz mogla odniesé ze studyéw nad naukg roz-
cigglosei. Dwa przyklady, podane przez autora %), stwierdzaja, z ja-
ka latwoseia za pomoca metod Grassmannowskich uzasadnic
mozna odlegte twierdzenia o wyznacznikach.

Bezposrednio z wyznacznikami wiaZe sie teorya macierzy,
stworzona przez Cayley a ®) w podziwianej rozprawie ,Memoir
on the theory of Matrices.“ Teorya ta wszakze zlewa sie ecalkowi-
cie z rozwinieta w A, %) teorya iloczynow otwartych (wyrazen z lu-
kami) i teorya uogélnionych ilorazéw, podana w A, ). Iloraz roz-

szerzony
b| ’)2 SR e [)n

'}

el o i
jest wyrazeniem, ktore, pomnozone przez jakikolwiek ze swych mia-
nownikow, daje stojacy nad nim licznik; wyrazenie z lukami jest
sumg iloczynéw, z ktérej wylaczono czynunik wspdlny, lecz—po-
niewaz ezynniki iloczynu wystepuja w okreslonym porzadku,—eczyn-
nik wylaczony zastapiono lukg [/ lub () ]. Zwiazek obu wyrazen
podany jest w 4, str. 246. Wskazany przez autora w ,Fortschr.
d. Math“ 87) zwigzek pomiedzy macierzami a wyrazeniami z luka-
mi spostrzegali wielokrotnie i wyjasniali juz inni matematyey. Tak
np. Gibbs %) spostrzegt tozsamosé ,wyrazen dyadyeznych“ swo.
jej analizy wektorowej z najogélniejszemi iloczynami Grassman-
na, oraz tozsamo$é macierzy z wyrazZeniami z lukami i iloraza-
mi; pokazal tez zgodnie z R, Nr. 72, Ze rozszerzenie pojecie ilo-
razu daje sig z poiytkiem stosowaé¢ do pochodnych. Podobne
zwigzki zauwazyli Mehmke i Buehheim 5%), z ktérych ostatni po-
dal obszerng teorye macierzy ze stanowiska Grassmannowskiego.

Szezegdlniej ptodnym okazal sie pomyst réwnoczesny Scot-
ta &) i von Eschericha °), dotyczacy przedstawienia i bada-
nia, przy pomocy S$rodkéw nauki rozeigglosei, wyznacznikéw wyz-
szych wymiaréw, ktére przedtem juz traktowal byl Zehfuss *7)
Kto studyowal algebre nowszy z podrecznikéw Fiedlera, Sal-
mona iClebscha, podziwia z jednej strony postep w szeregu sto-
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sowanych tam metod, z drugiej za§ z Zalem stwierdza, Zze jedne i te
same wielkodei i dzialania oznaczane bywaja réznorodnemi sym-
bolami, i doznaje skutkiem tego wrazZenia, ze cala ta symbolika,
jakkolwiek madrze obmyslona, sktada sie wszakie z oznaczen do-
wolnyeh i pozbawionyeh jednolitej podstawy. Juz Clebsch 49)
zauwazyl byl, Ze wielka czedé wyobrazen zasadniczych algebry
nowszej zawiera sie w 4;,. W podobny sposéb wyrazil si¢ byl
Gibbs?’) wtedy jeszeze, gdy nie znal wszystkich odnos$nych rezultatow.
Sam Grassman ®) w ostatnich latach Zycia rozwingt w kilku roz-
prawach idee zasadnicze tego zwiazku. Juz pierwsze rezultaty jego
wykazuja zupelnie wyraznie, Ze w nauce rozciaglosci nalezy szu-
ka¢ naturalnej i jednolitej podstawy dla nowszej algebry, ktdrej
ta nauka dotad nie posiada. W samejrzeezy w R, °*) udalo sig roz-
wina¢ w pozadanym stopniu teorye form dwdjkowych (az do stopnia
4-go) i tréjkowyeh (az do 2-go), przy pomoey srodkéw mnozenia ze-
wnetrznego 1 algebraicznego; prostota rachunkéw i fatwosé wyjas-
nien geometryeznych zadwiadezyly tu o wyzszosei tej metody nad
poprzedniemi. Toz samo okazalo sig w nieogloszonem jeszeze roz-
winigeiu tych badan do form tréjkowych szedciennych (w poréwna-
nia z metodg Aronholda) i do innych przedmiotéw, traktowanych
w dziele Clebscha-Lindemanna. Wszakze tworzenie form bar-
dziej ztozonych nie bylo dostatecznie wolnem od niedogodnosei
metod dotyehezasowyeh. Dopiero wyZej wspomnionej rozprawie
von Kschericha %) zawdzigezamy ogdlny sposéb tworzenia
niezmiennikéw i spétzmiennikéw metoda jednolity i niezaleina, przy
pomocy srodkéw nauki rozeigglosei. W rozprawie tej udowodniono,
7e kazde nasuniecie dwéch form dwéjkowych jest wyznacznikiem
wyzszego wymiaru, i ze utwory dalsze dla form tréjkowych, ezwor-
kowyeh 1 wyiszych daja si¢ przy pomoey form juz utworzonych
przedstawi¢ 1 bada¢ jako agregaty takich wyznacznikéw. Schen-
del ®) z réwnem powodzeniem traktowal w réznych rozprawach
teorye rugownikow i (podobnie jak von KEscherich) przedsta-
wit wyznaeznik »-wymiarowy n—go stopnia, jako iloczyn n wy-
znacznikow 1 agregat (r/)* wyrazéw, ktére w przestrzeni (n - 1)
wymiarowej wypelniaja szescian (n 4 1) wymiarowy. W osobnej
ksigzce %) dal wyklad uporzadkowany wszystkich czesci tej dzie-
dziny. Na szezegdlna uwage zastuguje tu zastapienie procesu roz-
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niczkowania, stosowanego przy tworzeniu form nowych, wprowadze-.
niem tak nazwanych nadwyznacznikéw. Buchheim *7) wreszcie
opar! nowy wyklad teoryj graféw (theory of graphs) Clifforda
na przedstawieniu formy liniowej za pomoeca iloczynu zewnetrznego

W ogéle wszakze nie mamy dotad opracowania nowej algebry,
opartego na nauce rozeigdod ci; opracowania, ktére wznioslszy sie
z poczatkow podanych w £,, przy stosowaniu metod ulepszonych,
byloby co do tresei wykladem systematycznym, odpowiadajacym
dzisiejszemu stanowi tej teoryi, formalnie zas wykazywaloby korzysei
tego wykladu. Do tej pory zastosowanie nauki rozeiaglosei nie
zostalo jeszeze uwzglednione w takiej mierze, na jakie zasluguje.

Do badania krzywyech i powierzehni algebraicz-
nych nauka rozeiaglodci podaje kilka metod charakterystyeznych.
W pierwsze]j z nich krzywa lub powierzehnia, uwazana za utwo-
rzong z elementéw stalych iruchomych, przedstawia sie pod postacia
przyréwnanego do zera iloczynu ,,planimetryeznego* lub ,,stereome-
tryeznego** (ktéry zreszta mozna przeksztaleié na dowolne wyraze-
nie w spéirzednyeh), co prowadzi do teoryi eczysto-geometrycznej
najogoélniejszych pomigdzy wzmiankowanemi utworéw. Metoda ta
tem rozni si¢ istotnie od metody Steinera, ze w kazdym z utwo-
rzonych prawidlowo iloezynéw i we wszystkich prawidlowyeh prze-
ksztalceniach tkwia charakterystyczne przedstawienia samych utwo-
réw, ich wlasnosei oraz przeksztalcen, ize wszystkie te przemioty pod-
dane sy prostemu ukladowi dziatan, niezaleznemu od ich uzmysto-
wienia. Metoda ta Yaczy w sobie zalety postepowania analityeznego
i syntetyeznego. Grassmann na tej drodze znalazl najogélniej-
sze twierdzenia o tworzeniu krzywych i powierzchni °%) i w szeregu
rozpraw przedstawil obszernie teorye oraz jej zastosowania do krzy-
wyeh 1 powierzehni rzedu drugiego i trzeciego oraz do krzywych
rzedu czwartego. Zastosowal te metode autor niniejszego w pracy
o powierzehni rzedu 3-go i jej wzajemnej 1°°); réwnanie i wlasnodci
stereometyczne powierzchni wyprowadzono tu w sposéb bezposredni.
Pézniej Kekardt 1) i Bauer ') badali tenie przedmiot
przy pomocy metody spélrzednych. Nastepnie rozwinal autor '**)
zasade Grassmannowska w ten sposéb, ze do prostyech i punk-
téw, nzytych za elementy konstrukeyi, dolaczyl jeszeze krzywa stala.
Dingeldey 1), na podstawie Grassmannowskiech mechani-
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zmow ruchu, podal bardzo prosty sposéb tworzenia krzywej C,
Z punktem podwdjnym oraz konstrukeye linii punktéw zwrotu,
i pokazal zarazem, w jaki sposob nalezy zmodyfikowaé ten me-
chanizm, aby otrzymaé¢ krzywa C, z 1—3 punktami podwdjnemi,
oraz jak winny leze¢ jej elementy, aby powstata dowolna krzywa
(. Jednoczesnie Kilmel '°%) podal polozenie szczegdlne ele-
mentéw dla krzywej C; z punktem podwdéjnym oraz prosty spo-
s0b oznaczenia stopnia krzywej dowolnej, utworzonej za pomoca
mechanizmu Grassmannnowskiego. Fritz ') rozszerzyl
pierwsza metode Grassmanowska tworzenia krzywyeh C; na
przestrzen. Sturm '°7) zastosowad metody Grassmannowskie
tworzenia krzywyeh trzeciego rzedu i klasy do oznaczenia liczb
znieksztatcenia homologii dwéch pol plaskich. Caspary '), roz-
szerzyl Grassmannowski sposob tworzenia krzywych plaskich
na krzywe przestrzenne i wyprowadzil stad istotne ich wlasnosei
oraz nowe konstrukeye. Na tej samej podstawie v. Eseherich 9)
podal metody ogélne konstrukeyi krzywych i powierzehni algebra-
icznych dowolnego rzedu z liczby okreslajacyeh je punktow, za po-
moca uktadow liniowych wzajemnych wyzszego gatunku. Jest to za-
gadnienie, ktéore nie bylo jeszeze przedtem rozwigzane dla po-
wierzehni rzedu wyizszego ni% czwarty.

Metoda, o ktérej mowa, miata i swoich przeciwnikow. Juz
Grassmann "°) musial zwaleza¢ mniemanie Bellavitisa, ze
metody te daja tylko specyalne gatunki krzywyeh €. Schro-
ter ') uczynil interesujace spostrzezenie, ze trzy metody Grass-
mannowskie tworzenia krzywych C3; moZna otrzymaé przez
przeksztaleenie metod Chasles’a i Cayley a-Hessego. Leez
nietrafng byla zlaczona z tem spostrzeZeniem uwaga, Ze metody
Grassmannowskie sa dla tego wtasnie zbytecznemi. Faktyeznie
bowiem mamy tu do ezynienia z dwoma réwnouprawnionemi wyraze-
niami tej samej mysli zasadniczej: z wyrazeniem rzutowem i mecha-
nicznem. Tylko skutkiem nieznajomosei wspomnionej juz od-
nosnej literatury, mogl takze utrzymywac¢ Schroter, ze z okres-
lenia Grassmannowskiego nie wynika, w jaki sposéb mozna
otrzymac¢ mechanizm podstawowy dla krzywej danej, i ze dlatege
okreslenie to pozostalo bezplodnem dla istotnego tworzenia krzy-
wyeh Cs oraz wywodu ich wlasnosei.
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W metodzie drugiej krzywe i powierzchnie przedsta-
wione sa, jako funkeye utworu zmiennego (punktu, prostej, plasz-
czyzny), a kombinacye rachunkowe funkeyj pozwalaja znale$é i przed-
stawié zwigzki pomiedzy krzywemi, jakotez miedzy powierzehniami.
Metoda ta otwiera droge najprostsza i najnaturalniejsza do teoryi
biegunowych, uktadéw krzywych i powierzcehni oraz zwiazkéw ich po-
krewienstwa. Rysy zasadnicze tej teoryi podal Grassmann ™)
w wielu rozprawach, ktére—nawiazane w ezeseido praec Clebscha
i Reye'go o parach biegunowyeh krzywej Ci, o teoryi biego-
nowych powierzehni algebraieznej i t. d.,—uprodcily nadzwyczajnie
metody dotychezasowe i otwarly nowe drogi do rozszerzenia tych
teoryj. Dalsze rozwiniecie metody prowadzilo wprost do omdéwio-
nego juz przedstawienia algebry nowszej 1 dziedziny jej geome-
trycznej interpretacyi. Tu tez wspomnieé nalezy o zastosowaniach
geometryeznych, podanych w eytowanem dziele Schendela ™).

Trzecia droga prowadzi do teoryi krzywizny. Spozyt-
kowuje ona w sposéb zwykly srodki pomocnieze rachunku roznicz-
kowego, lecz unikajae spélrzednych, operuje na samych utworach
(odeinkach, tukach iich rdézniezkach it. d.); stosuje zreszta prawi-
dda rachunku odeinkéw oraz mnozenia, charakteryzujace nauke roz-
ciggtodci. Teorye te we wszystkich jej ezesciach przedstawil szceze-
g6towo H.Grassmann miodszy'*). Nawigzujac rzecz do tejteoryi,
dal Carvallo ') prosty dowdd twierdzenia, ze suma krzywizn
powierzchni minimalnej jest zerem w kazdym punkeie. Na tejze
podstawie badal Mehmke ') wilasnosei liniowych przeksztaleen
punktu, przeksztatcen styeznoseii podobne zagadnienia'"); podad tez
konstrukeye ogdlna Srodkéw krzywizny krzywych plaskich, nowe uza-
sadnienie twierdzen zasadniezych teoryi powierzehni oraz uprosz-
czone dowody twierdzen o krzywyeh przestrzennych. Peano ')
rozstrzasa szezegoélowo te przedmioty w swoich podrecznikach geo-
metryi Grassmannowskie]iprzy pomocy tych metod wyprowa-
dza szereg twierdzen o maximach i minimach i o normalnych do
krzywyeh i powierzehni. Cesaro ') uproseil wzory Codazzi’ego,
odnoszace sig do krzywizny geodezyjnej i skrecenia krzywych na
powierzehni. Tu naleiy takie podane przez autora niniejszego '*')
rozwiazanie zagadnienia Steinerowskiego, rozstrzasanego po-
zniej 1 przez Sturma, o punktach z najmniejsza suma wzaje-
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mnych odlegltosei. Wreszeie Fine ') za pomoea metod nauki
rozeiaglodei rozwinal teorye punktéw osobliwych krzywych prze-
strzennyech.

Pokrewienstwa i przeksztaleenia geometryezne mozna, we-
diug Grassmanna, bada¢z korzyscia przy pomocy (wspomnianych
juz) iloezynéw rozszerzonych. Na tem opiera sie podana przez autora
niniejszego 1%4) i przez Hydego '2%) teorya czynnikéw przeksztad-
cajacych, mianowicie czynnika przesuniecia A (u Hydego <) dla
punktow oraz czynnika obrotu ¢ (u Hydego v) dla odcinkéw. Poje-
cia te. dajg sie z korzyseia stosowa¢ w teoryi zwiazkow rzutowyeh
i kolinearnych oraz przy przedstawianiu linij krzywyeh. Hyde
wykazal niewatpliwa ich wyZszo$é nad srodkami pomoeniczemi teo-
ryi kwaternionéw.

Dwojakiego rodzaju jest przeczuwany juz dawniej przez Klei-
na a w zarysie podany w ;. zwiazek zasad nauki rozeiaglosci z po-
gladami zasadniczemi nowej geometryi rzutowej, takiej, jaka
rozwinagd Clebsch. Po pierwsze, metoda wyprowadzania utworéw
przestrzennych z innych, za pomoea czynnikow liezbowych, pozwala
rownoczesnie otrzymywaé zwiazki miary i poloZenia. Przez te ezyn-
niki liczbowe styka sie metoda Grassmanna ze spélrzednemi
rzutowemi Fiedlera. Po drugie, wspomniane wyzej przedstawie-
nie teoryi niezmiennikéw prowadzi, bez wszelkich zaleznosci mia-
rowych, do dziedziny geometryi rzutowej. Juz Clifford ) spo-
strzegl byl, ze zwiazki te stanowia wstep najprostszy do geometryi
rzutowej przestrzeni n-wymiarowych. Study ''") mial na widoku
tylko pierwszy z wymienionych zwiazkéw, gdy twierdzit, ze w dzie-
dzinie geometryi rzutowej rachunek symboliczny ma pierwszen-
stwo przed nauka rozciaglosei, i gdy pragnal, aby ta ostatnia w zasto-
sowaniach swych ograniczala si¢ na dziedzinie mechaniki. Leez
i pierwsza z dwoch metod, przez usuniecie zwiazkéw miarowych,
rozwinela sie z pozytkiem dla geometryi. Noth ?8), wprowadziwszy
dodawanie i odejmowanie rzutowe oraz rzutowo-arytmetyezne mno-
zenie i dzielenie, ustanowil najprostsza analize dla geometryi po-
tozenia, przytem dla teoryi siatek geometrycznych Mdébiusa po-
dal mechanizm rachunkowy, ktéry, jak o tem przekonywaja pozo-
stale po nim i nie ogloszone drukiem notatki, zapowiada stosowal-
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nosé i przedstawienia geometryeznego zwigzkow teoretyezno-liez-
bowyech.

I geometrya liniowa zawdzieeza nauce rozciaglosei nowe
metody i rezultaty. Sturm !2?), stosujac mnozenie zewnetrzne,
znalazd zwigzek miedzy liniami dzialania sil, znajdujacych sie
w réwnowadze, z kompleksami i kongruencyami liniowemi. Bueh-
heim '3°) pokazal, Ze jeieli a jest forma ogélna stopnia drugiego,
utworzong z czterech jednostek, wtedy réwnanie (¢ ) — O przed-
stawia kompleks liniowy i rownoczesnie ruch srubowy. Do tegoz
rezultatu doszed! Hyde '¥'), wskazawszy przytem wynikajace stad
uproszezenie Plickerowskiej teoryi kompleksow liniowych.
Szezegélowiej uproszezenie to traktowal Wiilseh 24), na podstawie
wspomnianego juz postepowania, i z rownym pozytkiem zastosowal
te metode do komplekséw wyzszych. Nakoniee znalazt Miiller'®?)
ze tylko formalnie przez Grassmanna okreslona suma geometry-
ezna dwoch czesei linij w przestrzeni przedstawia oznaczony przez
nie kompleks liniowy; na tem opar! uproszczone przedstawienie
kompleksow i wykazad, w jaki sposéb kazdy z otrzymanych wzoréw
mozna intrepretowaé, tak w sensie geometryi kuli jak i geometryi
liniowej. W badaniach nowoczesnych geometrya n—wymia-
rowa z kazdym rokiem zajmuje miejsce coraz powazniejsze,
gdyz, niezaleznie od zainteresowania, jaki budzi sam przedmiot,
rzuca on nowe swiatfo na pojecia i metody geometryi zwyktej. Tu
wilagnie nauke rozeigglosei, ze wzgledu na ogolnoéé jej metod, uznano
za najlepsze narzedzie ‘badania. Wladnie w 4, i 4, zawarte sa
zasady analityczne tej umiejetnosci i, aby zasady te wyrazi¢ w sto-
wach, do$¢ pojecie ogdlne przelozyé na jezyk geometryezny. Co
sie tyezy badan bardziej szezegélowych, to na tej drodze podjeto
rozszerzenie twierdzen geometryeznych do przestrzeni wielowymia-
rowych. Autor niniejszego '#3) uogdlnil do przestrzeni n—wymia-
rowych twierdzenia o liniach $rodkowyeh, o érodkach ciezkosci troj-
kata 1 czworoscianu, o eczworokacie, sze$cio$cianie i o$mio$cianie
zupelnym, o grupach punktéw harmonicznych it. p.; a idac wsteez
za pomoca rzutu znalazl nowe twierdzenia dla dziedzin niZszych.
Na tej drodze tez podad klasyfikacye grup punktowych w przestrze-
niach o dowolnej liezbie wymiaréw 13%), Toz samo uogélnienie
przeprowadzil Mehmke '%%) dla twierdzenia Eulera o trdjkacie,
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dla twierdzen o punkeie przeciecia wysokosei w tréjkacie
oraz dla kota'dziewigeiu punktéw. Clifford 6% zwrécit uwage na
mozliwos¢ utworzenia ogélnej geometryi rzutowej o » wymiarach
na podstawach nauki Grassmanna. Naleizy wszakie zauwazyé,
ze teorya wielowymiarowych cial foremnych, wazna dla powyz-
szych uogolnien, znajduje sie dotad po za dziedzing zastosowan
nauki rozeigglosei.

Podana przez Cayley'al?®) teorya poczatkuanalityeznego zwiaz-
kéw misrowych, na ktorej polega rozrézinienie geometryi nieeuk li-
desowyeh od euklidesowej, daje sie, jak to juz pokazano w R, 137),
przedstawi¢ najprosciej za pomoca utwordw iloezynowyeh Grass-
manna. Pdzniej to samo spostrzenie uezynili Buchheim )
i Cox ). Ten ostatni podal szezegélowy wywdd wzoréw zasad-
niczych dla tych gléwnych rodzajow geometryi i wykazal, ze
7 pojecia ,,wyprowadzenia punktu z punktéw‘* wynikaja wszystkie
opisowe i rzutowe wilasnodei krzywych, ktérych punkty ezynia za-
do$é pewnym rownaniom. Zreszta sam Grassmann ') wykazal
juz dawniej, ze zasady nauki rozeigglosei wystarczaja do zbudo-
wania geometryi nieeukljdesowe;j.

Za pomoea nauki rozeigglosei znaleziono, jakkolwiek czeseio-
wo tylko w jej jezyku przedstawiono, piekne rezultaty w dziedzi-
nie funkeyj o; oglosit je Caspary 'Y) w szeregu prac, z ktorych
wspomniano juz wyzej (N. 82) o jednej, zwiazanej z wyznaeczni-
kami. Miedzy innemi, za pomoeca podstawienia liniowego ulamko-

wego, przeksztaleit Caspary rozniczke na forme

dy
)
normalng Weierstrassa; wyprowadzit stad i wyjasnil na dro-
dze geometryeznej nowe rownanie Hermite'aipodal inne jeszeze
réwnania. Wykazal nastepnie, ze 9 spélezynnikéw podstawienia or-
togonalnego mozna wyrazi¢ tozsamos$ciowo za pomoca funkeyi 0 ,
a jako zastosowanie podal proste rozwiazanie zagadnienia o ru-
chu obrotowym. Okazalo sie przytem, zZe zwigzki, znalezione przez
Jacobie'go'™ za pomoey funkeyj eliptycznyeh, dajy sie przy sto-
sowaniu nauki rozciaglosei wyprowadzié i bez tych funkeyj; Ze sa one
w czesei tozsamosciami bezwzglednemi, w czedei zas daja sie na
takie tozsamos$ci zamienié przy pomocy przeksztalcen kwadrato-
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wyeh funkeyj 0. I katy Eulerowskie @, ¢,% oraz ich funkeye
trygonometrycezne mozna bylo przy pomoecy dwoch argumentow
dowolnyeh wyrazié przez cztery funkeye © Jacobiego, a przy
pomoey czterech dowolnyeh argumentéw——przez same nieparzyste
funkeye ©. 7 katami Eulerowskiemi wiaza sie sposobem
naturalnym za pomoea prostych zwiazkéw katy «, 8, v, wystepujace
w aksonometryi przy dowodzie twierdzenia zasadniczego Gaussa
za pomocy metod Grassmanowskieh ). Podobniez i cala
teorya ukladéw = ortogonalnych, przeksztaleenia Rodrigues’a
it p. naleza wprost do dziedziny ,jednostek gléwnyeh* nauki
rozeigglosel, jak to juz w ezedei wykazano w odnosnych rozdzia-
fach R, '),

Dalszym wynikiem bylo wyprowadzenie z tozsamosei alge-
braieznych ') rozmaityeh wzoréw i twierdzen, jak np. wzoru
Weierstrassa na iloczyny ezterech funkeyj o, twierdzenia zasadni-
ezego Jacobiego, twierdzenia Cayley'a it. p.

Bytoby to nas zadaleko doprowadzilo, gdyby$my cheieli wy-
mieni¢ liezne rezultaty tego rodzaju, wykazujace, Ze cala dziedzina
funkeyj © i przedmiotéw z nia zwigzanyeh nalezy do naturalne-
go zakresu metod Grassmannowskich; pewna czesé tej litera-
tury podajemy wNocie 145-¢j. Tylko co do funkeyj hypereliptyeznyeh
nadmienimy, Ze teorya ich jest identyezna z teorya geometryczna
czterech czworoscianéw, majacych takie szezegdlne poloZenie, Ze
kazdy z nich jest jednoczesnie wpisany i opisany na trzech po-
zostafych. Zreszty, jako rezultat tych badan wymienimy to, Ze
najprosciej do teoryi funkeyj eliptyeznych nie prowadzi ani okre-
§lenie calkowe, ani wlasnodei peryodyeznosei, podobniez jak roz-
winigeie wedlug poteg zmiennych nie stanowi najprostszego
wstepu do teoryi funkeyj © i funkeyj sigma. Tylko zwigzki
geometryczne, dajace sie przedstawi¢ i rozwingé za pomoea nauki
rozeigglodei, stanowia najprostsze wprowadzenie do powyzszych
przedmiotéw. W ten sposéb potwierdza si¢ wypowiedziane juz
przed wielu laty przez Kleina przekonanie, Ze istnieje gleboki
zwigzek pomiedzy tworzeniem Grassmannowskiem utwordw
algebraicznych a geometrycznem zastosowaniem funkeyj A belo-
w y ¢ h, uzasadnionem przez Clebscha. Jestzaslugy Caspa-
ryego wykazanie tego zwiazku w calej jego rozeigglodci; zada-
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niem zas przyszlosei bedzie stwierdzenie calego jego pozytku dla
obu teoryj, tak analitycznej jak i geometryecznej.
Najwidoczniejszemi okazaly sie pozytki nauki rozeiaglosei
w mechanice. Gdy w matematyce czystej dawno juz przekro-
czono punkt widzenia Descartes’a, dzieki rozwinigeciu metody
analityeznej i utworzeniu nowej metody syntetycznej, to przeciwnie
w mechanice, ciazyl jeszeze aparat spélrzednych, nawet w zwigzkach
najprostszyeh. Wilasnie zagadnienia mechaniki, jak o tem méwi sam
Grassmann w przedmowie do Ay, byly dla niego punktem wyjseia
w badaniach, ktére potem powoli wytwerzyly system nauki rozeia-
glosei. Przy opracowywaniu mechaniki apalityeznej Lagran-
ge’a okazalo sie, Ze wszystkie wywody tego dziela daly sie przy
pomocy pojecia iloezynu zewnetrznego nowej analizy przedstawié
sposobem tak prostym, iz rachunek stawal sie czesto dziesieé razy
krétszym, niz w tem dziele. Podobniez zawiklane nieraz i niesy-
metryczne wzory teoryi przyplywu i odplywa morza w ,,Mechanice
niebieskiej* Laplace’a (ksiega IV) daly sig przerobié na wzory
niezimiernie proste i symetryczne, przyczem sposéb ich rozwinie-
cia szed! zawsze w parze z samem pojeciem. , W samej rzeezy,
nie tylko mozna bylo wypowiedzie¢ Yatwo slowami kazdy wzor,
ukazujaey sie w biegu wywoddow, i wyrazi¢ przez to za kazdym
razem odpowiednie prawo, lecz nadto wszelkie przejscie od jednego
wzoru do drugiego bylo wyrazeniem symbolicznem réwnoleglego
dowodu pojeciowego. W metodzie zwyklej, wpowadzenie spolrze-
dnyech dowolnych, nie majacych nic wspélnego z przedmiotem, za-
ciemnialo calkowicie mysl, rachunek za$ polegal na mechanicz-
nem rozwijazin wzoréw, nie nie moéwigeem, wiee zabdjezem
dla ducha. Przeciwnie, w tej metodzie, idea, nie zamglona niczem
obcem, promieniata poprzez wzory z caly jasnoscia, a przy ka-
zdem rozwiniecin wzoréw umyst bral ezynny udzial w postepo-
wym ich wywodzie*. Temi stowy Grassmann scharakteryzowat
najdobitniej metode mnauki rozeiaglosei, nie tylko ze wzgledu na
jej zastosowania do mechaniki, lecz i najogdlniej. Gdyz mecha-
nika, eynematyka i geometrya sa tu tylko interpretacya tyech sa-
mych wywodéw i wynikow w roznyeh dziedzinach zastosowan.
Wyiszosé tez nauki rozeiaglosei ponad innemi metodami w dzie-
dzinie mechaniki wielokrotnie bywala uznawang, nigdy za-
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przeezana. Rezultaty wlasnych prac Grassmanna w tej dziedzi-
nie sy bardzo rozproszone; mawet obie rozprawy '), traktujgce
speeyalnie o mechanice, daja w ogdle tylko zasady i préby za-
stosowan, obok pewnych objasnien i informacyj. Niestety, prace,
podjete przez Grassmanna w ostatnich latach jego zycia,
nie zostaly ukonezone; lecz to, co pozostalo, starczy nicwatpli-
wie za fundament do dalszej budowy. Autor niniejszego w jed-
nej z swych nowszych prac'¢?) zebral systematyeznie wszystkie
istotne dane mechaniki Grassmannowskiej. Odnosne préby
z A, dal juz byl Hankel™$). Sturm !2?) na tej drodze ozna-
ezyl przypadek ogélny réwnowagi n sit w przestrzeni i wyprowa-
dzit stad specyalne rezultaty, do jakich doszli byli Spottiswoo-
de, Chelini, Mobius, Cayley i Sylvester. Cremona ')
zastosowal nauke rozeiaglosei w swoim wykladzie rachunku gra-
fieznego do konstrukeyi sit wypadkowyeh i érodkéw ciezkosei; Bun-
kofer ")—do badan nad zachowaniem i zmiang miejsca $rodka po-
ruszajacego sie ukladu punktéw i nad cisnieniem odérodkowem tar-
czy wirujacej. Favaro '®) uwydatnil znaczenie nauki rozeiaglo-
Sei w grafice statyeznej, jako srodka pomocniczego w wykladzie
technieznym. Piszacy te stowa podal 19) proste wywody twierdzen
o érodku ciezko$ci. Caspary w wykladach w Société math. de
France (1887) dal dowody podobnych twierdzen Laisanta, Dar-
boux’a, André' go, Foureta. Carvallo !%?), przy pomocy
Grassmannowskiego przedstawienia wypadkowych i srodkow
cigzkosei, znalazl szereg twierdzen ogélnych o sitach dzialajacych
na ciala i o réwnowartosei dwéeh ukfadéw sit. Peamno ") znalazl
twierdzenia o sitach, kompleksach i §rodkach ciezkodei, po ezesei nowe,
po czesei zas§ wy powiedziane juz dawniej przez Poinsota, Serreta
i Steinera. Obszerne opracowanie statyki na tejze podstawie
zawdzigezamy K. Millerowi®®). Zarys mechaniki Liirotha %)
opiera sie wprawdzie zasadniezo na pogladach nauaki rozciaglodei,
jakkolwiek wystepuje w przekladzie na jezyk i symbolike kwaternio-
néw, nie zupefnie z pozytkiem dla rzeczy. Burmester znalazd, ie
twierdzenia gléwne jego rozpraw cynematyeznych '%5) wyplywaja
z wielky Yatwodcia z zasad nauki rozciaglodei. Mehmke '98) opra-
cowal te badania oraz inne zagadnienia eynematyezne przy pomocy
nauki rozcigglosei i podal uproszezona teorye momentéw bezwlad-
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nosei, przy uwzglednieniu réwnoczesnem zadan specyalnyeh. Abbé
wykazal w swoich odezytach o mechanice cial stalych, Ze poglady
nauki rozeiaglosei pozwalaja na badanie bezposrednie pojecia ruchu
krzywoliniowego, bez potrzeby kombinowania .ruchéw prostolinio-
wych; w szezegdlnosei przedstawil przyspieszenie punktu ukladu,
tak co do polozenia jak i kierunku, jako réznice geometryezng
dwdeh nastepujacych po sobie nieskonezenie malveh obrotéw. Po-
wstajace stad réwnania ruchu zastosowal Kircecher1%%) do rozwia-
zania szeregu zagadnien, ktore wypadlo daleko piekniej i przejrzy-
$ciej, niz za pomoca réwnan ruchu Kulera. Takiz rezultat osiag-
neto podane przez Alle’ go'%) w jezyku nauki rozciaglosei przed-
stawienie zasady d’Alemberta i réwnan ruchu obrotowego.
Buchheim 3%) wykazal, 7Ze nauka rozciaglosei daje najprostszy
i najbardziej przystosowalny aparat rachunkowy dla calej teoryi
ruchow érubowyeh. W szezegdlnodei podad on nowa i zupeing teo-
rye ruchu srubowego w przestrzeni o krzywiznie dodatniej, wtedy gdy
Clifford i Ball przedmiot ten traktowali tylko urywkowo i po
ezgsei bez dowodéw, przy pomocy bikwaternionéw. Tenze uczony
zastosowal takie wzory, znalezione dla ruchéw nieskonezenie ma-
lych, do ruchéw skonezonyeh, a to dla wszystkich gatunkéw
przestrzeni tréjwymiarowej; wreszcie uogélnil on cala teorye do
przestrzeni n-wymiarowej. W tej samej dziedzinie i temiz $rodkami
pracowal C o x13?) ktéry badal rueh $rubowy w przestrzeni hy-
perbolicznej oraz cylindrojde, a takie Hyde '), ktéry wykazal tez,
jak nadzwyezajnie zyskuja na prostocie i przejrzystodei teorye Bal-
la, gdy zastosujemy do nich pojeecia i metody nauki rozcigglo-
dei 16%). Mimo to Gravelius w swojej ,Mechanice teoretycznej
ukladéw sztywnyeh“ (1889) nie uwzglednil tego postepu w przed-
stawieniu teoryi Balla, tak Ze nawet jeden z recenzentéw tej pracy
poradzit autorowi, aby dzielo swe podal zupelnej przerébee w mysl
powyzszego '6¢). I Study '%") uzywa takze kwaternionéw w rozwaza-
niach swych nad przedstawianiem parametréw grupy obrotéw ciala
sztywnego okolo punktu. Wreszeie Gibbs3%) teorye potencya-
{ow iinne funkeye wazne w fizyce matematyeznej traktowal wy-
lacznie przy pomoey utwordw iloczynowych nauki rozeigglodei.
Odpowiednie prace innych uezonych z dziedziny nauki spreiysto-
§ei 1 hydrodynamiki nie zostaly dotad ogloszone.
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I we wspomnianej juz wyzej Grassmannowskiej teoryi
elektrodynamiki 12) metody nauki rozciaglosei graja role istotng,
a takze w badaniach nowszych jeszeze nie ogloszonyeh, odnosza-
cych sie do specyalnej teoryi transformatoréw. Toz samo odnosi
sie do Grassmannowskiej teoryi mieszania barw, réw-
niez do zbudowanej przez Preyera %) teoryi czystej nauki
o wrazeniach, z ktéra wiaze sie praca Wundta !%°) o tak na-
zwanych znakach miejscowych. Kilka zastosowan nauki rozcigg-
fosei do krystalografii i do nauki o magnetyzmie podal
sam Grassmann w A;. (Co do zastosowania liczb wyzszych
zespolonych do chemii, ktére musi byé pozostawione przysztosei,
patrz szezegély u Hankela 1%). Irachunki astronomiezne do-
znaly znacznych uproszezen przy pomoey nauki rozeigglosei,
Gibbs '8'), zastosowawszy rachunek odcinkéw oraz mnozenia we-
wnetrzne i zewnetrzne, podal nowa metode obliczania eliptycznych
orbit cial niebieskich z trzech zupelnych obserwacyj i zastosowal te
metode do obliezenia orbity planety Ceres. Postepowanie to nie-
tylko dalo lepsze rezultaty, anizeli metody Gaussa i Oppol-
zera, lecz nadto zmniejszylo znacznie robote potrzebna do przy-
gotowania rownania zasadniczego, odnoszacego sie do szukanego
rozwigzania, Podobng metoda Beebe i Phillips '°%) obliczyli
catkowicie droge komety Swifta (1880, V).

Opréez wymienionyeh robét specyalnych nalezy tu przyto-
czyé caly szereg pism, majacych gléwnie na celu obznajmienie czy-
telnika z metodami nauki rozeiaglosei w mniejszym lub wiekszym
zakresie oraz pobudzenie do studyow nad nia. Prdez oryentujacej
w tym przedmiocie wlasnej pracy Grassmannal®) oraz dziela
autora ,System der Raumlehre“, nalezy tu wymieni¢é nazwi-
ska nastepujacych autoréw '7): w Niemeczech: Hankel, Mahler,
H.Grassmann mtodszy, R. Grassmann, Kraft; w Anglii:
Henrici, Cox; w Ameryce: Beman, Clifford, Hyde, Gibbs; we
Francyi: Caspary, Carvallo; w Hiszpanii (obok jednej pracy auto-
ra) Galdeano; we Wloszech: Peano; w Rossyi: Boguslawskij.

Czynnikiem, wielee sprzyjajacym rozwojowi nauki rozeigg-
todei, byla teorya kwaterniondw, ktora, z powodow juzi wyzej wyjas-
nionych, znalazlszy w Anglii daleko predsze i wigksze uznanie niz
nauka rozeiaglosei w Niemezech, nastepnie stosunkowo szybko
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przekroezyla granice swej ojezyzny. Na teoryi kwaternionéw ma-
tematycy amerykansey, franeuscy i niemieccy oswoili sig z nowemi
dzialaniami rachunkn geometrycznego, ktéry w Niemezech znajdo-
wano tak dziwnym i niedogodnym. Przektady dziel oryginalnych
Hamiltona oraz znaczna liezba mniejszych i wiekszych przewo-
dnikéw i podreeznikéw, gtéwnie niemieckich, usunely w szerszych
kofach uprzedzenie przeciwko rzekomym innowacyom matematy-
kéw i przygotowaly grunt pod nauke rozciaglosci. Ze wszech stron
powstato wielkie zdziwienie, gdy sie okazalo, Ze zagadnienia, trak-
towane z przymusem przy pomocy kwaternionéw, daja sig o wiele
dogodniej i predzej badaé za pomoca nauki rozciaglosei. To uzna-
nie najotwarciej i najpredzej ujawnilo sie w Ameryce, w ostatnich
za$ czasach we Franeyi. Hyde'"), zestawiwszy wywody tych sa-
mych twierdzen za pomocg kwaterniondw i nauki rozciaglosei, wy-
kazal w sposéb drastyeczny wyzszosé tej ostatniej, pod wzgledem
krétkosei postepowania. Gibbs'"?) w eytowanych jui pismach
broni tej wyzszosci z zapatem i przekonywajaco przeciwko zarzutom
Taita,wynikajacym z mylnego pojmowaniarzeczy. Clifford ), przez
poréwnanie rezultatow obu umiejetnosei, doszed! do tych samych
wnioskéw. Carvallo!7%), udoskonaliwszy wyktad teoryi funkeyj
wektorowych liniowych Laguerre’a (1867), dal najwaZniejszym
metodom rachunku kwaternionéw taka postaé, od ktorej postep
najblizszy prowadzi! juz do nauki rozciaglosei. Padeletti!?™),
w swoim wykladzie teoryi kwaternionéw wspomnial przynajmniej
o znakowaniu Grassmanna; Stephanos ") zas$ podal zastosowa-
nie Grassmannowskiego rachunku odeinkéw do przedstawiania
form dwdjkowyeh dwuliniowyeh przy pomoey punktow eciezkich.
W Niemezech juz dawniej Unverzagt176) bronil kwaternionéw
i nauki rozcigglosei przeciwko zarzutom Schefflera; pozniej zas
Study177) z naciskiem i bezstronnoscia wspomnial o uzytku algo-
rytméw niealgebraicznych i o dopuszezalnej dziedzinie zastosowan
rachunku kwaternionéw, i wskazal zarazem, jak nieuzasadnionemi
sg przesady, bedace powodem niecheci ku tym algorytmom.
Nauce rozcigglosei zarzucano mianowicie: 1) Ze uzywa metod
dowolnyech, przeciwnych prawom zwyklego rachunku; 2) Ze pragnie
zwalié to, co jest utrwalonem w metodach matematyeznych i weisngé
sig wszedzie; 3) Ze przy jej pomocy nie daje sie otrzymaé nie takiego,

Nauka rozciaglosci. 3
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coby i bez niej ,réwnie dobrze“ nie dalo sie osiagnaé; 4) Ze ,no-
wych rezultatéw nie odkryla; owszem, skutkiem nadzwyczajnego
postepu w matematyee od czaséw Grassmanna stala sie sama
zbyteczna, gdyz nie istnieje Zadna istotna rdznmica pomiedzy nig
a melodami nowszemi. Przeciwko tym zarzutom tak odzywa sie
trafnie Study'7’?): ,Kto z zasady odrzuca stosowanie kwaternio-
néw lub podobnych algorytméw, ten, cheac byé konsekwentnym,
odrzueié musi i pigkne badania (znalezione przy pomocy anali-
tyezno-geometryeznego algorytmu funkeyi zmiennej urojonej; przyp.
autora), odnoszace si¢ do odwzorowania z podobienstwem, do po-
wierzehni minimalnych i t. p.; przez ktére nauka od czaséw
Gaussa i Riemanna doznala prawdziwego zbogacenia. Podo-
bnemu przekonaniu nie még! nie poddaé sie i Gauss 178, lubo zy-
wil niecheé do algorytmow analityezno-geometryeznych, jakich
uzywano za jego czasow. Nieslusznie powoluja sig niektérzy na
powage Gauassa dla popareia powyiszego pogladu“. Na innem
za$ miejscu moéwi: ,Historyezny rozwdj umiejetnosei, potega przy-
zwyczajenia nabytego przez cale pokolenia, kaze nam uwazaé za
naturalne to, do czego przywykliSmy w pierwszych latach naszych
studyow. Umysty glebsze, jak Leibniz, a ~przedewszystkiem
Hermann Grassmann, uezg nas, Ze nie nalezy poprze-
sta¢ na tem stanowisku. Nie jestemy jeszeze, co prawda, tak
daleko, aby$my wszedzie mogli postepowaé wedlug zasad, ktdre,
jako cenng spuscizne, przekazal nam Grassmann. Leez w teoryi
ruchéw, jak i w geometryi elementarnej, jesteSmy juz w stanie to
przeprowadzié.“ Ze analityey starszego pokolenia, np. subtelny
Heine, nie wiele trzymali o nauce rozeigglodei, ezy to z zasady,
czy tez dla tego, Ze nie znajdowali powodu do bliZzszego jej pozna-
nia, to Yatwo to zrozumieé ze wzgledu na jej owezesna nieprzystep-
noé¢ i odosobnienie. Dzi§ wszakZze znajomo$é powierzehowna lub
fragmentaryczna jej metod nie moze usprawiedliwiaé bezpodstawnych
sadow ujemnych, jakie wyzej zestawiono. Te sady, ujawniajgce
si¢ zreszta dzi$ tylko sporadyeznie, uwazaé moZna za odparte; zre-
szta wystepuja one tylko w pojedynczych kolach, holdujaecych spe-
eyalnemu kierunkowi naukowemu, i patrzacych niestety bez stu-
nego powodu na nauke rozciagtosei w $wietle dazen nieprzyjaznych.
W ,Uwagach wstepnych“ wydawey wydania jubileuszowego dziel
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Grassmanna czytamy: ,Istnieje wprawdzie caly zastep matema-
tykéw, pracujacych prawie wylacznie za pomoca metod Grass-
manna; lecz dla znakomitej wiekszoseci Grassmann pozostal
obeym. Ci ostatni w najpomy$lniejszym razie wypowiadaja nazwi-
sko jego z pewnym szacunkiem, lecz obok dziel jego przechodza,
wzruszajge ramionami“. Wszakze fakty przez nas wyzej podane
zdaja sie Swiadezyé, Ze sad powyiszy jest trzymany w tonie zbyt
pesymistyeznym. PowyZsze dane o rozwoju i rozpowszechnieniu
nauki rozeigglosei, gdyby nawet byly zupelnemi, nie wyezerpujg
jeszeze wplywu, ktéry dotad nauka rozeiagglogei wywarla na rozwdj
matematyki. Nalezaloby np. doliezyé tu prace, ktére faktyeznie
przeprowadzono za pomoea metod nauki rozeiaglosei, leez ktére, po
osiggnieciu rezultatéw, przerobiono i ogloszono w postaci zwyklej
Jjuz to dlatego, Ze autorowie tych prac nie przypuszezali u ezytelni-
kow swoich dostatecznego zrozumienia dla przedstawienia Grass-
mannowskiego, juz to dlatego, Ze oparli sie na doswiadezeniu,
iz przerébki daleko predzej. niz prace oryginalne, przechodza droge
od stolu redakeyjnego czasopism do drukarni.

Daleko wazniejsza atoli jest okoliczno$é, Ze nowe badania
w dziedzinach geometryi i mechaniki coraz wigeej i widoczniej
przenika duch nauki rozeigglosei, nawet tam, gdzie panuje pewne
niedowierzanie do jej metod. Caly rozwdj tego badania, jak to
juz wyzej wspomniano, nietylko dazy coraz bardziej ku formie ze-
wnetrznej, stworzonej przez nauke rozeiaglosei, lecz posuwajac sie
w tem dazeniu, szuka w duchu tej nauki ogélnych punktéw widze-
nia i praw najogolniejszych; szuka zwigzkéw jasnych pomiedzy przed-
miotami pozornie odleglemi, lecz w rzeczy samej organicznie spo-
krewnionemi; przejrzystego porzadku wynikéw; lepszego ugrunto-
wania zasad, mniej dbajac o rezultaty drobne, nie stanowigee po-
stepu we wskazanych kierunkach. W obec tege nie mozna sie dzi-
wi¢ wprawdzie, Ze dzis$ nauka rozeiaglosci uwazana bywa za natu-
ralng, oraz za pokrewns innym metodom badania, a wige skutkiem te-
go za zbyteezna, jak przed laty 25 uwazano ja za nienaturalng i sprze-
czng z innemi metodami, a wige takze za zbyteczna. Dla zupelnosei
musieliémy zaregestrowaé i poglad dopiero co wyrazony, gdyz ten
niekiedy styszeé¢ sig daje. Moze w przyszdodei, wyrazniej niz obecnie,
bedzie mozZna poznaé, ze matematyka fin de siccle pozostawala

8*
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pod wplywem ducha i metody nauki rozeiaglosci w stopniu daleko
wyzszym, niz przypuszezali jej przedstawiciele.

Z drugiej strony mamy swiadectwa najpowazniejszych matema-
tykow w réznych krajach, ktérzy z rzadks jednomyslnoeia, czesto
z zapalem, wypowiadaja uznanie dla sily upraszezajacej, porzadku-
jacej i kierujacej oraz dla nadzwyczajnej doniostosei metod Grass-
mannowskich; metod, ktére, przy calej swej prostocie, najdosko-
nalej i najscislej przystosowuja sie wszedzie do przedmiotu bada-
nia, nigdzie nie gubiac sig¢ w bezdrozach rachunku, dla dojseia na
drogach boeznych do prostego celu; metod, ktére badaczowi kazg tylko
pozby¢ sie przesadu, Ze cale zbawienie w matematyce polega na
dzialaniach rachunkowych arytmetyki lub, specyalnie w geometryi,
na systemie Steinera. Samo przytoczenie wyjatkéw z sadéw po-
wyzszych przekroezyloby znacznie ramy praey niniejszej i mogloby
nawet obudzi¢ mniemanie, Ze nauka rozeiaglosei dzi§ jeszeze po-
trzebuje publieznego zalecenia przez uznane powagi. Zreszla, po-
dziw dla nauki rozeigglosei nie byl tak platonicznym, jakby mozna
byto przypuszezaé wedlug wyzej podanego wyjatku z ,Uwag wstep-
nych.“ Nie tylko bowiem powaini uczeni, zwlaszeza za granica,
starali sig od lat wielu o rozpowszechnienie nauki rozeiaglosei, lecz
nadto oddawna stala si¢ ona przedmiotem wykladéw w wyzszych
zaktadach naukowyeh. Tak np. (wedlug danych, ktére posiadam),
wyktadali zasady lub zastosowania nauki rozciaglosei: Burmester
w Monachium, Mehmke w Stuttgarcie i Darmstadzie, von
Escherich w Czerniowecach, Kraft w Zurychu, Hyde w Cin-
cinnati; znajdujemy te nauke takie w planie studyow na uniwer-
sytecie lipskim. O zainteresowaniu dla nauki rozeiagtosci i metod
pokrewnych $wiadezy zadanie konkursowe, ogloszone przez Dutch
Society of Seciences na rok 1894 na temat pordéwnania metod
Grassmanna, Hamiltona i Canchy ego pod wazgledem ich
uzytku w fizyce. Zwlaszeza, w Ameryce, zainteresowanie do nau-
ki rozciaglosci byl bardzo zywe i dla tego tam najbardziej odezu-
wano potrzebe wydania zupelnego wszystkich nielatwo dostepnych
prac Grassmanna.

O dojsein do skutku wydania zbiorowego, do ktérego powra-
camy tu w kilku stowach, zamykajacych zarys niniejszy, pisza
wspomnione juz ,Uwagi wstepne“ z godna uznania otwartoscia.
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Kroki wstepne w tej sprawie uezynil prof. Klein z Getyngi. Po
porozumieniu si¢ z rodzina Grassmanna, znalazt on w osobie
prof. Engela w Lipsku wydawece, réwnie ostroznego jak i sumien-
nego, a w klasie matematyczno-fizycznej krélewskiego saskiego To-
warzystwa umiejetnoscei poparcie, zaréwno liberalne jak i powazne;
poczem profesor Klein poczytal wlasny swéj udzial w sprawie
wydawnictwa za ukoneczony. Prof. KEngel, w porozumieniu z ko-
misya Towarzystwa ad hoe wysadzona, pozyskal spélpracownikow,
prowadzi! uklady z dawnymi wydawcami dziel Grassmanna i za-
warlszy umowe z ksiegarnia B. G. Teubnera w sprawie przejecia
nakladu, doprowadzil prace przygotowaweza do szczesliwego za-
konczenia.

Nadto wielka zasluga Engela jest przygotowanie, po czesei
wspoélnie ze Studym, uwag krytyeznych do tomu pierwszego za-
wierajacego A, oraz ,Analize geometryezna® *). Trudno$é zrozu-
mienia obu wydan 4, oraz ,Analizy geometrycznej“ zwigkszal do-
tad brak dostatecznego rozezlonkowania a stad i przejrzystosei
tekstu. Temu brakowi, bez krzywdy dla zupelnej doktadnosei prze-
druku, zaradzil Engel za pomocy umiejetnego uzycia srodkow ty-
pograficznych. Nastepnie znaczna liczba zmian redakeyjnych, pod-
jetyeh juz przez samego Grassmanna z okolicznosei drugiego
nakladu A,, wymagala dokladnego poréwnania, sprawdzenia i roz-
strzygniecia. Osobne spisy dla 4, i ,Analizy geometrycznej“ daja
doktadng wiadomosé o odstepstwach od tekstu oryginalnego, ktdre
staly sie koniecznemi, juz to skutkiem zmian dopiero co wspomnia-
nych, juz to z powodu drobnych niepoprawnosei pierwszych drukéw.
Szezegblnej wagi i wielee ciekawemi sg liczne przypisy tresei kry-
tycznej i historyeznej, pochodzace w czesei takie od Study'ego,
a przynoszace takze nowe dane o stanowisku Hamiltona wagle-
dem nauki rozciaglosei i odtwarzajace calkowicie ,Essay“ Leib-
niza, tak blizko zwiazany z nauka rozciaglosei. Koniec tomu sta-
nowi szezegdélowy spis rzeczy, wspolny dla obu dziel, cenny zwla-
szeza z powodu mnéstwa pojeé i zwiazkow w tekscie dziela i tem

#) Obecnie (w 1896) wyszia juz czesé druga tomu I-go zbiorowyeh dziet
Grassmanna, zawierajaca nowe wydanie 4, z objasSnieniami krytyeznemi*
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wazniejszy, ze dotad istnial tylko krétki spis nowo wprowadzonych
wyrazen dla 4,. Nadto dolaczenie paginacyi wydan dawniejszych
daje mozno$¢ odszukania zupelnie na pewno w nowem wydaniu cy-
tat z wydan dawniejszych.

Pelna troskliwosei starannoéé, z jaka wydawea podjal i prze-
prowadzi! zmudne zadanie, jest tem godniejsza uznania, ze wedlug
stéw wilasnych: ,nie byl on nigdy jednostronnym zwolennikiem
Grassmanna i nigdy nim nie bedzie.“ Jezeli mimo tego za-
strzezenia, wyplywem Zywego zainteresowania do dziela Grass-
manna bylo takie oddanie sie wydawnictwu, jakiego nie méglby
nawet okaza¢ najgoretszy zwolennik, to wida¢ stad w kazdym razie,
ze ci jednostronni zwolennicy—jezeli sa tacy—waleza za sprawe nie
matej wagi. Jest nawet zbyteeznem nadmienié¢, ze druk, korekta
i strona zewnetrzna tomu naleza do najlepszych produkeyj B. G.
Teubnera; trzeba wszakie wspomnieé o tem, Ze ozdoba tomu jest
wyborny portret Grassmanna i facsimile jego pisma. Oby wy-
dawea z niezaprzeczalnego ogélnego uznania swych zaslug dla
sprawy Grassmanna zaczerpnal sil i cierpliwosei do dalszego
prowadzenia oraz zakonczenia trudnego przedsiewzigcial

Znaczenie wydania zbiorowego dla rozwoju i rozpowszechnienia
nauki rozeiaglosei nie polega, jak mniemamy, na tem, Ze rozpocznie
ono nowsy ere i ze uezonego, znanego dotad tylko niewielkiej liczbie
zwolennikéw, podniesie odrazu na piedestal slawy wszechswiatowej.
Jak malo pod tym wzgledem pozostaje jeszeze do zrobienia, Swiadezy
opisane wyzej dotychczasowe powodzenie nauki rozeiagloéei. Dla
zagranicy znaczenie wydania zbiorowego polega na tem, Ze ezyni ono
zados¢ dawno w kolach najwybitniejszych matematykéw ogélnie
odezuwanej potrzebie zgromadzenia ezedcia wyczerpanyeh, ezeseig
za$ rozproszonych dziel Grassmanna. W Niemezech pod egida
wysokiego ciala naukowego uznano wreszcie nauke rozeiagtosei za
uprawniong obok innyeh metod szkolnych galez badania, a uznanie
to przysporzy jej bezwatpienia zwolennikéw i wsrod ziomkdéw naszych,
Lecz nie nalezy sadzié, by wydawnictwo to usuwalo juz wszelkie tru-
dnosci. W okresie 25-letnim dotychezasowego rozwoju nauki roz-
cigglosei braklo wydania A; przez lat dziesie¢ na rynku ksie-
garskim, brak od dluzszego czasu po dzien dzisiejszy wydania
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Ay #) bogatszego od 4, pod wzgledem pojeé i wykladu rachunkowe-
go. Zaden komentarz i w przysztoéci nie usunie wszelkich trud-
nosei, jakie przedstawia studyum oryginalnych dziet Grassman-
na z powodu wladciwosei jego wykladu. Az do czasu dopéki
nowe opracowanie catego materyalu nie odpowie dzisiejszym wy-
maganiom pod wzgledem zwiezlodei, przejrzystosei i fatwosei, pe-
dagogicznie obmys$lane wyklady i prace wstepne do nauki rozeig-
glodei, tak dzis jak i potem, stanowi¢ bedg najlatwiejszy i najdo-
godniejszy srodek uczenia si¢ i nauezania. Dopiero po takiem
przygotowaniu, wigkszo$é matematykéw bedzie mogla podjaé z ko-
rzy$eig -i zadowoleniem studyum obu ezgsei nauki rozeigglosei.

Tem wydaniem zbiorowem Niemcy oddaja hold naleiny cie-
niom meza, ktory byl zaréwno genialnym badaczem jak i szla-
chetnym charakterem. Spefnily si¢ tym sposobem prorocze slowa,
ktoremi przed laty 34 zamknal Grassmann przedmowe do A,:
,Mam glebokie przeswiadczenie, Ze nie zaginie praca, wloZona
w przedstawiong tu umiejetno$é, ktérej poswiecilem znaczng czesé
mego zycia z wytezeniem wszystkich sit moich, Wiem wpraw-
dzie, Ze postac, ktéra nadalem umiejetnosei, jest i musi byé nie-
doskonala. Lecz wiem takze i musze to wypowiedzie¢, c¢hoébym
mial narazié¢ sie na zarzut zarozumialosci, ze gdyby nawet dzieto
to miato przelezeé¢ lat 17 lub diuzej, bez pozytku, bez wniknigcia
w zywy rozwdj nauki, to nadejdzie wszelako chwila, w ktorej wy-
ciggnietem bedzie z pylu zapomnienia i w ktérej mysli w niem zlo-
zZone zaczng przynosi¢ owoce. Wiem, Ze jezeli nawet nie uda mi
sie na stanowisku naprézno dotad przezemnie upragnionem zgro-
madzi¢ dokota siebie uezniow, ktérych moglbym natechnaé i pobu-
dzié do rozwinigcia i pomnozenia tych pomystéw, to mimo to po-
mysly te, moze w postaci zmienionej, powstana na nowo i z poste-
pem czasu zywo wzajemnie oddzialywaé na sie beda. Albowiem
prawda jest wieezng, jest bosks i zadna faza jej rozwoju nawet, gdy
szezupla obejmuje dziedzine, nie moze przejsé¢ bez $ladu; trwa ona,
mimo, Ze szata, w jaka jg staby przyodziewa czlowiek, w proch sie
rozwiewa“.

cxe= 9

*) Patrz przypisek na str. 37.
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