O metodzie wykladu podstaw trygonometrji.

1. Wistep.

Metoda wykladu matematyki podlega¢ moze krytyce ze stanowiska
naukowego i ze stanowiska dydaktycznego. Zwolennicy tradycyjnych
metod nauczania odrzucaja zazwyczaj pierwszy rodzaj krytyki; utrzy-
muja bowiem, ze jedno z tych dwuch stanowisk wylacza drugie, i uza-
sadniajg w ten sposob swoj bierny stosunek do nowoczesnych reform
nauczania matematyki.

Niema najmniejszej watpliwosci, ze wprowadzajac w wykladzie
szkolnym oderwang konstrukcje myslowg bez racjonalnego jej uzasad-
nienia, wypowiadamy jedynie puste frazesy, ktorych uczen zrozumieé
nie moze i zastosowa¢ samodzielnie nie potrafi.

Fakt powyzszy, zdaniem naszym, nie rozstrzyga jednak ostatecz-
nie sprawy reform na niekorzys¢ metody naukowej, gdyz nie mamy
dowodu na to, ze pojecia oderwane, wchodzace w zakres matematyki
elementarnej, nie mogg by¢ wogdle racjonalnie uzasadnione w sposob
przystepny dla umystu ucznia.

Zastosowania praktyczne nie sg bynajmniej wylgcznym celem wy-
ktadu nauk matematycznych w szkole s$redniej: nauki te w programie
szkolnym posiadajg szersze znaczenie, uwazamy je bowiem za niezbed-
ny czynnik ksztalcacy.

Wybér metody wykladu nie moze by¢ rzeczg obojetna; niezbedna
jest przeto reforma nauczania tych dzialow matematyki, ktore zacho-
waly dotychczas odwieczng metode, nie odpowiadajgcg stusznym wy-
maganiom krytyki naukowej.

W historji matematyki znalez¢ mozemy wiele dowod6éw na to, ze
konstrukcje pojeciowe nie zachowuja wogole swej pierwotnej postaci.
Zestawiajgc prace spolczesne z dzielami autoréw dawniejszych prze-
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konywamy sie przytym niejednokrotnie, ze mozliwa jest ewolucja me-
tody nauk matematycznych w znaczeniu naukowym, uwzgledniajaca
jednoczesnie wymagania dydaktyczne.

Bezwzgledne przeciwstawianie dwuch powyzszych stanowisk, a mia-
nowicie stanowiska naukowego i dydaktycznego — jest nieuzasadnione.

2. Krytyka metody, opartei na konstrukcji
linji trygonometrycznych.

Przystepujac do wlasciwego przedmiotu pracy niniejszej, sformu-
lowa¢ mozemy krytyke tradycyjnej metody wykladu podstaw trygono-
metrji w nastepujacy sposob.

1) Konstrukcja gieometryczna, stanowigca podstawe okreslen po-
szczegblnych funkcji trygonometrycznych, nie jest racjonalnie
uzasadniona; pojecia trygonometryczne, oparte na takiej podstawie,
sa dla poczatkujgcego fikcja matematyczna, a wiec i podstawowy
dzial nauki jest wowczas jedynie wytworem fantazji autora, gdyz wila-
§ciwego znaczenia poje¢ trygonometrycznych konstrukcja taka wykazac
nie moze. ;

Metoda tradycyjna nie wytrzymuje przeto krytyki z punktu widze-
nia elementarnych wymagan dydaktycznych i z tego wzgledu przeciw-
stawi¢ jej nalezy metode, polegajaca na racjonalnym uzasadnieniu pod-
stawowych poje¢ trygonometrycznych.

Pogladowos¢, wlasciwa wszelkim konstrukcjom gieometrycznym
wogole, stanowl jedyng zalete pedagogiczng ,linji trygonometrycznych*.
Linjami temi, jako ilustracja wlasciwych poje¢ trygonometrycznych,
okreslonych juz poprzednio, mozemy wszakze postugiwaé sie zawsze
w szkolnym wykladzie trygonometrji bez wzgledu na to, w jaki spo-
sob okreslone zostaly wlasciwe pojecia trygonometryczne.

2) Okreslanie kazdej poszczegélnej funkcji trygonometrycznej nie-
zaleznie od pozostatych jest ujemng strona metody; wynika stad bo-
wiem koniecznos¢ dowodzenia takich zwigzkow algiebraicznych, pomie-
dzy funkcjami trygonometrycznemi, ktére korzystniej jest przyjac za
okreslenia. Jezeli zwrocimy uwage na to, ze wlasnosci czterech ostat-
nich funkcji wynikaja z odpowiednich wlasnosci sinusa i cosinusa, to
przyzna¢ nalezy, ze celowo$¢ bezposrednich okreslen, a wiec i donio-
stosé¢ ,linji trygonometrycznych®, stanowiacych podstawe okreslen czte-
rech ostatnich funkcji, jest wysoce problematyczna. Nie zmieniajgc na-
wet radykalnie dotychczasowej metody, moglibysmy zadowoli¢ sie
ylinjami“ dwuch pierwszych funkcji, a cztery pozostale ,linje“ uwazaé
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jedynie za pogladows ilustracje odpowiednich funkcji trygonometrycz-
nych. _ ' '

3) Poslugujac sie skomplikowana konstrukcja ogélng dla okresle-
nia funkcji trygonometrycznych kata ostrego dodatniego (a raczej bez-
wzglednego) popelniamy razacy blad metodologiczny, ktéry staje sie
widoczny wowczas zwlaszcza, gdy wyprowadzamy wzory trygono-
metryczne dla tréjkata prostokgtnego. Z punktu widzenia wymagan dy-
daktycznych niezbedna jest przeto definicja wstepna, rozwazajaca funk-
cje kata ostrego, jako stosunki bokéw trojkata prostokatnego. Pomija-
nie tej prostej definicji w tradycyjnym wykladzie trygonometrji uspra-
wiedliwi¢ mozna jedynie dazeniem do zachowania jednolitej metody.
Ta ostatnia okoliczno$¢ nie ma jednak bynajmniej znaczenia decyduja-
cego, mozemy bowiem pojecie funkcji kata ostrego przyja¢ za podsta-
we nowych okreslenn ogolnych, wskazujac racjonalng zasade takiego
uogolnienia.

4) Utozsamianie poje¢ roéznorodnych, a wlasciwie podstawianie
jednego z tych poje¢ na miejsce drugiego, nalezy do najpospolitszych
btedéw rozumowania. Zjawisko takie w praktyce pedagogicznej spo-
tykamy bardzo czesto, w tych wypadkach zwlaszcza, gdy sama meto-
da przedmiotu sklania umyst ucznia do podobnych btedow. Konstruk-
cja ,linji trygonometrycznych® stanowi pod tym wzgledem przyklad
bardzo wymowny. Okreslamy wprawdzie wlasciwe pojecia trygono-
metryczne, jako stosunki powyzszych ,linji“ do promienia okregu; po-
niewaz jednak konstrukcja gieometryczna jest tu jedyng podstawg lo-
giczna, wylaczone jest bowiem wszelkie racjonalne uzasadnienie pojec
trygonometrycznych, nie nalezy sie przeto dziwi¢, ze na tych ,linjach¥,
ktore sa tylko ilustracjg poje¢ wlasciwych, koncentruje sie uwaga ucznia,
skad wynika oczywiscie bledne pojmowanie funkcji trygonometrycznych.

3. Pojecia pomocnicze.

Nieuzasadniona konstrukcja podstawowa, na ktérej oparto wyktad
trygonometrji, nadaje tej nauce pewien specyficzny charakter i oddziela
ja od gieometrji elementarnej, tworzac sztuczng granice pomiedzy dwo-
ma przedmiotami nauki szkolnej.

Metoda, polegajaca na racjonalnym uzasadnieniu poje¢ trygonome-
trycznych, powinna wynika¢ konsekwentnie z tych zasad ogoélnych, na
ktorych oparte jest zastosowanie rachunku do gieometrji; albowiem przed-
miot trygonometrji wlasciwej stanowi ,rozwigzywanie* trojkata, a wiec
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jedno z podstawowych zagadnien, jakie spotykamy w zastosowaniach
gieometrycznych rachunku algiebraicznego.

W wykladzie gieometrji elementarnej zastosowania rachunku algie-
braicznego nie stanowig odrebnej calosci i odnosne wiadomosci teore-
tyczne redukuja sie zwykle do minimum. Wstep do trygonometrji po-
winien przeto zawiera¢ wyklad szczegolowy niezbednych wiadomosci
ogo6lnych, wchodzacych w zakres powyzszego dzialu gieometrji ele-
mentarnej.

Zaczynajac od poje¢ podstawowych nalezy zwrdci¢ szczeg6lng
uwage na okreslenie pojecia wartos$ci liczebnej, jako stosunku
danej wielkosci do innej wielkosci, jednorodnej z pierwsza, zaznacza-
jac przytym wzglednos¢ pojecia wartosci liczebnej i dowolnos¢ wybo-
ru jednostki. Scisle okreslenie pojecia wartosci liczebnej jest rzecza
niezbedna, poniewaz umyst poczatkujacego sklonny jest wogole do poj-
mowania wartosci liczebnej w sposéb doswiadczalny, jako wyniku bezpo-
sredniego mierzenia danej wielkosci za pomoca pewnej jednostki stalej.

Okresliwszy pojecie wartosci liczebnej odcinka, kata i luku okre-
gu, sformulowa¢ mozemy dwa zadania ogélne, stanowigce przedmiot
zastosowania rachunku do gieometrji:

1) poszukiwanie zwiazkéw algiebraicznych pomigdzy wartosciami
liczebnemi elementow figury gieometrycznej,

2) obliczanie niewiadomych elementéw figury, gdy dane sg war-
tosci liczebne pozostalych elementéw i wiadome sa powyzsze zwiazki
algiebraiczne.

Rozwazajac szereg przykladéw, znanych jaz z gieometrji elemen-
tarnej, wskaza¢ mozemy metode poszukiwania zwigzkow algiebraicz-
nych, zwracajgc uwage na to, ze dowodzenie najprostszych zwiazkow
opiera sie na proporcjonalnosci pewnych odcinkéw, z ktoérej wynika
proporcjonalnos¢ odpowiednich wartosci liczebnych.

Ogolna teorja funkcji trygonometrycznych wymaga uwzglednienia
znaku wartosci liczebnej odcinka i kata. ,Reguly znakéw“, uzupelnia-
jace konstrukcje ,linji trygonometrycznych®, sa to umowy formalne
i jako takie nie s3 zazwyczaj racjonalnie uzasadniane. Niezbedne jest
jednak uzasadnienie odnosnych poje¢: wprowadzajac bowiem ,odcinki
ujemne* i ,katy ujemne® w sposob czysto formalny, wytwarzamy nie-
usprawiedliwiong i niezrozumialg konstrukcje pojeciows.

Zwigzki, istniejace pomiedzy wartosciami liczebnemi elementow
figury gieometrycznej, wyrazamy zapomocg wzoréw algicbraicznych.
Pozadane sg przytym wzory ogélne, niezalezne od postaci, jaka posia-
da¢ moze dana figura gieometryczna w roznych przypadkach szczegoél-
nych; majac bowiem wzor ogolny, mozemy zawsze obliczy¢ niewiado-
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my element figury gieometrycznej, gdy wiadome sg wartosci liczebne
pozostalych elementéw, a posta¢ figury gieometrycznej nie jest znana.

Wezmy pod uwage nastepujgcy przyktad.

,Dane s3 wartosci liczebne bokéw trojkata ABC (a=29, b=6,
¢=25); obliczy¢ mamy rzut boku 4B na bok AC“.

Poslugujac sie znanym wzorem:

a?="b2+4c* — 2bx

na kwadrat wartosci liczebnej boku, lezgcego w tréjkgcie naprzeciw
kata ostrego, znajdujemy

U te—at 64250 —208
2 2b o 26 2 3
Jezeli wartos¢ liczebna pojmujemy jedynie w ten sposob, w jaki
pojecie to okreslone zostalo poczatkowo, to rozwigzan ujemnych
uwzglednia¢ nie mozemy. Rozwiazanie, otrzymane w przykladzie po-
wyzszym, dowodzi wowezas tylko, ze wziete dowolnie wartosci: a=29,
b=6, ¢=25, nie moga by¢ wartosciami liczebnemi bokéw takiego troj-
kata 4ABC, w ktéorym kat A jest katem ostrym; poniewaz jednak istnie-
je trojkat, odpowiadajacy warunkom zadania, gdyz: 29 <<6 25, wnios-
kujemy przeto, ze tréjkat ten posiada kat rozwarty przy wierzcholku A.
Stosujac wzér:

S b

a?=b-}-c? + 2b,
znajdujemy istotnie: : 4la
a?—b*—c® .  b'Hc'—a® .
AR Ry
To ostatnie rozwigzanie jest liczbg dodatnig, ktora rézni sie tylko
znakiem od poprzedniego rozwiazania ujemnego; widzimy przeto, ze
rozwigzujac podobny przyklad, mozemy zadowolni¢ sie zawsze pierw-
szym wzorem, jezeli tylko wiemy, w jaki spos6b pojmowaé nalezy roz-
wiazanie ujemne. - Zwracajac uwage na to, ze rzut boku AB lezy na
boku AC, lub na jego przedluzeniu, zaleznie od tego, czy kat A jest
katem - ostrym, czy tez rozwartym, przychodzimy do nastepujgcego
wniosku: ,Wzér na kwadrat wartosci liczebnej boku, lezacego w troj-
kacie naprzeciw kata ostrego, posiada znaczenie ogélne, jezeli rzutowi
boku 4B na bok AC przypisujemy wartos¢ liczebng dodatnig lub ujem-
na, stosownie do tego, czy rzut ten zwrécony jest w kierunku A4C, czy
tez w kierunku przeciwnym“. (Gdy wartos¢ liczebna rzutu réwna sie
zeru, to wzor ogo6lny otrzymuje znang posta¢ szczegolng i wyraza wow-
czas zwiazek pomiedzy wartosciami liczebnemi bokow tréjkata prosto-
katnego). ;

xr= 15
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Rozwazania powyzsze wskazujg cel, jaki osiggna¢ mozemy w za-
stosowaniach rachunku algiebraicznego przez wprowadzenie liczb ujem-
nych: celem tym jest zachowanie ogélnej postaci wzoréw, wyrazajacych
zwigzki pomiedzy wartosciami liczebnemi elementow figuiy gieome-
trycznej, bez wzgledu na to, jaka posta¢ szczegolna posiada¢ moze da-
na figura gieometryczna w roznych wypadkach szczegélnych. Widzimy
rowniez w przykladzie powyzszym, ze podstawe do uwzglednienia zna-
ku wartosci liczebnej odcinka otrzymujemy wowczas, gdy odcinkowi
temu przypisa¢ mozemy ten lub inny kierunek na danej linji prostej:
uwzglednienie znaku wartosci liczebnej odcinka wymaga przeto rozwa-
zania odcinkow ,wzglednych* (wektorow). Dwa dowolne punkty 4 i B,
lezace na linji prostej, wyznaczaja pewien odcinek; odcinkowi takiemu
przypisaé mozemy pewicn okreslony ,zwrot“, rozrézniajac jego punkty
kraricowe i nazywajac jeden z tych punktéw ,poczatkiem<, a drugi —
skoncem“ danego odcinka. Odrézniamv przeto ,odcinek wzgledny 4B«
od ,odcinka wzglednego BA“: poczatkiem pierwszego jest punkt 4,-a po-
czatkiem drugiego — punkt B.

Gdy rozwazamy na danej linji prostej dowolne odcinki wzgledne
(a wigc takie, ktore posiadaja dowolne punkty poczgtkowe i zwrocone
sa w te lub w przeciwng strone) i uwazamy nastepnie wartos¢ liczebna
kazdego z tych odcinkéw za liczbe dodatnia lub ujemng stosownie do
tego, w ktorg strone jest on zwrocony, to dang linje prostag nazywamy
wowczas ,osig kierunkowg“. Odcinki wzgledne, lezace na osi kierun-
kowej, nazywamy ,odcinkami dodatniemi“, lub ,ujempemi“ zaleznie od
tego, jaki znak posiada odpowiednia wartos¢ liczebna.

Dla wyznaczenia osi kierunkowej wskaza¢ nalezy jeden z odcin-
kow wzglednych na danej osi kierunkowej i wymieni¢ znak jego war-
tosci liczebnej; poslugujemy sie zwykle w tym celu odcinkiem dodat-
nim, méwigc przeto o ,osi kierunkowej AB“, zaznaczamy ten fakt, ze
odcinek wzgledny AB i kazdy inny odcinek wzgledny (na prostej nie-
ograniczonej AB), zwrocony w te samg strone, posiada wartos¢ liczeb-
ng dodatnia, a wartosci liczebne odcinkow wzglednych, zwrdéconych
w przeciwng strone, sg liczbami ujemnemi. Mowimy rowniez o osi
A'A, ze jest ,wyznaczona przez promien O0A¥, jezeli punkt 0 lezy we-
wnatrz odcinka A'A.

Teorja funkcji trygonometrycznych kata dowolnego nie wymaga
szczeg6towych wiadomosei wstepnych z teorji odcinkéw wzglednych
(teorji wektorow), niezbedne jest wszakze:

1) okreslenie réwnosci dwuch odcinkéw wzglednych;

2) twierdzenie o rzutach prostokatnych dwuch réwnych odcin-
kow wzglednych;
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3) twierdzenie Chaslesa o zwiazku istniejgcym pomiedzy warto-
$ciami liczebnemi odcinkow wzglednych, wyznaczonych przez trzy do-
wolne punkty na osi kierunkowej;

4) okreslenie stosunku dwuch odcinkéw wzglednych, lezgcych
na osiach kierunkowych.

W okresleniu rownosci dwuch odcinkéw wzglednych nalezy uwzgle-
dni¢ dlugos¢, kierunek i zwrot odcinka, a wiec dwa odcinki wzgledne
nazywamy rownemi woéwczas (i tylko woéwcezas), gdy odcinki te:

1) sa réownej dlugosci, 2) leza na jednej linji prostej, lub na dwuch
prostych réownoleglych i 3) zwrécone sg przytym w jedng strone. Sto-
sujgc okreslenie powyzsze do odcinkéow wzglednych, nie lezacych na
jednej linji prostej, zauwazy¢ mozemy latwo, ze dwa odcinki wzgledne
wowczas sg rowne, gdy czworokat, utworzony przez polaczenie odcin-
kami jednoimiennych punktow krancowych — jest réwnolegtobokiem.

Okresliwszy rownos¢ odcinkéw wzglednych, dowies¢ mozemy na-
stepujacego twierdzenia: ,Rzuty prostokatne dwuch réownych odcinkow
wzglednych, wyznaczone na jednej linji prostej, sg takze odcinkami
réwnemi“.

Zwiazek, istniejacy pomiedzy wartosciami liczebnemi odcinkow
wzglednych, wyznaczonych przez trzy dowolne punkty 4, B i C na osi
kierunkowej, wyrazi¢ mozna zapomocy wzoru:

(w.l. AC)=(w.1. AB) + (w.l. BC).

Wzor ten jest oczywisty w tym wypadku, gdy punkt B lezy wewnatrz
odcinka AC. Jezeli punkt C lezy pomigdzy punktami 4 i B, to wowczas:

(w.1. AC)+ (w. l. CB)=(w. 1. AB),

a poniewaz wartos¢ liczebna odcinka wzglednego BC rozni sie tylko
znakiem od wartosci odcinka OB, mamy przeto:
(w.l. AC) — (w. 1. BC)=(w.l. AB),

skad: (w. 1. AC)=(w.l. AB) -} (w. 1. BC).

W podobny sposéb dowies¢ mozemy powyzszego wzora i w tym
wypadku, gdy punkt 4 lezy pomiedzy dwoma pozostatlemi punktami.

Stosunek dwuch odcinkow (bezwzglednych) rowna sie stosunkowi
ich wartosci liczebnych. Dla zachowania powyzszej wlasnosci uzupel-
niamy okreslenie stosunku dwuch odcinkéow wzglednych — lezacych na
osiach kierunkowych — v ten sposéb, ze stosunek taki uwazamy za
liczbe dodatniag lub ujemng zaleznie od tego, czy dane odcinki sa jed-
noimienne, czy réznoimicnne.

Kombinacja trzech pomocniczych poje¢: osi kierunkowej, rzutu
prostokatnego i stosunku dwuch odcinkéw wzglednych, lezacych na
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osiach kierunkowych — jest dostateczng podstawg dla okreslenia funkecji
trygonometrycznych kata dowolnego.

Rozwazamy na plaszczyznie dwie dowolne osie kierunkowe i fi-
gure taka nazywamy jukladem dwuch osi kierunkowych“. Biorac na-
stepnie dowolne odcinki wzgledne na jednej z tych osi i wyznaczajac
ich rzuty prostokatne na drugiej osi ukltadu, mozemy dowies¢, ze sto-
sunek rzutu do odpowiedniego odcinka wzglednego pierwszej osi kie-
runkowej jest liczbg stala, niezalezng od wyboru tego odcinka. Liczba
taka jest spolczynnikiem proporcjonalnosci rzutu prostokatnego, od-
powiadajacym danemu uktadowi osi kierunkowych; nazwiemy ja w skroé-
ceniu ,spolczynnikiem ukladu osi kierunkowych®, lub tez spélczynni-
kiem jednej osi wzgledem drugiej osi danego uktadu.

Wiasnosci spélczynnika uktadu osi kierunkowych wyrazamy za-
pomoca nastepujgcych twierdzen.

I. ,Bezwzgledna warto$¢ spolczynnika ukladu osi kierunkowych
nie przewyzsza jednosci“. ]

II. ,Jezeli jedng z osi kierunkowych przenosimy réwnolegle do
dawnego polozenia — nie odwracajac promienia, wyznaczajacego te o0$
kierunkowg — to spotczynnik ukladu pozostaje bez zmiany*.

IlI. ,Jezeli odwracamy w przeciwng strone promien, wyznaczaja-
cy jedng z osi kierunkowych, to zmieniamy jedynie znak spélczynni-
ka ukladu®. '

IV. ,Jezeli dwie osie kierunkowe sg wyznaczone przez promienie
symetryczne wzgledem trzeciej osi kierunkowej, to réwne sa spol-
czynniki tych dwuch ukladéw, jakie tworzy trzecia o$ z dwiema pierw-
szemi osiami kierunkowemi.

V. ,Jezeli dwie osie kierunkowe sa wyznaczone przez promienie
symetryczne wzgledem prostej prostopadlej do trzeciej osi kierunkowej,
to spolczynniki tych dwuch uktadow, jakie tworzy trzecia o$ z dwie-
ma pierwszemi osiami kierunkowemi, réznia sie tylko znakami“. v

VI. ,Jezeli dane sg na plaszczyznie dwa uklady osi kierunko-
wych i jeden z nich jest dowolny, a drugi jest ukladem prostokatnym,
to spotezynnik pierwszego ukladu réwna sie sumie iloczynu spol-
czynnikéw obu jego osi wzgledem jednej osi ukladu prostokatnego
i iloczynu spolczynnikéw tych samych osi kierunkowych wzgledem
drugiej osi ukladu prostokatnego.

Dowodzenie twierdzenia VI.

Poprowadzone sa przez punkt O (fig. 1) dwie dowolne osie kie-
runkowe B'B, ("C i dwie inne osie kierunkowe, tworzgce uklad pro-
stokatny, A’A, D'D. Spotczynnik pierwszego ukladu oznaczamy przez
x, nalezy dowies¢, ze
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x=aa,+dd, ,

gdzie aia, oznaczajg spélczynniki osi kierunkowych B'B i ('C wzgle-
dem osi kierunkowej A'A) a d i d; sa spolczynnikami tych samych
osi wzgledem osi kierunkowej D'D.

Bierzemy dowolny punkt P na osi B'B i prowadzimy prostopadla
PM do A’A4 i prostopadla PN do D'D, a nastepnie wyznaczamy rzuty
prostokatne punktow M, N, P na osi C'C.

Pomiedzy wartosciami liczebnemi odcinkéw wzglednych Op, Om
i mp istnieje wiadomy zwiazek:

(w. 1. Op)=(w. 1. Om) + (w. l. mp).

2
p/
e 2
ol o R
4 ERREY .
7
e D
55 Rigstnat,
A
Yo
]I
Fig. 1.

Odcinki wzgledne mp i On sa rzutami prostokatnemi réwnych
odcinkow wzglednych MP i ON,— mamy przeto:

(w. 1. mp)=(w.l. On),
a wiec.

(w. 1. Op)=(w. 1. Om)+ (w. 1. On).

Niech ! oznacza warto$¢ liczebng odcinka wzglednego OP; z okresle-
nia spolczynnika ukladu osi kierunkowych wynika woéwczas bezpo-
srednio: :

(w. 1. Om)=(w. 1. OM).a,=l.a.a;,

(w.l. On)=(w.l. ON) .d;=l.d.d, ,
(wlOP)=l.z ;
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otrzymujemy przeto
le=laa,+|1ldd, ,
skad
r=a.a,-+d.d, .

Twierdzenie powyzsze zastosowa¢ mozemy i w tym wypadku
szczegolnym, gdy osie B'B i C'C przystaja do siebie i jednoimienne od-
cinki tych osi zwrocone sg w jedna strone. Mamy wowczas

o=l aa =g el

1=a?+44d?,
co stowami wyrazamy w nastepujacy sposob:

oJezeli dana jest na plaszczyznie dowolna o$ kierunkowa i dwie
inne osie, tworzace uklad prostokatny, to suma kwadratu spotczynni-
ka pierwszej osi wzgledem jednej osi ukladu prostokatnego i kwadra-
tu jej spolczynnika wzgledem drugiej osi ukladu prostokatnego—réw-
na sie jednosci”.

Wartos¢ liczebna kata jest liczba dodatnia, nie przewyzszajaca
liczby 2d, jezeli d oznacza wartos¢ liczebna kata prostego; dla zacho-
wania wszakze ogolnej postaci wzoréw, wyrazajacych pewne zwiazki
algiebraiczne (analogja z twierdzeniem Chaslesa) nalezy uogoélni¢ pier-
wotne pojecie wartosci liczebnej kata.

Zasade uwzgledniania znaku wartosci liczebnej stosowaé mozemy
wowczas, gdy rozwazamy katy, lezace na jednej plaszezyznie i rozroz-
niamy promienie, tworzace kazdy z tych katow: mowiac o ,kacie wzgled-
nym XO\B, nazywamy promienn Od4 ,ramieniem poczatkowym?”, a pro-
mien OB — ,ramieniem koncowym?” danego kata wzglednego. Uwzgled-

a wiec

niamy przeto ,zwrot” kata i odrézniamy kat wzgledny AOB od kata

-

wzglednego BOA. Jezeli dwa dowolne katy wzgledne leza na jednej
plaszczyznie, to mozemy sprowadzi¢ je do wspélnego ramienia poczat-
kowego, przesuwajac na plaszczyznie jeden z tych katéw; ramiona kon-
cowe—po sprowadzeniu kgtow do wspélnego ramienia poczatkowego—
moga leze¢ po jednej stronie, lub tez po obu stronach wspolnego ra-
mienia poczgtkowego i stosownie do tego mowimy o katach wzgled-
nych, ze ,zwrocone sa” w jedng strone lub tez w przeciwne strony.

Wartosci liczebne katéow wzglednych, posiadajacych pewien okre-
slony zwrot, uwaza¢ mozemy za dodatnie; wartosci liczebne katow
wzglednych, zwréconych w przeciwng strone uwazamy wowczas za
liczby ujemne. (Jezeli ramie koncowe kata wzglednego stanowi prze-
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dluzenie ramienia poczatkowego, to kat taki zaliczy¢ mozemy do pierw-
szej lub do drugiej kategorji, przypisujac mu ten lub inny zwrot).

Podstawowa wlasnos¢ wartosci liczebnej (jakiejkolwiek wielkosci
gieometrycznej) polega na tym, ze ,wartos¢ liczebna sumy dwuch lub
wiecej sktadnikow réowna sie sumie ich wartosci liczebnych“. Dla za-
chowania powyzszego zwigzku niezbedne jest nowe uogolnienie poje-
cia wartosci liczebnej kata.

Niech @ oznacza wartos¢ liczebna dowolnego kata A/O\B (—2d <a<2d);

dodajac do tego kata (lub odejmujac od niego) 4, 8§, ..... , 4k katow
L

prostych, otrzymujemy ponownie kat AOE: chcac przeto zachowaé

wspomniany zwiazek ogoélny, przypisywac nalezy danemu katowi nowe

wartosci liczebne, a mianowicie a—-4kd, gdzie k oznacza dowolng liczbe

calkowitg (dodatnig, lub ujemng). Wartos¢ liczebng @« nazwa¢ mozemy

~glowna“ wartoscia kata AOB, a wartosci liczebne a-+4kd — wartosciami
spochodnemi®.

- Rozwazajac na plaszczyznie katy wzgledne i wyznaczajac zwrot
katow, posiadajgcych dodatnie wartosci glowne, obieramy na danej pla-
szczyznie trzy dowolne promienie 04, OB i OC; mozemy wowczas do-

Y

wies¢, ze jedna z wartosci liczebnych kata wzglednego 40C réwna sie
: 5l i ol |

sumie wartosci katow wzglednych A0B i BOC niezaleznie od tego, ja-

kie jest polozenie promieni O4, OB, OC. Wzigwszy przeto jakiekol-

PN Oy
wiek wartosci liczebne katow wzglednych: 40B i BOC wybra¢ mozna

taka wartos¢ liczebng kata wzglednego 20\0, azeby otrzymac¢ zwiazek
nastepujacy:
Sy F N
(0.l. AOC)=(w.1. AOB) + (w.l. BOC).

Katy wzgledne, lezace na jednej plaszczyznie, nazywamy ,dodatnie-
mi” lub ,ujemnemi” zaleznie od tego, jaki jest znak glownej wartosci
liczebnej.

Uwaga. W gieometrji elementarnej okreslamy kat, jako figure
utworzong przez dwa promienie, wyprowadzone z jednego punktu; pro-
ste pojecia gieometryczne uogoélniamy nastepnie w tradycyjnym wykla-
. dzie goniometrji, popelniajac przytym dwa wazne bledy metodologiczne:

1) utozsamiamy dwa pojecia rézne: kat i jego wartosé liczebna,
stosujgc jeden termin dla oznaczenia dwuch rzeczy réznych;
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2) postugujemy sie pojeciami kinematycznemi, rozwazajac promien
yruchomy”, obracajacy si¢ na plaszczyznie dokola pewnego punktu
i okreslajac uogolnione pojecie kata, jako wynik powyzszego ruchu
obrotowego.

4. Funkcje trygonometryczne.

Racjonalne uzasadnienie wlasciwych poje¢ trygonometrycznych wy-
maga stwierdzenia nastepujacych faktow:

I. Pomiedzy katem ostrym tréjkata prostokatnego i stosunkiem
dwuch okreslonych bokow tego trojkata istnieje zwigzek, polegajacy na
tym, ze danej wartosci kata ostrego odpowiada Scisle okreslona wartosc¢
powyzszego stosunku i odwrotnie; albowiem réwnosé¢ dwuch odpowied-
nich katow ostrych jest dostatecznym i koniecznym warunkiem propor-
cjonalnosci odpowiednich bokéw w trojkatach prostokatnych.

Il. Rozwazajac wielokaty foremne—wypukle i gwiazdziste —otrzy-
mane z podzialu okregu na 2" czesci rownych, ulozy¢ mozna tablice, za-

wierajaca wartosci liczebne kata ostrego: Ekflfl (gdzie k=1, 2., o=ty

—1 odpowiednie wartosci stosunku dwuch bokow trojkata prostokatnego.

Okreslamy nastepnie funkcje trygonometryczne kata ostrego jako
stosunki bokow trojkata prostokatnego. Wprowadzenie tych nowych po-
je¢ usprawiedliwiaja dwa fakty powyzsze: rozwiazywanie trojkata pro-
stokatnego za pomoca tablic jest bezposrednim zastosowaniem funkcji
trygonometrycznych kata ostrego.

Podstawowe zwiazki algiebraiczne pomiedzy funkcjami trygonome-
trycznemi danego kata ostrego otrzymujemy w nastepujacy sposob.

1) Poslugujemy sie wzorem, wyrazajacym zwiazek pomiedzy war-
tosciami liczebnemi bokow trojkata prostokatnego 4BC

a*+bv2=¢? ,
w ktérym @ i b oznaczaja wartosci liczebne przyprostokatnej, przeciwle-
glej katowi 4, i przyprostokatnej, przyleglej do kata A; biorac przeciw-
prostokatna za jednostke, wzgledem ktérej wyznaczamy wartosci liczeb-
ne bokow trojkata, mamy:

. AC AB
a_—EB—=smA, b=A—B=cosA, csz_zl ;
skad: . sin?A-+cos?d =1,
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2) Stosunek przyprostokatnych trojkata prostokatnego réwna sig
stosunkowi ich wartosci liczebnych, a wigc :

BC a

sSE< alpa | el

zachowujac dawng jednostke otrzymujemy

1o — %i% :
3) Trzy pozostale zwiazki podstawowe
cotgA = ig% :
secAd = ;ﬁ -
cosecA = ﬁ

nie  wymagajg dowodzenia, wynikaja bowiem bezposrednio z okresle-
nia funkcji trygonometrycznych kata ostrego.

Wyprowadziwszy pie¢ zwiazkow powyzszych nalezy zwrocié uwa-
ge na to, ze kazde z tych réwnan jest niezalezne od pozostalych, wszel-
ki natomiast inny zwiagzek algiebraiczny pomigdzy szescioma funkcjami
danego kata ostrego powinien byé¢ wynikiem pieciu zwigzkow podsta-
wowych.

Rozwazajac funkcje trygonometryczne obu katow ostrych trojkata
prostokatnego przekonywamy sie bezposrednio, ze sinus, tangens i secans
jednego z tych katow sa odpowiednio réwne cosinusowi, cotangensowi
1 cosecansowi drugiego kata ostrego. Zwiazek, istniejacy pomiedzy sinu-
sem 1 cosinusem dwuch katow ostrych, dopelniajacych sig wzajemnie, uwa-
za¢ mozemy za podstawowy, poniewaz dwa pozostale moga by¢ dowie-
dzione za pomocg pierwszego zwigzku i odpowiednich zwigzkow algie-
braicznych, zawartych w poprzednim ukladzie podstawowym.

Azeby poznaé¢ zaleznos¢ funkcji trygonometrycznych kata ostrego
od wielkosci tego kata, odmierzamy dwa nieréwne katy ostre po jednej
stronie wspolnego ramienia i z dowolnego punktu tego ramienia wysta-
wiamy prostopadla (do przeciecia zdwoma pozostalemi ramionami). Z nie-
rownosci przeciwprostokatnych i z nierownosci jednej pary przyprosto-
katnych w dwuch- otrzymanych tréjkatach, posiadajacych wspélng przy-
prostokatna, wynikaja nier6wnosci pomiedzy stosunkami bokow; te
ostatnie dowodza, ze jezeli kat ostry wzrasta, to tangens i secans tego
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kata rowniez wzrastaja, a cotangens i cosinus —maleja. Z zaleznosci
cosinusa od wielkosci kata ostrego otrzymujemy nastepnie odpowiednig
wlasnos¢ sinusa, uwzgledniajac zwiazek algiebraiczny pomiedzy sinusem
kata ostrego 1 cosinusem tegoz kata, lub tez zwigzek istniejacy pomiedzy
sinusem 1 cosinusem dwuch katow ostrych, dopelniajacych si¢ wzajemnie.

Jedna z zasad podstawowych w zastosowaniu rachunku algiebraicz-
nego do gieometrji jest zasada zachowania ogoélnej postaci wzoréw, wy-
razajacych zwiazki algiebraiczne pomiedzy wartosciami liczebnemi ele-
mentéw danej figury bez wzgledu na to, jakie sa szczegolne wartosci tych
elementow. Zgodnie z powyzsza zasada uogoélnienie poje¢ trygonome-
trycznych powinno by¢ dokonane w ten sposob, azeby zwiazki, istniejace
pomiedzy wartosciami liczebnemi bokéw dowolnego trojkata i funkcjami
jego katow ostrych, i jednoczesnie te zwiazki, jakie zachodza pomiedzy
poszczegolnemi funkcjami trygonometrycznemi kata ostego, — mialy zna-
czenie ogolne: azeby byly przeto prawdziwe dla katow, posiadajacych
wszelkie inne wartosci.

Wezmy dowolny trojkat 4BC, w ktorym bok BC lezy naprzeciw
kata ostrego A i wyznaczmy rzut boku AB na bok AC; niechaj a, b, ¢
oznaczaja wartosci liczebne odpowiednich bokow: BC, CA, AB, a d niech
oznacza wartos¢ liczebna rzutu AD.

Pomiedzy liczbami a, b, ¢, d istnieje wowczas, jak wiadomo, naste-
pujacy zwigzek:

a? =02} ¢c®>—2bd .

Wartosé¢ liczebng rzutu AD mozemy wyrazi¢ za pomoca wartosci
liczebnej boku AB i jednej z funkcji trygonometrycznych kata ostrego 4,
mamy bowiem

{-4%: f =kl
skad d=—rt.cosd’
a wiec a?="b%-+c? — 2be .cosA .

Wzér powyzszy wyraza zwiazek algiebraiczny pomiedzy wartoscia-
mi liczebnemi bokoéw dowolnego trojkata i1 funkeja trygonometryczng
jednego z katow ostrych tego trojkata.

Jezeli wezmiemy trojkat ABC, w ktorym bok BC lezy naprzeciw
kata rozwartego A, to pozostawiajac poprzednie znakowanie wattosci
liczebnych odpowiednich elementow, mamy:

a*=b*+c*+ 2bd ,
skad ~ a’=b%*+ ¢*+ 2bc . io ;
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AD

albo a*="0%+ ¢4 2bc . 4B
AD
1 2__H2 2
lub wreszcie ) a’=b?+ ¢ — 2be ( — 1B )"

Zestawiajac ten wzor z dowiedzionym poprzednio wzorem, wyraza-
jacym zwiazek algiebraiczny pomiedzy wartosciami liczebnemi bokéw
trojkata i cosinusem jednego z katow ostrych, wnioskujemy, ze dla uogol-
nienia wzoru

a?=b*—4 ¢*— 20c . cosA

powinnismy nazwac cosinusem kgta rozwartego A —liczbe ujemna, kto-

4
T ¥

Widzimy wiec, ze cosinus kata 4 jak w jednym, tak i w drugim
wypadku okreslony byé winien jako stosunek rzutu AD do odcinka AB,
przyczym odcinek AB jest odcinkiem jednego z ramion kata, a rzut AD
— odcinka AB— wyznaczony jest na drugim ramieniu tego kata, lub na

rej wartos¢ bezwzgledna rowna sie stosunkowi

AD o \
! —p Powinien byé
wzigty ze znakiem ujemnym, gdy kat 4 jest katem rozwartym.

Azeby otrzymac¢ ogoélne okreslenie cosinusa kata dowolnego, nalezy
AB 1 AD uwazaé za odcinki wzgledne, ktorych wartosci liczebne sg jed-
noimienne, gdy dany kat A jest ostry, i réznoimienne, kiedy kat ten
jest rozwarty.

Poniewaz wreszcie bokom trojkata, a wiec i odcinkowi AB, przy-
pisujemy zawsze wartosci liczebne dodatnie, przeto wartosé liczebna od-
cinka wzglednego AD powinna byé w pierwszym wypadku dodatnia,
aw druglm—ujemna,

Poslugujac si¢ pojeciem spolczynnika ukladu osi kierunkowych,
wyprowadzi¢ mozemy z rozwazan powyzszych nastepujace okreslenie
ogolne: :

,,C031nusem kata dowolnego nazywamy spoélczyn-
nik ukladu osi kierunkowych, wyznaczonych przez ra-
miona tego kata“

Rozwazania powyzsze — stanowiace podstawe ogoélnego okreslenia
cosinusa — sa niezalezne od tego, czy mowimy o kacie bezwzglednym,
czy tez uwzgledniamy nastepstwo jego ramion i przypisujemy katowi te-
mu wartosé liczebng dodatnig lub ujemna, a wiec i okreslenie, wyprowa-
dzone z tych rozwazan, stosowa¢ mozemy zaréwno do katow bezwzgled-
nych, jak i do katow wzglednych.

Wektor z. 4, 1911 3

jego przedluzeniu; nalezy jednak dodaé, ze stosunek
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Za podstawe ogolnego okreslenia sinusa kata dowolnego przyjmu-
jemy zwigzek, istniejacy pomigdzy sinusem i cosinusem dwuch katow,
dopelniajacych sie wzajemnie, dowiedziony poprzednio dla katow ostrych.

Jezeli z wierzcholka dowolnego kata wzglednego A OB poprowadzo-
ny jest promien pomocniczy OD, tworzacy kat dodatni prosty z ramie-

niem poczatkowym OA, to dopelnieniem kata AOB jest wowczas kat
vl
wzgledny 25‘0\]); chcac wiec zachowaé¢ zwiazki, jakie zachodza pomiedzy
funkcjami trygonometrycznemi katow, dopelniajacych sig wzajemnie, na-
s T A
ezy okresli¢ sinus kata AOB, jako liczbg rowna cosinusowi kata BOD.
Okreslenie ogolne sinusa kata dowolnego powinno by¢ przeto nastepuja-
ce: ,Sinusem kata dowolnego nazywamy spoélczynnik
ukladu osi kierunkowych, wyznaczonych przez ramiona
kata, dopelniajgcego kat dany“.

Widzimy przeto, ze w okresleniu sinusa kata dowolnego uwzgled-
nia¢ nalezy nastepstwo ramion tego kata i znak jego wartosci liczebnej,
poniewaz posta¢ kata dopelniajacego zalezy od polozenia ramienia kon-
cowego wzgledem promienia pomocniczego, tworzacego kat prosty do-
datni z ramieniem poczatkowym. Okreslenie sinusa kata bezwzglednego
zawarte jest rowniez w powyzszym okresleniu ogélnym, albowiem katy
bezwzgledne utozsamiamy z katami wzglednemi dodatniemi.

Tangens dowolnego kata x okreslamy zapomocg wzoru

__sinx
T eosx

tg x

Dla okreslenia wreszcie trzech pozostalych funkcji trygonometrycz-
nych dowolnego kata = poslugujemy sie nastepujacemi wzorami:

cotg.x=
g tg x )
sec x=——~— |
cos X
1
CeSeCL—— é
s x

Rozwazajac funkcje trygonometryczne kata dowolnego, jako liczby,
zalezne od wartosci liczebnej tego kata, otrzymujemy nastepujace wzory:

sin(2kn -+ x)=sin x ,
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cos(2krm -+ x)=cos x ,
tg(2km +x)=tgx 1 t. d.,

gdzie z oznacza jedng z wartosci teoretycznych kata, a k jest dowolna
liczba calkowita (dodatnia lub ujemna), poniewaz 2kz 4z jest wowczas
rowniez wartoscig teoretyczng tego samego kata.

Zwigzek, istniejacy pomiedzy sinusem kata ostrego i cosinusem
tego samego kata, istnieje rowniez pomiedzy sinusem i cosinusem ka-
ta dowolnego; jezeli bowiem z jest wartoscia kata A/O\E‘, to prowadzgc
promient pomocniczy OD, tworzgcy kat prosty dodatni z ramieniem OA,
okreslamy sinx jako spolczynnik ukladu osi kierunkowych B'B i D'D,
wyznaczonych przez ramie¢ OB i promien 0D, a cosxz—-jako spol-
czynnik ukladu osi 4’4 i B'B, wyznaczonych przez ramiona 04 i OB,
suma kwadratow tych dwuch spoélczynnikow osi B'B wzgledem osi
A'A i D'D—tworzacych uklad prostokgtny —rowna sie jednosci, mamy
przeto zawsze

sintx - cos’x=1 .
Jezeli x oznacza jedna z wartosci liczebnych teoretycznych dowol-

nego kata wzglednego, to —g——x jest wartosciag liczebng kata dopel-

niajgcego i nawzajem: dopelnieniem wartosci liczebnej - — & jest z;
mamy przeto

Fr T
sm(‘Z———x)zcosx ;
™ 2
o8 (?—x).-:smx 5

poniewaz zachowalismy zwiazek podstawowy pomiedzy sinusem i cosi-
nusem dwuch katow, dopelniajacych sig wzajemnie, okreslajgc sinus ka-
ta dowolnego. :

Okreslilismy funkcje trygonometryczne dowolnego kata wzgledune-
go, zachowujac pie¢ podstawowych zwigzkéw algiebraicznych, dewie-
dzionych poprzednio dla funkcji trygonometrycznych kata ostrego; za-
chowalismy réwniez zwigzek, istniejacy pomiedzy sinusem i cosinusem
dwuch katow, dopelniajacych sie wzajemnie. Wszelki inny zwigzek
algiebraiczny pomiedzy poszczegélnemi funkcjami kata danego — jak
juz zauwazyliSmy dawniej — jest jedynie wynikiem pieciu zwigzkéw pod-
stawowych; ta sama uwaga dotyczy takze zwigzkéw, wyrazonych za-
pomoca wWzorow
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tg (—; — x) =cotg x,
étg(% —zx)=1g x,
sec’(% —2) = cosec x,

T
cosec (»2— — x)=sec x,

poniewaz wiadomo, ze wzoréw tych dowies¢ mozemy, poslugujac sie
podstawowemi zwigzkami algiebraicznemi i zwiazkiem, istniejacym po-
miedzy sinusem i cosinusem dwuch katow, dopelniajacych sie¢ wzajemnie.

Poniewaz sinus i cosinus dowolnego kata wzglednego sa spoél-
czynnikami pewnych ukladow osi kierunkowych, a mianowicie: ukladu,
wyznaczonego przez ramiona kata dopelniajacego kat dany, i ukladu,
wyznaczonego przez ramiona kata danego, — przeto wlasnosci tych
dwuch funkcji trygonometrycznych wynikaja bezposrednio z odpowied-
nich wlasnosci spolczynnika ukladu osi kierunkowych.

1) Bezwzgledna wartos¢ sinusaicosinusa kata do-
wolnego nie przewyzsza jednosci:

—l1<smz <1,
— 1L sz <1

albowiem wlasno$¢ te posiada spolczynnik kazdego ukladu osi kie-
runkowych.

2) Znak sinusa zalezy od postaci kata, dopelniaja-
cego kat dany, a znak cosinusa—od postaci kata danego.

Sinus kgta dowolnego jestliczbg dodatnia, zerem
lub liczbg ujemng zaleznie od tego, czy dopelnienie kga-
tadanego jest kgtem ostrym, prostym czy tez rozwar-
tym.

Jezeli kat dany jest katem prostym dodatnim, to ramiona kata, do-
pelniajacego kat dany, przystaja do siebie i sinus kata danego réwna
sie wowczas jednosci dodatniej; jezeli za$ kat dany jest katem prostym
ujemnym, to jedno z ramion kata dopelniajacego jest przedluzeniem
drugiego ramienia i sinus kata danego réwna sie wtedy jednosci ujemnej.

Cosinus kata dowolnego jest liczbg dodatnig, ze-
rem lub liczba ujemng zaleznie od tego, czy kat ten
jest katem ostrym, prostym czy tez rozwartym. Jezeli ra-
miona kata danego przystajg do siebie, to cosinus tego kata réwna sie
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jednosci dodatniej; jezeli zas jedno z ramion kata stanowi przedtuzenie
drugiego ramienia, to cosinus takiego kata réwna sie jednosci ujemne;j.

3) Jezeli dwa katy spelniajg sie wzajemnie, to sinu-
sy tych kagtéw sgrowne, a cosinusy ichréznig sie tylko
znakami.

Od wspolnego ramienia poczatkowego OA odmierzamy dwa katy
wzgledne spelniajace si¢ wzajemnie; ramiona kornicowe OB i OB, sg
wowczas symetryczne wzgledem promienia pomocniczego OD i réwne
sq przeto spoélczynniki tych dwuch ukladow, jakie tworzy os wy-
znaczona przez promien pomocniczy z osiami, wyznaczonemi przez ra-

%
miona koncowe katow ZOB i AOB,; a wiec
N £
stih AOB,=sin AOB .

Spolczynniki tych dwuch ukladéw, jakie tworzy os wyznaczona
przez ramie poczatkowe 04, z osiami, wyznaczonemi przez ramiona OB
i OB,, roznig sie tylko znakami, mamy zatym:

P L
cos AOB,=— cos AOB.

Niech # oznacza jedna z wartosci liczebnych teoretycznych kata
2 R
AOB, wowczas = — = jest wartoscig liczebng kata AOB,; otrzymujemy
przeto dwa nastegpujace zwigzki:

sin (r—x)=sin x ,

08 (t—x)= —cos = .

4) Jezeli dwa katy wzgledne ré6znig sie tylko znaka-
mi wartosci liczebnych, toi sinusy tych katéw roznig
sie tylko znakami, a cosinusy ich sg rowne.

Od wspolnego ramienia poczatkowego 04 odmierzamy dwa takie
katy wzgledne, ktorych wartosci liczebne réznig sie tylko znakami; ra-
miona koricowe OB i OB, sg wowczas symetryczne wzgledem ra-
mienia poczatkowego 04, a wiec spolczynniki tych dwuch uktadow,
jakie tworzy o$ wyznaczona przez ramie poczgtkowe z osiami, wyzna-
czonemi przez ramiona kornicowe sg rowne; skad

Sk 2N
cos AOB, —=cos AOB.

Spélezynniki “tych ukladow, jakie tworzy os, wyznaczona przez
promien pomocniczy, z osiami, wyznaczonemi przez ramiona korcowe,
rézniag sie tylko znakami; a wiec

1
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7N
sin AOB; = —sin AOB..

Oznaczajac wartos¢ liczebng kata AOB literg 2, otrzymujemy dwa
nastepujace zwiazki:
sin(—x) =—sinz,
€08 (—x)=cos x .

5) Jezeli roznica dwuch katow wzglednych réowna
siedwum kgtom prostym, to zar6wno sinusy, jak i cosi-
nusy tych dwuch katow wzglednych r6znig sie tylko
znakami.

Biorac promienn 04 za wspoélne ramie poczatkowe, odmierzamy

o T R

dwa katy wzgledue A40B i AOB,, réznica ktorych rowna sie dwum ka-
tom prostym; promien OB, jest wowczas przedluzeniem promienia OB.
Spolezynnik ukladu osi kierunkowych, wyznaczonych przez promie-
nie 0D i OB, rozni sie tylko znakiem od spélczynnika uktadu osi, wy-
znaczonych przez promienie OD i OB; ten sam zwigzek istnieje row-
niez pomiedzy spolczynnikami ukladéow osi kierunkowych, wyznaczo-
nych przez promienie OA i OB, i wyznaczonych przez promienie O4
i OB; skad

ok L
sin AOB, = —simm AOB
Pk "

cos AOB, = —cos AOB .

Niech # oznacza wartos¢ teoretyczna kata 40B, n 2z jest wtedy
wartoscia, teoretyczna kata AOB,; znajdujemy przeto dwa takie zwiazki:

sin(x+xz)=—simzx ,

cos (4 z) = — cos x .

6) Cosinus r6znicy dwuchdowolnychkatow wzgled-
nych ré6wna sie sumie iloczynu cosinusow iiloczynu
sinusow tych dwuch kagtow.

S,
Rozwazamy na plaszczyznie dwa dowolne katy wzgledne: 40B, AOC

i wyznaczamy zwrot katow dodatnich, prowadzac promienn pomocniczy
0D, tworzacy kat prosty dodatni ze wspolnym ramieniem poczatkowym.
Niechaj « i B oznaczajg wartosci liczebne katow wzglednych

B T

AOB i AOC; roznica (a—) jest wowcezas jedng z wartosci liczebnych
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\
kata wzglednego COB, poniewaz warto$¢ tego kata mozemy zawsze
wybra¢ w ten sposob, azeby spelniony zostal zwigzek:

AN F b N
(w.l. AOB) = (w.1. AOC)+~(w.1. COB) ,
skad 7N AN N
(w.l. COB)= (w. 1 AOB) — (w. l. AOC) = a—8 .

Promienie 04, OB, 0C, OD wyznaczaja osie kierunkowe: 4’4,
B'B, C'C, D'D. Stosujac twierdzenie VI o spoétczynniku uktadu osi
kierunkowych i uwzgledniajac okreslenie sinusa i cosinusa, otrzymujemy:

N N AN P R B
¢os COB = cos AOB .cos AOC+-sin AOB . sin AOC |
albo i
cos (a—B)=cos o .cos B} simo.sinfB .
Wnioski:

cos (0. B) = cos [a—(— B)] = cos a. . cos (—B) -} sin a. . sin (—B) =

=—coso.cosB—sima.sinf;
sin (a—}-B) = cos I:%——(a—}—ﬁ):': cos [(% —oa)—B ]:

=cos(%——a).cos@+sin (%—a).sin@:

=simo.cosB -t cosa.sin;
sin (a—B) = sin [a 4 (—B)] = sin a . cos (—B) + cos & . sin (—B) =
= sino.cosP—coso.sinf.
Wiasnosci czterech pozostalych funkeji trygonometrycznych wyni-
kaja z okreslenia tych funkeji i z odpowiednich wlasnosci sinusa i co-

sinusa.
Ludomir Wolfke.
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