


B. G. Teubners Sammlung von Lehrbichern
auf dem Gebiete der Mathematischen Wissen-
schaften mit Einschluf3 ihrer Anwendungen.

Im Teubnerschen Verlage erscheint unter obigem Titel in
zwangloser Folge eine langere Reihe von zusammenfassenden
Werken Uber die wichtigsten Abschnitte der Mathematischen
Wissenschaften mit Einschlu® ihrer Anwendungen.

Die anerkennende Beurteilung, die der Plan, sowie die bis jetzt
erschienenen Aufsatze der Enzyklopadie der Mathematischen Wissen-
schaften gefunden haben, die allseitige Zustimmung, die den von der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung veranlalten und herausgegebenen
eingehenden Referaten Uber einzelne Abschnitte der Mathematik zu teil
geworden ist, beweisen, wie sehr gerade jetzt, wo man die Resultate der
wissenschaftlichen Arbeit eines Jahrhunderts zu Uberblicken bemuht ist,
sich das Bedirfnis nach zusammenfassenden Darstellungen geltend macht,
durch welche die mannigfachen Einzelforschungen auf den verschiedenen
Gebieten mathematischen Wissens unter einheitlichen Gesichtspunkten
geordnet und einem weiteren Kreise zugénglich gemacht werden.

Die erwahnten Aufsatze der Enzyklopadie ebenso wie die Referate
in den Jahresberichten der Deutschen Mathematiker-Vereinigung be-
absichtigen in diesem Sinne in knapper, fir eine rasche Orientierung
bestimmter Form den gegenwadrtigen Inhalt einer Disziplin an gesicherten
Resultaten zu geben, wie auch durch sorgfaltige Literaturangaben die
historische Entwickelung der Methoden darzulegen. Dartber hinaus aber
muB auf eine eingehende, mit Beweisen versehene Darstellung, wie sie
zum selbstédndigen, von umfangreichen Quellenstudien unabhéngigen Ein-
dringen in die Disziplin erforderlich ist, verzichtet werden. Eine solche
ausfihrliche Darlegung, die sich mehr in dem Charakter eines auf geschicht-
lichen und literarischen Studien gegriindeten Lehrbuches bewegt und neben
den rein wissenschaftlichen auch pédagogische Interessen berlicksichtigt, er-
scheint aber bei der raschen Entwickelung und dem Umfang des zu einem
groRen Teil nur in Monographien niedergelegten Stoffes durchaus wichtig,
zumal, im Vergleiche z. B. mit Frankreich, bei uns in Deutschland die
mathematische Literatur an Lehrblichern {ber spezielle Gebiete der
mathematischen Forschung nicht allzu reich ist.

Die Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner gibt sich der Hoffnung
hin, daR sich recht zahlreiche Mathematiker, Physiker und Astronomen,
Geodaten und Techniker, sowohl des In- als des Auslandes, in deren
Forschungsgebieten derartige Arbeiten erwiinscht sind, zur Mitarbeiter-
schaft an dem Unternehmen entschlieBen mdchten. Besonders nahe liegt
die Beteiligung den Herren Mitarbeitern an der Enzyklopéddie der Mathe-
matischen Wissenschaften. Die umfangreichen literarischen und speziell
fachlichen Studien, die fir die Bearbeitung von Abschnitten der
Enzyklopadie vorzunehmen waren, konnten in dem notwendig eng be-
grenzten Rahmen nicht vollstandig niedergelegt werden. Hier aber, bei
den Werken der gegenwartigen Sammlung, ist die Mdoglichkeit gegeben
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den Stoff freier zu gestalten und die individuelle Auffassung und Richtung
des einzelnen Bearbeiters in hoherem Male zur Geltung zu bringen.
Doch ist, wie gesagt, jede Arbeit, die sich dem Plane der Sammlung
einfugen 1&BRt, im gleichen MafRe willkommen.

Bisher haben die folgenden Gelehrten ihre geschatzte Mitwirkung zugesagt,
wahrend erfreulicherweise stetig neue Anerbieten zur Mitarbeit an der Sammlung
einlaufen, woriiber in meinen ,,Mitteilungen“ fortlaufend berichtet wird (die be-

reits erschienenen Béande sind mit zwei **, die unter der Presse befindlichen mit
einem * bezeichnet):

**p, Bachmann, niedere Zahlentheoriel. (Band X1 der Sammlung.) M. 14, —
**E. Blaschke, Vorlesungen Giber mathem. Statistik. (Baad XXI11.) M 7.40.
M. Bocher, (ber die reellen Lodsungen der gewdhnlichen linearen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
H. Broecker, Versicherungsmathematik.
**H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung und KollektivmaRlehre.
(Band XVIL) M 8.40.
**G. H. Bryan, Thermodynamics. An introductory treatise dealing mainly
wich first principles and their direct applications. [in englischer Sprache.]
(Band XXI.) M 7. —
G. Castelnuovo und F. Enriques, Theorie der algebraischen Fl&chen.
**E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehler-
ausgleichung, Statistik u. Lebensversicherung. (Band IX.) M. 24. —
M. Dehn und P. Heegaard, Lehrbuch der Analysis situs.
**|_. E. Dickson, Linear Groups with an exposition of the Galois Field
theory. [In englischer Sprache] (Band VI.) M. 12.—
F. Dingeldey, Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme.
—————— Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential-
und Integralrechnung.
G. Enestréom (in Verbindung mit anderen Gelehrten), Handbuch der
Geschichte der Mathematik.
F. Engel u. G. Kowalewski, Einfuhrung in die Theorie der Trans-
F. Enriques, Prinzipien der Geometrie. [formationsgruppen.
**0. Fischer, theoretische Grundlagen fiir eine Mechanik der lebenden
Korper. (Band XXII.) w.—
R. Fueter, komplexe Multiplikation.
Ph. Furtwangler, die Mechanik der einfachsten physikalischen Apparate.
**A. Gleichen, Lehrbuch der geometrischen Optik. (Band VVII1.) M 20.—

M. Grubler, Lehrbuch der hydraulischen Motoren.
J. Harkness, elliptische Funktionen.
L. Henneberg, Lehrbuch der graphischen Statik.
K. Heun, die kinetischen Probien e der modernen Maschinenlehre
G. Jung, Geometrie der Massen.
G. Kohn, rationale Kurven.
**A. Krazer, Lehrbuch der Thetafukctionen (Band XIl.) M 24.—

**H. Lamb, Lehrbuch der Hvdrodynamik. (Band XXVI.) M.20.—
*R. v. Lilienthal, Differentialgeometrie.
H. A. Lorentz, on the theory of Electrons and its application to the
phenomena of Light and Radiant Heat. [in englischer Sprache.;



**G. Loria, spezielle, algebraische und transzendente Kurven der Ebene.
Theorie und Geschichte. (Band V.) M. 28.—

K - Vorlesungen Uber darstell. Geometriel. (BandXXV, 1.) M. 6.80.
**A.E.H.Love, Lehrb. d.Elastizitat. Deutsch vonA.Timpe. (Band XXIV.)
------------ Lehrbuch der Hydrodynamik. 16.—

A. Loewy, Vorlesungen Uber die Theorie der linearen Substitutionsgruppen.
R. Mehmke, Vorlesungen Uber Vektoren- und Punktrechnung.
Uber graphisches Rechnen und Uber Rechenmaschinen.

W. Meyerhoffer, die mathematischen Grundlagen der Chemie.

**E. Netto, Lehrbuch der Kombinatorik. (Band VIIL) M. 9.—
**W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie I. (Band XX.)Mt 15.60.

E. Ovazza, aus dem Gebiete der Mechanik.

**E. Pascal, Determinanten. Theorie u. Anwendungen. (Band 111.)M. 10. —

S. Pincherle, Funktional- Gleichungen und -Operationen.

**E. Pockels, Lehrbuch der Kristalloptik. (Band XIX.) M 16.—

A. Pringsheim, Vorlesungen Uber Zahlen- und Funktionenlehre.

C. Segre, Vorlesungen uUber algebraische Geometrie, mit besonderer

Berucksichtigung der mehrdimensionalen Raume.
**D. Seliwanoff, Differenzenrechnung. (Band XIIl.) M. 4.—

P. Stackel, Lehrbuch der allgemeinen Dynamik.

------------ Differentialgeometrie héherer Mannigfaltigkeiten.

**Q, Staude, analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und
der Ebene. (Band XVI.) w.—

------------ 'Flachen und Flachensysteme zweiter Ordnung.

** 0, Stolz u. J. A. Gmeiner, theoretische Arithmetik. (Band 1V.) M10.60.
A —— Einleitung in die Funktionentheorie. (Band XIV.)
B. Sturm, Theorie der geometrischen Verwandtschaften. [M 15 —

———————————— die kubische Raumkurve.

*H. E. Timerding, Geometrie der Krafte.

K. Th. Vahlen, Geschichte des Fundamentalsatzes der Algebra.

------------ Geschichte des Sturmschen Satzes.

A. Voss, Prinzipien der rationellen Mechanik.

———————————— Abbildung und Abwicklung der krummen Fl&chen.
**J.G.Wallentin, Einleitung in die Elektrizitatslehre. (Bd.XV.) M 12 . —
**E. v. Weber, Vorlesungen Uber das Pfaffsche Problem und die Theorie

der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung. (Bd.M.) M 24. —
**A.G. Webster, the Dynamics ofParticles, ofrigid, elastic, and fluid Bodies.
[In engl. Sprache.] (Band X1.) N114.--- [Deutsche Ausgabe in Vorbereitung.]

------------ Partial Differential Equations of Mathematical Physics.
[In englischer Sprache.]
**E. J. Wilczynski, Projektive Differential Geometry of Curves and

Ruled Surfaces. [in englischer Sprache] (Band XVIIIL.) Jt. 10.---
A. Wiman, endliche Gruppen linearer Transformationen.
W. Wirtinger, algebraische Funktionen und ihre Integrale.
------------ partielle Differentialgleichungen.
H. G. Zeuthen, die abzahlenden Methoden der Geometrie.

Né&here Angaben tber obige Werke befinden sich in meinem mathematischen

Katalog, den ich zu verlangen bitte.
Leipzig, Poststr. 3. B. G. Teubner.
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Vorwort.

Die Voi'lesungen (iber Kurventheorie, die ich hiermit der Offentlichkeit
Ubergebe, verfolgen nicht die Absicht, eine volistandige Darlegung aller
Aufgaben und Entwickelungen zu bieten, die im AnschluB an die Elemente
dieser Theorie gestellt und durchgefiihrt sind; sie sollen vielmehr haupt-
séchlich eine einheitliche Mitteilung der Begriffe und Methoden enthalten,
die in den weiteren Vorlesungen Uber Flachentheorie zur Anwendung
kommen, wobei aber auf die Behandlung wichtiger und zum Teil neuer
Einzelheiten nicht verzichtet wurde. Die geometrischen Fragestellungen
sind in den Vordergrund geriickt und in der zu ihrer Losung angewandten
analytischen Methode ist nach mdoglichster Strenge gestrebt worden. An
die Seite der geometrischen Fragestellungen sind die kinematischen getreten,
die bereits bei den Scharen von Kurven in einer Ebene ihre Fruchtbarkeit
erweisen, aber besonders bei den Kurven im Raume zu bemerkenswerten
Ergebnissen fuhren, deren Umfang durch die hier gebotene Darstellung
noch bei weitem nicht erschopft ist.

Es war Ursprunglich meine Absicht, den einzelnen Kapiteln meiner
Vorlesungen historische Skizzen beizufuigen; doch erwies sich dies nament-
lich im Anfang unausfiuihrbar. Mit der bloRen Anfiihrung Aalterer histo-
rischer Tatsachen ist wenig geleistet, die Schilderung der friiheren An-
schauungen und Methoden aber erfordert Raum und bildet eine Aufgabe
fur sich. Bei neueren Problemen ist die Literatur nach Mdglichkeit mit-
geteilt.

Das Kennzeichnende der im folgenden gebotenen Entwickelungen liegt
in der ganzlichen Vermeidung des Unendlichkleinen und in der ausschliel3-
lichen Benutzung von Grenzilbergangen, die bei den gemachten Voraus-
setzungen auf Grund elementarer Séatze Uber Potenzreihen mdglich werden.
Damit verbot es sich von selbst, die sogenannten Berlhrungen verschiedener
Ordnungen als ein Mittel zur Erforschung der Krimmungsverhaltnisse
einer Kurve zu gebrauchen. — In der Anwendung der analytischen
Methode sind nur die einfachsten Hilfsmittel der analytischen Geometrie
benutzt. Um hier formale Weitlaufigkeiten zu vermeiden, ist einerseits,
wenn drei sich auf die Koordinatenachsen beziehende Gleichungen auftreten,
meistens nur die erste hingeschrieben, und anderseits ist von dem Summen-
zeichen X reichlich Gebrauch gemacht worden, wobei hinter das Zeichen
nur das erste Glied der gemeinten Summe gesetzt ist. Diese Bezeichnungs-
weise ist leicht verstdndlich und bedarf keiner besonderen Erklarung, wie die
Vektoranalysis, die fir die Mechanik ein weit nattrlicheres Hilfsmittel ist,
wie fir die Geometrie.



v Vorwort.

In der Differentialgeometrie ist eine glickliche Fragestellung, die zu
einer Erweiterung unseres anschaulichen Erkennens und zur Vermehrung
der Mittel fuhrt, mit denen wir die Mannigfaltigkeit der Erscheinungsformen
zu beherrschen vermégen, die Hauptsache. Abei- eine Frage ist hier erst
vollstdndig beantwortet, wenn die analytische Ldsung nach allen Seiten
hin geometrisch durchleuchtet ist und anschauliche Form gewonnen hat.
Dabei ist ein bestdndiges Zuriickgreifen auf die grundlegenden Frage-
stellungen unvermeidlich. Wenn ich daher der Tangente, dem Krimmungs-
mittelpunkt, der Beruhrenden, der Einhillenden usw. eingehende Erorte-
rungen widme, so bedenke man, daR es mit den Grundbegriffen einer
Wissenschaft geht, wie mit dem Frihling, hier wird es immer noch etwas
zu singen, dort noch etwas zu sagen geben.

R. von Lilienthal.
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ERSTER TEIL.

EBENE KURVEN.

I. Die einzelne Kurve.

§ 1. Die Tangente.

Es gibt zwei Grundbegriffe, zu denen die Betrachtung der Krim-
mung ebener Kurven gefuhrt hat, némlich den Begriff der Tan-
gente und den des Krummungsmittelpunkts. Um den ersteren
zu entwickeln, betrachten wir einen sich nirgends durchschneidenden,
stetigen und ganz im Endlichen gelegenen Kurvenzug und beziehen
die Punkte desselben auf ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz, das der
x- und y-Achse. Wir legen ferner auf der Kurve eine Richtung fest,
so daB es zu jedem, nicht mit einem Endpunkt des Kurvenzugs
zusammenfallenden, Punkte der Kurve auf ihr vorwérts und rick-
warts gelegene Punkte gibt. Es seien nun X, y und X + AX,
y + Ay die Koordinaten zweier Punkte des Kurvenzugs, von denen
der erste nicht mit einem Endpunkte des Zugs zusammenfallt. Die
Halbgerade, die von dem ersten Punkte ausgehend den zweiten trifft,
bilde mit der positiven x-Achse den Winkel al. Dann ist:

wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist.

Néahert sich die Halbgerade, wenn sich der zweite Punkt auf
derselben Seite des ersten bleibend dem ersten néhert, einer bestimmten
Grenzlage, so nennen wir sie in dieser Grenzlage eine Halbtangente
der Kurve. Da nun der zweite Punkt hinsichtlich des ersten sowohl
ein nach vorwarts wie nach rickwarts gelegener Punkt sein kann,
so wird entweder gar keine Grenzlage auftreten, oder nur eine, oder
es werden zwei vorhanden sein. Im letzten Falle kdénnen sie einen
Winkel <1, =, oder =0 miteinander bilden.

Es gibt nun eine weitumfassende Voraussetzung, unter der sich
die fraglichen Grenzlagen bestimmen lassen, némlich die folgende.

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 1



2 Erster Teil. Ebene Kurven.

Die Koordinaten x und y sollen endliche und stetige Funktionen einer
Veranderlichen t sein,
=fl@®), y=1f@®,

von der Art, dal 1. jedem Wert von t innerhalb des Intervalls t0 .. . tl
nur ein Punkt der Kurve entspricht, 2. dall zwei verschiedenen Werten
von i innerhalb des fraglichen Intervalls auch zwei verschiedene
Kurvenpunkte entsprechen, 3. daB fur jeden innerhalb des Intervalls
liegenden Wert von t die Ausdriicke f1(t-+At), f2(t-+At) sich in
gewohnliche, also nach ganzen, positiven Potenzen von At fort-
schreitende, Potenzreihen entwickeln lassen, die fiir ein absolut ge-
nommen hinreichend kleines At konvergieren. Denken wir uns die
Werte von t durch die Punkte einer geraden Strecke versinnbildet,
so besagt die Bedingung 1., daf diese Strecke eindeutig auf das
Kurvenstiick abgebildet ist, und die Bedingung 2. besagt, daB auch
umgekehrt das Kurvenstiick eindeutig auf die gerade Strecke ab-
gebildet ist. Infolge dieser gegenseitig eindeutigen Abbildung ent-
spricht einem wachsenden t nur eine Fortschreitungsrichtung auf der
Kurve, einem abnehmenden t die ihr entgegengesetzte. Die Potenz-
reihen:

fangen im allgemeinen mit der ersten Potenz von At an; denn wadre
langs eines Stlickes der t-Geraden fl'(t) und f2'(t) gleich Null, so
entsprache dem Stuck ein Punkt, nicht ein Kurvenstiick. Die Punkte,
fur die f1'(t) und f2'(t) gleichzeitig verschwinden, kénnen daher nur
vereinzelt auftreten, so daf sich in hinreichend kleiner Umgebung
jedes einzelnen von ihnen kein weiterer solcher Punkt befindet.

Wir nennen einen Punkt der betrachteten Kurve, fir denl
und f2'(t) nicht gleichzeitig verschwinden, einen gewd&hnlichen
Punkt der Abbildung des Kurvenstucks auf die t-Gerade oder
kurz einen gewo6hnlichen Punkt der Abbildung. Die Ubrigen
Punkte seien auBergewodhnliche Punkte der Abbildung genannt.

Die Ausdrucksweise Punkt der Abbildung soll anzeigen, dal}
das unter Umstdnden auftretende AufRergewohnliche in der Be-
schaffenheit der Abbildung seinen Grund haben kann und nicht not-
wendig auch etwas geometrisch AuRergewdhnliches anzuzeigen
braucht. Es wird geradezu unsere Aufgabe sein, zu ermitteln, unter
welchen Bedingungen ein aufllergewo6hnlicher Punkt der Ab-
bildung auch ein geometrisch aufl3ergewohnlicher Punkt der
Kurve ist.

Um die Grenzwerte von cos al und sin al in allen Fallen leicht
aufzufinden, bezeichnen wir mit v den kleinsten Wert von m: flr den

die Ableitungen und nicht gleichzeitig verschwinden. Ferner



§ 1. Die Tangente. 3

sei € gleich +1 oder —1, je nachdem der Zuwachs At von t positiv
oder negativ ist.

1. Halbtangente, Spitze. Infolge der Festsetzung Uber die
Zahl v ist:

Eine obere Grenze von n ist hier nicht angebbar, da die fraglichen
Summen sowohl aus endlich vielen Summanden zusammengesetzt sein
als auch unendliche Reihen darstellen kdnnen.

Jetzt wird:

Die Potenzreihe unter dem Wurzelzeichen beginnt mit dem Gliede:

Da die Wurzel positiv ist, darf nur der absolute Betrag von Aty
d. h evAtv, aus der Wurzel herausgesetzt werden. Nehmen wir noch:

wo das Zeichen V, wie stets im folgenden, den positiven Wert der
Waurzel bedeuten soll, so erhalten wir:

und entsprechend:

Unsere Voraussetzung tber die Funktionen f1{t) und f2(t) schlieRt
hiernach den Fall, dal sich die beiden von einem Punkt ausgehenden
Halbtangenten unter einem von Null und A verschiedenen Winkel
schneiden, aus.

Ist v ungerade, so erhalten wir, je nachdem At als positiv oder
negativ angesehen wird, zwei nach entgegengesetzten Richtungen hin
vom Kurvenpunkt ausgehende Halbtangenten, die zusammen die
Tangente der Kurve bilden. Ist v gerade, so gibt es, gleichviel auf
welcher Seite des Kurvenpunkts man sich ihm nahert, nur eine
Halbtangente. Dieser letzte Fall bildet eine geometrische Besonderheit.
Ein Punkt, in dem dieser Fall eintritt, soll eine Spitze der Kurve
genannt werden.

1*



4 Erster Teil Ebene Kurven.

2. Positive Halbtangente, positive Halbnormale, Wende-
tangente, Hellebardenspitze, Schnabelspitze. Als positive Halb-
tangente in einem Punkt der Kurve bezeichnen wir diejenige, die einem
wachsenden t entspricht. Hier ist also wéhrend des Grenzibergangs
At bestdndig positiv, ¢ bestdandig gleich Eins. Den Winkel, den die
positive Halbtangente mit der positiven x-Achse bildet, nennen wir a.
Dann folgt:

Als eine Normale der Kurve pflegt man eine Gerade zu bezeichnen,
welche auf einer Tangente im Berlhrungspunkt senkrecht steht. Um
in der Normalen zwei Halbnormalen festzulegen, verstehen wir unter
positiver Drehung der Ebene um einen Punkt eine solche, deren

Richtung der Richtung derjenigen Drehung von der GroBe  parallel

ist, welche die positive x-Achse in die positive y-Achse uberfihrt.
Als positive Halbnormale soll diejenige betrachtet werden, die
aus der positiven Halbtangente durch eine positive Drehung der

Ebene von der GroBe um den Beriihrungspunkt der Tangente er-

halten wird. Alle Punkte der Ebene, die mit denen der positiven
Halbnormale auf derselben Seite der Tangente liegen, sollen als auf
der positiven Seite der Tangente liegend angesehen werden.
Ebenso sollen alle Punkte der Ebene, die mit denen der positiven
Halbtangente auf derselben Seite der Normalen liegen, als auf der
positiven Seite der Normalen liegend angesehen werden.

Es ist naturgeméfR, die Punkte der Umgebung eines Kurven-
punkts auf das zu diesem gehdrende Kreuz der Tangente und Normale
zu beziehen. Setzen wir:

E—-x)cosa+ (n—y)sina=u.
—€E=xysma+ (n-y)cosa=y,

so bedeutet u die positiv oder negativ genommene MaRzahl des senk-
rechten Abstandes des Punktes (& n) von der Normalen, je nachdem
der Punkt auf der positiven oder negativen Seite der Normalen liegt;
es bedeutet v die positiv oder negativ genommene MaRzahl des senk-
rechten Abstandes des Punktes (&, n) von der Tangente, je nachdem
der Punkt auf der positiven oder negativen Seite der Tangente liegt.

Wir erhalten die dem Werte t + At entsprechenden Werte von
u und v, wenn wir in den vorigen Gleichungen statt ¢ und n setzen
X +Ax und y+Ay. Bedeutet A den kleinsten Wert von n, fir den
die Determinante fl(V)f2(v+n)- f2(fL(v+n) nicht verschwindet,
so ergibt sich:
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Wir nehmen nun den absoluten Betrag von zlt so klein, daB die
Reihen fur u und v das Vorzeichen ihres ersten Gliedes erhalten.
Dann wird die Zahl u, wenn At von negativen Werten zu positiven
Ubergeht, ihr Vorzeichen wechseln oder nicht, je nachdem v ungerade
oder gerade ist. Im ersten Fall schneidet die Kurve im betrachteten
Punkt ihre Normale, im zweiten berthrt sie dieselbe, und es liegt
eine Spitze vor. Diese Definition einer Spitze dlrfte zuerst von
G. Peano gegeben sein. (Applicazioni geometriche del calcolo infinitesi-
male, Torino, 1887, S. 62.)

Die Zahl v wechselt, wenn At vom Negativen zum Positiven
Ubergeht, ihr Vorzeichen, oder sie behalt es bei, je nachdem v + A
ungerade oder gerade ist. Im ersten Falle schneidet die Kurve ihre
Tangente in dem betrachteten Punkt, im zweiten liegt sie in hin-
reichender Nahe des betrachteten Punktes auf ein und derselben Seite
der Tangente. Ist v ungerade und 2 ungerade, so sagen wir, dal
die Kurve an der betrachteten Stelle eine gewdhnliche Tangente
besitze; ist v ungerade, A gerade, so nennen wir die betreffende
Tangente eine Wendetangente; ist v gerade, so soll die entsprechende
Spitze eine Hellebardenspitze heien, wenn A ungerade ist, aber
eine Schnabelspitze, wenn A gerade ist. Diese Benennungen sind
anschaulicher wie die alteren: Spitze erster Art fir Hellebarden-
spitze, Spitze zweiter Art fir Schnabelspitze.

Von besonderer Wichtigkeit ist nun die Beantwortung der Frage,
wie sich die Zahlen v und A &ndern, wenn man statt t eine neue
Verénderliche einfuhrt. Es sei t = ¢(T) und:

f1(t) = @1(1) f2(1) = 92(7)

Damit unsere allgemeinen Forderungen fiir die Darstellung der
Koordinaten x und y durch eine Veréanderliche erfillt bleiben, missen
sich bei absolut genommen hinreichend kleinem ¢/t fur At sowohl
positive wie negative Werte ergeben, da wir ja t als innerhalb des
Intervalls 10 . .. t! befindlich, nicht mit einer Grenze t0 oder tl zusammen-
fallend, betrachtet haben. Daher mufl p eine positive, ungerade
ganze Zahl sein. Es wird:

An die Stelle der Zahl v tritt also die Zahl pv.
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Um die Zahl zu finden, welche an die Stelle von 2 tritt, be-
ricksichtigen wir, dal aus dem Verschwinden der Determinanten:
fL{v)f2(v+n) - f2(v)fL(v+n) n=12,.A=-1
die Darstellungen folgen:
flv+l) = kifi(v) f2v+1) = k1f2(v)
fl(v+2)  =k2f1(v) f2(v+2)  =k2fl=2(v)

fL(v+A-1)= KA-1f1(v), f2(v+A-1)= kr-1f2(v)
Daher ist:

Ersetzen wir nun At durch die angenommene Entwicklung nach
Potenzen von AT, so folgen Darstellungen von der Form:

@1 (T+AT) = f1(v)(cOATUV+C1lATUV+DL. . ) + FL(Vv+A)(dOATH(VHA). . )
02 (T+A1) = f2(v)(cOATUV+CIATUVHI. . ) + f2(v+A)(dOATU(V+A). . ),

in denen die Zahlen ¢0 und d0 von Null verschieden sind.
Ist nun k eine Zahl <<pv, so hat man:

Es verschwindet somit die Determinante:
QLpv)@2(pv+k) — @2(pV)@L(uv+k)
Ist aber k = pA, so hat man:

somit ist die Determinante:

LIV)Q2(uv+pA) - @2(uv)@L(pv+N)
von Null verschieden, und an die Stelle der Zahl A tritt die Zahl pA.
Da p ungerade, so sind die Zahlen pyv und pA mit v und A gleich-
zeitig gerade oder ungerade; unsere Kennzeichen fiir eine gewdhnliche
Tangente, eine Wendetangente, oder eine Art von Spitzen bleiben also
erhalten.

Im allgemeinen, d. h. nach Ausschluf3 getrennt liegender
Punkte, ist v=I1 und A=1, wenn wir es mit einer krummen
und nicht mit einer geraden Linie zu tun haben. An-
genommen namlich, es ware innerhalb des Intervalls t0...tl langs
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einer Strecke besténdig — f2f** gleich Null. Dann bestimmen
wir innerhalb dieser Strecke eine zweite derartig, daR fir keinen ihrer
Punkte~1, oder.~2, verschwindet. Lé&ngs der zweiten Strecke ist:

woraus sich durch Integration 2, =c¢*1, und damit y = cx + cl ergibt.
Unsere Voraussetzung kann daher nur léngs einer geraden Linie
erfallt sein.

3. Zyklische Abbildung der Tangenten. Um die Richtungs-
anderungen der positiven Halbtangenten zu veranschaulichen, zieht man
in einem Kreise, den man am einfachsten mit dem Halbmesser Eins
um den Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt legt, lauter Halb-
messer, die den positiven Halbtangenten der Kurve parallel sind. Der
Halbmesser, welcher der im Kurvenpunkt P berGhrenden positiven
Halbtangente parallel ist, endige im Punkte Q. Der Winkel a, den
der fragliche Halbmesser mit der positiven Xx-Achse bildet, werde,
als Funktion von t betrachtet, mit a(t) bezeichnet. Wir beschranken
nun die Wertet + At auf ein so kleines Intervall, daf in ihm mit
Ausnahme des dem Werte t selbst (At = 0) entsprechenden Punktes
nur gewohnliche Punkte der Abbildung liegen. Dann ist:

Aber:

folglich:

Bei ungeradem v ist somit der Winkel o stetig an der Stelle
At = 0, bei geradem v aber macht er einen Sprung von der GroRe .
Der Punkt Q beschreibt, wenn At vom Negativen zum Positiven Gber-
geht, bei ungeradem v einen Kreisbogen; bei geradem v néhert er
sich einem Grenzpunkt Q! und springt dann in den diametral gegen-
Uberliegenden Punkt Q2 Gber. Wrir fragen nun, ob die Bewegung des
Punktes Q bei negativem At in demselben Sinne oder in dem entgegen-
gesetzten Sinne erfolgt, wie bei positivem At, mit anderen Worten,
ob der Winkel a bestdndig zu- oder abnimmt, oder ob er vom Zu-
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nehmen oder Abnehmen zum Abnehmen oder Zunehmen (bergeht,
wenn Zit die Null durchschreitet. Zur Entscheidung dieser Frage
bilden wir die Ableitung des Ausdrucks:

nach At und erhalten:

Die Entwicklung des hier auftretenden Z&hlers beginnt
mit der 2v + A — 3ten Potenz von At, und dies ist ein Satz,
der fur unsere Betrachtungen eine grundlegende Bedeutung
besitzt.

verstehen wir unter  die Eins, unter die Null, so ist stets,
auch fur v = 1.

wo J eine der Zahlen 1, 2 bedeuten soll.
Somit:

fl'(t + AR (L + At) —F2°(t +AFi"(t +AL)

wir erhalten daher:

Nimmt man den absoluten Wert von At so klein, dafl diese Ent-
wicklung das Vorzeichen ihres ersten Gliedes besitzt, so andert die
links stehende Ableitung, wenn At die Null durchschreitet, ihr Vor-
zeichen, oder sie behdlt es bei, je nachdem A gerade oder ungerade
ist.  Falls fl(yt e 2t L) posytive ist, nimmt bei geradem A
und wachsendem negativem At der Winkel a ab, bei geradem A und
wachsendem positivem zIt nimmt er zu, ebenso bei ungeradem A und
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wachsendem At Falls f1(v)+ f2(v+A)- f2(v)+ f1(v+A) negativ ist, nimmt bei
geradem A und wachsendem negativem At der Winkel a zu, bei ge-
radem A und wachsendem positivem At nimmt er ab, ebenso bei
ungeradem A und wachsendem At

Fur ein ungerades v, d.h. fur ein an der Stelle At = 0 stetiges «,
folgt aus der vorigen Entwicklung, daR die erste an der Stelle t nicht
verschwindende Ableitung von a (t) nach t die Ate ist, da:

Bei ungeradem v besitzt also an der Stelle t der Winkel a ein
Maximum oder Minimum, wenn A gerade, sonst nicht.

Wir konnen jetzt die oben betrachteten Falle mit Hilfe des
Winkels a folgendermaRen kennzeichnen:

1. An einem Punkte mit einer gewohnlichen Tangente ist der
Winkel o stetig und nimmt vor und nach der Stelle entweder zu
oder ab.

2. An einem Punkt mit einer Wendetangente ist der Winkel o
stetig; er geht in ihm entweder vom Wachsen zum Abnehmen, oder
vom Abnehmen zum Wachsen (ber.

3. An einer Hellebardenspitze macht der Winkel a einen Sprung
von der GréRe m und nimmt vor und nach der Stelle entweder zu
oder ab.

4. An einer Schnabelspitze macht der Winkel a einen Sprung von
der GroRe m- er geht in ihr entweder vom Wachsen zum Abnehmen,
oder vom Abnehmen zum Wachsen uber.

§2. Der Krummungsmittelpunkt.

Zu dem Wert t gehdre ein gewdhnlicher oder auf3ergewdhnlicher
Punkt der Abbildung. Den hinreichend wenig von t verschiedenen
Zahlen t + At entsprechen gewohnliche Punkte der Abbildung. Die
zu t gehdrende Kurvennormale hat die Gleichungen:

E=x-hsina(t), n=y+ hcos a(t),
die zu t + At gehdérende Normale hat die Gleichungen:
E=x+ Ax-h"sina(t+ At), n=y + Ay + h cos a(t + At);

der dem Schnittpunkt beider Normalen entsprechende Wert von h ist
bestimmt durch die Gleichung:
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Hier ist:

Daher:

wo v und A dieselbe Bedeutung wie im vorigen Paragraphen besitzen.
Ist v=2, so erhélt h fir At =0 einen endlichen bestimmten
Grenzwert, der g genannt werden soll. Im allgemeinen istv=A=1 und:

aber fir v=A> 1 ist:

Der letzte Fall kann an einem Punkt mit gewohnlicher Tangente
eintreten (v ungerade), oder an einer Schnabelspitze (v gerade).

Ist v<2, so wird fir At=0 der absolute Betrag von h
unendlich groB. Fir ein gerades A — v erhalten wir einen einzigen
unendlich grof’en Grenzwert von h. Tritt dieser Fall an einem Punkte
mit einer gewodhnlichen Tangente ein, so liegt eine weitere geometrische
Besonderheit vor. Die betreffende Tangente soll stationare Tangente
genannt werden. Im 0brigen kann der betrachtete Fall nur an einer
Schnabelspitze auftreten. Fir ein ungerades A — v erhalten wir fir
At = 0, je nachdem die Annaherung an den betrachteten Punkt auf
der einen oder anderen Seite erfolgt, einen positiv unendlichen oder
einen negativ unendlichen Grenzwert von h. Dieser Fall tritt ent-
weder an einem Punkt mit einer Wendetangente oder an einer
Hellebardenspitze auf.

Ist v > A, so ist der Grenzwert von h fir At =0 gleich Null.
Dieser Fall kann an einem gewdhnlichen Punkt der Abbildung nicht
auftreten.  Tritt er fir einen Punkt mit einer gewdhnlichen Tangente
ein, so liegt eine geometrische Besonderheit vor, fir die es an einer
passenden Bezeichnung fehlen dirfte.

Durch die vorstehende Betrachtung sind die auRergewdhnlichen
Punkte der Abbildung geometrisch gekennzeichnet mit Ausnahme des
Falles v ungerade und gleich A, der spater im § 8 S. 31 seine Er-
ledigung finden wird.

Wir nennen den Endpunkt von @ den zum betrachteten
Kurvenpunkt gehdérenden Krummungsmittelpunkt der Kurve
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und erhalten, wenn wir seine Koordinaten mit xIf yi bezeichnen, im
allgemeinen:

Die obigen Ergebnisse missen sich auch dadurch finden lassen,
dal wir die Ausdriicke von x! und y! fir eine Stelle t + At bilden,
der ein gewohnlicher Punkt der Abbildung entspricht, und dann mit
At zur Null Gbergehen bei beliebig gewéhltem t.  Wir haben:

Auf Grund der in § 1 S. 8 gegebenen Entwicklungen folgt:

wenn:

Die Grenzlage des betrachteten Punktes fur At =0 fallt also
in die Kurve, wenn v > A; sie besitzt die Koordinaten:

wenn v = A; fir v < A erhalten wir eine unendlich ferne Grenzlage,
oder zwei nach entgegengesetzten Richtungen hin unendlich ferne
Grenzlagen, je nachdem A — v gerade oder ungerade ist, alles dies
in Ubereinstimmung mit den vorigen Ergebnissen.

§ 3. Der Drehungsmittelpunkt.

Bringen wir eine in einer bestimmten Ebene gedachte Strecke
irgendwie in eine neue, derselben Ebene angehdrende Lage, so kann
die Uberfilhrung stets durch eine Drehung der Ebene um einen ihrer
Punkte bewerkstelligt werden, vorausgesetzt, dall die zweite Lage der
ersten nicht parallel ist. Die Strecke werde in ihrer ersten Lage durch
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die Punkte A (x=&, y=n) und Al (x=&, y = nl) begrenzt. Durch
eine Drehung der Ebene gelange A nach A' (x = E+AE, y=n + An)
und Alnach Al' (x=¢& + &, y=nl + Anl).

Die Gerade 6rl, welche die Strecke AA' in ihrem Mittelpunkt
senkrecht schneidet, hat die Gleichungen:

Die Gerade G2, welche die Strecke AlAl in ihrem Mittelpunkte
senkrecht schneidet, hat die Gleichungen:

Der Schnittpunkt der Geraden Gl und G? ist der gesuchte Drehungs-
mittelpunkt (x = &0, y = n0).
Aus den Gleichungen:

folgt:
h(AnAgl — AEANI)

= @ — DALl + (nl — N)ANI +22A8IA(E]l - &) + Y2An1 (nl -n),
somit:

Wir denken uns nun, daB die Punkte A und Al Kurven be-
schreiben und sehen &, n, &1, nl als Funktionen einer Verénderlichen 3
an. Die Lagen A' und Al' sollen dem Zuwachs A8 von § entsprechen.
Geht man mit A8 zur Grenze Null Gber, so gelangt der Drehungs-
mittelpunkt in eine Grenzlage, deren Koordinaten:

sind, vorausgesetzt, dal die Determinante:
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von Null verschieden ist.

Unter dem zu dem Kurvenpunkt P gehdrenden Drehungs-
mittelpunkt wollen wir die Grenzlage des Mittelpunkts der-
jenigen Drehung verstehen, durch die die positive Halb-
tangente in eine benachbarte Lage tUbergeht. Um alle moglichen
Félle zu umfassen, bestimmen wir den zu dem Werte t + At gehoren-
den Drehungsmittelpunkt. Dabei werde der absolute Betrag von At
so klein genommen, daf sich in dem dem W.ertintervall t — At
bis t + At entsprechenden Kurvenstick mit Ausnahme des Punktes
(At = 0) nur gewohnliche Punkte der Abbildung befinden. Der Punkt
A ist der Berihrungspunkt der zu t+ At gehdrenden positiven
Halbtangente, der Punkt Al kann als der im Abstande Eins vom
Beruhrungspunkt befindliche Punkt dieser Halbtangente angesehen
werden Dann ist:

¢ = fi(t + Av), n =f(t+At)

und die Veranderliche  wird gleich At
Wir erhalten:

Der Drehungsmittelpunkt fallt also mit dem Krimmungs-
mittelpunkt zusammen.

Unter der VVoraussetzung, daf der zu dem Kurvenpunkt P gehdrende
Drehungsmittelpunkt um eine endliche, von Null verschiedene Strecke
von dem Punkte P entfernt ist, kénnen wir uns die Kurve in der Um-
gebung des Punktes P angenéhert als ein kleines Bogenstiick eines
Kreises vorstellen, dessen Mittelpunkt der Krimmungsmittelpunkt ist.
Je Kleiner der absolute Wert des Krimmungshalbmessers ist, desto
starker wird der Kreisbogen gekrimmt sein, daher sind die Be-
nennungen ,,Krimmungshalbmesser”, , Krimmungsmittelpunkt® ge-
rechtfertigt. Aber in den Ausnahmefdllen, wo der Krimmungs-
mittelpunkt auf der Kurve oder unendlich fern von ihr liegt, ist
die Vorstellung eines kleinen Kurvensticks als eines Kreisbogens nicht
statthaft.
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§ 4. Der Kriummungskreis.

1. Erste Herleitung des Krimmungskreises. Zum Werte t
gehore ein gewodhnlicher Punkt der Abbildung. Wir geben t einmal
den Zuwachs h, dann den Zuwachs k und erhalten so auf der Kurve
drei Punkte, durch die ein Kreis gelegt werde. Es fragt sich, ob der
Kreis eine bestimmte Grenzlage annimmt, wenn h und k in die Null
tbergehen. Die absoluten Betrdge von h und k werden so klein an-
genommen, daB die auftretenden Reihenentwicklungen konvergieren.
Wir setzen:

x =fl(t + h) = x + Alx, X"=f1(t+ k) =x + A2x,
y'=f2(t+h) =y + Alx, y"'=f2(t+ h) =y + A2x,
Der Mittelpunkt des gesuchten Kreises habe die Koordinaten
#/, y/; sein Halbmesser sei r. Aus den jetzt geltenden Gleichungen:
X =x1N+ (y —yl')2=r.
(X+A1x— X1+ (y +Aly — yI')2=r2,
(X+A1x- x1)2 + (y +Aly -y1)2 =1

Man hat

wenn in der Summe m + n der erste Summand als der kleinere an-
gesehen wird. Setzen wir die Determinante fl'(t)f2"(t) — f2°(t)fl"'(t) = d
als von Null verschieden voraus, so beginnt unsere Entwicklung mit

und da: hmkn — hnkm = hmkn(kn—-m — hn—m), so sind sémt-

liehe Glieder unserer Entwicklung durch hk(k — h) teilbar.
Um auch die Zahler der Ausdriicke von 2(x1' - X) und 2(yl' — y)
nach Potenzen von At zu entwickeln, setzen wir:
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und erhalten:

A2y{(A1X)2 + (Aly)2} — Aly(A2x)2+ (A2y)2}

Wenn m < 2 + n, so ist:
hmk2+n - hmk2+n = hmkm(k2+n-m - h2+n-m),

wenn m = 2 + n, so ist:
hmk2+n - hmk2+n = h2+nk2+n(km-2-n - hm-2-n)

somit ist jedes Glied unserer Doppelsumme durch kh(h-k) teilbar.

In derselben Weise zeigt sich, daf auch der Z&hler des fur 2(yl'—y)
aufgestellten Ausdrucks durch kh(h-k) teilbar ist. Hebt man in
den fraglichen Ausdriicken den gemeinsamen Faktor fort, und geht
dann mit h und k zur Grenze Null Uber, so féllt der Mittelpunkt
unseres Kreises mit dem Krimmungsmittelpunkt, der Halbmesser
unseres Kreises mit dem absoluten Wert von @ zusammen. Der be-
trachtete Kreis in seiner Grenzlage fur h = 0, k = 0 fuhrt den Namen
Kriammungskreis.

2. Zweite Herleitung des Kriummungskreises. Auf ein-
fachere Art, wie vorhin, und zugleich allgemeinere Art, indem auch
die aulergewohnlichen Punkte der Abbildung bertcksichtigt werden,
gelangt man zum Krammungskreis folgendermalRen. Man betrachte
einen Kreis, der durch den Kurvenpunkt P(x,y) geht und in ihm
dieselbe Tangente besitzt, wie die Kurve. Bedeutet r den positiv oder
negativ_genommenen Halbmesser des Kreises, je nachdem der Kreis-
mittelpunkt in der positiven oder negativen Halbnormale liegt, so ist
die Gleichung des Kreises:

(€ —x)2+ (n — y)2+ 2r{(€ — x)sin a — (n — y)cos o} = 0.
Falls der Kreis durch den Kurvenpunkt mit den Koordinaten:
X' = fl(t + i) =y2(t + At)

hindurchgehen soll, muf} die Beziehung:
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erfillt sein. Sind die vteu Ableitungen von f1(t) und f2(t) die esrsten
nicht gleichzeitig verschwindenden, so erhélt die letzte Gleichung
die Form:

Wird, wie friher, mit A der kleinste Wert von m bezeichnet,

fir den die Determinante f2(v)(t)f1(v+m)(t) - f1(v)(t)f2(v+m)(t) nicht Ver
schwindet, so kommt:

Hiermit ist r als Funktion von At festgelegt. Wir gehen mit At
zur Grenze Null Uber. Fiur A <v ist Limr=0. FUr A > v wird
Lim r unendlich und zwar auf eine Weise oder auf zwei Weisen, je
nachdem v + A gerade oder ungerade ist. Fur A =v erhalten wir:

Im ersten Fall artet der Kreis fir At = 0 in den Kurvenpunkt P,
im zweiten Fall in die zu P gehdrende Kurventangente aus, im dritten
Fall fallt sein Mittelpunkt in der Grenzlage mit dem Krimmungs-
mittelpunkt zusammen.

§5. Die Bogenlange als unabhéngige Veranderliche.

Die bisher mit t bezeichnete unabhédngige Veranderliche braucht
fur die Kurve nicht die geringste geometrische Bedeutung zu haben.
In der Mechanik z. B. stellen wir die Koordinaten von Kurven als
Funktionen der Zeit dar; letztere bleibt fir die Kurve selbst ohne
jede Bedeutung und gewinnt eine solche erst bei der Betrachtung einer
Bewegung in der Kurve. Um nun mit einer unabhdngigen Verdnder-
lichen zu rechnen, die eine geometrische Bedeutung fir die Kurve
besitzt, fihren wir statt t die Bogenlange s der Kurve als unabhangige
Veranderliche ein. Die Hauptfrage ist hier, ob die ber die Funktionen
f1(t) und f2(t) gemachten Voraussetzungen bei Einflhrung von s er-
halten bleiben oder nicht. Die Malzahl der Bogenldnge einer Kurve
ist bestimmt, falls 1. ein Nullpunkt fiir die Bogenlange, und 2. eine
Richtung auf der Kurve festgelegt ist, in der die Bogenlange wachsen
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soll.  Zum Nullpunkt wahlen wir irgendeinen gewohnlichen Punkt
der Abbildung, dem der Wert t' im Intervall von tO.. .tl entspreche;
die Bogenlange werde mit wachsendem t als wachsend angesehen.
Dann ist:

Durch diese Gleichung ist theoretisch t als Funktion von s be-
stimmt, praktisch nur dann, wenn 1. die Ausfuhrung der Integration
gelingt, wodurch s = @(t) erhalten werde, und 2. wenn sich aus der
letzten Gleichung t als Funktion von s berechnen laRt, wodurch sich
t = (s) ergebe. Setzt man diesen Ausdruck von t in f1(t) und f2(t) ein,
so entstehe g1(s) und g2(s). Auf diesem Wege laRt sich wohl in einem
einzelnen Fall, nicht aber allgemein das analytische Verhalten der
Funktionen g1(s) und g2(s) verfolgen; namentlich 1&4Bt sich nicht all-
gemein die Frage beantworten, ob auch gl(s+A\s), g2(s+4s), nach
ganzen Potenzen von As entwickelbar sind. Wir behalten daher bei
der Berechnung von g1(s) und g2(s), sowie ihrer Ableitungen nach s
die Zahl t als Mittel der Berechnung bei und erhalten zunéchst:

g1(s)= f1(t), g2(s)= f2(t)

Da t durch obige Integralgleichung als Funktion von s fest-
gelegt ist, kann jede analytische Funktion von t, etwa f(t), auch als
Funktion von s betrachtet werden, so daB f(t) = g(s). Entspricht dem
Werte t ein gewdhnlicher Punkt der Abbildung, so wird:

fur einen auBergewdhnlichen Punkt der Abbildung sind die Ableitungen
von ¢(s) als Grenzwerte zu definieren:

usw.!
Wenden wir dies auf gl1(s) und g2(s) an, indem wir f(t) zuerst
durchfl(t), dann durch f2(t) ersetzen, so entsteht:

wo g, wie friher, die positive oder negative Einheit bedeutet, je
nachdem At positiv oder negativ ist.

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 2
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Fur ein gerades v, d. h. an einer Spitze, unterscheiden sich die
vorwadrts gebildeten Ableitungen durch das Vorzeichen von den riick-
warts gebildeten, aber stets ist:

g1'(s)2 + g2'(s)2 = 1.

Um (ber die Entwicklungen von gl(s+As) und g2(s+As)
Klarheit zu gewinnen, verstehen wir unter As den Zuwachs der
Bogenlange s, der dem Zuwachs At von t entspricht, so daf:

oder, wenn wir 9 durch t + 3 ersetzen:

Dies Integral 1aBt sich durch Reihenentwicklung berechnen, falls
wir den absoluten Wert von At so klein nehmen, dafl die Wurzel

nach Potenzen von At entwickelbar ist. Da:

und die Wurzel positiv ist, entsteht:

somit:

Fur einen absolut genommen hinreichend kleinen Wert von At
hat die Reihe flir As das Vorzeichen ihres ersten Gliedes. Die Zahl
ev-1Atv ist mit At positiv oder negativ, folglich ist auch As unter
der geltenden Beschrankung von At mit At positiv oder negativ in
Gemalheit mit der Integralgleichung fur As. Wir setzen:

Als = ev-1As.

Dann ist Als positiv, wenn z/s positiv. Bei negativem As ist
Als negativ fur ein ungerades v, positiv fur ein gerades v, daher ist

reell.  Wird nun bei geradem v unter der positive

Wert dieser vten Wurzel, aber unter der positive oder negative
Wert dieser Wurzel verstanden, je nachdem As positiv oder negativ
ist. so erhalten wir:
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und damit weiter:

Wo:

Fur v =1, also an einem gewohnlichen Punkt der Abbildung
auf die t-Gerade, erhalten wir nach ganzen Potenzen von z/s
fortschreitende Reihen fir gl(s + As), g2(s + As). Fiur v > 1 treten
nach ganzen Potenzen von 71s fortschreitende Reihen auf, wenn alle
Funktionen glm(s) und g2m(s), in denen m kein ganzzahliges Vielfaches
von Vv ist, verschwinden. Indes kann dieser Fall nur fur ein ungerades
v stattfinden, wo dann die Reihen zugleich nach ganzen Potenzen
von As fortschreiten. Fande er fur ein gerades v statt, so waren
die Reihen wegen As = gv-1As fir ein positives wie flr ein negatives
As von demselben absoluten Betrage vollkommen gleich, und die
vorausgesetzte Eindeutigkeit der Abbildung des Kurvensticks auf die
t- Gerade ware aufgehoben.

Um die Ableitungen der Funktionen gl und g2 an der Stelle
s+ As zu erhalten, muf man die gefundenen Reihen nach As
differenzieren. Dies ergibt:

Wir wollen nun unsere Reihen nadher betrachten.

1. Es moge k den kleinsten, von Null verschiedenen, Wert von n
bedeuten, fir den die Zahlen gln(s) und g2n(s) nicht gleichzeitig ver-
schwinden. Entwickeln wir den identisch verschwindenden Ausdruck:

gl'(s + As)l+ g2'(s + As)2— 1

nach Potenzen Von so kommt:
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Hier ist der Voraussetzung nach der Ausdruck glk(s)2+ g2k(s)2
von Null verschieden. Die vorstehende Gleichung kann nur dadurch
erfullt werden, daR in ihr die Koeffizienten der einzelnen Potenzen

von verschwinden, somit mussen die Ausdricke:
910(s)g1,k+n(s) +g20(s)g2,k+n(s)
fur n=0, 1, 2,...k — 1 verschwinden, und weiter muf:

sein, woraus folgt, dal die beiden Zahlen g1,2k(s) und g2,2k(s)
nicht gleichzeitig verschwinden kénnen.

2. Die Zahl k ist gleich der im § 1 definierten Zahl A\
Da némlich:
gl(s + As) = fl(t + At), g2l(s + As) = f2(t +A€t),
so folgt:

Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit —f2(v)t),
die zweite -f1(v)(t) und addieren dann die Gleichungen, so entsteht:

Der Koeffizient von ist gleich:
wv(t)(910(s)g2K(s) - g20(s)g1k(s))

ware er gleich Null, so miufiten wegen g10(s)glk(s) + g20(s)g2k(s) = 0
sowohl glk(s) wie g2k(s) verschwinden, was gegen unsere Voraus-
setzung ist.

Die Entwicklung von At beginnt mit somit ist k gleich A
Auf Grund der vorstehenden Bemerkungen erhalten wir:
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Hier ist:
g1A(s)2 + g2A(s)2 >0 gl1,IA(s)2 + g2,2A(s)2 >0
Ferner ist:
g10(s)gln(s)+g20(s)g2n(5)=0 wenn n = A, A +1,... 2\ — 1,
sowie:

2v (v + 2 ) [l dg) il + (@A +— a3 =2 NCs=sDdD =D =0

Wir nennen den dem Werte s der Bogenlange entsprechenden
Kurvenpunkt einen gewo6hnlichen Punkt der Abbildung der
Kurve auf die s-Gerade, wenn die Entwicklungen von yl(s + As)
und g2(s +As) nach ganzen Potenzen von z/s fortschreiten. In diesem
Falle verstehen wir unter k den kleinsten, die Eins Ubersteigenden,
Wert von n, fir den gi(n)(s) und g2(n)(s) nicht zugleich verschwinden,
und erhalten:

mit den Bedingungen:

g1'(s)gl(n)(s) +g2'(s)g2(n)(s) = 0, wenn n =k, k +1,... 2k — 2,
sowie:

Der dem Werte s der Bogenlange entsprechende Kurvenpunkt
soll ein auBergewodhnlicher Punkt der Abbildung der Kurve
auf die s-Gerade heil3en, wenn die Entwicklungen von gi(s + z/s)
und g2(s+As) nach gebrochenen Potenzen von Als fortschreiten.

Hinsichtlich des Winkels o, den die einem wachsenden s ent-
sprechende Halbtangente mit der positiven x-Achse bildet, sei be-
merkt, dafl fir einen gewohnlichen Punkt der Abbildung auf die
s-Gerade:

cos o = gl1'(s), sin a =g2'(s),
fur einen auBergewdhnlichen:

cos o= g10(s), sin o= g20(s)
ist.
Der Winkel a, als Funktion von s betrachtet, werde mit a(s)
bezeichnet. Dann ist, wenn zu dem Werte s + z/s ein gewdhnlicher
Punkt der Abbildung gehort:

cos a(s + As) =gl'(s + As), sina(s + As) = g2'(s + As),
also fur die Umgebung eines gewdhnlichen Punktes der Abbildung:
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fur die Umgebung eines auflergewéhnlichen:

Wir fihren die wesentlichsten in den 88 1 und 2 angestellten
Betrachtungen im folgenden unter Benutzung der Bogenlédnge s als
unabhangiger Veranderlicher durch.

§ 6 Wendetangenten, Spitzen, Krimmungshalbmesser, wenn
die Bogenlange als unabhéngige Verdnderliche angesehen wird.

Wir bezeichneten im § 1 mit u und v die Koordinaten des Kurven-
punkts (X+AX, y+Ay) in bezug auf das zum Punkte (X, y) ge-
hérende Kreuz der Tangente und Normale. Man hat somit hier:

u = (gl(s + As) — gl(s))cos a + ((g2(s + As) - g2(s))sin q,
v = (gl(s + As) - gi(s))sin a + ((g2(s + As) - g2(s))cos q,

Gehért zu s ein gewdhnlicher Punkt (P) der Abbildung auf die
s-Gerade, so ergibt sich:

u= As+...

wo die Determinante g1'(s)g2(k)(s —___—_—mm infolge der Bedingungen
g1'(s)gl(k)(s) + 92'(s)g2(k)(s) = 0 und gl(k)(s)2 + )g2(k)(s)2= 0 wvon Null
verschieden ist.

Die Entwicklung von u zeigt, daR die Kurve von ihrer Normale
im Punkte P geschnitten wird, dall also keine Spitze vorliegt; die
Entwicklung von v zeigt, dal die in P berlhrende Tangente eine
gewohnliche oder eine Wendetangente ist, je nachdem k gerade oder
ungerade ausféllt.

Fur einen aufRergewohnlichen Punkt P der Abbildung auf die
s-Gerade ergibt sich:

u=A1s+...
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Wenn As die Null durchschreitet, wechselt Als sein Zeichen,
falls v ungerade, es bleibt positiv, wenn v gerade; somit zeigt die
erste Gleichung, daR fiir ein gerades v eine Spitze vorliegt. Die zweite
Gleichung zeigt, dal die Kurve von ihrer Tangente geschnitten wird
oder nicht, je nachdem v + A\ ungerade oder gerade ausféllt. Die im
§ 1 aufgestellten Kennzeichen fir eine gewdhnliche Tangente, eine
Wendetangente, eine Hellebardenspitze, und eine Schnabelspitze bleiben
somit erhalten.

Zur Bestimmung des Krimmungsmittelpunkts benutzen wir die
im § 2 abgeleitete Gleichung:

Fur einen gewohnlichen Punkt der Abbildung auf die s-Gerade
entsteht:

Im allgemeinen, d. h. fir k = 2, ergibt sich demnach:

Ist k> 2, so hat man es bei geradem  mit einem unendlich
fernen Kriimmungsmittelpunkt zu tun, bei ungeradem k aber mit zwei
nach entgegengesetzten Richtungen hin unendlich fernen Krimmungs-
mittelpunkten.

Fur einen auergewohnlichen Punkt der Abbildung auf die s-Gerade
kommt:

Fir v < A erhalten wir einen oder zwei unendlich ferne Krimmungs-
mittelpunkte, je nachdem A — v gerade oder ungerade ist; fir v > A
liegt der Krimmungsmittelpunkt auf der Kurve. Wenn v = A erhalten
wir den endlichen Krimmungshalbmesser:

Auf Grund des Vorstehenden konnen wir die folgenden Sétze
aussprechen. Ein Punkt mit einer gewdhnlichen Tangente, bei dem
v = A ist, kann sowohl ein gewohnlicher wie ein auBergewohnlicher
Punkt der Abbildung auf die s-Gerade sein. Dasselbe findet statt
bei einem Punkt mit einer stationdren Tangente oder einer Wende-
tangente. Ein Punkt mit einer gewohnlichen Tangente, bei der
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v > ), also o = 0 ist, ebenso eine Spitze, kann nur ein aullergewohn-
licher Punkt der Abbildung auf die s-Gerade sein.

Die Koordinaten des Krimmungsmittelpunkts sind im allgemeinen,
d. h. wenn dem Werte s ein gewohnlicher Punkt der Abbildung ent-
spricht und k = 2 ist, durch die Gleichungen bestimmt:

Aus der Gleichung:

folgen durch Multiplikation mit g2'(s) oder g¢l1'(s) die sogenannten
Frenetschen Formeln:

§ 7. Die Krimmungsmittelpunktskurve.

Den Ort der Krimmungsmittelpunkte einer Kurve pflegt man ihre
Kriummungsmittelpunktskurve (auch Evolute oderZentrakurve)
zu nennen. Als Gleichungen dieser Kurve treten die folgenden auf:

xI'=x - 092(s), yl=y+egl'(s)

Hier sind x! und y! als Funktionen der Bogenldnge der Ausgangs-
kurve (x, y) dargestellt; es spielt also s dieselbe Rolle, wie in den
ersten Paragraphen die Veranderliche t.

Wir fragen zunéchst nach der Bogenlange der Krim-
mungsmittelpunktskurve. Dem Wertintervall s0...s entspreche
ein Kurvenstick, das nur gewodhnliche Punkte der Abbildung auf die
s-Gerade mit endlichen Werten von p enthalte. Dann ist die Deter-

minante g1'(s)g2"(s) — g2'(s),i'[) langs des Kurvenstiicks von Null
verschieden, und die Ableitung bleibt langs des Kurvenstiicks
endlich.

Da:
so kommt:

Bezeichnet sl die dem fraglichen Intervall entsprechende Bogen-
lange der Krimmungsmittelpunktskurve, so entsteht:
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wenn wir die Bogenldnge s! mit wachsendem s als wachsend ansehen

und unter wie Ublich, den absoluten Wert von ersienen.
Bleibt im Intervall sO...s bestdndig groRer oder gleich Null,
so wird Lo
S H ,

wenn wir den Wert von o an der Stelle s0 mit g0 bezeichnen. Ist
im Intervall sO... s bestdndig kleiner oder gleich Null, so entsteht:

s1=00 -
geht aber an einer Stelle unter Zeichenwechsel durch die Null
hindurch, so wird diese Stelle fur die Integration von EinfluR. Nehmen
wir z. B. sO<<s"<s und setzen die Ableitung im Intervall s0 ... s,
als positiv, im Intervall s'... s als negativ voraus, so erhalten wir:

wenn mit @' der Wert von @ an der dem Wert s, entsprechenden
Stelle bezeichnet wird.
Es fragt sich nun, welche geometrische Bedeutung dem

Verschwinden von zukommt. Um hierlber Klarheit zu ge-

wmnen, untersuchen wir an der entsprechenden Stelle die Krimmungs-
mit.telpunktskurve und entwickeln x! (s + As), y1(s + As) nach Po-
tenzen von z/s.

Wir nehmen an, dal} die pte Ableitung von @, also p(u) die erste
an der Stelle s nicht verschwindende Ableitung von @ nach s sei.

Durch u-malige Differentiation der Gleichungen:
ergibt sich:



26 Erster Teil. Ebene Kurven.

Daher:

Entsprechend folgt:

so daf:

Die Gleichungen fir die pten Ableitungen von x! und y! zeigen,
daBR die einem wachsenden s entsprechende Halbtangente
der Krummungsmittelpunktskurve der positiven Halbnormale
der Awusgangskurve gleichgerichtet oder entgegengesetzt
gerichtet ist, je nachdem positiv oder negativ ausfallt.

Wir erhalten weiter aus den letzten Gleichungen:

Fur die kennzeichnenden Zahlen v und A ergeben sich daher die
Werte u und Eins.

Ist y gerade, so besitzt p an der betrachteten Stelle ein
Maximum oder Minimum, je nachdem g(y) negativ oder positiv
ist. Die Kriummungsmittelpunktskurve besitzt an der ent-
sprechenden Stelle nach § 1 eine Hellebardenspitze, fur die
nach § 2 der Krummungshalbmesser gleich Null ist.

Ist y ungerade, so sind fur p=1 Kurvenpunkt und
Kriuommungsmittelpunkt gewohnliche Punkte der Ab-
bildungen beider Kurven auf die s- bzw. sl-Gerade mit end-
lichen, von Null verschiedenen Krimmungshalbmessern;
fur p>1 liegt nach § 1 die Kriummungsmittelpunktskurve
in der Nahe des fraglichen Punktes ganz auf einer Seite der
Tangente und ihr Krummungshalbmesser ist nach § 2 hier
gleich Null.
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Um die Erzeugung des dem Wertintervall sO...s' ...s entsprechenden
Kurvenstiicks aus dem zugehdrigen Stiick der Krimmungsmittelpunkts-
kurve darzutun (Fig. 1), bezeichnen wir die zu s0, s', s gehdrenden
Punkte der Ausgangskurve mit PO, @', P, die entsprechenden Punkte

der Evolute mit Q' Q und nehmen wie oben im Intervall s0...s'

als positiv, im Intervall s"...s als negativ, so dal der Punkt Q' eine
HeHebardenspitze ist. Ein gespannter Faden von der Lénge @' sei so
gelegt, daB ein Endpunkt des Fadens

auf den Punkt Q' fallt, ein Stick

von der Lange o' — o0 das Kurven-

stiick Q'Qq bedeckt, und daB das

noch ubrige Fadenstiick g0 bis zum

Endpunkt A des Fadens in der

negativen Halbtangente liegt, welche

die Krimmungsmittelpunktskurve

in Q0 berthrt. Wickeln wir nun

den. Faden ab, so vergroRert sich

der geradlinige Teil desselben; der

von A verschiedene Endpunkt des

geradlinigen Teiles riickt in der Richtung des wachsenden s weiter. Der
Punkt A beschreibt zundchst das Kurvenstick POP'; ist der Punkt P'
erreicht, so wird der Faden auf das Stiick Q' Q aufgewickelt, wobei der
geradlinige Teil des Fadens sich verkleinert; ist A in P angelangt, so
ist der von A verschiedene Endpunkt des geradlinigen Fadenteils in Q
angekommen und hat im ganzen den Weg sl= ¢ — g0+ @ — p be-
schrieben.

§ 8. Fortsetzung.

Die Aufgabe, die Krimmungsmittelpunktskurve in der Umgebung
eines Punktes zu untersuchen, der einem auBergewdhnlichen Punkt
der Abbildung der Ausgangskurve auf die s-Gerade entspricht, soll
wenigstens zum Teil geldst werden. Wir haben hier die Entwicklungen

von gl(s + As) und g2(s + As) nach Potenzen von zugrunde zu
legen, und die Grofke p als Null, oder als endlich und von Null ver-
schieden zu betrachten, da sonst der fragliche Punkt der Krimmungs-
mittelpunktskurve ins Unendliche fiele

1. 0 =0. Den Werten von s — As bis s + As mit Ausnahme
des Wertes s(As = 0) mogen nur gewoéhnliche Punkte der Abbildung
der Ausgangskurve auf die s-Gerade entsprechen. Wir erhalten dann:

Xl + Axt =g1(s + As) — (s + As)g?'(s + As),
yl+ Ayl = g2(s + As) + (s + As)gl'(s + As).
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Hier ist der Wert von p an der Stelle s + As mit p (s + Js)
bezeichnet. Zur Abklrzung werde:

gesetzt. Dann ergibt sich:

Dabei ist v>2, weil Lim o(s+ As) fur As=0 als ver-
schwindend angenommen wurde. Da x1=gl(s), yl =g2(s), so folgt:

Wenn unter sgn a das Vorzeichen von a verstanden wird, ergibt
sich fUr ein gerades v — X

flr ein ungerades v - A

Im ersten Fall tritt nur eine Halbtangente, im letzten treten
zwei Halbtangenten auf, wenn man sowohl mit einem positiven, wie
mit einem negativen As zur Null Ubergeht. Die Krimmungs-
mittelpunktskurve besitzt demnach bei geradem v -A an
der betrachteten Stelle eine Spitze.

Um zu entscheiden, ob die Krimmungsmittelpunktskurve an der
betrachteten Stelle von ihrer Tangente geschnitten wird oder nicht,
setzen wir die Gleichung ihrer Tangente in die Normalform:

(€ — x1)g10(s) + (n — y1)g20(s) = O
Da:

so wird:

Nun ist Als gleich ev—1As, also bei ungeradem v mit As positiv
oder negativ, bei geradem v stets positiv, folglich wird die
Krimmungsmittelpunktskurve hier bei ungeradem v von
ihrer Tangente geschnitten, bei geradem v nicht. Es sind
also im ganzen vier Falle zu unterscheiden:
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a) v ungerade, A ungerade. Die Ausgangskurve besitzt im be-
trachteten Punkt eine gewohnliche Tangente, die Krimmungs-
mittelpunktskurve eine Hellebardenspitze. (Fig. 2.)

b) v ungerade, A gerade. Kurve sowie Krummungsmitteipunktskurve
besitzen im fraglichen Punkte je eine Wendetangente. (Fig. 3.)

c) v gerade, A ungerade. Die Ausgangskurve hat im fraglichen
Punkte eine Hellebardenspitze, die Krimmungsmittelpunktskurve
daselbst eine gewohnliche Tangente. (Fig. 4.)

d) v gerade, A gerade. Kurve wie Krimmungsmittelpunktskurve
besitzen im fraglichen Punkt je eine Schnabelspitze. (Fig. 5.)

Ein Beispiel fur den Fall a) bietet sich in denjenigen Parallel-
kurven einer Ellipse dar, welche durch die in einer Achse der Ellipse
gelegenen Spitzen ihrer Krimmungsmittelpunktskurve hindurchgehen;
ein Beispiel fur den Fall c¢) finden wir in der Cykloide; fur die
Félle b) und d) werden spater Beispiele gegeben werden (§ 11).

2. 0 . Die Erledigung dieses Falles erfordert eine viel

umsténdlichere Untersuchung wie die vorige. Wir beschranken uns
daher auf den Beweis des folgenden Satzes: Nennt man die Krimmungs-
mittelpunktskurve der Krimmungsmittelpunktskurve einer Kurve die
zweite  Krimmungsmittelpunktskurve dieser Kurve, ferner die
Krimmungsmittelpunktskurve der zweiten Krimmungsmittelpunkts-
kurve die dritte Krimmungsmittelpunktskurve der Kurve usf., so
konnen die einem auBergewodhnlichen Punkt P der Abbildung der
Ausgangskurve auf die s-Gerade mit endlichem, von Null verschie-
denem, @ entsprechenden Punkte P1, P2... der aufeinanderfolgenden
Kriimmungsmittelpunktskurven nicht samtlich im Endlichen liegen,
sondern es gehort zu dem fraglichen Wert von s eine ganze, positive
Zahl n>1 derart, daB P1P2...Pn-1 im Endlichen liegen, wéahrend
Pn ins Unendliche féllt.
Sind xv yv die Koordinaten des Punktes Pv, und setzt man:

90(s) = @
so zeigt eine einfache Rechnung, daR:
X2 = x1— g1(s)g1'(s), y2= yl- @1(s) g1'(s),
X3 = X2 + @2(s) g2'(s),, Y3= Y2+ ¢2(s) g2'(s),,
x4=x3 + @3(s) g3(s),, Y4= Y3+ @3(s) g3(s),
X5= x4- @4(s) g4'(s) Y5 = y4- @4(s) g4'(s)
x6 = x5- @5(s) g5'(s) y6 = y5- @5(s) g5'(s)
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Daher sind die Gleichungen:
(1) x2v=1=x2v-2 +(—1)1@2v-2(s)g2' (s), Y2v-1 =y2v-2 +(-1)v @2v-1 (5)g1’ (s),
(2) x2v =x2v-1 +(-1)v 2v-1 (s)gl' (s) y2v = y2v-1 +(-1)v @2v-1 (s)gl’ (s)

jedenfalls fur v =1, 2, 3 richtig. Durch Differentiation der Gleichungen
(1) nach s folgt:

Da nun die Zahlen xm', ym'" flr ein gerades m proportional sind
den Zahlen g1, g2, fur ein ungerades m aber den Zahlen — g2, gl',
so folgt:

x2v-1= (-1)v 92v-2 (s)g2' (s), y2v-1= -(-1)v 2v-2 (s)gl’ (s),
und damit:

sowie:

Man hat:

daher:
X2v = x2v-1 + +(-1)v p@2v-2 (s)gl’ (s) = x2v-1+(-1)v @2v-1 (s)gl’ (s),
y2v = y2v-1 + +(-1)v p02v-2 (s)g2' (s) = y2v-1+(-1)v 92v-1 (s)g2' (s) ,

und dies stimmt Uberein mit den Gleichungen (2)

Ebenso zeigt man, die Gleichungen (2) in entsprechender Weise
behandelnd, die allgemeine Gultigkeit der Gleichungen (1).

Aus den Beziehungen (1) und (2) geht hervor, dal der
absolute Wert des Kriummungshalbmessers der mten Krim-
mungsmittelpunktskurve mit dem absoluten Wert von ¢@m(s)
Ubereinstimmt.

Nun ist, wenn wir gl'(s) als von Null verschieden voraussetzen:

und:
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somit:

wo gm(s) im Bruch ist, dessen Zahler aus einer ganzen rationalen

Funktion von gl'(s), g2'(s), ... g2(m+1)(s)> dessen Nenner aus -einer
Potenz von gi"(s) bestent. Wenn jetzt:

g2(s + As) = g2(s) + g20Als + +g2vAls? + g2,2A1s3. . . g2,(n-1)Alsn

wo n eine ganze positive Zahl, k eine ebensolche < v ist, so wird
die (n + Dt Ableitung von g2(s) an der betrachteten Stelle unendlich,
also auch @n-1(s), d. h. die (n—Dtt Krimmungsmittelpunkts-
kurve besitzt die Krimmung Null.

Hiermit findet der im 8 2 S. 10 unerledigt gebliebene Fall, in
welchem bei der Abbildung der gegebenen Kurve auf die t-Gerade v
ungerade, > 1 und gleich A war, seine Erklarung. Nach Einflhrung
der Bogenldnge s kann sich ndmlich ein gewdhnlicher Punkt der
Abbildung auf die s-Gerade mit endlichem p ergeben, wo dann keine
geometrische Besonderheit vorliegt, oder ein aullergewohnlicher mit
der geometrischen Eigenschaft ¢@n-1(s) = oo,

§ 9. Die Evolventen einer Kurve.

Man nennt diejenigen Kurven, deren Krimmungsmittelpunkts-
kurven (Evoluten) mit einer gegebenen Kurve zusammenfallen, die
Evolventen der letzteren. Da jede Tangente der Evolute die samt-
lichen Evolventen senkrecht trifft, so ist die Aufgabe der Bestimmung
der Evolventen einer Kurve gleichbedeutend mit der Bestimmung der
orthogonalen Trajektorien der Tangenten einer Kurve Die Koordi-
naten der gegebenen Kurve seien als Funktionen der Bogenlénge der
Kurve betrachtet und durch die Gleichungen

xX=g1(s), x=g2(s),
festgelegt. Eine beliebig gewahlte Kurve ist darstellbar durch die
Gleichungen:
£ =9g1(s)+ @(s)g1'(s). N = g2(s)+ @(s)g2'(s),
in denen der absolute Wert von ¢ die Malizahl der Entfernung der
Punkte (x, y) und (&, n) angibt, wahrend ¢ 0 ist, je nachdem der

Punkt (& n) im positiven oder negativen Teil der im Punkte (X, y)
berihrenden Tangente liegt.
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Damit die Tangenten der Kurve (x, y) die Kurve (§, n) senkrecht
treffen, muB:

sein. Dies liefert die Bestimmung:
o) =T -5,

wo T eine beliebig zu wéhlende Zahl bedeutet. Den einfach un-
endlich vielen Werten von T entsprechend ergeben sich ein-
fach unendlich viele Evolventen; jede derselben entsteht
aus jeder anderen, indem man auf der Normalen der letzteren
nach derselben Seite hin ein und dieselbe Strecke abtragt,
da sich zwei verschiedene Funktionen @(s) nur durch eine Konstante
unterscheiden.

Solange T — s langs einer Evolvente positiv ist, wird sie von
den positiven Halbtangenten der Evolute getroffen, fir T =s haben
Evolvente und Evolute einen Punkt gemein, fir t <s wird die Evol-
vente von den negativen Halbtangenten der Evolute getroffen.

Wir beschrédnken zunéchst die Verédnderliche s auf einen solchen

Bereich, in dem der Wert T nicht vorkommt (t — s 0), und dem

auf der Ausgangskurve ein Stick mit nur gewohnlichen Punkten der
Abbildung auf die s-Gerade bei stets endlichem @ entspricht.

Um unter dieser Voraussetzung den Krimmungsradius einer
Evolvente zu bestimmen, bemerken wir, daf:

somit ist:

Bezeichnen wir den Krimmungshalbmesser der durch T bestimmten
Evolvente mit o1, so kommt:

Man Uberzeugt sich leicht von der Richtigkeit dieser Vorzeichen-
bestimmung von gt durch die Anschauung.
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Es sei nédmlich
1. T—-5>0, pg=>0. (Fig. 6.)

Die Evolvente des Bogens OPB, in dem P dem Werte s ent-
spreche, wird durch Abwicklung eines von O bis B auf die Kurve
gelegten Fadens von der Lange T erhalten. Dabei kann O als der
Nullpunkt der Bogenlange betrachtet werden, die in der Richtung nach B
hin wachsen mdge. Dem wachsenden s entspricht auf der Evolvente
die Richtung von Q nach B hin. Es liegt also P in der positiven
Halbnormalen des Punktes Q: gt ist gleich T — s.

Es sei

2. T—-s>0, p<0 (Fig. 7))

Hier entspricht bei Anwendung derselben Bezeichnungen wie
vorhin dem wachsenden s die Richtung von Q nach B auf der Evol-
vente, somit liegt P in der negativen Halbnormalen des Punktes Q,
und es ist pt= — (T —59).

Es sei
3. (Fig. 8. OB =1)

Bei T—s<0O wird das dem Bogenstick BPO! entsprechende
Stiick der Evolvente durch Abwicklung eines von O’ iber P nach B
auf die Kurve gelegten Fadens erhalten. Dem wachsenden s entspricht
auf der Evolvente die Richtung von B nach Q hin, es liegt somit P in
der positiven Halbnormalen des Punktes Q, und wir haben pt= — (T—5).

Es sei

4. (Fig. 9.)

Hier entspricht dem wachsenden s die Richtung von B nach Q
auf der Evolvente, aber P liegt in der negativen Halbnormalen des
Punktes Q, so dal ot= T-S

Jeder Krummungskreis einer Evolvente ist zugleich ein
Krimmungskreis einer anderen Evolvente. Um dies zu zeigen,
betrachten wir ein Kurvenstiick OP!1 POP2, in dem der Bogen P1P0=g¢
gleich dem Bogen POP? ist. (Fig. 10.)

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 1. 3
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Legen wir auf das Bogenstiick P1P0P? einen Faden und wickeln
ihn so ab, daR sein in PI liegender Endpunkt fest bleibt, so erhalten
wir die Evolvente mit den Gleichungen:

& gl(s) + (S0 + 0 — s)gl'(s), Nn'=g2(s) + (sO + o - 5)g2'(s),

Wickeln wir aber den Faden so ab, daR sein in P2 liegender
Endpunkt fest bleibt, so erhalten wir eine Evolvente mit den
Gleichungen:

"=g1(s) + (s-sO0+0)gl'(s), n"=g2(s)+ (s-s0+c)g2'(s),

Fir die Evolvente (&, n'i ist t=sl+o, fir die Evolvente
&, N ist t=1=s0-0. Fur s=290 ergibt sich pt= T, d. h. die
beiden zu den Werten 1 und t' gehdrenden Evolventen besitzen in
den zu s = s0 gehdrenden beiden Punkten ein und denselben Krim-
mungskreis.

Um allgemein die Umgebung eines Punktes einer
Evolvente zu untersuchen, der einem gewo6hnlichen Punkt
P0(s0) der Abbildung der Ausgangskurve auf die s-Gerade
entspricht, setzen wir s = sO+As0,

§ = E0+A&0, n= n0+Ano,
und erhalten:

so daf:

und:

Hier sind zwei Falle zu unterscheiden:
1. T —s0 =0. Die Ausgangskurve und die Evolvente haben den
Punkt P0 gemein.
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Man hat dann:

= (1 -k @ = k= m) (g(k)(s0)g2(k+m)(s0) — g2(k)(s0)gl(k+m)(s0))
Die im 8 5 S. 21 gefundenen Bedingungen:

gl'(s0)g1(n)(s0) + g2(s0)g2(n)(s0) =0, (N=k, k+ 1, ...2k — 2)

zeigen, daB die Determinante:
91(k)(s0)g2(k+m)(s0) — g2(k)(s0)g(k+m)(s0)
verschwindet, wenn m eine Zahl aus der Reihe 0, 1,... k — 2 bedeutet.
Ware auch:
gLk)E0)e22k-1)s0)— g2(k)(s0)g1(2k-1)(s0)=0

so héatten wir, unter p einen Proportionalitatsfaktor verstehend:

91(2k-1)(s0) = pg1(k)(s0), g2(2k-1)(s0) = pg2(k)(s0),
und die a. a. 0. gefundene Bedingung:

ndhme die Form an:

oder: g1(k)(s0)2+ g2(k)(s0)2 =0

was der Voraussetzung in betreff der Zahl k zuwiderlauft.
Der kleinste Wert von m, fiir den die Determinante:

an der Stelle s =s0 nicht verschwindet, ist daher k - 1.

Wenn die im 8§ 1 eingefuhrten kennzeichnenden Zahlen v und A
bei der Evolvente mit v' und A bezeichnet werden, ergibt sich
v'=*k, A'=k—1 Bei geradem k besitzt demnach die
Evolvente an der betrachteten Stelle eine Hellebardenspitze
mit dem Krimmungshalbmesser Null, bei ungeradem k be-
sitzt die Ausgangskurve an der betrachteten Stelle eine
Wendetangente mit den Krummungshalbmessern + oo und
- oo, die Evolvente aber eine Wendetangente mit dem
Krimmungshalbmesser Null.

8*
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2. T—10 0. Man hat hier:

Auf demselben Wege, wie vorhin, zeigt sich, daf der kleinste
Wert von m, fir den die hier auftretende Determinante nicht ver-
schwindet, gleich k — 2 ist. FUr die Zahlen v' und X' erhalten wir
demnach denselben Wert k—1. Bei geradem k besitzt dem-
nach die Evolvente an der betrachteten Stelle eine gewohn-
liche Tangente, bei ungeradem k eine Schnabelspitze.

Fur den Krimmungshalbmesser ot der Evolvente erhalten wir
nach § 2 S. 10 den Ausdruck:

oder:

Aus der Gleichung:

folgt entweder:

oder:

wo, wie bestdndig in unserer Darstellung, das Wurzelzeichen eine
positive Zahl anzeigt. Wenn wir mit 0 das Vorzeichen des Ausdrucks:

bezeichnen, haben wir stets:
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Setzen wir diese Ausdriicke in die Bedingung:

ein, so folgt:

womit sich ergibt:
ot = fsgn (t = s0)) (T - s0).

Diese Bestimmung steht im Einklang mit der oben fiur gt gefun-
denen, da 6 im Falle k=2 mit dem Vorzeichen von @ Ubereinstimmt.

Um die Evolventen in der Umgebung solcher Punkte
zu untersuchen, die auRergewo6hnlichen Punkten der Ab-
bildung der gegebenen Kurve auf die s-Gerade entsprechen,
missen wir zuvor auf eine Unstetigkeit hinweisen, die aus der aus-
schlieBlichen Anwendung der Gleichungen:

€ =01(s) + (t-9)gl'(s). N =9g2(s) + (T-9)g2'(s)

fur den Fall sich ergeben wirde, dafl die gegebene Kurve eine oder
mehrere Spitzen besitzt. Es bedeutet nédmlich gl1'(s) den Kaosinus,
g2'(s) den Sinus des Winkels a, den die einem wachsenden s ent-
sprechende Halbtangente mit der positiven x-Achse bildet. Von
diesem Winkel wiesen wir nach, daB er an einer Spitze einen Sprung
von der Grofle A macht. Ist daher an einer Spitze die Zahl T — s
von Null verschieden, so werden auch & und n an der Stelle s unstetig.

Um diese Schwierigkeit zu beseitigen, bemerken wir, dafl in
unseren Ausgangsgleichungen:

¢ =gl(s) + @(s)gl'(s), N = 92(s) + 9(s)92'(s),
die Kurve (&, n) als eine Trajektorie der positiven Halbtangenten der
gegebenen Kurve erscheint. Eine Trajektorie der negativen Halb-
tangenten wird durch die Gleichungen:

€=91(s) - W(s)gl'(s), N = 9g2(s) - Y(s)g2'(s)
dargestellt. Damit sie die Tangenten der gegebenen Kurve senkrecht
schneide, muBR '(s) = 1 sein, und das ergibt:

P@G) =9 + T
Es entsteht nun die Frage, unter welchen Umstdnden eine Tra-
jektorie der positiven Halbtangenten die stetige Fortsetzung einer
Trajektorie der negativen Halbtangenten darstellt. Zur Beantwortung
dieser Frage fassen wir einen Wert s0 ins Auge und setzen s=s0+As0
Benutzen wir fur ein negatives zfsft die erste Darstellung, so kommt:

80 +AEO0= gl(s0+As0) + (t-s0-As0)gl'(sO+As0) ,
n0+ An0 = g2(s0+As0) + (1-s0-As0)g2'(s0+As0)
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Fur ein positives Js0 liefert die zweite Darstellungsart:

&0 +A&0=.g1(s0+As0) - (T+s0+As0)g1'(s0+As0) ,
n0 + An0O = g2(s0+As0) - (1+s0+As0)g2'(sO+As0)

Wenn dem Werte s0 auf der gegebenen Kurve keine Spitze entspricht,
also v ungerade ist, haben wir sowohl fur ein positives wie fir ein
negatives AsO die Grenzgleichungen:

Damit Stetigkeit im Punkte s = sl stattfinde, mufl & = &', n0 =n0'
sein, d. h. T' = - 1, und die erste Darstellungsart ist von der zweiten
nicht verschieden.

Wenn aber dem Wert s0 auf der Ausgangskurve eine Spitze ent-
spricht, also v gerade ist, haben wir bei negativem AsO:

bei positivem AsO:

Damit & = &0, n0 = n0, werde, ist T, =T — 250 zu nehmen. Alsdann
ergibt sich fur ein negatives AsO:

&0 +A&0= .g1(s0+As0Q) + (1-s0-As0)g1'(s0+As0)
flr ein positives AsO:

€0 +A&0= .g1(s0+AsQ) - (1-sO0+As0)gl'(sO+As0)

Wir koénnen unter Anwendung der Bezeichnung Alsl=ev-1As0
beide Félle durch das eine System:

&0 +A&0= g1(s0+As0) -(t-sO+As0)ev-1gl'(sO+As0),

no0 +An0= g2(s0+As0) -(t-s0+As0)ev-1g2'(s0+As0),
darstellen.

Um eine Evolvente in der Umgebung eines Punktes, der einem
auBergewodhnlichen Punkt der Abbildung der Ausgangskurve auf die
s-Gerade entspricht, zu untersuchen, ist nach dem Vorigen der Fall
eines ungeraden v von dem eines geraden v zu unterscheiden. Wir
schreiben fortan s statt s0, & statt &0, n statt n0 und erhalten fir
ein ungerades v, wo ev-1 gleich +1 ist:

so daf3:
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woraus sich die Entwicklung von An unmittelbar ergibt.

Setzen wir so ist hiermit die Umgebung des Punktes
(&,n) der Evolvente auf die h-Gerade abgebildet.
Wenn T — s =0, erhalten wir:

somit:

Aus den im § 5 S. 21 gefundenen Bedingungen:
g10(s) gIn(s) +g20(s)g2n(s) =0, (N=A, A+, ...2A-1)
folgt, daB die Determinante:
gIA(s)g2 A\+m(S) — g2A(s)gl,A+m(S)
verschwindet, solange mM=A-1. Aber die Determinante:
gIA(s)g2,2A(S) - g2A(s)gl,2A(s)
ist von Null verschieden. Aus der Bedingung:
glo(s)g1A(s) - g20(s)g2A(s)
folgt ndmlich, wenn p einen Proportionalitatsfaktor bezeichnet:
glo(s) =pg2A(s), g20(s) = — pglA(s).
Setzen wir dies in die § 5 S. 21 gefundene Bedingung:
2v(v + 2 7) (g10(S)g1,.2\(s) - g20g2,2\(s)) ——m—— (v + A)2(gIA(s)2 + g2A(s)2) =0
ein, so entsteht:
2vp(v + 2 A) (91X (5)g2,2A(s) - g27\g1,2A(s)) -(v + A)2 (gIA(s)2 + g2)\(s)2) = 0

Wir haben aber angenommen, daB die Zahlen gIA(s) und g2A(s)
nicht zugleich verschwinden, es kann daher die letzte Gleichung nur
bestehen, wenn die fragliche Determinante von Null verschieden ist.
Fur die bei der Abbildung der Evolvente auf die h-Gerade an der
betrachteten Stelle auftretenden kennzeichnenden Zahlen v' und N
ergibt sich demnach v'=v + A, N'= A\

Ist A ungerade, so besitzt die Ausgangskurve an der betrachteten
Stelle eine gewdhnliche Tangente, die Evolvente eine Hellebarden-
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spitze mit dem Krimmungshalbmesser Null. Ist A gerade, so besitzt
die Ausgangskurve an der betrachteten Stelle eine Wendetangente,
die Evolvente eine solche mit dem Krimmungshalbmesser Null.

Wenn 1 —s =0, erhalten wir, solange m < v — 1:

aber fir m wv.

Die Determinante:

nimmt fir m v —1 die Form an:

und fir m~>v die Form:

£ O +m-—jmv
+ (V + A+ m)(T - s)gl,A(s)g2A+m-v(s) - g2,A(s)gl, A+m-v(s))}.

Ist nun A v — 1, so zeigt die erste Form, ist A=v, so zeigt
die zweite Form, dal A der kleinste Wert von m ist, fir den die
Determinante A nicht verschwindet.

Die kennzeichnenden Zahlen v' und A" werden hier beide gleich A.
Bei ungeradem A haben Ausgangskurve und Evolvente in den dem
Wert s entsprechenden Punkten eine gewdhnliche Tangente; bei
geradem A besitzt die Ausgangskurve im betrachteten Punkt eine
Wendetangente, die Evolvente im entsprechenden Punkt eine Schnabel-
spitze.

Fir den Krimmungshalbmesser pt der Evolvente erhalten wir
nach § 2 S. 10 die Gleichung:

Aus den Beziehungen (85 S. 21):

ol g10(s)glA(s) + g20(s)g2h.(s) = 0, g10(s)2 + g20(s)2 =1
olgt
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wo d das Vorzeichen des Ausdrucks g10(s)g2A(s) — g20(s)g1A(s) be-
deutet. Setzen wir dies in die a. a. 0. gefundene Bedingung:

2v(v + 2A)(910(5)g1,2A(s) + g20(s)g2,2A(s))
+ (Vv + A)2(gIN(s)2 + g2A(s)) = 0
ein, so erhalten wir:

2v(v + 2A)3(g1A(S)g92,2A(S) + g2A(s)gl,2A(s))

infolgedessen ergibt sich:
ot = d(sgn (T — 8)) (T — 9).

Wenn A =v, so ist nach § 6 S. 23 d gleich dem Vorzeichen von g

Der Fall, dal v eine gerade Zahl ist, die Ausgangskurve also
an der betrachteten Stelle eine Spitze besitzt, 1aBt sich genau so,
wie der vorige Fall behandeln. An die Stelle von 1 - s tritt — (T - 9),
an die Stelle von As tritt Als. Ist hier T — s gleich Null, so er-
gibt sich v'i=v + A, A'= A, d. h. es entspricht hier bei ungeradem A
einer Hellebardenspitze der Ausgangskurve eine gewohnliche Tangente
der Evolvente, bei geradem A einer Schnabelspitze der Ausgangs-
kurve eine Schnabelspitze der Evolvente. Ist T —s von Null ver-
schieden, so erhélt man v'= A'= A Hier finden dieselben Arten des
Entsprechens statt, wie bei T —s=0. Der Krimmungshalbmesser
der Evolvente wird absolut genommen gleich dem Abstand der sich
entsprechenden Punkte (x, y) und (§, n).

§ 10. Die einer Kurve parallelen Kurven.

Zwei Kurven heifen einander parallel, wenn jede Nor-
male der einen auch eine Normale der anderen ist. Die zu
einer gegebenen Kurve parallelen Kurven lassen sich daher als die
senkrechten Durchdringungskurven der Normalen der gegebenen Kurve
auffassen. Die Gleichungen einer beliebigen Durchdringungskurve
dieser Normalen sind:

x=g1(s) - ¢(s)g2'(s) y =02(s) - 9(s)g1'(s)

Beschréanken wir die Werte von s auf einen Bereich, dem nur
gewohnliche Punkte der Abbildung der gegebenen Kurve auf die
s-Gerade entsprechen, so liegt die Durchdringungskurve senkrecht zu
den Normalen, wenn:
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ist. Dies ergibt @'(s) =0, so daR die Gleichungen

E=01(s) -K n=g2(s) - 1g1'(s)
fur ein konstantes T eine Parallelkurve der gegebenen Kurve dar-
stellen.

Wir untersuchen zunadchst die Umgebung eines solchen
Punktes einer Parallelkurve, der einem gewdhnlichen Punkt
der Abbildung der Ausgangskurve auf die s-Gerade ent-
spricht. Die Umgebung des dem Werte s entsprechenden Punktes
einer Parallelkurve wird durch die Gleichungen:

£+ AL = gl(s +As) — 192'(s + As),
n + An = g2(s +As) — 1g1'(s + As)

dargestellt. Wir erhalten daher im betrachteten Fall:

Wenn k > 2, besitzen die kennzeichnenden Zahlen v' und A' die
Werte Eins und k — 1, denn man hat:

gL'(9)g1(k)(s) + 92(s)g2(k)(s) = 0,  gL'(s)gl(k+1)(s) + g2'(s)g2(k+1)(s) = O,
91'(s)(g2(K)+§+1 (91 +1g2(k+1)(s))
=91(s)92(K)(s) — «g2(s)gl(k)(s) O.

Einer Wendetangente der gegebenen Kurve entspricht
hier eine Wendetangente der Parallelkurve; einer statio-
naren Tangente der Ausgangskurve entspricht hier eine
stationdre Tangente der Parallelkurve.

Wenn k = 2, besitzt p einen endlichen, von Null verschiedenen

Wert. Dann ergibt sich:

und man hat:

Falls T von dem an der betrachteten Stelle der Ausgangskurve
geltenden Wert von ¢ verschieden ist, erhalten wir an der ent-
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sprechenden Stelle der Parallelkurve eine gewodhnliche Tangente und den
endlichen, von Null verschiedenen Krimmungshalbmesser (sgng) |o- 1.
Falls aber T = g, ist die Untersuchung bedeutend verwickelter. Um
die Sache zu erledigen, differenzieren wir die Gleichungen:

wiederholt nach s. Bedeutet n eine ganze positive Zahl, so folgt:

Hier sind die nicht hingeschriebenen Glieder samtlich mit Ab-
leitungen von  nach s multipliziert.

Ist die niedrigste, an der betrachteten Stelle nicht verschwindende

Ableitung von von der ungeraden Ordnung 2n 9 1, so erhalten
wir die Entwicklungen:

Fur die kennzeichnenden Zahlen ergibt sich v' =2n, A" = 1.

Der Krimmungshalbmesser o besitzt an der betrachteten Stelle
weder ein Maximum noch ein Minimum, die Parallelkurve besitzt
eine Hellebardenspitze mit dem Krimmungshalbmesser Null.
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Ist die erste nicht verschwindende Ableitung von an der be-
trachteten Stelle von der geraden Ordnung 2n, so entsteht:

Hier besitzt der Kriimmungshalbmesser p an der betrachteten
Stelle ein Maximum oder ein Minimum; die Parallelkurve besitzt an
der entsprechenden Stelle eine gewohnliche Tangente und den
Krimmungshalbmesser Null, da v' =2n+ 1, A' = 1.

Bei der Untersuchung der Umgebung eines solchen Punktes einer
Parallelkurve, der einem aullergewdhnlichen Punkt der Abbildung
der Ausgangskurve auf die s-Gerade entspricht, ist der Umstand zu
beachten, dafl die positive Halbnormale an einer Spitze der Ausgangs-
kurve einen Sprung von der GroRBe m macht. Wir haben daher fir
eine solche Umgebung die Gleichungen:

§+ AT = gl(s +As) — ev—1Tg2'(s +As),
n + An = g2(s +As) - ev-11gl'(s +ASs),

zu benutzen, die eine einfache Bestimmungsart der Zahlen v' und A
nicht zu liefern scheinen.

§ 11. Beispiele.

In der ,,Analyse des infiniments petits“ (Paris, 1696) teilt der
Marquis de I'Hospital Beispiele fir Wendepunkte und Spitzen mit
den Krimmungen Null und Unendlich mit (Sektion V, Nr. 88), die
wir eingehender betrachten wollen (Nr. 1—6) bei unwesentlicher
Veranderung der MHospitalschen Bezeichnungen.

1. Die Kurve mit der Gleichung

y =x3
besitzt im Punkte x =0, y =0 eine Wendetangente mit zwei un-

endlich fernen Krimmungsmittelpunkten. Ersetzen wir némlich die
Kurvengleichung durch die beiden Beziehungen:
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Xx=t y=1t,

so finden wir fiir den Punkt (t =0) v=1, A =2, was nach § 1 fir
eine Wendetangente kennzeichnend ist und nach § 2, weil A —v
ungerade, auf zwei unendlich ferne Krimmungsmittelpunkte fihrt.

Bei Benutzung der Bogenlédnge als unabhangiger Veranderlicher
erhalten wir:

somit:

also wiederum: v=1 A=2
2. Die Kurve mit der Gleichung:
y3= x5

besitzt im Punkt x =0, y =0 eine Wendetangente und den Krim-
mungshalbmesser Null.

Ersetzen wir namlich die letzte Gleichung durch die Beziehungen:
X=8 y=t5
so wird fir den Punkt (t=0): v=3, A =2

Der Ubergang zur Bogenliange als unabhangiger Veranderlicher
ergibt:

t = ASh + e

also wiederum: v =3, A =2

3. Die Kurve mit der Gleichung:

y2 = x3

besitzt im Punkte x =0, y =0 eine Hellebardenspitze mit dem
Krimmungshalbmesser Null.

Nehmen wir statt der vorigen Gleichung:

x=1 y=13

so folgt fur den Punkt (t=10): v=2, A= 1
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Ferner:

t=%...
also:
gl(As) =Als +..
und damit ebenfalls: v=2, 2 =1
4. Die Kurve mit der Gleichung:
y2 = X5

besitzt im Punkte x =0, y = 0 eine Hellebardenspitze und zwei un-
endlich ferne Krimmungsmittelpunkte.
Ersetzen wir obige Gleichung durch die Beziehungen:
X=1 y=t5
so folgt: v=2, A=3.
Beim Ubergang zur Bogenliange ergibt sich:

somit:
t=AlsYe+ . ..
gl (As)=A1s + ...
also wiederum: v =2, A =3.
5. Die Kurve mit der Gleichung:
y =&
besitzt im Punkte x =0, y = 0 eine gewohnliche Tangente und einen

unendlich fernen Krimmungsmittelpunkt (stationdre Tangente). Nehmen
wir statt der letzten Gleichung die folgenden:

X = t, e t4
so wird: y
v=1 A=3
Ebenso hat man:
gl (As)=As+ ..., gl (As)=As4+ ...,
woraus wieder v =1, 2 = 3 folgt.
6. Die Kurve mit der Gleichung:
y3=x4
hat im Punkte x =0, y =0 eine gewdhnliche Tangente und den
Krimmungshalbmesser Null.
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Nehmen wir zur Befriedigung obiger Gleichung:

X=18 y:u
so wird v =3, 2=1.
Der Ubergang zur Bogenlange liefert:

As = t3+V4518 +. .

t=As% +. . .
gl (As) =As +. . .,
also wieder: v =3, 2=1.
7. Stellen wir eine Ellipse durch die Gleichungen dar:
X =acost, y=bhsint,

wo a=>bh sei, und a2-b? gleich e? gesetzt werde, so erhalten die
Gleichungen ihrer Evolute die Gestalt:

Nun ist:

sin3t=1t3+...

woraus unmittelbar hervorgeht, daB fur t=0: v=2, A= 1 Die

vier Spitzen der Evolute sind Hellebardenspitzen mit dem Kriimmungs-
halbmesser Null.
Man hat:

Wir beschranken die Werte von t auf den Bereich
und schliefen zunadchst den Wert t = 0 aus. Da:

so erhalten wir fur die Richtungskosinus der positiven Halbtangente
bei positivem t.

bei negativem t
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Um die Ellipse als eine Evolvente ihrer Krimmungsmittelpunkts-
kurve darzustellen, haben wir die Bogenldnge der letzteren zu be-
rechnen, die wir mit o bezeichnen wollen. Wir betrachten dieselbe
als mit t wachsend, und ihr Nullpunkt gehtre zu dem Werte t = 0.
Dann folgt:

Wenden wir die Bestimmungsgleichungen:

¢ = 91(0) + (1l n =g2(0) + (t - 0)g2'(0)
unter der Voraussetzung eines negativen t an und nehmen 1 gleich
so ergibt sich:

Die Parallelkurven der Ellipse werden dargestellt durch die
Gleichungen:

Wir untersuchen die Parallelkurven in der Umgebung der dem
Werte t = 0 entsprechenden Punkte. Man hat:

daher:

Fir t =0 ist:

Solange b2—at 0, ist die positive, d. h. einem wachsenden t
entsprechende Halbtangente in den zu t = 0 gehdrenden Punkten der
Parallelkurven parallel der positiven y-Achse, solange b2 — at <0,
parallel der negativen y-Achse. Fir b2 — at = 0 erhalten wir:
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d h.v=3 A=1 Dem Werte t =0 entspricht hier eine gewothn-
liche Tangente und der Krimmungshalbmesser Null; der Kurven-
punkt fallt mit der in der positiven x-Achse liegenden Spitze der
Evolute der Ellipse zusammen.

Fig. 11.
Far den Krimmungshalbmesser der Ellipse ergibt sich:

er besitzt also an der Stelle t =0 ein Minimum von der Grole
Der Krimmungshalbmesser der zu t gehorenden Parallelkurve besitzt
an der Stelle t=0 den Wert Der entsprechende Kriim-

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 4
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mungsmittelpunkt beschreibt, wenn T von — oo bis lauft, den
zwischen den Punkten (X = - oo) und liegenden Teil der
X-Achse; wenn aber T von bis + oo lauft, beschreibt er den
zwischen den Punkten und (X = ++ ) liegenden Tel der
X-Achse

In der Figur 11 ist auBer der Evolute der Ellipse noch die zu
gehérende Parallelkurve, sowie eine weitere, die zu einem
zwischen und liegenden T gehdrt und vier Hellebardenspitzen

besitzt, gezeichnet.

8. Wir fuhren d&hnliche Betrachtungen fir die Parabel, deren
Gleichung y2 = x ist, durch. Ersetzen wir die Gleichung der Tarabel
durch die beiden folgenden:

X =¥7, y =1,
so ergibt sich fir den Krimmungshalbmesser der Parabel die Be-
ziehung:

Die Gleichungen der Evolute der Parabel sind:

dieienioen der Parallelkurven der Parabel:

Wir untersuchen die Parallelkurven zunachst in der Umgebung

der dem Werte t = 0, sodann in der Umgebung der dem Werte
entsprechenden Punkte.
Man erhélt, wenn £ und r. nach Potenzen von / entwickelt werden:

=—-1+(1+2D00— 6T+ ...,
n= (1+21)t — 4tr34+ 12165 +. ..

Solange 1+ 21 = 0, sind die dem Werte t = 0 entsprechenden posi-
tiven Halbtangenten der Parallelkurven parallel der positiven y-Achse,
so lange 1+ 21t<<O, sind sie parallel der negativen y-Achse. Der
zu t = 0 gehorende Punkt ist nur dann ein aulRergewohnlicher Punkt

der Abbildung auf die t-Gerade (oder y-Achse), wenn 1= — % Dann

ergibt sich v =3, A =1 Der entsprechende Krimmungshalbmesser
besitzt den Wert Null, wahrend eine gewohnliche Tangente vorliegt.

Far die Umgebung des Wertes  sgtzen wir t =%2 + tl und ent-
wickeln ¢ und n nach Potenzen von tl. Es ergibt sich:
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Solange bildet die positive Halbtangente der Parallel-
kurven in den dem Werte tl = 0 entsprechenden Punkten den Winkel
solange den Winkel mit der positiven

X-Achse. FiUr 1= —~/2 ist T=p, und man hat:

also v=2, A =1, es liegt eine Hellebardenspitze und der Krimmungs-
halbmesser Null vor, die Spitze befindet sich auf der Evolute.

In der Figur 12 ist die Evolute der Parabel, ferner die zu t = — %

gehorende, und eine zu einem T < — % gehdrende und zwei Hellebarden-
spitzen besitzende Parallelkurve der Parabel gezeichnet.
4
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9. Bei einer Zykloide nehmen wir den Halbmesser des rollenden
Kreises gleich 1 und benutzen die Gleichungen:
X=t—sint, y=1—cost
Hier ist:

somit ist der zu t = 0 gehdrige Punkt ein auBergewdhnlicher Punkt
der Abbildung der Zykloide auf die t-Gerade. Fur absolut ge-
nommen hinreichend kleine Werte von t erhélt man:

somit: t=V2A, sz + ...
folglich:
Ay=Als-+...
Die Zahl v ist hier gleich 2, die Zahl A gleich 1; es liegt also eine
Hellebardenspitze mit verschwindendem Krimmungshalbmesser vor.
Fur die Evolute der Zykloide erhalten wir:

xl=t+sint, yl= -1+ cost.
Setzt man t=m + t1 so kommt:
Xl=mn+tl —sintl, yl= -2+ 1— costl

Die Evolute ist daher der gegebenen Zykloide kongruent und
entsteht aus ihr durch eine Verschiebung langs der positiven zr-Achse
um die Strecke 1 und eine solche léngs der negativen y-Achse um
die Strecke 2.

10. J. Binet bemerkte (Comptes rendus de I'’Acad. d. sc. Paris, 1841,
Bd. 12, S. 435), dall es auch Kurven gibt, die mit ihrer Evolute zu-
sammenfallen, namlich eine Art von logarithmischen Spiralen.

Wir nehmen: .

X =rcost, y=rsint,
und suchen den Radiusvektor r so als Funktion des Winkels t zu
bestimmen, daR die Kurve die Radien unter einem konstanten Winkel
schneidet, dessen Tangente k sei.

Man hat:

somit:
Zwischen den Polarkoordinatenr undtf besteht daher die Gleichung:

wo r0 groBer als Null ist und den Wert von r fir t = 0 bedeutet.
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Man erhalt letzt:

Fur den Krimmungshalbmesser ergibt sich die Gleichung:

er ist also proportional r. Fir die Evolute findet sich:

woraus hervorgeht, da auch die Evolute eine logarithmische Spirale
ist.  Nehmen wir k> 0, so ergibt sich fur die Polarkoordinaten r!
und tl der Evolute:

Der Halbstrahl, welcher den Radiusvector rl enthalt, trifft die
gegebene Spirale in unendlich vielen Punkten, welche zu den Polar-

winkeln gehoren, wo n eine ganze positive oder
negative Zahl bedeutet. Die zugehdrigen Werte von r sind gleich

Soll r1 mit einem dieser Werte von r zusammen-
fallen, so muR sein:

oder:

Nehmen wir n als positive ganze Zahl, so ergibt die vorstehende
Gleichung fir k einen positiven Wert, der groBer wie 1 ist. Damit
ist gezeigt, dal eine Kurve mit ihrer Evolute zusammenfallen kann.

11. I'Hospital zeigte (Analyse des inf. pet. Section V Nr. 82),
wie man aus einer Kurve mit einem solchen Wendepunkt, fir den
zwei unendlich grofRe Kriimmungshalbmesser vorhanden sind, eine
zweite Kurve herleiten kann, bei der der fragliche Wendepunkt ein
solcher mit verschwindendem Krimmungshalbmesser ist. Hat die
Kurve BOA (Fig. 12) in 0O einen Wendepunkt, so lege man einen Faden
auf BO und ebenso einen Faden auf OA. Die Abwicklung beider Faden
von O aus erzeugt die Kurve BOA', die offenbar in O einen Wende-
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punkt mit verschwindendem Krimmungshalbmesser besitzt. Wir
wollen diese geometrische Konstruktion analytisch verfolgen, indem

wir als Kurve BOA diejenige mit der Gleichung: zugrunde

legen. Die einem wachsenden x ent-
sprechende Halbtangente dieser Kurve im
Punkte x, y besitzt die Richtungskosinus:

Sind daher x', y' die Koordinaten eines
Punktes des Kurvenzugs OB', so haben wir:

Hier darf x nur negative Werte einschlieflich der Null annehmen.
Sind x", y" die Koordinaten eines Punktes des Kurvenzugs OA',
so haben wir:

wo X nur positive Werte, einschliellich der Null, annehmen darf.
Dies zeigt, dal die Gleichungen fir x' und y' die Koordinaten auch
der im Zweige OA gelegenen Punkte darstellen, wenn man fir x
auch positive Werte zulaft.

Unter der Bedingung: x2<<2 koénnen x' und y' nach ganzen
Potenzen von x entwickelt werden, und man erhalt:

Hiernach ist: v=3, A =2, so dal tatsdchlich der Punkt x'= 0,
y'= 0 ein Wendepunkt mit dem Krimmungshalbmesser Null ist.

12. Man verdankt I'Hospital auch die Unterscheidung der Spitzen
in solche erster Art (Hellebardenspitzen) und solche zweiter Art
(Schnabelspitzen). [Analyse des inf. pet. Section V. Nr. 109.] Eine
Kurve mit einer Schnabelspitze erzeugt I'Hospital auf folgende Weise.
Er legt auf das Kurvenstick BOA (Fig. 13), in dem O ein Wende-
punkt ist, einen Faden und wickelt ihn von A aus ab. Ist der Be-
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rihrungspunkt des Fadens in O angelangt, so liegt der bewegliche
Endpunkt des Fadens in der Wendetangente. Die weitere Abwicklung
des Fadens zeigt, daB die Evolvente in der Wendetangente der Evolute
eine Schnabelspitze besitzt.

Wir wollen dies bei der Kurve mit der Gleichung ana-

Iytisch verfolgen. Die x-Koordinate des Punktes A sei gleich Eins
und die Bogenlange OA gleich 6, so daf:

Fir den zum Werte x gehdérenden Punkt (X,y') der Evolvente er-
halten wir:

Aber:

falls der absolute Betrag von x kleiner als v/2 angenommen wird.
Damit ergibt sich:

Wir haben somit fiir den Wert x = 0: v=2, A = 2, sowie:
f1"(0)2+12"(0)2=02 f1"'(0)2+f2(4)(0) f2"(0)f1(4)(0) = 302,
also nach § 2 S. 10:

Es liegt eine Schnabelspitze mit dem Krimmungshalbmesser ¢ vor.

§12. Eigenschaften des Krimmungskreises.

1. Schon I'Hospital (Anal, des inf. pet. Section V. Coroll. Il Nr. 2)
und Johann Bernoulli (Opera omnia Bd. 3, S. 432) erkannten, daf}
eine Kurve im allgemeinen von ihren Krimmungskreisen
geschnitten wird. Man braucht bloR ein Kurvenstick mit dem
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zugehorigen Evolutenstiick zu zeichnen und die Krimmungskreise
hinzuzufiigen, um sich von der fraglichen Tatsache zu Uberzeugen. Zu
ihrer analytischen Begrindung betrachten wir einen Kurvenpunkt (s),
in dessen Umgebung gl(s+As) und g2(s+As) nach ganzen
Potenzen von zis entwickelbar seien, wahrend der Krimmungs-
halbmesser einen endlichen Wert besitze. Ein Kreis mit dem Halb-
messer + r und einem, auf der zu s gehdrenden Kurvennormalen
liegenden, Mittelpunkt hat die Gleichung:

Die Zahl r ist positiv oder negativ, je nachdem der Kreismittel-
punkt in der positiven oder negativen Halbnormalen liegt. Der zum
Werte s + As gehdrende Kurvenpunkt sei um eine Strecke mit der
MaRzahl E vom Kreismittelpunkt entfernt, so daf:

E2=(gl(s+l)  —gl(s) + rgl'(s)) + (92(s + As) —g2(s) — rgl'(s))

Es sei zunédchst r von p verschieden. Ist dann positiv

so auch E2—r? fur absolut genommen hinreichend kleine Werte von As.
Jetzt liegt die Kurve in hinreichender N&he des Beruhrungspunktes (s)

ganz auflerhalb des betrachteten Kreises. Ist negativ, so liegt
die Kurve in hinreichender Néhe des Beriihrungspunktes innerhalb
des Kreises. Fir r=p und beginnt die Entwicklung von

E2— r2 mit der dritten Potenz von As. Auf einer Seite des Be-
rihrungspunktes tritt daher die Kurve in den Krimmungskreis ein,
auf der anderen aus ihm heraus, d. h. der Kriimmungskreis schneidet
die Kurve. (Vgl. Mack, Archiv der Mathern, u. Phys., Teil 64, 1879,
S. 182, wo der fragliche Beweis unter der Voraussetzung geliefert
wird, dal die Kurve durch eine Gleichung von der Form y = ¢ (X)
gegeben sei.)

2. Wird ein Krimmungskreis von den ihm benachbarten
Kriummungskreisen geschnitten oder nicht?

Der Mittelpunkt des zum Wert s gehdérenden Krimmungskreises
hat die Koordinaten:

x1=g1(s) - @g2'(s), yl=g2(s) + @gl'(s)

Der Mittelpunkt des zu s + z/s gehorenden Kriimmungskreises hat
die Koordinaten:

x2 = gl(s + As) — p1g2'(s + As), y2=g2'(s + As) +p1gl(s + As),
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wenn mit pl der Wert des Krimmungshalbmessers an der Stelle

s + 4s bezeichnet wird. Die Potenzlinie beider Kreise hat die
Gleichung in der Normalform:

Das vom Mittelpunkt des zu s gehdrenden Kreises auf die Potenz-
linie gefallte Lot besitze die MaRzahl + h.
Dann ist:

aber:

und

Die Differenz h? — @2 ist also fur absolut genommen hinreichend
kleine Werte von As positiv, wenn von Null verschieden. Hin-

reichend benachbarte Krimmungskreise schneiden sich im
allgemeinen nicht.

3. Es werde |As als so klein vorausgesetzt, daB sich die zu
den Werten s und s + As gehdrenden Krimmungskreise nicht schneiden.
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Ziehen wir nun vom Mittelpunkt des zu (s) gehérenden Kreises eine
Halbgerade und drehen sie um den Mittelpunkt, so wird das zwischen
beiden Kreisen liegende Stiick der Halbgeraden einmal einen kleinsten
und einmal einen gréften Wert annehmen. Auf diese Weise werden
zwei Halbgerade ausgezeichnet, und man kann fragen, welche Lage
diese Halbgeraden im Grenzfall As = 0 annehmen.

Setzen wir den dem Werte s entsprechenden Kurvenpunkt als
gewohnlichen Punkt der Abbildung der Kurve auf die s-Gerade voraus,
und ist, wie fruher,

gl'(s) = cos a, g2'(s) = sin q,
so stellen die Gleichungen
Xx=xl+71cos(a+ @), y=yl+ Tsin (a+ Q)

fur veranderliche Werte von ¢ die fraglichen Halbgeraden dar, wenn
T nur positive Werte erhélt. Die dem Werte ¢ entsprechende Halb-
gerade trifft den zweiten Kreis in einem Punkt, dessen Abstand vom
Mittelpunkt des ersten Kreises durch die positive Wurzel der Gleichung:

bestimmt wird. Dies ergibt:

T= (X2 — x1) cos (a + @) + (y2 — yl) sin (a + @)

wo die Wurzel, die wir kurz mit W bezeichnen wollen, positiv zu
nehmen ist.

(X2 - x1) cos (a + @) + (y2 - yl1) sin (a + @)
=c0s @ (91'(s) (x2 - x1) + g2'(s)(y2 - y1)) — sin @ (92'(s') (x2 - x1)—g1'(y2 - y1))

somit:

Um W selbst zu berechnen, hat man den Fall eines positiven g
von dem eines negativen g zu unterscheiden. Nehmen vir an, dal3
die Bogenlange s mit wachsendem x wachst, so ist g positiv, wenn
die Kurve konvex, negativ, wenn sie konkav gegen die x-Achse ge-
krimmt ist. Im ersten Fall entspricht auf dem zu s gehdrenden

Krimmungskreise der Berthrungspunkt P dem Werte im

zweiten Fall dem Wert Verfolgen wir den ersten Fall, so
ergibt sich:
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Hieraus geht hervor, dall T — g bei absolut genommen hinreichend
kleinem As und von Null verschiedenem sein Zeichen nicht éndert,

so lange sin @ von — 1 verschieden ist. Aber bei sin @ = — 1 zeigt
sich mit Hilfe einer genaueren Rechnung, daf:

sonnt besitzt unter der angenommenen Beschrankung von As die
Differenz T - @ das Vorzeichen von Wir sehen also im Ein-

klang mit der vorigen Bemerkung 2., daR der zu s +As gehdrende
Kriimmungskreis den zu s gehérenden umschlieBt oder von ihm um-

schlossen wird, je nachdem positiv oder negativ ausféllt.
Da:

so ergibt sich, daB die Werte von @, welche ein Maximum oder
ein Minimum von 1 — @ liefern, der Gleichung:

genligen. Wir erhalten fur hinreichend kleine Werte von As | ein
Maximum oder ein Minimum, je nachdem fir einen der vorigen Gleichung

genligenden Wert von ¢ der Ausdruck — sin negativ oder
positiv ausféllt. Die Werte von ¢, um die es sich handelt, lassen
sich durch darstellen, wenn 9, eine mit As verschwindende
Zahl bedeutet. Ist nun positiv, so ist T— p positiv, aber sin @ ist
positiv fur negativ far Daher haben wir
bei ein Maximum, bei ein Minimum von T— p.
AVenn negativ, so haben wir fir p — T ein Maximum bei

ein Minimum bei Gehen wir mit As zur

Grenze Null Uber, so ruckt der Minimalpunkt in den Be-



60 Erster Teil. Ebene Kurven.

riuhrungspunkt, der Maximalpunkt in den dem BeruUhrungs-
punkt diametral gegenlberliegenden Punkt des zum Wert s
gehdrenden Krummungskreises.

Derselbe Satz ergibt sich flr ein negatives @

Selbstverstandlich hatten wir die unter 2. und 3. gestellten
Fragen auch durch die Betrachtung der unter 1. geschilderten
I'Hospitalschen Konstruktion beantworten kdnnen. Da die Differenz
der Krimmungshalbmesser zweier benachbarter Krimmungskreise
gleich dem zwischen ihren Mittelpunkten liegenden Stiick der Evolute
ist, so fallt sie grofRer aus, wie der Abstand der Krimmungsmittel-
punkte, die Kreise schneiden sich also nicht. (P. G. Tait, Proceedings
of the Edinburgh Mathern. Society. Bd. 14, 1896, S. 26.) Da ferner
das Maximum und Minimum von (t — @) in der Zentrale beider
Kreise liegt, und letztere bei abnehmendem [As| in die zu (s) ge-
hérende Kurvennormale Ubergeht, so ist auch die Richtigkeit der
Bemerkung 3. ersichtlich. Trotzdem sind unsere analytischen Ent-
wicklungen keineswegs (berflissig. Geben sie doch das wichtige
Erkenntnis, da® der Minimalabstand mit As3, der Maximalabstand
mit As unendlich klein wird. Wir empfehlen dem Leser, die fraglichen
analytischen Beweise unter der Annahme der Bogenlange der Evolute
als unabhangiger Verénderlichen durchzufiihren.

§ 13. Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Kurve.

Wir betrachten einen gewodhnlichen Punkt P der Abbildung
der Kurve auf die s-Gerade mit endlichem Krimmungshalbmesser.
Durch den zu s+As gehdrenden Punkt P'(x',y") werde eine Gerade
parallel zur Kurventangente in P gezogen. Diese Gerade wird, da
P kein Wendepunkt ist, die Kurve in einem dem Punkte P be-
nachbarten Punkte P"(x", y") schneiden, welch letzterer zum Werte
s+2z/s gehdren moge. Wir suchen die Koordinaten des Mittelpunktes P0
der Strecke P'P" zu bestimmen.

Da die Strecke P'P" der Tangente in P parallel liegt, haben wir:

{9l (s + As) —gl(s + A's)}g2 (s) — {g2 (s + A's) —g2 (s + A's)}gl'(s) = O
oder:
%(91'(s)92'(s) — g2"(s)gl'(s)) (As? — A's2)
+  (91"(5)g2'(s) — 92"(8)g1'(s))(As2 - A'ss) + ... = 0,
und nach Division mit As - A's:

Hieraus ergibt sich
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Ftlr die Koordinaten x0, y0 des Punktes PO folgt:
X0 = g1(s) —+Hgls)s+Ls) + +Y%qgl" (s) (As2 - A'ss) ...

X0 = g2(s) +¥2g2'(s)(s + A's)+ +Y4g2" (s) (As2 - A'ss) . . .

Durch diese Gleichungen ist bei veranderlichem As eine Kurve
bestimmt.

Der Winkel a0, den die dem Werte As =0 entsprechende positive
Halbtangente dieser Kurve mit der positiven X-Achse bildet, ergibt
sich aus den Gleichungen:

Die in Rede stehende Tangente wurde von A. Transon (Journal
de Mathern. [1] Bd. 6, 1841, S. 191) Aberrationsachse genannt. Der
Name Deviationsachse ist auch gebréuchlich. Die Tangente des

Winkels den die Aberrationsachse mit der positiven

Halbnormalen bildet, hat den Wert

Wir sind auf den Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen haupt-
sachlich deswegen eingegangen, weil die Reihen fiir x0 und y0 zeigen,
wie notwendig die allgemeinen im § 1 aufgestellten Voraussetzungen
Uber den Bereich der Werte von t sind, fir die man die Funktionen
x=fl(t), y=f2(t) betrachtet. In unserem Falle vertritt As die
Stelle von t, x0 und y0 sind fur die Umgebung der Stelle 0 nach
Potenzen von t entwickelt. Trotzdem, dal die Entwicklungen wvon
AX0, Ay0 mit der zweiten Potenz von t beginnen, darf man nicht
schlieBen, dal dem Werte t = 0 eine Spitze entsprache. Man darf
namlich der Zahl As nur positive oder nur negative Werte beilegen,
da zu jedem hinreichend kleinen positiven As ein negatives As ge-
hort, das denselben Punkt (x0,y0) liefert, und umgekehrt. Daher ist
der Punkt z/s =0 ein Grenzwert des fiir As geltenden Intervalls,
und auf Entwicklungen fur die Umgebung eines Grenzpunktes finden
unsere Regeln keine Anwendung.
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Stellen wir z. B. eine Ellipse durch die Gleichungen:
X =acost, w=é&sint

dar, so hat die Gerade, welche parallel zu der im Punkte (X, Y)
beriihrenden Tangente durch den Punkt (x + AXx, y + Ay) gezogen
ist, die Gleichungen:

§ =acos(t+ At) — hasint, n = bs{t + At) + hb xos t

Der zweite Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ellipse moge
zu dem Werte t + A't gehdren. Eliminiert man h aus den Gleichungen:

cos (t+ At) —hsint=cos (t+ A't), sin (t+ At) +hcost=sin (t+ A'),
so erhdlt man A't = — At), und damit ergibt sich:

Hierdurch ist bei verénderlichem At der zu dem Werte t ge-
hérende Durchmesser der Ellipse dargestellt, auf dem von einer
Spitze keine Rede sein kann.

§ 14. Darstellung einer Kurve durch eine einzige Gleichung.

Will man die im vorigen behandelten Fragen fir den Fall be-
antworten, daB eine Kurve durch eine Gleichung von der Form f(x,y)=O
gegeben ist, so wird die Untersuchung viel verwickelter als die friihere.
Es sollen daher nur einige besonders wichtige Erérterungen angestellt
werden.

Zunachst nehmen wir an, daB im allgemeinen, d. h. nach Aus-
schlul getrennt liegender Punkte (x,y) der Ausdruck F(x + AX, y + Ay)
nach ganzen, positiven Potenzen von Ax und Ay entwickelbar ist.
Damit haben wir namentlich diejenigen Stellen von der Betrachtung
ausgeschlossen, an denen eine Ableitung von f((x,y) unendlich grof3
wird; denn die in Rede stehende Entwickelbarkeit setzt in erster Linie
die Endlichkeit samtlicher Ableitungen voraus.

Fassen wir x und y als Funktionen der Veranderlichen t auf, die
die Gleichung f(x,y) = 0 identisch befriedigen, so folgt:

Diese Beziehung gestattet es, an der betrachteten Stelle (x,y) den
Wert des Verhéltnisses zu berechnen, falls und nicht

zugleich verschwinden. Wir mussen also die Gleichung f(x,y) =0
als in solcher Form befindlich voraussetzen, dall nicht fir jedes, der
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Gleichung F(x, y) = 0 geniligende, Wertepaar X, y die Ableitungen

und beide Null sind. Dies fande z. B. statt, wenn wir statt der
Gleichung Ff(x, y) = 0 die Gleichung:

cosf(x,y) —1=0
zugrunde legten.
Unter der gemachten Voraussetzung konnen die Ableitungen

und nur an getrennt liegenden Punkten, die wir aufler-

gewohnliche Punkte nennen wollen, zugleich verschwinden; an
einem gewodhnlichen Punkt ist mindestens eine dieser Ableitungen
von Null verschieden.

Aus der Gleichung:

folgt, wenn x,y die Koordinaten eines gewodhnlichen Kurvenpunktes
sind, und p einen Proportionalitatsfaktor bedeutet:

Die Richtungskosinus der Tangente sind demnach:

die der Normalen sind:

aber es fragt sich, welche Halbtangente, und welche Halbnormale hier
dem positiven Wert der Quadratwurzel entspricht. Um dies zu ent-
scheiden, bezeichnen wir den positiven Wert der Quadratwurzel mit w
und betrachten den Zuwachs AT der Funktion F(x, y) fur den Fall,
daR man von dem Punkt (X, y) aus auf der zu ihm gehdérenden Nor-
male ein kleines Stlickchen weitergeht.

Wenn:

S0 ist:
b=, y)x,9)
Nehmen wir nun an, dal der Ausdruck f(x + Ax, y + Ay) nach
ganzen, positiven Potenzen von Ax, Ay entwickelbar ist, so folgt fir:
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die Gleichung:
BEhw+...

Wir denken uns nun den absoluten Betrag von h so klein, dafi3
die rechte Seite dieser Gleichung das Vorzeichen ihres ersten Gliedes
besitzt. Dann ist Af bei positivem h positiv, bei negativem h negativ,
so daB sich die positive Halbnormale von der Kurve aus in denjenigen
Teil der Ebene erstreckt, fur dessen Punkte f(x, y) positiv ist. Die
positive Halbnormale bilde mit der positiven .r-Achse den Winkel B.
Zur positiven Halbtangente nehmen wir, wie fruher, diejenige Halb-

tangente, die durch Verminderung des Winkels 8 um  erhalten wird.

so ergibt sich:

so ergibt sich der oben benutzte Proportionalitatsfaktorp als positive Zahl.
Um den Ausdruck fir den Krimmungshalbmesser zu erhalten,
differenzieren wir die Gleichung:

nach t und finden:

Ersetzt man hierin die Zahlen der Reihe nach
durch so folgt:
Da p=> 0, ist:

wir haben also das Ergebnis:
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Bei positivem g liegt der Krimmungsmittelpunkt auf derjenigen
Seite der Kurve, fir die f(x, y) positiv ist, bei negativem g auf der
anderen Seite, so daB z. B. der Krimmungshalbmesser des durch die

Gleichung: ) o 1=0
X+ yl—1=

dargestellten Kreises gleich — 1 ist.
Wir koénnen den Ausdruck fur g auch auf folgende Weise finden.

Die Gleichungen der zu einem Kurvenpunkt (x, y) gehérenden Normalen
sind:

Die Gleichungen einer benachbarten Normalen sind:

Die zum Schnittpunkt beider Normalen gehdrenden Werte von
h und h' befriedigen die Gleichungen: x' = x", y' = y", oder:

d.h.:

Nun ist:

somit:

und dies liefert beim Ubergang zu At = 0 denselben Ausdruck fir
wie oben.

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. | 5
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Wir haben bisher angenommen, dafl der Kurvenpunkt (x, y) ein
gewohnlicher sei, daf} also fir ihr und  nicht zugleich verschwinden.

Ist der betrachtete Punkt ein auflergewdhnlicher, so fihrt die
Gleichung:

zur Bestimmung der Tangente, falls die zweiten partiellen Ableitungen
von f(x, y) nicht sémtlich gleich Null sind. L&aRt sich die linke Seite
der vorstehenden Gleichung durch Multiplikation mit einem geeigneten
Faktor in ein Quadrat verwandeln, so besitzt die Kurve an der
betrachteten Stelle eine einzige Tangente, sonst sind zwei reelle
Tangenten (Doppelpunkt) oder zwei imagindre Tangenten (isolierter
Punkt) vorhanden.

Eine weitere Durchfihrung dieser Methode liegt nicht in der
Absicht dieser Zeilen. Sobald man fir die Umgebung einer Stelle
(X,y) zwei reelle, nach ganzen positiven Potenzen einer Veranderlichen t
fortschreitende Reihen fiur x + Ax, y + Ay gefunden hat, welche
die Gleichung f(x + Ax, y + Ay) = 0 befriedigen, kann man die in
den vorigen Paragraphen entwickelten Methoden benutzen.

Il. Einfach unendliche Schar ebener Kurven.
§ 15. Allgemeines.

Die Gesamtheit der Tangenten einer Kurve, ebenso die Gesamt-
heit der Normalen einer Kurve bildet eine Mannigfaltigkeit wvon
Geraden, von denen jede einzelne bekannt ist, sobald man den Kurven-
punkt, zu dem sie gehort, gewéhlt hat. Die Gesamtheit der Krimmungs-
kreise einer Kurve bildet eine Mannigfaltigkeit, in der jeder Einzel-
kreis durch seinen BerUhrungspunkt bestimmt wird. Man bezeichnet
allgemein mit dem Worte einfach unendliche Kurvenschar eine
solche Mannigfaltigkeit von Kurven, in der jede Einzelkurve von der
Bestimmung einer stetigen Veranderlichen abhdngt. Die letztere fuhrt
den Namen Parameter der Schar.

Die hauptsachlichsten Darstellungsarten einer einfach unendlichen
Kurvenschar sind die folgenden.

1. Man betrachtet x und y als Funktionen der Veranderlichen t
und des Parameters 1, so daR:

x=f1(t,1): y =f(1)

Hier darf die Determinante:
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nicht identisch verschwinden, da sonst zwischen x und y eine Gleichung
bestdnde, und wir es mit einer einzigen Kurve, nicht mit einer
Kurvenschar, zu tun hatten.

Die Funktionen fl und f2 sollen innerhalb eines Wertbereichs
der Veranderlichen t und T als analytische Funktionen vorausgesetzt
werden. Ein solcher Wertbereich wird dadurch festgelegt, dal der
Parameter T alle Werte zwischen zwei Grenzen etwa 10 und Tl durch-
lauft, wahrend zu jedem dieser Werte von 1 zwei Grenzen etwa @0(1)
und @1(t) gehoren, zwischen denen die Verénderliche t sich bewegt.
Sind nun t und T zwei Werte innerhalb dieses Wertbereichs, so
sollen die Ausdriicke f1(t + At, T + AT) und f2(t + At, T + A7), falls
man At und z/t absolut genommen hinreichend klein wahlt, nach
ganzen positiven Potenzen von At und At entwickelbar sein.

Die gegebene Kurvenschar wird auch Kurvenschar t = const.
genannt. Fassen wir in den Gleichungen x = f1(t, 1), y=*%2t, T) die
Verénderliche t als Parameter auf, so stellen sie eine zweite einfach
unendliche Kurvenschar dar, bei der sich langs jeder Einzelkurve die
Zahl t andert, wahrend t festbleibt. Diese Schar heilit dann im
Gegensatz zur Vorigen die Kurvenschar t = const.

Man darf sich hier nicht die Vorstellung bilden, daB die
Schar t = const. aus anderen Kurven bestehen musse, wie die Schar
T =const. Es sei z. B. eine Kurve durch die Gleichungen:

x = f1(t)}
gegeben. Der Ort der Mittelpunkte aller Sehnen der Kurve, die durch
den Punkt (70) gehen, wird bestimmt durch die Gleichungen:

X =Ya(FL(t0)+ f1(1)), y =Ya(f2(t0)+ f2(1)),

Die samtlichen Sehnenmittelpunktskurven werden daher dargestellt
durch die Beziehungen:

x =¥6(f1(t)+ f1(1)), vy =2(f2(t)+ f2(1)),

Jede Kurve T = const. fallt mit einer Kurve t = const. zusammen
und zwar mit der, fir die t denselben Wert besitzt wie 1. Sind tl
und t2 zwei voneinander verschiedene Zahlen innerhalb des Wert-
bereichs von t, denen auf der gegebenen Kurve zwei nicht einander
parallele Tangenten entsprechen, so schneiden sich die Kurven t = tv
T =1 im Punkte mit den Koordinaten:;

x =VA(FL(t1)+ f1(t2)), y =%a(f2(t1)+ f2(2)),

und zwar unter demselben Winkel, den die beiden Tangenten mit-
einander bilden; sie berihren sich, wenn den Werten tI und {2 von

5*
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t auf der urspriinglichen Kurve parallele Tangenten entsprechen. Ein
leicht zu behandelndes Beispiel bieten hier die Sehnenmittelpunkts-
kurven einer Ellipse dar.

Die oben angefihrte Determinante:

kann sowohl in einzelnen Punkten als auch ldngs einer Kurve ver-
schwinden. Ist sie fiir das Wertsystem t=1t', T =1 gleich Null, so
ist der entsprechende Punkt entweder ein auflergewohnlicher Punkt

der Kurve T=T1 oder er ist ein
auBergewohnlicher Punkt der Kurve t=1t' fur

t=1t, 1=T1"), oder endlich, die Kurven t=1t, T=T1 berlhren sich

in dem fraglichen Punkt.

2. Man kann eine einfach unendliche Kurvenschar durch eine
einzige Gleichung von der Form f(x, y, T) = 0 darstellen, die auBer
x und y noch den Parameter T der Schar enthalt. Hier soll sowohl

vorausgesetzt werden, dal} die Ableitungen nicht fur jedes

der Gleichung f= 0 genugende Wertsystem X, y, T verschwinden,
als auch, daB der Ausdruck f(>x+ AX, y + Ay, T+ A1) im allgemeinen
nach ganzen positiven Potenzen von AXx, Ay, AT entwickelbar ist.

Die auRergewohnlichen Punkte der Einzelkurven, fur die, wie

wir festsetzten. und zugleich verschwinden, kénnen vereinzelt
auftreten, oder eine Kurve bilden.

§ 16. BerUhrungskurve und Einhillende einer durch eine
Gleichung- von der Form (X, y, 1) = 0 dargestellten einfach
unendlichen Kurvenschar.

Sind einfach unendlich viele Kurven in einer Ebene gegeben,
so kann man fragen, ob es eine Kurve gibt, die jede Einzelkurve
der Schar berthrt. Beispiele fir ein solches Vorkommnis haben wir
bereits kennen gelernt. Jede Kurve berthrt ihre samtlichen Tangenten
und ihre samtlichen Krimmungskreise. Die Normalen einer Kurve
beriihren die Krimmungsmittelpunktskurve derselben. Wir behandeln
die sich auf eine Beruhrungskurve beziehenden Fragen zuerst unter
der Voraussetzung, daf die Kurvenschar durch eine Gleichung von
der Form f(x, y, 1) = 0 gegeben sei.

1. Erste Herleitung der Beruhrenden. Mit g(x,y) =0
bezeichnen wir die Gleichung irgend einer Kurve, welche die Kurven
T = const. schneidet. Die Koordinaten der Schnittpunkte und damit
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die Koordinaten der vorgelegten Kurve selbst lassen sich als Funktionen
von T betrachten, indem man sich x und y aus den Gleichungen
f(x, y, 1) =0 und g(x, y) = 0 berechnet denkt. Dann folgt:

und:

Der Punkt (x, y) sei ein gewohnlicher Punkt sowohl der durch
g(X, y) = 0 gegebenen Kurve, wie der durch ihn hindurchgehenden
Kurve 1 = const. Bildet die Tangente der ersteren den Winkel a,
die Tangente der letzteren den Winkel a' mit der x-Achse, so ist:

Sollen sich an der betrachteten Stelle die durch f(x, y, 1) =0
und g(Xx, y) = 0 dargestellten Kurven berlhren, so muf} hiernach

an der betrachteten Stelle verschwinden,

Als notwendige Bedingung fur das VVorhandensein einer
Beruhrungskurve ergibt sich somit die, daB aus den Glei-

chungen f(x, y) =0 und x und y als reelle Funk-
tionen von 1 berechnet werden konnen. Hinreichend ist
diese Bedingung erst dann, wenn die Ableitungen und

nach Ersetzung von x und y durch die Ldsungsfunktionen
nicht zugleich identisch verschwinden. Sind die fraglichen
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Ableitungen gleich Null, so ist eine besondere Untersuchung
dariber anzustellen, ob die durch f=0 und

gelegte Kurve die Kurven 1 = const. berthrt oder nicht.
Wir wollen die gefundene Regel durch ein Beispiel erlautern.
Nehmen wir mit der x, y-Ebene eine Drehung von der GroRe T
um den Punkt x = x0, y = y0 vor, so mdge ein Punkt, der vor der
Drehung die Koordinaten u, v besaB, nach der Drehung die Koordi-
naten x, y besitzen. Man hat dann:

u— X0=(x —x0)cost+ (y — y0) sin T,
Vv —y0l=— (X —x0)sin T+ (y — y0) cos T.

Die durch v2= u3 dargestellte Kurve besitzt im Punkte u = 1,
v =— 1 eine Normale mit der Gleichung:

2(u — 1) — 3(v+ 1) =0.
Die Normale schneidet die y-Achse in dem Punkt mit den
Koordinaten u = 0, Diesen Punkt nehmen wir zum Drehungs-

mittelpunkt, so daf: x0=O, Durch stetige Drehung der

Ebene um diesen Punkt entsteht aus unserer Kurve eine einfach un-
endliche Kurvenschar mit der Gleichung:

Man erhalt:

Waéhrend der Drehung beschreibt der Punkt u=1, v=—1
einen Kreis, fir den:

1)

Diese Ausdriucke von x und y bringen den zweiten Faktor von

zum Verschwinden und befriedigen die Gleichung f = 0.

Der Punkt u =0, v =0 beschreibt wahrend der Drehung einen
Kreis, fur den:

2)
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Diese Ausdriicke von x und y bringen beide Faktoren von

zum Verschwinden und befriedigen ebenfalls die Gleichung #=0.

Um zu entscheiden, ob in dem einen oder anderen Fall eine
Beruhrungskurve vorliegt, bilden wir die partiellen Ableitungen von
f nach x und y. Man erhalt:

Setzen wir hier fir x und y die Ausdriicke aus den Gleichungen 1)
ein, so kommt:

Diese Ausdriicke sind nicht gleichzeitig Null und zeigen, dal

der durch die Gleichungen 1) dargestellte Kreis die Kurven der Schar
berthrt.

Setzen wir fur x und y die Ausdricke aus den Gleichungen 2)
ein, so verschwinden und identisch. Es sind daher die zweiten
Ableitungen zu bilden. Man erhélt:

Ersetzt man hier x und y durch ihre Ausdricke aus den
Gleichungen 2), so kommt:

Fur den Winkel o', den die Tangente der Kurve T = const. im
betrachteten Punkt mit der x-Achse bildet, haben wir die Gleichung:

d. h. hier:
sin (t—a") =0.
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Fir den Winkel a, den die Tangente des durch die Gleichungen 2)
dargestellten Kreises mit der x-Achse bildet, erhalt man:

coOsa=—cosT, Ssina=—sinT,
so daR auch:
sin (t—a) =0,
und:
sin (o — a') = 0.

Dies zeigt, daf auch der vom Punkt u = 0, v = 0 beschriebene
Kreis eine Beruhrungskurve ist.

Dasselbe Ergebnis findet sich, wenn man die X, -Ebene um
einen beliebigen Punkt der y-Achse, mit Ausnahme des Koordinaten-
anfangspunkts, dreht, oder wenn man sie in sich langs der x- Achse
parallel verschiebt.

Wir drehen jetzt die x, -Ebene um einen beliebigen, aber nicht
mit dem Koordinatenanfangspunkt zusammenfallenden, Punkt der
Xx-Achse. Dadurch entsteht eine Schar mit der Gleichung:

Ff={x -x0) sint—ycos T2 — (X0 + (X-x0)cos T+ ysint)3=0.
Man erhélt:

+ 3(xX0+ (X — x0) cos T + y sin 1)2}.
Die Ausdriicke x = x0(l — cos 1), y = — X0 sin T befriedigen die

Gleichungen f= 0 und und bestimmen den Kreis, den der

Koordinatenanfangspunkt wahrend der Drehung beschreibt. Aber die
Ableitungen:

verschwinden fir x - xO = - x0cos -1, y = — X0 sin T.
Durch Berechnung der zweiten Ableitungen ergibt sich wie vorhin:
sin (t—a’) =0.
Der Winkel a, den die Tangente des Kreises mit der X-Achse
bildet, wird hier bestimmt durch:

cos 0 =sin T, Sin o= — COoS T,
somit:
cos (o' — a) = 0.
Der fragliche Kreis ist daher keine Berihrungskurve, sondern er
trifft die Einzelkurven der Schar unter rechten Winkeln.
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Im ersten der betrachteten Féalle besteht die Beriihrende aus ge-
wohnlichen Punkten der Einzelkurven der Schar, im zweiten und dritten
Fall ist sie der Ort der Spitzen der Einzelkurven. Der Ort der singulédren
Punkte der Einzelkurven kann eine Beruhrende sein oder nicht.

2. Zweite Herleitung der Beruhrenden. Man gelangt zu
der Beriihrungskurve einer Kurvenschar auch auf folgende Weise:

Die Koordinaten eines Schnittpunkts der beiden, zu den Werten
T und T + AT des Parameters gehorenden, Einzelkurven der Schar
genugen den Gleichungen:

¢ =0 fXxyT+AT)=0
An Stelle der letzteren Gleichung konnen wir schreiben:

Gehen wir mit ¢/t zur Grenze Null Uber, so genligen die Koordi-
naten der Grenzlage der Schnittpunkte den Gleichungen:

=0 und

und das sind die notwendigen Bedingungen fir eine Beriihrungskurve.

Jedoch ist hier zu bemerken, da unter der VVoraussetzung eines
von Null verschiedenen AT die Koordinaten der Schnittpunkte ima-
ginare Werte besitzen kénnen, die sich fir AT = 0 in reelle Werte
umwandeln. In einem solchen Falle kann man geometrisch die Be-
rihrungskurve nicht als Ort der Grenzlagen von Schnittpunkten
benachbarter Einzelkurven der Schar auffassen.

Nehmen wir z. B. die durch die Gleichung:

yl— (X —-1)3=0
dargestellte Kurvenschar. Man gentgt dieser Gleichung und der
Gleichung: Ve (X—T—AD3=0
durch die Ausdriicke:

Die Schnittpunkte sind also fir ein von Null verschiedenes ¢/t
imagindr, ihre Grenzlagen bei AT = 0 aber sind reell und fallen in
die x-Achse.

3. Beruhrende und Einhullende. An Stelle des Wortes
,Bertuhrungskurve oder Beriihrende* ist auch das Wort ,,Einhtllende*
in Gebrauch. Diese, das franzdsische Wort ,,enveloppe* verdeutschende,
Bezeichnung ist aber nicht ohne weiteres nerechtfertint. Nehmen

wir namlich an, wir hétten aus den Gleichungen ¥=0O und



74 Erster Teil. Ebene Kurven.

die Zahlen x und y als Funktionen von T bestimmt, die sich im Intervall
10. .. Tl regulér verhalten. Diesem Intervalle entspreche ein Kurvenzug,
der das Stick AB enthalte. Da sind zwei Félle zu unterscheiden:

Erstens. Das Stick AB a4kt sich so wahlen, daf in allen
seinen Punkten ein BerUhren ohne Schneiden stattfindet. Alsdann
kann man um jeden BerUhrungspunkt (etwaPFig. 14) auf der berihrten
Einzelkurve der Schar ein Bogenstiick (etwa P'PP") abgrenzen derart,
dal das ganze Stick auf ein und derselben Seite der Beruhrenden
liegt. Die Voraussetzung, nach der die Kurven der Schar stetig auf-
einander folgen sollen, bedingt, daf3 alle derartigen Bogenstiicke auf
derselben Seite der Berthrenden liegen. Jetzt hat der Kurvenzug AB
die Eigenart einer Grenze des von den fraglichen Bogenstiicken aus-
gefillten Ebenenteils, und die Bezeichnung ,,Einhillende” fir die
Berthrende ist gerechtfertigt.

Zweitens. Das Stick AB laBRt sich so
wahlen, daf in allen seinen Punkten ein Berlhren
mit Schneiden stattfindet. Jetzt tritt jede berihrte
Kurve im Beriihrungspunkte von der einen Seite
der Beriihrenden auf die andere Uber, und von
einem ,,Einhtullen“ durch die Beriihrende ist keine
Rede mehr.

Ein Mittel, um zu entscheiden, ob eine Be-
rihrungskurve, die nur gewdhnliche Punkte der
Einzelkurven einer Kurvenschar enthalt, eine Ein-

hullende ist oder nicht, liefert der folgende Satz:

Besitzen die Gleichungen f(xy, 1) =0, die reelle
L Osung:

=gl(r) y=92(1)
fur welche und nicht zugleich identisch verschwinden,
so bilde man die Ausdricke und setze in ihnen
statt x und y die Funktionen gl(t) und g2(t) ein. Ist
der erste nicht identisch verschwindende

Ausdruck, so hat die Beruhrende die Eigenart einer Ein-
hallenden, wenn v gerade ist, sonst nicht.

Zum Beweise betrachten wir einen gewdhnlichen Punkt (x, y) der
zu 1 gehdrenden Einzelkurve. Die zu ihm gehdrende Kurvennormale
hat die Gleichungen:

Wo:
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Der dem Schnittpunkt der Normalen mit der zu T+ /T gehdrenden
Einzelkurve entsprechende Wert von h genigt der Gleichung:

oder:

Ist die erste an der betrachteten Stelle nicht verschwindende
Ableitung von T nach T, so ergibt sich:

d. h. die Zahl h besitzt fir absolut genommen hinreichend Kkleine
Werte von AT ein und dasselbe VVorzeichen, wenn v gerade ist, sonst
wechselt h sein Vorzeichen mit dem von At. Im ersten Fall wird
die Normale der Einzelkurve von ihren benachbarten Kurven auf ein
und derselben Seite der Kurve geschnitten, im zweiten Fall auf
beiden Seiten. Findet der erste Fall langs eines Kurvensticks statt,
so hat dasselbe die Eigenart der Einhlllenden, sonst nicht.

4. Beispiele, a) Von den drei oben betrachteten Fallen ist
nur der erste als Beispiel fir unseren Satz brauchbar, da in dem

zweiten und dritten Fall und nach Ersetzen von x und y

durch g1(t) und g2(t) identisch verschwinden. Im ersten Fall erhélt
man:

Die Berthrende ist somit eine Einhillende.
b) Nehmen wir die Kurvenschar mit der Gleichung:

v —(x-T)3=0.
Hier wird

somit:

gl(M=1, 92 =0
Man findet:

Die Beriihrende ist daher keine Einhillende; ihre Tangente, d. h. die
Berthrende selbst ist stets Wendetangente fir die berthrten Kurven.

c¢) Eine einfach unendliche Schar von Geraden, deren
Einzelkurven weder einander parallel sind, noch ein und
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denselben Punkt gemein haben, besitzt stets eine Ein-
hillende.
Die Schar sei gegeben durch die Gleichung:

f = xol(1) + y92(1) + 93(1) = 0.

Aus ihr und der Gleichung lassen sich x und y berechnen,

falls die Determinante: @l(T)@2'(t) — @2(T)@l'(T) von Null verschieden
ist. Diese Determinante verschwindet, wenn @1(t)=0O, oder wenn
@2(t) = O oder endlich, wenn @2 (t) nur durch einen konstanten
Faktor von @1(t) verschieden ist, d. h. die Determinante verschwindet,
wenn die Geraden der Schar einander parallel liegen.

Bei Ausschlul? dieses Falles findet man:

Angenommen gl(t) wére gleich der Konstanten a. Dann bestande
die Gleichung:

@2(agl + @3) — 92(ap" +93) =0
d. h. entweder:
apl+ @3=0,
oder:
92=b(a@l+ @3),

wo & konstant. In beiden Féllen erweist sich g2(t) als konstant.

Ebenso zeigt man, dal bei konstantem g2(1) auch g1(t) konstant
ist. Hier haben die Geraden der Schar samtlich einen Punkt gemein,
sie bilden einen Biischel. Man kann die Bedingung dafur, da kein
Bischel vorliegt, in der Form schreiben:

02"(9293' — 9392")+ @2"(@391'— ¢193)+ ¢3"(9le2'- @291) O,

die nichts anderes bedeutet, als gi(t) O
Man erhélt weiter:

Da dieser Ausdruck von Null verschieden ist, besitzt die Geradeinschar
eine Einhtllende.

um ein Beispiel zu behandeln, betrachten wir die Brennlinien
durch Zurickweisung bei parallel einfallendem Licht.

Wir denken uns lauter parallele Halbgerade von den Punkten
einer Kurve ausgehend, die mit der positiven iiu-Achse den Wiinkel R
bilden mdgen, und setzen:

X0=cos 3, YO=sinR,
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ferner beschranken wir uns zundchst auf ein solches Kurvenstick
(x = f1(t), y =f2(), in dem an keiner Stelle f1'(t) und f2'(t) gleich-
zeitig verschwinden und auch f1'(H)f2"(t) — f2'(t)f1"(t) nicht ver-
schwindet.
Die positive Halbnormale der Kurve im Punkte (x, y) hat die
Richtungskusinus:
X=-sina, Y =cosaq,

sie bilde mit der Halbgeraden (X0,YO) den Winkel 3.

Die Richtungskosinus einer Halbgeraden, die mit der positiven
Halbnormalen den Winkel 3, mit der Halbgeraden (XO,YQ) den
Winkel 29 bildet, also des zuriickgeworfenen Strahles, sind:

X'=— X0—2cos9dsina= - X0cos2a — Y0sin 2a,
Y'=— YO--2cos 9 cosa= — Xosin2a +YO cos 2a.

Unsere Aufgabe soll es sein, die Einhillende der Halbgeraden
(>X', Y') d. h. die Brennlinie zu finden.

Fur den Schnittpunkt der zu den Werten s und s + As der
Bogenlange der gegebenen Kurve gehdrenden Geraden (X', Y') und
(X'+AX', Y'+AY") haben wir:

hX',= Ax + I(X',+ AX"), hY'=Ay + I(Y'+ AY"Y),
somit:

Da:

so folgt bein Ubergang zu As = 0 die grundlegende Beziehung:

Die Ha.bgeraden (X', Y") besitzen eine Einhiillende, wenn A>0;
bei li < O besitzen die Halbgeraden (->X", -Y") eine Einhullende.

Wir haien jetzt zu untersuchen, wie sich die Zahl h bei der An-
naherung en eine aulergewdhnliche Stelle der Abbildung der
reflektierenden Kurve auf die t-Gerade verhalt.

Der gefundene Wert von h 1aRt sich so schreiben:

Da siel in einer hinreichend kleinen Umgebung einer auBer-
gewdhnlicher Stelle nur gewdhnliche Punkte befinden, ist:
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Bei der Entwicklung des rechts stehenden Ausdrucks nach Potenzen
von At sind zwei Félle zu unterscheiden.

Erstens kann die Halbgerade (X0, Y0) die Kurve im Punkte (X, y)
berthren.

Dann ist:

wo £ entweder gleich 1, oder gleich — 1 ausféllt.
Jetzt beginnt die Entwicklung des Ausdrucks:

f1' (t 4 — f2' (t + At)X0
mit dem Gliede:

Der Ausdruck:
f1' (t + At)2 + f2' (t + At)2

beginnt mit dem Gliede:

der Ausdruck:
f1' (T + At) 2" (t+At)- f2' (t + At)f1" (t + At)
beginnt mit dem Gliede (8 1, S. 8):

der ganze Ausdruck beginnt also mit einem Gliede, das den Faktor Atv
enthalt; es ist somit gleich Null, und die reflektierende

Kurve wird an einer Stelle, die von dem einfallenden Strahl berihrt
wird, von der Brennlinie berihrt.

Zweitens kann der einfallende Strahl die reflektierende Kurve
an der betrachteten Stelle nicht berihren, so daR:

von Null verschieden ist. Jetzt beginnt die Entwicklung des Zahlers
mit At3v-3, somit die Entwicklung des ganzen Ausdrucks mit Atv-A
Der ist Null, oder endlich und von Null verschieden,

oder unendlich, je nachdem p gleich Null, oder von Null verschieden
und endlich, oder unendlich groR ausfallt.

Um einen berihmten Satz tber Brennlinien (vgl. M. Cantor, Vor-
lesungen ({ber Geschichte der Mathematik. Dritter Band. 1898.
S. 143) zu beweisen, setzen wir die Koordinaten der Brennlinie in
die Form:

{=x+hX, n=y+hy"
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Dann folgt:

Man findet durch eine einfache Rechnung:
cos 0 — cos 9 Y'= — X'(X0 cos a + YO sin a),
sina + cos X' = — Y'(X0cosa+ YOsina)

Der Ausdruck — X0 cos a — YO0 sin a ist offenbar die Ableitung
des Ausdrucks — xX(Q — yY0 + const. nachs. Um die geometrische
Bedeutung des letzten Ausdrucks zu finden, bezeichnen wir mit x0, y0
die Koordinaten eines Punktes PO, in dem die reflektierende Kurve
von dem einfallenden Strahl berthrt wird. (Fig. 15.) Nach dem
Obigen liegt dieser Punkt zugleich auf der Brennlinie. Fur ihn ist
cosa = — Xo, sina= — Y0 Die Gleichungen der Normale in
diesem Punkt sind:

Xx= x0+IYO, y'=y0 X0

Fur den Schnittpunkt der Normalen mit dem auf sie von dem
Punkte P(x, v) aus gefallten Lot PA erhalten wir:

X0+ Y0 = x+ y0 11X0 , yO+ =yl
d. h.:

1 (x0 +)X0+ (y0- y) YO
somit:

Sowohl h wie I1 wachst mit wachsendem s. Rechnen wir daher
die Bogenldnge ¢ der Brennlinie vom Punkte P0 aus als mit
wachsendem s ebenfalls wachsend, so ergibt sich:

c=h+11

d. h. die Bogenlange POQ der Brennlinie ist gleich der
Summe der beiden Strecken PA und PQ.
d) Wenn eine einfach unendliche
Kreisschar eine Beruhrende besitzt, so
ist die Beruhrende zugleich eine Ein-
hullende, falls die Kreise der Schar nicht
aus den Krummungskreisen einer Kurve
bestehen.

Wir nehmen die Gleichung einer Kreisschar
in der Form:

(x = @1(1)2+ (Y ~ 92(1))2— ¢(1)2= 0,
so daf:
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Damit sich x und w aus den Gleichungen f=0 und
berechnen lassen, dirfen @/(T) und @2,(t) nibht zugleich verschwinden,
d. h. es darf nicht eine Schar konzentrischer Kreise vorliegen. Um
die Berechnung zu vereinfachen, verstehen wir unter t die Bogen-
lange der Mittelpunktskurve, so daf:

01'(1)2+ @2'(1)2= 1.
Man erhalt:
gl(D)= 91— @@'el"— Ap2, g2(T)=@2— Q@'Y + Apl
wo: £=+ 1.

Damit die Losung reell sei, mu ¢ 2= 1 sein.

Erstens: ¢@,2<<l. Man findet, wenn p den Krimmungshalb-
messer der Mittelpunktskurve bedeutet, bei Bericksichtigung der
Formeln:

die Gleichungen:

Wird der Ausdruck: nur fir

einen der beiden Werte von ¢ gleich Null, so wird ein Teil der Be-
rihrenden durch einen Punkt vertreten. Verschwindet aber der frag-
liche Ausdruck fir beide Werte von s, so ist:

und: — 1+ @2+ @e"=0.

Die erste dieser Beziehungen verrat, dal die Mittelpunktskurve eine
Gerade ist. Wir durfen daher @l(t)=T, 02(t) = 0 gleich nehmen,
d. h. die rr-Achse in den Ort der Kreismittelpunkte legen.

Die zweite dieser Beziehungen ergibt:

Q=12+ 2tcl + ¢,

also:
aiyr) = -cl,

wir haben es daher mit einer Schar von Kreisen zu tun, die ent-
weder durch zwei feste Punkte gehen, oder eine Gerade in einem

festen Punkt beriihren.
Nun sei der Ausdruck A von Null verschieden, so dal eine

Beruhrungskurve vorliegt. Man erhalt:
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womit nach unserem Satz gezeigt ist, daB die Berlhrende zugleich
eine Einhullende darstellt.

Zweitens: @'2= 1.

Wir erhalten hier entweder:

Q=T1+c¢C
und
g1(1) = @1-(t + 0)ol, g2(1) = P2-(t + c)92',
oder:
(p = —T1T+C
und

g1(tv) = @1(c - 1)1, =g2(1) = g2-(c-1)p2
Dies zeigt, dall die Kreise der Schar zugleich die Krimmungs-
kreise der Berihrenden sind, indem die letztere als eine Evolvente
der Mittelpunktskurve der Kreise erscheint.
Man hat hier fur ¢ =1 + ¢

somit:

Die Beruhrende ist hier keine Einhillende, und dies steht im
Einklang mit der friher erkannten Tatsache, daB eine Kurve von
ihren Krimmungskreisen im allgemeinen geschnitten wird.

Wir haben oben gefunden, daR fir das Vorhandensein einer Be-
rihrenden die Bedingung ¢' 1 notwendig ist. Es mulR noch dar-
gelegt werden, welche geometrische Bedeutung dieser Bedingung
zukommt. Zu diesem Zweck fragen wir nach den Schnittpunkten
eines Kreises der Schar mit seinen Nachbarkreisen.

Die Gleichung des zum Parameterwert T gehtrenden Kreises ist:

X =2 +(y-92)2- 92=0
die eines benachbarten Kreises:

(X-01- Ap1)2+ ((y-92- A2 — (¢ + Ap)2=0.

An Stelle der letzten Gleichung kénnen wir die Gleichung der
Potenzlinie beider Kreise setzen, namlich:

(x — e)AQL + (Y- 92) A2 - p =0,
P = %(A@12 + A@22— 20A@ — A@)).

WO

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 6
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Wir lésen beide Gleichungen nach x und y auf durch die Be-
ziehungen:

Die Zahl A\ bestimmt sich aus der ersten Gleichung durch:

Nun ist:

also: N=@2(l — @2 +mAT +...

Wenn ¢@'2=>1, schneiden sich zwei benachbarte Kreise nicht, die
Zahl A ist imagindr und bleibt es fur At = 0.

Wenn @'2<<l, schneiden sich je zwei benachbarte Kreise, und
die Grenzlage der Schnittpunkte wird von der Einhiillenden gebildet.

Wenn aber @'2= 1, so ist eine genauere Untersuchung nétig.
Man hat:

daher:

Setzen wir, wie oben, @ =T+ ¢, Ap = AT, so wird:

daher:

also:

Die Zahl A ist somit fir ein absolut genommen hinreichend
kleines, aber von Null verschiedenes, At imagindr. Die Grenzlage
der imagindren Schnittpunkte benachbarter Kreise bei AT = 0 ist
aber reell, und der Ort dieser Grenzlagen wird dargestellt durch
die Gleichungen:

X=@l—0@l, y=@2-pp2
5. Peanosche Séatze. G. Peano benutzt die Bezeichnung ,,Ein-
hallende" nur fir die Grenzkurve reeller Schnittpunkte benachbarter
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Einzelkurven der Schar, wie das aus der Behandlung des Beispiels
y — (x — 1)3= 0 hervorgeht. (Applicazioni Geometriche del Calcolo
infinitesimale. Torino 1887 S. 312.) Wir finden a. a. 0. S. 309 folgenden

Satz: ,,Die Gleichungen f=O und seien fur x = x0, y = w8,
T = 10 erfullt, und fir dieses Wertsystem sei die Determinante

von Null verschieden. Dann ist der Punkt (x0y0) auf der Kurve T= 10
ein Grenzpunkt fir die Schnittpunkte dieser Kurve mit ihren be-

nachbarten Kurven, und die Gleichungen f =0, bestimmen

x und y als Funktionen von r.*
Man kann beide Behauptungen, ohne von den Peanoschen Be-
trachtungen Uber Grenzlagen einer verdnderlichen Figur Gebrauch

zu machen, folgendermalen erhérten, wobei unter

jedesmal die Zahl verstanden werde, die aus dem eingeklammerten
Ausdruck durch Ersetzen von x, y, T durch x0, y0, © hervorgeht.

Um die erste Behauptung zu beweisen, bezeichnen wir mit
X0 + Ax, y0 + dy die Koordinaten eines Schnittpunkts der zu 0 und
TO+ ATt gehdrenden Einzelkurven. Die Gleichungen:

FCH Ax, y0+ Ay, 1) =0, f(x0+ Ax, yO + Ay, 10+ A1) =0,
liefern die Entwicklungen:

Hier ist vorausgesetzt, dal die erste fir x =x0, y=y0, T=10
nicht verschwindende Ableitung von f nach T die vte sei.
Aus den gefundenen Entwicklungen ergibt sich:

d. h. es gehort zu jedem, absolut genommen hinreichend kleinem, Wert
von AT ein reelles Wertepaar AX, Ay, und der Punkt (x0, y0) ist
die Grenzlage reeller Schnittpunkte der Kurve T = 10 mit ihren be-
nachbarten Kurven.

6*
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Um die zweite Behauptung zu beweisen, suchen wir die Zahlen
AX, Ay so als Funktionen von AT zu bestimmen, dal} den Gleichungen:

f(x0+ A'X, yO + A'y, 10+ A'T) = 0, und

srenufft wird. Hier erhalten wir die Entwicklungen:

aus denen folgt:

Hierdurch sind Ax und Ay als Funktionen von At festgelegt.
Im allgemeinen d. h. nach AusschluR getrennt liegender Punkte
ist v=2. Setzt man ndmlich X0+ A'x =x0', y0 + A'y =y0,, 10+ A't =10,
und berechnet die Determinante z/ fir x =xj, y=W, 1t=10, S0
sieht man, dal At absolut so klein genommen werden kann, daf z/
nicht verschwindet. Es bleibt also z/ langs eines Teiles der durch

=0 und festgelegten Kurve von Null verschieden. Waére

nun bestdndig v > 2, so begdnnen die Entwicklungen von z/x und
A'y fir die Umgebung jedes Punktes dieses Teiles mit einer hdheren
als der ersten Potenz von AT, die Beriihrende wére ein Punkt und
keine Kurve.

Im Anschlull hieran weisen wir nach, daf die Beriihrende unter
den Voraussetzungen des Peanoschen Satzes eine Einhillende ist, wo-
bei wir statt x0, y0, 10 einfacher X, y, T schreiben. Da, wie gezeigt,

langs der Beriihrenden im allgemeinen von Null verschieden ist,
haben wir die Entwicklungen:

A'X = alAT + a2AT2.. ., A'y =b1lAT + b2AT2.,
Wo:

Setzt man den Koeffizienten von z/T* in der ersten der fir z/ x
und A'y geltenden Gleichungen, d. h. in:

f(x +alAt ..., y+blAT..., 1T+ A1) =0,
gleich Null, so folgt:
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aber:

so daR:

Hierdurch erhéalt man:

d. h. die Funktion f(x,y, T) éndert ihr Zeichen nicht, wenn man die
Koordinaten solcher Punkte der Berlihrenden, die in hinreichender
Néhe des Berlhrungspunkts liegen, in sie einsetzt. D. h. geometrisch:
die Kurve 1 = const. wird im Berihrungspunkt von der Beriihrenden
nicht geschnitten.

Fir unseren Beweis ist es wesentlich, daB bei X = xq, y = Y0,
T = 10 nicht sdmtliche Ableitungen von f nach r verschwinden; sonst
werden A'x und A'y gleich Null, und von einer Beriihrenden kann
keine Rede sein. Ein Beispiel fir diesen Fall liefert die oben be-
trachtete Kreisschar mit der Gleichung:

f=p><— o1)2+ (y- 2)2—- 2= 0.

Hier erhalt A fur x = g1(t), y = g2(t) den Wert 4A, der von
Null verschieden ist, wenn die Kreisschar nicht aus den Krimmungs-
kreisen einer Kurve besteht. Trotzdem kommt keine Beriihrende zu-

tage, wenn die Kreise der Schar durch zwei feste Punkte gehen.
Hier kann man, wie wir sahen:

f=x2+yl—2X +c)T — ¢

setzen. Bei: x = — ¢l verschwindet und alle ubrigen Ableitungen
von T nach T sind von selbst Null.

§ 17. Die Beriihrende und die Einhillende einer durch zwei
Gleichungen gegebenen Kurvenschar.

Wir untersuchen nun den Fall, in welchem eine einfach unend-
liche Kurvenschar r = const. festgelegt ist durch zwei Gleichungen
von der Form:

x = f1f,T), y=Rt
und betrachten ausschlieBlich gewohnliche Punkte der Kurven T = const.,
fur die also und nicht gleichzeitig verschwinden. Wir wollen
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zunachst annehmen, daB die Schar t = const. aus den senkrechten
Durchdringungskurven der Schar T = const. bestehe. Dies bedingt,
daf}

sei, falls der zu (t, 1) gehdrende Punkt ein gewdhnlicher Punkt der
Kurve t = const. ist. Ist er aber ein aufergewdhnlicher Punkt dieser

Kurve, und sind die ersten fur ihn nicht zugleich ver-

schwindenden Ableitungen von fl und f2 nach t, so muB die Beziehung:

bestehen. Die Annahme der Rechtwinkligkeit beider Scharen ist fur
den praktischen Gebrauch der zu entwickelnden Regeln ohne EinfluB,
aber sie vereinfacht die zu filhrenden Beweise.

1. Ort der Grenzlagen der Schnittpunkte benachbarter
Kurven. (Grenzkurve.) Wir suchen zunéchst eine Bedingung fur
die Grenzlage der Schnittpunkte einer Einzelkurve T = const. mit
ihren benachbarten Kurven.

Ist der Punkt x = f1(t,T), y=f2(t,1) ein Schnittpunkt der zu den
Werten T und T+AT gehdrenden Kurven, so mdge er auf der
letzteren dem Parameterwert t + At entsprechen. Dann ist:

fkt>r) = fi(t + Jt>1 + zirp  f2(%1) = f2(t + T + N%).

Die Werte von At und At bestimmen sich hiernach aus den
Gleichungen:

Angenommer waére nicht Null, und die erste nicht verschwindende
Ableitung von fl nach T ware die nte Dann folgt:

und die zweite der Bestimmungsgleichungen fur At und ATt liefert
nach Fortheben des Faktors AT:

Wenn diese Gleichung durch At = 0 befriedigt werden kann, ist
der Punkt (t, 1) auf der Kurve 1 = const. die Grenzlage der Schnitt-
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punkte dieser Kurve mit ihren Nachbarkurven. In diesem Falle kann n
zunachst nicht gleich eins sein.  Wir hatten dann némlich:

und da, wie vorausgesetzt:

so wiirde folgen:

was mit der Annahme n = 1 unvertraglich ist.
Wenn aber n> 1, so kann die fragliche Gleichung nur dann

durch At = 0 befriedigt werden, wenn

Auf dieselbe Weise zeigt man, daB fir die ersten Ab-

leitungen von fi und f2 nach t verschwinden mussen.
Damit also die Schnittpunkte der Einzelkurven unserer Schar
mit ihren benachbarten Kurven Grenzlagen besitzen, die ihrerseits,

wie wir sagen konnen, eine ,,Grenzkurve* festlegen, missen die
Gleichungen:

durch ein und dieselbe Beziehung zwischen t und Tt erflllt werden.
2. Bedingung fur die Einhullende. Fragen wir jetzt nach
der Bedingung fir das Vorhandensein einer Einhullenden.

so sind die Gleichungen der zum Punkt (t, 1) der Kurve T = const.
gehdrenden Normale die folgenden:

Fur den Schnittpunkt dieser Normalen mit der Kurve T+ AT1= const.
erhalten wir:
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oder:

Dies liefert nach Elimination von h zur Bestimmung von At die
Gleichung:

Ist y der kleinste Wert von n, flr den der Ausdruck:

von Null verschieden ausféllt, so folgt:

Fur h ergibt sich die Gleichung:

und nach Ersatz von At durch den gefundenen Ausdruck wird:

wo die p ersten Glieder der Entwicklung hingeschrieben sind.
Wir setzen zur Abkirzung:

IWE = alAt + alAr2

Zunachst kann man aus dieser Entwicklung die oben gefundener
Bedingungen fur das Vorhandensein einer Grenzkurve herleiten. Sol]
namlich der betrachtete Punkt ein Schnittpunkt der Kurven T = const
und T + At = const. sein, so mul h verschwinden, d. h. At ist eine
Wourzel der Gleichung:

al+ alATt=0

Der betrachtete Punkt bezeichnet eine Grenzlage der Schnittpunkte der
Kurve T = const. mit ihren Nachbarkurven, wenn die letzte Gleichung
die Wurzel At =0 besitzt, d. h. wenn al=0. Dann folgt aber,
wie fruher:
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Damit der betrachtete Punkt einer Einhillenden der Kurvenschar
angehort, darf die durch ihn hindurchgehende Normale nur auf einer
Seite der Kurve von den benachbarten Kurven geschnitten werden,
d. h. die Entwicklung von h mulR mit einer geraden Potenz von At

beginnen; also missen jedenfalls die Ableitungen und ver-
schwinden.
Sind wieder und die ersten nicht gleichzeitig ver-

schwindenden partiellen Ableitungen von fl und f2 nach T so besitzen
die Ausdricke FI1, F2 ... Fv den Wert Null, so daB p groRer wie v
ausfallt.

Aber av ist von Null verschieden, da aus Fv=0 und as=0

entgegen unserer Voraussetzung sowohl wie folgen

wirde; somit beginnt die Entwicklung von h mit der wven Potenz
von AT, und wir haben es mit einer Einhullenden zu tun,
wenn v gerade ist.

3. Wie kann man hier zeigen, dall die Grenzkurve die
Einzelkurven der Schar beruhrt?

Wir haben zundchst eine Hilfsbetrachtung nétig.

Der Punkt (x,y) liege auf der Grenzkurve und sei ein gewdhn-
licher Punkt einer Kurve T = const. W.ir legen durch diesen Punkt
eine willklrlich gewahlte Kurve mit der Gleichung f(x, y) =0 und
nehmen an, dal der Punkt fir diese Kurve ebenfalls ein gewdéhn-

licher sei, so daR und fur ihn nicht zugleich verschwinden.

Liegt der Punkt (x + Ax, y + Ay) ebenfalls auf der gewéhlten
Kurve, so haben wir:

Diese Gleichung stellt die Beziehung zwischen At und z/r beim Fort-
schreiten auf der gewéhlten Kurve dar.
Hier sind folgende Falle zu unterscheiden.

a) Es verschwindet weder noch

Dann wird die Kurve T = const. von der durch f(x,y) =0 dargestellten
Kurve — Schnittkurve — weder bertihrt noch senkrecht geschnitten,
und man erhélt:

At=avAwv+ -, (av 0).

b) ist von Null verschieden, aber

ist gleich Null, und ebenso jedes von n =V bis zu
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n=v + a— 1. Dann wird die Kurve t = const. von der Schnittkurve
berihrt, und man hat:

At =a,yaAw+a+ - av+a 0, a L

c) ist von Null verschieden, aber jedes

ist gleich Null. Dann féllt die Schnittkurve mit der Kurve t = const.
zusammen, und man hat At = 0.

d) ist gleich Null, so daB die Kurve T = const. von
der Schnittkurve berihrt wird. Hier kann entweder jedes Glied

verschwinden — wo dann die Schnittkurve mit der
Kurve T = const. zusammenfallt (At = 0) — oder man erhalt, da jetzt

von Null verschieden ist:

wo g Vv, und bei g =v die Zahl p > 1 ist. (Vgl C. Jordan. Cours
d’Analyse. Bd. I, 2. Aufl. Paris 1893. S. 343))

Wir hatten angenommen, daB3 langs der Grenzkurve t und r durch
eine Beziehung verbunden seien, vermoge derer die (v — 1) ersten
Ableitungen von flLund®? nach 1 verschwinden, die vten aber im
allgemeinen nicht. Die Erzeugung der Grenzkurve bringt es mit
sich, daB sich langs ihrer t und T &ndern, da ihre Punkte ja einer
stetigen Beihe von Einzelkurven angehdren. Es schliet dies nicht
aus, daB die Grenzkurve zugleich eine bestimmte Einzelkurve der
Schar sei. Dann ist sie eben sowohl durch eine Gleichung T = 10,
wie durch eine Gleichung g(t, ) =0, in der t und T vorkommen,
darstellbar.

Nehmen wir nun an das Wertepaar t, T liefere einen Punkt der

Grenzkurve, fur den von Null verschieden sei, wahrend die

Kurve T = const. nicht mit der Grenzkurve zusammenféllt. Die flr
die Umgebung des betrachteten Punktes auf der Grenzkurve geltende
Beziehung zwischen At und At wird gegeben durch die Gleichung:

wenn in ihr t und r durch t + At, T + AT ersetzt werden.
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Dies ergibt:

Da es nach der obigen Annahme Uber das Wertepaar t, T aus-
geschlossen ist, daR diese Gleichung durch At = 0 befriedigt werden
konne, erhalten wir:

won v-1

Diese Entwicklung bedingt aber, nach dem oben unter d) Gezeigten,
dal die Grenzkurve die Einzelkurven der Schar 1 = const. berihrt.

Man kann sich umgekehrt leicht Uberzeugen, daR die gefundene
Gleichung zwischen AT und At eine die Kurven T = const. beriihrende
Kurve festlegt.

Setzen wir in:

statt At die rotenzreihe so wird At von hoherer als
der ersten Ordnung in AT, da n v — 1, daher:

Fur die Entwicklung:

ergibt sich:
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Fur die Entwicklung:

At = av+aATv+a—+. . .
folgt:

Bemerkung. Der von 0. Biermann in der Festschrift der
technischen Hochschule zu Briinn 1899, S. 5 geflhrte Beweis des
Satzes, dal die Grenzkurve eine Berlhrende darstellt, ist nicht ein-
wandfrei. Ganz unverstandlich ist mir die Ansicht von E. Czuber
(Archiv der Math. u. Phys. (3) Bd. 2. S. 113. 1902, vgl. H. Wieleitner
,»Theorie der ebenen algebraischen Kurven hoéherer Ordnung" S. 49.
1905), nach der die Beruhrende der Schar T = const.,, der Ort der
Punkte sein soll, in denen eine Kurve T = const. von einer Kurve
t = const. berihrt wird.

4. Allgemeines Verfahren zur Ermittelung der Be-
rihrenden und Einhullenden. Die entwickelte Regel zur Auf-
findung einer Beriihrenden und zur Entscheidung dartber, ob sie eine
Einhillende ist oder nicht, kann man, ohne eine Integration ausfiihren
zu missen, auch dann anwenden, wenn die auer der Schar T = const.
noch auftretende Kurvenschar nicht aus den senkrechten Durch-
dringungskurven der Schar T = const. besteht. Es sei gegeben:

X=hi® 1), y=h2 1),

und die Scharen T = const., -8 = const. seien nicht rechtwinklig, so-
dal die Zahl:

im allgemeinen von Null verschieden ist.

Ersetzen wir & durch eine Funktion von t und T, so wird dadurch
die Schar 1 = const. nicht geéndert. Wir denken uns -§ derart als
Funktion von t und r (8 =g(t, 1)), da® die Kurven t = const.,
T = const. rechtwinklig ausfallen. Wenn hierdurch hl(8, 1) in fli(t, 1),
h2(9, 1) in f2(t,T) Ubergeht, so wird:
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Als Bedingung der Rechtwinkligkeit der Kurven t = const.,
r = const. kommt:

wenn.

Wir kénnen also den Wert der Ableitung da er gleich
ist, an jeder Stelle (¥, T) berechnen, ohne die Funktion g(t, r) durch
Integration oder sonstwie ermittelt zu haben. Damit sind wir im-
stande auch die Ableitungen von fl und f2 nach t zu berechnen und
die oben entwickelte Regel anzuwenden.

Man erhdlt z. B., wenn a die Zahl eins oder zwei bedeutet:

Das Verschwinden der Ableitungen und besagt hier so-
viel, wie die Beziehung:

Setzt man namlich:

S0 ist:

Wird flr eine beliebige Funktion f(&, 1) die zusammengesetzte
Ableitung:

mit bezeichnet, so stimmt die oben benutzte Zahl v mit dem
kleinsten Wert von n dberein, fir den bei D = 0 der Ausdruck:

von Null verschieden ist.

Als Beispiel wollen wir eine Kreisschar betrachten,
welche die Besonderheit darbietet, dal ein Teil der Ein-
huallenden mit einer Einzelkurve der Schar zusammenfallt.

Wir beschreiben um den Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt
einen Kreis (K0)vom Halbmesser Eins, ferner um den Punkt mit den
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Koordinaten : y = 0 einen Kreis (K1) mit dem Halbmesse: ein

Viertel. Eine durch den Koordinatenanfangspunkt gezogene und
unter dem Winkel T gegen die positive x-Achse geneigte Gerade
schneide den Kreis K1 im Punkte A, den Kreis K0 im Punkie B.
Um A werde mit AB als Halbmesser der Kreis Kt beschrieben.
Durchlauft T alle Werte von 0 bis 21t so bertihren die den Bedingungen:

entsprechenden Kreise Kt den Kreis KO von innen, die der Bedingung:

entsurechenden Kreise K Tberihren den Kreis KO von auBen, die
Kreise und fallen mit KO zusammen.

Die Gleichungen des KreisesK1 sind:

Man erhalt:

Die Bedingung fiir die Beriihrende, namlich:
sin(2t —9) —sint=0
ergibt fur ft die beiden Bestimmungen:
d=r, 9=31—T1.
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Die erste derselben, die wir ausschlieBlich betrachten wollen, liefert
den Kreis KO, also eine Einzelkurve der Schar. Fur 9 = 1 folgt:

Ziehen wir also durch den Berlhrungspunkt der Kreise KO und Ki
eine Normale zum Kreise Kt, so wird sie von den dem Kreise Kt
benachbarten Kreisen im positiven, im Inneren des Kreises Kt liegenden,
oder im negativen Teil geschnitten, je nachdem der Kreis Kt den
Kreis KO von innen oder von aufien berihrt.

5. Der Satz, daB die senkrechten Durchdringungskurven
einer Kurvenschar in den Punkten der Einhullenden dieser
Schar Spitzen besitzen, darf nicht umgekehrt werden. Es
ist sehr wohl mdglich, dal der Ort der Spitzen der Orthogonalschar
die Einzelkurven der gegebenen Schar nirgends beriihrt, némlich dann,
wenn fir die fraglichen Punkte (t, T) die Ausdriicke fi(t + At, T+AT),
f2(t + At, T+AT) nicht nach ganzen Potenzen von At und At ent-
wickelbar sind, wenn also die wesentlichste \Voraussetzung unserer
Beweisfihrung nicht mehr erfullt ist.

Betrachten wir z. B. in den Gleichungen:

X=t+92, y=t+ 3

die Zahl 6, als eine solche Funktion von t und r, daf die Kurven
T = const. die Kurven t = const. rechtwinklig schneiden. Hier wird:

Die Bedingung F = 0 ergibt:

d. h.

wo C den Integrationsparameter bedeutet

Nun ist, wenn wir den absoluten Betrag von kleiner als Eins
voraussetzen:

somit bei log2 =1
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oder:

daher:
X=1-(t-=-9+...,

Die Gerade mit der Gleichung x =y ist hier, wie aus den ge-
gebenen Gleichungen unmittelbar hervorgeht, der Ort der Spitzen
der Kurven t = const.; aber die Tangenten der Kurven T = const. in
den Punkten dieser Geraden sind senkrecht zur x-Achse. Eine Ent-
wicklung von Ax und Ay nach ganzen Potenzen von At und At
ist fur die Umgebungen der Punkte unserer Geraden nicht mdglich.

§18. Die Striktionslinie einer einfach unendlichen Kurvenschar.

Wir betrachten in einer Kurvenschar t = const. zwei zu will-
kirlich gewahlten Werten T und Tt + At gehérende Kurven und legen
durch die Punkte der ersten Kurve ihre Normalen. SchlieRen wir die
Schnittpunkte beider Kurven aus, so wird auf jeder Normalen von
den beiden Kurven eine Strecke ausgeschnitten, und diese Strecken
kénnen mdoglicherweise Maximal- und Minimalwerte annehmen. Die
Punkte der zu z gehdrenden Kurve, die von den die Maximal- und
Minimalstrecken enthaltenden Normalen getroffen werden, ndhern sich
dann im allgemeinen mit verschwindendem AT bestimmten Grenz-
lagen, und die Gesamtheit dieser Grenzlagen auf allen Einzelkurven
der Schar wird sich auf einer neuen Kurve befinden, die wir die
Striktionslinie der Schar nennen wollen. Rihren die Grenzlagen
von solchen Punkten her, zu denen Maximalwerte der oben be-
trachteten Strecke gehdren, so nennen wir ihren Ort die Stauungs-
linie der Schar, im entgegengesetzten Fall die Einschnirungs-
linie der Schar. Die Striktionslinie kann also sowohl aus der
Stauungslinie und der Einschnirungslinie, wie nur aus einer dieser
Linien bestehen; auch ist es nicht ausgeschlossen, daf eine Ein-
schniirungslinie zugleich eine Beriihrende der Schar ist.

Wir wollen jetzt die Bedingungen fir das Auftreten einer
Striktionslinie aufstellen.

1. Die Kurvenschar sei gegeben durch eine Gleichung
von der Form:

Ky0

Wir sahen S. 75, wenn:



§ 18. Die Striktionslinie einer einfach unendlichen Kurvenschar. 97

die Gleichungen der Normalen sind, daf derjenige Wert von h, der
dem Schnittpunkte der Normalen mit der Kurve r 4- AT entspricht,
durch die Gleichung bestimmt wird:

Hier ist zunachst als von Null verschieden anzunehmen. Der

absolute Wert von At soll so klein genommen werden, dal das Vor-
zeichen von h mit dem des ersten Gliedes der Reihe Ubereinstimmit.
Dann kann unbeschadet der Allgemeinheit At als positiv vorausgesetzt
werden. Die notwendige Bedingung fir das Auftreten eines Maximums
oder Minimums von h ist, wenn wir h langs der Kurve T = const.
als Funktion von x betrachten:

Wenn aus dieser Gleichung und der gegebenen f(x,y,t)= 0 die Zahlen
x und y als reelle Funktionen von t und At berechnet werden kénnen,
so setze man diese Funktionen an Stelle von x und y in die weiteren
Ableitungen

ein. Der erste so erhaltene Ausdruck, der nicht identisch ver-
schwindet, ergebe sich fir n =v. Wir haben es alsdann mit einem
Maximum oder Minimum von h zu tun, wenn v eine gerade Zahl ist.
Geht man mit At zur Grenze Null Uber, so ergibt sich als not-
wendige und hinreichende Bedingung fir das Vorhandensein einer
Striktionslinie:

1. daR die Gleichungen f=0 und (oder.

eine reelle Losung: x = h1(t), y =h1(1) besitzen
2. daB der erste nicht verschwindende Ausdruck

zu einem geraden n gehore. Wir wollen ihn kurz mit b bezeichnen.

wahrend mit B bezeichnet werde.

Eine Stauungslinie tritt auf, wenn bei positivem B die Zahl b
negativ, oder wenn bei negativem B die Zahl b positiv ausfallt, aber
eine Einschnirungslinie, wenn B gleich Null ist, oder wenn B > 0,
d >0, oder wenn B<O0, b <0.

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 7
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Es ist aber nicht notwendig, daB man auf die gezeigte Weise
die ganze Striktionslinie erh&lt. Wir haben némlich bei Anwendung

der vollstandigen Differentiationen nach x vorauszusetzen, dal
nicht unendlich oder, was dasselbe ist, dal nicht Null wird. Nun

kann gerade der Ort der Punkte, fur die verschwindet, einen Teil

der Striktionslinie bilden. Um diese Mdglichkeit mit zu berlcksichtigen,
hat man bl nicht nur als Funktion von x, sondern auch als Funktion
von y aufzufassen und zu untersuchen, ob die Gleichung:

einen Teil der Striktionslinie liefert.
Die Gesamtlosung der Gleichungen f= 0 und

oder:

muB die ganze Striktionslinie umfassen. Aber diese Losung kann in
Teile zerfallen und fir jeden derselben hat man, wenn fir ihn

und von Null verschieden sind, durch vollstandige Differen-
tiationen von bl nach x oder y, wenn verschwindet, durch voll-

standige Differentiationen nach x, wenn verschwindet, durch voll-
standige Differentiationen nach y zu entscheiden, ob die entsprechende
Kurve der Striktionslinie anscehdrt oder nicht.

2. Beispiele. a) Fur die einfach unendliche Kreisschar mit
der Gleiehung:

X—@@m+y +p02 —o(M)2=0

(p12+ 922 =1, ¢ > 0)
ergibt sich:
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Die Gleichung: = 0 lésen wir durch die Beziehungen:

X — @l=kol, y — ¢2= k@2

Diese Ausdriicke, in die Gleichung der gegebenen Schar ein-
gesetzt, liefern:
k2 = @2

somit: k = €@, wenn ¢ gleich + 1, oder gleich — 1.
Hierdurch erhalten wir:

B=c¢+ ¢,
Es tritt auf bei

@' > 1 eine Stauungslinie flir: ¢ =+ 1, eine Einschnirungslinie fur: ¢ = — 1,
o =1 e=+ 1 e=—1

O<o' <! €=+ 1,

-I<¢p'<<0 e=+1,
¢ =—1 e=—I, e=+1
p'<-1 e= — 1, e=+1

,(In den Fallen, in denen keine Beriihrende vorhanden ist (¢'2> 1
tritt sowohl eine Stauungs- wie eine Einschnirungslinie auf; in den
Féllen, in denen eine Einhillende vorhanden ist (@2 < 1), tritt nur
eine Stauungslinie auf; endlich fallt, wenn eine Beriihrende, aber keine
-Einhillende vorhanden ist, die Berthrende mit der Einschniirungs
linie zusammen, und auBerdem tritt eine Stauungslinie auf. Die
Gleichungen: x-cp! = ko!l', y — @2=fc@2, zeigen, dal jeder Kreis
der Schar in denjenigen beiden Punkten von der Striktionslinie ge
schnitten wird, die er mit der in seinem Mittelpunkt berihrenden
Tangente der Mittelpunktskurve gemein hat

Es dirfte nicht Uberflissig sein, das fir die Striktionslinie der
Krimmungskreise einer Kurve gefundene Ergebnis fir sich her-
zuleiten.

Wir bezeichnen zu diesem Zweck die Koordinaten einer gegebenen
Kurve mit x0) y0 und betrachten sie als Funktionen ihrer Bogenlange s,
so da hier s an die Stelle von T tritt. Die Koordinaten des zu x0 y(0
gehdrenden Krimmungsmittelpunkts sind:

Die Gleichung der Schar der Krimmungskreise ist:

f=(x-x1)2+ (y - y)2— 02=0.
Da:

7*
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so wird:

Da:

so ist w= 28'0 zu setzen, wo & gleich + 1 oder — 1, je nachdem
p positiv oder negativ ausfallt. Hiernach ergibt sich:

Die Gleichungen f= 0 und ersehen:

daraus folgt:

Fiur ¢ = — 1 -erhalten wir die Einschnirungslinie mit den
Gleichungen
X=x0 y=y0
d. h. die Ausgangskurve; fir ¢ = + 1 erhalten wir die Kurve mit den
Gleichungen:

und diese Kurve ist, da fuir B> 0 die Zahl b <0, fur B <0 die
Zahl b > 0, eine Stauungslinie.

Hatten wir in diesem Beispiel bl nicht als Funktion von x,
sondern als Funktion von y aufgefat, so wére dasselbe Ergebnis zu-
tage gekommen.

b) Wir betrachten die Schar konfokaler Kegelschnitte mit der
Gleichung:

Hier sei m2=n2, und zur Abkilrzung werde gesetzt:

a=m—-1 B=n—r1
Man erhalt:
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Da sowohl wie verschwinden kann, ist bl sowohl als Funktion

von x allein, wie als Funktion von y allein aufzufassen. Sehen wir
bl als eine Funktion von x allein an, so entsteht:

Der Ausdruck verschwindet nur fiir x = 0. Dies liefert nur
for die konfokalen Ellipsen (B > 0) eine reelle Kurve, nadmlich die
y-Achse. Fir x =0 wird groBer als Null, somit B <0, b > 0,

d. h. die y-Achse ist fir die konfokalen Ellipsen eine Stauungslinie.
Sehen wir bl als eine Funktion von y allein an, so kommt

Der Ausdruck verschwindet hier nur fur y =0, und das
liefert fir die Gesamtschar der konfokalen Kegelschnitte eine reelle
Kurve, namlich die x-Achse. Fir y =0 wird kleiner als Null,

somit B<0, b<0, d h die x-Achse ist eine Einschnirungslinie.
¢) Um auch ein Beispiel fir den Fall zu geben, dal eine zwei-
malige Differentiation von bl nicht ausreicht, betrachten wir die
Kurvenschar mit der Gleichung:
X -1+ yli=0.
Hier wird:

und da nie verschwindet, gentgt es, bl als Funktion von y allem

zu betrachten. Die Ableitung verschwindet nur fir y gleich Null.

In der Umgebung von y =0 kd&nnen wir aber bl nach positiven
Potenzen von y entwickeln und erhalten:

Daraus folgt:

somit: B> 0, b <0. Die x-Achse ist eine Stauungslinie.
3 Die Kurvenschar 1= const. sei gegeben durch zwei
Gleichungen von der Form:



102 Erster Teil. Ebene Kurven.

Wir sahen S. 88, dal hier:

Zum Vorhandensein einer Striktionslinie ist notwendig, daR
verschwindet. Hierdurch werde t als reelle Funktion von T be-
stimmt, t = (1). Setzt man g(t) an Stelle von t in die weiteren
Ableitungen ein, so liegt eine Striktionslinie vor,

wenn die erste nicht verschwindende dieser Ableitungen von gerader
Ordnung ist. Bezeichnet man wieder ihren Wert mit b und setzt
(bDt=g(t) = B, so geht die Entscheidung dariiber, ob eine Stauungs-
linie oder eine Einschnirungslinie vorliegt, in derselben Weise vor
sich wie unter 1.

Um ein Beispiel zu behandeln, wollen wir eine einfach unend-
liche Kreisschar durch die Gleichungen festlegen:

X = @L(T) + @(T) cost y = @2(1) + @(T)sint, (@(1) > 0).

Hier wird:
bl= — (@lcos t + @2'sint + @),
Die Gleichung liefert, wenn ¢ gleich 1 oder gleich — 1 ist:
cost = e@l, sint= eg@?
und damit:

B=-¢-9¢, b=c¢

Das Ergebnis ist dasselbe wie bei der fruheren Behandlung dieses
Beispiels in 1.

4. Man kann die Striktionslinie einer einfach unend-
lichen Kurvenschar auch dann bestimmen, wenn letztere
durch eine Differentialgleichung:

gl(x,y)dx + g2 (x,y)dy =0

gegeben ist. Bezeichnet namlich (X,y) einen integrierenden Faktor
der gegebenen Differentialgleichung, so koénnen wir:

setzen, und die endliche Gleichung der Kurvenschar gewinnt die Form:

g, y) —t=0.
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Die in 1, S. 98 gefundene Gleichung, der die Koordinaten der Striktions-
linie genidgen missen, nimmt fir ein konstantes die Gestalt an:

oder:

Im betrachteten Falle wird:

somit gewinnt unsere Bedingungsgleichung die Gestalt:

Angenommen, dieser Gleichung wiirde durch y = F(x) genuigt, wéhrend
92(x,F(x)) nicht verschwande. W.ir haben hier:

wo A selbst unbekannt ist. Fir die totale Ableitung einer beliebigen
Funktion @(x,y) langs einer Einzelkurve der durch gldx + g2dy = 0
festgelegten Schar besteht die Gleichung:

Ebenso folgt aus der Bedingung, der A als integrierender Faktor
gentigen mufR}, nédmlich:

dafi:

Setzen wir zur Abkirzung: so ist hiernach

ein in x und y berechenbarer Ausdruck. Nun folgt aber:
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Allgemein ist:

es hat also jede totale Ableitung von bl nach x die Form eines
Quotienten, dessen Zahler ein in x und y berechenbarer Ausdruck,
dessen Nenner Ap ist. Der Wert ieder Ableitung kann also ab-

gesehen von dem Faktor berechnet werden. Da eine gleichzeitige

Anderung des Vorzeichens von B und b die Unterscheidung der
Striktionslinie in Stauungslinie und Einschnirungslinie nicht beein-
tréachtigt, so ist es gleichgultig, ob A positiv oder negativ ausféllt,
die unter 1. gegebene Regel bleibt anwendbar.

Sollte g2(x, F(x)) verschwinden, g1(x,F(x)) aber nicht, so fihren
durchaus entsprechende Betrachtungen hinsichtlich der totalen Ab-
leitungen nach y zum Ziel.

Als Beispiel wollen wir die homogenen Differentialgleichungen
behandeln, némlich:

Wir setzen zur Abkiirzung: und haben damit: g1(x,y)=-T(u),
g2(x,y) = 1. Weiter folgt:

Nun ist u die Tangente des Winkels, den die vom Koordinaten-
anfangspunkt aus nach dem Punkt (x,y) hin gezogene Halbgerade
mit der positiven x- Achse bildet, f(u) ist die Tangente des Winkels,
den die geometrische Tangente der durch den Punkt (X,y) gehenden
Integralkurve in diesem Punkte mit derselben Achse bildet. Die
Gleichung uf(u)+1 = 0 besagt somit, daf die bezeichnete Halb-
gerade auf dieser Tangente senkrecht ist. Da die Tangenten der
Integralkurven langs einer durch den Koordinatenanfangspunkt gehen-
den Geraden einander parallel sind, so kann die Striktionslinie nur
aus denjenigen von diesen Geraden bestehen, die die Integralkurven
senkrecht schneiden.
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Eine Schwierigkeit in der analytischen Behandlung unserer Auf-
gabe entsteht, wenn eine der Koordinatenachsen die Integralkurven
senkrecht schneidet, da dann entweder u oder f(u) unendlich grof3
wird. In einem solchen Falle dreht man am einfachsten das Koordi-
natensystem um einen geeigneten Winkel um seinen Anfangspunkt,
wodurch die Schwierigkeit beseitigt wird.

Man erhalt:

Es sei u0 ein endlicher, der Gleichung uf(u) + 1=0 genugender
Wert von u, der als von Null verschieden vorausgesetzt werde. Dann
ergibt sich:

Nehmen wir z. B. eine Schar &hnlicher und &hnlich gelegener
Ellipsen mit der Gleichung:

m(x?2 + y?2) — 2nxy — 212= 0,
wo:

o2=>[32.

Die entsprechende Differentialgleichung lautet:

Der Ausdruck uf(u) + 1 hat die Gestalt:

somit ergeben sich fur u0 die beiden Werte + 1 und — 1.
Die Zahl ¥'(u0) wird bei u0= + 1 zu bei U= -1 zu
Endlich entsteht:

Hiernach ist die Gerade mit der Gleichung u= 1 eine Ein-
schnirungslinie, die Gerade mit der Gleichung u = — 1 eine Stauungs-
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linie. In dem gebrdauchlichen Achsensystem gilt der Satz, daB fir
die durch die Beziehung:

bestimmte Schar ahnlicher und &hnlich gelegener Ellipsen die y-Achse
eine Einschnirungslinie, die x-Achse eine Stauungslinie ist.

819 System von zwei einfach unendlichen Kurvenscharen.

An die Behandlung von Fragen, die sich auf eine einfach un-
endliche Kurvenschar beziehen, schlieBen wir Betrachtungen tber zwei
einfach unendliche Kurvenscharen. Bei der Untersuchung einer
einzelnen Kurve hat sich die Benutzung der Bogenlédnge als sehr
tunlich erwiesen. Wir erdrtern daher zundchst den Begriff Bogen-
lange bei zwei einfach unendlichen Kurvenscharen, sowie die Art und
Weise, wie die Ableitungen nach Bogenladngen aufzufassen sind.

1. Bogenlange. Dieser Begriff findet seine analytische Definition
am einfachsten, wenn die gegebenen Scharen T = const. t = const.
durch Gleichungen von der Form:

x=fl(t, ) y=12(,)
festgelegt sind.
Die Bogenlange einer Einzelkurve t = const. bezeichnen wir mit
6l und betrachten sie als mit wachsendem t wachsend. Die Null-
punkte der Bogenlangen ol auf den Kurven T = const. kénnen be-
liebig gewdhlt werden; sie bilden eine Kurve, die durch die Gleichung:

t= ol(7)
dargestellt sei. Setzen wir:

so folgt:

Héangt JS nur von t ab, so hat die vorstehende Integralgleichung
die Form:

ol = Y(t) — w(el (1)

Geben wir hierin der Veranderlichen t zwei bestimmte Werte t'
und und nennen die entsprechenden Bogenlangen auf einer Kurve
T =const. ol' und ¢l", so ergibt sich:

ol - 01"= (1) — W(t')
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Die Differenz o0l'-ol" bleibt also dieselbe, wie wir auch den
Wert von 1 wiahlen moégen, d. h. geometrisch: irgend zwei Kurven
t = const. schneiden aus den Kurven 1 = const. Stiicke von derselben
Bogenléange aus, oder mit anderen Worten: jede Kurve t = const.
entsteht aus irgendeiner von ihnen, indem man nach derselben Seite
hin von der letzteren aus gleiche Bogenstiicke auf den Kurven T = const.
abtragt.

Will man mit Hilfe der Integralgleichung:

an Stelle von t die Bogenlange ¢l als unabhéngige Verdnderliche
einfihren, so sind zwei Falle zu unterscheiden. Andert sich E mit T,
so ergebe sich:

t=g(01,1)
Die Gleichungen:

x= f1(g(01,7), 1) y=f2(g(01,1), 1)

stellen dieselbe Schar 1 = const. wie vorhin dar; aber die Schar
o0l= const. fallt nicht mehr mit der Schar t = const. zusammen.

Enthalt E die Verdnderliche T nicht, so wéahlen wir innerhalb
des Wertbereichs von t eine Zahl t0 und konnen:

setzen. Das erste Integral rechts hangt nur von T ab, sein Wert sei
@(1), das zweite Integral hangt nur von t ab. W.ir erhalten daher:

t = y(ol- @(1)),
und die Funktionen x und ? nehmen die Gestalten an:

x= F1(ol- (1), 1) Yy =F2(01- @(7), T)
wo:

ist. Die Kurven Tt = const. sind dieselben geblieben, wie vorhin.
Die Kurven ¢l = const. fallen nicht mit den Kurven t— const. zu-
sammen, solange @1(t) mit t veranderlich ist, aber sie teilen, da E!
von T unabhdngig ist, mit den Kurven t = const. die Eigenschaft,
durch Abtragen gleicher Bogenldngen auf den Kurven T = const. aus
einer Einzelkurve ol = const. entstanden zu sein. Wahlt man @1(7)
als Konstante, so fallen die Kurven ol = const. mit den Kurven
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t = const. zusammen. Auf Grund dieser Uberlegungen koénnen wir
den Satz aussprechen: Besitzt in den Gleichungen:

x = fi(t,7) y = f2(t,T)

die Veranderliche t die Bedeutung der MafRzahl der Bogen-
langen der Kurven 1 = const. (d. h. ist E = 1), so ist die all-
gemeinste Kurvenschar, die aus einer Einzelkurve durch
Abtragen gleicher Bogenldngen auf den Kurven t = const.
entsteht, dargestellt durch die Gleichungen:

x =fl(t— @), D, y=12(t- (1), D),

in denen r die Veranderliche, t den Parameter, und ¢(1) eine
willktrlich gewéahlte Funktion von r bedeutet.

Die Bogenlédnge einer Kurve t = const. bezeichnen wir mit ol
und betrachten sie als mit wachsendem t wachsend. Die Nullpunkte
der Bogenlangen 02 mogen auf der durch die Gleichung T = @ (t)
dargestellten Kurve gelegen sein. Dann ist:

wenn:

gesetzt wird.

Héngt G nur von 1T ab, so entsteht jede Kurve r = const. aus
einer einzelnen unter ihnen dadurch, daf man von der letzteren aus
nach derselben Seite hin auf den Kurven t = const. gleiche Bogen-
langen abtragt.

Wenn E nur von t und G nur von T abhangt, so ist sowohl:

als auch:

somit:

Die Funktionen fl(t, T) und fl(t, T) haben hier die Gestalten:
fi(t, 1) = f11(t) + f12(1),
f1(t, 1) = f21(t) + 22(7),

Um diesen Sachverhalt geometrisch zu deuten, denken wir uns neben
dem festen x, y-Koordinatensystem ein bewegliches u, v-Koordinaten-
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System, dessen Achsen denen des festen parallel sind. Beschreibt der
Anfangspunkt des u, v-Systems die Kurve mit den Gleichungen:

u=f11@), y = f21(t),
so beschreibt die mit dem beweglichen System festverbundene Kurve,
deren Gleichungen:

u=f12(t) u =f22(7)
sind, die Schar t = const.

Beschreibt der Anfangspunkt des w, v- Systems die Kurve mit den

Gleichungen:
I x=f12(t) y= f22(1)

so beschreibt die mit dem beweglichen Koordinatensystem fest ver-
bundene Kurve, deren Gleichungen:

x =f11(t) y=121(t)
sind, die Schar Tt = const.

Sowohl von der Schar t = const. wie von der Schar T = const.
laRt sich sagen, dal sie durch Schiebung (Translation) einer
Kurve langs einer festen Kurve entstanden sei. Man nennt daher
eine derartige Schar eine Schiebungs- oder Translationsschar.

Ein besonders wichtiger Fall ist hier der, dafl die erzeugenden
Kurven kongruent sind, d. h. daR:

fi(t, ©) = f11(t) +f11(x), f2(t, ) = f21(t) +F2L(7).
Die Schar 1 = const. entsteht hier auch auf folgende Weise. Man
fasse den zu dem Werte T gehdrenden Punkt der durch die Gleichungen:
= f11(1r), y = 2f21(7)
dargestellten Kurve ins Auge und ziehe die samtlichen von ihm
ausgehenden Sehnen der Kurve. Die Mittelpunkte dieser Sehnen
bilden eine neue Kurve, deren Gleichungen:
x=f11(t) +f11(1), y = f21(t) +f21(7)
sind. L&t man 1 alle erlaubten Werte durchlaufen, so ergibt sich
die Schar T = const. Die Kurve mit den Gleichungen:
X = 2A11(1), y =2f21(7)

ist die Einhullende der Schar t = const., falls diese Schar nicht aus
geraden Linien besteht. Benutzt .man ndmlich die unter 4. S. 92
hergeleitete Regel, so ist t statt h- zu setzen. Man erhélt:

D = f11(t) 21(7) — f21(t) F'11(%)

so daB D fir t=t verschwindet. Die zusammengesetzte Ableitung
erhalt fur 1 =t den Wert:

2(f11(1) f'21(1) - F21(t) F'11(1))
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Derselbe kann fir eine stetige Wertfolge von t nur dann verschwinden,
wenn die Schar T = const. aus Geraden besteht. Es ist also v = 2,
und die Gleichungen:

x 2f11(t), y = 2f11(1),

stellen die Einhillende der Schar T = const. dar.
2. Ableitungen nach den Bogenlangen ¢l und o2
Fur eine Einzelkurve t = const. haben wir:

fir eine Einzelkurve t = const. haben wir:

Bei einer willkirlich gewdéhlten Funktion f(t, ) kénnen wir das
Verhéltnis des partiellen Zuwuchses Atf= f(t + At, T©)- f(t,T) zu dem
entsprechenden Zuwuchs der Bogenlédnge ol betrachten und dann zur

Grenze At =0 (bergehen. Den Grenzwert von bezeichnen wir
mit und erhalten:

Entsprechend fassen wir das Verhéltnis des partiellen ZuWuchses
AtfF= F(t,t + A1) — F(t,T) zu dem zugehoérigen Zuwuchs der Bogen-
lange o2 auf einer Kurve t = const. ins Auge und bezeichnen seinen

Grenzwert mit so daf:

Hierdurch sind zwei an einer beliebigen Funktion von t und t
ausfuhrbare Rechnungsoperationen definiert, die wir Ableitungen
nach den Bogenléangen der a2 nennen wollen. Der Ausdruck
Ableitung rechtfertigt sich aus dem Umstand, daf die fraglichen
Operationen Grenzwerte von Differenzenquotienten liefern. Die Be-
zeichnung Ableitung nach der Bogenlédnge ol oder a2 rechtfertigt
sich aus dem Umstand, daB die Nenner jener Differenzenquotienten
die Bedeutung der Malizahlen von Bogenldngen besitzen. Wir wenden
bei der Bezeichnung jener Ableitungen die geraden ,,d“ und nicht
die runden ,,d“ an, um anzudeuten, dal im allgemeinen, d. h. bei
Ausschluf? der Translationsscharen (Nr. 1) die Bogenlédngen ol und o?
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nicht als unabhangige Veranderliche eingefiihrt werden kénnen, ohne
daB die Scharen t = const., T = const. von den Scharen al, 62 = const.
verschieden sind.

Man sieht unmittelbar, dal fur die Ableitungen nach Bogen-
langen die fur die Ableitungen nach einer unabhdngigen Verénder-
lichen geltenden Regeln:

ebenfalls gelten.

3. Wiederholte Anwendung der Ableitungen nach Bogen-
langen auf die Koordinaten. Es empfiehlt sich, hier folgende
Bestimmung Uber die positiven Halbnormalen der Kurven T = const.,
t = const. zu treffen. Bei den ersteren behalten wir die frihere Fest-
setzung bei, nach welcher die positive Halbnormale aus der positiven

Halbtangente durch eine positive Drehung von der Grole entsteht.

Aber bei den Kurven t = const. wollen wir die positive Halbnormale
durch eine negative Drehung aus der positiven Halbtangente ent-
stehend annehmen. Es hat dies den Vorteil, daB man bei rechtwinkligen
Scharen jede positive Halbtangente mit der positiven Halbnormale
der Orthogonalkurve zusammenfallen lassen kann.  Hinsichtlich der
Bezeichnung mehrfacher Ableitungen nach Bogenlangen setzen wir fest,

daB unter dem Zeichen die Ableitung vor nach oo, unter
dem Zeichen die Ableitung von nach of verstanden
werden soll. Dabei ist die Aufeinanderfolge von a und 8 nicht gleich-
gultig; bedeutet die Ableitung von nach 6a, und dies

ist, wie wir sehen werden, im allgemeinen nicht gleich

Der Krimmungshalbmesser der Kurven T = const. werde mit pl,
derjenige der Kurven t = const. mit @2 bezeichnet.
Die Anwendung der Frenetschen Formeln (S. 24) ergibt:

@

Den Winkel, unter dem sich die Einzelkurven der Scharen
T = const. und t = const schneiden, nennen wir ¢ und beschranken



112 Erster Teil. Ebene Kurven.

uns auf einen Ebenenteil, innerhalb dessen ¢ an keiner Stelle ver-
schwindet.
Wird:

gesetzt, so soll unter @ der Winkel B — a verstanden werden.
Dann ist:

Bildet man von beiden Seiten dieser Gleichungen die Ableitungen
nach 62 und ol, so findet man:

Um die geometrische Bedeutung der Ausdriicke und

zu finden, fassen wir eine beliebige Einzelkurve einer Schar als den
Ort der Berihrungspunkte von Tangenten der anderen Schar auf.
Da konnen wir einmal die Drehungen betrachten, durch welche
diese Tangenten in benachbarte Lagen Ubergehen, und dann kénnen
wir die Einhullende dieser Tangenten betrachten.

a) Drehungsmittelpunkte. Lassen wirt ungeandert und geben
der Zahl t den Zuwachs AT, so gibt es eine bestimmte Drehung der
Ebene, die den Punkt P(x,y) in den Punkt P' (FL(t, T + AT), f2(t, T + AT))
Uberfihrt und zugleich die in P berhrende Tangente der Kurve T=const.
in die in P' berihrende Tangente der Kurve 1 + AT = const. Ebenso
gibt es, wenn wir T ungeandert lassen und der Zahl t den Zuwachs 4t
geben, eine bestimmte Drehung, welche den Punkt P(X,y) in den
Punkt P',(f1(t + At,T), f2( + At,T)) Uberfihrt und zugleich die in
P beriihrende Tangente der Kurve t = const. in die in P" beriihrende
Tangente der Kurve t + 4t = const. Lassen wir At und At in die
Null Ubergehen, so né&hern sich die Mittelpunkte beider Drehungen
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bestimmten Grenzlagen. Die Koordinaten derselben erhalten wir, indem
wir in den S. 12 aufgestellten Formeln fur &0, n0 im ersten Fall:
=X =
3 n=vy 9=r,
im zweiten:
{=x NnN=y 9=t

setzen. So ergibt sich fir die Koordinaten des ersten Drehungs-
mittelpunkts (Jt = 0):

und fir die Koordinaten des zweiten Drehungsmittelpunkts (At = 0):

Nun folgt aus der Gleichung:

sowohl:

als auch:

Da sich der erste Drehungsmittelpunkt auf der Normalen der
Kurve t = const., der zweite auf der Normalen der Kurve T = const.
befindet, bezeichnen wir die MaRzahl des Halbmessers der ersten
Drehung mit r2, die des Halbmessers der zweiten Drehung mit rl
Dabei ist eine solche MalRzahl positiv oder negativ, je nachdem sich
der entsprechende Drehungsmittelpunkt im positiven oder negativen
Teil der entsprechenden Normalen befindet. Unter dieser Festsetzung
erhalt man:

)

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 8
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Die obigen Formeln fir die zweiten Ableitungen der Koordinaten
nach verschiedenen Bogenldngen nehmen jetzt die einfache Gestalt an:

3)

b) Berihrungspunkte. Um die Einhillende der Tangenten
der Kurven 1 = const. langs einer Kurve t = const. zu bestimmen,
betrachten wir den Schnittpunkt der in den Punkten (i, ) und
(t, T + A1) berthrenden Tangenten der Kurven T = const. und
T 4- At = const. Die Gleichungen der ersten dieser Tangenten sind:

die der zweiten:

Fur den Schnittpunkt beider Tangenten folgt:

Da:
Usw.,

so ergibt sich fur At = 0:

Dies zeigt, daB der Beruhrungspunkt der zu (t, T) gehérenden
Tangente der Kurve t = const. auf der Einhullenden der be-
trachteten Tangentenschar erhalten wird, wenn man den
zu r2 gehorenden Drehungsmittelpunkt senkrecht auf die
fragliche Tangente projiziert.

Ganz entsprechend konnen wir den Schnittpunkt zweier zu den
Werten (t, T) und t + At, T gehdrender Tangenten der Kurven t = const-
und t + At = const. betrachten und dann zur Grenze At= 0 uber-
gehen. Die Koordinaten des Schnittpunkts werden dann:

Der Berthrungspunkt der zu (t, T) gehdrenden Tangente der
Kurve t = const. auf der Einhillenden der Tangenten der Kurven
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t = const. bei festgehaltenem T ist somit die senkrechte Projektion des
zu rl gehdrenden Drehungsmittelpunkts auf die erstgenannte Tangente,

Bemerkung. Die Zahlen rl und r2 dirften hier zum erstenmal
in ihrer kinematischen Bedeutung auftreten. Bei Aoust (Analyse
infinitesimale des courbes planes. Paris 1873, S. 363) sind die Zahlen

und unter dem Namen Seitenkrimmungen benutzt und ihre

Ausdriicke durch, die beiden Werte von h richtig angegeben. Aber
diese Seitenkrimmungen treten nur als Quotienten unendlich kleiner
GroRen auf, so dal die Festlegung der entsprechenden Mittelpunkte
der Seitenkrimmungen nur nach Willkir vorgenommen werden kann.

4. Wiederholte Anwendung der Ableitungen nach den
Bogenlangen ¢! und ¢2 auf eine beliebige Funktion.

Wir haben hier zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem eine
fur den Wertbereich der Verénderlichen t, t definierte, oder eine fur
den Wertbereich der Verdnderlichen x,y definierte Funktion vor-
gelegt ist. Eine Funktion von t und T nennt man auch eine
Funktion des Ortes in der t, T-Ebene, eine Funktion von x und y
eine solche des Ortes in der X, y-Ebene.

a) Far eine Funktion von t und r erhalten wir:

somit:
4)

Diese Gleichung zeigt, dal die Reihenfolge der Ableitungen nach
den Bogenldngen ol und o2 nur dann ohne EinfluR ist, wenn E nur
von t, und Gr nur von T abhéngt, d. h. mit anderen Worten, wenn die
Kurvenscharen tfl = const., d2 = const. mit den Scharen T = const.,
t = const. zusammenfallen.

Um die geometrische Bedeutung der Ausdriicke und

aufzufinden, setzen wir in der letzten Gleichung zuerst
f(t, 1) = fi(t, ) = sodann f(t, 1) = f2(t 1) =y. Dann wird nach (3):

8*
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folglich:

®)

Die hier auf den rechten Seiten befindlichen Ausdricke
besitzen eine einfache geometrische Bedeutung. Es liegt nahe,
die Schnittpunkte der im Punkte (t, T) berlihrenden Tangenten der
Kurven 1 = const.,, t= const. mit der Verbindungslinie der beiden
Drehungsmittelpunkte aufzusuchen. Die letztere besitzt die Gleichung:

Die Koordinaten des Schnittpunkts dieser Geraden mit der Tangente
der Kurve t = const. sollen mit die Koordinaten
des Schnittpunkts der Geraden mit der Tangente der Kurve T = const.
sollen mit bezeichnet werden. D.ann ergibt sich:

(6)

Man hat daher auch:

()
Entnimmt man den Gleichungen (5) die Ausdriicke von  und

so erhalt die Gleichung der Verbindungslinie der Drehungsmittelpunkte
die Gestalt:

(8

b) FUr eine Funktion von x und y haben wir:
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Daher folgt:

9)

5. Fundamentalgleichungen. Mit dem Namen Fundamental-
gleichungen belegen wir die Differentialgleichungen erster Ordnung,
welche zwischen den GréRen gl, @2 rl r2 bestehen dx

Nehmen wir in der Beziehung (4) statt f(t, T) die Funktion dal,

sodann so folgt:

Wenden wir nun die Formeln (1) und (3) an, so ergibt eine
einfache Rechnung:

(10)

Hiermit sind die Fundamentalgleichungen gefunden. Dieselben
werden durch eine einzige Gleichung vertreten, wenn der Winkel ¢
konstant ist. Alsdann wird rl= g1, r2= @2, und wir erhalten an Stelle
des Systems (10) bei Anwendung der Gleichungen (5) die eine Funda-
mentalgleichung:

(11)

§20. Allgemeiner Satz Uber Drehungsmittelpunkte.

Die naheliegende Aufgabe, die Krummungsmittelpunkte
der orthogonalen Trajektorien (Kurven senkrechter Durch-
dringung) zweier gegebener Scharen zu bestimmen, wird uns
zu einem wichtigen Satz ber die Drehungsmittelpunkte fiihren.
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Die Bogenlange der orthogonalen Trajektorien der Kurven T = const
bezeichnen wir mit 63 und rechnen sie als wachsend in der Richtung
der positiven Halbnormalen der Kurven t — const. Dann ist:

Die Bogenlange der orthogonalen Trajektorien der Kurven t = const.
bezeichnen wir mit o4 und rechnen sie als wachsend im Sinne der
positiven Halbnormalen der Kurven t = const. Dann ist:

Die positiven Halbnormalen der orthogonalen Trajektorien der
Kurven 1T = const. bzw. t = const. sollen mit den positiven Halbtangenten
der Kurven r = const. bzw. t = const. zusammenfallen.

Um die Ableitungen einer Funktion von t und T, oder von x undy
nach den Bogenlangen 63 und o4 zu definieren, driicken wir zunéchst
die Ableitungen der Koordinaten nach ¢3 und o4 durch diejenigen
nach ol und a2 aus.

Aus dem System:

folgt:
@

Aus dem System:

folgt:
)

Aus den Gleichungen (1) und (2) erhalten wir die Definitions-
gleichungen fir die Ableitungen einer Funktion von t und T nach
den Bogenlangen 03 und o4 Man hat zunichst:

und damit:

@)
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Far eine Funktion von x und y ergibt sich:

(4)

Da wir es hier mit vier Kurvenscharen zu tun haben, empfiehlt
es sich zur Abkirzung die Kurven T = const. mit dem Namen
Kurven (al), die Kurven t = const. mit dem Namen Kurven (02) zu
belegen, und die orthogonalen Trajektorien der Kurven T = const. bzw.
t = const. als Kurven (03) bezuglich als Kurven (g4) zu bezeichnen.
Den Krummungshalbmesser der Kurven (03) bzw. (o4) nennen wir @3
bzw. ol Fur diese GrofRen haben wir einerseits die Gleichungen:

anderseits ist:

Wir erhalten somit:

®)

und daraus:
(6)

Diese Gleichungen enthalten die geometrisch wichtige
Tatsache, daB sich der zu rl gehdérende Drehungsmittelpunkt
auf der Geraden befindet, welche die zu @2 und g4 gehdérenden
Kriummungsmittelpunkte enthéalt, und dal sich der zu r
gehdrende Drehungsmittelpunkt auf der Geraden befindet,
welche die zu gl und 3 gehdérenden Krimmungsmittelpunkte
enthalt. Die Gleichungen dieser beiden Geraden sind ndmlich die
folgenden:

Der ersten dieser Gleichungen geniigen die Koordinaten des zu r!
gehérenden Drehungsmittelpunkts, namlich:
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und der zweiten geniligen die Koordinaten des zu r2 gehdrenden
Drehungsmittelpunkts, néamlich:

Wollen wir unser Ergebnis durch eine Figur veranschaulichen,

so ziehen wir am einfachsten von dem betrachteten Punkt P aus die

vier positiven Halbtangenten

C1, C2, C3, C4 der Kurven

gl ... oi. Die Krimmungs-

mittelpunkte werden durch

KIl, K2, K3, Ki bezeichnet,

die  Drehungsmittelpunkte

durch D! (Endpunkt von rl)

und D? (Endpunkt von r2).

D! mufR auf der durch K2

und K! gehenden, D2 auf

der durch K! und K3 gehen-

den Geraden liegen. Die

Punkte, in denen die durch

die  Drehungsmittelpunkte

gehende Gerade die Tan-

genten der Kurven T = const.

bzw. t = const. schneidet, werden in der Figur mit T! und T2 be-
zeichnet.

§ 21. Besondere Satze Uber Drehungsmittelpunkte.
Kurvennetz ohne Umwege.

Der Wert jeder theoretischen Betrachtung, wie sie hier in der
Einfihrung der kinematischen GréRen r! und r2 vorliegt, wird durch
den Umfang und die Bedeutung der Aufgaben gemessen, die sich
mit ihrer Hilfe I6sen lassen. Wir gehen daher dazu Uber, Séatze
hinsichtlich der Grof3en rl und r2 zu entwickeln.

1. Wenn die Schar t = const. dadurch entsteht, dall von
einer Einzelkurve derselben aus auf den Kurven Tt = const.
gleiche Bogenlangen abgetragen werden, so liegt die Gerade,
welche die Drehungsmittelpunkte D! und D? enthéalt, parallel
der Tangente der Kurve t = const.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus den ersten
Gleichungen in (5) und (7) S. 116, namlich:
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Damit die Kurven t = const. die vorausgesetzte Eigenschaft be-

sitzen, mull E von T unabhéngig sein, d. h. muf verschwinden.
Wegen ist die Verbindungslinie der Drehungsmittelpunkte

parallel der Tangente der Kurve (02), dasselbe ergibt sich aus der
Gleichung:

In der Figur 17 sind die positiven Halbtangenten durchgezogen,
die negative Halbtangente der Kurve (03) ist punktiert. Es bedeutet
somit rl die negativ genommene Mal3zahl
der Strecke PD1, wahrend r2 die MaRzahl
der Strecke PD1 bedeutet. Die Gerade
D1D? ist parallel zur Geraden PKA4

Schneiden sich die Scharen T = const.,

t = const. rechtwinklig, so kann der be-

trachtete Fall nur eintreten, wenn
und damit, wenn verschwindet. Hier

werden die Kurven T = const. durch
gerade Linien vertreten, wahrend die
Kurven t==const. eine Schar von Pa-
rallelkurven bilden.
Wenn die Kurven t = const. die
betrachtete Eigenschaft besitzen, und
gleichzeitig die Kurven T = const. aus
einer ihrer Einzelkurven dadurch ent-
stehen, dal man von ihr aus auf den
Kurven t = const. gleiche Bogenlangen abtragt, so kommt zu der
vorigen Beziehung zwischen rl und r2 noch die folgende, wegen

bestehende, namlich:

hinzu. Jetzt verschwindet sowohl wie Da nun, wie wir

sahen, D! auf der die Krimmungsmittelpunkte K2 und K1 enthaltenden,
D? auf der die Krummungsmittelpunkte K! und K3 enthaltenden
Geraden liegt, mufl die erstere Gerade parallel der Tangente der
Kurve (03), die zweite parallel der Tangente der Kurve (04) sein, oder
auch: die Tangente der Kurve (ol) bzw. (02) steht senkrecht auf der
Verbindungslinie der Krimmungsmittelpunkte der Kurven (62) und (o4)
bzw. (o1) und (03). Aus dem Umstand, da hier E nur von t, G nur
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von T abhangt, folgt, daB wir es mit Translationsscharen zu
tun haben. (Fig- 18.)
Um ein Beispiel fur den zuerst untersuchten Fall anzufiihrea,
zeichnen wir in der x-, y-Ebene eine beliebige Kurve und drehen sie
in positiver Richtung um den Koorci-
natenanfangspunkt. Die Gleichungen d¥%r
Kurve in der Anfangslage seien:

X:gl (t), y :B

und t bedeute die Bogenlange der Kurve.
Bezeichnen wir den Drehungswinkel
mit T, so sind:

x=g1 (t) cos T — g2 (t)sin T,
y =gl (t)sin T + g2 (t) cos T

die Gleichungen der betrachteten Schar,

wenn T als Parameter angesehen wird.

Die zugehorige Schar t = const. be-

steht aus den Kreisen, die mit den Halb-

messern um den Koordinaten-

anfangspunkt beschrieben sind. Je zwei

dieser Kreise schneiden aus den Kurven T = const. Stiicke von gleicher
Bogenlange aus.

Hier zeigt eine einfache Rechnung, daR:

somit ist:

Da ¢ nur von t abhéngt und der gemeinschaftliche Mittelpunkt
der Kreise t = const. jedesmal auf den negativen Halbnormalen dieser
Kreise liegt, wird:

sonnt:

Der Drehungsmittelpunkt D2 fallt mit dem Koordinatenanfangs-
punkt zusammen, der Drehungsmittelpunkt D! ist der Schnittpunkt
der Tangente der Kurve (03) mit der durch D2 gelegten Parallelen
zur Tangente der Kurve (02). (Fig. 19.)
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Man sieht leicht, dal sich bei diesem Beispiele noch eine zweite
Kurvenschar ergibt, auf der irgend zwei Kreise t = const. dieselben
Bogenléngen abschneiden, wie auf den Kurven t = const. Man braucht
nur die Kurven T = const. an der x-Achse zu spiegeln, um die zweite
Schar zu erhalten. In der Figur 20 sind die Kurven T = const.
durchgezogen, die der zweiten Schar punktiert. Beschreiben wir nun von
P!l aus nach P3 zwei auf Kurven unseres Netzes verlaufende Wege,
etwa von P! bis P4 und von P2 bis P3 auf durchgezogenen, von P4
bis P3 und von P! bis P2 auf punktierten Kurven, so ergibt sich

beidemal dieselbe Wegeldnge; denn sowohl die Bogenlangen P1P{
und P1Q4 sind einander gleich, als die Bogenlangen P1Q? und Q4Pi
und die Bogenldngen Q2P3 und P2P3, da sie jedesmal zwischen den-
selben Kreisen gelegen sind. Ein System von zwei einfach unendlichen
Kurvenscharen oder, wie man sagt, ein Kurvennetz, in dem alle,
auf Kurven des Netzes verlaufenden und zwei beliebig gewahlte Punkte
verbindenden Wege dieselbe Lange besitzen, hat G. Scheffers zuerst
betrachtet und es ein Kurvennetz ohne Umwege genannt. (Berichte
der mathem.-phys. Klasse der Kgl. Sachsischen Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Leipzig, Bd. 57. S. 353. 1905. Vgl. R. v. Lilienthal,
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Bd. 16.
S. 204. 1907.) Hier ist aber eine wesentliche Einschrankung zu
machen. In unserem Beispiel entfernt man sich bestdndig vom
Koordinatenanfangspunkt, wenn man den Weg P1P4/2P3, und wenn
man den Weg P1Q1P2P! beschreibt. Betrachtet man aber die
beiden von P4 nach P? fiihrenden Wege P1Q2P1P2 und P4P1Q4P2,
so sind sie nicht einander gleich, wenn Q2P3 nicht gleich P4P1 ist.
Hier besteht vielmehr die Gleichung P4P3 - PsP2= P1P2 — P1P4.
Man hat daher auf jeder Kurve des Systems eine bestimmte Fort-
schreitungsrichtung festzulegen, in unserem Falle z. B. die, in der
man sich vom Koordinatenanfangspunkt entfernt.  Bei der Be-
rechnung der Malizahl einer Wegeldnge sind alsdann die in dieser
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Richtung zuriickgelegten Strecken als positiv, die in der entgegen-
gesetzten Richtung zuriickgelegten Strecken als negativ in Rechnung
zu setzen. Zwei Wege, die aus lauter positiv oder aus lauter negativ
zu rechnenden Strecken bestehen, sind gleich. Sind aber zwei Wege
sowohl aus positiv wie aus negativ zu nehmenden Strecken zusammen-
gesetzt, so sind zwar die MaRzahlen der Wegelangen, wie wir sie
eben definiert haben, gleich, aber die Lé&ngen selbst kdnnen sehr
verschieden sein, so dal der eine Weg einen grindlichen Umweg
im Vergleich zum anderen darstellen kann.

Wir werden im folgenden auf einem anderen, als dem von
G. Scheffers verfolgten Pfade zu den fraglichen Kurvennetzen gelangen.

2. Wenn je zwei beliebig gewahlte Kurven (t =ta), (t =th)
der Schar t = const. aus den Kurven einer Schai- T = const.
dieselbe Bogenlange sab ausschneiden, und die Scharen
t = const., T = const. nicht zueinander senkrecht sind, so
gibt es noch eine weitere Schar 9= const.,, aus deren
Einzelkurven die beliebig gewéahlten Kurven # (t=tb)
ebenfalls die Bogenlange sab ausschneiden.

Die Scharen 1 = const.,, t = const. seien dargestellt durch die
Gleichungen:

x=fl (1), Yy=12(,7),

in denen t die Bogenlange der Kurven 1 = const. bedeute, so daR U
gleich Eins ausfallt. Wir betrachten 1 als eine Funktion von t und ff
(wodurch die Schar t = const. nicht gedndert wird) und suchen die
Schar 9 = const. so zu bestimmen, dal auch fir sie die Veranderliche t
die Bedeutung der Bogenldnge besitzt. Nehmen wir T = g(t, ff), so
werden die Scharen t = const.,, & = const. durch die Gleichungen
dargestellt:

x="f1(t, g (t,9)), y=12 (t g (19)).

Um die vollstandigen partiellen Ableitungen von x und y nach
t zu Kkennzeichnen, benutzen wir die bereits S. 93 angewandte

Schreibweise, gemalR welcher fiir eine beliebige Funktion Fit, g(t, ff))

die vollstdndige Ableitung nach t, ndmlich mit be-
zeichnet wird. Setzen wir:

so ergibt sich:
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Damit E! gleich Eins werde, muR:

sein. Nun kann F nur verschwinden, wenn die Schar t = const. aus
Parallelkurven, die Schar T = const. aus ihren orthogonalen Trajektorien
besteht. (S. 121.) SchlieBen wir diesen Fall aus, so liefert die
vorstehende Differentialgleichung das g als eine Funktion von t und
einem Parameter, den wir gleich 8 nehmen kénnen.

Wir erhalten VGl gleich oder gleich ie nach-

dem positiv oder negativ ist. Im ersten hall folgt:

und die dem wachsenden ff entsprechende Halbtangente der Kurve
t = const. fallt mit der dem wachsenden T entsprechenden Halb-
tangente der Kurve t = const. zusammen; im zweiten Fall fallt die
erstere Halbtangente mit der dem abnehmenden 1 entsprechenden
Halbtangente der Kurve t = const. zusammen. Nennen wir den
Winkel zwischen den positiven Halbtangenten der Kurven t = const.,
9 = const. @1, so wird im ersten Fall:

im zweiten:

somit halbiert die Tangente der Kurve t = const. entweder
den Nebenwinkel des von den positiven Halbtangenten der
Kurven 1= const., 9 = const. gebildeten Winkels, oder diesen
Winkel selbst.

Eine zweite Eigenschaft der Kurven ff = const. erhalten wir,
wenn wir das Netz der Kurven ff = const. und T = const. betrachten.
Zu diesem Zweck ist die Gleichung 1= g(t,8) nach t aufzuldsen.

Es ergebe sich t = Ju(t, ff), so daf: Unser Netz wird dar-
gestellt durch die Gleichungen:

x = fl(h(t,9) 7). y = f2(h(t,9) 1).

Man erhalt:
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Nun koénnen und gleiche oder ungleiche Vorzeichen be-

sitzen; es ist also entweder VE2d9 + vVG2dt oder VE2d9 — V/G2dt
ein Differential, oder mit anderen Worten, es ist entweder

oder es ist

Zufolge der Gleichungen (5) in Paragraph 19 S. 116 ergibt sich,
dall die absoluten Werte der beiden Drehungshalbmesser
einander gleich sind. Damit ist zugleich gezeigt, dal die beiden
Beruhrungspunkte, von denen im vorigen Paragraphen unter
3b) die Rede war, gleichen Abstand von dem Punkte (6 1)
besitzen.

Die Gleichung (8) desselben Paragraphen lehrt, dal} die Ver-
bindungslinie der Drehungsmittelpunkte der Halbierungs-
linie des Schnittwinkels der Kurven T = const., 9 = const
parallel ist. wenn:

dal3 sie der Halbierungslinie des Nebenwinkels des Schnitt-
winkels parallel ist, wenn:

In dem oben angefiihrten Beispiel 1413t sich die Differentialgleichung:

sofort integrieren. Sie besitzt die Form:

somit:
Setzen wir: S0 ist:
gl =F(w) cos w ¢2 =(w) sin w
und wegen: folgt:
Da:

so entstehen die Kurven 1 = const. durch Umdrehung der Kurve mit
den Gleichungen x =(w) cos w, y = (w) sin w um den Koordinaten-
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anfangspunkt, und die Kurven & = const. entstehen durch dieselbe
Umdrehung aus der Kurve mit den Gleichungen x = f(w) cos w,
y = f(w) sin w; die Kurven 8 = const. gehen somit aus den Kurven
T = const. durch Spiegelung an der x-Achse hervor.

Die vorstehenden Erdrterungen beantworten zugleich
die Frage, unter welcher Bedingung zu einem gegebenen
System von zwei einfach unendlichen Kurvenscharen eine
dritte Schar gehort, in der je zwei beliebige Kurven aus
samtlichen Kurven des Systems gleiche Bogenlangen aus-
schneiden. Ist das System durch die Gleichungen:

x =f1(t,0) y = f2(t,1)

dargestellt, so gehort zu ihm eine dritte Schar mit der verlangten
Eigenschaft, wenn entweder:

d. h. geometrisch, wenn ri2=r22. Im ersten Fall ist:

_[-{\/Edt + VGdrt} = const,
im zweiten ist:

J-{\/Edt - VGdt } = const.,

die Gleichung der dritten Schar.
Die Richtungskosinus der Tangenten der Kurven der dritten
Schar sind im ersten Fall:

im zweiten sind sie:

d. h die Kurven der dritten Schar halbieren entweder die von den
positiven Halbtangenten der Kurven T = const., t = const. gebildeten
Winkel, oder die Nebenwinkel der letzteren.

Wir zeigen nun, daB, wenn die Bedingung:

erfullt ist, die Scharen T = const., t = const. ein Kurvennetz
ohne Umwege bilden.
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Zu diesem Zweck werde ein krummliniges aus zwei Kurven
T = const. und zwei Kurven t = const. gebildetes Viereck betrachtet,
dessen Ecken P1P2P3P4 den Werte-
paaren (t0,70), (t0,1), (t,1), (t, 10) ent-
sprechen mdogen, wo der Einfachheit
halber t0 < t, 10 <t angenommen werde.
Verlangen wir, daR fir ein beliebiges
Wertepaar (t, 1) stets PLP2 + P2P3 =
P1P4 + P4P3 sei, so mul die Gleichung
bestehen:

Differenzieren wir dieselbe nach t, so folgt:

Differenzieren wir diese Beziehung nach T, so folgt:

Umgekehrt erhadlt man durch zweimalige Integration der letzten
Bedingung die Ausgangsgleichung. Hier sind die Strecken, die mit
wachsendem t, oder wachsendem T durchlaufen werden, als positiv in
Rechnung zu setzen.

Verlangen wir aber, dal P2P3+ P3P1= P2P1+ P1P4 sei, so
mul} die Gleichung bestehen:

und dies liefert:

Hier sind die Strecken, die mit wachsendem t, oder abnehmendem t
durchlaufen werden, als positiv zu rechnen.

Auf die Summe zweier aneinanderstolender Seiten eines krumm-
linigen Vierecks, dessen Begrenzung aus Kurven t = const.,, T = const.
besteht, lassen sich die ganz auf Kurven des Systems verlaufenden
Wege zwischen zwei Punkten zuriickfuhren.
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g 22 Differentialgleichung eines Kurvennetzes ohne Umwege.

Wir gehen nun von den Veranderlichen t, T zu den Verander-
lichen x,y uber und schreiben, um alle Félle zu umfassen, die Be-
dingungsgleichung in der Form:

wo ¢ die positive oder negative Einheit bedeuten soll. Das Integral:

ist eine Funktion von t und T und damit eine solche von x und vy,
die wir @(X,y) nennen wollen. Fur diese Funktion haben wir:

folglich sind die Kurven eines Netzes ohne Umwege die Integral-
kurven der Differentialgleichung:

Von dieser Bemerkung ist G. Scheffers ausgegangen.

Legt nun umgekehrt eine Differentialgleichung wie die vorige,
die also mit Hilfe einer beliebig angenommenen Funktion @(x,y) ge-
bildet ist, ein Kurvennetz ohne Umwege fest? Zu diesem Zweck muR
die Differentialgleichung jedenfalls ein reelles Integral besitzen, das
geometrisch durch zwei Kurvenscharen dargestellt wird

Nehmen wir zur Abkilrzung:

so ist unsere Differentialgleichung, wie ihre Auflésung nach ergibt,
gleichbedeutend mit den beiden folgenden Differentialgleichungen:

Wenn daher in einem Ebenenteil bestdndig @l2+@22<<l ist,
so wird er nicht von Integralkurven bedeckt. Sollte fur alle Werte-
paare X,y @L+ @2 <1 sein, so gibt es Uberhaupt keine reellen
Integralkurven, wie z. B. wenn:

und n > 2 ist.

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 1.. 9
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Wenn bestandig @12+ @22=1 ist, SO bestellt die Schar ¢ = const.
aus Parallelkurven, und @ selbst bedeutet, wie in § 26 S. 164 gezeigt
werden soll, die Bogenlange der gemeinschaftlichen Normalen der Parallel-
kurven. Da hier die vorgelegte Differentialgleichung mit der folgenden:

gleichbedeutend ist, so bilden jene Normalen die Gesamtschar der
Integralkurven.

Wenn endlich in einem Ebenenteil bestandig @12+@22=1 ist,
so wird er von zwei Scharen von reellen Integralkurven Uberzogen,
und diesen Fall wollen wir jetzt ndher ins Auge fassen. Die Bogen-
langen der Scharen bezeichnen wir mit ol und 62 und denken uns
die Richtungen, in denen sie wachsen, irgendwie festgelegt. Da:

(plep2 + w)2+ (1 — @22)2= (@l + Q2w)!,
so erhalten wir:

wo €l und € die positive oder negative Einheit bedeuten.

Mit Hilfe dieser Formeln zeigt man leicht, daf die Kurven
¢ = const. im Falle ¢l = — 1 die von den positiven Tangenten der
Integralkurven gebildeten Winkel halbieren, im Falle €le2= -+ aber
die Nebenwinkel dieser Winkel.

Es ist:

dol = €l(pldx + @ldy), do2= e2(pldx + @1ldx)

Integriert man hier zwischen zwei Kurven @ = const., so erhélt man
Bogenstiicke von gleicher L&nge. Dies ergibt im Falle €le2 = 1,
wenn wir durch die Ecken eines
krummlinigen, aus Integralkurven ge-
bildeten Vierecks die Kurven ¢ = const.
legen (in der Figur 22 punktiert), daf3

P1P2 = P1Q2
P2QU= Q2P4
Q4 P3:4

P1P2 + P2P3 = P1P4+ P4P}
ist.

also:

Da:
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so schneiden sich die Kurven des Netzes nur dann senkrecht
wenn @12+¢2 =2, d. h. die Kurven ¢ = const. sind hier
Parallelkurven, und die Kurven des Netzes bestehen aus
den Halbierungslinien der Winkel, welche von den Parallel-
kurven und ihren orthogonalen Trajektorien gebildet werden.

Nimmt man z B. an Stelle der Parallelkurven eine Schar kon-
zentrischer Kreise, so wird das Netz von zwei Scharen logarithmischer
Spiralen gebildet, von denen die eine durch Spiegelung an einer
Geraden aus der anderen hervorgeht.

Denkt man sich die Funktion @(x, y) gewahlt, und ist ¢12+¢22 > 1
so gehdren zu ¢ die beiden durch unsere Differentialgleichung be-
stimmten Kurvenscharen, und wenn wir die Gleichung @(x,y) =¢
als die Gleichung einer Kurvenschar betrachten, so besitzt der Para-
meter ¢ die Bedeutung der Bogenlange irgendeiner Integralkurve der
Differentialgleichung. Die durch @ =c dargestellte Kurvenschar &ndert
sich nicht, wenn wir sie durch die Gleichung Zl(gp) = A darstellen,
wohl aber &ndert sich unsere Differentialgleichung, wenn statt ¢ die
Funktion F(@) gesetzt wird. Zu einer gegebenen Kurvenschar (C)
gehoren daher unendlich viele Kurvennetze ohne Umwege. Sobald
man aber verlangt, daB eine willkurlich gewéhlte und nicht in der
gegebenen Schar enthaltene Kurve (L) dem Netz angehdren soll, ist
das letztere vollig bestimmt. Die Kurve (L) sei gegeben durch die
Gleichungen:

= g1(s), 'y =92(s)

in denen s die Bogenldnge der Kurve bedeutet, wahrend die Schar (C)
durch die Gleichung F(x,y,A) =0 gegeben sei Derjenige Wert von s,
der zu dem Punkte gehort, in welchem die Kurve (L) von der zu A
gehorenden Einzelkurve der Schar (C) geschnitten wird, geniigt der
Gleichung:

F(g1(s), 92(s), N) = 0.

Eliminieren wir A aus dieser Gleichung und der Gleichung
F(x,y,A) = 0, so ergebe sich s = @(x, y). Hierdurch ist die Schar (C)
mit Hilfe eines Parameters ausgedriickt, der die Bedeutung der Bogen-
lange der Kurve (Z) hat. Fur den Fall, daR die Kurve (L) als gerade
Linie (Z) angenommen wird, ist die in Rede stehende Aufgabe von
M. d'Ocagne behandelt (Bulletin de la societe mathem. de France
Bd. 13. S.71. 1885, vgl. Bd. 17. S. 171. 1889) und an mehreren
Beispielen gel6st, wobei aber nur die Eigenschaft des Systems (C),
daB je zwei ihrer Einzelkurven aus den Kurven des Netzes gleiche
Bogenlédngen ausschneiden, angefuhrt wird. Wir wollen das erste
dieser Beispiele hier mitteilen. Die Schar (C) entstehe durch Schiebung
einer willkirlich gewahlten Kurve langs der y-Achse, wahrend die
Gerade (D) parallel der y-Achse sei und zu x = a gehoére, so daB

9*
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ihre Gleichungen x =a, y =s sind. Die Gleichung der Schar (C)
ist von der Form:

y — f(x) =A
s = f(d) + A

somit hat man:

und:
o y) =y -f(x) + f(a)

Unsere Differentialgleichung wird:
(y — FX)dx)2 = dx2 + dy2

Der Faktor dx = 0 liefert die Schar der Parallelen zur y-Achse,
der andere Faktor ergibt das Integral:

Nun ist

die Gleichung der orthogonalen Trajektorien der Schar (C). Um
die zweite Integralschar zu bestimmen, braucht man nur eine Einzel-
kurve aus der Schar (C) und eine aus der Orthogonalschar zu nehmen
und die Mittelpunkte derjenigen Strecken zu konstruieren, welche von
den beiden Kurven aus den zur y-Achse parallelen Geraden aus-
geschnitten werden. Durch Verschiebung dieser Mittelpunktskurve
langs der y-Achse entsteht die zweite Integralschar.
Nehmen wir im besonderen:

so ist
y = — p log x + const.

der Gleichung der orthogonalen Trajektorien der betrachteten Parabeln-
schar. Die Gleichung der zweiten Integralschar ist:

Diese Schar entsteht also durch Verschieben einer sogenannten
Hundekurve léngs der y-Achse. (Vgl. G. Loria. Spezielle algebraische
und transzendente ebene Kurven. Deutsch vonF. Schitte. Leipzig 1902.
S. 609.)

Wir wollen nun die von G. Scheffers gefundene Be-
dingung dafir, daB zwei durch Differentialgleichungen
erster Ordnung gegebene Kurvenscharen ein Netz ohne
Umwege bilden, aus der Bedingungsform:
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herleiten. Die gegebenen Differentialgleichungen seien:
a(x, y)dx — dy =0, B(x,y)dx —dy =0.
Die erste fassen wir als Gleichung einer Schar T = const., die

zweite als Gleichung einer Schar t = const. auf und setzen, unter A
und p integrierende Faktoren verstehend:

AMoaodx — dy) = dt, p(Bdx — dy) = dt,
so daR:

Aus den Gleichungen:

folgt:

Aus den Gleichungen:

folgt:

dxdy dydx
somit:
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Die beiden Differentialgleichungen, welche aussagen, daf A und p
integrierende Faktoren bedeuten, sind:

und:

oder:

Unsere Bedingungsgleichung benutzen wir in der Form:

Man erhalt:

Setzt man diese Ausdriicke in die drittletzte Gleichung ein, so
gibt eine einfache Rechnung die gesuchte Form der Bedingung in
der Gestalt:

§ 23. Die Kurven eines Netzes ohne Umwege
aufgefaldt als Evoluten.

Wir leiten hier einen von G. Scheffers herriihrenden Satz ab,
auf den man kommt, wenn man die Kurven eines Netzes ohne Um-
wege als die Evoluten zweier Evolventenscharen betrachtet.

Im allgemeinen bilden die Kriimmungskreise zweier einfach un-
endlicher Kurvenscharen zwei doppelt unendliche Kreisscharen; ein
Kurvennetz ohne Umwege laRt sich aber auf einfach un-
endlich viele Weisen als das System der Evoluten zweier
Kurvenscharen auffassen, deren Krummungskreise nur eine
einzige doppelt unendliche Kreisschar bilden, indem jeder
Krimmungskreis einer Kurve der einen Schar zugleich ein solcher
einer Kurve der anderen Schar ist. Dieser Satz 143t sich geometrisch
folgendermaRen beweisen.

Man betrachte zwei Kurven T = const., die durch P2, P! und
P3, P4 gehen mdgen, und zwei Kurven t = const. durch P2,P3 und
P1, P4. (Fig. 23.) Wir tragen von P! aus auf den Kurven P2 P! und
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P4 Pl gleiche Bogenldngen P1 Q und P! Q' ab und konstruieren
diejenigen Evolventen beider Kurven, deren Spitzen in Q und Q'
liegen. Auf der Kurve P3 P2 tragen wir von P? aus die Bogen-
lange P2 Q2 gleich P2 Q ab und fassen Q2 als die Spitze einer
Evolvente von P2 P3 auf, ebenso tragen wir auf der Kurve P3 P4
von P3 aus die Bogenldnge P3 Q3 = P3 Q2 auf und konstruieren die
Evolvente von P3 P4, deren Spitze in Q3

liegt. Tragen wir jetzt auf der Kurve

P4 Pl von P4 aus die Bogenldnge P4 Q3

auf, so missen wir als Endpunkt dieser

Bogenlange den Punkt Q' erhalten, wenn

jeder Kurve nur eine Evolvente ent-

sprechen soll.  Aber P4 Q3 ist gleich

P11 Q+ P2 Pl + P2 P3 - P3 P4 Soll das

gleich P1P4+ P1Q sein, so muR P1P2+

P2 P3 gleich P! P4 % P3 P4 sein, d. h. es

mull ein Kurvennetz ohne Umwege vor-

liegen. Alsdann ist jeder Punkt P(t, 1)

der Mittelpunkt eines Kreises, der ein Krummungskreis sowohl fur
die Evolvente der durch P gehenden Kurve T = const. wie fir die
Evolvente der durch P gehenden Kurve t = const. ist. Die Be-
ruhrungspunkte dieser Kreise liegen auf den in P berlhrenden
Tangenten der Kurven T = const.,, t = const. LaBRt man die Lange
Pl Q sich andern, so erhalt man einfach unendlich viele Evolventen-
scharen von der betrachteten Art.

Um den in Rede stehenden Satz analytisch zu beweisen, rechnen
wir die Bogenldnge der Kurven T = const. von einer Kurve t = t0,
und die Bogenlédngen der Kurven t = const. von einer Kurve 1= 10
aus. Irgend eine Schar von Evolventen der Kurven Tt = const. ist
dann dargestellt durch die Gleichungen:

irgend eine Schar von Evolventen der Kurven t = const. wird dar-
gestellt durch die Gleichungen:

wo Yl (t) und Y2 (7) willkirlich gewéhlte Funktionen bedeuten.
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Sollen die beiden Krimmungskreise dieser Evolventen, die in
den beiden dem Wertepaar (t, T) entsprechenden Punkten berihren,

zusammenfallen, so mussen die absoluten Werte von
und einander gleich sein, und wenn diese Gleichheit

fur jedes Wertepaar (t, T) stattfindet, bilden die Krimmungskreise der
Evolventen nur eine doppelt unendliche Kreisschar. Setzen wir:

so folgt durch Differentiation nach Tt:

und hieraus folgt durch Differentiation nach t,

Ist diese Bedingung erfillt, so ergibt sich:

wenn cl eine Integrationskonstante bedeutet.
Entsprechend ergibt sich, wenn die Ausgangsgleichung zuerst
nach t und dann nach r differenziert wird, wiederum:

und:

wo ¢2 eine neue Integrationskonstante bedeutet.
Aus der Bedingungsgleichung:

folgt durch Integration:
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Eine nochmalige Integration liefert:

Wir erhalten somit:

es mufl also cl=c2 sein, und es gibt nur einfach unendlich viele
Bestimmungsarten der Funktionen @1(t) und yi(t).
Geht man von der Annahme:

aus, so ergibt sich die Bedingung:

und man erhalt, wenn sie erfillt ist:

Auch hier sind, dem einen Integrationsparameter ¢ entsprechend,
nur einfach unendlich viele Bestimmungsarten der Funktionen W1(T)
und #2(0 mdglich.

§ 24. Drehungsmittelpunktsgeraden.

Wir haben im vorigen Paragraphen zwei Kurvenscharen 1T = const.,
t = const. betrachtet und jedem Schnittpunkt einer Kurve 1 = const.
mit einer Kurve t = const zwei Drehungsmittelpunkte zugeordnet.
Es soll jetzt untersucht werden, wie sich die Lage der
den Kurven t1 = const. zugeordneten Drehungsmittelpunkte
andert, wenn die Schar t=const. durch eine andere Schar
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ersetzt wird. Da es sich hier in letzter Linie um Eigenschaften
einer gegebenen Schar t1=const. handelt, werden wir zur Durch-
fihrung der analytischen Entwicklungen die Ableitungen nach der
Bogenldange sl (im vorigen Paragraph ol) der Schar T = const.,
und nach der Bogenlange s? (im vorigen Paragraph ¢3) der ortho-
gonalen Trajektorien der Kurven Tt = const. benutzen. Anstatt die
hier auftretenden Grundformeln aus denen des Paragraph 19 durch

die Voraussetzung zu gewinnen, wollen wir sie direkt herleiten,

indem wir wieder die Schar T = const. als durch zwei Gleichungen
von der Form:

gegeben ansehen. Wie die fraglichen Ableitungen zu berechnen sind,
wenn die Schar T = const. in anderer Weise analytisch festgelegt ist,
soll im § 26 dargetan werden.

Fur die Ableitungen der Koordinaten nach der Bogenlénge sl
erhalten wir:

WO:

Fur die Ableitungen der Koordinaten nach der Bogenlédnge ¢
gilt zuné&chst:

Setzen wir nun:

so folgt:

daher ist anderseits:

so daf:
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Hiernach erhalten wir fir die Ableitungen einer beliebig an-
genommenen Funktion f(t, ) nach sl und s2

fur die Ableitungen einer beliebig angenommenen Funktion (X, y)
nach sl und s2:

Den Krimmungshalbmesser der Kurven Tt = const. bezeichnen
wir mit g1, den ihrer orthogonalen Trajektorien mit g2
Dann ist:

Aus den Beziehungen:

folgt durch Bildung der Ableitungen nach s2

Die Determinante dieser Gleichungen wird, da:

gleich Eins, und wir erhalten:

und entsprechend:

Um die Regel fur den EinfluR der Aufeinanderfolge der Ab-
leitungen nach s! und s? aufzufinden, beriicksichtigen wir, daR fir
eine beliebig gewdhlte Funktion f(x,y) die Gleichungen bestehen:
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sonnt erhalten wir:

Da eine Funktion von t und t zugleich eine solche von x und y
ist, erhalten wir ebenfalls:

Der direkte Beweis dieser Beziehung ist etwas umsténdlicher.
Man hat namlich:

folglich:

Anderseits ist:

und beide Beziehungen bleiben bestehen, wenn man x durch y ersetzt.
Daraus ergibt sich:

infolgedessen entsteht:

was zu beweisen war.
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Hiermit sind die Regeln fir die Benutzung der Ableitungen
nach den Bogenlangen zweier zueinander senkrechter Kurvenscharen
gefunden.

Wir betrachten nun aufler der Schar T = const. eine zweite Schar,
deren Bogenlédnge mit ¢ bezeichnet werde. In einem Punkte P(t 1)
bilde die dem wachsenden ¢ entsprechende Halbtangente der durch P
gehenden Kurve der zweiten Schar mit der in P bertihrenden positiven
Halbtangente der Kurve t = const. den Winkel ¢. Wir haben dann
fur die zweite Schar:

und die Ableitung einer beliebigen Funktion fvon x,y, odei- i, T nach
der Bogenlange 6 wird definiert durch die Gleichung:

Gehen wir auf dei- betrachteten Kurve der zweiten Schar von (P)
aus bis zu einem Punkt (P') weiter, so wird die Bogenlange 6 einen
Zuwachs Ag erhalten. Die durch (P') gehende Kurve der ersten
Schar moge in (P,) von der Tangente (T') berihrt werden.

Man bestimme nun diejenige Drehung der Ebene, durch welche
(P) in (P, und (P) in (P") ubergeht. Der zugehoérige Drehungs-
mittelpunkt gelangt, wenn man Ag sich der Null n&hern IaBt, in
eine Grenzlage, in welcher er der zum Winkel gehorende
Drehungsmittelpunkt der Kurve T = const. fur den betrach-
teten Punkt (P) genannt werde. Die Koordinaten des zu ¢ ge-
horenden Drehungsmittelpunktes seien mit Xy, yu bezeichnet. Wir
erhalten ihre Werte aus den im § 3 S. 12 fur & und n0 aufgestellten
Ausdrucken, indem wir:

EX =y, 5= 0

setzen. Es ergibt sich:

WO:

Nun ist:
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also:

und:

WO:

gesetzt ist.
Aus diesen Gleichungen folgt:

Die sdmtlichen zu den verschiedenen Werten von § ge-
hérenden Drehungsmittelpunkte liegen daher auf einer
Geraden, deren Gleichung

ist. Da diese Gleichung befriedigt wird, sowohl wenn wir:
X'—x=-—yqlsina y' —y=plcosa
als wenn wir:

X' — X =02C0s O, y' —y =p2sina
setzen, so geht die fragliche Gerade durch die zu gl und @2
gehdrenden Kriummungsmittelpunkte.
Durch die sesebene Kurvenschar wird also iedem Punkt einer

Einzelkurve der Schar, an dem und endliche Werte besitzen,

eine Gerade zugeordnet, die wir die Drehungsmittelpunktsgerade
nennen wollen. Diese Zuordnung verdient naher untersucht und mit
Beispielen erlautert zu werden.

Wir wollen hier nur noch die eine Frage beantworten, wie sich
die in einem Punkte zugeordnete Drehungsmittelpunktsgerade
andert, wenn man statt der gegebenen Schar 1 = const. eine
andere Schar zur Bestimmung dieser Geraden benutzt. Den
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Winkel, unter dem eine Einzelkurve der letzteren Schar eine Einzel-
kurve der Schar T = const. schneidet, bezeichnen wir mit ¢, die Bogen-
lange der Kurven dieser Schar mit s, die ihrer orthogonalen
Trajektorien mit s', den Krimmungshalbmesser der Kurven der Schar
mit p, den ihrer orthogonalen Trajektorien mit p' und setzen:

so daB die allgemeine Definition der Ableituneen einer Funktion F(t.T)
oder (x,y) hach den Bogenlangen s und s in den Gleichungen:

enthalten ist.
Hiernach wird die positive Normalenrichtung der Kurven mit

der Bogenldange s durch Vermehrung des Winkels ¢ um erhalten,

aber die positive Normalenrichtung ihrer orthogonalen Trajektorien
soll mit der positiven Tangentenrichtung der Kurven mit der Bogen-
lange s zusammenfallen, so daR:

Da:

so folgt:

und auf demselben Wege ergibt sich:

Die dem Punkte (x,y) durch die Kurven mit der Bogenlange s
sugeordnete Gerade hat die Gleichung:
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Diese Gerade schneide die Tangente der Kurve T = const. in dem
Punkt mit den Koordinaten:

X+ 12cosa, y+ I2sina,

die Normale der Kurve T = const. in dem Punkt mit den Koordinaten:
X—Ilsina, y+Ilcosa

Dann ergibt sich als wichtige Folgerung:

so dall auch:

Aus diesen allgemeinen Sétzen flieBen unmittelbar die folgenden
besonderen:

1. Wenn gleich Null ist, wenn also der Winkel ¢ sich langs

jeder Einzelkurve der Schar T = const. nicht &ndert, so hat man
I1=09l1, und die sadmtlichen unter dieser Voraussetzung mdglichen
Drehungsmittelpunktsgeraden bilden einen Buschel, der den Krim-
mungsmittelpunkt der Kurve t = const. zum Mittelpunkt hat. Ent-

sprechendes gilt bei der VVoraussetzung gleich Null; nur mu hier

der Fall berticksichtigt werden, in welchem die Kurven 1t = const

Parallelkurven sind, und die Drenungsmittelpunktsgeraden parallel der
Tangente der durch den betrachteten Punkt gehenden Kurve T = const.
liegen.

2. Ist der Winkel ¢ Uberhaupt konstant, so wollen wir die ent-
sprechenden Kurven Isogonalkurven nennen. Hier fallen die den
verschiedenen Werten von @ entsprechenden Drehungsmittelpunkts-
geraden alle in eine zusammen, und da jetzt ro=p, so fallt der
Krimmungsmittelpunkt der zu dem Werte ¢ gehdrenden Isogonal-
kurve mit dem zum Winkel ¢ gehdrenden Drehungsmittelpunkt der
Kurve 1T = const. zusammen. Die durch einen Punkt gehenden
Isogonalkurven einer gegebenen Kurvenschar haben daher
die Eigenschaft, dall ihre zu diesem Punkt gehdrenden
Krimmungsmittelpunkte in einer Geraden liegen, ein Satz,
der zuerst von E. Cesdro verdffentlicht wurde. (Lezioni di Geometria
intrinseca. Napoli 1896. S. 116. Vgl. die deutsche Ausgabe dieses
Werkes ,,VVorlesungen Uber natirliche Geometrie* von Kowalewski,
Leipzig 1901, S. 148.)

Kreise, deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen, und
die einen Punkt gemein haben, berlUhren sich entweder in diesem
Punkt, oder sie haben noch einen zweiten Punkt gemein. Das erste
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ist bei den zu dem Punkt (t, T) gehdérenden Kriimmungskreisen der
Isogonalkurven ausgeschlossen, da die Mittelpunktsgerade nicht durch
den gemeinsamen Punkt hindurchgeht. Wir haben daher den zweiten
gemeinsamen Punkt aufzusuchen. Die Gleichung des zu dem Werte ¢
gehdrenden Krummungskreises ist:

oder:

+2{€-x)sin(@a+ @) —(n—y)cos (a+ @)=0.

Sie lehrt, dal die zu den verschiedenen Werten von ¢ gehdrenden
Kreise durch die Schnittpunkte der beiden durch die Gleichungen:

€ —=x2+ (n—y+ 20 (€ —x)sina - (n —y)cos a}=0,
E-x2+N-y)2+2@2{(§-x)cosa-(n-y)sina}=0,

bestimmten Kreise hindurchgehen. Der zweite Schnittpunkt dieser
Kreise hat die Koordinaten:

Dies zeigt, daB die Verbindungslinie der Punkte (X,y) und (x1,yl)
senkrecht zur Drehungsmittelpunktsgeraden der Kurve T = const.
steht. Die Gleichung der letzteren Geraden in der Normalform ist:

Der Punkt (x,y) liegt auf der negativen Seite der Geraden und
hat von ihr den senkrechten Abstand der Punkt (x1,y1)

liegt auf der positiven Seite der Geraden und hat von ihr denselben
Abstand. Man erhalt also den Punkt (x1,yl), indem man vom Punkte
(x,y) aus ein Lot auf die Drehungsmittelpunktsgerade fallt und es
um sich selbst Uber die Gerade hinaus verlangert, ein Ergebnis, das
geometrisch offenbar ist.

Der Punkt (x1,y1) hat noch eine weitere wichtige, von G. Scheffers
bemerkte Eigenschaft, die wir im folgenden Paragraphen herleiten
wollen.

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 1. 10



146 Erster Teil. Ebene Kurven.

Wir zeigen noch, dal der im Paragraph 19 S. 113 fir auf-

gestellte Ausdruck, némlich mit dem Ausdruck fur tber-

einstimmt. Es ist:

aber @2 ist, da wir hier die positive Normalenrichtung der zu ¢ ge-
hérenden Kurven entgegengesetzt der damals benutzten genommen
haben, gleich — p. Daher entsteht:

Beide Berechnungsarten liefern somit denselben Drehungsmittelgunkt.

§25. Zerlegung einer doppelt unendlichen Kreisschar in Scharen
von Krimmungskreisen. Aquitangentialkurven.

Im § 16 S. 79 stellten wir eine einfach unendliche Schar von
Kreisen durch die Gleichung dar:

(x = o)1+ (y - 92)2= @2

Wir betrachteten @1, @2, @ als Funktionen der Bogenldnge der
Mittelpunktskurve und fanden, da die Schar aus den Krimmungs-
kreisen einer Kurve besteht, wenn @2 =1 ist.

Gegenwartig sehen wir @l und ¢ als Funktionen zweier Ver-
anderlicher t und t an und schreiben, damit keine Verwechselung
mit dem im vorigen Paragraphen benutzten ¢ vorkommt, @0 statt ¢
Wir fragen, unter welchen Umstdnden es mdglich ist, die Ver-
anderlichen t und 1 so als Funktionen zweier neuer Veranderlicher
o und & zu bestimmen, daf 1. jede Kreisschar § = const. aus den
Krimmungskreisen einer Kurve besteht, und 2. da? 6 die Bedeutung
der Bogenlange der zugehdrigen Evoluten besitzt.

Die erste Forderung driickt sich in der Beziehung aus:

@)

die zweite in der Beziehung:

)

Die Gleichung (1) ersetzt hier vollkommen die Forderung @02 = 1,
da man durch Ersetzen von ¢ durch — ¢ fir c¢pn' den Wert — 1 erhdlt.
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Subtrahiert man die quadrierte Gleichung (1) von der Gleichung (2)
und setzt:

so ergibt sich:

Indem wir mit A eine noch zu bestimmende Funktion bezeichnen,
ersetzen wir die letzte Gleichung durch die folgenden:

so daf:

und damit: 2 = bl — ac.
Wenn b2 — ac <0, ist die Ldosung unserer Aufgabe unmoglich.
Um die geometrische Eigenart des Falles b2—ac = 0 aufzufinden,

nehmen wir @l =t, @2 =1, was natirlich stets gestattet ist, und er-
halten:

Fir b2 — ac = 0 haben wir also:

d. h. nach § 26 S. 164 daR die Kurven @0 = const. eine Schar von
Parallelkurven bilden. Nun sind t und 1 die Koordinaten der Mittel-
punkte der Kreise. Eine Kurve 0= const. ist daher der Ort der
Mittelpunkte derjenigen Kreise, deren Halbmesser gleich dem Werte der
Konstanten ist.

Die fur A =10 und @l =1, @2=1 geltenden Gleichungen:

gehen Gber in die Gleichungen:

10*
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Wenn bestéandig gleich Null ist, folgt und

Die Kreise bertuhren hier samtlich die t-Achse, oder, was das-
selbe ist, die x-Achse; jeder Punkt dieser Achse spielt die Rolle
einer Kurve, deren Krimmungskreise alle Kreise sind, deren
Mittelpunkte auf einer durch ihn hindurchgehenden Parallelen zur

y-Achse liegen. Entsprechendes gilt im Falle Nach Aus-

Schlul dieser Falle werden die letzten beiden Gleichungen durch
die eine:

vertreten. Diese stellt aber die Differentialgleichung der orthogonalen
Trajektorien der Schar @0 = const. dar, somit eine Schar gerader
Linien. Jede dieser Geraden ist die Mittelpunktskurve einer Kreisschar
9 = const. Die gegebenen Kreise bestehen hier aus den sédmtlichen
Kreisen, die eine Kurve berthren. Jeder Punkt der Kurve spielt die
Rolle einer Kurve, deren Kriummungskreise alle die Kreise sind, deren
Mittelpunkte auf der durch den Punkt gehenden Normalen der ersteren
Kurve liegen.

Dasselbe Ergebnis folgt auch so. Die Koordinaten der von den

Krimmungskreisen berihrten Kurven sind, weil
die folgenden:

verschwindet. Die den einzelnen Werten

von 9 entsprechenden Evolventen werden daher durch Punkte ver-
treten, die auf der durch die Gleichungen (3) dargestellten Kurve
liegen.

Setzen wir nun b?—ac > 0 voraus. Fir die spateren Anwendungen
empfiehlt es sich, eine kleine Anderung der Behandlungsweise ein-
treten zu lassen. Wenn die gegebenen .Kreise irgendwie aus einer
Kurvenschar T = const. hergeleitet sind, kann man statt der Differen-
tiationen nach t und Tt die Ableitungen nach den Bogenléngen sl
und s2 benutzen. Es sei allgemein:
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Dann folgt an Stelle der Gleichung (1):

und da:

so wird die Gleichung (2) durch die folgende vertreten:

Wir setzen:

Wenn b2— ac > 0, so ist auch b2— alcl > 0. Man sieht dies
am einfachsten ein, wenn man die Kurven t = const. senkrecht zu
den Kurven T = const. nimmt, was immer gestattet ist. Alsdann
hat man:

Da E und G positive Zahlen sind, besitzt hiernach b12— ai cl das-
selbe Vorzeichen wie b2 — ac.
Wir haben nun:

alm2 + 2blmn + ¢ln2= 0,
d h.
alm+ bln=— An, blm+cln=Am,

A2 = b2 - alcl
Es folgt somit, daR:

ist, wo ¢ die positive oder negative Einheit bedeutet.
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Zwischen m und n bestehen jetzt die beiden Gleichungen:

somit ergibt sich, wenn die Determinante der Gleichungen nick; ver-
schwindet:

)

Verschwindet aber die Determinante, so gilt die Gleichung:

Setzt man:

so geht die letzte Gleichung in al(d2 + d22) = O Uber.

Wenn dl und d2 zugleich verschwinden, muB auch d3 ver-
schwinden, und damit auch b12 — alcl, was gegen unsere Voraus-
setzung verstdRt. Als erste Bedingung fir das Verschwinden der

Determinante folgt daher = 0. Ware jetzt so wirde sich
und ergeben, und weiter bl = 0, sowie b1-alcl= 0.

Als zweite Bedingung erhalten wir somit bl + ¢ vb12= 0 oder
AM=- bl
Die Werte von m und n ergeben sich jetzt aus den Gleichungen:

2blm +cln = 0.

Die hier auftretende Determinante kann nicht verschwinden.
Anderenfalls hatte man:
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Die linke Seite dieser Beziehung ist gleich:

somit gewinnt die Beziehung die Form:

b12 + d32 = 0O,
d. h. es ist entweder bl = 0O, oder bl ist imaginar.
Wir erhalten fir al =0 und Al = — bl.

Den beiden Werten von ¢ entsprechend, gibt es auf jedem der
gegebenen Kreise zwei Punkte, in denen er je eine Kurve als Krim-
mungskreis beruhrt. Ist daher eine Kurvenschar T = const. durch die
Gleichungen x = fl(t,1), y = f2(t, T) gegeben, so sind die Krimmungs-
kreise der Kurven T = const. zugleich die Krimmungskreise einer
zweiten Kurvenschar. Um letztere zu bestimmen, setzen wir:

5 pl=fl1-plsina, @2 =f2+plcosa ¢0 =l
a:

so folgt:

Die Koordinaten eines Beriihrungspunktes sind:

Setzen wir:

so kommt nach (4):
n =0,

d. h. X=@l+ @isina="fl, y= 2~ @Ocos a = f2,

und wir haben es mit dem gegebenen Beriihrungspunkt auf der
Kurve T = const. zu tun.
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Nehmen wir:

so folgt nach (5):

und damit:

(6)

Diese Ausdriicke stimmen mit den vorhin fur x! und y! gefundenen
Uberein. Der zweite Beruhrungspunkt fallt daher mit dem
zweiten Schnittpunkt der zu dem Punkt x = fl, y=*% ge-
hoérenden Krimmungskreise der Isogonalkurven zusammen.
Zugleich aber ist der Punkt (x1yl) der zweite Beruhrungs-
punkt fir alle zum Punkt f1,f2) gehdrenden Krimmungs-
kreise der Isogonalkurven®); denn setzen wir in den vorstehenden
Ausdriicken statt o die Zahl a + ¢, so kommt:

und yp=y"

Um die Differentialgleichung derjenigen Kurven aufzustellen, deren
Krimmungskreise mit denen der Schar T = const. zusammenfallen,
haben wir die Tangente des zum Punkte (f1, f2) gehorenden Krim-
mungskreises in dem durch (6) bestimmten Punkte (X', y') zu bestimmen

Man erhalt:

und die gesuchte Differentialgleichung ist die folgende:

oder kurz: aldx" + aldy'= 0.

*) Die Arbeiten von G. Scheffers iiber Isogonalkurven und Aquitangial-
kurven befinden sich in den Berichten der mathematisch-physischen Klasse der
Konigl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig 1898 S. 261 und 1904
S. 105, sowie in den mathematischen Annalen Bd. 60, 1905, S. 491.
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Hieraus erhalten wir die Differentialgleichung der Kurven, deren
Krimmungskreise mit den Krimmungskreisen der zu dem Winkel ¢
gehérenden Isogonalkurven zusammenfallen, indem wir statt a setzen
a + @, sowie p und Q, statt ol und 2. Es ergibt sich:

(alcos @ + a2sin @) dx' + (02 cos @ — al sin @)dy, = 0.

Dies ist abei- die Differentialgleichung der Kurven, welche die
Integralkurven der vorigen Gleichung unter dem Winkel — ¢ schneiden.
Durch die Forderung der Gemeinsamkeit der Krimmungs-
kreise werden daher Isogonalkurven wieder in Isogonalkurven
Ubergefihrt.

Ein zweiter von G. Scheffers gefundener Satz, der auf der Forderung
der Gemeinsamkeit der Krimmungskreise beruht, bezieht sich auf die
von G. Scheffers mit dem Namen Aquitangentialkurven belegten
Kurven. Tragen wir auf jeder Tangente jeder Einzelkurve T = const.
von ihrem Berthrungspunkt aus eine konstante Strecke mit der MaR-
zahl h ab, so wird jedem Punkt (f1,f2) ein Punkt mit den Koordinaten:

7 x=gl=fl+hcosa, y=g2=f2+hsina,

zugeordnet. Wir suchen nun die doppelt unendlich vielen Punkte
(01,92) so auf einer einfach unendlichen Schar von Kurven anzuordnen,
daR die Tangente einer solchen Kurve in einem beliebigen Punkt
(91,92) zusammenfallt mit der im zugehérigen Punkte (f1,f2) bertihrenden
Tangente der durch den letzteren Punkt gehenden Kurve t = const.
Die Differentialgleichung dieser Aquitangentialkurven ist:

Um die Krimmungsverhéltnisse der Agquitangentialkurven und
ihrer orthogonalen Trajektorien zu untersuchen, bezeichnen wir die
Bogenlange der ersteren mit al, die der letzteren mit o2

Wir setzen allgemein:

Hiernach ist:

Damit:

werde, ist:
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ml=Db
zZu nehmen.
Ferner hat man:
Damit.:
werde, ist:
m2 = 0,

zu setzen  Jetzt ergibt sich:

Die Krimmung der Aquitangentialkurven werde mit die

Krimmung ihrer orthogonalen Trajektorien mit bezeichnet. Dann
folgt:

Die Kriimmungskreise der Aquitangentialkurven sind zugleich die
Krimmungskreise einer zweiten Kurvenschar. Der zweite Berihrungs-
punkt auf dem im Punkte (gl,g2) berihrenden Krimmungskreise hat
die Koordinaten ((6) S. 152):

oder:

Hier sind die Koeffizienten von h, wie aus den S. 152 fir x' — ¢!
und y' — @2 aufgestellten Ausdriicken hervorgeht, die Richtungs-
kosinus der im Punkte (X', y") beriihrenden Tangente des zum Punkt
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(f1 ,£2) gehorenden Krimmungskreises der durch diesen Punkt gehenden
Kurve t = const.; somit bedeutet h die Mafzahl des Abstandes der
Punkte (x",y") und (x',y'). Die Koordinaten des zum Punkt (gl, g2)
gehdrenden Krimmungsmittelpunkts der Aquitangentialkurve sind:

Man findet durch eine einfache Rechnung:

folglich bertuhrt der Krimmungskreis der Aquitangentialkurve im
Punkte (x'",y'") die im Punkte (x',y') berthrende Tangente des
Krimmungskreises der Kurve T = const.

Durch die Forderung der Gemeinsamkeit der Krimmungs-
kreise wird somit einer Schar von Aquitangentialkurven
der Schar 1 = const. eine zweite Schar von Kurven zu-
geordnet, die aus den zu demselben Werte von h gehdrenden
Aquitangentialkurven derjenigen Schar von Kurven besteht,
die durch jene Forderung aus der Schar 1 = const. her-
geleitet ist.

Beispiele. 1. Das naheliegendste Beispiel bilden die Parallel-
kurven. Es seien x0 und y0 die Koordinaten einer ebenen Kurve.
Wir setzen:

X0=g1(t) yo=y2(t)
und verstehen unter t die Malzahl der Bogenlange, unter g0 den
Krimmungshalbmesser der Kurve (x0,y0). Die Schar der zu dieser
Kurve parallelen Kurven wird dargestellt durch die Gleichungen:

so daf:

Es sei ¢ gleich der positiven oder negativen Einheit, ie nachdem
positiv oder negativ ausfallt. Wir erhalten dann gemaR § 24 S. 139

fur die Ableitungen einer Funktion ¥(t, T) nach den Bogenlangen sl
und s2 der Kurven t = const., t = const.:
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und fur die Ableitungen der Koordinaten:

folglich:
l=¢(@@—-1) 2= co:

Der Leser moge sich an dem Beispiel einer Ellipse die durch
die beiden Werte von ¢ bedingten Richtungsverhéltnisse klar machen.
Setzen wir: x =acosd, y=>bsind und nehmen die Bogenlédnge t
mit 6 wachsend, so geht in einem Punkt P des ersten Quadranten
die positive Tangentenrichtung nach der positiven y-Achse hin, die
positive Normalenrichtung nach dem Krimmungsmittelpunkt Pl hin.
Die Parallelkurven der Ellipse, welche die von P! durch P gelegte
Halbgerade schneiden, gehdren entweder zu einem negativen T,
oder zu einem positiven T < 0. In ihren Schnittpunkten mit
der Halbgeraden ist ihre positive Halbtangente parallel der positiven
Halbtangente in P, die entsprechenden Krimmungshalbmesser sind
positiv. Bei den Parallelkurven, welche die der vorigen entgegen-
gesetzt gerichtete und von P! ausgehende Halbgerade schneiden, ist
T >Q0; die positive Tangentialrichtung ist in den Schnittpunkten der
in P angenommenen entgegengesetzt, ebenso die positive Normalen-
richtung, ¢ wird gleich — 1, und die Krimmungshalbmesser p! sind
positiv.

Der zweite Berlhrungspunkt des zum Punkt (X, y) gehdrenden
Krimmungskreises der Kurve T = const. hat die Koordinaten ((6) S. 152):

X'=yPl-TP2"— 2pleP2 Yy =Y2-1yl'-20l1 el

er liegt daher dem ersten diametral gegeniiber; die Kreistangenten in
beiden Beriihrungspunkten sind parallel.

Um die Kurvenschar zu finden, deren, Krimmungskreise mit
denen der gegebenen Schar zusammenfallen, haben wir die Gleichung:

zu integrieren.
Da:

XX'=yl- (200 — Y2, y'=-Y2 + (20 — DHUL,
so folgt:
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Die vorige Differentialgleichung ist daher gleichbedeutend mit
der folgenden:

d. h.
T=200-9
wenn wir mit — 9 die Integrationskonstante bezeichnen.

Setzt man diesen Ausdruck von T in die Ausdriicke von x' und

y' ein, so kommt:
=Pl — Y2 y'=w2 -9yl
die zweite Schar fallt somit mit der ersten zusammen.

Dies Ergebnis war auf Grund des Satzes (S. 33), dafll jeder
Kriimmungskreis einer Evolvente zugleich ein Krimmungskreis einer
anderen Evolvente ist, vorauszusehen.

Da die Krimmungsmittelpunkte jeder Parallelkurve der gegebenen
Kurve mit denen der letzteren zusammenfallen, so fallen die Geraden,
welche durch die zu @ und @ (= oo) gehdrenden Krimmungs-
mittelpunkte gelegt sind, mit den Normalen der Evolute der gegebenen
Kurve zusammen. Um die Krimmungsmittelpunkte von
Isogonalkurven der parallelen Kurven zu finden, hat man
daher nur ihre Normalen mit jenen Evolutennormalen zum
Schnitt zu bringen.

Da die orthogonalen Trajektorien einer Schar von
parallelen Kurven aus Geraden bestehen, so sind hiermit auch
die Krimmungsmittelpunkte der Isogonalkurven einer
Geradenschar gefunden

Fassen wir nun die Adquitangentialkurven einer Schar von
Parallelkurven ins Auge. Tragen wir auf der zum Wertepaar (t,T)
gehérenden Tangente der Kurve T = const vom Beruhrungspunkt

aus eine Strecke mit der MaRzahl h ab, so erhalten wir einen Punkt,
dessen Koordinaten:

gl =@l — 12+ hpl, y=9g2=02—1Pl+hy2,

sind. Die Differentialgleichung der zu h gehérenden Aquitangential-
kurven, namlich:

erhalt die Gestalt:

somit:

wo ff eine Integrationskonstante bedeutet.
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Wir berechnen die Koordinaten (x1, y1) des Krimmungsmittelpunkts
einer Kurve 9 = const. Die allgemeinen Formeln liefern:

Man hat:

folglich:
x1= 1 - 02" + hPl', yi= 2 - @OYl' + hy2',

Die Krimmungsmittelpunktskurve (x1, yl) ist daher eine Parallel-
kurve der Evolute der Kurve (Y1,p2). Es besteht also der Satz:
Die Aquitangentialkurven einer Schar paralleler Kurven
fallen zusammen mit den Evolventen der Parallelkurven der
Evolute der Schar.

2. Als zweites Beispiel betrachten wir eine Schar konfokaler
Parabeln. Es sei:

X=0-1, y=2tT
dann ist:
E = 4(t2+12) = G, F=0.

Fur die -Schar r = const. erhalten wir als allgemeine Definition
der Ableitungen einer Funktion f(t, T) nach ihrer Bogenlange s! und
der ihrer orthogonalen Trajektorien s2:

Daher:

somit:
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Fur die Koordinaten des zweiten Beriihrungspunktes der Krimmungs-
kreise ergibt sich:

X'=—3(t2—T2):—3X, y, — 6tt = - 3y.
Die Koordinaten des Krimmungsmittelpunkts sind:

xl= 3t + 1),
daher;

Die Differentialgleichung der Schar, deren Krimmungskreise mit
denen der Schar T = const. zusammenfallen, namlich:

(X" = x1) dx* + (y' — yl) dy' = 0,
nimmt hier die Form an:

2ttdt + (2 — ©2) dt = 0,
oder:

Das Integral dieser linearen Differentialgleichung ist:
=13 -1,

wo ff den Parameter bedeutet. Die Gleichung der in Rede stehenden
Schar ist:

sie wird, wie die vorletzte Gleichung zeigt, durch eine Kreisschar in
der t,T- Ebene abgebildet.

Tragen wir auf der zum Wertepaar (t, T) gehdrenden Tangente
der Kurve T = const. vom Beriihrungspunkt aus die Strecke h ab, so
ergibt sich ein Punkt mit den Koordinaten:

Wo:

Die Gleichung der Aquitangentialkurven, namlich:

erhalt die Form:

oder:
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Das Integral dieser Gleichung ist:

Die obigen Ausdriicke fir x' und y' fuhren zu einer vielleicht
noch nicht bemerkten Konstruktion der Krimmungsmittelpunkte einer
Parabel. Hat letztere, wie hier, die Gleichung:

y2= 412(X + T,

so ist der Punkt mit den Koordinaten — 3x, — 3y ein Punkt des
Krimmungskreises, und da die Normale der Parabel bekannt ist,
ist es auch damit der Krimmungsmittelpunkt. Schreiben wir p
statt 212, und ersetzen x + 12 durch x, so findet sich, daR bei der
Parabel mit der Gleichung:

y2 = 2pX

der Punkt mit den Koordinaten — 3y, — 3x + 2p auf dem zum
Punkte (x, y) gehdrenden Krimmungskreise liegt.

§ 26. Allgemeines Uber Ableitungen nach Bogenlangen.
Parallelkurven. Isotherme Kurven.

Wir haben im § 19 die Ableitungen nach den Bogenlangen zweier
durch Gleichungen von der Form:

X = fl(t, T) y = f2(t, '[)

festgelegter Kurvenscharen definiert, sodann im § 24 die Ableitungen
nach der Bogenldnge s! der Kurven Tt = const. und der Bogen-
lange s2 ihrer orthogonalen Trajektorien. Wie sind nun die Ab-
leitungen nach sl und s2 zu berechnen, wenn die Schar 1 = const.
durch eine Gleichung von der Form:

f(x,y) =1
oder, wenn sie durch eine gewohnliche Differentialgleichung erster
Ordnung festgelegt ist?
I. Bei der Darstellung einer Schar durch eine Gleichung von der
Form f(x,y) = T haben wir gemaR § 14 S. 63 fur die Richtungskosinus
der positiven Halbtangenten und positiven Halbnormalen die Ausdricke:
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Zur Abkirzung werde:

gesetzt. Die Definitionsgleichungen fir die Ableitungen einer be-

liebigen Funktion F(x,y) von x und y nach den Bogenlédngen sl
und s) sind:

Um die Krimmungshalbmesser der Kurven t = const. und ihrer
orthogonalen Trajektorien zu finden, berechnen wir die zweiten Ab-

leitungen
Man hat:

daher:

Da:

so erhalten wir:

Man hat ferner:

v. Dilienthal, Differentialgeometrie. I. 11
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Da nach § 24 S. 139:

so erhalten wir:

Wir wollen hier noch zeigen, dal der fir gefundene Aus-

druck mit dem Ergebnis im 8§ 20 ubereinstimmt. Dort betrachteten
wir zwei Scharen T = const, t = const. und nannten ihre Krimmungs-
halbmesser p! und @2, mit @3 bezeichneten wir den Krimmungshalb-
messer der orthogonalen Trajektorien der Kurven T = const. Im
gegenwaértigen Fall nehmen wir als Kurven t = const. die Parallelen
zur y-Achse, so dal: x =t. Die Funktion f2(t, T), welche das y liefert,
ist aus der Gleichung:

zu berechnen. Fir ihre Ableitungen nach t und Tt erhalten wir die
Beziehungen:

Die Krimmung der Kurven t= const. ist hier gleich Null,

statt des friheren @3 ist das oben benutzte g2 zu setzen, Die im § 20
S. 119 entwickelte Formel (5) fur die Krimmung der orthogonalen
Trajektorien der Kurven t = const. nimmt also die Gestalt an:

Man hat:
Damit gleich d. h gleich werde, missen wir an-
nehmen, dal positiv sei. Dies kann stets erreicht werden, da sich

die Schar t = const. nicht &ndert, wenn statt f geschrieben wird —f.
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Es ist somit:

zu setzen. Dadurch ergibt sich:

Die Ableitung einer Funktion von x und y nach der Bogen-
lange o2 wird hier gleich ihrer partiellen Ableitung nach y. Wir er-
halten daher aus der Gleichung fur cos @ die Beziehung:

so daf:

Der obige Ausdruck fur ergibt:

Aber:

Daher, wie oben gefunden:

Anwendungen.

1. Parallele Kurven. Die Schar T= const. besteht aus parallelen
Kurven, wenn die Schar ihrer orthogonalen Traiektorien aus geraden
Linien besteht, wenn also verschwindet. Die hierzu noétige Be-
dingung:

11*
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oder:

verlangt entweder, da zwischen w und f eine Gleichung besteht,
oder, dal w konstant ist.

Im letzteren Falle 1&aft sich die geometrische Bedeutung von f
leicht angeben. Sind namlich:

X =91(s), y =),
die Gleichungen einer Kurve mit der Bogenlédnge s, so wird die Schar
ihrer Parallelkurven durch die Gleichungen:

X =gl - hg2, x=g2-hgl
dargestellt. Aus den Beziehungen:

oder:

folgt:

Aus den Beziehungen:

oder:

folgt:

somit haben wir:

Wenn also 1, so bedeutet f die MalRRzahl der
Bogenlange der orthogonalen Trajektorien der Kurven
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T = const.; wenn wo ¢ eine Konstante be-

zeichnet, so bedeutet f diese MalRzahl multipliziert mit c.
Setzen wir z. B. die Gleichung der Schar aller Kreise, deren Mittel-
punkt mit dem Koordinatenanfangspunkt zusammenfallt, in die Form:
g y2—r2=0, so ist f(x,y)=x2+ y2 und t=r2 Zwischen fund w
besteht die Gleichung: 4f2—w2=0. Setzen wir aber die Gleichung
der betrachteten Kreisschar in die Form: so wird
T=r und w=1
2. Isotherme Kurven. Wir suchen die Aufgabe der sogenannten
winkeltreuen Abbildung einer Ebene auf eine zweite zu lésen.
Die Gleichungen:
x=flt,T) y=12(t1)

mogen eine eindeutige Abbildung eines Teiles der (t,1)-Ebene auf
einen Teil der xy-Ebene darstellen. Einer Kurve im ersten Teil
entspricht dann eine Kurve im zweiten. Zieht man durch einen
Punkt (t,T) im ersten Teil zwei beliebig gewahlte Kurven, so kann
man fragen, unter welcher Bedingung der Schnittwinkel beider Kurven
dem Schnittwinkel ihrer Bildkurven in der xy-Ebene gleich ist. Dabei
sollen aber dieienigen Punkte (t,T) ausgeschlossen werden, fur die die

Ableitungen oder die Ableitungen gleichzeitig ver-

schwinden. Legen wir durch den Punkt (t,T) eine Kurve mit den
Gleichungen:
t =hi(u), T =h2(u),

so bildet die dem wachsenden u entsprechende Halbtangente der Kurve
mit der positiven t-Achse einen Winkel a, fir den:

cos a = sina =
die entsprechende Halbtangente der Bildkurve bildet mit der positiven

x-Achse einen Winkel a, fir den:

cos a = sin a =

Legen wir durch den Punkt (t,T) eine zweite Kurve mit den
Gleichungen:
t=h3(v), T =h4(v),

so bildet ihre dem wachsendem v entsprechende Halbtangente mit
der t-Achse einen Winkel  fir den:
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Die entsprechende Halbtangente der Bildkurve bildet mit der
positiven x-Achse einen Winkel /3, fir den:

Damit die beiden Schnittwinkel einander gleich sein sollen, muf}
entweder b —a=08 — o, oder b —a=oa— R sein, also stets muR
cos (b — a) = cos (B — a) sein. Dies ergibt:

Diese Beziehung soll bei beliebiger Wahl der beiden Kurven in
der t, r-Ebene, somit bei beliebiger Wahl der Zahlen hl, h2, h3, h4
bestehen, wobei natlrlich das gleichzeitige Verschwinden von hl und
h1', oder h3' und ausgeschlossen ist. Nehmen wir hl'= 0, h4' =0,
so liegt die Tangente der ersten Kurve parallel der t-Achse, die der
zweiten parallel der t-Achse. Unsere Beziehung ergibt, dal F ver-
schwinden muB. Nehmen wir jetzt die beiden Zahlen hl',, h?' als von
Null verschieden, aber h4' als verschwindend an, so folgt:

Dies ergibt: E = G.

Man nennt eine Kurvenschar T = const., die sich durch Gleichungen
von der Form:

= f1(t,1), y =f2(t,7)
so darstellen 1aRt, dakR E=G und F =0 eine isotherme Schar,
weil die Aufgabe, in einer in stationdrem Warmezustand befindlichen
Platte die Kurven gleicher Temperatur zu bestimmen, zuerst auf
solche Scharen gefihrt hat. (G. Lamé, Lecons sur les coordonnées
curvilignes et leurs diverses applications. Paris. S. 31)

Es ist nun unsere Aufgabe, die gefundene Bedingung in eine
solche Form zu setzen, daB sie unabhangig wird von der Art der
analytischen Darstellung der Schar, daB sie also auch anwendbar ist,
wenn die Schar T = const. durch eine Gleichung von der Form
f(x,y,) =0, oder durch zwei Gleichungen x= f1(t,T), y = f2(t,1) ge-
geben ist, wo die Kurven t= const.,, T = const. sich nicht unter
rechten Winkeln schneiden. Zu diesem Zweck bemerken wir, dafl die
Gleichungen (5) des § 20 S. 116 unter Bericksichtigung der Gleichungen (2)

desselben Paragraphen fir F =0, oder was dasselbe ist, die
Gestalt annehmen:
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Im angenommenen Fall ist aber VE =+/G und:

Unsere Gleichungen erhalten somit die Gestalt:

d. h.

und wenn wir durch VE dividieren:

In dieser Form ist die Bedingung stets anwendbar.
Nehmen wir z. B. die Schar T = const. als durch eine Gleichung

von der Form f(x,y) = 1 gegeben an, so erhadlt unsere Bedingung
die Gestalt:

Man hat nach § 24 S. 140:

Die rechte Seite dieser Gleichung zeigt sich, wenn man die fir und
gefundenen Werte einsetzt, gleich:

Aber:

so dall unsere Bedingung sich auch in der Form:

schreiben laft.
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Man pflegt:

zu setzen und nach dem Vorgidnge Lame’s A1lf den ersten, A2f den
zweiten Differentialparameter zu nennen. Bei dieser Bezeichnung
gewinnt unsere Bedingung die Form:

Dies erfordert, daR entweder A2f verschwindet, oder daf}
eine Funktion von f sei, wobei der Fall, daR eine Konstante ist,

nicht ausgeschlossen werden soll.  Wenn eine Funktion, sagen

wir g(fF), von T ist, so 1aBt sich eine Funktion ¢@¢) von f finden, fir
die A2¢ verschwindet. W.ir setzen namlich zunachst:

h®=[g®df

und sodann:

wo A und B willkirliche Konstante bedeuten
Jetzt ergibt sich:

somit:
A29 =0

Man nennt die Funktion @ den thermometrischen Parameter.
Als Beispiel betrachten wir die durch Gleichungen:

X=12-1, y=2tt
festgelegte Parabelschar r = const. Die Elimination von t liefert:

d. h.
— X +VXL+ yl= 21
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Hier ergibt sich:

somit:

Um den thermometrischen Parameter zu bestimmen, bedenken
wir, dall gegenwartig:

Dadurch wird:
Jothydt=cvr

und:

Mit Hilfe der Bedingung:

kann man leicht zeigen, dal} jede Schar von Isogonalkurven
einer isothermen Schar ebenfalls isotherm ist.

Wir nennen wie im § 24 S. 143 den konstanten Schnittwinkel, unter
dem die gegebenen Isogonalkurven die isothermen Kurven schneiden, .
Bei Anwendung der daselbst fur und aufgestellten Ausdriicke

und der fir die Ableitungen nach den Bogenlangen s und s gefun-
denen Definition ergibt sich:

somit:
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Wenn also verschwindet, so verschwindet auch

und die Isogonalkurven sind isotherm.

Bemerkung. Es gibt zwei Arten von winkeltreuer Abbildung.
Nehmen wir ndmlich eine isotherme Schar t = const. als durch die
Gleichungen:

=fl(t, ), y=f2(t,1)

festgelegt an, mit den Bedingungen E = G, F = 0, so konnen wir die
Bedingung F = 0 durch die Gleichungen:

ersetzen. Die Bedingung E = G erfordert sodann, da A2 gleich Eins
sei. Nun ist (vgl. S. 165):

Wir erhalten daher fir A = 1:

sin(B — a) = sin (b — a),
fur A= - 1:
sin(B —a)= —sin(b — a).

Denken wir uns den Winkel b — a durch eine positive Drehung
in der t, T-Ebene gemessen, so entspricht ihm in der x,y-Ebene im
ersten Fall ein durch positive Drehung, im zweiten Fall ein durch
negative Drehung zu messender Winkel von gleicher GroRe. Dig
Kurvenscharen t = const, T = const. in der X,y-Ebene, welche dem
zweiten Fall entsprechen, werden durch Spiegelung an der x-Achse
aus den Kurvenscharen erhalten, die dem ersten Fall entsprechen.
Im ersten Fall nennt man die Abbildung schlechthin winkelireu
oder winkeltreu mit Erhaltung der Winkel, im letzten Fall
nennt man sie winkeltreu mit Umlegung der Winkel. Anstatt
des Wortes winkeltreu ist auch das Wort konform in Gebrauch.

Genau genommen sind die Benennungen winkeltreu mit Er-
haltung oder mit Umlegung der Winkel nur dann gerecht-
fertigt, wenn die X,y-Ebene der t,T parallel ist und die positiven
Drehungsrichtungen in beiden Ebenen dieselben sind.

Il. Es sei eine einfach unendliche Kurvenschar durch eine
Differentialgleichung erster Ordnung von der Form:

b (xjy)dx —dy =0
festgelegt. Die Richtungskosinus der positiven, d. h. einem waclsen-
den x entsprechenden Halbtangenten werden hier durch die Gleichungen:
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bestimmt; denn die in Rede stehenden Halbtangenten bilden mit der
positiven x-Achse Winkel, deren Kosinus positiv ausfallen.

Die Definitionsgleichung fur die Ableitungen nach der Bogen-
lange s, nimmt hier die Form an:

Die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien der
Schar ist:

Die Richtungskosinus derjenigen ihrer Halbtangenten, welche
durch positive Drehungen von der GroRe aus den positiven Halb-
tangenten der vorigen Schar erhalten werden, sind:

Die Definitionsgleichung fir die Ableitungen nach der Bogen-
lange s? besitzt somit die Gestalt:

Um die Krimmung der Kurven der gegebenen Schar und die
ihrer Orthogonalschar zu finden, beriicksichtigen wir, daf:

folglich ergibt sich:

Die vorgelegte Schar besteht somit aus geraden Linien,
wenn:

sie besteht aus parallelen Kurven, wenn:
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Man kann die Ausdriicke fir und auf eine sehr einfache
Form bringen, wenn man unter 2 einen integrierenden Faktor der
Differentialform:

unter p einen solchen der Differentialform:

verstent. Die Funktionen A und p geniigen dann den Gleichungen:

@

Wir erhalten daher:

Wenn die gegebene Differentialgleichung eine Isothermenschar
bestimmt, so entsteht die Aufgabe, die Koordinaten x und y als
Funktionen von zwei solchen Parametern t uns T darzustellen, dafi3
E= G, F=O0 wird. Um dieselbe zu l6sen, setzen wir:

Aus den Gleichungen:

ergibt sich:
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Da wir A und p als positive Funktionen von x und y annehmen
durfen, erhalten wir, wenn:

gesetzt wird:

Die Ableitungen nach den Bogenlangen s! und s kénnen hiernach
auch durch die Gleichungen:

definiert werden.

Die zuletzt fir und gefundenen Bleichungen gehen (ber
in die folgenden:

daher hat man:

oder:

Wenn die gegebene Differentialgleichung eine Isothermenschar
festlegt, werden die rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen
einander gleich, und es folgt:

d.h ist das Produkt einer Funktion von p allein mit einer solchen
von q allein. Setzen wir:

S0 ist:
AQL(p) = H@2(q).



174 Erster Teil. Ebene Kurven.

Aber A@l(p) ist ein integrierender Faktor der Differentialform:

H®2(q) ist ein solcher der Differentialform:

Wir koénnen also sagen, daB die Bedingung fir eine Isothermen-
schar darin besteht, dal die Differentialformen wdx-dy und dx-+ydy
einen gemeinschaftlichen integrierenden Faktor besitzen. Nehmen wir

denselben in der Form so konnen wir die partiellen Ab-

leitungen von v den Gleichungen (1) entnehmen, wenn wir in ihnen
A und y, gleich v setzen. Dadurch ergibt sich:

)
d. h.

Es gibt also, abgesehen von einer multiplikativen Konstanten, nur
einen den betrachteten Differentialgleichungen gemeinschaftlichen
integrierenden Faktor, und dieser wird durch die Integration eines
Differentials einer Funktion von zwei Veranderlichen erhalten.
sieht auch leicht, daR die Bedingung:

gleichbedeutend ist mit der Forderung, dal die Differentialform:

ein Differential sei.
Setzen wir, unter v den obigen Wert verstehend:

so kommt:

und es liegt, wenn x und y durch t und T ausgedriickt werden, eine
winkeltreue Abbildung mit Umlegung der Winkel vor.
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Setzen wir aber:

so liegt, wenn x und y durch t und T ausgedriickt werden, eine
winkeltreue Abbildung mit Erhaltung der Winkel vor.
Sowohl t wie T ist ein thermometrischer Parameter, da:

8 27. Zur Theorie der infinitesimalen Transformationen.
Will man eine durch eine Gleichung von der Form:

(D) y = f(x, 1)

gegebene Kurvenschar T = const. durch eine Differentialgleichung dar-
stellen, so bildet man den Ausdruck:

und setzt in ihn den der Gleichung (1) entnommenen Ausdruck von t
als Funktion von x und y ein. So entsteht eine Beziehung von der
Form:

Gewdhnlich schreibt man hier statt Wollte man aber die
Benutzung von ,,d“ zum Zeichen einer partiellen Differentiation folge-
richtig durchfiihren, so mifte geschrieben werden. Doch wollen

wir in einer rein formalen Sache nicht gegen den Strom schwimmen
und die gewohnlichen Bezeichnungen beibehalten. Wir nennen t wie
fruher einen Parameter; die gebrduchliche Bezeichnung willkur-
liche Konstante ist ungenau, da T nichts weniger als konstant ist,
sondern sich von Kurve zu Kurve éndert.

Stellen wir aber eine Schar T = const. durch zwei Gleichungen
von der Form:

) x=f1(3,7) y = 2(9,7)
dar, deren Ldsungen nach 9 und Tt durch:

9= gl(x,y), T= 02(xy)

dargestellt seien, so werden der Schar T = const. zwei Differential-
gleichungen, némlich:
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zugeordnet, wobei die oben benutzte Funktion ¢ hier durch  ver-

treten wird, so dal ndx — &dy = 0 die Differentialgleichung der
Schar T = const. darstellt.

Im allgemeinen andern sich die zugeordneten Diderentialgleichungen,
wenn wir die Hilfsschar & = const. durch eine andere ersetzen. Um
diese Anderung zu bestimmen, nehmen wir:

9 =9g(t,7)
wodurch:

x = fl(g(t,1),1), y=f2g(t,1),7T)

wird. Aus der Gleichung:
01=(x, y) = g(t.02(x,y))

ergibt sich die Zahl t als eine Funktion @3(x,y) von x und y. Jetzt
erhalten wir:

Damit wir dieselben zugeordneten Differentialgleichungen wie
vorhin erhalten, muR:

sein, d. h.
g(tT) =t + o(1),

wo @(t) eine willkirlich zu wéhlende Funktion von 1 bedeutet. In"
der (8,T)-Ebene werden die Kurven t = const. durch Schiebung der
einzelnen Kurve mit der Gleichung 9 = @(t) langs der 9-Achse er-
halten; somit sind auch die Kurven t = const. in der x,y-Ebene durch
eine einzelne Kurve bestimmt, die willklrlich gewéhlt werden kann,
aber nicht mit einer Kurve T = const. zusammenfallen darf. S. Lie fal3t
dt als eine unendlich kleine GroRke auf, wonach &dt und nadt die unend-
lich kleinen Zuwuichse von x und y darstellen, wenn der Punkt (X,y)
auf der durch ihn hindurchgehenden Kurve T = const. um die Strecke

verschoben wird. Alle Punkte einer Kurve t= const. gehen
durch eine solche Verschiebung in die Punkte der der Kurve t = const.
unendlich benachbarten Kurve t + dt = const. Uber. Eine derartige
Verschiebung nennt Lie eine infinitesimale Transformation, und
er falt zwei Gleichungen wie die vorigen:
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als eine infinitesimale Transformation definierend auf. (Vgl.
S. Lie, Vorlesungen uber Differentialgleichungen mit bekannten in-
finitesimalen Transformationen. Bearb. von Gr. Scheffers. Leipzig 1891.)

Jedoch solche mit unendlich Kkleinen, also unvorstellbaren, GréRen
zu vollziehende Konstruktionen sind nur als Notbehelf zu betrachten.

Vorzuziehen ist die ebenfalls von Lie herrihrende mechanische
Deutung, bei der t als das Mal} der Zeit betrachtet wird, & und n sind
dann Geschwindigkeitskomponenten, und dadurch, daR & und n als
Funktionen von x und y bekannt sind, ist jedem Punkt (x,y) eine
nach Grole und Richtung bestimmte Geschwindigkeit zugeordnet.
Wenn wir nun eine nicht zur Schar T = const. gehdrende, sonst aber
beliebig gewahlte, Kurve (c) als den Ort von Punkten zur Zeit t auf-
fassen, und sich die Punkte mit der vorgeschriebenen Geschwindig-
keit weiterbewegen, so stellen sie in jedem Augenblick eine Kurve
der zu der Kurve (c) gehdrenden Schar t = const. dar.

Umgekehrt kann man fragen, unter welchen Umstdnden eine
vorgelegte Differentialgleichung:

P(x,y)dx — dy =0

die Kurven einer mit den gegebenen Differentialgleichungen:

vertraglichen Schar t = const. als Integralkurven besitzt. Dies wird
der Fall sein, wenn langs jeder Integralkurve nur r, nicht t sich andert,
d. h. wenn:

ist. Die Gleichungen:

nehmen jetzt die Gestalt an:

so daf:

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 1. 12
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Die Differentialform:

muB somit ein Differential sein, oder auch, die Differentialform ydx — dy
muR den integrierenden Faktor besitzen. Diese Bedingung ist
aber auch hinreichend; denn wir kdnnen, wenn sie erfillt ist:

Pdx — dy = (¢ — n)dt,

setzen, wo wir unter A einen integrierenden Faktor der Differential-
form ndx — &dy verstehen. Dann folgt:

so daf:

was zu beweisen war.
Zum Beispiel bilden parallele Kurven offenbar eine Schar t = const.,

wenn unter t die Bogenlédnge ihrer orthogonalen Trajektorien ver-
standen wird. Hier erhdlt man:

Die durch die Gleichung:
Ydx — dy =0

gegebene Schar besteht somit aus parallelen Kurven, wenn die
Differentialform:

ein Differential ist. Dies ergibt die § 26 S. 171 gefundene Bedingung:

Die Forderung, daB der Ausdruck:

ein Differential sei, nimmt ausgerechnet die Gestalt an:
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Man kann nun einen Schritt weitergehen und statt einer einzelnen
Kurve eine einfach unendliche Schar von Kurven von vornherein an-
nehmen, sodann zu jeder von ihnen die zugehdrige Schar t = const.
konstruieren. Auf diese Weise erhdlt man eine doppelt unendliche
Schar von Kurven mit der Eigenschaft, dal die zu jeder Einzelkurve
der Schar gehdrenden Kurven t = const. wieder der Schar angehéren.

Hier entsteht die Frage, unter welchen Umstanden eine durch
eine gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung bestimmte
doppelt unendliche Kurvenschar die geschilderte Eigenschaft besitzt,
oder, um mit Lie zu reden, die infinitesimale Transformation:

gestattet.
Zur Beantwortung dieser Frage haben wir die zu einer gegebenen
Kurve gehorende Schar t = const. analytisch darzustellen.
Aus den vorigen Gleichungen ergibt sich die Gleichung der
Schar T = const. in der Form:
&dy — ndx =0,
und wir setzen wie oben:

A(ldy — ndx) = drt.

Es sei nun PO(x0, y0) ein Punkt innerhalb des Bereichs, in dem
die Funktion Tt von x und y endlich, eindeutig und stetig ist. Wir
kénnen den Punkt PO als den zu t = 0 gehorenden Punkt der durch
ihn hindurchgehenden Kurve 1 = const. auffassen und erhalten fur die

Koordinaten der Punkte dieser Kurve in hinreichender Né&he des
Punktes P0 die Gleichungen:

Betrachten wir hierin y0 als eine Funktion von x0 und nehmen
y0 = f(x0), so stellen diese Gleichungen flr ein konstantes x0 eine Kurve
T = const.,, flr ein konstantes t bei veranderlichem x0 eine Kurve
t =const. dar. Eliminieren wir x0, so entstehe:

y = F()t

als Gleichung derjenigen Schar t = const., die zu der durch die Gleichung
y0 = f(x0) festgelegten Kurve gehort. Die letzte Beziehung ergebe:
t=h(x,y)
und, wenn dieser Ausdruck an Stelle von t in die Gleichung:
12*
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eingesetzt wird, entstehe:

Wir fassen nun zwei Werte t und t + At ins Auge, die beide
dem Konvergenzbereich obiger Reihen angehoren sollen. Dadurch,
dal t um At wéchst, gehe der Punkt P(X,y) auf.der durch ihn
hindurchgehenden Kurve r = const. in den Punkt P1(x1, yl) Gber. Wir
haben dann einerseits:

x1=x +E(X,Y)At... x1=y +n(X,y)At+...

somit:

Ersetzen wir hier auf der rechten Seite t durch h(x, y) so geht
in g Uber, und es folgt:

Da aber:

so ergibt sich:

d. h., wie oben gefunden, daf ein integrierender Faktor der

Differentialgleichung dy — gdx = 0 ist.
Wir denken uns nun eine einfach unendliche Kurvenschar durch
eine Gleichung von der Form:

gegeben. Die Entwicklungen:

X = x0+&(x0, Ht + ..., y=y0+n(x0, Ht + ...,
stellen jetzt, wenn man x0 und p als fest betrachtet, wiederum eine
Kurve T = const. dar. Sieht man aber t als fest an, so stellen sie
eine einfach unendliche Schar t = const. dar. Die Elimination von x0
ergebe:
y = F(x, p)

t = h(x,y,t)

und hieraus folge:
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Diesen Ausdruck von t setzen wir in die linke Seite der Gleichung:

ein. Dadurch entstehe:
y' = Yo(x, y, 4),

und die Auflésung dieser Gleichung nach u ergebe:
M= 1IX.y.¥Y")

Differenzieren wir die Gleichung y' = (0 nach x, so folgt:

Ersetzen wir hierin py durch I1(x,y,y") so moge die Beziehung:

y'=-gx.y.y")
erhalten werden, wo also:

Nun werde dem Parameter p ein bestimmter Wert beigelegt.
Der Umstand, daf} die zu der entsprechenden Kurve p = const. ge-
horenden Kurven t = const. mit den gegebenen Gleichungen:

vertraglich sein sollen, verlangt nach dem friheren, daR:

sei. Dies soll aber fur jeden erlaubten Wert von y der Fall sein.
Ersetzen wir p durch I(x,y,y") so geht a in y' dber, und wenn:

gesetzt wird, erhalten wir:

Anderseits fanden wir:

daher:
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Die Gleichung:

) y' = Yo(xy, Y)
liefert:

oder:

Damit also die Integralkurven der Gleichung:

aus Kurven t = const. bestehen, mufl die in den drei Verander-
lichen Xx.y,y" gebildete Differentialform:

M- n'y)dx + (N*-gy)dy + (Ey' — n) dy’
die Eigenschaft haben, durch Multiplikation mit einer geeigneten
Funktion von x,y,y' in das Differential einer Funktion von x,y,y’
lberzugehen. Die hierzu nétige Bedingung besteht, wenn wir ab-
kiurzend die Differentialform in der Gestalt:

aldx + a2dy + a3dy'
schreiben, in dem identischen Verschwinden des Ausdrucks:

Berucksichtigt man, dal:

so gewinnt unsere Bedingung die Form:

Sie stimmt {berein mit der in dem oben angefuhrten Werk von
Lie-Scheffers S. 363 befindlichen Bedingung.



ZWEITER TEIL.
KURVEN IM RAUM.

I. Die Umgebung eines gewodhnlichen Punktes.

§ 1. Die Tangente.

Beziehen wir die Punkte einer Kurve auf ein rdumliches recht-
winkliges Koordinatensystem, so werden jetzt die drei Koordinaten
der Kurvenpunkte von einer Veranderlichen abhéngen. Wir kdnnen
daher zur Bestimmung einer Kurve im Raum drei Gleichungen von
der Form:

x = f1(t), y=f2(t), z=13()
benutzen. Die Funktionen f1(t), f2(t), f3(t) sollen innerhalb eines
Wertbereichs der Veranderlichen t eindeutig, stetig und fir die Um-
gebung (t + At) eines erlaubten Wertes von t nach ganzen positiven
Potenzen von At entwickelbar sein.

Die positiven Teile der Koordinatenachsen denken wir uns so ge-
legen, dal ein auf dem Koordinatenanfangspunkt in der positiven
z-Achse stehender und in die Richtung der positiven x-Achse blickender
Beobachter die positive y-Achse zur Linken hat.

Unter einem gewohnlichen Punkt der Abbildung der
Raumkurve auf die Z-Gerade oder kirzer unter einem ge-
wohnlichen Punkt verstehen wir einen Kurvenpunkt, der zu einem
solchen Wert von t gehort, fur den weder die ersten Ableitungen:

fr) f2'@ 3@

noch die drei Determinanten:
f2' () 3" (1)-f3' (1) f2" (1), F3 ' ()FL" ()~ fL'(O)F3" (), Lo 200e
zugleich verschwinden, und fir den die Determinante:

fi@) f2'@w)  f3'(Y)

fi@) f2"@) f3"@)

fire)  f2re) 3T
von Null verschieden ist. Die Bedeutung dieser \oraussetzungen
wird im folgenden erhellen. Wir behandeln im Abschnitt | die

wichtigeren Fragen hinsichtlich eines Kurvensticks, in dem nur ge-
wohnliche Punkte vorkommen.
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Ziehen wir von dem Punkt (t) aus durch den Punkt mit den
Koordinaten:

X+ Ax = f1(t + At), y+Ay=12(t + At), z + Az = f3(t + At),
eine Halbgerade, so werden die Kosinus der Winkel o', B, y', die sie
mit den positiven Teilen der X, y, z- Achse bildet, durch die Gleichungen
bestimmt:

wo die Quadratwurzel, wie stets im folgenden, eine positive Zahl
vorstellen soll. Da die drei Ableitungen ()22, f3'(t), nicht zu-
gleich verschwinden, erhélt man:

Hier ist unter ¢ die positive oder negative Einheit verstanden,
je nachdem At positiv oder negativ ist. Beim Ubergang zu At =0
erhalten wir zwei in derselben Geraden (Tangente) liegende Halb-
geraden (Halbtangenten). Unter der positiven Halbtangente
soll diejenige verstanden werden, die sich ergibt, wenn man mit einem
positiven At zur Null Ubergeht. Sie entspricht einem wachsenden t
und dem Wert ¢ = + 1.

Bezeichnen wir mit o, B, y die Kosinus der Winkel, welche die
positive Halbtangente mit den positiven Teilen der Koordinatenachsen
bildet, so folgt:

Die drei Ableitungen f1'(t), f2'(t), f3'(t), konnen nicht fur alle
Werte von t verschwinden, wenn die grundlegenden Gleichungen eine
Kurve und nicht einen Punkt darstellen. Aber auch ein und dieselbe
dieser Ableitungen kann nicht bestdndig gleich Null sein, ohne daf}
die Kurve in einer zu einer Koordinatenebene parallelen Ebene ge-
legen wdre. Dann hatten wir es mit einer ebenen Kurve zu tun und
kénnten nach der friiheren Methode die Untersuchung ausfiihren.

Die Bogenlange s der Kurve rechnen wir von einem beliebig
angenommenen Kurvenpunkt (t=1t0) an und wollen sie als mit
wachsendem t wachsend ansehen. Dann haben wir:
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Betrachten wir die Koordinaten X,y,z als Funktionen von s, so
wenden wir die Bezeichnungen an:

X =gL(s), y=02(s), =z=g3(s),
so daR:

Die Voraussetzung, daR w von Null verschieden ist, bedingt, daR
keine Ableitung einer Koordinate nach s unendlich groR werden kann.

Da es fur das Verstdndnis der Differentialgeometrie von der
héchsten Wichtigkeit ist, dal man nicht in den Formeln stecken
bleibe, sondern sich die durch die Formeln bestimmten geometrischen
Verhdltnisse klar mache, will ich das Uber Tangente und Bogenlange
Gesagte an zwei einfachen Beispielen erlautern.

1. Die gewdhnliche Schraubenlinie. Wir denken uns eine
feste Gerade (L), und in ihr einen beweglichen Punkt (A). Von
diesem Punkte aus ziehen wir senkrecht zu (L) eine Halbgerade und
nehmen in ihr einen festen Punkt (L) an. Wenn sich nun die Halb-
gerade so bewegt, daR sie stets zur Geraden (L) senkrecht bleibt,
wahrend das vom Punkte (A) beschriebene Stiick stets proportional
dem Drehungswinkel, d. h. dem Winkel zwischen der Halbgeraden
und ihrer Anfangslage, bleibt, so sagt man, die Halbgerade fiihre
um die Achse (L) eine Schraubenbewegung aus. Der Punkt B,
ebenso jeder andere Punkt der Halbgeraden, beschreibt dabei eine
gewohnliche Schraubenlinie. Das konstante Verhaltnis der Steig-
héhe zum Drehungswinkel wird der Parameter der Schraubung
genannt. Denken wir uns einen Beobachter so in der Achse stehend, dal
die Bewegung des Punktes A in der Richtung von seinen Fuf3en nach
seinem Kopf hin erfolgt, so sind, wenn der Beobachter immei- geradeaus
nach dem Punkte B hinsieht, zwei Falle moglich. Im ersten Fall mul3 der
Beobachter, um der Bewegung des Punktes B zu folgen, eine Linksum-
Wendung ausfiihren, im zweiten Falle eine Rechtsum-Wendung. Von
dieser Betrachtung aus ist es gerechtfertigt, wenn man im ersten
Fall die Schraubenlinie linksgewunden, im zweiten rechtsgewunden
nennt. Die Schraubenlinie liegt auf einem Kreiszylinder. Denken
wir uns einen Beobachter parallel dem vorigen auferhalb des Kreis-
zylinders stehen und geradeaus einen Punkt der Schraubenlinie an-
blicken, so erscheint sie im ersten Fall sich nach rechts hin an dem
Zylinder hinauf-, nach links hin sich an ihm herunterwindend, im
zweiten Fall nach links hin sich am Zylinder hinauf-, nach rechts hin
sich an ihm hinunterwindend. Diese Betrachtung rechtfertigt die
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Bezeichnung rechtsgewundene Schraubenlinie im ersten Fall, links-
gewundene im zweiten. Wir wollen diese Sprachweise im folgenden
beibehalten.

Die einfachste analytische Darstellung einer gewdhnlichen
Schraubenlinie ist die folgende: Man nehme die Achse der Schrauben-
bewegung zur z-Achse, die Anfangslage des Punktes A zum Koordi-
natenanfangspunkt und lege die positive x-Achse durch die Anfangs-
lage des Punktes B hindurch. Ist die MaRzahl der Strecke AB
gleich p, und wird der Parameter der Schraubenbewegung mit q be-
zeichnet, der Drehungswinkel mit t, so ergeben sich die Gleichungen
der Schraubenlinie in der Form:

X=pcost, y=psint, z=qt

Hier istp positiv; g positiv oder negativ, je nachdem die Schrauben-
linie rechts- oder linksgewunden ist. Man kann sich die Sachlage
sehr einfach klar machen, wenn man sich parallel der positiven
0-Achse, etwa im Punkte x =2p, y =0, z=0 auf die x, y-Ebene
stellt und nach dem Punkt x—p, y = Q, z = 0 hinsieht. Der einem
von Null an wachsenden t entsprechende Teil der Schraubenlinie
steigt dann bei positivem ¢ nach rechts hin am Zylinder hinauf, bei
negativem q steigt er hinunter.

Die Richtungskosinus der positiven Halbtangente im Punkte (t)
sind:

Demnach ist der Winkel, den die positive Halbtangente mit der
positiven z-Achse bildet, konstant; er féllt Kleiner oder grofRer wie
ein Rechter aus, je nachdem die Schraubenlinie rechts oder links
gewunden ist.

Rechnen wir die Bogenlange vom Punkte t =0 an, so wird:

d. h. die Bogenlange ist proportional dem Drehungswinkel.

Die allgemeinste analytische Darstellung der gewdhnlichen
Schraubenlinie ist die folgende. Die Richtungskosinus der von A
durch B gehenden Halbgeraden in der Anfangslage seien ol,(31,yl
die Richtungskosinus der Achse a3, B3, y3, die Richtungskosinus einer
zu beiden Geraden senkrechten Halbgeraden 02,32,y2. Wir betrachten
diese Richtungskosinus als solche von drei zueinander senkrechten
Halbgeraden, die den positiven Teilen der Koordinatenachsen homolog
liegen, so daf:

o fl 1
@2 g oy = 1
w3 B 3
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Die Gleichungen der Schraubenlinie werden jetzt, wenn noch

die Koordinaten der Anfangslage des Punktes A mit x0, y0, z0 be-
zeichnet werden:

X =x0+ alp cos t + ap sin t + a3qt,
y=y0 + Blp cost + 2psint + B3qt,
z=2z0+ylpcost+y2psint+ y3qt,

Man hat h&ufig eine Schraubenlinie zu betrachten, die entsteht,

wenn ein gegebener Punkt mit den Koordinaten x = x1, y =yl, z=2l
eine Schraubenbewegung um die z-Achse ausfihrt. Da ergibt sich:

x0=0, y0=0, ;0=0O

y1=0
y2=0
03 =0, =0, 3= 1

so daB fur die Schraubenlinie die Gleichungen bestehen:
x =xl cost—yl sint,
y =ylcost + x! sin t,
z=1z + qt.

2. Die konische Spirale. (Vgl. Analytische Geometrie des
Raumes von G. Salmon. Deutsch bearbeitet von W. Fiedler. Il. Teil.
Dritte Auflage. Leipzig 1880. S. 174.)

Gegeben sei ein Kreiskegel mit der Gleichung:

Wir 16sen diese Gleichung auf, indem wir setzen:
X=TcC0S @ Yy=T1sing, z=rth

Wenn wir hier T und @ als Funktionen einer neuen Verander-
lichen ansehen, erhalten wir die Gleichungen einer auf dem Kegel
gelegenen Kurve. Es sollen T und ¢ so als Funktionen der Bogen-
lange s der Kurve bestimmt werden, dafl die Kurve die Erzeugenden
des Kegels unter konstantem Winkel schneidet.

Die Richtungskosinus der durch den Punkt (z, vy, z) gehenden
Erzeugenden des Kegels sind:

dabei ist h wie T als positive Zahl gedacht; nur der obere Teil des
Kegels (z > 0) soll betrachtet werden.
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Bezeichnen wir den Kosinus des konstanten Schnittwinkels
mit h, so erhalten wir als erste Bedingung:

oder:

Die Zahl Ii soll als positiv angesehen werden, so daB die Spirale
rechts gewunden ist, und T mit s wachst.

Schreibt man k!l statt und versteht unter A eine Inte-

grationskonstante, so wird:

Jetzt haben wir noch auszudriicken, daB s die Bogenlange der
Kurve bedeutet, also ist. Dies liefert die Beziehung:

oder:

Setzen wir fest, dal s mit ¢ wachsen soll, so folgt:

d. h.

wo @0 eine Integrationskonstante bedeutet.

Der Ausdruck fur @ zeigt, daB wir wieder eine zu li gehdrende
konische Spirale erhalten, wenn wir @ um eine beliebige Konstante
vermehren, d. h. geometrisch, wenn wir die Kurve um die Achse des
Kegels drehen. Er zeigt ferner, daf wir fir s =0 nur dann einen
endlichen Wert von ¢ erhalten, wenn A von Null verschieden ist.
Diesen Nullpunkt wéhlen wir in dem Kreise, in welchem der Kegel
von der Ebene mit der Gleichung z = h geschnitten wird. Dann
ergibt sich, da fur die Punkte dieses Kreises T gleich 1 ist, fur A der
Wert Eins. Nehmen wir endlich @0 gleich Null, so ist ¢ fir s=20
gleich Null, d. h. die betrachtete Spirale geht durch den Punkt mit
den Koordinaten x =1, y =0, z=h
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Danach ergeben sich die Gleichungen unserer Kurve in der r orm:

z = h(k1ls+ 1).

Fur die senkrechte Projektion unserer Kurve auf die Xxy-Ebene
findet man:

und das ist die Gleichung einer logarithmischen Spirale.

Durchlaufen wir die konische Spirale vom Punkte s =0 an in
der Richtung des wachsenden s, wobei z wéchst, so kommen wir
nach jedem ganzen Umlauf um den Kegel zu der zu s=0 ge-
hérenden Erzeugenden zuriick. Die nach v Umlaufen durchwanderte
Bogenlénge ergibt sich aus der Gleichung:

Durchlaufen wir aber unsere Kurve vom Punkte s =0 an in
der Richtung des abnehmenden s, so bleibt s kleiner wie Null, und
zu v Umléufen gebraucht man eine durch den absoluten Wert der
negativen Zahl s zu berechnende Bogenlénge, die durch die Gleichung:

bestimmt wird. Der kleinste Wert, den s annehmen kann, ist, weil
T als positiv angenommen wurde, gleich Fur ihn wird v un-
endlich. Da ihm aber geometrisch die Spitze des Kegels entspricht,
so wird die endliche Bogenlange zu unendlich vielen Umlaufen

vom Punkte s =0 an bis zur Spitze des Kegels verbraucht. Diese
Spitze ist fur unsere Kurve ein singuldrer Punkt; fir seine Um-
gebung ist eine Entwicklung von Ax und Ay nach ganzen oder
gebrochenen Potenzen von As unmdoglich.

Unter der Voraussetzung, dal sei, ergibt sich:

y = Il

Die positiven Halbtangenten der konischen Spirale bilden hier-
nach mit der positiven z-Achse einen konstanten Winkel.
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§2. Die Schmiegungsebene.

So wie man einem Punkte einer Raumkurve eine bestimmte
Gerade, die Tangente, zuordnen kann, kann man ihm auch eine be-
stimmte Ebene, die Schmiegungsebene, zuordnen. Um dies genau
durchfiihren zu konnen, ist eine Vorbetrachtung notwendig Uber die
Bestimmung einer Ebene durch zwei von ein und demselben Punkt
ausgehende Halbgeraden.

Die eine Halbgerade (I) besitze die Richtungskosinus ax, ay, az, die
andere Halbgerade (I1) die Richtungskosinus bx,by,bz. In der durch
beide Halbgeraden bestimmten Ebene drehen wir die erste (I) so, dal
sie auf dem kirzesten Wege, d. h. durch eine Drehung von der Grolie
¢ <, in die zweite (I1) Ubergeht. Hierdurch ist in der Ebene eine be-
stimmte Drehungsrichtung festgelegt. Wenn wir in dieser Richtung

die erste Halbgerade (I) um den Winkel drehen, so fallt sie mit

einer Halbgeraden (IIl) zusammen, deren Richtungskosinus mit
bx; by', br' bezeichnet seien. Von dem gemeinsamen Punkt der Halb-
geraden (1) und (Il) aus ziehen wir jetzt eine zu beiden Halbgeraden
senkrechte Halbgerade (IVV) mit den Richtungskosinus cx, cy, cz derart,
dal das System der Halbgeraden (1), (Ill), (IV) homolog ist mit dem
System der positiven Teile der Koordinatenachsen, dal also:

ax ay al
by bz =1
X oy
ist

Die Ausdriicke bx, by, bz' bestimmen sich aus den Gleichungen:
>hbx'ax = 0,
>bx'bx = sin @,
Shx2 = 1.

Zur Befriedigung der beiden ersten setzen wir:
bx' =Aax + pbx,

und erhalten:
A+ pcosg =0,

Acos@ + g =sing,
d. h.
= — cotg @,

und:
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wodurch die dritte Gleichung von selbst erfullt ist. Aus der obigen
Determinantengleichung folgt dann:

cx = aybz' — azby

Das Wesentliche besteht hier dann, daB im Nenner eine positive
Zahl auftritt.

Um zur Schmiegungsebene zu gelangen, betrachten wir fir den
zu (t) gehdrenden Kurvenpunkt die positive Halbtangente als Halb-
gerade (1), nehmen also ax=a, ay=R, az=y die von dem be-
trachteten Kurvenpunkt aus durch den dem Werte t + At ent-
sprechenden Kurvenpunkt (x +Ax, y + Ay, z + Az) verlaufende
Halbgerade nehmen wir zur Halbgeraden (1), so daf3, wenn:

folgt

und:

Man erhalt:

Wir haben zu untersuchen, unter welchen Bedingungen wenigstens
eine der rechts stehenden Reihen wirklich mit At2 und mit keiner
hoheren Potenz von At beginnt. Unter der Voraussetzung, dal die be-
trachtete Kurve nicht in einer Ebene gelegen sei, fanden wir, daR

keine der drei Ableitungen bestandig Null sein kann.

Jede dieser Ableitungen kann also nur an getrennt liegenden Punkten
verschwinden, folglich ist es mdglich, einen Bereich fur die Ver-
anderliche t so abzugrenzen, daR fir Werte von t innerhalb desselben

weder noch Null wird. Bestande nun fir alle diese t-Werte
die Gleichung:
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so ware sie gleichbedeutend mit der Beziehung:

oder: _
z=my + n,

wenn m und n Konstante darstellen. Dies besagt, dal jedenfalls das
dem abgegrenzten Wertbereich von t entsprechende Kurvenstiick sich
in einer Ebene befindet. Durch diese Uberlegung ist gezeigt, daB
keiner der drei obigen Koeffizienten von At? langs eines Kurven-
stucks verschwinden kann, wenn kein Teil der Kurve in einer Ebene
liegt. Wohl aber konnen diese Koeffizienten einzeln oder zugleich
an getrennt liegenden Punkten verschwinden.

In den Ausdriicken fiir cx, cy, cz hebt sich At2 im Zahler und
Nenner fort; die Grenzwerte von ccy,c;, fur At =0 nennen wir der
Reihe nach 2, y, v und haben:

Diese Grenzwerte ergeben sich, sei es, daB man mit einem
positiven oder mit einem negativen At zur Grenze Null Ubergeht.

Die gefundene Halbgerade liegt in einer Normale der be-
trachteten Kurve, da Aa + pyp + vy = 0. Diese Normale soll die
Binormale der Kurve heillen, die Halbgerade selbst ihr positiver
Teil. Diejenige Normale der Kurve, die senkrecht zur Tangente
und Binormale ist, soll die Hauptnormale der Kurve heien. Wir
bestimmen ihren positiven Teil so, dal die positiven Teile der Tan-
gente, der Haupt- und Binormale den positiven Teilen der X,y,z-Achse
homolog liegen. Werden die Richtungskosinus der positiven Haupt-
normale mit I, m, n bezeichnet, so muf} hiernach:
BT
m n
V]

> — o

v
sein, d. h. es wird:

l=yp—-RBv, m=av —yA, n=pA- oy,
oder:
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Ebenso wie wir einem Kurvenpunkt drei ausgezeichnete Gerade
zuordneten, ordnen wir ihm auch drei ausgezeichnete, durch ihn
hindurchgehende Ebenen zu, und zwar 1. die Normalebene senk-
recht zur Tangente, 2. die Schmiegungsebene (auch Oskulations-
ebene genannt) senkrecht zur Binormale, 3. die rektifizierende
Ebene senkrecht zur Hauptnormale. Die Gleichungen dieser drei
Ebenen sind der Reihe nach:

X=x)a+ (' -y)p +(Z -2)y =0,
X' =-X)A+ (Y -y)u + (' -2)v =0,
X' =-x) 1+ (' -y)ym + (z'-2)n =0,

Die positiven Teile der Tangente und der Haupt- und Binormale
zusammen bilden, wie man sagt, das bewegliche oder begleitende
Dreikant fur die Kurve.

Die Koordinaten eines Punktes hinsichtlich des begleitenden
Dreikants sollen mit & n, { bezeichnet werden. Dann bestehen
zwischen den Koordinaten x',y', z' eines beliebigen Punktes in bezug
auf das feste Koordinatensystem und seinen Koordinaten &, n, C in
bezug auf das begleitende Dreikant die Beziehungen-

X' =x+ & + nl + Q,
"=y + &R+ nm+
Z’=z+ & +nn + &,
E= X=X+ -yIB +(Z-2)y,
N=K ->)I +(y* -y)m + (z' - 2)n,
(=X XA+ -y)U + (Z" - 2)v,
Wir stellen noch die Ausdricke fir die gefundenen Richtungs-
kosinus unter der Voraussetzung auf, dal die Koordinaten Xx,y,z als
Funktionen der Bogenlange s betrachtet sind.

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 1. 13

-
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Beachtet man, daf:

3(92'(s),93'(s)- 93(s)92"(5))2= 391'(s)2391"(s)2 — (291'(s)s91"(s))2

= 2917(s)2
so folgt:

o = gl'(s), B=g2'(s), y =g3(s),

Die Voraussetzung, dall fiur den gewdéhlten Wert von t die drei
Ausdricke usw. nicht zugleich verschwinden, geht hier

in die Forderung Uber, dafl fir den gewéhlten Wert von s die zweiten
Ableitungen von gl(s), g2(s), g3(s) nicht zugleich verschwinden.

Beispiele. 1. Die gewodhnliche Schraubenlinie.  Wir
haben hier:

93"(s) =0,
folglich:

Die positive Hauptnormale trifft die Achse der Schraubenlinie
senkrecht.

Die Koordinaten eines Punktes der Schmiegungsebene sind:
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Die Schmiegungsebene schneidet den Kreiszylinder, auf dem die
Schraubenlinie liegt, in der Ellipse mit der Gleichung:

Die Koordinaten eines Punktes der Normalebene sind:

Die Normalebene schneidet den Kreiszylinder, auf dem die
Schraubenlinie liegt, in der Ellipse mit der Gleichung:

Die rektifizierenden Ebenen der Schraubenlinie fallen mit den
Tangentialebenen des Kreiszylinders, auf dem sie liegt, zusammen.
2. Die konische Spirale. Hier ergibt sich:

Die Hauptnormale liegt senkrecht zur Kegelachse. Die Glei-
chungen eines Punktes der Hauptnormalen sind:

X' =(kls+1coso + 1, y = (kls+ 1)sing + tm, Zz' = h(kls+ 1).

Setzen wir diese Ausdriicke an Stelle von X, y, z in die Kegel
gleichung ein, so ergibt sich:

Dieser Wert von 1 ist positiv, folglich schneidet der positive
Teil der Hauptnormalen den Kegel.

83. Die sphérischen Bilder einer Ranmkurve.

Um von den Richtungsanderungen, welche die Tangente, die
Haupt- und Binormale léngs einer Raumkurve erfahren, ein deut-
liches Bild zu erhalten, zieht man in einer Kugel vom Halbmesser 1
Radien, die den positiven Teilen jener Geraden parallel sind. Nehmen

13*
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wir zum Mittelpunkt dieser Kugel den Koordinatenanfangspunkt, so
bilden die Endpunkte jener Radien drei Kurven auf der Kugel. Die
Kurve mit den Gleichungen:
X=0a y=8 2z=Y
heildit das spharische Bild der Tangenten der gegebenen Kurve;
ebenso heillen die durch:
x=1 y= z=n,
tglich:
bezlglic X=X y=p Z=V
dargestellten Kurven das spharische Bild der Hauptnormalen
bzw. Binormalen der gegebenen Kurve.
Bei der gewdhnlichen Schraubenlinie und der konischen Spirale
sind die drei spharischen Bilder jedesmal Kreise.
Es liegt nahe, die Tangenten der spharischen Bilder einer Kurve,
ebenso ihre Bogenlédngen zu bestimmen.
1. Aus der Gleichung:

folgt unmittelbar, da gl'(s) = o

oder wenn wir:

nehmen:
€

Die dem wachsenden s entsprechende Halbtangente des sphérischen
Bildes der Tangenten einer Kurve ist somit parallel der positiven
Hauptnormalen.

Nennen wir die Bogenldnge des sphérischen Bildes 6l und lassen
sie mit s wachsen, so entsteht:

2. Aus der Gleichung:

folgt durch Differentiation nach s:

daher:
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denn aus der Beziehung >gl'(s)2 = 1 folgt sowohl Ygl'(s)gl"(s) =0
als auch Ygl"(s)2 + >gl'(s) gl"™'(s) = 0.

Ferner:

Wir bezeichnen die rechte Seite dieser Gleichung mit
Dann haben wir:

so daf:
(1

Nehmen wir die Bogenldnge (02) des sphérischen Bildes der
Hauptnormalen als wachsend mit wachsendem s, so ergibt sich:

so erhalten wir fir das sphéarische Bild der Binormalen:

(1)

Die Tangente dieses spharischen Bildes ist also parallel der
Hauptnormalen. Wahrend die Zahl p stets positiv bleibt, ist die
Zahl r sowohl positiver wie negativer Werte fahig. Wenn wir daher
die Bogenlange 03 des betrachteten sphérischen Bildes durch die
Integralgleichung

berechnen, so nimmt sie bei wachsendem s zu oder ab, je nachdem r
positiv oder negativ ist.

Das VVerschwinden von ist die Bedingung dafur, dal die

gegebene Kurve eben ist; denn dann besitzen A, y, v konstante Werte.
Durch eine Koordinatentransformation erreicht man, dal zwei dieser
Werte verschwinden. Wir sahen aber im §2 S. 192, daR, wenn nur eine
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der Determinanten usw. verschwindet, die vorgelegte

Kurve eben ist. Verschwinden zwei von diesen Determinanten, nicht
aber die dritte, so ist die Ebene der Kurve einer Koordinatenebene
parallel. Verschwinden alle drei Determinanten, so erhalten A, y, v
unbestimmte Werte; die Zahl p wird unendlich, und die vorgelegte
Kurve ist eine Gerade.

Die Ausdriicke und sind uns entgegengetreten als Ab-
leitungen von Bogenléngen sphérischer Bilder nach der Bogenldnge
der gegebenen Kurve. Man pflegt vielfach den Ausdruck als den
Winkel zwischen zwei unendlich benachbarten Tangenten, dividiert
durch das Bogenelement, den Ausdruck als den Winkel zwischen

zwei unendlich benachbarten Binormalen, dividiert durch das Bogen-
element, zu erklaren. Es beruht dies auf folgender Erwédgung. Ist ¢
der Winkel zwischen den zu (s) und (s + As) gehdrenden Tangenten,
deren Richtungskosinus a, B, y und a+-Aa, B + AR, y-+Ay sind,
so hat man:

Anderseits ist:

Wir erhalten also fir @ eine Entwicklung von der Form:

somit:

Bezeichnet man, wie es gewdhnlich geschieht, den Winkel zweier
unendlich benachbarter Tangenten mit ,,de", so ist zu bemerken,
dall hier de nicht einen unendlich kleinen Zuwachs des Winkels
zwischen einer festen und einer veranderlichen Tangente bedeutet;
vielmehr ist de = del. Wenn man del als Zuwachs eines Winkels
deuten will, hat man den Kegelmantel, der von den Halbmessern der
Einheitskugel langs des sphérischen Bildes der Tangenten gebildet
wird, auf eine Ebene abzurollen und erhdlt damit einen Winkel,
dessen Malizahl gleich der des Bogens al ist, und nun wird del = de.

Durchaus Entsprechendes gilt von dem Ausdruck
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Man nennt meistens die erste, die zweite Krummung

der Raumkurve. Auch sind die Worte Flektion fir die erste,
Torsion fir die zweite Krimmung in Gebrauch.
Bei Anwendung der Verdnderlichen t ergibt sich:

Man (berzeugt sich leicht, dal diese Ausdriicke in ihrer Gestalt
sich nicht &andern, sei es, dal man statt des Xx,y, z-Systems ein
anderes System rechtwinkliger Koordinaten zugrunde legt, sei es,
daB man statt der Veranderlichen t eine neue Verénderliche benutzt.

Beispiele. a) Bei der gewohnlichen Schraubenlinie erhalt man:

also ist bei der rechtsgewundenen Schraubenlinie r <0, bei der links-
gewundenen r > 0.
b) Bei der konischen Spirale hat man:

somit:

Hier ist das Verhaltnis der ersten zur zweiten Krimmung kon-
stant, wahrend bei der gewdhnlichen Schraubenlinie jede Krimmung
fir sich unveranderlich ist.

4. Fur das spharische Bild der Tangenten seien al, B1, yl die

Richtungskosinus der Tangenten, sei die erste Krimmung.
Da

R ol = Z’ Bl =m F n!
SO Ist:
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daher:

Fir das sphdrische Bild der Binormalen seien a3, 3, y3 die
Richtungskosinus der Tangenten, sei die erste Krimmung.

Da:

_ W=l PR=m y3=n,
S0 wird:

daher:

Es besteht also der Satz:
12 + p32 =1

Bemerkung. Die Gleichungen (1), (II), (Ill) pflegt man die
Frenetschen (auch Serretschen oder Frenet-Serretschen) Formeln
zu nennen. Vgl. F. Frenet, Recueil d’exercices sur le calcul infinitesi-
mal. Finfte Auflage. Paris 1891. S. 192, sowie J. A. Serret in der
funften Auflage von A. Monge, Application de I'analyse & la geometrie.
Paris 1850. Uber die Prioritat Frenets gegeniber Serret vgl. Nouveiles
Annales de Mathern. (2) Bd. 3. 1864. S. 284.

84. Gestalt einer Raumkurve in der Umgebung
eines gewohnlichen Punktes.

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen setzen uns in den Stand,
die Umgebung eines gewohnlichen Punktes der gegebenen Raum-
kurve auf das Dreikant der Tangente, Haupt- und Binormale zu be-
ziehen und damit von dem Verhalten der Kurve in der Né&he des
betrachteten Punktes eine anschauliche Vorstellung zu gewinnen.

Dem Werte s+As entspreche der Kurvenpunkt mit den Ko-
ordinaten X + Ax, y + Ay, z + Az. Da:

so folgt die Entwicklung:
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und damit nach §2S. 193, wenn X' =X + AX, y'=y+ Ay, z'=z+ Az
genommen wird:

1. Die Zahlen & und n sind die Koordinaten der senkrechten
Projektion des betrachteten Kurvenpunktes auf die Schmiegungsebene,
und bei veranderlichem ds stellen die Gleichungen fir & und n die
senkrechte Projektion eines kleinen Kurvenstiicks auf die Schmiegungs-
ebene dar. Die Tangente dieser Projektion im Punkte (x,y, z) fallt
zusammen mit der Kurventangente, die Normale der Projektion mit
der Hauptnormalen. Die Koordinaten des Krimmungsmittelpunkts
der Projektion sind:

(=0 n=o

Wir haben hiermit eine neue Bedeutung von p kennen
gelernt, namlich die des Krimmungsradius der senkrechten
Projektion der Kurve auf die Schmiegungsebene.

Den Krimmungsmittelpunkt der Projektion nennen wir den
Mittelpunkt der ersten Krimmung der gegebenen Kurve. Seine
Koordinaten im X, y, A-System sind:

Xl=x+g@l, yl=y+ om, 2zl =z+ gn,
oder:

oder:

2. Die Gleichungen fir & und C stellen die senkrechte Projektion
eines kleinen Kurvenstiicks auf die rektifizierende Ebene dar. Die
im ersten Teil § 1 erklarten Zahlen v und A besitzen hier die Werte
v =1 A =2 Die Projektion hat daher im betrachteten Punkt eine
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Wendetangente, und, da A — v ungerade, so sind zwei unendlich
fern liegende Krimmungsmittelpunkte vorhanden.

3. Die Gleichungen fir n und ¢ stellen die senkrechte Projektion
eines kleinen Kurvenstiicks auf die Normalebene dar. Die Zahlen v
und A besitzen hier die Werte v =2, 2 =1, somit besitzt die Pro-
jektion im Dbetrachteten Punkt eine Hellebardenspitze mit dem
Kriimmungshalbmesser Null.

Die Koordinatenebenen des &, n, *-Systems teilen den Raum in
acht Teile — Oktanten —.  Wir wollen dieselben so benennen, dal
ein Punkt, fur den

&>0, n>0 &=0 im ersten Oktanten
<O, n=>0 &=>0, m zweiten Oktanten
E<O0, n<o0, &> 0O im dritten Oktanten
&>0, n<o0, &=0, im vierten Oktanten
&=0, n=>0, &<O, im finften Oktanten
<O, n=>0 &<O, im sechsten Oktanten
<O, nN<0, &<O, im siebenten Oktanten
&>0, n <<0, &<O, im achten Oktanten

liegt.

LaRt man As von einem positiven Wert durch die Null hin-
durch zu einem negativen Wert Ubergehen, so tritt bei positivem r
der entsprechende Kurvenpunkt aus dem fiinften Oktanten in den
zweiten (ber, bei negativem r tritt er aus dem ersten Oktanten in
den sechsten Uber; die Schmiegungsebene wird also von der
Kurve im Beruhrungspunkt geschnitten.

Die Schmiegungsebene sowohl wie die rektifizierende Ebene ent-
halten die Tangente der Kurve. Man nennt eine Ebene, welche eine
Tangente der Kurve enthdlt, eine Tangentialebene derselben. Es
liegt nahe, auch die senkrechten Projektionen der Kurve auf ihre
Tangentialebenen zu betrachten. Um eine Tangentialebene festzulegen,
messen wir die Winkel zwischen den einzelnen Halbnormalen der
Kurve in der Normalebene durch eine Drehung, die in derjenigen
Richtung erfolgt, welche die positive Hauptnormale auf dem kirzesten
Wege in die positive Binormale (berfihrt. Die Richtungskosinus der
Halbnormalen, welche mit der positiven Hauptnormalen den Winkel ¢
bildet, sind dann:

a'=1lcos@ + Asing, B'=mcos@ + y,sin®, Yy =ncos@ + vsin Q.

Die hierdurch bestimmte Normale werde als n'-Achse bezeichnet,
und senkrecht zu ihr und der Tangente liege die {-Achse mit den
Richtungskosinus:

a"=Acos@ — Ising, R"=pcos@ — msing, Yy"=Vvcos® — nsing@.
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Zwischen den Koordinaten x', y', z' eines Punktes im x, y,z-System
und seinen Koordinaten im &, n', {'-System bestehen die Gleichungen:

X=X+ 0E + 0o+ E, y =y + BE+ R+ ER
V= +yi+ny + gy

Die Gleichungen der senkrechten Projektion eines kleinen Kurven-
stucks auf die Ebene sind dann:

Fur den Krimmungsmittelpunkt der Projektion im Punkte (x,y, 0)

Im festen Koordinatensystem hat dieser Punkt die koordinaten:
X'=x +l +otgo-A,

y =2+ m+Qtg oy,
Z'!=2z N +otgo V.

Er wird erhalten, indem man von dem betrachteten Kurvenpunkt
aus zuerst zum Mittelpunkt der ersten Krimmung geht und dann weiter
um das Stick gtg ¢ in der Richtung der Binormalen. Also besteht der
Satz: Die zu einem Kurvenpunkt gehérenden Krimmungs-
mittelpunkte der senkrechten Projektionen der Kurve auf
die zu jenem Punkt gehdrenden Tangentialebenen liegen in
einer Geraden, die parallel zur Binormalen ist und den
Mittelpunkt der ersten Krimmung der Kurve enthalt. Wir
nennen diese Gerade die Krimmungsachse der Kurve.

Der hier benutzte Weg, um von den Tangentialebenen aus zur
Kriimmungsachse zu gelangen, diirfte zuerst von K. Peterson (Uber
Kurven und Flachen. Moskau und Leipzig 1868. S. 10) beschritten sein.

§5. Die Einhullende einer Ebenenschar.

Einem gewdhnlichen Kurvenpunkte haben wir bisher Ebenen und
Gerade zugeordnet. Diese Ebenen und Geraden andern léngs der
Kurve ihre Lage und erzeugen weitere geometrische Gebilde, die
wir kennen lernen wollen. Zunéchst sind allgemeine Erdrterungen
Uber eine einfach unendliche Schar von Ebenen notwendig. Eine
solche Schar sei dargestellt durch die Gleichung:

i) yB(t) + zC(t)+ D(t)= 0,
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wo die Funktionen A(f), B(t), C(t) die Richtungskosinus der Nor-
malen der zu dem Wert t gehérenden Einzelebene der Schar
bedeuten sollen, so daR:

A+ B2+ C(t)= 1

Die Schnittlinie der zu t und t 4- At gehdrenden Einzelebenen
wird bestimmt durch die Gleichungen:

XA(t) + yB(t) + zC(t) + D(t) =0,
XA(t+At) + yB(t+At) + zC(t+At) + D(t+At) =0
An Stelle der letzten Gleichung kdnnen wir schreiben:
xA'(t) + yB'(t)) + zC'(t) + D'(t)
+ % {XA" + yB" + zC" + D"}At + ... = 0.
Die dem Grenzfall At =0 entsprechende Lage der Schnittlinie
wird also durch die beiden Gleichungen:
XA +yB +z2C + D =0,
XA"+yB' + zC*+D'=0

bestimmt, welche zwei zueinander senkrechte Ebenen darstellen, falls
nicht A', B', C' zugleich fir alle Werte von t verschwinden. Wir
schlieBen diesen Fall aus, da fur ihn die vorgelegte Ebenenschar aus
lauter parallelen Ebenen bestehen wirde. Bezeichnen nun af(t), b(t),
c(t) die Richtungskosinus der Grenzlage der betrachteten Schnitt-
linie, so folgt:

Es ist zu untersuchen, unter welchen Umstédnden a(t), b(t), c(t)
von t unabhéngig sind, mit anderen Worten, wann die Grenzlage
der betrachteten Schnittlinie mit sich &nderndem t ihre Richtung
beibehalt. Aus den fir a(t), b(t), c(t) bestehenden ldentitaten:

aA + bB + cC =0,
aA' + bB' + cC' =0,
a2 +bh +H+c2 =1
folgt durch Differentiation:
a"A + b'B +c'C =0,
a'A' + b'B'+ ¢’C' = — ZaA",
a'(BC' — CB') + b'(CA'— AC") + c'(AB' - BA") =0.
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Man hat:

A B C
A" B C
AII BII CII

Wir bezeichnen die hier auftretende Determinante dritter Ordnung
mit und erhalten:

Die Bedingung dafiir, daB a(t), b(t), c(t) von t unabhangig sind,
ist demnach A = 0. Besteht die Gleichung A =0, so bilden ent-
weder die Grenzlagen unserer Schnittlinie eine Zylinderflache, oder die
Grenzlagen fallen in eine einzige Gerade zusammen, d. h. die gegebene
Ebenenschar bildet einen Ebenenblschel. Um dies zu entscheiden,
legen wir senkrecht zur Richtung der Grenzlagen unserer Schnittlinie
eine Ebene durch den Koordinatenanfangspunkt und sehen zu, ob sie
von den Grenzlagen in einer Kurve oder einem Punkt geschnitten
wird. Die Koordinaten des Punktes, in welchem die fragliche Ebene
von der zu t gehdrenden Grenzlage unserer Geraden geschnitten wird,
gentgen den Gleichungen:

XA +yB +:C + D =0,

Hier ist zur Abkurzung statt V(JA2) einfach w geschrieben. Die
Koeffizienten von X, y, z in den vorstehenden Gleichungen bilden das
System der neuen Richtungskosinus von drei zueinander senkrechten
Geraden. Bezeichnen wir die fur x, y, z sich ergebenden Ldsungs-
funktionen mit hi1(t), h2(t), h3(t) so folgt:

Differenzieren wir die ldentitaten:
h1A +h2B +h3C B =0,
h1lA'+h2B' +h3C'+ D' =0,
h1(BC' - CB') + h2(CA' — AC") + h3(AB' - BA") =0
nach t, so entsteht, da:
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das System:
hl'A + h2'B + h3'C =0,

h1'(BC'- CB') + h2'(CA' - AC") + h3'(AB' - BA) =0

Soll die fragliche Ebene nur in einem Punkt geschnitten werden,
so missen %1, 7% h3 konstant sein, 7z, h2', h3' also verschwinden. Die
Bedingungen fir einen Ebenenbischel sind somit:

A =0,

Man kann sich umgekehrt leicht Uberzeugen, daf fir einen
Ebenenbuschel die fraglichen Bedingungen erfillt sind. Die einfachste
Art der Darstellung eines Ebenenbiischels ist:

(xal + ybl + zcl +dl) — t(xa? + yb2 +zc2 +d2) =0,

wenn angenommen wird, daf die beiden Bezugsebenen senkrecht zu-
einander sind, und die Zahlen al, bl, cl; a2, b2, ¢2 Richtungskosinus
bedeuten, daf also:

sall=1 YaX=1 Yalal =0

Bei dieser Darstellung erhalt man:

und findet leicht, daR unsere Bedingungen bestehen.

Wir setzen jetzt voraus, dal die Determinante 4 von Null ver-
schieden ist, und fragen nach dem Punkte, in welchem die zu t gehdrende
Grenzlage unserer Schnittlinie von der zu t 4- 4t gehdrenden Einzel-
ebene der Schar geschnitten wird. Die Koordinaten x, y, z dieses
Punktes missen die Gleichungen befriedigen:

XA(t) + yB(t) + zC(t) + D(t) =0,
xA'(t) + yB'(t) + zC'(t) + D'(t) =0,
XA(t+At) + yB(t+At)+ zC(t+At) + D(t+At) =0,

Vermége der beiden ersten dieser Gleichungen konnen wir an
Stelle der dritten schreiben:

15 (XA"(t) + yB"(t) + zC"(t) + D"(1))

+(XA™(®) +YB(D) + 2C(1) + D (D)AL + =0
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Fur die Koordinaten der Grenzlage unseres Punktes bei At =0
besteht folglich das System:

XA +yB +z2C + D =0,
XA' + yB' + zC' + D' =0,
xA" + yB" + zC"+D" = 0,

das wegen A 0 eine bestimmte Lo&sung besitzt. Wir bezeichnen
dieselbe mit x = 11(t) y = 12(t) = 13() und erhalten:

B C D A C D A B D
Bl C' DI Al C. D' Al Bl D|
B" C" D" A" C" D" A" B" D"

Es bleibt noch zu untersuchen, ob die Ausdricke fur I1(f), 72(0,
13(f) konstant oder mit t veranderlich sind.
Durch Differentiation der Identitaten:

k2B +I3C + D =0,
1A +12B' +I3C' + D" =0,

ILA"+12B"+I3C"+D" =0
ergibt sich:

I'A +12’B +3C =0,
A" + 12B" + 13'C =0,
I'A" + I7B” + I¥C"=~ (I1A"'+ [2B™ +I3C™" + D)
A B C D
A B C D
A" B" C' D"
A" Bm C" p-

wenn die hier auftretende Determinante vierter Ordnung mit Al be-
zeichnet wird.

Ist Al gleich Null, so verschwinden II', 12, I3, und die Grenzlagen
unserer Schnittlinien bilden einen Kegel.
Ist Al von Null verschieden, so erhalten wir:

Damit ist bewiesen, dal die Tangenten der durch:
x=II(t), y=I12(tp {=13(t)

bestimmten Kurve mit den Grenzlagen der Schnittlinien benachbarter
Ebenen zusammenfallen.
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Wir zeigen noch, dafll die Schmiegungsebenen unserer Kurve
mit den Ebenen der gegebenen Schar zusammenfallen. Die zu t ge-
horende Schmiegungsebene hat nach § 2 S. 193 die Gleichung:

(x = 1D2'13" = 13'12") + (x-12)(13'11" = 11'13") + (x-13)(I1'12, - 12'11") = O.
Aber:

ebenso:

folglich geht die Gleichung der Schmiegungsebene Uber in:

xX=1DA+ (y-1)B + (z-1B)C =0,
oder, da:
IHA + 12B --13C=- D,
in:
XA +yB +zC+ D =0,
und das hatten wir behauptet.

Man sagt, der Ort der Grenzlagen der betrachteten Schnittlinien
werde von den Ebenen der Schar umhullt, auch wohl, er bilde die
Einhallende (Enveloppe) der Ebenen der Schar. Bildet die Ebenen-
schar keinen Ebenenbischel, so ist die Einhillende eine Flache, die
man aus einem spdter zu erdrternden Grunde eine abwickelbare
Flache nennt. Ist letztere weder ein Zylinder noch ein Kegel, so
nennt man den Ort der Grenzlagen der betrachteten Schnittpunkte

(x = 1I(t), y =] die Gratlinie (auch Ruckkehrkante
oder Wendekante) der abwickelbaren Flache.

Wir kodnnen unsere Ergebnisse folgendermallen zusammenfassen.
Ist eine einfach unendliche Schar nicht paralleler Ebenen
durch die Gleichung gegeben:

XA(t) + yB(t) + zC(t) + D(t) =0,

in der A(t), B(t) C(t) die Richtungskosinus der Normalen
der zu t gehdérenden Ebene bedeuten sollen, so dall A2 =1,
so bilden die Ebenen der Schar einen Ebenenbiischel, wenn
sowohl die Determinante

A B C
A= A" B' C
A" B' C
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wie der Ausdruck:

verschwindet.
Ist A =0, A0 0, so umhillen die Ebenen einen Zylinder.
Ist A von Null verschieden, verschwindet aber die Deter-
minante vierter Ordnung:

A B C D

A" B C D
A A" B" C" D"

A™ B™ C" D"

so umhullen die Ebenen der Schar einen Kegel.

Ist weder A noch A gleich Null, so umhillen die
Ebefien der Schar die Tangentenflache einer Kurve und
fallen mit den Schmiegungsebenen der letzteren zusammen.

Auf Grund dieses Satzes brauchen wir nicht mehr nach der von
den Schmiegungsebenen einer Kurve umhillten Flache zu fragen; es
ist die Tangentenfliche der gegebenen Kurve., die Gratlinie dieser
Flache ist die Kurve selbst.

Bemerkung. Lassen wir die VVoraussetzung, dafl A(t), B(t), C(t)
Richtungskosinus bedeuten sollen, fallen, so ergibt sich:

usf.
und im Ausdruck des vorigen Satzes ist z0 durch:
DEZA'A"ZAA'— ZAA"ZAY) + D,(ZAA'ZAA' - SA'A"ZAY
Zu ersetzen. +D"x(BC'- CB)
§ 6. Die Schar der Normalebenen. Die Schmiegungskugel.

Die Grenzlage der Schnittlinie der zu den Werten s und s- -As
der Bogenlange gehdrenden Normalebenen fir As = 0 wird bestimmt
durch die Gleichungen:

 gL(s)ox(s) + (xgL([S)BE) B () + (2-93(s) v (s) = O,

(x- g1 (5)a'(s)+ (x-g1(s)B(s)) +(x-gly' (s) =1
Da aber nach den ersten Frenetschen Formeln

so tritt an die Stelle der zweiten Bestimmungsgleichung die folgende:
ix-gDIl + (y-g)m + (z-g3)n = o.

v. Dilienthal, Differentialgeometrie. I. 14
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Die Grenzlage unserer Schnittlinie besitzt somit die Richtungs-
kosinus A, Y, v und geht durch den Mittelpunkt der ersten Krimmung
(g1+lp, g2+mg, g3+npE) d. h. sie fallt mit der Krimmungsachse

zusammen.
Zur Bestimmung des zu s gehdrenden Punktes der Gratlinie

haben wir die weitere Gleichung:

oder, wegen der ersten Bestimmungsgleichung:

Die Koordinaten des fraglichen Punktes sollen mit x2,y2,22 be-
zeichnet werden. Man erhalt dann:

und damit weiter:

Die Gleichung:

drickt daher die Bedingung dafir aus, dal die Normal-
ebenen der betrachteten Kurve einen Kegel umbhillen.
Findet dieser Fall statt, so wird:

folglich:
x2 — g2 + (Y2 -g2)2 + (22 -9g3)2 = const.

Die obige Bedingung ist also zugleich die Bedingung
dafur, daR die gegebene Kurve auf einer Kugel liegt.

Man nennt die Kugel, welche durch den betrachteten Kurven-
punkt gelegt ist, und den Punkt x = x2, y =y2, z =172 zum Mittel-
punkt hat, die Schmiegungskugel, die zu jenem Kurvenpunkt
gehort.  lhre Gleichung ist:
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Man kann die Gleichung der Schmiegungskugel auf sehr einfache
Weise folgendermalien finden.

In der zu dem Kurvenpunkt P gehdrenden Schmiegungsebene
nehmen wir den Mittelpunkt der ersten Krimipung zum Mittelpunkt
eines Kreises, der den Halbmesser p besitzt, also durch den Punkt P
hindurchgeht. Die Mittelpunkte aller Kugeln, welche diesen Kreis
enthalten, liegen auf der Krimmungsachse, ihre Koordinaten lassen
sich daher durch

gl +lo+At, g2+ mp + pt, @3+ Nng + vt
darstellen, wo T die MaBzahl des senkrechten Abstandes eines Kugel-

mittelpunkts von der Schmiegungsebene bedeutet. Die Gleichung
einer solchen Kugel ist folglich:

SX-gl-lg-At)=0 + 12
F == (-g)t=0.
Soll die Kugel den zu s + z/s gehdrenden Kurvenpunkt ent-
halten, so muf® ihre Gleichung befriedigt werden, wenn statt X, y, z

gesetzt wird gl+ Agl, g2 + Ag2, g3 +Ag3.
Wir erhielten fir Aglim § 4 S. 200 die Entwicklung:

oder:

damit ergibt sich:

Die Zahl 1 wird daher durch die Gleichung bestimmt:

Gehen wir mit As zur Null (ber, so gelangt unsere Kugel in
eine Grenzlage, in der sie die zu s gehdrende Schmiegungskugel

genannt wird. Die Zahl t erhélt dann den Wert und die
Gleichung der Schmiegungskugel wird:

Wir setzen zur Abkirzung:

und erhalten fir die Bogenldnge s? der Mittelpunktskurve der
Schmiegungskugeln:

14*
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wenn s2 mit s wachsen soll oder nicht, je nachdem p 0. Die
Richtungskosinus der Tangente der Mittelpunktskurve werden dann A, y, v.
Ist ¢ gleich + 1 oder gleich — 1, je nachdem rp 0, so werden die
Richtungskosinus der Haupt- bzw. Binormalen der Mittelpunktskurve
gleich €l, em, en bzw. — €a, — €B, — egy. Die erste Krimmung

unserer Kurve wird gleich die zweite gleich

Bemerkung. Die von den Normalebenen einer Kurve umhlite
Flache (der Ort der Krimmungsachsen) wird die Polarflache,
ebenso die Evolute der Kurve genannt. Auch nennt man vielfach
den Mittelpunkt der Schmiegungskugel den Pol, und seinen Ort die
Pollinie der Kurve.

Von diesen Bezeichnungen ist das Wort Evolute am unzweck-
maRigsten angewandt, da es bei einer ebenen Kurve eine Kurve be-
deutet und hier eine Flache bedeuten soll.

§ 7. Die Tangentialebenen einer Raumkurve, insbesondere
ihre rektifizierenden Ebenen,

Wir legen durch die Tangente und eine Halbnormale, die in
dem fruher festgelegten Sinne den Winkel @ mit der positiven
Hauptnormale bilde, eine Tangentialebene. Dabei soll ¢ als ein
konstanter (von s unabhéngiger) Winkel gelten, der gréRer wie Null
sei, da sonst der bereits erledigte Fall der Schmiegungsebenen auf-
trate. Die Gleichung der Tangentialebene ist:

S(x—gl) (Acoso — Ising) =0,
wahrend die zugrunde gelegte Halbnormale die Richtungskosinus:
lcos@+ Asing@, mcos@ + psing, ncos@ + vsing@

besitzt. Differenzieren wir die vorige Gleichung nach s, so kommt:

oder:

Verstehen wir unter li eine beliebig zu wahlende Zahl, so er-
halten wir als Gleichungen der Schnittlinie:

Bei einer ebenen Kurve féllt daher die Schnittlinie mit der
Normalen, die sich in der Tangentialebene befindet, zusammen.

Es liegt nahe, nach dem Ort der Schnittlinien zu fragen, die
sich an ein und demselben Punkt bei verdnderlichem ¢ ergeben.
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Bei einer ebenen Kurve wird dieser Ort von der Normalebene
dargestellt. Bei einer doppelt gekrimmten Kurve setzen wir:

X3 En >Kx-gbhr=¢
und erhalten:
n=singcos@ h, ¢&=sinle@h,
oder:

d. h. unsere Schnittlinien bilden einen Kegel zweiten Grades, der sich
mit s nicht andert, wenn konstant ist.

Es ist leicht, die Gleichung dieses Kegels auf die Hauptachsen
zu transformieren. Setzt man zur Abkirzung:

und wendet die orthogonale Substitution an:

so ergibt sich:

oder:

Eine Hauptachse des Kegels féllt also mit der Hauptnormalen
zusammen.
Die weiteren kragen sollen nur tiir die Schar der rektifizierenden

Ebenen behandelt werden, so daf fortan die Voraussetzung
Platz greift.

Die Grenzlage der Schnittlinien einer rektifizierenden Ebene mit
ihren benachbarten rektifizierenden Ebenen fiihrt den Namen rekti-
fizierende Kante; die von den rektifizierenden Kanten gebildete
Flache heiBt die rektifizierende Flache. Wir bezeichnen die
Richtungskosinus der rektifizierenden Kante mit a, b, ¢ und erhalten
aus dem vorigen:
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Die rektifizierenden Kanten sind einander parallel, oder,
was dasselbe ist, die rektifizierende Flache ist ein Zylinder,

wenn konstant ist. In diesem Falle bildet die Tangente der

Kurve mit der Erzeugenden des Zylinders einen konstanten Winkel,
dessen Kosinus gleich

ist, oder, wie man sagt, die gegebene Kurve ist eine isogonale
Traiektorie der Erzeugenden eines Zylinders.

Wir setzen jetzt  als verdnderlich voraus und fragen nach der

Grenzlage der Schnittpunkte der rektifizierenden Kante mit den be-
nachbarten rektifizierenden Ebenen. Fir die Koordinaten der Grenz-
lage bestehen die Gleichungen:

:O,

Die Determinante dieser Gleichungen ist gleich Wir
bezeichnen die Ldsungsfunktionen mit x3, y3, z3 und erhalten:

sowie:

Die Bedingung, unter der die rektifizierende Flache

ein Kegel ist, lautet also: oder: mull eine ganze
lineare Funktion von s sein
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§ 8. Nahere Untersuchung des Falles, in dem die
rektifizierende Flache ein Kegel ist.

Wir setzen, unter p und q zwei Konstante verstehend:

Hier mufl g als von Null verschieden angesehen werden, da
wir den Nullpunkt von s innerhalb eines Kurvenstiicks angenommen

haben, bei dem in keinem Punkt @ oder  verschwindet. Es folgt:

USw.

Die Koordinaten der Kegelspitze in bezug auf das begleitende
Dreikant sind:

n=70,

Die Spitze des Kegels hat somit von der Schmiegungs-
ebene den konstanten Abstand

Die Richtungskosinus der Halbgeraden, die von der Kegelspitze
nach den Punkten der gegebenen Kurve hin gezogen sind, namlich:

usw.,

erfordern zu ihrer analytischen Darstellung die Unterscheidung zwischen
einem positiven und negativen p, da die positive
Zahl darstellt. Es sei ¢ gleich + 1 oder gleich — 1, je nachdem p
groRer oder kleiner als Null ausfallt.

Die fraglichen Richtungskosinus werden dann gleich:

usw.

Wir zeigen, dall die gegebene Kurve in eine gerade
Linie Ubergeht, wenn man den Kegel auf eine Ebene ab-
rollt. Die einfachste Art, dies zu zeigen, ist die folgende.

Die Ebene, auf welche der Kegel abgewickelt wird, sei die zu
s = 0 gehorende rektifizierende Ebene. Der Abstand L der Kegel-
spitze vom Kurvenpunkt (X, y, z) ist gleich:

fir s = 0 ergibt sich:
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Far den Winkel ¢, welchen die vom Punkt (x3,y3,z3) nach dem
Punkt (X, y, z2) hin gelegte Halbgerade mit der positiven Tangente
bildet, erhalten wir:

also fir s = 0:

In der zu s =0 gehérenden
rektifizierenden Ebene werde die
Kegelspitze mit S, der Kurven-
punkt mit A bezeichnet. Man
ziehe nun unter dem Winkel 0
gegen AS in dieser Ebene von A
aus eine gerade Strecke von der
Lénge s, ihr Endpunkt sei B.

Dann ist:

folglich féllt der Endpunkt des zu s gehdrenden Kurvenstiicks nach
der Abwicklung mit B zusammen. Da aber die Lange des Kurven-
stiicks sich durch die Abwicklung nicht andert und AB gleich s ist,
so stellt die Gerade AB wirklich das abgewickelte Kurvenstiick dar.

Weniger einfach, aber fur spatere Zwecke wichtig, ist die folgende
Ableitung unseres Satzes.

Wir beschreiben um die Kegelspitze eine Kugel mit dem Halb-
messer Eins. Die Koordinaten der Punkte der Schnittlinie der Kugel
und des Kegelmantels, der die gegebene Kurve tragt, sind dann:

usw.,

somit:

Nennen wir die Bogenldnge der Schnittkurve ¢ und lassen sie
mit s wachsen, so folgt:

Der Nullpunkt der Bogenlange ¢ soll auf derjenigen Erzeugenden
des Kegels angenommen werden, auf der der Nullpunkt der Bogen-
lange s liegt; dann ergibt sich:

0 = ¢ (arctg (ps + q) — arctgq).
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Da aber:

so hat man:

Die Gleichung fir o liefert daher:

folglich;

Solange 6 < 0, haben wir also:

Legen wir nun durch die Punkte A und B eine Gerade und féllen
von S aus auf sie das Lot SC, so ist, wie man auch 6 innerhalb

der Grenzen 0 und (0 wahlen moge, stets SC gleich d. h. der

Punkt B beschreibt bei der Abwicklung eine gerade Strecke.
Es bleibe nicht unerwahnt, daR der Punkt, an dem L seinen

kleinsten Wert besitzt ein aufergewodhnlicher Punkt ist,

da an ihm  verschwindet. Der Winkel § hat hier die MaRzahl

§ 9. Einfach unendliche Schar von Geraden.

So wie wir im Vorigen die mit einer einfach unendlichen Schar
von Ebenen zusammenhangenden Begriffe fur die Lehre wvon den
Raumkurven fruchtbar gemacht haben, filhren wir jetzt das Ent-
sprechende mit den Begriffen aus, die sich bei der Untersuchung
einer einfach unendlichen Schar von Geraden oder, wie man sagt,
einer geradlinigen Flache ergeben.

Zu diesem Zweck seien durch die Punkte einer Raumkurve

(x=Ff1(t) V = f2(t), z=f3(t)) gerade Linien mit den Richtungskosinus
AL(Y), A2(t), A3(t) oder kirzer Al, A2, A3 gezogen, deren Richtungen
sich stetig andern. Bezeichnen wir mit h eine beliebig zu wahlende
Zahl, so werden die Koordinaten der Punkte der zu t gehdrenden
Geraden durch die Gleichungen gegeben:

Xx=fL +hAl y=12+hA2, z=13+h\3,

Aufer dieser Geraden betrachten wir die zu t + At gehdrende,
deren Richtungskosinus mit Al + AA1, A2 + AA2, A3 + AN} bezeichnet
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seien, und berechnen zunichst die Richtungskosinus der zu ihnen
beiden senkrechten Richtung, sowie Lage und GroRe ihres kiirzesten
Abstandes. Die fraglichen Richtungskosinus seien mit k1, k2, %3
bezeichnet. Aus den Gleichungen:

SKkIN =0 und Sk +AMN)=0
ergibt sich:
usw.,

wenn eine der S. 190 angewandten entsprechende Bestimmungweise
benutzt wird.
Der zu t gehdrende Kurvenpunkt (x =f1,...) werde A, der zu
t + At gehorende (x = fl + Afl, ...) werde B genannt; Al sei der
in der zu t gehorenden Geraden, Bl der in
der zu t+At gehdrenden Geraden gelegene
Endpunkt des kirzesten Abstands der beiden
Geraden. Da die Strecke Al1B!l auf beiden
Geraden senkrecht steht, besitzt die von
Al nach B! hin gezogene Halbgerade ent-
weder die Richtungskosinus ki1, k2, k3 oder
— ki, — k2, — k3. Im ersten dieser beiden
Félle betrachten wir die Malkzahl e des
kirzesten Abstands als positiv, im zweiten
als negativ.
Gehen wir von A aus Uber Al zum Punkte B1, so werden die
Koordinaten von B! gleich:

fl + hAl + ekl, f2 +hA + ek2, 3+ hA3 + ek3

gehen wir von B aus zum Punkte Bx, so werden seine Koordinaten:
f1 +Af1+h'(Al +AAD), 2 +Af2+h'(A2 +AN2), 3 +Af3+h'(A3 +AA3);
wir erhalten somit die Gleichungen:

hAl + ekl = Af1L+h'(Al +AAD),

hA2 + ek2 = Af2+h'(A2 +AA2),

hA3 + ek3 = Af3+h'(A3 +AA3).

Um e zu bestimmen, multiplizieren wir die drei Gleichungen

der Reihe nach mit kx, k2, k3, addieren sie und erhalten:

e = Afl-kl + Af2 - k2 + Af3 - k3.

Um h zu erhalten, multiplizieren wir entsprechend zunéchst mit
AL A2, A3, sodann mit Al + AAL A + AN2, A3+ AA3 und addieren
jedesmal. Dann folgt:

h = SAfIM + h'(L + SALAN)
h(1 + SALAAL) = SAFL(A + ANL) + b,
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so daf:

Unsere Aufgabe ist es, sowohl e wie k nach Potenzen von z/i
zu entwickeln. Fassen wir AL, A2, A3 als die Koordinaten der Punkte
einer sphérischen Kurve auf (A2 + A2+ A2 =1), so soll der zu t
gehérende Punkt dieser Kurve ein gewodhnlicher sein, also Al', A2, A3
sollen nicht zugleich verschwinden.

Da

so ergibt sich:
und

Im Zahler und Nenner von k hebt sich At2 fort. Gehen wir
dann mit At zur Grenze Null 0Ober, so folgt:

Wir nennen diesen Wert von k die Abszisse des kiirzesten
Abstands unendlich benachbarter Geraden auf unserer Flache.
Um die Entwicklung von e zu erhalten, nehmen wir:

Wir erhalten weiter:

oder wenn wir

setzen:



220 Zweiter Teil. Kurven im Raum.

wo aber, wohlverstanden, der Koeffizient von z/i2 in der Klammer
nicht gleich ist.
Ferner:

folglich:

Wir sehen, dal die Entwicklung von e, wenn k bestandig Null
ist, mit der dritten Potenz von At beginnt.

Das Verschwinden von h hat eine einfache geometrische Be-
deutung. Wir fanden, dal der in der zu t gehdrenden Geraden
liegende Endpunkt des kirzesten Abstands der zu t und t—+At ge-
hérenden Geraden fur At=0 in den Punkt Ubergeht, dessen Ko-
ordinaten

sind. Dieser Punkt beschreibt, wenn t sich &ndert, eine Kurve, die
man die Wendekante, auch Gratlinie, Striktionslinie, Ruck-
kehrkante der geradlinigen Flache nennt.
Wir zeigen, dal bei verschwindendem k die Geraden auf
der Flache zugleich die Tangenten ihrer Wendekante sind.
Das Verschwinden von A, d. h. die Gleichung:
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bedeutet geometrisch, daR die Tangente der gegebenen Kurve auf
der Geraden mit den Richtungskosinus:

usw.

senkrecht steht. Daraus folgt, daR Beziehungen von der Form:

bestehen missen. Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe

nach mit Al, A2, A3, sodann mit und addieren jedesmal,
so folgt:
p = Yfl'AL
also:
usw
Dies zeigt unmittelbar, dal die Ableitungen pro-

portional den Zahlen AL A2, A3 sind, falls nicht der Proportionalitats-
faktor. namlich:

verschwindet, in welchem Fall die geradlinige Flache einen Kegel
darstellt.

Man kann dies letztere auch folgendermalien zeigen.

Soll der Punkt mit den Koordinaten:

fl+g(HAL, ik f3+g(t)A3,
fest bleiben, wenn t sich &ndert, so mussen die Beziehungen bestehen:
fl' +g'AL+gA\l' =0, 2 +gA2+gh2 =0, f3'+g'A3+gA3'=0
Daraus folgt:
STIAL+g' =0 ->fIAl'+g'Y (A\1)2=0
somit in GeméfRheit mit dem obigen:

Die geradlinigen Flachen zerfallen also in zwei Klassen, fur die
eine von ihnen ist k =0, fur die andere ist k im allgemeinen von
Null verschieden. Die erstere umfalit die sogenannten abwickelbaren
Flachen — Zylinder, Kegel und die Tangentenflichen von Raum-
kurven —, die Flachen der zweiten Klasse werden haufig wind-
schiefe Flachen genannt.
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Fur die praktische Berechnung von % ist die Bemerkung wichtig,
daR bei Al=pul, A2=pu2, A\3=pu3 fur k der Ausdruck p23>fl
(u2p3 — p3p2) erscheint. In der Gleichung k = 0 darf man also die
Funktionen AL, A2, M durch ihnen proportionale Funktionen ersetzen.

Man kennzeichnet vielfach das Verschwinden von k durch die
Aussage, dall sich unendlich benachbarte Gerade der Flache schneiden.
Soll dies nur ausdricken, daB die Reihe fir e hier mit der dritten
Potenz von At beginnt, also e selbst, wie man sagt, mit At von
der dritten Ordnung unendlich klein wird, so leuchtet die Berechtigung
dieser Ausdrucksweise nicht ein. Anders verhdlt es sich, wenn wir
noch auf jeder Geraden der Flache einen weiteren Punkt folgender-
mafien bestimmen.

Wir projizieren die zu t + At gehorende Gerade (L1) senkrecht
auf die Ebene (L), welche die zu t gehdrende Gerade (L) und den
zu t A At gehorenden Kurvenpunkt (L) enthalt.

Der zu t gehdrende Kurvenpunkt soll mit A bezeichnet werden,
die Projektion mit (L2). Da die Richtung der Geraden (L1) mit ab-
nehmendem absoluten Betrage von At beliebig wenig von der Richtung
der Geraden (L) abweicht, darf angenommen werden, daf (L1) nicht
zu (L) senkrecht ist.

Es fragt sich weiter, wann die Projektion (L2) zu (L) parallel
liegt. Féallen wir von (L) aus auf die Gerade (L) das Lot (BC), so
wird (L2) parallel (L), wenn (L1) senkrecht zu CB ist. Dann be-
deutet CB den kirzesten Abstand beider Geraden und die Mafzahl
von AC wird gleich h. Anderseits ist diese MaRzahl, da jetzt h'
verschwindet, gleich ZA1Afl Soll aber der oben fiir h gefundene
Ausdruck gleich >A1Af1l werden, so muf} die Bedingung:

SALAfL ZALAN — ZANMAf1I=0
erfullt sein, oder in entwickelter Form:

ZALAfL + Yo {ZAL'FL" + ZAL"f1'- ZALf1"ZAIAL"}AL +... =0

Beim Ubergang zu At = 0 nimmt unsere Bedingung die Gestalt an:
>A1'fl' =0 oder h=0.

Die Grenzlage des Punktes (C) fallt also in den Punkt (J.). Ist
die Bedingung >A1'f1'=0 bestandig erfillt, so fallt die gegebene
Kurve mit der Wendekante der geradlinigen Flache zusammen.

Wir schlieBen jetzt den Fall, da® (L2) zu (L) parallel ist, aus
und bestimmen den Punkt, in welchem (L) von (L2) geschnitten wird.

Die Koordinaten eines Punktes einer Geraden, die senkrecht zur
Ebene (L) durch einen Punkt der Geraden (L1) gelegt ist, sind:

f1+ AFL + h2(\L + AAL) +h2(A2 Af3 - A3Af2) USW.
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Die Bedingung daftr, da dieser Punkt in der zu t gehdrenden
Geraden liegt, wird somit von den drei Gleichungen dargestellt:

i+ h2(A1+AM) + h3(A2AF3 - A3AF2) = hiAL,
Af2+ h2(A2+AM2) + h3(A3AFL - A1AF3) = h1A2,
'Af3+ h2(A3+AA3) + h3(A1AF2 - A2AFL) = h1A2,

Wir multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach mit AL A2, A3,
dann mit AfLAT2, Af} und addieren sie jedesmal. Dann folgt:
SALAfL + h2 (1 + SALANL) = hi,
S (AfL)2+h2 (SALAfL + S AMAT) = SALAfL

Die Elimination von h2 liefert:

h1(ZAFLANL- S AIAFLISALAN)
= SAIAFL(EAAT + SANAFL) — S(AF)2(1 + SAIANI).

Der Koeffizient von At ist hier links h1> fl, Al' und rechts:
CAHIN2-> (fl1)2
Daher folgt beim Grenzilbergang zu At = 0:

Es ist geometrisch klar, dal bei von Null verschiedenem At die
Geraden (L) und (L1) sich schneiden, wenn die Werte von Ih und Al
einander gleich sind. Wir koénnen daher auch im Grenzfall At =0
die Gleichheit der Werte von h und hl als Bedingung dafiir ansehen,
dall die Gerade (L) von der Geraden (L1) geschnitten wird. Nun ist
bei At = 0:

Aber:
SN2 = GCALN2 = SEFIN25 AR — (S AIl)2 = S (A2f3" — A3f2")
ferner:
S (AL)TA2f3"=A3F2)2 — (SAI'(A3f2' — N2f3Y)),

5 = S22, —F1"A2) — A3(A3fL'— 3N}
a

A2'(ALF2' -F1A2) — A3"(ASFL'-F3AL) = M(A2'F2' + A3'3) — BACA2M2' + A3N3)

= AL
und
S AM'(A3'f2'—A2f3") =k,
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so erhalten wir:

Die Gleichung &t = 0 drickt also die gesuchte Bedingung des
Schneidens aus.

§ 10. Anwendung des vorigen auf die fur eine Raumkurve
charakteristischen Geraden.

Indem wir dazu Ubergehen, die bei einer einfach unendlichen
Schar von Geraden entwickelten Begriffe fir die mit einer Raum-
kurve in Verbindung stehenden Geraden fruchtbar zu machen, ersetzen
wir die Veranderliche t durch die Bogenlange s der Raumkurve und
verstehen fortan unter ki, k2, k3, h und hl nur die Werte dieser
Zahlen im Grenzfall As =0, so dal:

1. Die Tangenten einer Raumkurve bilden eine ab-
wickelbare Flache, deren Gratlinie die Kurve selbst ist;
denn fur Al=a, X =8, A3 =y folgt:

k=0 h=0

2. Die Binormalen einer Raumkurve bilden eine wind-
schiefe Flache, deren Wendekante die Kurve selbst ist;
denn fir Al = A\ A2 =, A =v folgt:

3 Flr die Hauptnormalen haben wir l=1, X =m, A3=n zu

setzen und erhalten:

Die Hauptnormalen bilden eine windschiefe Flache; die
Tangenten ihrer Wendekante sind den rektifizierenden
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Kanten der Raumkurve parallel. Der Ort der Projektions-
punkte (hl) fallt mit dem Ort der Mittelpunkte der ersten
Krimmung der Raumkurve zusammen.

4. Fir die Krimmungsachsen ist zu setzen:

fl=gl +ol f2=g2+pm f3=9g3+pm
A=A, A2 =y, N=v

Man erhalt hier:
k=0,

Die Krummungsachsen bilden eine abwickelbare Flache,
die einen Kegel darstellt, falls:

5. Far die rektifizierenden Kanten ist zu setzen:

usw.

Hier wird:

SchlieRen wir den Fall const., in welchem die rektifizierenden
Kanten einen Zylinder bilden, aus, so folgt:

Die rektifizierenden Kanten bilden eine abwickelbare
Flache, die einen Kegel darstellt, falls:

d. h.

6. Wann beschreibt eine, die Hauptnormale schneidende Parallele
zur rektifizierenden Kante eine abwickelbare Flache?

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 1. 15
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Wir haben hier:
fl=gl + I, f2=¢ + 1M, f3=g3 + 1M

zu setzen und T als eine Funktion von s anzusehen.
Da:

so wird:

Die Parallele muR also konstanten Abstand von der
rektifizierenden Kante besitzen, wenn die rektifizierende
Flache kein Zylinder ist. Dieses Ergebnis fand H. Laurent
(Annales scient. de I'Ecole normale sup. Zweite Serie Bd. 1, 1872,
S. 219).

Man kann leicht einen Schritt weiter gehen und nach dem Ort
der Gratlinien der sich bei veranderlichem 1 ergebenden abwickelbaren
Flachen fragen. W.ir erhalten:

somit sind die Koordinaten des zu s gehdrenden Punktes der Grat-
linie:

usw.

Die von t freien Glieder in den Ausdricken fir x, y, z sind die
Koordinaten des zu s gehdrenden Punktes der Gratlinie der rektifi-
zierenden Flache. Fassen wir jetzt T als veranderlich auf, so werden
X, ¥, z die Koordinaten der Punkte einer geradlinigen Flache, die
einen Kegel darstellt, wenn die rektifizierende Flache ein Kegel ist.
Wir wollen zeigen, dafll diese geradlinige Flache stets abwickelbar ist.
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Zu diesem Zweck sei zur Abkirzung:

gesetzt. Dann ergibt sich:

Die Bedingung der Abwickelbarkeit, ndmlich > fl(u2u3' — p3p2") = 0,
ist also erfillt. Im Falle ist die abwickelbare Flache

ein Zylinder, weil hier Al, A2, A konstant sind; es ergibt sich
namlich:

Man zeigt leicht, daB unsere Flache von den Ebenen umhillt
wird, welche die Hauptnormale und die rektifizierende Kante ent-
halten, also von den Ebenen, deren Gleichung:

ist. Eine nahere, durch Beispiele erlauterte Untersuchung dieses
Gegenstandes ware wiinschenswert.

7. Unter einer Normalenflache einer Raumkurve wollen wir
eine geradlinige Flache verstehen, deren Erzeugende die Raumkurve
senkrecht schneiden. Wann ist nun eine Normalenflache abwickelbar?

Fur eine Normalenflache haben wir:

f1()=g1(s), f2(t)=g2(s), f3(1)=g1(s)
M=1cos@ + Asing, AN =mcos@ + psing, A3=ncos@ + vsin@,

wo @ einen mit s veranderlichen Winkel bedeutet.
Wir erhalten:

f2’3 - f3 A = Acos @ — Ising,

15
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Als Bedingung der Abwickelbarkeit erscheint die Be-
ziehung:

d. h.

Wir bezeichnen das hier auftretende Integral mit @0, die Kon-
stante mit € Es gibt also den Werten von ¢ entsprechend einfach
unendlich viele abwickelbare Normalenflachen.

Fur h ergibt sich die Gleichung:

die Gratlinien unserer abwickelbaren Flachen liegen also
samtlich auf der Polarflache. Die Koordinaten der Punkte einer
Gratlinie sind:
x =gl + lg + Aptgp, Uusw.
Da wird:

usw.,

wo unter ¢@ der Wert @0 + ¢ verstanden ist. Bezeichnen wir die
Bogenlédnge der Gratlinie mit g, so erhalten wir;

und der absolute Wert der zwei hinreichend nahe Punkte der Grat-
linie verbindenden Bogenlange (AB) ist gleich dem absoluten Betrag
der Differenz der zu den Punkten gehdrenden h-Werte. Legt man
einen Faden von der Ladnge AB + li so, daf sein krummliniger Teil
den Bogen AB der Gratlinie bedeckt, wahrend sein geradliniger
Teil in die Strecke h der in B beriihrenden Tangente fallt, so kann
man durch Abwickelung des Fadens ein Stiick der gegebenen Baum-
kurve beschreiben. Man nennt deshalb die gefundenen Gratlinien
auch Filarevoluten der gegebenen Baumkurve.

Alles dieses gilt auch fiir ebene Kurven, wo @0 den Wert Null
erhdlt. Hier liegen die Filarevoluten auf dem Zylinder, der die
Ebene der Kurve in der Evolute der Kurve senkrecht schneidet.

8. In Nr. 3 haben wir p durch Anwendung der fiur hl auf-
gestellten Differentialformel erhalten, also ohne Benutzung des Begriffs
des Kriimmungshalbmessers einer ebenen Kurve. Wir koénnen Ahn-
liches fur den Halbmesser der zweiten Krimmung leisten.

Stellt man die Binormale durch die Gleichungen:

fl =gl + AAs, f2=g2+ uAs, 3=g3 + VAs
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dar, so hat man den positiven Werten von z7s die Punkte des
positiven Teils, den negativen Werten von z/.s die Punkte des nega-
tiven Teils der Binormalen zugeordnet. Nimmt man nun:

M=I1l+Al, X=m+ Am, AN =n+ An,

so ist durch den dem Werte As entsprechenden Punkt der Binormalen
eine Gerade gelegt, die der Hauptnormalen der gegebenen Kurve in
dem zu s + As gehdrenden Punkte parallel liegt. Fir diese Dar-
stellung der durch die Binormale gelegten geradlinigen Flache spielt
z/s die Rolle des friheren t, so daf:

Dann folgt:
hi =r.

Auf dieselbe Weise ergibt sich eine Herleitung von p, wenn
man die As auf der Tangente auftragt und durch die Endpunkte
der aufgetragenen Strecken zu den entsprechenden Hauptnormalen
parallele Geraden zieht. Da hier:

fl = gl + aAs,
so folgt:
hl = @

Von diesem Gesichtspunkt aus kénnen wir den Punkt
auf der Hauptnormalen, dessen Koordinaten x =gl + rl, usw.
sind, als den Mittelpunkt der zweiten Krimmung der ge-
gebenen Kurve betrachten.

Vielfach wird der Ausdruck:

als die dritte oder die ganze Krummung einer Kurve bezeichnet,
obgleich die geometrische Bedeutung dieser Krimmung nicht einleuchtet.
Will man ihr aber zu einem Mittelpunkt verhelfen, so stelle man die
durch den Kurvenpunkt gehende Gerade, welche auf der rektifizierenden
Kante und der Hauptnormale senkrecht ist, durch die Gleichungen dar:

usw.,

und nehme wie oben:

MN=1+ Al, usw.
dann folgt:
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§ 11. Die Abwickelung der Tangentenfliichen.

Wir gehen jetzt zur Untersuchung der Abwickelung einer Tangenten-
flache auf eine Schmiegungsebene ihrer Gratlinie Uber, und be-
trachten ein nicht ebenes Polygon PO, P1, P2, ... Pn = P; die Seiten
des Polygons seien zu Halbgeraden verlangert, die in Po, P1,...
beginnen. Die erste dieser Halbgeraden, die also die Punkte Po und P!
enthalt, nennen wir Q, ebenso seien die Ebenen durch die Punkte
POP1P2, P1P2P3 ... mit El, E2, ... bezeichnet, die Winkel, welche

von einer Halbgeraden und der
ihr folgenden gebildet werden, mit
€l, € ... Drehen wir die Ebene E2
um P1P2, bis sie mit der Ebene E!
zusammenféllt, so wird die Seite
P2P3 in ihrer neuen Lage P2P3
den Winkel €l + € mit der Halb-
geraden Q bilden. Die Ebene E3
hat eine neue Lage E3' angenommen,
aber der Winkel €3 ist unverandert
geblieben. Drehen wir nun die Ebene E3' um P2P3, bis sie mit
der Ebene E! zusammenfallt, so gelangt der Punkt P4 in die Lage
P4 in E1 und der Winkel, den die Seite P3'P4 mit der Halb-
geraden Q bildet, ist ¢l +¢ + €3. Wir fahren mit den Drehungen
so lange fort, bis der letzte Punkt P in die Ebene E! gelangt ist.

Wir denken uns nun das Polygon dadurch entstanden, dall man
auf einer gegebenen Raumkurve ein Bogenstick von der Lange s in
gleiche Teile zerlegt und die Endpunkte der Teilstiicke p0,pl,p2,..-p
der Reihe nach durch gerade Strecken verbunden habe. Je Kleiner
wir die Teilstiicke wéhlen, um so weniger werden die Winkel ¢, €2, . ..
von denjenigen Winkeln verschieden sein, welche die in den Punkten
Po, P1, P2 ... vorhandenen Kurventangenten der Reihe nach mit-
einander bilden. FUr den Winkel der zu den Werten s und s + As
gehorenden Kurventangenten fanden wir im § 3 S. 198 die Entwicklung:

und kodnnen daher setzen:

wenn der Halbmesser der ersten Krimmung der Kurve im Punkte P,
mit ov bezeichnet wird, und eine nach ganzen Potenzen von Asi
fortschreitende Entwicklung bedeutet. Lassen wir nun die Zahl n
unbegrenzt wachsen, so gehen die Halbgeraden in die positiven
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Halbtangenten, die Ebenen E1, E2,. .. in die Schmiegungsebenen der
Kurve uber, und zudem wird:

Die Ebene, auf welche die Tangentenflache der gegebenen Kurve
abgewickelt wird, ist hier die zu s = 0 gehdrende Schmiegungsebene.
Nehmen wir in ihr die Tangente der Kurve zur &-Achse, die Haupt-
normale zur n-Achse, so besitzt der Endpunkt des abgewickelten
Kurvenstiicks Koordinaten £, n, fir die:

da offenbar die Lange des Kurvenstiicks sich durch die Abwickelung
nicht &ndert, also auch das abgewickelte Stiick die Lange s besitzt.
Jetzt folgt:

Dies sind die Gleichungen fur die Koordinaten der
Punkte derjenigen Kurve, welche durch Abwickelung der
gegebenen Kurve auf die zu s =0 gehdérende Schmiegungs-
ebene erhalten wird.

Irgendeine auf der Tangentenflache der gegebenen Kurve liegende
Kurve wird dargestellt durch die Gleichungen:

% gl(s) + g(s)a, y =92(s) + g(s)B, z = g3(s)+ g(s)y-

Sie geht durch die Abwickelung Uber in die Kurve mit den
Gleichungen:

Durch die Abwickelung kann die Bogenlange der Kurve nicht
geandert werden. Dies zeigt sich analytisch folgendermaRen. Man hat
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Fur die Bogenldnge o der Kurve entstellt also die Gleichung:

Aber:

also:

Die Bogenlédnge des abgewickelten Stuickes ist somit der Bogen-
lange des Kurvenstiicks vor der Abwickelung gleich.

Far die Abwickelung von Kurven auf einem Kegel gilt
das Folgende. Die Spitze des Kegels habe die Koordinaten x0, y0,(
die Richtungskosinus der Erzeugenden des Kegels seien AL(t), A2(t), A3(t).
Die Funktionen AL A2, 3 sind die Koordinaten einer Kurve, die auf
der mit dem Halbmesser Eins um den Koordinatenanfangspunkt be-
schriebenen Kugel liegt. Wickeln wir den Kegel auf die Ebene ab,
welche nur die zu t = 0 gehdrende Erzeugende mit dem Kegel gemein
hat, d. h. auf die zu t =0 gehtrende Tangentialebene des Kegels, so
bildet nach der Abwickelung die zu t gehtrende Erzeugende mit der
zu t = 0 gehodrenden einen Winkel, der durch die Bogenlénge jener
sphérischen Kurve zwischen den zu t und t =0 gehdrenden Punkten

gemessen wird, d. h. durch Eine Kurve auf dem Kegel
wird durch die Gleichungen:

%= X0 +§ y=y0 +g(H)A2 z=z0 +g(t)A3

dargestellt. Nehmen wir die zu t =0 gehdrende Erzeugende zur
&-Achse, so werden die Gleichungen der abgewickelten Kurve:

1. Abwickelung einer Raumkurve auf eine ihrer rekti-
fizierenden Ebenen. Die rektifizierende Flache soll hier nicht ein
Kegel sein, da dieser Fall schon in § 8 S. 215 behandelt wurde.
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Fir die Gratlinie der rektifizierenden Flache fanden wir die
Gleichungen:

Die Richtungskosinus ihrer Tangenten sind:

usw.

Die Bogenlédnge der Gratlinie nennen wir s3, ihre erste Krim-
mung Es ist also x3 = gl(s3) usw.
Wir erhalten:

daher:

Ferner:

somit:

Daher folgt nach der ersten Frenetschen Formel:
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Wir setzen zur Abkilrzung:

dann ergibt sich:

wenn mit 30 der Wert des arctg  fir s = 0 bezeichnet wird.
Wir erhalten jetzt:

Das Integral cos ©ds3 geht uber in:

oder:
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Aber:

somit:

und

entsprechend:

Aus der Gleichung:

folgt:

wir muissen also g (s3) gleich nehmen.
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Wir erhalten daher:

Zwischen & und n besteht also eine Gleichung von der Form:
(& —p) cos 0+ (n — q) sind0 =0,

in der p, g, 90 Konstante bedeuten, d. h. die abgewickelte Kurve
ist eine Gerade.

2. Abwickelung der Polarflache einer Raumkurve auf
eine Normalebene der Kurve.

Fur die Gratlinie des Ortes der Kriimmungsachsen, d. i. der Polar-
flache, fanden wir in 8 6 S. 210 die Gleichungen:

USW.
sowie:

wo zur Abkilrzung:

gesetzt werde.
Wir nehmen zuerst an, dal die Polarflache kein Kegel sei, also
T nicht verschwinde. Die Bogenldnge der Gratlinie werde mit s be-

zeichnet, ihre erste Krimmung mit
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Da:
SO ist:
folglich:

im vorigen Paragraphen wurde gezeigt, dafl die Gratlmien der
abwickelbaren Normalenflachen auf der Polarflache liegen.

Es soll nun bewiesen werden, dafl diese Gratlinien bei
der Abwickelung der Polarflache in gerade Linien uUber-
gehen. Als Gleichungen einer Gratlinie fanden wir:

X"=x+1g +Aptg @, Usw.,
wo:

und ¢ eine Konstante bedeutet.
Wir haben demnach:

folglich:

Es wird ferner:

so daf:

Man hat aber:
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somit:

und entsprechend:

Setzen wir:

Daher:

und das ist die Gleichung einer Geraden.
Wenn die Polarflache ein Kegel ist, entsteht:

mit der Bedingung: T = 0. Aus dieser Bedingung folgt aber, dal3
die Integrale:

verschwinden. Wir haben somit:

daher:

also:

womit unsere Behauptung bewiesen ist.
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§12. Naéhere Untersuchung der konischen Spirale.

Wir fanden im § 1 S. 189 als Gleichungen der konischen Spirale
die folgenden:

z=h(kls+1).
Die Gleichung des Kegels, auf dem die Spirale liegt, ist:

k bedeutet den Kosinus des konstanten Winkels, unter dem die Spirale
die Erzeugenden schneidet, und statt ist k, geschrieben.

Fur die Richtungskosinus der Tangente (8 1 S. 189), der
Haupt- und Binormale der Spirale (§ 3 S. 195), fanden wir, wenn

y = kih,

n=20,

vV = V¥612-Ye2+1.

Fur die erste und zweite Krimmung der Spirale ergab sich (8§ 3 S. 199):

Mit Hilfe dieser Beziehungen findet sich fur die Richtungskosinus
der rektifizierenden Kante: a = 0, b = 0, ¢ = 1, d. h. diese Kante ist der
Kegelachse parallel, und die rektifizierende Flache ist der Zylinder, der
auf der xy-Ebene senkrecht steht und aus ihr die in§ 1 S. 189 betrachtete
logarithmische Spirale ausschneidet. Die Erzeugende dieses Zylinders
schneidet die konische Spirale unter dem konstanten Winkel, dessen
Kosinus kih ist.

Fir die Koordinaten des Mittelpunktes der zu s gehdrenden
Schmiegungskugel erhalt man:
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Um von der Lage dieses Punktes ein anschauliches Bild zu be-
kommen, betrachten wir die durch den Punkt (x,y,0) gehende Normale

des Kegels. lhre Richtungskosinus sind proportional X, y, oder

cos @, sin @,
Nehmen wir diese Richtungskosinus in der Form:

so stellen sie die Richtungskosinus derjenigen Halbnormale des Kegels
dar, die von dem Punkt (x,y,z) ausgehend die positive 0-Achse
schneidet. Die Entfernung des Schnittpunktes vom Kurvenpunkt

(X,y, z) ist gleich Da:

so liegt der Punkt (x2,y2,z2) auf der positiven Halbnormale des
Kegels und hat vom Punkte (X,y,z) den Abstand

Dieser Abstand ist groRer als der Abstand da k< 1.

Wir zeigen jetzt, daR die Polkurve ebenfalls eine konische
Spirale ist.
Sie liegt auf dem durch die Gleichung:

bestimmten Kegel. Setzt man zur Abkirzung:

so wird:

Die Richtungskosinus der vom Nullpunkt zum Punkt (x2,y2,z2)
hingerichteten Erzeugenden des Kegels sind daher:

Die Richtungskosinus der Tangente der Polkurve sind 2, y, v.
Fur den Kosinus des Winkels dieser Tangente und der Kegelerzeugenden
erhalt man:
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Die Polkurve ist also ebenfalls eine konische Spirale.
Es liegt nun die Frage nahe, ob nicht der Kegel, auf dem die Pol-
kurve liegt, mit dem urspringlich angenommenen Kegel zusammen-
fallen kann. Dies ist der Fall, wenn hl gleich h wird, wo dann:

Da k2<1, ist diese Gleichung nur mdéglich, wenn h>1, d. h.
wenn die sogenannte Kegeloffnung weniger wie einen Rechten be-
tragt. Dies folgt auch geometrisch, da die die positive z-Achse
schneidende Halbnormale des Kegels den Kegel noch einmal treffen
muf3, und zwar im Punkte (x2,y2122). Sobald also h> 1, gibt
es auf dem Kegel einfach unendlich viele Spiralen, die aus einer
von ihnen durch Drehung um die Kegelachse entstehen und deren
Polkurven dieselbe Schar von Spiralen bilden. Es gilt nun die GroRe
der Drehung zu bestimmen, die aus einer dieser Spiralen ihre Pol-
kurve erzeugt. Fir den obigen Wert von k werden die Gleichungen
der durch den Punkt x =1, y =0, z = h gehenden Spirale:

und hier bedeutet s die mit wachsendem z wachsende und vom Punkte
mit den Koordinaten x = 1, y = 0, z = h an gerechnete Bogenlénge,

wahrend ¢ gleich ist. Die Gleichungen der
Polkurve der Spirale sind:

Um diese Gleichungen mit den vorigen vergleichen zu kénnen,
ist zunachst s durch die Bogenlange der Polkurve auszudriicken.
Wir fanden im § 6 S. 210:

Man hat abei- jetzt (8 3 S. 199):

folglich:

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 16
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und, wenn s? mit s wachsen soll,

Fir z2 ergibt sich der Ausdruck:

Nun sollte die Bogenldnge von der Ebene mit der Gleichung
z =h an gerechnet werden, also fur zi = h sollte s2=0 sein. Dies
liefert:

und:

so daf:

Nehmen wir nun s2='s und:

so erhalten wir:

d. h. die Polkurve ist aus der gegebenen Spirale durch eine Drehung
um die z-Achse von der GroRe entstanden.

1. Die Umgebung eines aufRergewdhnlichen Punktes.
813. Tangente, Binormale, Hanntnormale.
Bei einer durch die Gleichungen:
x =f1(t), y=1f2(), z=13(t)
gegebenen Kurve zogen wir bisher nur solche Punkte in Betracht,
bei denen die ersten Ableitungen f1'(t), f2'(t), f3'(t) nicht zugleich
verschwinden und die Krimmungen endliche, von Null ver-

schiedene, Werte besitzen. Sobald diese Voraussetzungen nicht samt-
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lich bestehen, ist eine neue Untersuchung anzustellen, und man hat
zwei Wege zu beschreiten. Erstens sind fur den betreffenden aufler-
gewohnlichen Punkt die in Frage kommenden geometrischen Ge-
bilde aufzusuchen, und zweitens hat man die betreffenden Gebilde
fur einen in hinreichender N&he des aufergewdhnlichen Punktes
liegenden gewdhnlichen Punkt zu berechnen und ihr Verhalten beim
Grenzibergang an den auflergewohnlichen Punkt festzustellen.

Wir nehmen an, dall vl der kleinste Wert der ganzen positiven
Zahl n sei, fur den die drei Ableitungen il nicht
gleichzeitig verschwinden. Dabei ist nicht ausgeschlossen, daf3 vl den
Wert Eins besitze.

Ferner bedeute k eine der Zahlen 1,2, 3 und es sei:

Afk = tk(t +At) - fk(t)
1. Die Tangente. Man hat:

Ist gleich Null, so geht die rechte Seite dieser Gleichung
beim Ubergang zu At =0 in die Null iber. Ist aber von Null

verschieden, so erhalten wir, wenn ¢ gleich 4- 1 oder — 1 ist, je
nachdem At positiv oder negativ ist, als Grenzwert der rechten Seite
fur dtt= 0:

Ziehen wir von dem dem Werte t entsprechenden Punkt aus durch
den dem Werte t + At entsprechenden hindurch eine Halbgerade, so
ergeben sich beim Ubergang zu At = 0 zwei Halbgerade, die zu-
sammen eine Gerade bilden, wenn vl eine ungerade Zahl ist; es ergibt
sich nur eine Halbgerade, wenn vl eine gerade Zahl ist. Im letzten
Fall besitzt die Kurve an der betrachteten Stelle eine Spitze.

Unter a, B, y verstehen wir die Richtungskosinus derjenigen
Halbtangente, die sich beim Ubergang eines positiven At in die Null
ergibt. Setzen wir noch:

S0 ist:

Um das Verhalten der positiven Halbtangente in einem gewohn-
lichen Punkt beim Ubergang zu einem aullergewdhnlichen Punkt zu

,16*



244 Zweiter Teil. Kurven im Raum.

untersuchen, nehmen wir den absoluten Wert von At so klein, dai
im Intervall von t — At bis zu t + At mit Einschlul? der Grenzen
sich auBer t kein Wert befindet, dem ein auBergewodhnlicher Punkt
entspricht. Dann ist:

Aber man hat:

folglich:

Wenn vl eine ungerade Zahl ist, erhalten wir:

wenn vl eine gerade Zahl ist, entsteht:

Lim o (t + At) = €qa, usw.,
d. h. die fir t + At vorhandene positive Halbtangente geht bei
At =0 in die fur t definierte negative Halbtangente Uber, wenn

At als negativ betrachtet wird. Die Richtung der positiven Halb-
tangente macht an einer Spitze einen Sprung von der GroRe T

2. Die Binormale. Die Richtungskosinus A, p, v der positiven
Binormale wurden im § 3 S. 191 definiert als die Grenzwerte der

Ausdriicke:
USW.

fuir At = 0. Man hat aber hier:

Wir bezeichnen mit v? den kleinsten Wert von n, flr den die
Determinanten:

nicht gleichzeitig verschwinden. Dann beginnt der Ausdruck:

> (BAz- yAy)
mit der 2 (vl + v2)ten Potenz von At, und es ergibt sich:

usw.
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Wir sehen, daR wir stets auf eine einzige Schmiegungsebene
kommen, da aber die positive Binormalenrichtung und damit der
positive Drehungssinn in der Schmiegungsebene nur dann eindeutig
bestimmt ist, wenn vl + v2 als gerade Zahl auftritt. Ist vl + v2 un-
gerade, so ergeben sich entgegengesetzte positive Binormalenrichtungen,
je nachdem man sich dem auBergewdhnlichen Punkt von der einen
oder der anderen Seite aus (At=0, oder At < 0) né&hert.

Um das Verhalten der fur einen gewdhnlichen Punkt festgelegten
positiven Binormale bei der Anndherung an einen aul3ergew6hnlichen
Punkt zu untersuchen, benutzen wir den im ersten Teil § 2 S. 8
bewiesenen Satz, nach welchem die Entwicklung der Determinante:

fL' ¢ NTD) +2" (t+AL)
mit dem Gliede:

beginnt, falls die Determinante:

far alle Werte von n von 1 bis v2 — 1 verschwindet, wéahrend
und f2(l) nicht zugleich verschwinden.
Wir haben hier:

At + Af) = usw.

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen beginnt mit
somit folgt beim Ubergang zu At = 0:

usw.

Ist v2 eine ungerade Zahl, so erhdlt man im auflergewdhnlichen
Punkt nur eine positive Binormalenrichtung; ist v2 gerade, so ergeben
sich zwei einander entgegengesetzte positive Binormalenrichtungen,
je nachdem man von der einen oder der anderen Seite aus an den
auBergewdhnlichen Punkt herangeht.

3. Die Hauptnormale. Die Richtungskosinus der positiven
Hauptnormalen wurden festgelegt durch die Gleichungen:

l=yu—RBv, m=av—yA, n=pA- au
Dies liefert, wenn wir die erste Bestimmung von A, y, v benutzen:

oder auch:
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Wo:

gesetzt ist.

Gehen wir mit der fir einen gewohnlichen Punkt festgelegten
positiven Hauptnormale an einen auflergewdhnlichen Punkt heran, so
ist der Grenzwert des Ausdrucks:

fur At = 0 zu bilden. Dies liefert genau denselben Wert von | wie
vorhin.  Wir erhalten daher stets nur eine positive Hauptnormalen-
richtung, wenn vl + v2 eine gerade Zahl ist, sonst zwei entgegen-
gesetzte positive Hauptnormalenrichtungen, je nachdem man sich von
der einen oder anderen Seite aus dem auBergewdhnlichen Punkte
nahert.

§ 14. Erste und zweite Krimmung.

1. Die erste Kriummung. W.ir benutzen die am SchluB des
8 10 S. 229 gegebene Erklarung des Halbmessers der ersten Krimmung,
namlich: Tragt man auf einer Tangente vom Beriihrungspunkt aus
die Strecke mit der MalRzahl As ab und legt durch den Endpunkt
der abgetragenen Strecke eine Parallele zu der dem Wert (s + AS)
entsprechenden Hauptnormale, so schneidet die senkrechte Projektion
der Parallelen auf die zu s gehorende Schmiegungsebene die zu s ge-
hérende Hauptnormale in einem Punkt, der fir As = 0 in den Mittel-
punkt der ersten Krimmung (bergeht. Wir miissen hier auf die im
§ 9 S. 223 abgeleitete Gleichung:

EEAFLAN — SALAFISALANI)
= SALAfI(EAAfL + SANMATY) — (ZAF)2(1 + SAIAN)

zurtickgehen, da wir nicht mehr annehmen, dafl die Richtungskosinus
AL N2+AN, A3+AMN nach ganzen Potenzen von As entwickelbar seien.
Man hat hier zu setzen:

Afl = als, Af2= RBAs, Af3=yAs,
A=, A =m, A3 =n.
Dadurch verschwindet AMAf und es kommt:

Nun ist: > (a + Aa) (I + Al) = 0, somit:

Die niedrigste Potenz von At im Zahler von hl féallt zusammen
mit der niedrigsten Potenz von At in der Entwicklung von As;
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die niedrigste Potenz von At im Nenner von hl fallt zusammen mit
der niedrigsten Potenz von At in der Entwicklung von > I(a + Aa).
Man hat:

oder, wenn wir 3§ gleich t + T nehmen:

Die Integrationsverénderliche T ist positiv oder negativ, je nach-
dem At positiv oder negativ ist, somit:

Um die Entwicklungen von > I(a + Aa) zu erhalten, berick-
sichtige man, daR die Determinanten:

als verschwindend angenommen wurden, solange a der Zahlenreihe
1,2, ... vl — 1 angehort, dal aber fir a = v die drei Determinanten
nicht sdmtlich Null sein sollten. Bedeutet daher k eine der Zahlen
1, 2, 3, so bestehen Gleichungen von der Form:

Setzt man nun:

so ergibt sich:

Die Ausdriicke fur die Richtungskosinus I, m, n benutzen wir in
der Form:
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Man hat:

Es ist:
usw.,

folglich:

und damit:

Beim Ubergang zur Grenze At=0 ergibt sich g =0, wenn
vl=v2 ferner:

wenn vl =v2 endlich ¢ = oo, wenn vl <v2, und zwar erhalt man
nur einen unendlich fernen Krimmungsmittelpunkt oder zwei nach
entgegengesetzten Richtungen hin unendlich fern liegende Krimmungs-
mittelpunkte, ja nachdem vl + v? eine gerade oder eine ungerade
Zahl ist.

Wollen wir mit dem fir einen gewohnlichen Punkt definierten g
an einen auflergewohnlichen Punkt herangehen, so ist der Ausdruck:

zu bilden und nach Potenzen von At zu entwickeln.
Man erhalt:

und daraus ergibt sich beim Ubergang zu At = 0 dasselbe Verhalten
von p wie vorhin.

2. Die zweite Kriummung. Legen wir wieder zuerst die im
§ 10 S. 229 gegebene Definition zugrunde, so haben wir zu setzen:
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Afl = AAs,  Af2 = pds, Af3 = VAs,

und M=1, N=m, N=n,

so daf3:

Die Gleichung:
SN+ AN (1 +Al)=0

ergibt: SAI = — JIAN — SANAIL,

somit:

Das Glied mit der niedrigsten Potenz von im Zahler bzw.
Nenner von h! stimmt (berein mit dem entsprechenden Glied in der
Entwicklung von As bzw. >SI(A +AA)

Die Zahler von A + A\, p+Ay, v + Av sind gleich:

2 (t+ AUY3'(t + At) — F3'(t + ADF2'(t + AL), usw.

Um diese Determinanten, soweit wie nétig, nach Potenzen von At
zu entwickeln, nehmen wir an, dafl die Determinante:

verschwindet, solange die ganze positive Zahl a kleiner als v3 ist,
dall sie aber fir a =v3 einen von Null verschiedenen Wert besitzt,
den wir mit D bezeichnen wollen. Dann gibt es nach einem be-
kannten Determinantensatz fiir a < v3 eine Darstellung der Elemente
der dritten Zeile obiger Determinante in der Form:

wo k eine beliebige der Zahlen 1, 2, 3 bedeutet. Setzen wir daher:

so ergibt sich:
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Wir erhalten:
f2'(t + ADF3"(t + At) —F3'(t + At) f2"(t + At)

Dabei ist:

Fur den Nenner von A +A ergibt sich hiernach:

Bei der Berechnung des Ausdrucks > I(A-+AA) berlcksichtige
man, daf die Summe:

mit der 2vl + 2v] + v3 — 3ten Potenz von At beginnt, wéhrend die
Summe:

mit der 2vl +2v2 +v3 - 3ten Potenz von At, also einer niedrigeren
Potenz wie der vorigen, beginnt. Man erhélt:

folglich:
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Wenn vl1=v3, so ist an der betrachteten Stelle r =0;
wenn vl <v3, so ist an der betrachteten Stelle r unendlich,
und zwar, je nachdem v3 — vl gerade oder ungerade ist, ergibt sich
ein unendlicher ferner Mittelpunkt der zweiten Kriimmung auf der
Hauptnormalen, oder es sind zwei nach entgegengesetzten Richtungen
hin unendlich fern liegende Krimmungsmittelpunkte vorhanden. Wenn
endlich vl gleich V3 ausfallt, ergibt sich ein endlicher, von
Null verschiedener Halbmesser der zweiten Krimmung mit
dem Werte:

Dasselbe Ergebnis muf} sich auch dadurch herleiten lassen, dall man
mit dem fir eine gewohnliche Stelle gebildeten Ausdruck von r an
eine auBergewohnliche Stelle herangeht, mit anderen Worten durch
Bestimmung des Grenzwerts (At = 0) des Ausdrucks:

Hier beginnt die Entwicklung des Nenners mit dem Gliede:

oder:

wir erhalten daher:

woraus sich fir den Grenzfall At:0 dieselben Folgerungen wie
vorhin ergeben.

§ 15. Die Bogenlange als unabh&ngige Veranderliche.

Betrachten wir die Koordinaten einer Raumkurve als Funktionen
inrer Bogenliange s(x = gi(s), y =g2(5).} so lassen sich
die fur eine ebene Kurve im ersten Teil § 5 durchgefihrten
Entwicklungen ohne weiteres auf eine Raumkurve ubertragen. Es
sind zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem namlich die Koordinaten
an der Stelle s + As nach ganzen Potenzen von As oder nach ganzen

Potenzen von entwickelt werden konnen. Im
ersten Fall bezeichnen wir mit li den kleinsten, die Eins Ubertreffenden
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Wert von a, fur den die Ableitungen gl(o)(s), g2(a)(s), g¢3(a)s) nicht
gleichzeitig verschwinden, und erhalten:

usw.

Die Richtungskosinus der positiven Halbtangente im Punkte ()
sind:
a=g91(s), R=g2'(s), Y=93'(s)

die der positiven Hauptnormalen:

Dies stimmt mit der friheren Bestimmung der Hauptnormalen
in § 13 S. 245 Uberein, da hier vl=1, v2i=k — 1

Fir den Halbmesser der ersten Krimmung ergibt sich die Be-
ziehung:

Sobald 2, wird der absolute Betrag von g bei As =0 unendlich
groB3; es gibt dann einen oder zwei unendlich fern liegende Krimmungs-
mittelpunkte fur die Stelle (s), je nachdem k gerade oder ungerade ist.

Um die Entwicklung des Halbmessers der zweiten Krimmung
vorzunehmen, setzen wir fest, daB k! den kleinsten, von Null ver-
schiedenen Wert von a bedeuten soll, fir den die Determinante:

91()  g2s)  93(9)

ok gakie)  g8ke)
fed)s) gl gk

von Null verschieden ist. Der Wert der Determinante fir a = kil

werde mit Dl bezeichnet. Am einfachsten bedienen wir uns der

S.251 fur r(t + At) gefundenen Entwicklung. Statt t tritt hier s auf,

die Zahlen v1, v2, v3 haben hier der Reihe nach die Werte 1, k — 1, k1
Die Zahl W2 ist gleich:

Die Entwicklung des identisch verschwindenden Ausdrucks:
> gl'(s+As)2-1
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nach Potenzen von As liefert die Beziehung:

folglich ergibt sich:

Wir erhalten daher:

Fur As =0 bleibt r endlich, wenn kl= 1.

Falls die Entwicklungen der Koordinaten an der Stelle
s + As nach gebrochenen Potenzen von Als fortschreiten,
besitzen sie die Form:

Die Richtungskosinus der positiven Halbtangente an der Stelle (s)

sind hier:
a=gl0(s), B =g20(s), y 930(s)
die der positiven Hauptnormalen:

Fur den Halbmesser der ersten Krimmung an der Stelle (s+Ai)
ergibt sich:

Wir kénnen diese Entwicklung auch aus der S. 248 fir o(t + At)

gefundenen herleiten. Nehmen wir ndmlich so lassen sich die
Reihen fur gl(s—+As), g2(s+As), g3(s+As) als Entwicklungen
nach ganzen Potenzen von T fiir die Umgebung der Stelle T = 0 auf-
fassen, so daf:

gl(s+As) = @l(1), 92(s+As) = @2(1), g3(s+As) = @3(1),
Dann ist:

Infolgedessen erhalten die a. a. 0. mit w und W bezeichneten
Zahlen die Ausdriicke:

w = vl
wo die letzte Gleichung auf Grund der Beziehung:

gewonnen wird; somit:

w. z. b. w.
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Auf diesem Wege soll auch, der Halbmesser der zweiten Kriimmung
bestimmt werden.

Der Kkleinste, die Null Ubertreffende Wert von a, fur den die
Determinante:

o) 920(s) g30(s)

nicht verschwindet, ist gleich v3. Man Uberzeugt sich hiervon leicht,
wenn man die beiden Seiten der identischen Gleichung:

fl(t+At) f2'(t+At) f3'(t+AL) gl'(s+As) g2'(s+As) g3'(s+As)

f1"(t+At) f2"(t+At) f3"(t+At) gl"(s+As) g2"(s+As) g3"(s+As)

1" (t+At) 2™ (t+At) 3" (t+AL) gl"'(s+As) g2"'(s+As) g3 (s+As)
nach Potenzen von entwickelt. Es ist v3 zugleich der kleinste,

die Null Ubertreffende Wert von a, fur den die Determinante:

nicht verschwindet.
Fir a = v3 werde die vorletzte Determinante mit D2, die letzte
mit D0 bezeichnet Man hat dann:

DO = v1l (VvI+ v)! (vl + v2 + v3)! D2,

somit ergibt sich unter Benutzung der S. 251 fir r(t+At) gefundenen
Entwicklung:

Der Halbmesser der ersten Krimmung besitzt an der Stelle (s)
einen endlichen Wert, wenn vl=v2. In diesem Falle ist:

Der Halbmesser der zweiten Krimmung besitzt an der Stelle (s)
einen endlichen Wert, wenn vl =v3. In diesem Falle ergibt sich:
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Sind beide Halbmesser endlich, so ist vl = v2 = v3, und fir r be-
steht die Gleichung:

§ 16. Die senkrechten Projektionen der Umgebung eines aufRer-
gewohnlichen Punktes einer Raumkurve auf die Seitenflachen
des begleitenden Dreikants.

Um das Verhalten einer Raumkurve in der Nahe eines auf3er-
gewohnlichen Punktes zu untersuchen, projizieren wir sie senkrecht
auf die Ebenen des begleitenden Dreikants. Diese Ebenen werden
nicht beeinfluBt durch die Art und Weise, wie man die positiven
Teile der Binormale und Hauptnormale festlegt. Wir benutzen daher
diejenigen Bestimmungen der positiven Teile der Tangente, Haupt-
und Binormale, die sich fir ¢ = 1 ergeben, so daR:

wo:
Wie in §4 S. 201 sei:
¢ = aAfl + BAf2 + yAf3,
nN= IAfl1 + mAf2 + nAf3,
{ = MAf1 + pAf2 + vAT3,
Hier ist die Entwicklung:
zu benutzen, wo gl(At) mit dem Gliede g2(At) mit dem
Gliede beginnt. Wir erhalten:

1. Die Projektion der Raumkurve auf die Schmiegungsebene wird
dargestellt durch die Gleichungen:
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Die im ersten Teil § 1 S. 5 benutzten Zahlen v und A bezeichnen
wir fortan mit v' und A" und erhalten v' = vl, A' = v2. Die Projektion
besitzt im auBergewdhnlichen Punkt, wenn vl ungerade und v2 ungerade,
eine gewohnliche Tangente; wenn vl ungerade und v2 gerade, eine
Wendetangente; wenn vl gerade und v2 ungerade, eine Hellebarden-
spitze; wenn vl gerade und v2 gerade, eine Schnabelspitze.

2. Die Projektion der Raumkurve auf die Normalebene wird dar-
gestellt durch die Gleichungen:

Fur die Zahlen v' und A' erhalten wir hier die Werte v1+Vv?
und v3. Die Projektion besitzt im auBergewdhnlichen Punkt, wenn
vl + v2 ungerade und v3 ungerade, eine gewdhnliche Tangente; wenn
vl + v2 ungerade und v3 gerade, eine Wendetangente; wenn vl + V2
gerade und v.i ungerade, eine Hellebardenspitze; wenn vl + v2 gerade
und v3 gerade, eine Schnabelspitze.

3. Die Projektion der Raumkurve auf die rektifizierende Ebene
wird dargestellt durch die Gleichungen:

Fir die Zahlen v' und A" ergeben sich die Werte vl und v2 + v3
Die Projektion besitzt im auRergewdhnlichen Punkt, wenn vl ungerade
und v1+v2 ungerade, eine gewohnliche Tangente; wenn vl ungerade
und v2 + v3 gerade, eine Wendetangente; wenn vl gerade und v2 + V3
ungerade, eine Hellebardenspitze; wenn vl gerade und v2 + V3 gerade,
eine Schnabelspitze.

Man kann sich von der Umgebung des auBergewdhnlichen
Punktes eine anschauliche VVorstellung machen, wenn man sich die Kurve
von einem beweglichen Punkt in der Richtung durchlaufen denkt,
die dem Ubergang von einem positiven At zu einem negativen At
entspricht. Behalten wir die im § 4 S. 202 erklarte Bezeichnung der
Oktanten bei, so liegt der Punkt & n, { bei positivem im ersten oder
funften Oktanten, je nachdem D positiv oder negativ ist. Wir setzen 1)
als positiv voraus. Der entgegengesetzte Fall ist entsprechend zu er-
ledigen. Der bewegliche Punkt befindet sich demnach bei der An-
nadherung an den auBergewdhnlichen Punkt im ersten Oktanten, und
es sind die folgenden Fé&lle mdglich:

1. Er tritt bei der Entfernung von dem auRergewohnlichen Punkt
in den ersten Oktanten zurtick, wenn fir At <0 sich £ >0, n >0
>0 ergibt. Dazu missen vl, v2, v3 sédmtlich gerade sein. Die
Kurve besitzt im aulergewdhnlichen Punkt eine Spitze; ihre Pro-
jektionen auf die drei Koordinatenebenen besitzen in ihm Schnabel-
spitzen.
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2. Er tritt bei der Entfernung von dem aufergewohnlichen Punkt
in den zweiten Oktanten. Dann muR fir ein negatives zlt sich
§<0O, N=0, =0 ergeben, und damit muR vl ungerade, v2 ungerade,
v3 gerade sein. 'Die Projektion der Raumkurve auf die Schmiegungs-
ebene (S. E.) besitzt im auBergewohnlichen Punkt eine gewdhnliche
Tangente, die Projektion auf die Normalebene (N. E.) eine Schnabel-
spitze, die Projektion auf die rektifizierende Ebene (R. E.) eine ge-
wohnliche Tangente.

3. Er tritt in den dritten Oktanten Uber. Da muB sich fir
At <0 ergeben € <0, n<0, (>0, d h. vl ungerade, v2 gerade,
v3 ungerade. Die Projektion der Raumkurve auf die (S. E.) besitzt
im aullergewdhnlichen Punkt eine Wendetangente, die Projektion auf
die (N. E.) eine gewohnliche Tangente, die Projektion auf die (R.E.)
ebenfalls.

4. Er tritt in den vierten Oktanten Uber. Da mufl fir At<0
sich €>0, nN<O0, Z=0 ergeben, d. h. vl gerade, v2 ungerade, v3 un-
gerade. Die Projektion auf die (S. E.) besitzt im aufRergewohnlichen
Punkt eine Hellebardenspitze, die Projektion auf die (N.E.) eine ge-
wohnliche Tangente, die Projektion auf die (R. E.) eine Schnabelspitze.

5. Er tritt in den fiinften Oktanten Uber. Da muB fir At<O
sich ¢ >0, Nn=>0, <O ergeben, d. h. vl gerade, v2 gerade, v3 un-
gerade sein. Die Projektion der Raumkurve auf die (S. E.) besitzt
im aullergewohnlichen Punkt eine Schnabelspitze, die Projektion auf
die (N.E.) eine Hellebardenspitze, die Projektion auf die (R.E.) ebenfalls.

6. Er tritt in den sechsten Oktanten ber. Da muf fir At<O
sich <O, n=>0, (<0 ergeben, d. h. vl ungerade, v2 ungerade,
v3 ungerade sein. Die Projektion der Raumkurve auf die (S.E.) hat
im auflergewohnlichen Punkt eine gewdhnliche Tangente, die Projektion
auf die (N. E.) eine Hellebardenspitze, die Projektion auf die (R. E.)
eine Wendetangente.

7. Er tritt in den siebenten Oktanten Gber. Da muB fir At<O
sich £ <0, n<0, <O ergeben, d. h. vl ungerade, v2 gerade,
v3 gerade sein. Jede der drei Projektionen besitzt im aufergewdhn-
lichen Punkt eine Wendetangente.

8. Er tritt in den achten Oktanten ein. Hier muBl fir At <0
sich £€>0, n<0, (<0 ergeben, d h. vl gerade, v2 ungerade,
v3 gerade sein. Die Projektion der Raumkurve auf die (S. E.) und
die auf die (R. E.) besitzt im aullergewohnlichen Punkt eine Helle-
bardenspitze, die Projektion auf die (N.E.) eine Wendetangente.

§17. Ausgezeichnete ebene Schnitte der Tangentenflache
einer Raumkurve.
Im vorigen Paragraphen versuchten wir uns die Umgebung eines
Kurvenpunktes dadurch zu veranschaulichen, dal wir die senkrechten

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 17
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Projektionen der Umgebung des Punktes auf seine Schmiegungsebene,
auf seine Normalebene und seine rektifizierende Ebene betrachteten.
Ein anderer Weg zum gleichen Ziel besteht in der Untersuchung der
Schnittkurven, welche die durch den Kurvenpunkt gehenden Ebenen
aus der Tangentenflache der Kurve ausschneiden.

Wenn der Kurvenpunkt zu dem Werte t gehort, kdnnen wir die
Tangentenflache der Raumkurve durch die Gleichungen:

x = fl (t + At) + hfl' (t + At)
y = f2 (t + At) + hf2' (t + At),
z =13 (t + At) + hf3' (t + At)

darstellen, in denen At und h als veranderlich zu betrachten sind.
Der absolute Wert von h bedeutet die mit multipli-
zierte Malizahl des Abstandes des Punktes (X, y, 0) von dem zu t+ At
gehdrenden Kurvenpunkt. Unter den ebenen Schnitten der Tangenten-
flache sind diejenigen ausgezeichnet, welche entweder die Tangente,
oder die Hauptnormale, oder die Binormale der Kurve in dem zu t
gehdrenden Punkt enthalten.

1. Schnitt der Tangentenflache mit einer durch die
Tangente gelegten Ebene.

Eine solche Ebene stellen wir durch die Gleichungen:

X =FfL({t) + &a + nl( lcos@ *sin @),
y =f2(t) + &a + n1( 1 cos @ + p sin @),
z =1f2(t) + E&a + n1( 1 cos @ + v sin @),

dar. Die &-Achse fallt mit der Kurventangente zusammen. Die
ni-Achse liegt in der Normalebene und ihr positiver Teil bildet mit
dem positiven Teil der Hauptnormalen den Winkel ¢. Dabei soll
die im vorigen Paragraphen S. 255 benutzte Bestimmung von a, |, A usw.
angewandt werden.

Fir den Schnitt unserer Ebene mit der Tangentenflache bestehen
die Gleichungen:

&a + n1(l cos @ + Asin @) = Afl+ hfl'(t + At), usw.
Man hat:
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Multiplizieren wir die Gleichungen fir ¢ und nl der Reihe nach
mit Isin@ —Acos@, msing —pcos®, nsing —vcos@ und
addieren sie, so entsteht:

a) Wenn sin @ von Null verschieden ist, ergibt sich:

Fur & erhalten wir:

Fur n1 folgt:

nt = cos @ {ZIAfL + hS IfL(t + At)} + sin @ {> Adfx + hSAfL'(t + At)}
Da aber:

sin @{ZIAf1 + h3 If1(t + At)}— cos @{>Adfx + hJAf1'(t + At)} =0,

Hiermit ist die Schnittlinie, wenn wir von ihrem mit der Tangente
zusammenfallenden Teil absehen, gefunden.

Fur die kennzeichnenden Zahlen v' und A" erhélt man die Werte vl
und & v3. Stellen wir uns auf den S. 256 eingenommenen Stand-
punkt, so besitzt in dem zu t gehdrenden Punkt die Schnittlinie eine
gewohnliche Tangente, wenn die Ausgangskurve aus dem ersten in
den zweiten oder dritten Oktanten tritt. Diese Tangente ist stationar,
wenn vl<v2+wv3 Die Schnittlinie besitzt eine Wendetangente, falls
die Ausgangskurve aus dem ersten Oktanten in den sechsten oder
siebenten tritt; eine Schnabelspitze, wenn die Ausgangskurve aus dem
ersten in den vierten Oktanten tritt, oder in den ersten zurlcktritt;
eine Hellebardenspitze, wenn die Ausgangskurve aus dem ersten
Oktanten in den fiinften oder achten tritt.

b) Ist sin @ gleich Null, so haben wir es mit dem Schnitt der
Schmiegungsebene mit der Tangentenfliche zu tun. Wir schreiben
hier n statt nl. Dann findet sich:

17*
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Die kennzeichnenden Zahlen v' und A" stimmen hier mit vl und v
tberein. Im Falle vl = v2 ergibt sich ein endlicher, von Null ver-
schiedener Krimmungshalbmesser (") der Schnittkurve, den wir
berechnen wollen. Es ist:

somit nach S. 10:

Der Krummungshalbmesser @' ist mit dem Halbmesser p der
ersten Krimmung der Ausgaugskurve (S. 248) durch die Gleichung
verbunden:

Wenn vl = v2 = v3, erhalten wir:

Fur den allgemeinen Fall vi =1 ist dies Ergebnis von V. Jamet
gefunden. (Comptes rendus der Pariser Akademie Bd. 100. 1885.

S. 1329.)
2. Schnitt der Tangentenflache mit einer die Haupt-

normale enthaltenden Ebene.
Eine solche Ebene stellen wir durch die Gleichungen dar:
x =f1(t) + nl + {(a cos ¢ + A sin @), usw.
Die n-Achse fallt mit der Hauptnormalen zusammen, wéhrend

der positive Teil der ¢l-Achse mit der Tangente den Winkel ¢ bildet.
Fur den Schnitt der Ebene mit der Tangentenflache bestehen

die Gleichungen:
I + {1(a cos @ + Asin @) = Afl + hfl(t + At), usw-
Wir multiplizieren sie der Reihe nach mit asin@— A cos @ usw.
und addieren sie. Dann entsteht:
sin @ {> azZ1+-h> afj(t + At)}— cos ¢ {ZATL+hZAfl'(t + At)} =0.

Ist sin @ von Null verschieden, so ergibt sich:
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Fur n erhélt man die Entwicklung:

Far ¢ folgt zunéchst:
&1=cos @ { ZaAfl-- hS bl (t + At)} + sin @ {ZAAFL-- hS AfI*((t + Ab)},
sodann auf Grund der viertletzten Gleichung:

somit unter Bertcksichtigung der Entwicklung von h:

Stellen wir uns auf den S. 256 eingenommenen Standpunkt, so
hat die Schnittlinie in dem zu t gehorenden Punkt, wenn die Aus-
gangskurve aus dem ersten Oktanten in den dritten oder vierten tritt,
eine gewohnliche Tangente; tritt sie in den siebenten oder achten
Oktanten, so hat sie eine Wendetangente; tritt sie in den zweiten
Oktanten, oder in den ersten zurlck, so hat sie eine Schnabelspitze;
tritt sie in den flinften oder sechsten Oktanten, so hat sie eine Helle-
bardenspitze.

Wenn sin @ = 1, so bestimmen die Gleichungen fir n und  den
Schnitt der Tangentenflache mit der Normalebene der Ausgangskurve.

3. Schnitt der Tangentenflache mit einer die Binormale
enthaltenden Ebene.
Eine solche Ebene stellen wir dar durch die Gleichungen:

x="fl(t) + facose + Isin@) + CA, usw.

Die {-Achse fallt mit der Binormalen zusammen; der positive
Teil der &l-Achse bildet mit der positiven Halbtangente den Winkel ¢.

Fur den Schnitt der Ebene mit der Tangentenflache bestehen
die Gleichungen:

&l(acose + Ising) + (A = Afl+ hfl(t + At), usw.

Multiplizieren wir dieselben der Reihe nach mit asin @ — | cos @,
usw. und addieren sie, so folgt:

sin @ FaAfl + hafl*(t + At)} — cos {=IAfl + h> If1'(t + At)} = 0.

a) Unter der Voraussetzung sin @ = 0 ergibt diese Gleichung:

Far ¢ erhdlt man die Entwicklung:
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fur & folgt:

Die gestaltlichen Verhéltnisse der Schnittkurve sind hier dieselben,
wie unter 2.

b) FUr sin@ = 0 erhalten wir den Schnitt der rektifizierenden
Ebene der Ausgangskurve mit der Tangentenflache. Wir schreiben
hier & statt & und finden:

woraus sich die gestaltlichen Verhéltnisse der Schnittkurve leicht
erkennen lassen.

Im allgemeinen Fall, fur den vl =v2 = v3=1 ist, besitzt in dem
zu t gehdrenden Punkt die Schnittlinie der Tangentenflache mit der
Schmiegungsebene eine gewohnliche Tangente; die Schnittlinie mit
der Normalebene (Nr. 2, singp=I1) eine Hellebardenspitze und den
Krimmungshalbmesser Null; die Schnittlinie mit der rektifizierenden
Ebene eine Wendetangente. Der die Normalebene betreffende Teil
dieses Satzes ist bereits 1845 von de Saint-VVenant aufgestellt worden.
(Journal de I'Ecole Polytechnique. 30 Cahier. Bd. 18., S. 43.)

§ 18. Bemerkungen uUber die einschlagige Literatur
und Uber die Anwendung von homogenen Koordinaten.

Auf die moglichen acht Gestalten der Umgebung eines Kurven-
punktes machte zuerst Ch. v. Staudt in seiner ,,Geometrie der Lage*
(Nurnberg 1847, S. 113) aufmerksam. Chr. Wiener wurde dadurch
veranlalst, die acht Modelle von Raumkurvenformen anzufertigen,
die sich im Verlag von K. Schilling in Halle a. S. befinden. Neuere
Modelle im Verlage von B. G. Teubner in Leipzig rihren von
K. Wiener her. Eine Erlauterung uber die ersteren von Chr. Wiener
findet sich in der Zeitschrift der Mathematik und Physik, 25. Jahr-
gang 1880 S. 95. Man vergleiche die Darstellung bei F. Klein,
,»2Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie®,
(Leipzig 1902. S. 437.)

Im Jahre 1886 erschien die Leipziger Inauguraldissertation von
Henry B. Fine (auch im American Journal of Mathematics Bd. 8. 1886.
S. 156), in der die analytischen Bedingungen jener acht Mdglich-
keiten unter Benutzung von homogenen Koordinaten und Gral3-
mannsehen Methoden entwickelt wurden. Um die Ubereinstimmung
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jener Bedingungen mit den im § 16 S. 256 gefundenen darzutun, ist
ein kurzes Eingehen auf homogene Koordinaten notwendig.

Wir betrachten zunéchst, wie es auch Fine tut, die homogenen
Koordinaten der Punkte einer Raumkurve als proportional vier ge-
gebenen analytischen Funktionen einer Veranderlichen t und setzen:

X1:x2:x3:xt, = @1(t) : @2(t) : @3(1) : Q4(t).

Man kommt, wie mir scheint, auf die einfachste Weise zur
analytischen Darstellung der Kurventangente, wenn man sie als die
Achse des Buschels der Tangentialebenen auffat. Wir stellen den
Ebenenbuischel, dessen Achse durch die beiden Punkte P(1)(x1(1), x2(1),
x3(1), x4(1)) und P(2)(x1(2), x2(2), x3(2), x4(2)) bestimmt ist, durch die Deter-
minantengleichung:

X1 o) a1
X12) ) 8Y w

yl y2 y3 y4
x1 x2 X3 x4

dar, in der yl, y2, y3, y4 die Koordinaten eines nicht in der Achse
des Buschels liegenden, sonst aber beliebig zu wahlenden, Punktes (Q),
und x1, x2, x3, x4 die laufenden Koordinaten der Punkte der durch
P(L),PQ), Q bestimmten Ebene bedeuten.

Um den durch die Verhaltnisse:

x1(1): x2(2): x3(1): ¥4(L) = @1(t) : @2(t) : @3(t) : @4(t),
X1(2): x2(2): x3(2): %2 = @L(t+AL) : 2(t+AL) : @3((t+AL) : ei(t+AL)

festgelegten Ebenenbischel zu bestimmen, setzen wir zur Abkirzung:
Qi(t+AD) = al+ ailAt +ai2At2 + -
Wenn nun die Proportionen:

al0: a20:a30: ad0=aln: a2n:a3n:adn

bestehen, solange n !l ist, aber nicht fir n = ul + 1, erhalten wir
als Gleichung des Ebenenbuschels:

al0 a20 a30 ad0
alul+l a2ul+l a3ul+l a4 ul+l
yl y? y3 y
x1 X2 x3 x4

+ AAt+. .. =0.
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Der Ubergang zu At = 0 liefert die Gleichung des Biischels der
Tangentialebenen in der Form:

al0

yl
X1
Die Achse des Buschels, d. h. die Tangente der Kurve, ist somit
durch die beiden Punkte und bestimmt.
Wir konnen die Bedingung fir die Zahl ul auch in der Weise
ausdriicken, daB sie den groBRten Wert von n bedeuten soll, fir den
alle Unterdeterminanten zweiter Ordnung der matrix:

al0 a20 a30 a0
all a2l a3l a4l

) i a2n a3n adn
verschwinden.

Um zur Gleichung der Schmiegungsebene zu gelangen, lassen
wir zundchst den Punkt (yl1... mit dem Punkte (@l(t + At),. ..
zusammenfallen.

Wenn alle Unterdeterminanten dritter Ordnung der matrix:

al0 a20 a3l ad0

verschwinden, solange n w2 ist, aber nicht fir n =12 + 1, ergibt
sich als Gleichung unserer Ebene:

al0

+ BAt+ - =0.

x1
Der Ubergang zu lt= O liefert die Gleichung der Schmiegungs-
ebene in der Form:

al0

x1

Hiernach ist die Schmiegungsebene durch die Punkte (al0...),
bestimmt.
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Wir koénnen die Bedingung fur »2 auch in der Forderung aus-
driicken, daB w2 der groBte Wert von n sein soll, fir den alle Unter-
determinanten dritter Ordnung der matrix:

al0 a20 a30 ad0

verschwinden.
Wir gehen noch einen Schritt weiter und fragen, mit welcher
Potenz von At die Entwicklung der Determinante:

al0

PL(t+AL)
beginnt. Wenn die Determinante:

al0

verschwindet, solange n 13, aber nicht, wenn n=13+ 1, so be-
ginnt die Entwicklung offenbar mit der ul + w2 + u3 + 3ten Potenz
von At H. B. Fine nennt die Zahlen 1, n2, 13 die Grade des
Stationarseins des Kurvenpunktes, der Tangente und der Schmiegungs-
ebene, wobei aber zu bemerken ist, dal damit nichts Uber die geo-
metrische Beschaffenheit der Umgebung des Kurvenpunktes ausgesagt
wird, da sich diese Zahlen &ndern kdnnen, wenn man statt t eine
neue Veranderliche einflhrt.

Um den EinfluB jener Zahlen auf die Beschaffenheit der Um-
gebung des Kurvenpunktes festzustellen, kommt man an der Unter-
scheidung von zwei Richtungen in einer Strecke, wie bei Fine, oder
von zwei Seiten einer Ebene nicht vorbei. Wir wollen das letztere
durchfiihren und muassen zu diesem Zweck auf die Definition der
homogenen Koordinaten zuriickgehen.

Die Gleichungen der Seiten eines Tetraeders seien in der Normal-
form;

0allx + al2y+ al3z+ al4= 0,
a21x + a22y+ 023z+ a24= 0,
a31x + a32y+ a33z+ 034= 0,
041x + 042y+ a43z+ 044= 0,
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Die senkrechten Absténde eines Punktes (X, y, z) von den Seiten-
flachen des Tetraeders bezeichnen wir mit pl, p2, p3, p4, so daB:

0llx + al2y+ al3z+ ald = pl, USW.

Wenn die Hohen des Tetraeders mit hl,h2, h3, h4 bezeichnet wenden,
besteht bekanntlich die Beziehung:

(Vgl. z. B.W. Killing. Lehrbuch der analytischen Geometrie in homo-
genen Koordinaten. Zweiter Teil. Paderborn 1901. S. 12))
Verstehen wir unter al, 02, a3, o4 vier, von Null verschiedene,
aber sonst beliebig gewahlte, feste Zahlen, so werden die homo-
genen Koordinaten des Punktes (X, y. z) durch die Gleichungen:

Xl= oalpl x2=o0a2p2 B3=003p3 x4= cadp4

definiert, in denen o eine von Null verschiedene, sonst willklrliche
Zahl bedeutet. Jeder Punkt besitzt demnach einfach unendlich viele
Systeme von homogenen Koordinaten. Lege ich blol3 die VVerhéalt-
nisse dieser Koordinaten fest, wie etwa durch:

X1 x2: x3x4=12 :1:5: 3,
so laRt sich damit wohl entscheiden, ob der entsprechende Punkt in
einer durch eine Gleichung von der Form:
alxl + a2x2 + a3x3+ a4x4 =0

gegebenen Ebene liegt oder nicht; ob aber zwei, nicht in der Ebene
befindliche Punkte auf derselben Seite oder auf entgegengesetzten Seiten
der Ebene liegen, laBt sich nur durch den hier sehr umstandlichen
Ubergang zu rechtwinkligen Koordinaten entscheiden. Einfacher wird
dieser Ubergang, wenn die homogenen Koordinaten durch Glei-
chungen, wie etwa:

x1=2, x2=1, x3=5, x4=3

bestimmt sind, da jetzt die Bestimmung des Proportionalitatsfaktors B
mit Hilfe der Beziehung:

moglich wird. Sind die homogenen Koordinaten zweier, nicht in der
durch die Beziehung:

alxl +a2x2 +a3x3+a4x4=0
festgelegten Ebene befindlicher Punkte P* und P" durch die Gleichungen:
xl=x11 x2 =1 x3 =1 XE&qq
x1=x12 x2=x22 x3=x32 x4=x42
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gegeben, so bezeichnen wir die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte
P' und P" mit x', y', z' und x", y", z", die ihnen entsprechenden
Werte von ¢ mit ¢' und ¢". Dann ist:

xll = o' al(allx' + 012y’ + al3z'+ ald),

x12 = ¢" al(allx" + al2y''+ al3z"+ ald),
Zur Abkirzung sei:

(n=1...4)

Es ergibt sich dann:

lieraus folgt, dal3 die durch die homogenen Koordinaten
(x11...x41), (x12...x42) gegebenen Punkte auf derselben Seite
oder auf entgegengesetzten Seiten der durch die Gleichung:

bestimmten Ebene liegen, je nachdem die Ausdriicke

und

dieselben oder entgegengesetzte Vorzeichen besitzen.

Es sei nun eine Kurve in homogenen Koordinaten durch die
Gleichungen:

L= @L(t), x2=g2(1) X3 = @3(t) X4 =04(t)

gegeben. Wir nehmen an, daR den Werten t0...tl von t lauter im
Endlichen liegende Kurvenpunkte entsprechen. Die zu diesen Werten
von t gehdrenden Proportionalitatsfaktoren ¢ werden dargestellt durch
die Werte einer Funktion o(t) von t, die durch die Gleichung:

bestimmt ist. Da die betrachteten Kurvenpunkte alle im Endlichen
liegen, kann o(t) an keiner Stelle des Intervalls t0 .. . tt verschwinden;
es behalt also langs dieses Intervalls sein A"orzeichen bei.
Legen wir nun durch den zu t gehdrenden Punkt eine Ebene
mit der Gleichung:
alxl + a2x? + a3x3 + adx4é = 0,
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so befinden sich die beiden Punkte mit den homogenen Koordinaten
QL(t + At)... @4(t + At) und @1(t + At)... 4(t + At) auf derselben
Seite oder auf verschiedenen Seiten der Ebene, je nachdem

und

gleiche oder verschiedene Vorzeichen besitzen.

Wir haben oben aufler dem dem Werte t entsprechenden Punkt
PO(all ... a40) noch drei weitere wesentliche Punkte kennen gelernt,
namlich den Punkt den Punkt

und den Punkt Diese
Punkte sehen wir als die Ecken eines letraeders an, das wir das
begleitende Tetraeder nennen kdnnen. Im Punkte P0 schneiden
sich die durch POP2P3 bestimmte Ebene E1, die durch POP1P3 be-
stimmte Ebene P2, und die durch POP1P? bestimmte Ebene Es3,
welch letztere mit der Schmiegungsebene zusammenféllt.

Die Gleichung der Ebene E! ist:

all

x1

Far x1= o@l(t + At) usw. beginnt die Entwicklung der linken
Seite dieser Gleichung mit der (u1+ l)ten Potenz von At. Bei un-
geradem ul besitzt die Kurve an der betrachteten Stelle eine Spitze.

Die Gleichung der Ebene E2 ist:

al0

x1

Fiur xl= @l(t + At) usw. beginnt die Entwicklung der vor-
stehenden Determinante mit der (ul + u2 + 2)ten Potenz von At. Die
Ebene E? wird von der Kurve geschnitten oder nicht, je nachdem
ul + w2 ungerade oder gerade ist.

Die Gleichung der Ebene Es ist:

al0

x1
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Fir xtl=e@l(t +A) usw. beginnt die Entwicklung der vor-
stehenden Determinante mit der (k! + w2 + 13 + 3)ten Potenz von At
Die Schmiegungsebene wird von der Kurve geschnitten oder nicht,
je nachdem ul + n2 + 3 gerade oder ungerade ist.

Um den Zusammenhang zwischen den Zahlen ul, »#2, 3 und den
Zahlen v1, v2, vs herzustellen, nehmen wir zur Abkirzung:

aifl(t) + ai2 f2(i) +ai3 f3(t) + ai4=pi(t) (=1, 2, 3, 4)
Da die Koordinaten xx ... xi den Werten aipi(t) proportional
sind, kénnen wir in den S. 263 benutzten Bezeichnungen:
aipi (t + At) = ail + ail At + -
setzen. Aber man hat:

so daR die Koeffizienten gleich Null sind.
Bestdnden die Proportionen:

so mufte pi(t) proportional sein, und damit muften, wenn g
einen Proportionalitatsfaktor bedeutet, die Gleichungen:

erfillt sein, was unmdglich ist, da die Determinante der Koeffizienten
anm nicht verschwindet. Wir erhalten daher vi=ul+ 1
Die Determinanten dritter Ordnung der Matrix:

all a20 a30 ad0

verschwinden, solange n<<v2. Waren sie auch fir n = v2 gleich
Null, so bestanden Darstellungen von der Form:

was sich auf demselben Wege wie vorhin als unmdglich erweist,
somit v2=m + 1.
Die Determinante:
al0
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verschwindet, solange n <v3. Fir n = v3 ist sie gleich dem Produkt
der Determinante der Koeffizienten onm in die S. 249 definierte
Determinante 1) und damit von Null verschieden. Wir erhalten
also i=w3+ 1

Im weiteren Verfolge der Literatur ist das Buch von G. Peano
zu erwdhnen , Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale®.
Torino 1887, in dem S. 98 die Bedeutung der Zahlen vi, v2, V3
(von Peano p, g, r genannt) fir die Gestalt der Umgebung eines
Kurvenpunktes dargetan wurde.

C. F. E. Bjorling behandelte 1890 im Archiv der Mathematik und
Physik (zweite Reihe Bd. 8, S. 88) Raumkurvensingularitdten eben-
falls unter Benutzung der Zahlen v1, v2, v3, deren Bestimmung
ebensowenig mitgeteilt wird, wie die der Anfangsglieder der benutzten
Reihen.

Das Verhalten der zweiten Krimmung vor und nach einem
auBergewdhnlichen Punkte der Abbildung einer Raumkurve auf die
t-Gerade untersuchte 1895 O. Staude in mehreren einzelnen Féllen.
(American Journal of Mathematics Bd. 17 S. 359.) Seine Ergebnisse
stimmen mit den in diesen Féllen aus unserer Entwicklung von
r(t+At) S. 251 flieRenden Uberein.

Fast gleichzeitig mit der Arbeit von Staude erschien eine Arbeit
von A. Meder (Journal fir die reine und angewandte Mathematik,
Bd. 116. 1896. S.50 und S. 247), in der sowohl die Gestalt der
Umgebung eines auBergewohnlichen Punktes, wie das Verhalten der
ersten und zweiten Krimmung in einem solchen analytisch unter-
sucht wird. Allein die von A. Meder gefundenen Bedingungen liefern
nicht unmittelbar die Bestimmung der Zahlen v1,v2,v3, durch die
Ableitungen der Koordinaten; auch ist der Wert der ersten oder der
zweiten Krimmung, falls er in einem aufergewéhnlichen Punkt end-
lich und von Null verschieden ist, aus den Mederschen Gleichungen
nicht ohne weiteres zu entnehmen.

1897 bestimmte E. Wolffing unter Benutzung der von C. Bjor-
ling aufgestellten Reihen die erste und zweite Krimmung einer
Raumkurve in einem auflergewdhnlichen Punkt. (Archiv der Mathern,
u. Phys. (2) Bd. 15. 1897. S. 145)

Dieselbe Frage wurde 1901 von C. Burali-Forti behandelt.
(Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino. Vol. 36. S. 935.)
Burali-Forti falt die Ausdricke, die sich an einer gewdhnlichen
Stelle der Kurve fiir o und r ergeben, als Grenzwerte gewisser geo-
metrischer GréRen auf und verallgemeinert das auf auflergewodhnliche
Punkte. Den Werten t und t+At mdgen die Kurvenpunkte P und
P! entsprechen. Die MaRzahl der Entfernung beider Punkte werde
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mit dl, die MaBzahl des senkrechten Abstandes des Punktes P! von
der in P berlhrenden Tangente werde mit d2, die positiv oder negativ
genommene MalBzahl des senkrechten Abstandes des Punktes Pl von
der in P berlihrenden Schmiegungsebene werde mit d3 bezeichnet.
An einer gewohnlichen Stelle der Abbildung der Kurve auf die
s-Gerade hat man:

Wir erhalten bei positivem As:

somit:

Wendet man diese Grenzgleichungen mit Burali-Forti auch auf
die Umgebung eines auBergewdhnlichen Punktes an, so ergibt sich
bei positivem At:

Daher hat man zunéchst:

Der Grenzwert von fur At =0 zeigt also dasselbe Verhalten,

wie es nach S. 248 fur den Grenzwert von Q(t+ATt) stattfindet.
Ferner ergibt sich:

Der Grenzwert der rechten Seite dieser Gleichung zeigt fir
v1l=>-v3 und fir vl <v3 dasselbe Verhalten, wie der Grenzwert von
r(t+At) S. 251. Aber fur vli=v3 weichen beide Grenzwerte von-
einander ab. Der erstere wird gleich:
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wahrend der letztere gleich:

wird. Fdr vl =wv2=v3 sind beide Grenzwerte einander gleich. Eine
bestandige Ubereinstimmung wiirde sich ergeben, wenn man r durch
die Grenzgleichung:

definierte.

I1l1. Einzelheiten aus der Theorie der Raumkurven.

§ 19 Filarevolventen. Planevolventen.

Es liegt nahe, sowohl die orthogonalen Trajektorien der Tangenten
(Filarevolventen), wie die der Schmiegungsebenen (Planevol-
venten) einer Raumkurve aufzusuchen, zwei Aufgaben, die bereits
in den ersten Anfangen der Kurventheorie behandelt wurden.

1. Filarevolventen. Wir konnen die Koordinaten einer die
Tangenten einer gegebenen Kurve schneidenden Kurve in der Form
darstellen:

X = gl(s) + h(s)gl'(s), usw.

Damit die Kurve die Tangenten senkrecht schneide, muR:

sein, d. h.:
h(s) =1 -5,

wo T eine Konstante bedeutet.

Eine Filarevolvente kann also durch Abwickelung eines
auf die Ausgangskurve gelegten Fadens erzeugt werden.

Wir beschrénken die Veranderliche s auf ein Wertintervall sO... s,
in welchem nur gewohnliche Punkte vorkommen, und nehmen t > g,
so daR Tt — s positiv ausfallt, und @ endlich und von Null ver-
schieden ist.

Aus den Gleichungen:

folgt, daR die Tangente der Filarevolvente der Haupt-
normale der Ausgangskurve parallel ist.

Bezeichnen wir die Bogenldnge der Filarevolvente mit ¢ und
betrachten sie als mit wachsendem s wachsend, so ergibt sich:

und damit:
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Die Hauptnormale der Filarevolvente ist daher sowohl
zu der rektifizierenden Kante, wie zu der Hauptnormale
der Ausgangskurve senkrecht.

Die Richtungskosinus der Binormale der Filarevolvente sind:

d. h. die Binormale der Filarevolvente ist parallel der rekti-
fizierenden Kante der Ausgangskurve.
Die erste Krummung der Filarevolvente ist gleich:

die zweite ist gleich:

Wir sehen, daB bei konstantem die zweite Krimmung ver-

schwindet. Dies liefert nach § 7 S. 214 den Satz: Die Filarevol-
venten der isogonalen Trajektorien der Erzeugenden einer
Zylinderflache sind ebene Kurven.

Wir wollen diesen Satz direkt herleiten, um eine weitere Eigen-
schaft der betrachteten Evolventen darzulegen.

Die gegebene Kurve (x=gl(s), y = g2(s), z = g3(s)) befinde sich
auf einem Zylinder, dessen Erzeugende der z-Achse parallel seien,
und schneide die Erzeugenden unter konstantem Winkel. Dann muf
03'(s) konstant sein. Legen wir die X, y-Ebene so, dal sie die Kurve
schneidet, so wird dieser Schnittpunkt der natirliche Anfangspunkt
fur die Bogenlange sein, die wir als mit wachsendem z wachsend
betrachten wollen. Unter dieser Annahme ist:

g3(s) =cs,
wo ¢ eine positive Konstante bedeutet.
Die Gleichungen der Filarevolventen werden:

x=g1(s) + (1-s)g1'(s)
y=g2(s) + (1 -s)g2'(s)
z=T1C
die Evolventen liegen daher in Ebenen, die zu den Er-
zeugenden des Zylinders senkrecht sind.

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 18
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Die Bogenlange der senkrechten Projektion der Ausgangskurve
auf die x, y-Ebene bezeichnen wir mit al. Wir lassen ihren Null-
punkt mit dem von s zusammenfallen und betrachten sie als mit
wachsendem s wachsend. Man hat dann:

Die Richtungskosinus der positiven Halbtangenten der Pro-
jektion sind:

folglich lassen sich die Gleichungen der Filarevolventen in der Form
schreiben:

Z = TC.

Dies zeigt, daR die Filarevolventen der gegebenen Kurve
den Evolventen ihrer senkrechten Projektion auf die
X, y-Ebene kongruent sind.

Die Filarevolventen einer gewohnlichen Schraubenlinie sind Kreis-
evolventen. Ein weiteres Beispiel wird im § 20 S. 281 behandelt.

Die Entwickelungen im § 10 S. 228 lehren, dal} jede Raumkurve
eine Filarevolvente der Gratlinien aller abwickelbaren
Normalenflachen ist, die durch die Kurve gelegt werden
konnen.

2. Planevolventen. Die Gleichungen:
X = gl(s) + @1(s)a + @2(s)1 usw.

stellen eine Durchdringungskurve der Schmiegungsebenen der durch
x=91(s), Y=02(s) z =g3(s) gegebenen Kurve dar. Die Zahlen
@1(s), @2(s) sind die Koordinaten des Schnittpunktes der Durch-
dringungskurve mit der zu s gehérenden Schmiegungsebene der ge-
gebenen Kurve hinsichtlich des Achsenkreuzes der Tangente und
Hauptnormale.

Wir erhalten:

usw.

Damit die Tangente der Durchdringungskurve parallel der Bi-
normale der gegebenen Kurve sei, missen die Bedingungen:

bestehen. Die Elimination von ¢. aus denselben ergibt:

22" + pE'ep2 + @2 — p = 0.
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Fuhren wir die durch die Integralgleichung:

bestimmte Verédnderliche ff, d. h. die Bogenldnge des sphérischen
Bildes der Tangenten der gegebenen Kurve als unabhangige Ver-
&nderliche ein, so erhalten wir:

Daher nimmt unsere Differentialgleichung die Gestalt an:

wir haben es also mit einer nichthomogenen Differentialgleichung
zweiter Ordnung zu tun. Nach der Integrationsregel fiir eine solche
ist zuerst das Integral der entsprechenden homogenen Differential-
gleichung, namlich:

aufzusuchen. Dasselbe wird durch die Gleichung:
@2 =2¢& cosd + &sind

geliefert. Es stellt das Integral der zu lésenden Differentialgleichung
dar, wenn & und & derart als Funktionen von s bestimmt werden,
daR die Bedingungen:

bestehen.
Wir erhalten:

g =-fosingd9 = - fsinods,

{1l = -_[Q cos 9 do = -Icosﬁds,

so daR:
@2 = — cos stin 9ds + sin SIcosﬁds.
Die Gleichung:
. 91 = -Qp2'
ergibt:

oL= - sinS_fsinSds— cos-S_I-cosSds.
18
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Die Gleichungen der Planevolventen sind demnach die folgenden:
X =gl(s) — (asind +Icos§)_rsin8ds—(ac058 +Isin8)_fcos§ds, usw.

Da jedes der beiden hier auftretenden Integrale eine willkirliche
Konstante, also einen Parameter, enthalt, so gehort zu jeder Raum-
kurve eine doppelt unendliche Schar von Planevolventen, die ihrer-
seits eine doppelt unendliche Schar von Parallelkurven bilden.

Jede Raumkurve ist eine orthogonale Trajektorie ihrer Normal-
ebenen, somit eine Planevolvente des Ortes der Mittelpunkte ihrer
Schmiegungskugeln.

Die Tangente einer Planevolvente ist parallel der
Binormale, ihre Hauptnormale ist parallel der Haupt-
normale, ihre Binormale ist parallel der Tangente der
Ausgangskurve in dem entsprechenden Punkt.

Ein Fall, in dem die in den Gleichungen der Planevolventen
auftretenden Integrale sofort berechenbar sind, ist der Fall g = const.,
in welchem der Ort der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln mit
dem Ort der Mittelpunkte der ersten Krimmung zusammenféllt.
Setzen wir:

so kdénnen wir  gleich ¢s nehmen. Alsdann wird:

und es folgt:

usw.

Der Ort der Mittelpunkte der ersten Krimmung ist hier eine
Planevolvente und entspricht der Wahl cl =c2 = 0.

§ 20. Kurven eines linearen Komplexes.

Mit diesem Namen pflegt man die Kurven zu bezeichnen, deren
Tangenten einem linearen Komplex angehdren. Bedeuten a0, 0, y0
die Richtungskosinus einer Geraden, X, y, z die Koordinaten eines
beliebigen Punktes der Geraden, so nennt man die Gesamtheit aller
Geraden, bei denen die genannten Bestimmungsstiicke einer Gleichung
von der Form:

BzCy + D)ol + (Cx —Az + E)B0 + (AYy — Bx+ F)y0 =0

in der A, B, C, D, E, F Konstante bedeuten, genligen, einen linearen
Komplex von Geraden (vgl. § 33). Wenn die Tangenten einer Kurve
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(x =gi(s), y = g2(s), z =g3(s)) einem linearen Komplex angehéren,
mul fir jedes s eine Gleichung von der Form:

(Bgd — (@ D)yl' + (Cgl-Ag3+ E)g2 + (Ag2 —Bgl+F)g@3 =0

bestehen. Die ersten Arbeiten Gber Kurven eines linearen Komplexes
durften von S. Lie herrihren (s. ,,Geometrie der Berihrungstrans-
formationen* von S. Lie und G. Scheffers, Leipzig 1896, S. 230).
Es folgten die Arbeit von E. Picard (Annales scientif. de I'Ecole
Norm sup. 2, Bd. 6, 1877, S. 229) und eine Note von P. Appell
(Archiv der Mathern, u. Physik, Bd. 60, 1877, S. 274). Die Bedingung,
unter der eine Kurve eines linearen Komplexes vorliegt, ergibt sich,
wenn man die vorige Gleichung fiinfmal differenziert und die Kon-
stanten A ... F eliminiert. Sie wurde zuerst von E. Halpheén auf-
gestellt (Journal de I'Ecole polytechn., Cahier 47, Bd. 28, 1880, S. 6)
und enthalt die Ableitungen der Koordinaten bis zur sechsten Ordnung
einschlieflich.  Wir werden unter Anwendung der Frenetschen
Formeln zeigen, daB man zur Entscheidung dariiber, ob die Tangenten
einer Kurve einem linearen Komplex angehéren oder nicht, nur die
Ableitungen der Koordinaten bis zur funften Ordnung einschlieRlich
notig hat. Wir differenzieren die Ausgangsgleichung zweimal nach s
und erhalten das System:

(Bg3 - Cg2 + D)a + (Cgl - Ag3 + E)B + (Ag2 - Bgl + F)y =0,
(Bg3 - Cg2+ D)l +(Cgl-Ag3+E)m+ (Ag2-Bgl + F)y =0,
(Bg3 - Cg2 + D)A +(Cgl-Ag3+E)u + (Ag2 - Bgl + F)v
=r(A\+ By + Cv)
oder:
Bg3 — Cg2 + D = rA (AN + By + Cv),
(1) Cagl — Agd + E = ru(AN + Bu + Cv),

Agl — Bgl + F= rv(AA + By + Cv),

Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit A, B, C
und addieren sie, so folgt:

2) AD + BE + CF= rr(A\ + By + Cv)2

Wenn AD + BE + CF gleich Null ist, so nennt man den
Komplex einen speziellen. Ein solcher besteht aus den sé&mtlichen
Treffgeraden einer festen Geraden. Jede ebene Kurve ist eine Kurve
von allen speziellen Komplexen, bei denen die feste Gerade (Achse)
in der Ebene der Kurve liegt. Eine nicht ebene Kurve kann nicht
eine Kurve eines speziellen Komplexes sein. Denn die Gleichung:

AN +Bu+Cv=0
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zége hier die Gleichung:
Al +Bm+ Cn=0
sowie:
Ao+ BB +Cy=0
nach sich, so daR A, B, C zugleich verschwinden miBten, Dann
wurde sich die Ausgangsgleichung auf

Da+ER+Fy=0
beschréanken, aus der durch Integration:
Dg! + Eg2 + Fg3 = const.

hervorgeht, wonach die Kurve entgegen der VVoraussetzung eine ebene
Kurve ware.

Wir miussen also die Zahl AD + BE + CF als von Null ver-
schieden betrachten. Dann kénnen die Ausdricke:

Bg3 - Cg2+D Cgl-Ag3+E, Ag2-Bgl+F
nicht zugleich verschwinden, und aus den Gleichungen (1) folgt:
Ag:v=Bg3 - Cg2+D:Cgl-Ag3+E:Ag2-Bgl+F

Hieraus ergibt sich unmittelbar der Liesche Satz, dal alle
durch denselben Punkt gehenden Kurven ein und desselben
Komplexes in diesem Punkt dieselbe Schmiegungsebene
besitzen.

Die Gleichung (2) zeigt sodann den weiteren Lieschen Satz,
da alle durch denselben Punkt gehenden Kurven ein und
desselben Komplexes in diesem Punkt dieselbe zweite
Krimmung besitzen.

Wir konnen dies auch direkt zeigen, indem wir aus dem
System (1) die Folgerung:

> (Bg3 - Cg2 + D)2 = r2(AX + Bu + Cv)2
ziehen, aus der sich mittels der Gleichung (2):

ergibt. Dieser Ausdruck von r lehrt, daf3 die zweite Krimmung einer
Komplexkurve an einem im Endlichen liegenden Punkt auch
stets einen endlichen, von Null verschiedenen Wert besitzt.
Um die gesuchte Bedingung abzuleiten, setzen wir:
Aa + BR + Cy = S],
Al + Bm + Cn = S2,
AN + By + Cv = S3
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Differenzieren wir die Gleichungen (1) nach s, so folgt:

Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit A, py, v
und addieren sie, so findet sich:

folglich:

oder:

Unter Bericksichtigung der Gleichungen:

S+ 820+ S3= Al + Bl + Cl

AD + BE+CF=r$®
ergibt sich:

Die gesuchte Bedingung besteht also darin, dall der
Ausdruck:

einer von Null verschiedenen Konstanten gleich sein mugi.

Um eine Form unserer Bedingung zu erhalten, die der Halphén-
schen entspricht, setzen wir die Ableitung des obigen Ausdruckes
gleich Null. Zur Abkirzung werde:

genommen. Man hat dann:

und die gesuchte Ableitung nimmt die Gestalt an:

Wirde ¢ verschwinden, so miRte S! verschwinden, und das ist
nur bei einer ebenen Kurve moglich. Wir konnen somit die
Bedingung, unter der die Tangenten einer Kurve einem
linearen Komplex angehoren, auch in der Form:

aussprechen.
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Ist diese Bedingung erfullt, so laRt sich der lineare Komplex
dem die Tangenten der Kurve angehdren, leicht bestimmen.
Wir setzen:

wo jetzt k eine Konstante bedeutet.
Aus den Gleichungen:

Ad+ BB+ Cy= S]

folgt:

Die Gleichungen (1) liefern jetzt unmittelbar die Werte von

und

Damit ist der gesuchte lineare Komplex vollig bestimmt, denn er
andert sich nicht, wenn die Zahlen A ... F mit einem Faktor multi-
pliziert werden.

Das einfachste Beispiel von Kurven eines linearen Komplexes
bieten die gewohnlichen Schraubenlinien dar. Hier ist sowohl p wie r
konstant, also auch 6. Nehmen wir als Gleichungen einer gewohn-
lichen Schraubenlinie die folgenden:

X=pcost, y=psint, Z=qt,
so ergibt sich:

Sowohl A wie B verschwinden. Man darf daher C gleich Eins
nehmen. Dann folgt:
D=0, E=0 F=k.
Ein weiteres Beispiel liefern die algebraischen Raumkurven dritter
Ordnung. Indem wir in betreff des allgemeinen Beweises dieser Be-
hauptung auf die Darstellung in den ,,Vorlesungen Uber Geometrie
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unter besonderer Benutzung der Vortrdage von A. Clebsch, be-
arbeitet von F. Lindemann, Bd. 2, Teil 1, Leipzig 1891, S. 242"
verweisen, betrachten wir die besondere Kurve dritter Ordnung, die
durch die Gleichungen:

X =1,

dargestellt wird. Wenn die Bogenladnge der Kurve als mit wachsendem t
wachsend angesehen wird, ergibt sich:

A=0, B=0, c=1, D=0 E=0 F=-1=k

Die betrachtete Kurve hat infolge der Gleichung die

Eigenschaft, eine isogonale Trajektone der Erzeugenden eines Zylinders
zu sein. Die Richtungskosinus dieser Erzeugenden, oder mit anderen
Worten, die Richtungskosinus der rektifizierenden Kanten der Kurve
sind:

Fuhren wir ein u, v, w-System mit Hilfe der Gleichungen:
y=yv

ein, so werden die Gleichungen der Kurve die folgenden:
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Die Gleichungen der Filarevolventen der Kurve sind:

Diese Filarevolventen sind die Evolventen der senkrechten Pro-
jektion der Kurve auf die u, v-Ebene, somit die Evolventen der durch
die Gleichung:

dargestellten Kurve dritter Ordnung.

§ 21. Eine Untersuchung von G. Koenigs.

Die Aufgabe, einer gegebenen Kurve eine zweite so
zuzuordnen, dal 1. jedem Punkt (P) der ersten ein
Punkt (Pl) der zweiten entspricht, und 2. der Punkt (Pl)
in der zu (P) gehdrenden Schmiegungsebene der ersten
Kurve, der Punkt (P) in der zu (Pl) gehdrenden Schmie-
gungsebene der zweiten Kurve liegt, ist von G. Koenigs
gelést worden (American Journal of Mathematics, Bd. 19, 1897, S. 259),
und zwar unter Anwendung homogener Koordinaten. Wir wollen
die Losung unserer Aufgabe mit rechtwinkligen Koordinaten durch-
fihren, damit die Rolle, welche hier die beiden Krimmungen der
gegebenen Kurve spielen, bertcksichtigt werde; wir bemerken aber
ausdriicklich, daR die Uberwindung der in der Aufgabe liegenden
Schwierigkeit von G. Koenigs herriihrt.

Zunachst haben wir eine Hilfsbetrachtung nétig, um die vierten
Ableitungen der Koordinaten nach der Bogenldnge durch die drei
ersten auszudriicken. Aus der Gleichung:

folgt:
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Driicken wir hierin a, I, A durch die drei ersten Ableitungen
von X nach s aus, so ergibt sich eine Beziehung von der Form:

Wo:

Verstehen wir nun unter tl und t2 zwei Funktionen von s, so
stellen die Gleichungen:

die Koordinaten einer Kurve dar, bei welcher der zu s gehérende Punkt
in der Schmiegungsebene des zu s gehdrenden Punktes (x,y, z) der
gegebenen Kurve liegt. Soll der Punkt (x, Y, z) in der zu dem Punkte
(& n, & gehdrenden Schmiegungsebene der zweiten Kurve liegen, so
mufl3 es zwei Funktionen Tl und T von s derart geben, daf:

usw.

Setzen wir hierin den obigen Ausdruck fir & ein, so folgt:

Aber ist, wie wir sahen, linear und homogen in
Da die vorige Gleichung besteht, wenn x durch y oder z ersetzt wird,
S0 miussen, nachdem durch ausgedriickt ist, die Koeffi-

zienten von verschwinden. Dies liefert die Gleichungen:
tl + t1(1 +tl") + 12t1" — 4P31212 =0,

t1 + TI(tL +t1') + 12(1 +2t1' ') — 6P212t2 = 0,
Tt + T2t + 2t2) — 4P1120 = 0.



284 Zweiter Teil. Kurven im Raum.

Die Elimination von tl und T2 ergibt:
122t1" —4P3t2) — t2(1 + t1')(t1 + 2t2' — 4P1t2)
+ t1(tl + t2) (tL + 2t2' - 4P1t2)
—t2(1 +2t2' + ' — 6P212) =0,

oder, da das Glied -t1t2(l + t1) zweimal auftritt:
t22(t1" - 4P3t2) - t2(1 + t1)(2t1 + 2t2' - 4P1t2)
+t1(tl + t2') (t1 + 2t2' - 4P1t2)
— th2(t"+ ©2" — 6P2t2) = 0.

Wir fihren nun eine Hilfsfunktion T von s ein, welche durch
die Differentialgleichung:

definiert sei. Dann ergibt sich:

somit:
ti(tl + t2') (tl + 22 — 4P1t2) - tl t2 (tI' + t2)

Da:

so nimmt unsere Bedingung die Form an:

Setzt man jetzt:

oder:
so folgt:
wodurch unsere Bedingung in:

9- 2P3t21 — (Pl' + 2P — 3P)tlt =0
Ubergeht. Aber:
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folglich:

Unter Benutzung der fur P1, P2, P} aufgestellten Ausdriicke
findet man:

Der Ausdruck:

werde, wie fruher S. 279, mit ¢ bezeichnet. Ferner folgt:

Wenn wir also:

setzen, gewinnt unsere Bedingung die Gestalt:

Es sind zwei Félle zu unterscheiden.

Erstens: ol= 0, d. h. die Tangenten der Kurve gehdren einem
linearen Komplex an. Hier setzen wir t2t gleich einer willkirlich
gewahlten Funktion von s, etwa U(s), und erhalten:

it = 2PIU—U', —T=%(2Pl'U+ 2P1U’' — U") - 9,

so daf tl und t2 mit Hilfe der willkirrlich zu wahlenden Funktion U
dargestellt sind.

Zweitens: ol 0. Hier bezeichnen wir wieder eine willkirlich
gewdhlte Funktion mit U(s) und setzen:

Dann folgt:
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woraus sich tl und t2 unmittelbar bestimmen lassen.

So wichtig das in den vorstehenden Formeln ausgedriickte
Koenigssche Ergebnis an sich ist, indem es einerseits zeigt, dal
die Loésung unserer Aufgabe keine Integrationen erfordert, und
anderseits, dafl der Umstand, ob die Tangenten der gegebenen Kurve
einem linearen Komplex angehéren oder nicht, von EinfluR auf die
Losung ist, durfen wir uns doch nicht die geringe Brauchbarkeit der
Loésung verhehlen, wenn die Aufgabe durch weitere Forderungen
eingeschrankt wird, wie z. B. die der Unveranderlichkeit des Abstandes
der Punkte (X, y, z) und (&, n, ), oder des Winkels, den dieser Ab-
stand mit der Hauptnormale der gegebenen Kurve bildet. Einen
Fall, in dem die Koenigsschen Formeln zum Ziele fihren, werden
wir im folgenden Paragraphen kennen lernen.

§ 22. Bertrandsche Kurven.

J. Bertrand kam bei Gelegenheit einer flachentheoretischen
Untersuchung auf die Frage, unter welchen Umstanden die
Hauptnormalen einer Kurve zugleich die Hauptnormalen
einer zweiten Kurve sein koénnen (Journal de Mathematiques,
Bd. 15, 1850, S. 343). Er fand unter Benutzung flachentheoretischer
Hilfsmittel, dal der fragliche Fall nur eintreten kann, wenn die erste
und zweite Krimmung einer Kurve durch eine Beziehung von der
Form:

verbunden sind, in der u und v Konstante bedeuten. Die zweite
Kurve wird dann durch die Gleichungen:

E=x+ul, n=y+um, Z=z+un

festgelegt.

Wir leiten diesen Satz zuerst mit Hilfe der im vorigen Para-
graphen gefundenen Formeln ab. Soll der Punkt (& n, ) auf der
zum Punkt (X, y, z) gehdrenden Hauptnormale liegen, so muR
gleich Null sein. Damit die Verbindungsstrecke zwischen beiden
Punkten in der Hauptnormale der zugeordneten Kurve liege, muf
die Tangente der zugeordneten Kurve senkrecht zu der Verbindungs-
strecke sein, d. h.
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Nun ist:
somit:

Die Gleichung:
ergibt:

2 = up,
wo u eine Konstante bedeutet.
Die in den Koenigssehen Formeln auftretende Funktion U(s)
muB derartig bestimmt werden, dal die Gleichungen tl =0 und t2=uQ
erfillt sind. Wir fiihren dies nur unter der Voraussetzung ol 0

durch, da der Fall ¢l == 0 ganz entsprechend behandelt werden kann.
Die Bedingung tl = 0 ergibt:

Es sei ¢ gleich + 1 oder gleich — 1, je nachdem r positiv oder
negativ ausfdllt. Dann liefert die Integration der vorstehenden
Gleichung:

wo ¢ eine Konstante bedeutet. Da Tt gleich 9 wird, so ergibt die
Gleichung fur t2r.

oder:

Differenziert man diese Gleichung nach s und setzt fir V den
obigen, fur ol den S. 285 angegebenen Ausdruck ein, so folgt nach
einigen Vereinfachungen:

oder:
d. h.

oder:

wenn v eine Konstante bedeutet.
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Um dies Ergebnis ohne Benutzung der Koenigs sehen Formeln
abzuleiten, stellen wir eine die Hauptnormalen der angenommenen
Kurve schneidende Kurve durch die Gleichungen dar:

E=x+ul, n=y+um, (=z+un.
Dann ist:

Damit die Tangente der zweiten Kurve senkrecht zur Haupt-
normale der ersten sei, mul u konstant sein. Die Bogenldnge der
zweiten Kurve bezeichnen wir mit ¢ und erhalten weiter, wenn sie
als mit wachsendem s wachsend betrachtet wird:

Damit die Hauptnormale der zweiten Kurve mit der der ersten
Zusammenfalle, missen die Koeffizienten von a und A in dieser

Gleichung verschwinden. Der Koeffizient von a im Z&hler von
ist gleich:

der von A ist gleich:

daher:

oder:

Die Integration dieser Gleichung ergibt:

oder:
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wo v eine Konstante bedeutet. Ist diese Bedingung erftllt, und ist
¢ gleich + 1 oder gleich — 1, je nachdem r 0, so folgt:

Die Richtungskosinus der Tangente, der Haupt- und Binormale
der Kurve (&, n, 0 sollen mit al, 1 y1, I, ml, nl; AL pl, vl bezeichnet

werden, ihre erste und zweite Krimmung mit

Wenn nun ¢l gleich + 1 oder gleich — 1 ist, je nachdem vr — ug
positiv oder negativ ausfallt, so wird:

Aus diesen Gleichungen folgt der P. Serretsche Satz, dall ent-
sprechende Tangenten und entsprechende Schmiegungs-
ebenen beider Kurven einen konstanten Winkel miteinander
bilden (Theorie nouvelle geometrique et mecanique des lignes & double
courbure, Paris 1860, S. 109), ferner der Schellsche Satz, daR das
Produkt der zweiten Krimmungen beider Kurven konstant
ist (Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krimmung. Leipzig,
1. Aufl. 1859, S. 76, 2. Aufl. 1898, S. 110), endlich der A. Mann-
heimsche Satz, dall das Doppelverhéltnis entsprechender
Punkte beider Kurven und der zugehoérigen Mittelpunkte
der ersten Krimmungen konstant ist (Comptes rendus de I'Acad.
des sciences, Paris 1877, Bd. 85, S. 212). Zum Beweise des letzteren
Satzes bemerken wir, daB man fur die Koordinaten des Mittelpunktes
der ersten Krimmung der Kurve (&, n, ) die Gleichungen hat:

usw.

Das fragliche Doppelverhéltnis wird daher gleich:

da:

Die Kurven von konstanter erster Krimmung gehdren zu den
Bertrandsehen Kurven und entsprechen der Festsetzung v = 0.
Eine Kurve von konstanter zweiter Krimmung gehort, da u nicht
verschwinden kann, nur dann zu den Bertrandsehen Kurven, wenn
auch die erste Krimmung konstant ist. Die Kurve ist in diesem
Falle eine gewohnliche Schraubenlinie.

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 19
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§23. Untersuchungen von S. Lie und L. Bianchi.
Kurven von konstanter erster oder zweiter Krimmung.

S. Lie hat im fiinften. Band des Archiv for Mathematik og
Naturvideskab, Christiania 1881, S. 329, ein Verfahren angegeben,
mit Hilfe dessen aus einer Kurve von konstanter zweiter Krimmung
andere Kurven mit derselben Eigenschaft abgeleitet werden kénnen. Im
AnschluB hieran veréffentlichte L. Bianchi im Giornale di Matematiche,
Bd. 21, 1883, S. 222, ein Verfahren zur Bestimmung von Kurven
konstanter erster oder zweiter Krimmung. Wir folgen der Dar-
stellung Bianchis, nehmen aber diejenigen Anderungen vor, die
durch unsere Festsetzungen, da p > 0 und:

GBV
I m n =1
)\“V

sei, bedingt sind.
Um den Lieschen Satz abzuleiten, denken wir uns eine Kurve
durch die Gleichungen:

E=x+r(cosd + 1Isind), n=y+ r(Bcosd + msinJI),
(=z+ r(ycosd + nsind)

bestimmt, in denen 9 eine willkirlich gewahlte Funktion von s bedeutet.
Der dem Punkte (x, Y, z) entsprechende Punkt (&, n, {) liegt in der zu
dem Wert s gehdérenden Schmiegungsebene der gegebenen Kurve.
Sein Abstand vom Punkt (x, y, z) ist gleich dem absoluten Werte
von r, und der Winkel dieses Abstandes mit der zu s gehdrenden
Hauptnormale der Kurve (X,y, z) ist gleich S.

Wir betrachten r als konstant und bezeichnen die Bogenlange
der Kurve (& n, 0 mit 6. Dann ergibt sich:

Setzen wir fest, dall ¢ mit s wachsen soll, und bestimmen 9 mit
Hilfe der Differentialgleichung:

so werden die Bogenlangen beider Kurven zwischen entsprechenden
Punkten einander gleich. Wir kdnnen daher ¢ gleich s nehmen und
erhalten:
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Die Richtungskosinus der Tangente, der Haupt- bzw. Binormale
der Kurve (§, n, {) seien al, BL, y1; 11, my, nL AL pi, vi, ihre erste und

zweite Krimmung werde mit bezeichnet. Ist €0 gleich + 1 oder
gleich —1, je nachdem der Ausdruck:

positiv oder negativ ausfallt, so ergibt sich, da pl positiv sein muB:

al = acos2d + |sindcosd — Asin I,
Il =¢ (asindcosd + Isinld + AcosD),
A =¢0(asind — lcosI),

die zweite Krimmung der abgeleiteten Kurve ist also gleich
der der Ausgangskurve.
In betreff der Differentialgleichung:

sei hervorgehoben, dal sie durch die Substitution in eine

Riccatische Differentialgleichung Ubergeht. Sie kann also durch
Quadraturen integriert werden, falls man ein partikuldres Integral
von ihr kennt.

An den dargelegten Satz von Lie kniipfte Bianchi die folgende
Bemerkung:

Ordnet man einer beliebigen Kurve, die also auch eine
veranderliche zweite Krimmung besitzen kann, durch die Glei-
chungen:

eine neue Kurve zu, so hat die letztere mit der Aus-
gangskurve die Bogenldnge gemein, aber auch, falls 3(s)
der Differentialgleichung:

genugt, die zweite Krimmung.

Diese Zuordnung ist auch dann mdglich, wenn die Ausgangs-
kurve durch eine gerade Linie vertreten wird. Die erste Krimmung
ist dann als gleich Null zu betrachten. Die Binormalen sind als
nach einem beliebigen Gesetz aufeinanderfolgende, die Ausgangsgerade
senkrecht schneidende Geraden zu betrachten. Bedeutet also ¢(s)
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eine willklrlich angenommene Funktion von s, wahrend die Ausgangs-
gerade mit der z-Achse zusammenfallt, so ist:

a=0, B=0, y=1,

Il=+sing, m=—cosg, n =0,

A = cos o, M = sin @, v=20
zu setzen. Die Frenetsche Formel:

ergibt:

Die Bedingung fir 8, nimmt die Gestalt an:

oder:

Daraus folgt:

Die Gleichungen der zugeordneten Kurve besitzen die Gestalt:

Da cosi@ bestandig positiv ist, wird gleich +1 oder —1, je
nachdem @' (s) positiv oder negativ ist. Die erste Kriummung der
Kurve (& n, Q) ist gleich:

die zweite gleich — @,(s).
Wollen wir auf diesem Wege eine Kurve mit konstanter zweiter
Krimmung erhalten, so ist:

zu setzen, wo R und 1t Konstanten bedeuten. Fir 1= 0 ergibt sich:
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Die Entwicklung von C beginnt mit dem Gliede mit

wachsendem s wachst also auch ¢ Die den verschiedenen Werten
von T entsprechenden Kurven werden durch Drehung der Kurve
T=0 um die z-Achse erhalten. Die so entstehende Umdrehungs-
flache ist die Rotationsflache der Traktrix. Bei positivem R windet
sich die Kurve 1 =0 von der positiven y-Achse nach der negativen
X-Achse hin um die z-Achse hinauf, bei negativem R von der
negativen y-Achse nach der negativen Achse hin, so dal zwei
Typen von Kurven mit konstanter zweiter Krimmung gefunden sind.

Eine weitere Bemerkung Bianchis fuhrt zur Bestimmung
von Kurven mit konstanter erster Krimmung. Ordnet man
einer gegebenen Kurve mittels der Gleichungen:

eine zweite zu und nimmt ¢ gleich + 1 oder — 1, je nachdem r O,

so ist offenbar  die erste Krimmung und die zweite Krimmung

der zugeordneten Kurve. Auf diese Weise wird aus einer Kurve
von konstanter zweiter Krimmung eine solche von konstanter erster
Krimmung erhalten.

Wir weisen noch auf die Aufgabe hin, das Bianchisehe Ver-
fahren zur Auffindung von Bertrandschen Kurven zu verwenden.

§ 24. Geometrische Bedeutung von und .

1. Wir legen durch die Punkte einer Hauptnormale, die zu einem
gewohnlichen Punkte der Kurve (x = gi(s), y = 92(s), z=g3(s)) gehore,
Ebenen, die zu ihr senkrecht sind. Eine solche Ebene hat die

Gleichung: SE-—x—-Tt)l=0

Soll der zu dem Werte s-j-z/s gehdrende Kurvenpunkt in dieser
Ebene liegen, so muB:

S(gl(s + As) —gls))l =1
sein, oder:

Hieraus geht hervor, dalR fir ein absolut genommen hinreichend
kleines As die Zahl 1 positiv ausféllt, und dall fur ein hinreichend
kleines T zwei Werte von As vorhanden sind, die sich aus der Ent-
wicklung:
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ergeben, je nachdem /1 als positive oder als negative Zahl betrachtet
wird. Der Wert von z/s bei positivem T sei Als, der bei nega-
tivem V1 sei A2s. Der Mittelpunkt der Sehne, welche die zu den
Werten s + A2s und s + A2s gehdrenden Kurvenpunkte miteinander
verbindet, besitze die Koordinaten x0, y0, z0. Dann ergibt sich:

usw.

Hierdurch ist eine Kurve festgelegt. Die dem Grenzwert T =0
entsprechende Tangente dieser Kurve berdhrt im Punkte (X, Y, 2).
Sie liegt in der zu s gehdrenden Schmiegungsebene und bildet mit

der Hauptnormale einen Winkel, dessen Tangente gleich ist.

Dieser Satz entspricht bei einer Raumkurve dem S. 61 fir eine
ebene Kurve bewiesenen Satze.

2. de Saint-Venant hat im Journal de I'ecole polytechnique
Bd. 18, cah. 30, Paris 1845, S. 54 eine geometrische Bedeutung der
zweiten Krimmung einer Raumkurve angegeben, die wir genauer
untersuchen wollen.

Wir betrachten einen gewdhnlichen Kurvenpunkt (x = gi(s)
y = gl(s), z=g2(s)) und tragen von ihm aus auf der positiven Halb-
tangente die Strecke p ab. Durch den erhaltenen Punkt (x = gl+pq,
y =02 + pB, z=g3+pYy) legen wir eine zur Tangente (o, B, y) senk-
rechte Ebene. Dieselbe schneidet die Tangentenfliche unserer Kurve
in einer ebenen Kurve, fir welche der zu s gehdrende Krimmungs-
mittelpunkt bestimmt werden soll.

Die Gleichungen der zu (s + As) gehdrenden Kurveritangente sind:

=X+ Ax + 1(a + Adg), usw.
Damit der Punkt (&, n, {) in unserer Ebene liege, muB:

_ _ 2E€-x—eaa=0
sein. Dies ergibt:

> (Ax — ga + T (0 +Aa))a =0,
oder:

Die Zahl t andert sich mit z7s. Wir setzen demgemal:

Die vorletzte Gleichung ergibt dann:
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Hiermit erhalt man:

Wir ziehen in unserer Ebene durch den Punkt (gl1-+oaq, ...)
eine Parallele zu der zu s gehdrenden Hauptnormale und nehmen
sie zur u-Achse, ebenso eine Parallele zur Binormale und nehmen
sie zur v-Achse. Dann sind die Gleichungen des Schnittes hinsichtlich
des u, v-Systems die folgenden:

Die Koordinaten des zu As = 0 gehdrenden Krimmungsmittel-
punktes der Schnittkurve sind somit:

u=0 v=-r.

Sowohl dieses Ergebnis, wie manche &hnliche geometrische Be-
deutung von o und r, erhdlt erst durch flachentheoretische Betrach-
tungen seine richtige Beleuchtung.

IV. Kinematische Betrachtungen.

§ 25. Transformation rechtwinkliger Koordinaten.
Allgemeines. Schiebung.

Gehen wir von einem Punkte P einer ebenen Kurve zu einem
zweiten Punkt P' der Kurve iber, so laBt sich, wie wir im § 3 S. 11
sahen, die in P berthrende Tangente der Kurve durch eine Drehung
der Ebene der Kurve in die in P' berihrende Tangente uberfiihren.
Diese Drehung vollzieht sich um einen Punkt herum, der, wenn das
Bogenstiick PP' in den Punkt P zusammenschrumpft, in eine Grenz-
lage gelangt, in welcher er der zu P gehdrende Drehungsmittelpunkt
der Kurve genannt wurde. Konnen wir eine &hnliche Betrachtung
bei einer Raumkurve durchfiihren? Da zeigt eine eingehendere Unter-
suchung, dal3 die nachstliegende Aufgabe darin besteht, die einfachste
Bewegung des Raumes zu bestimmen, welche das zum Punkte P der
Raumkurve gehorende Dreikant der Tangente, Haupt- und Binormale
in diejenige Lage uberfihrt, welche das zum Punkte P' der Kurve
gehodrende entsprechende Dreikant vor der Bewegung innehatte.

Um diese Aufgabe zu ldsen, nehmen wir zundchst aufler dem
System der X, y, z- Achse ein zweites rechtwinkliges System, das der
&, n, ¢-Achse, an und fragen, ob es moglich ist, das erste System so
zu bewegen, dall die positiven Teile der X, y, z-Achse beziglich in
die Lage der positiven Teile der & n,;-Achse gelangen.
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Die Richtungskosinus der positiven &-Achse seien ol, Bl yl- die
der positiven n-Achse seien o2, 2, y2; die der positiven &-Achse
seien a3, B3, y3. Zwischen diesen neun Richtungskosinus bestehen
zunéchst die Beziehungen:

al2 +B12+y12=1
a2 + 22 + y22 = 1,
032 +B332+y32=1,

1) _
alo2 + B1B2 + yly? = 0,

a203 + 23 +y2y3 =0,
03al + B3p1 +y3yl =0,

Die Kosinus der Winkel, welche die positive x-Achse mit der
positiven &, n, ¢-Achse bildet, sind al, a2, a3- ebenso sind die Richtungs-
kosinus der positiven y-Achse bzw. z-Achse hinsichtlich des
&, n, (-Systems B, B2, B3 bzw. y1 y2,y3. Wir haben daher auch:

al2+022+032=1
B2 + B2 + RR =1,

V12 + y22 + y2 =1,

(2)
alpl +a2p2 + a3p3 =0

Blyl + B2y2 + R3y3 =0
ylal +y202 +y3a2 =0.
Bezeichnen wir mit ¢ einen Proportionalitadtsfaktor, so ergibt
sich aus der vierten und sechsten Gleichung des Systems (1):
sl (B2y3 - R3y2), Bl = (y203-y302), &yl = (02p3 - B203).
Aber:
(B2y3 - B3y2)2 + (y203 - y3a2)2 + (02B3 - f2a3)2
— (02 + P22 + y22) (032 = R32 + y32) — (0203 + B2P3 + y2y3)2 = 1,
somit ist € gleich Eins. Ebenso zeigen die fur al, Bl yl ge-
fundenen Gleichungen, dall die Determinante:
al Bl vl
a2 f2 y2
B 3 3
den Wert ¢ besitzt.
Die vierte und funfte der Gleichungen (1) ergeben:
£ 0= (Y13 -p1y3), €'B2 = (aly3 —yla3), ¢€'y2 = (Blo3—oalf3).
Hiernach ist unsere Determinante gleich ¢, so dafl ¢ = ¢
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Endlich ergibt die fiinfte und sechste der Gleichungen (1):
€"a3 = (Bly2 -y1B2), ¢€"B3 = (yla2— aly2), ¢€"y3 = (alp2 fla2).

Auf Grund dieser Beziehungen erhdlt obige Determinante den
Wert ¢", so dal ¢" =¢.

Wir bestimmen nun die geometrische Bedeutung der Zahl €.

Der Schnittpunkt O! der &, n, (-Achse besitze die Koordinaten
a, b, c. Mit Pl P2, P3 bezeichnen wir die Punkte, welche im Ab-
stande Eins von Oi auf der positiven & n, {-Achse liegen.

Die durch 01, P2, P3 gelegte Ebene hat die Gleichung:

X y z
a b c
a+ al b+82 C+y2

e
Il
o

a+w b+RB c+3

Diese Gleichung befindet sich in der Normalform der Gleichung
einer Ebene; denn die Koeffizienten von X, y, z sind der Reihe nach
gleich eal €Bl, €yl, sie besitzen also die Quadratsumme Eins. Wenn
wir statt x,y, z der Reihe nach a + al, b + 3], ¢ +yl setzen, so
geht die obige Determinante in:

al Rl y1
a p ¢

@ B2 y2
a3 B3 3

o O — O

oder in:
al Bl y1
@ B2 y2
a3 B3 y3

d. h. in ¢ Uber. Es bedeutet also ¢ die positiv oder negativ ge-
nommene Malzahl des senkrechten Abstandes des Punktes Pl von
der Ebene O1P2P3, je nachdem P!l auf der einen oder anderen Seite
dieser Ebene liegt. Nun konnen wir das Tetraeder O1P1P2P3 so
bewegen, dal O! in den Koordinatenanfangspunkt fallt und P2 in
den positiven Teil der y-Achse, P3 in den positiven Teil der z-Achse.
Fallt dann P! in den positiven Teil der x-Achse, so wird die letzte
Determinante gleich:

o O -
o - O
- O O
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d. h. ¢ hat den Wert Eins; fallt aber P! in den negativen Teil der
x-Achse, so wird die Determinante gleich:

-1 0 0
0 1 0
0 0 1

und ¢ besitzt den Wert — 1. Im ersteren Falle ist das System der
positiven &, n, {-Achsen mit dem der positiven X, y, ~-Achsen zum
Zusammenfallen gebracht, im zweiten Falle hat man noch eine
Spiegelung des Raumes an der y, z-Ebene nétig, um das Zusammen-
fallen hervorzubringen. Da aber eine Spiegelung keine Bewegung
des Raumes darstellt, so ist es im Fall ¢ = — 1 Uberhaupt unmdglich,
das eine System durch Bewegung in das andere zu Uberfiihren. Wir
nehmen daher an, dal ¢ gleich Eins sei, und stellen uns die
Aufgabe, die Uberfiihrung durch eine mdoglichst einfache, leicht
vorstellbare Bewegung zu bewerkstelligen, da die vorhin betrachtete
Bewegung im allgemeinen aus einer Verschiebung und zwei Drehungen
um verschiedene Achsen besteht.

Die Koordinaten X, y, z eines beliebigen Punktes werden durch
seine Koordinaten &, n, ¢ im & n, ¢-System mit Hilfe der Gleichungen:
X =a + ol + o2n + a3y,
©) y =b+R1&+R2n+ R3,

z=c +ylg+y2n + y3
festgelegt.

Diese Gleichungen bestimmen eine Abbildung des Raumes auf
sich selbst. Dem Punkt mit den Koordinaten & n,Z im x,y, System
entspricht ein Bildpunkt mit den Koordinaten X, y, z in demselben
System.  Wir suchen die einfachste Bewegung des X, y, Systems
aufzufinden, welche jeden Punkt in seinen Bildpunkt uberfihrt.
Dabei sind drei Falle zu unterscheiden.

Im einfachsten dieser Falle ist al = 32 = y3 =1, und damit sind
a2, a3, B1 R3, L2 gleich Null. Hier geht offenbar jeder Punkt
durch diejenige Schiebung des x, y, Systems in seinen Bildpunkt
Uber, welche den Anfangspunkt des X, y, 8ystems in den Anfangs-
punkt des &, n, {-Systems uberflhrt.

Im zweiten dieser Félle, den wir im folgenden Paragraphen be-
handeln wollen, ist a = b = ¢ = 0; der Koordinatenanfangspunkt fallt
mit seinem Bildpunkt zusammen. Es wird sich zeigen, daf hier die
Uberfitlhrung der Punkte in ihre Bildpunkte durch eine Drehung des
X, Y, z-Systems um eine durch den Koordinatenanfaugspunkt gehende
Achse bewerkstelligt werden kann. Wir bezeichnen diesen Fall kurz
als Transformation durch Drehung.
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Im dritten Falle, der im § 27 S. 304 behandelt wird, kann die
Uberfuhrung entweder durch eine Schraubung oder durch eine
Drehung um eine bestimmte Gerade bewerkstelligt werden. Wir be-
zeichnen diesen Fall kurz als Transformation durch Schraubung.

§ 26. Transformation durch Drehung.
Um die durch die Gleichungen:
X = alé + a2n + 03¢,
y = B1E + R2n + B3,
z=y1& +y2n +y3¢,
dargestellte Abbildung des Raumes auf sich selbst als Folge einer
Bewegung zu erkennen, fragen wir zundchst, ob es Punkte gibt, die
mit ihren Bildpunkten zusammenfallen.
Fur die Koordinaten dieser Punkte erhalten wir die Gleichungen:
(al — 1)& +- a2n + a37 = O,
(8] R1E + (R2—1)n + R3L =0,
y1€ +y2n + (y3- 1)( =0
Man hat:
( R2-1) [ al- B — Y3 + A
B3yl — R1(y3-1) = o2 + RI,
R1y2 —yl(32-1) = a3 + yl.

Multipliziert man die rechten Seiten dieser Gleichungen der
Reihe nach mit al — 1, a2, a3 und addiert sie, so ergibt sich die Null.
Es verschwindet also die Determinante der Gleichungen (1), folglich
bestimmen diese Gleichungen, wenn sie nicht durch das Verschwinden
samtlicher Koeffizienten erfiillt sind, eine Gerade oder eine Ebene.
Im letzten Fall missen alle Unterdeterminanten zweiten Grades der
Anordnung:

Lo a3
Bl B2—1 3
1l V2 y3—-1

verschwinden. Setzt man hier die zu al-1, B2-1, y3- 1 gehdrenden
Unterdeterminanten gleich Null, so ergibt sich al=p2=y3=1.
Jetzt verschwinden die Koeffizienten a2, a3, B1, B3, y1, y2 samtlich;
die Gleichungen (1) sind identisch erfillt, und die Ausgangsgleichungen
stellen Uberhaupt keine Transformation dar.

Um auf einem anderen, fir die geometrische Deutung unserer
Transformation wichtigeren Wege zu zeigen, daB die Gleichungen (1)
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eine Gerade bestimmen, multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe
nach zuerst mit al, BL, yl dann mit a2, B2, y2, endlich mit a3, B3, y3
und addieren sie jedesmal. So entsteht:
(I-alg - Bin — yI{=0,

) - 028 + (1-B2)n - y2(=0,

038 — B3 + (L —y3)(=10

Aus (1) und (2) ergibt sich:

(B1-02)n — (@3—y1)E =0,
3 (2 B3 (P1-02)&=0,

(03-y1)& — (y2-B3)n = 0O

Venn diese Gleichungen nicht durch das Verschwinden von
Bl-a2, a3-yl, y2 - B3 von selbst erfullt sind, geben sie die Losung
der Gleichungen (1) und fuhren auf eine bestimmte, durch den
Koordinatenanfangspunkt gehende Gerade. Was bedeuten nun die
Gleichungen Bl = 02, a3 =yl, y2=R3?

Man hat:

(y2-B3)2= @ B32+201—2Ry3=1-y12— yR+1-p12— P2+ 201-232y3
=1+ al2 + 20l — (B2 + y3)2
=Q1+a+R+Vy)L —oa —p2—-y3+ 20l).
Ebenso:
(03-y1)l=(1+0al+B2+y3)(1-al-PR2-y3+2B2),
Pl—a2)2=(1+al+pP2+y3) (1-0l-P2-y3+2y3),
Ferner:
(y2 - B3)(03-y1l) =y203 —B3 13 — yly2+ y1B3
= Bl + o2y3 + plol + i) + <« = + p1y3
= (1 +al + B2+ y3) (a2 + BI).
Ebenso:
3 —yl) BL — a2) = (1 + ol + 2 +y3) (B3 + y2),
Bl-0a2)(y2-B3) = (1 +al+p2+y3)(yl+a3)

Die ersten drei dieser Gleichungen zeigen, daR das System (3)
nur dann identisch erfullt ist, wenn 1 + ol + 32+ y3 = 0, oder wenn
al=pBl=y3=1 Die zweite dieser Madglichkeiten liefert Uberhaupt
keine Transformation. Um die erste zu untersuchen, losen wir die
Gleichungen (1) direkt auf und erhalten, wenn al + 32 + y3 = m ge-

setzt wird:
E:n:&=1-m+2al:a +Bl:a3+yl

=fl+02:1—m+ 2B2:R3 +y?
=yl +03:y2+B3:1—m+ 2y3.
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Fir m= -1 und Bl= 02, a3=y1,y2 = R3 ergibt sich hieraus:
¢in:¢=1+al: p1 : yl

4) = @ o 1+p oy
= w3 1 +y3
Ist «l von — 1 verschieden, so liefert die erste dieser Beziehungen
eine bestimmte Gerade. Ist al==-1, so fallt das Bild des positiven

Teiles der x-Achse mit dem negativen Teil der x-Achse zusammen.
Dann ergibt sich an Stelle von (4):

En:&=0:1+p: 7
=0 B 1+7s
Ist hier B2 von — 1 verschieden, so bestimmt die erste dieser
Beziehungen eine zur x- Achse senkrechte Gerade. Wenn aber /32 = —1,

so fallt das Bild des positiven Teiles der y-Achse mit dem negativen
Teil der y-Achse zusammen, und es bleibt:

E:n:&=0:0:2
Diese Verhdltnisse bestimmen die z- Achse.

Wir sehen, daR die Punkte, welche mit ihren Bild-
punkten zusammenfallen, unter allen Umstédnden auf einer
durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Geraden
liegen. Es soll nun gezeigt werden, dall die Ubrigen
Punkte durch eine Drehung des Raumes um diese Gerade
in die Lagen ihrer Bildpunkte gelangen.

Der Koordinatenanfangspunkt zerlegt die in Rede stehende
Gerade in zwei Halbgerade, von denen wir eine auswéhlen und
ihre Richtungskosinus mit rx, ry, rz bezeichnen. Von einem be-
liebigen, nicht in dieser Geraden liegenden Punkt (& 1n, { aus
fallen wir ein Lot auf die Gerade, das sie im Punkte Q treffen mdge.
Die MaRzahl der Entfernung des Punktes Q vom Koordinatenanfangs-
punkt bezeichnen wir mit | und betrachten 7 als positiv oder als
negativ, je nachdem Q in der Halbgeraden (rx, ry, rz) oder in ihrer
Verlangerung (— rx, — ry, — rz) liegt. Die von Q aus durch den
Punkt (& n, {) gezogene Halbgerade besitze die Richtungskosinus
px, py, pz. Die positive Malizahl des Lotes sei d. Dann folgt:

(5) E=1Irx+dpx, n=Iry+dpy, &=Irz+ dpz

Den Punkt (Q) nehmen wir zum Schnittpunkt dreier neuer
rechtwinkliger Koordinatenachsen, namlich der x'-Achse, deren posi-
tiver Teil die Richtungskosinus px, py, pz besitze, der z,-Achse, deren
positiver Teil die Richtungskosinus rx, ry, rz besitze, und der y'-Achse,
deren positiver Teil die Richtungskosinus:

OX = pzry —pyrz, qy =pxrz -pzrz, 0z=pyrx — pxry
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besitze. Die Gleichungen der auf der X'-,y,-, z'-Achse senkrechten
neuen Koordinatenebenen sind:
SXpx =10, >xgx=0, >xrx—-1=0;

somit haben wir fir die neuen Koordinaten des Bildpunktes (X, Y, z)
des Punktes (&, n, £) die Gleichungen:

X' = Fxpx = px(alé + a2n + a3)) + py(BLE + B2n + B3
) + pz(y1E + y2n + y3Q),
(6) \/:zququ(ulz+a2n+a3l) o
2= Ixrx — | =rx(alf + o2 + 03] + . . .
Nach (1) ist:
alrx + 02ry + a3rz = rx,
Blrx + B2ry + B3rz =ry,

1rx + y2ry + y3rz = rx,
folglich nach (5): Y yey =y

alé + a2n + o3¢ = Irx + d(olpx + o2py + a3ps),
(7)- B1E + B2n + B3Z = Iry + d(Blpx + P2py + P3ps),
y1& + y2n +y3{ = Irz + d(ylpx + y2py + y3ps),

Es kommt jetzt alles auf die Berechnung der hier auftretenden

Faktoren von d an. Wir betrachten zuerst den Fall y2= (3. a3 =y1,
pL = g2. Die Verhaltnisse (4), namlich:

:ry:rz=1+al:02: a3
liefern entweder al = — 1 oder:

in beiden Fallen ist daher, weil rxpx d- rypy + rzpz = 0, auch:

alpx + a2py + a3p1 = -pxX
Ebenso folgt:
Blpx + B2py + p3pz = — Py
. ylpx +y2py +y3pz = - Pz
somit:
xX=-d, yy=0, z=0

Hier geht also jeder Punkt durch eine Drehung von
der GrolRe m um die z'-Achse in seinen Bildpunkt Uber.

Wenn die Differenzen y2-33, 03—yl Bl—ax3 nicht samtlich
verschwinden, entnehmen wir aus den S. 300 fir die Quadrate und
Produkte dieser Differenzen aufgestellten Gleichungen Ausdricke
fur die Richtungskosinus ol ...y3. Zundchst hat man:

Y2-B3)2+ (3 —yL)2+ (fL — 02)2 = (1 + m) (3 — m).
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Wenn mit W bezeichnet wird, kdnnen wir
nach (3):

(8)

nehmen und erhalten:

C)

Mit Hilfe dieser Ausdriicke findet sich:

(10)

und wir erhalten aus (6) und (7):

Da aber:

so kdnnen wir:

setzen. Verstehen wir unter ft, den kleinsten nositiven Winkel, dessen
Kosinus gleich dessen Sinus gleich ist, so haben wir in dem

Ausdruck 90 + 2vtt die allgemeinste Bestimmung von ft, falls v eine
positive oder negative ganze Zahl bezeichnet. Zur Uberfilhrung der
Punkte (¢ n, & in ihre Bildpunkte (X, y, z) stehen uns also unendlich
viele Drehungen um die /-Achse zur Verfugung. Die einfachste der-
selben, die wir die Hauptdrehung nennen konnen, besitzt die
GroRe 90, und ihre Richtung stimmt mit der Richtung derjenigen
Drehung Uuberein, welche die positive x'-Achse auf dem kirzesten
Wege in die positive y-Achse Uberfiihrt.

Unter Benutzung der gefundenen Bedeutung von m und TU
nehmen die Gleichungen (9) die Gestalt an:
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r2(1 — cos9) + cos a2 =rxry(l — cos9) — rrsm
a3 = rxrz (I — cosD) 4- r, sin Y,
Bl =rxry(1 —cosd) + rzsind, B2 = ry(l — cos ) + cos I,
B3 = ryrz (1 — cos fr) — rx sin 3,
=rxrz(1 —cosd) — rysind, y2=rzrv(l- cosfr) + rxsin 9,
v3 = rz(l — cosfr) 4- cos 9.

al

(11)

Diese Gleichungen gelten auch im Falle frO=n. Hier wird z. B.:
al =2 — 1, Bl = 2rxry, yl= 2rxrz
d. h. entweder:
rx=0 und ol = -1

oder:
1+al:Bl:yl=rx:ry:

in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (4).
Um aus den Gleichungen (11) allgemein gultige Darstellungen
von rx, ry, rz zu erhalten, bemerken wir zunachst, daf:

Bezeichnen ¢€l, €2, €3 die positive oder negative Einheit, so
ergibt sich:

12)

Ist a2 + L von Null verschieden, so ist €le2 mit a2 + Bl positiv
oder negativ; ist B3 + y2 oder a3 + yl von Null verschieden, so ist
€2¢3 oder €le3 mit B3 + y2 oder a3 + y! positiv oder negativ. Sobald
also ein &, das zu einem nicht verschwindenden Richtungskosinus
gehort, gewahlt ist, sind die anderen zu nicht verschwindenden
Richtungskosinus gehoérenden ¢ bestimmt.

§ 27. Transformation durch Schraubung.

Wenn weder al =2 =vy3=1 noch a=h=c¢=0, so fragen
wir, ob es eine Gerade gibt, deren Punkte in ihre Bildpunkte durch
ein und dieselbe Verschiebung in der Geraden (bergehen. Dem
Charakter des analytisch-geometrischen Verfahrens entsprechend setzen
wir zundchst die fragliche Gerade als vorhanden voraus und sehen
zu, ob die Bestimmung der zur Festlegung der Geraden nétigen
geometrischen GroRen mdoglich ist oder nicht. Wir denken uns die
Gerade festgelegt 1. durch die Koordinaten &1, nl, ¢I des FuRpunktes



§ 27. Transformation durch Schraubung. 305

des Lotes, das vom Koordinatenanfangspunkt auf die Gerade gefallt
ist, 2. durch die Richtungskosinus a, B, y einer der beiden Halb-
geraden, in welche die Gerade durch jenen FuBpunkt geteilt wird.
Ein beliebiger Punkt der Geraden hat dann die Koordinaten &l + to,
nl + iR +y sein Bildpunkt hat die Koordinaten &l + (t + T)q,
n+@+7oyk, L+ (t+1) wenn der absolute Wert von T die
GroRe der Verschiebung angibt, wéahrend 1 positiv oder negativ ist,
je nachdem die Verschiebungsrichtung die Richtungskosinus a, 8, y
oder — a,— B, — y besitzt.
Aus den Gleichungen (3) S. 298 folgt dann:

El+ (t+1Da=a+ al&l + a2nl + a3l + t(ala + o2B + a3y)
nebst den beiden entsprechenden Gleichungen. Dies System soll fur
jeden Wert von t bestehen. Daher zunéchst:
o= ala + a2 + a3y, R =pla + 2B + B3y, Yy =yla + y3p + y3y.

Die Losung dieser Gleichungen bezeichnen wir wie im vorigen
Paragraphen mit:
a =X B=y Y=Trz

Weiter folgt:
(al-NH& +8 a3l =1rx- a — 1
(8] L+ (B2-1)N1 +R31 =1ry- b

Yy1&1 + vy2nl + (y3-1)1 =1rz- c
Hinzu kommt die Gleichung:
(2 &lrx + nlry + Urz = 0,

da entweder der Punkt (&, nl, 1) mit dem Koordinatenanfangspunkt
zusammenfallt, oder die ihn mit dem Koordinatenanfangspunkt ver-
bindende Strecke senkrecht zu unserer Geraden liegt.

Multiplizieren wir die Gleichungen (1) der Reihe nach mit rx, ry, rz
und addieren sie, so folgt nach (11), S. 304:

) T = arx + bry + crz

Multiplizieren wir die Gleichungen (1) und (2) der Reihe nach
zuerst mit al — 1, Bl yl (3 — m)rx, dann mit o2, 82 — 1, y2, (3 — m)ry,
endlich mit a3, B3, y3— 1, (3 —m)rz und addieren sie jedesmal, so
ergibt sich:

(4)

Die Gerade, um die es sich handelt, ist jetzt eindeutig bestimmt.
Wir nennen sie die Schraubungsachse.

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 1. 20
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Wenn wir nun, wie im vorigen Paragraphen, von einem Punkt
(¢ n, Q aus ein Lot auf die Schraubungsachse fallen, so haben wir
unter Benutzung der dort angewandten Bezeichnungen:

E=¢& +trx+dpx, n=nl+try+dpy, (= + trz+ dpz
Dann folgt aus den Gleichungen (3), S. 298 und (10) des vorigen
Paragraphen:
X =& + (t HIr><+ d (pxcosd + gxsinI),
y=nl+ (t+1) ry, + d(py cos 8 + gy sin 39),
z=0+ (t+1) rz + d(pzcos I + gz sin I).

Diese Gleichungen lehren, daR man die Uberfiuhrung
aller Punkte in ihre Bildpunkte, wenn T == ist, durch
eine Drehung um die Schraubungsachse bewirken kann.

Ist r nicht gleich Null, so lassen sich diese Gleichungen von
verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachten. Zunachst zeigen sie,
daB man die Uberfiihrung des Punktes (&, n, Q) in die Lage (X, Y, 2)
durch eine Verschiebung von der GrofRe T langs der Schraubungs-
achse und eine nachherige Drehung von der GroRe fr um dieselbe
bewirken kann, sowie auch umgekehrt durch eine solche Drehung
und nachherige Verschiebung. Dabei beschreibt der Punkt (& n, {
jedesmal ein geradliniges Stiick und ein Kreisbogenstiick, wozu noch
beliebig viele ganze Umlaufe um den Kreis hinzukommen kdnnen.
Sodann zeigen sie, da® man die Uberfilhrung auch durch Schraubung
bewerkstelligen kann. Eine solche besteht in einer Drehung um
eine Achse und einer gleichzeitigen Verschiebung ldngs der Achse,
wobei aber die GroRe der Verschiebung zu der der Drehung in un-
verdanderlichem Verhéltnis stehen muf, welch letzteres man den
Parameter der Schraubung nennt. Bedeutet 90 den kleinsten posi-
tiven Wert von fr, so stehen uns die unbegrenzt vielen Drehungs-
winkel 90 + 2vm, wo v eine beliebige ganze, positive oder negative,
Zahl bedeutet, zur Verfiigung. Infolgedessen kdnnen wir die in Rede
stehende Uberfuhrung vermittelst unbegrenzt vieler Schraubungen
vornehmen, deren Parameter durch die Gleichung:

bestimmt werden. Schlieen wir den Fall o2 = 1, f3= y2, yl = a3
aus und nehmen, wie im vorigen Paragraphen:

wo W die positive Quadratwurzel aus (1 + al + 32+ y3) (3 — ol — 32 - y~3)
bezeichnet, so wird:
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und 90 bedeutet denjenigen positiven Winkel, der kleiner wie T ist
und durch die Gleichungen:

bestimmt wird.

Fassen wir, ahnlich wie im vorigen Paragraphen, den Punkt
(§1+trx, nl+ iy, & trz) als den Anfangspunkt eines X', y', z'-Systems
auf, bei dem die positive x'-Achse die Richtungskosinus px, py, pz,
die positive y'-Achse die Richtungskosinus gx, qy, gl, die positive
z,-Achse die Richtungskosinus rx, ry, rz besitzt, so beschreibt der
Punkt (€, n, Q) nach der Wahl von v ein Stiick einer Schraubenlinie,
die imx', y', z'-System die Gleichungen:

x' =dcosu, Yy, =dsinu, z' =kwu

besitzt, und das Stlck wird erhalten, wenn u von Null bis zu dem
Werte 90 + 2vmt lauft. Dabei nimmt u zu, wenn v gleich Null oder
gleich einer positiven ganzen Zahl ist, es nimmt ab, wenn v gleich
einer negativen ganzen Zahl ist. Man kann sich die Art, wie die
verschiedenen Schraubenlinien liegen, leicht klarmachen, wenn man
ihre einem wachsenden u entsprechenden Halbtangenten fir u=390+2vm
betrachtet. Die zu v gehdrende Halbtangente bilde mit der positiven
x'-Achse den Winkel av, mit der positiven y'-Achse den Winkel Rv,
mit der positiven z'-Achse den Winkel yv. Dann hat man:

Um die Lage der den verschiedenen Werten von v entsprechenden
Halbtangenten zu erkennen, sind zwei Félle zu unterscheiden.

1. t>0. Ist hier >0 + 2vrt > 0, so ist kv > 0; die Schrauben-
linie ist rechts gewunden, und man hat:

Die Halbtangenten gehen durch einen Kreissektor, der durch die
fur v = 0 vorhandene Halbtangente und durch die zur z'-Achse senk-
rechte Halbgerade mit den Richtungskosinus:

cosa = — sind0, cosfk =cosd0, cosy =10
20*
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begrenzt wird. — Ist 90 + 2vrt < 0, so ist kv < 0; die Schrauben-
linie ist links gewunden, und man hat:

Hier gehen die Halbtangenten durch einen Kreissektor, der durch
die fur v = —1 vorhandene Halbtangente und die eben genannte
Halbgerade begrenzt wird.

2. T<0. Ist 0+ 2vt >0, so wird < 0; die Schraubenlinie
ist links gewunden, und man hat:

Die Begrenzung des Kreissektors, in dem die Halbtangenten der
Schraubenlinien liegen, ist dieselbe wie im vorigen Fall.

Ist 90 + 2vrt < 0, so liegen dieselben Verhéltnisse wie im ersten
Fall 1) vor. Die Halbgerade bildet stets eine Haufungsstelle
unserer Halbtangenten, sie darf aber nicht als zu ihnen gehdrig be-
trachtet werden, da unendlich viele Umldufe nicht vorkommen kodnnen.

Es wird nicht Uberflissig sein, auch umgekehrt zu
zeigen, daR eine Schraubung des Raumes zu den Formeln(3)
S. 298 fuhrt.

Die Schraubungsachse sei durch den Punkt (€0, n0, {0) und die
Richtungskosinus rx, ry, rz bestimmt, so dal ihre Gleichungen:

X=&+ hrx y=nl+hry, z=n + hrz,

sind. Wir fallen von dem Punkt (§, n,{ aus e¥% Lot auf die
Schraubungsachse. Der Ful3punkt desselben werde rriit Q bezeichnet,
seine Koordinaten seien & 4- Irx, n0 +1lry, {0 + Irz,, Da

> -=80— Irrx =0,

I'=2>(€ - Orx,
und die GroBe d des Lotes ergibt sich gleich:

so folgt:

Die Halbgerade, welche von dem Ful3punkt des Lotes aus durch
den Punkt &n0 gelegt ist, besitzt die Richtungskosinus:

Eine zu dieser Halbgeraden und zur Schraubungsachse senkrechte
Halbgerade besitzt die Richtungskosinus:
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Die Grole der durch die Schraubung hervorgebrachten Ver-
schiebung sei 1, die GroRe der Drehung fr. Wir haben dann fir die
Koordinaten der Lage des Punktes (&, n, {) nach der Schraubung die
Gleichungen:

X =28 + (1 + r)rx = d (pxcosd + gxsinI), USW.
oder:

X=8 + (T+ (- &)r)rx + cos 9 (§ — & — rx — [io)rx)
+ sin 9 (ry(C— ) — rz(it — n0)), usw.

Unter Benutzung der Gleichungen (11) des vorigen Paragraphen
erhalten wir:
X, =& + 1rx + al(&-&0) + a2(nl-n0) + a3(-)
y =n0+ try + BL(&-&0) + P2((n1-n0) + B3(C - €0),
z =0+ tz+yl(§&0) + y2(nl-n0) + y3(C - 0)
Setzen wir daher:

& —al) — a2n0 — o300 + Trx =a&a
0R1 + no(1& ) 1R300 +try=b
-0yl — n0y2 — (1 —vy3) + rz = ¢,

so sind Gleichungen von der Form (3) § 25 S. 298 aus der gegebenen
Schraubung hergeleitet.

§28. Schraubenbewegungen, die sich einem beweglichen
Dreikant zuordnen lassen.

Wir haben im vorigen Paragraphen unter X, y, z sowohl wie
unter &, n, { die Koordinaten von Punkten hinsichtlich der x, y, *-Achsen
verstanden. Es ist jetzt notig, in den Bezeichnungen eine Anderung
eintreten zu lassen. Unter X, y, z wollen wir die Koordinaten des
Schnittpunktes dreier zueinander senkrechter Geraden verstehen, welch
letztere als die & n, (-Achsen bezeichnet werden sollen. Die positiven
Teile dieser Achsen sollen mit den positiven Teilen der x, y, z-Achse
Winkel bilden, deren Kosinus der Reihe nach ox, ay, az; Ix, ly, 1z
M, Ay, Az seien, jedoch so, dafl die Determinante:
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ax oy oz
x Iy n
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den Wert 1 besitzt. Wenn sich das System der drei Geraden im
Raume bei stetiger Anderung seiner Lage fortbewegt, wird der
Schnittpunkt der Geraden eine Kurve beschreiben, deren Bogenlénge
mit s bezeichnet werden soll. Wir koénnen dann die GréRen X, Y, z,
sowie die neun Richtungskosinus ax ... Az als Funktionen von s be-
trachten. Die Zuwiichse dieser zwolf GroRen beim Ubergang von s
zu s + As sollen durch ein vorgesetztes A gekennzeichnet werden.

Es ist unsere Aufgabe, die Schraubenbewegungen zu
bestimmen, durch die das & n, {-System aus der zu dem
Wert s gehorenden Lage in die zu dem Wert s+ As ge-
horende uUberfuhrt werden kann.

Dieser Ubergang filhre die &, n, {-Achse beziiglich in die
&', n', -Achse (ber. Der Schnittpunkt der letzteren Achsen besitzt
im X, vy, z-System die Koordinaten X+Ax, y +Ay, z+ Az, im
&, n, ¢-System besitze er die Koordinaten a, b, ¢. Aus den Gleichungen:

X + AX = X+ axa +Ixb + Axc,

y + Ay ==y + aya + lyb + Ayc,

z + Az =z + oxa + Izb + Azc,
folgt dann:
(€)) a = >oxAx, b= 3YIXAx, ¢= YAAX.

Die positive &'-Achse besitzt im x, y, ~-System die Richtungs-
kosinus ax + Aax, ay + Aay, az + Aaz, im ¢, n, ¢-System besitze sie
die Richtungskosinus al, Bv yv Dann besitzt der Punkt, welcher im
Abstande Eins vom Anfangspunkt auf der positiven |'-Achse liegt, im
X, Y, 2-System die Koordinaten X+Ax+ ox + Aox, y + Ay + ay + Aay,
z+ Az + az + Aa:, im & n, --System die Koordinaten a+al, b+ 31
¢ + vy, folglich hat man:

AX + ax + Aax =B+a ) +h (c +vyl)
Ay + ay + Aay = ay(a+al)+ly(b + B1) + Ay (c +vy1),
Az + az + Aoz = az(a+al) +lz(b + B1) + Az (c +y1)

Wir erhalten somit:

2 al=1+Yax Aax Bl = YIxAax | =>AXAoX.

Auf dieselbe Weise ergibt sich, wenn im §&, n, ¢-System die
Richtungskosinus der positiven Aehse mit 02, B2, y2, die der
positiven &'-Achse mit tz3, Bs, y3 bezeichnet werden:

@2 =ZaxAlx p2 =1+ JIXAlx y2 = FMAIX
(3) 3= ZoxAAX, B3 = Y IxzANx, V3 =1 + ZAXANX,
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Betrachten wir nun die Differenzen y2 — 33, a3 — yv Bl — a2
Man hat:

Da die Differenzen y2 — 3, a3 — yl, B1— a2 als Potenzreihen
von As auftreten, kdnnen wir die Werte von As auf ein so kleines
Intervall beschranken, dafl jene Differenzen auBer fur As =0 an
keiner Stelle des Intervalls gleichzeitig verschwinden. Wir setzen:

©

Aus den Gleichungen:

folgt:

Dies zeigt, daR die Zahlen pl, p2, p3 nur dann bestandig ver-
schwinden koénnen, wenn die ¢, Achsen ihre Richtungen bestandig
beibehalten.  Schlieen wir diesen Fall aus, so kénnen pl p2, p3 nur
fur getrennt liegende Werte von s zugleich verschwinden. Wir
nehmen im folgenden an, daR der Veranderlichen s kein derartiger
Wert beigelegt sei, dal also mindestens eine der Zahlen pl, p2, pi
von Null verschieden ist.

Unter ¢ verstehen wir die positive oder negative Einheit, je
nachdem As positiv oder negativ ist. Wir erhalten dann:

wo die rechts stehende Potenzreihe fir einen hinreichend kleinen
absoluten Wert von As eine nositive Zahl darstellt.
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Fir den kleinsten positiven, der Gleichung:

geniigenden Wert 90 von 3, ergibt sich eine Entwicklung von der
Form:

Fir die Richtungskosinus der Schraubungsachse im & n,{ System
ergibt sich:

Setzen wir noch:

(6)

so entsteht fur die Schraubungsparameter die Gleichung:

Gehen wir mit As zur Grenze Null lber, so erhalten wir fur
die Richtungskosinus der Schraubungsachse die Werte:

Solange v von Null verschieden ist, geht kv fir As =0 in die
Null Gber, aber bei v =0 erhalten wir im Grenzfall:

Der Grenzibergang fuhrt also bei v=0 nur dann auf eine
Drehungsbewegung, wenn plgl + p2g2 + p3g3 verschwindet. Ist dies
nicht der Fall, so erhalten wir ein und dasselbe System von Schrauben-
linien, sei es, dal ¢ gleich 1 oder gleich — 1 genommen wird. Man
ersieht dies am einfachsten aus der ersten Darstellung der Koordinaten
einer Schraubenlinie auf S. 187. Wird die positive Richtung der
Schraubungsachse als entgegengesetzt der dort benutzten angenommen,
so sind die Richtungskosinus a3, B3, y3 durch — a3, — B3, — y3 zu
ersetzen. Damit die zweite Schraubenlinie mit der ersten den Punkt
(x0 + alp, y0+ Blp, z0+ ylp) gemein habe, dirfen al, Bi, y! nicht
geéndert werden, aber a2, 2, y? sind durch -a2,-32,—-y? zu
ersetzen, weil die Determinante der neuen Richtungskosinus den Wert
Eins besitzen muB. An Stelle von g tritt das von ¢ unabhéngige k
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auf. Die zweite Schraubenlinie fallt geometrisch mit der ersten zu-
sammen, sie wird aber bei wachsendem t in der entgegengesetzten
Richtung wie die erste durchlaufen. Wir kénnen uns daher auf den
Fall ¢ = 1 beschranken und:

©)
nehmen. Im X,y, System besitztr die fragliche Schraubenachse die
Richtungskosinus:

rx = ant +k ry = ayré + lyrn + Ayrg,.

(10) rz = azr€ + lzrn + Azrg,.

Es erlbrigt noch, auch die Grenzlage des Punktes festzustellen,
in dem das vom Anfangspunkt des & n, ¢-Systems auf die zu As
gehorende Schraubungsachse geféllte Lot die letztere trifft. Um die
Formeln (4) § 27 S. 305 anzuwenden, sind zunéchst al, 2, y3 nach
Potenzen von As zu entwickeln. Wir hatten:

al = 1 + ZaxAax
Daher ergibt sich:

und aut demselben Wege folgt:

Fur die Koordinaten des FuBpunktes des in Rede stehenden
Lotes erhalten wir:

somit wird beim Ubergang zu As = 0:

(11)
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Im X, y, z-System modge der Punkt (&L, nl, ) die Koordinaten
X',y'z" besitzen, so daf3:
X' =x + axgl + Ixnl + Ax{1
(12) y' =y +ay&l + lynl + Ayl
2'=z + 0z&l + Iznl1 + Az

Wir konnen die durch den Ubergang zu As =0 erhaltene
Schraubenbewegung als die zu dem Werte s gehdrende Schrauben-
bewegung des ¢, n, {-Dreikants bezeichnen.

§ 29 Ausgezeichnete Dreikante bei einer Raumkurve nebst
den ihnen zugehdrigen Schraubenbewegungen.

Unter einem ausgezeichneten Dreikant bei einer Raumkurve
wollen wir ein solches verstehen, in dem eine Kante mit der Tangente,
oder der Hauptnormale oder der Binormale der Raumkurve zusammen-
fallt. Wir haben deshalb drei Félle zu betrachten.

I. Fallt die &Achse des Dreikants mit der Tangente zusammen,
so sind die n-Achse und die {-Achse Normalen der Kurve. Wir
kénnen hier:

ax =0,  ay=p oz =Yy,
Ix=1cos@ + Asing, ly=mcos@ + psing, Ilz=ncos@ +vsing,
M=Acos@ —lsing, \y=pcosge —msing, NM=vcos@ —nsing

setzen, wo @ eine gegebene Funktion der Bogenlédnge s der Kurve
bedeutet. Man erhalt:

daher:
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Diese Gleichungen zeigen, daB die sé&mtlichen Bestimmungs-
moglichkeiten der Funktion @ nur eine einfach unendliche Schar von
Schraubenbewegungen liefern, da es bei den letzteren nur auf den

Wert von an der betrachteten Stelle ankommt. Unter diesen
Schraubenbewegungen befindet sich eine Drehungsbewegung, und
sie entspricht dem Werte von In diesem Falle beschreibt,

wie wir § 10 S. 228 sahen, sowohl die n- wie die {-Achse eine ab-
wickelbare Flache. Die hier auftretende Drehungsachse ist die
Krimmungsachse der Kurve.

Ist ¢ konstant, so ist die Schraubungsachse parallel
der rektifizierenden Kante, und sie schneidet die Haupt-
normale in dem Punkt kirzesten Abstands von der benach-
barten Hauptnormale.

Fragen wir jetzt, welche Flache von den Schraubungsachsen
gebildet wird.

Zu diesem Zweck betrachten wir den Punkt mit den Koordinaten:

als den Anfangspunkt eines u, v, w-Systems, in dem die u-Achse
parallel der Binormale, die v-Achse parallel der Tangente ist, und
die w-Achse mit der Hauptnormale zusammenféllt. Die Gleichungen
einer Schraubungsachse sind dann, wenn unter h eine beliebige Zahl
verstanden wird:

somit:
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Die durch diese Gleichung dritter Ordnung dargestellte Flache
gehodrt zu den Konoidflachen, d. h. den geradlinigen Flachen, deren
Erzeugende eine Gerade (die Achse der Flache) senkrecht schneiden,
und heildt ein Zylindroid.

Die Schnittpunkte der Erzeugenden des Zylindroids mit der
Hauptnormale flllen in letzterer die Strecke von Null bis g, d. h.
bis zum Mittelpunkt der ersten Krimmung aus. Dabei fallt die
durch den Kurvenpunkt (x,y,z) gehende Erzeugende mit der Tangente
der Kurve zusammen. Sie ist die einzige Erzeugende des Zylindroids,
welche nicht die Eigenschaft besitzt, auch eine Schraubungsachse zu

sein, da sie dem Fall = oo entspricht. Die durch den Mittelpunkt
der ersten Krimmung sehende Erzeugende entspricht dem Werte
und liefert eine Drehungsbewegung. Durch jeden Punkt

zwischen den Endpunkten der Strecke von Null bis o gehen zwei
Erzeugende, die iedesmal entgegengesetzt gleichen Werten von

entsprechen. Die durch den Mittelpunkt der Strecke gehenden,

zu und gehdrenden Erzeugenden stehen auf-

einander senkrecht.
Il. Bei einem Dreikant, das aus der Hauptnormale und zwei in
der rektifizierenden Ebene liegenden Kanten gebildet ist, setzen wir:

ax = o cos @ + A sin @,

M=Acos@ — asing
und erhalten:

q1: cos o, R =0 @B = —sing,
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Die hier auftretenden Schraubungsachsen schneiden die
Gerade, welche im Punkt des kurzesten Abstandes der
Hauptnormale von der benachbarten Hauptnormale auf
der Hauptnormale und einer Parallelen zur rektifizierenden
Kante senkrecht steht, senkrecht.

Irgendein Punkt dieser Geraden hat ndmlich die Koordinaten:

wahrend ein Punkt einer Schraubungsachse die Koordinaten:

besitzt. Damit die beiden Punkte zusammenfallen, mussen hiernach drei

Gleichungen zwischen t und h bestehen, die wir der Reihe nach mit
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a, B, y, sodann mit I, m, n, endlich mit A, y, v multiplizieren und
sie jedesmal addieren. Auf diese Weise folgt:

Aus den beiden ersten dieser Gleichungen ergibt sich:

Da diese Werte von t und h die dritte der vorigen Gleichungen
befriedigen, ist unsere Behauptung erwiesen.

Der Punkt, in welchem die zu gehdrende Schraubungsachse
die Gerade schneidet, besitzt die Koordinaten:

usw.

Fuhren wir daher ein u,v,w-System ein, dessen Anfangspunkt
mit dem Punkt des kirzesten Abstandes der Hauptnormale von der
benachbarten Hauptnormale zusammenfallt, dessen u-Achse parallel
der rektifizierenden Kante ist, dessen v-Achse mit der Hauptnormale
zusammenfallt, und dessen w-Achse die Richtungskosinus:

usw.

besitzt, so nehmen die Gleichungen der Schraubenachsenflache die
Gestalt an:
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folglich:

Wir haben es daher wiederum mit einem Zylindroid zu tun.
Fur w = 0 erhalten wir entweder u = 0 oder v =0. Aber die dem
Falle u = 0 entsprechende Erzeugende gehdrt zu dem Wert Unendlich
von sie fallt mit der Hauptnormale zusammen und kann nicht
als eine Schraubungsachse angesehen werden. Wenn die beiden Werte

@l und @2 von denselben Wert von w liefern sollen, so muf:

sein. Die dieser Gleichung genugenden Werte @, und @0 sind einander

gleich fur wo sich das Maximum von w, und fir

wo sich das Minimum von w ergibt. Durch diese

Grenzpunkte auf der Zylindroidachse geht jedesmal nur eine Er-
zeugende; in den Zwischenpunkten treffen sich jedesmal zwei Erzeugende.

Die fur x',y', z' gefundenen Ausdriicke zeigen, daR der Ort der
FulRpunkte aller Lote, die von dem Kurvenpunkt (x,y, z) aus auf die
Schraubungsachsen geféllt werden koénnen, in der Normalebene der
Kurve liegt. Nehmen wir in dieser Ebene die Binormale als ul-Achse,
die Hauptnormale als vl-Achse, so erhalten die Koordinaten der Fuf3-
punkte die Form:

woraus sich ergibt:

Die FuBpunkte liegen also auf einer Ellipse. Der Mittelpunkt
dieser Ellipse liegt in der Hauptnormale und halbiert die Strecke
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zwischen dem Kurvenpunkt (%, vy, z) und dem Punkt kirzesten Ab-
standes der Hauptnormale von der benachbarten Hauptnormale.
I1l. Wir betrachten endlich ein Dreikant, bei dem eine Kante
von der Binormale der zugrunde gelegten Kurve gebildet wird,
wahrend die beiden anderen Kanten in der Schmiegungsebene der
Kurve liegen. Hier koénnen wir:
ax = acos@ + | sin g,
Ix=1cos@ — asin @,
MX=A

setzen und erhalten:

gl = cos ¢, Q2 = —sing, g3 =0,

Hieraus geht hervor, dal die Schraubungsachsen die Haupt-
normale senkrecht schneiden, und zwar fillen die Schnittpunkte auf

der Hauptnormale die Strecke von bis aus. Fassen wir
die Binormale als u-Achse, die Tangente als v-Achse, die Haupt-



830. Schraubungen, die eine gegebene Lagendnderung einer Strecke bewirken. 321

normale als w-Achse auf, so besitzt in bezug auf das u, v, w- System
ein Punkt einer Schraubungsachse die Koordinaten:

Daher ist:
w(u2+v2) = - ruv

die Gleichung der Schraubenachsenflache. Wir haben es also wieder
mit einem Zvlindroid zu tun. Jede Erzeugende des Zylindroids, mit

Ausnahme der Binormale, die ja dem Werte Unendlich von ent-
spricht, besitzt die Eigenschaft, eine Schraubungsachse zu sein.

§ 30. Bestimmung aller Schraubungen, durch welche eine
Strecke aus einer gegebenen Lage in eiue zweite gegebene
Lage Ubergefihrt wird.

Geht eine Strecke POP! durch eine Bewegung des Raumes in
eine neue Lage PO'Pl (ber, so geht gleichzeitig die von P0 aus
nach P! gezogene Halbgerade in die von P(0' aus nach Pl' gezogene
Halbgerade uber. Die erste wollen wir durch die Gleichungen:

X =x0 + ha0, y =y0+hpO, z=z0 + hyl

darstellen, in denen a0, 0, y0 die Richtungskosinus der Halbgeraden
bezeichnen sollen. Die zweite sei durch die Gleichungen:

X' =x0"+ hal', y' =y0' + hp0, z'=1z0"+ hy0'

dargestellt, in denen a0, B0, y0' ebenfalls Richtungskosinus bedeuten
modgen. Dabei soll der von den Halbgeraden gebildete Winkel als
von Null und von 1 verschieden vorausgesetzt werden. Geben wil-
dem Parameter h in diesen sechs Gleichungen denselben positiven
Wert, so sind die Punkte beider Halbgeraden in der Weise einander
zugeordnet, dal je zwei Punkte der ersten denselben Abstand be-
sitzen, wie die ihnen entsprechenden Punkte der zweiten. Eine
Schraubung, welche die Punkte der ersten Halbgeraden in die ihnen
entsprechenden Punkte der zweiten Uberfihrt, erfordert es, dal Glei-
chungen von der Form:

x0' + ha0' = a + (x0 + haO)al + (y0 +hp0)a2 + (z0 + hy0)o3,
Q) Vy0'+hB0' =b + (x0 + haO)al + (yO +hp0)a2 + (z0 + hy0)B3,
z0"' + hy0' = ¢ + (X0 + haO)al + (yO +hpB0)a2 + (z0 + hy0)y3

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 1. 21
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fur alle Werte von h bestehen missen, und es handelt sich um die
allgemeinste, mit diesen Gleichungen vertragliche Bestimmung von
a, b c al.. .y3, oder bei Benutzung der Gleichungen (11) § 26 S. 304
von a, b, ¢, rx, ry, rz, S
Die Vergleichung der Koeffizienten von h in dem System (1)
liefert:
00" = alal + pB0a2 + y0a3,

R =00R! +BOR2 + yOR3
y0' = a0yl + BOy2 + yOy3
so dal:
a0'=rx>o0rx + (a0 — rx>alrx) cos & + (yOry — B0rz) sind, usw.
Hieraus folgt erstens:
J00- = 0

so dal? alle Schraubungsachsen zu einer festen Richtung
senkrecht sind, und zweitens:

Den Winkel beider Halbgeraden bezeichnen wir mit ¢, die
Richtungskosinus der Geraden, auf welcher sich die Mittelpunkte der
je zwei sich entsprechende Punkte der Halbgeraden verbindenden
Strecken befinden, mit mx, my, mz und setzen:

Die Richtungskosinus der zu den Schraubungsachsen senkrechten
Richtung bezeichnen wir mit sx, sy, sz und setzen:

Endlich seien nx, ny} nz die Richtungskosinus einer zu beiden
Richtungen senkrechten Richtung, also:

Die letzte Richtung (nx, ny, nz) steht zugleich auf den beiden
Halbgeraden senkrecht.

Wir nehmen nun:
rx=mxcosy + nxsiny, ry=mycosyY + nysiny, rz= mzcosy + nsiny.
Da:
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so wird:
> rx(yO'R0 — 30'y0) = — sin @ siny,
daher:

Die Koordinaten des Fuf3punktes eines vom Koordinatenanfangs-
punkt aus auf eine Schraubungsachse geféllten Lotes sind nach (4)
§ 27 S. 305:

USW.
Aus (1) ergibt sich:

o  x0'-x0al-y0o2 - 2003 usw.,
daher nach (11) S. 304:

Man hat:
rz (y0'-y0) — ry/ (i0'-20)
={(y0' — y0)mz —(z0' - zO)my} cosy +{(y0' - yO)nz —-(z0' - zO)ny} sin §),.
Ersetzen wir hierin mz durch nxsy — nysx, my durch nzsx — nxsz,
nz durch sxmy — symx, ny = mxsz — mzsx, so ergibt sich:
rrz (yO' - y0) - ry (z0' - z0) = (nxcosy — mx sing) > (x0' - x0)sx
— sxcosP (x0' — x0)nx + sxsing > (x0' - xO)mx.

Wenn wir diese Gleichung mit sinzZ multiplizieren und im
ersten Gliede rechts statt nxsiny den Ausdruck rx — mxcosy setzen,
so folgt:

{rz((y0' - yO) ry(z0' - z0)} sin ¢ = rx cosy> (x0' — x0)sx — mx> ((x0' - x0)sx
— sx sing(cosw27(x0' - x0)nx — sin Y3 ((x0' - x0)my),
damit findet sich:

21*
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Nun sei:

dann konnen wir die Gleichungen der Schraubungsachsen, unter t
einen Parameter verstehend, in der Form schreiben:

X = ml + sx(p sin2y — g siny cosy) + trx,

y = ml + sy(p sin2y - q siny cosy) + try,

z = ml + sz(p sin2y - g siny cosy) + try,

Da ( beliebig gewahlt werden kann, haben wir es mit einer
einfach unendlichen Schar von Schraubungsachsen zu tun. Die
letzteren schneiden die Gerade, welche durch den Punkt (ml, m2,m3)
geht und die Richtungskosinus sx, sy, s besitzt, senkrecht. Nehmen
wir diesen Punkt zum Anfangspunkt eines u, v, w-Systems, in dem
die u-Achse die Richtungskosinus mx, my, mz die v-Achse die
Richtungskosinus nx, ny, nz, die w-Achse die Richtungskosinus sx, sy, s
besitzt, so sind:

u=tcosy, v=tsing, w=psinyY —qsiny cosy

bei veranderlichem t und ¢ die Gleichungen der Schraubungsachsen-
flache Die Elimination von t und ( liefert:

w(u? +v2) =pu? — quv.

Setzt man nun, falls p und g nicht gleichzeitig verschwinden:

u=ulcose —v0sing, uv= sing+ vl Ccoseg,

so ergibt sich die folgende Flachengleichung:

Wir haben es daher mit einem Zylindroid zu tun, dessen
Achse gleich ist.
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Die geometrische Bedeutung des Punktes (ml, m2, m3) er-
hellt folgendermallen. Das Quadrat des Abstandes zweier einander zu-
geordneter Punkte der beiden gegebenen Geraden ist gleich:

S (x0' = x0 + h(a0' — a0))2
Soll der Abstand ein Minimum sein, so muf} die Beziehung:

> (x0' - x0) (00" - a0) + h> (a0 -a0)2 =0
bestehen. Dies ergibt:

Die x-Koordinate des Mittelpunktes der kleinsten Verriickungs-
strecke erweist sich gleich:

d. h. gleich mv Die Achse des Zylindroids enthalt somit den
Mittelpunkt der kleinsten Verrickungsstrecke. Die GroRe
dieser Verriickungsstrecke ist gleich:

oder:

Setzen wir:

so folgt aus dieser Gleichung und aus den folgenden:

daB:
USW.
Wir haben somit:

daher wird die MaRzahl der kleinsten Verriickungsstrecke gleich:
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Hierdurch ist, falls p und g nicht gleichzeitig verschwinden, die
geometrische Bedeutung der in der Zylindroidgleichung auftretenden
Konstanten dargetan.

Wenn aber p und g zugleich verschwinden, haben die beiden
Halbgeraden oder ihre Verlangerungen einen Punkt gemein, der keine
Ortsverédnderung erfadhrt. An Stelle der Schraubungen treten hier,
wie es geometrisch offenbar ist, aber auch sogleich analytisch gezeigt
werden soll, Drehungen. Die Drehungsachsen gehen durch den gemein-
samen Punkt und liegen in der Ebene w =0, d. h. in der Ebene,
welche sowohl die Mittelpunkte aller Verrtickungsstrecken, wie die
durch den gemeinsamen Punkt gezogene und auf beiden Halbgeraden
senkrechte Gerade enthalt.

Far die bei einer Schraubung stattfindende Verschiebung fanden
wir in (3) § 27 S. 305 den Wert:

T=arx + bry + crz
Dies ergibt gegenwartig nach (1) S. 321:
T ="3(x0'-x00l-y002 - zOa3)rx
Da aber nach (11) § 26 S. 304:
alrx + Blrx+  y In=mx
az2rx + B2rx+y 2rx=ry

. a2rx + B2rx+ y2rx=rz
so erhalten wir:

Sind p und g beide gleich Null, so haben wir es ausschlief3lich
mit Drehungen zu tun, da t fir jeden Wert von { verschwindet.
Im entgegengesetzten Falle erhalten wir nur eine Drehung und diese
entspricht dem durch die Gleichungen:

bestimmten Wert von . Die zugehorige Drehungsachse wird durch
die Gleichungen:

w=p
festgelegt.

Eine weitere Eigenschaft der Zylindroidachse ergibt sich,
wenn man den kirzesten Abstand der beiden gegebenen Geraden be-
rechnet. Das Quadrat des Abstandes des Punktes (x0 + haO, y0 + hR0,
z0 + hy0) der ersten Geraden von dem Punkt (x0'+ la0', yO'+ IRO',
z0' + ly0") der zweiten Geraden ist:

> (x0' - x0 + la0' - ha0)2
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Setzen wir statt a0, a0, x0'-x0 usw. die Ausdriicke
usw., so wird das Quadrat
des Abstandes gleich:

Da das Quadrat des kiirzesten Abstandes (S. 218) gleich

ist, so bestehen fir die den Endpunkten des kirzesten Abstandes ent-
sprechenden Werte von | und h die Gleichungen:

Die x-Koordinate des Mittelpunktes des kiirzesten Abstandes ist:

Daher liegt der Mittelpunkt des kirzesten Abstandes auf
der Zylindroidachse.

Um die vorstehenden Ergebnisse fir die Lehre von den Raum-
kurven fruchtbar zu machen, nehmen wir an, dafl der Punkt (x0, y0, z0)
eine Kurve beschreibe, und setzen fortan X, y, z statt x0,y0, z0. Dabei
sollen x, y, z ebenso wie a0, B0, y0 als Funktionen der Bogenldnge s
der Kurve betrachtet werden. Die Koordinaten x0', y0', z0', ebenso
die Richtungskosinus af', B0, y0' sollen aus X, y, z, a0, 0,y0 dadurch
hervorgehen, daB statt s gesetzt wird s+As. Dabei werde an-
genommen, daf der Bogenldnge s ein Wert beigelegt sei, fur den

weder noch gleichzeitig verschwinden.
Fur a0' erhalten wir die Entwicklung:

fur x0' die Entwicklung:

endlich fur ¢ die Entwicklung:

Beim Grenzibergang zu As = 0 ergibt sich:
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somit:

Die Entwicklung von & (S. 323) nimmt die Form an:

Daraus geht hervor, dal dem Werte ¢ = 0 keine Schraubungsachse

entsprechen kann.

Fir den Parameter der zu  gehdrenden Schraubenbewegung

hat man bei As = 0:

und zudem folgt:

Betrachten wir nun einige besondere Félle!
l. Wenn q0 =q BO=p, yo =y sO ergibt sich:
mx=a nNX= A sx=]I,
rx = a cosy — A sin y,
ml = X, By, M3=2, p=p q=0

Wir erhalten dasselbe Zylindroid, wie unter | im vorigen Para-

graphen; jede Erzeugende desselben, mit Ausnahme der

Kurven-
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tangente (¢ = 0), hat die Eigenschaft einer Schraubungsachse. Die
Drehungsachse entspricht dem Werte
Il. Wenn o0 =1, 0 =m, y0 = n, so ergibt sich:

p=0,

Wir erhalten dasselbe Zylindroid, wie unter Il des vorigen Para-
graphen; jede Erzeugende desselben, mit Ausnahme der Hauptnormale
der Kurve, besitzt die Eigenschaft einer Schraubungsachse. Eine
Drehungsachse kommt nicht vor.

1. Wenn g BO=u yo =y SO ergibt sich:

mx=2A nx =t sx=1I,
rx =Acosy + asiny,
ml = X, gy M=z p=0 g=r

Wir erhalten dasselbe Zylindroid, wie unter 111 des vorigen
Paragraphen; jede Erzeugende desselben, mit Ausnahme der Binormale
der Kurve, besitzt die Eigenschaft einer Schraubungsachse. Eine
Drehungsachse kommt nicht vor.

Bemerkung. Die allgemeine, in diesem Paragraphen behandelte
Aufgabe ist wohl zuerst von E. Lamarle (Theorie geometrique des
centres et axes instantanes de rotation, Brussel u. Paris 1859, S. 113,
vgl. R. v. Lilienthal, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-
vereinigung, Bd. 11, 1902, S. 38) fur den Fall unendlich naher Lagen
der Geraden geldst. DaR die sich ergebende Achsenflache ein Zylindroid
ist, hat Lamarle nicht bemerkt, ebensowenig C. Moshammer
(Wiener Sitzungsber. 1876, Bd. 73, Abt. 2, S. 143) und Pelisek-
Miloslaw (Archiv d. Math. (2) Bd. 7, 1889, S. 1), die auf synthetischem
Wese den Fall endlich verschiedener Lasen untersuchten. Den Nach-



330 Zweiter Teil. Kurven im Raum.

weis, daBB die Achsenflache stets ein Zylindroid ist, erbrachte unter
Benutzung der Grafmannschen Methode F. Rath (Mathern.-naturwiss.
Mitteilungen, Stuttgart, (2) Bd. 6, S. 85, 1904 und Bd. 7, S. 9, 1905).
Von dem Zylindroid wird im zweiten Bande dieser Vorlesungen aus-
flhrlicher die Rede sein.

§ 31. Translationsstrahlen und Binormalstrahlen.

Wir gehen jetzt zuriick zu der einem beweglichen Dreikant zu-
geordneten Schraubenbewegung. Die Achsen des Dreikants bildeten
das &, n, ¢-System. Die Schraubenbewegung war bestimmt durch
die Schraubungsachse (¢!, n., 1, r¢ rn, r() und den Parameter k. Durch
den Punkt (&1, n1, (1) werde senkrecht zur Schraubungsachse eine Ebene
gelegt. In ihr ziehen wir vom Punkte (§1,n1,{1) aus zwei zueinander
senkrechte Halbgerade mit den Richtungskosinus pg, pn, pZ ag, an, q¢
jedoch so, daR:

P& pn PC
€ qn ag - 1L
rg m o1
Irgendein Punkt dieser Ebene besitzt die Koordinaten:
& =& + v(pt cosud + g sinu0),
n'=nl+ v(pn cos u0 + gn sin u0),
¢ =nl + v(pl cos ul + q¢ sin u0),

Hierin bedeutet v die Mal3zahl des Abstandes der Punkte (&', n', &)
und (&1, ni, &), wahrend u0 die Malzahl des Winkels bedeutet, den
die vom Punkte (&1, nl, &) aus durch den Punkt (&', n', £) gezogene
Halbgerade mit der Halbgeraden (pg&, pn, p{) bildet.

Nehmen wir nun eine Schraubung des Raumes vor, bei der die
GroRe der Drehung mit u bezeichnet werde, so gelangt der Punkt
(€', n', ¢) in eine neue Lage, deren Koordinaten:

& = &1 + v(p& cos (U0 + u) + gf sin (U0 + u)) + kurg,

(1) n'=nl + v(pn cos (U0 + u) + gn sin (U0 + u)) + kurn,

C =n1+ v(pZ cos (U0 + u) + g sin (u0 + u)) + kurg,
sind.

Auf diese Weise werden durch eine Schraubenbewegung doppelt
unendlich viele Schraubenlinien bestimmt, langs derer u veranderlich
ist, wahrend die Parameter durch v und ul vertreten werden. Durch
jeden Punkt des Raumes, der nicht auf der Schraubungsachse liegt,
geht eine und nur eine Schraubenlinie hindurch. Dieselbe ordnet
dem Punkte drei Gerade zu, ndmlich die Tangente, die Binormale
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und die Hauptnormale der durch ihn bestimmten Schraubenlinie. Die
erstere nennen wir nach dem Vorgange von C. Kipper (Monatshefte
fur Math. u. Phys., 1. Jahrgang, 1890, S. 95) den Translations-
strahl des Punktes, die zweite wollen wir den Binormalstrahl
des Punktes nennen. Die dritte fallt mit der Geraden zusammen,
die durch den Punkt hindurchgeht und die Schraubungsachse senk-
recht schneidet; sie braucht also nicht besonders bestimmt zu werden.

Wir berechnen zunachst die Richtungskosinus des Translations-
strahls eines beliebig gewdhlten, aber nicht in der Schraubungsachse
liegenden, Punktes (&, n, 0.

Da aber:

v cos (Ul +u) = (€ — EDpE v sin (U0 +u) = 3(& — &) of,
so folgt:

= kr§ + mE— &) — r{(n —nl).

Die Richtungskosinus des Translationsstrahls des Punktes
(&,N,0) sind somit proportional den Zahlen:

plk + p2(€ - &1) — p3(n - n1), p2k + p3(§ - €1) - p3(¢ - 1),
p3k + p1(n - n1) - p1(€ - &1)
Auf Grund der Gleichungen (11) § 28 S. 313 findet sich:

)

p3nl - p2il = ql-plk, pldl-p1&l = q2-p2k, p2§l—pinl=qg3-p3k-

Die fraglichen Richtungskosinus sind daher ebenfalls pro-
portional den Zahlen:

3 gl +p2¢-p3n, @2 +p3& —pll, @3 +pln -p28&
Wir berechnen ferner die Richtungskosinus des Binormalstrahls

eines beliebig gewéhlten, aber nicht in der Schraubungsachse liegenden
Punktes (&, n, Q).

Da die Binormale senkrecht zur Tangente und zur Hauptnormale,
die letztere senkrecht zur Tangente und zur Schraubungsachse liegt,

missen die Richtungskosinus der Binormale proportional sein den
Zahlen:

usw.
oder:

usw.
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Wendet man hier die Bestimmungen:

usw.

an, so zeigen sich die Richtungskosinus des Binormal-
strahls des Punktes (& n, {) proportional den Zahlen:

rg> (Mm@ — 1) - ryn —n))2 — k(M@ - &) — rZ(n - ny).

my(m(C-72)- i -n)2 -k (¢ - &) - - 1),
r¢s (m(C-22) - rg(n -n1))2 - k (r§(¢ - &1) - m( - 41)),
oder, wenn man die Gleichungen: p3nl - p2d1 = ql - p1k, usf. beriick-
sichtigt, proportional den Zahlen:
P13 (q1+p2C - pan)2 - (al+p2 - p3n) 2plal,
P23 (q1+p2¢ - p3n)2 - (q2+p3¢ - p1n)3 plql,
P33 (q1+p2C - p3n)2 - (q3+p1l - p2n)3 plql,
Wir gelangen zu geometrischen Satzen, wenn wir die
Translations- und Binormalstrahlen der Punkte einer ge-
gebenen Geraden oder einer gegebenen Ebene betrachten

und nach den besonderen Fallen fragen, die hier méglich
sind.

§ 32. Translationsstrahlen der Punkte einer Geraden.
Wir nehmen eine Gerade als durch die Gleichungen:

§=& + 10, n=n0+tpO, (=10+t0, (@02 + B02 + y02=1)

gegeben an. FUr das Folgende ist es notig, die Lage und GroRe des
kirzesten Abstandes der Geraden von der Schraubungsachse zu be-
stimmen, falls die Gerade nicht dieser Achse parallel ist.

Der Punkt kirzesten Abstandes gehoért zu dem Werte:

von t. Der Zahler von t0 ist zunachst gleich:

2 (€1-80)(a03 ré2 - r&3alre)

und damit gleich:

>.(om  #)(r(&1-£0) - rg(n1-n0))

oder:

WO:
w2=pl2 + p2 + p3L
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Setzen wir daher:
il = plk +p2({0— 1) —p3(n0 - nl),
n2 =p2k +@(E0-&1) -0
m3 = p3k + pl (N0 - n1) - p2(&0 - &1),
oder, was nach dem Obigen dasselbe ist:

nl=ql +p2{0-p3n0, T2 =02+ p3&0-pld0 m3= g3+ p3n0 - p2&0
so folgt:

Die Koordinaten des Punktes kiirzesten Abstandes der Geraden
von der Schraubungsachse bezeichnen wir mit §00, n00, {00, so daf3

800 = £0+ 1000 100 = O+ tOBO 00 = Z0+ tOyO

Die Malizahl des kirzesten Abstandes (e) der Geraden von der
Schraubungsachse wird gegeben durch die Gleichung:

oder:

Die Bedeutung des Vorzeichens von e entnehmen wir der Be-
trachtung auf S. 190. Durch den in der Schraubungsachse liegenden
Endpunkt des kirzesten Abstands ziehen wir die Halbgerade (1I) mit
den Richtungskosinus a0, B0, y0, wéhrend die Halbgerade (I) die
Richtungskosinus r¢, rn, r{ besitze. Je nachdem der kiirzeste Abstand
in der Halbgeraden (IV) oder in der ihr entgegengesetzten Halb-
geraden liegt, ist e positiv oder negativ.

Wir fragen zunachst, unter welcher Bedingung eine
gegebene Gerade der Translationsstrahl eines ihrer Punkte
ist. Ist dies der Fall, so muB es einen solchen Wert von t
geben, dal die Richtungskosinus der Geraden gleich den Richtungs-
kosinus des Translationsstrahls des zu diesem Werte von t gehérenden
Punktes werden. Bezeichnen wir daher mit p einen Proportionalitats-
faktor, so muf} sich t aus den Gleichungen:

g gl + p2(¢0+ &= y0)-p3(NO—+tB0) = paO Usw.
oder:

ml + t(p2y0 — p3P0) = paO
n2 + t(p200 - p3y0) = p0
n3 + t(p2p0 - p3a0) = pyo
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berechnen lassen. Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe
nach mit p2y0 —p3p0, p3a0 — ply0, plp0 - p2a0 und addieren sie, so
entsteht:

>L(p2y0 -p3B0)+ t(w2-(Yo0pl)2) = O.

Dies besagt, daB wir nur dann einen endlichen Wert von t er-
halten kdnnen, wenn die Gerade nicht parallel der Schraubungsachse ist.

Multiplizieren wir unsere Gleichungen der Reihe nach mit a0,/30, y0,
dann mit pl,@3 und addieren sie jedesmal, so entsteht:

Sa0nl=p kw2 =p3alpl
Daher mu3 die Bedingung:
kw? = Yoa0nl YaOpl,

>aopl >o0nl — >plgl =0

oder:

erfullt sein.
Vus der Gleichung fur den kirzesten Abstand e folgt:

somit gewinnt unsere Bedingung die Gestalt:

oder, wenn wir mit ¢ den Winkel der Geraden mit der Schraubungs-
achse bezeichnen, und:

> oopl = w cos U,
setzen:

Ist diese Bedingung erfullt, so ist die Gerade, wie der
obige Wert von t zeigt, der Translationsstrahl desjenigen
ihrer Punkte, in dem sie den kurzesten Abstand von der
Schraubungsachse besitzt.

Auf jeder Geraden, die nicht der Schraubungsachse parallel ist,
besitzt der Punkt kurzesten Abstandes von der Schraubungsachse
eine kinematische Bedeutung. Fassen wir namlich in den Gleichungen (1)
des vorigen Paragraphen die Veranderliche als die Malzahl der

Zeit auf, so kommt jedem Punkte die Geschwindigkeit

zu, die wir mit V bezeichnen wollen Die Geschwindigkeiten der
Punkte einer Geraden héngen von der einen Verénderlichen t ab;
wir konnen daher nach einem Maximum oder Minimum dieser Ge-
schwindigkeit fragen. Man hat:
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Da die zweite Ableitung von V2 nach t positiv ist, haben wir
es nur mit einem Minimum der Geschwindigkeit zu tun, und dieses
findet im Punkte des kiirzesten Abstandes der Geraden von der
Schraubungsachse statt. Wir wollen fortan diesen Punkt als den
Nullpunkt der Geraden bezeichnen.

Wir fragen ferner nach der von den Translationsstrahlen
der Punkte einer Geraden gebildeten Flache.

Die Gleichungen des zu dem Punkt (& + ta0, n0 + tR0, & + ty0)
gehorenden Translationsstrahls sind:

&€ =& + ta0 + h (L + t(p2y0 — p3P0)), usw.

Betrachten wir hier t und h als veranderlich, so haben wir die
Gleichungen der zu bestimmenden Flache vor uns.

Ist die Gerade parallel der Schraubungsachse, so werden &, n, C
lineare Funktionen von t und h. Unsere Flache ist alsdann eine
Ebene mit der Gleichung:

S(E4) (B0m3 — yOm2) = O

Fur eine nicht zur Schraubungsachse parallele Gerade nimmt die
Determinante der Koeffizienten von t, li, th in den obigen Gleichungen
den Wert:

S>1l{(p3a0 — ply0) y0 — (pIRO — p2al) 30}

Saonl >a0pl  S>plnl

an. Da > plnl= >plql so besagt das Verschwinden der Determinante,
daB wir es mit einem Translationsstrahl zu tun haben. In diesem
Falle ist unsere Flache wiederum eine Ebene. lhre Gleichung besitzt
die Form:

oder:

2 (€ = &) (a03a0pl —pl) =0.

Sie zeigt, da die Normale der Ebene senkrecht zu dem kiirzesten
Abstand der Geraden von der Schraubungsachse ist; die Ebene
selbst fallt also zusammen mit der zu dem Nullpunkte der
Geraden gehérenden Schmiegnngsebene der durch den Null-
punkt gehenden Schraubenlinie.

Wenn die gegebene Gerade weder der Schraubungsachse parallel
ist, noch mit einem Translationsstrahl zusammenfallt, ersetzen wir den
Punkt (€0, n0, 0) durch den Nullpunkt (£00,n00,Z00) der Geraden und
vollziehen die Elimination von t und h aus den Gleichungen der
Flache, wie folgt. Es sei:
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1+ (T+1)>a0pl + TTIW2 = 0.

Hier bedeuten a¢, an, ac bg, bn, b, c&, cn, ¢l die Richtungskosinus
dreier zueinander senkrechter Richtungen, von denen die letzte sowohl
zu der gegebenen Geraden wie zu der Schraubungsachse senkrecht
ist. Da zwischen den Zahlen Tt und Tl nur eine Beziehung an-
genommen wurde, liegt es in unserer Hand, noch eine zweite hinzu-
zufligen.  Wir setzen:

S (E-&0)al = &, 2(8-€00)bE =¢&', S (§-£00)cE = &',
Wenn in nil, m2, m3 die Zahlen &0, n0, Q0 durch &00, n00, {00 ersetzt
werden, mége Yl,y2,P3 entstehen, so daf:
§1 = gl +p2&00 - p3n00  Usw.
Man hat dann die Beziehung:
Y Y1(p2y0- p3p0) = 0,

die aussagt, dalR der Translationsstrahl des Nullpunkten der Geraden
auf dem kurzesten Abstande der Geraden von der Schraubungsachse
senkrecht steht. Da:

¢ 0 = ta0 + h(p1l+t (p2y0-p3B0)) Uusw.,
erhalten wir:

Aus den ersten beiden dieser Gleichungen folgt:
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Unterwerfen wir die Zahlen 1 und Tl der weiteren Bedingung:

(1 + 1> a0pl) ool + 11> plal) + (1+11>aipl) (Gadyl+ tplgl) =0,
so erhalten wir die Flachengleichung m der Form:

+ o12(1+ Ty aopl)(Taoyl + Typlql) '}

Unsere Flache ist also ein hyperbolisches Paraboloid.
Der Scheitelpunkt desselben fallt mit dem Nullpunkte der Geraden
zusammen. Langs der Geraden ist:

¢ =0;
langs des Translationsstrahls des Nullpunktes ist:
¢=0;

somit fallen die sich im Nullpunkte schneidenden Erzeugenden des
Paraboloids mit der Geraden und dem Translationsstrahl ihres Null-
punktes zusammen.

Man hat:

Tol2 =1+ 21Tl alpl-T! (1 +(t + ) >alpl) = (t-Tt){ + tL>apl),
Tlo2= - (1 — ) (1 + t>a0pl).

Die Gleichung unseres Paraboloids laRt sich daher auch in der Form:

— 11(C a0P1+ 1>plgl)n2

schreiben. Sobald >oa0yl gleich Null ist, erhalten wir ein gleich-
seitiges Paraboloid, da die Koeffizienten von &? und n'2 entgegen-
gesetzt gleich werden. Die Beziehung a0yl = 0 bedeutet geometrisch,
daB die gegebene Gerade auf dem Translationsstrahl ihres Nullpunktes
senkrecht steht. Weitere Bedeutungen dieser Beziehung werden wir
im néchsten Paragraphen kennen lernen.

Fur eine Hauptnormale einer Schraubenlinie ist >aop! gleich
Null, und da ihr kirzester Abstand von der Schraubungsachse ver-
schwindet, auch >a0nl gleich Null. Man hat aber:

Salml = > a0yl

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 22
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In diesem Falle ist:
1+ 1tiw2 =0, und 1+ 11l =0,

daher:
0l =012 =2
Die Determinante:
a ay ag
bE bn b
cE o ¢l

soll den Wert Eins besitzen. Dann folgt allgemein:

und in unserem Fall:

Damit erhélt die Gleichung des zu einer Hauptnormale gehérenden
Paraboloids die Form:

§ 33. Der lineare Komplex von Geraden.

Unter welcher Bedingung ist eine Gerade, die weder
die Schraubungsachse schneidet, noch ihr parallel liegt,
der Binormalstrahl eines ihrer Punkte:

Wenn wir die Gerade wieder als durch die Gleichungen:

E =% + tad, usw.
gegeben annehmen, so missen die Beziehungen:
re> (m@ - ) - r{n — )2 — k(m(Z - 22) - r(n - n1))=pa0, usw.

bestehen, wo p einen Proportionalitatsfaktor bedeutet. Multipliziert
man diese Beziehungen der Reihe nach mit r&, m r¢, dann mit ¢ — &,
n—nl - &L, dann mit M(C - &1) -r&(n - n1), usw. und addiert sie
jedesmal, so ergibt sich:

S (m(C-21) - rg(n-n1)2 =p>aorg
2 (& — &D)re 3(m-)-rn-noe— =p>a0(g - &1),
- k3 (r(Z - 21) - rg(n - n1))2 = pya0(m( - 21) - r{(n - n1)),
folglich:
Sa0(kré + rn(¢ -21) - rg(n - nl1)) =0

> (& - &1)r&— >a0re~(&-¢1)= 0.

und:
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Die erste dieser Bedingungen sagt aus, daR die Gerade zu
den Translationsstrahlen aller ihrer Punkte senkrecht sein
muR. Da sich die Bedingung aber, wenn man ¢, n,  durch &0+ ta0, usw.
ersetzt, von t frei erweist, indem sie die Form:

>a0ml =0
annimmt, so lehrt sie weiter, daB, wenn die Gerade auf dem
Translationsstrahl eines ihrer Punkte senkrecht steht, sie
zu den Translationsstrahlen aller ihrer Punkte senkrecht
ist, oder mit anderen Worten, dall sie eine Normale aller

durch sie hindurchgehenden Schraubenlinien ist.
Die zweite dieser Bedingungen wird durch den Wert:

von t erfillt Dieser Wert gehort aber nach § 32 S. 332 zu dem
Nullpunkte der Geraden. Wir haben daher den Satz, dal} jede
weder die Schraubungsachse schneidende noch ihr parallele
Gerade, deren Bestimmungssticke der Gleichung:
>a0ml =0

gentuigen, der Binormalstrahl ihres Nullpunktes ist.

Die Gesamtheit der Binormalen unserer Schraubenlinien nennen
wir einen linearen Komplex von Geraden.

Der Grund dieser Benennung beruht auf folgender Erwégung.
Schreiben wir unsere Bedingung in der Form:

gl a0+ g2 R0 + g3y0+pl (yOn0-BO 0) + p2(a00-yO &0) + p3 (B0 &0 - adn0) =

so stellt sie eine lineare homogene Gleichung zwischen den sechs
Zahlen:
a0 B> y0; yOon0-B0Z0 00{0-y0& BOE0-a0no

dar. Diese Zahlen oder solche, die ihnen proportional sind, sieht
J. Plucker (Neue Geometrie des Raumes, gegrindet auf die Be-
trachtung der geraden Linie als Raumelement. Leipzig 1868) als die
Koordinaten einer Geraden an. Jede homogene Gleichung zwischen
diesen Koordinaten ist fir Plicker die Gleichung eines Linien-
komplexes, und zwar je nach ihrem Grade die eines linearen,
quadratischen, kubischen Komplexes, usf. Die Tangenten
unserer Schraubenlinien bilden hiernach einen quadratischen Komplex,
da die Bedingung fur einen Translationsstrahl sich in der Gestalt:

> a0 pl-> a0l - j =0
schreiben 14Rt.
Liegt eine Gleichung von der Form:

A0+ BRI+ Cy0 + D (y0n0 — B0&0) + E(a0¢0— y0&0) + F(B0& — a0n0)=0
22*
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vor, in der weder die Koeffizienten 1), E, F zugleich verschwinden,

noch der Ausdruck:
AD + BE + CF

den Wert Null besitzt, so fallen die durch die Gleichung bestimmten
Geraden mit den Binormalen oder, wie wir nach dem Obigen auch
sagen konnen, mit den Normalen aller Schraubenlinien zusammen,
die durch eine Schraubenbewegung entstehen, deren Achse durch die
Gleichungen:

deren Parameter durch die Gleichung:

bestimmt wird.

Verschwindet der Ausdruck AD + BE + CF, so nennt Plicker
den Komplex einen speziellen. Hier ist fir jede Gerade der kirzeste
Abstand e (§ 32 S. 333) gleich Null; der Komplex besteht also aus
allen Treffgeraden der Achse.

Die Pluckersche Theorie ist entweder ein Beispiel dafur, daR
rein formale Uberlegungen zu wichtigen geometrischen Begriffs-
bildungen fuhren kénnen, oder sie ist, erst nachdem sich ihr Urheber
auf anderem Wege von der Bedeutung des Komplexbegriffes tberzeugt
hat, unter dem Vorbilde der gewdhnlichen Theorie der Ebene und
der Flachen zweiten Grades aufgestellt.

Plucker faBt (a. a. 0. S. 57) die Geraden eines linearen Kom-
plexes als Tangenten von Schraubenlinien auf. Dies ist aber un-
zweckmaBig, weil diese Schraubenlinien nicht einer, sondern unendlich
vielen Schraubenbewegungen ihr Dasein verdanken, indem die Para-
meter der letzteren sich mit den die Schraubenlinien enthaltenden
Kreiszylindern &ndern.

Ersetzen wir namlich die Zahlen gl g2, g3 durch die Zahlen:

Wo:
cos Y = >aolrg,
so andern sich die Ausdriicke &1, nl, I, nicht, wéhrend statt k der Wert:
k' = — k cotg2 @

auftritt. Die Bedingung fur einen Translationsstrahl nimmt die Form an:
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oder:
Salpl->aonl = 0;

sie ist also fir eine Komplexgerade erfullt, d. h. eine solche Gerade
ist ein Translationsstrahl bei einer Schraubenbewegung, die sich nur
durch den Parameter von der bisher betrachteten unterscheidet. Fur
eine Komplexgerade hat man:

e = k cotg |y,
daher.

Der kirzeste Abstand e ist aber der Halbmesser der Querschnitte
des Kreiszylinders, auf dem alle Schraubenlinien liegen, bei denen y
denselben Wert besitzt, somit &ndert sich der Parameter k' mit diesen
Kreiszylindern.

§ 34. Konjugierte Gerade.

Wir legen durch die Punkte einer gegebenen Geraden
Ebenen, die zu den Translationsstrahlen der Punkte senk-
recht sind, und fragen nach dem Umhullungsgebilde dieser
Ebenen.

Ist die Gerade parallel der Schraubungsachse, so liegt eine Schar
paralleler Ebenen vor.

Ist die Gerade ein Komplexstrahl, so enthalten die Ebenen
samtlich den Strahl selbst; sie bilden also einen Biischel, dessen
Achse die Gerade ist.

Wir schlieBen diese beiden Félle aus und erhalten als Gleichung
der Ebenenschar die folgende:

SE- & -ud) (nl + t(p2yO - @) =0

> (&- &o)nl + {3 (€ - €0) (p2y0 - p3p0) — > a0ml} = 0.

Die Ebenenschar bildet daher einen Ebenenbiischel. Die Achse
des letzteren ist die Schnittlinie der beiden Ebenen mit den Glei-
chungen:

1)

oder:

I€- 9)1t1=0,

Y (§- €0) (p2y0 - p3p0) = yoOml

Diese Schnittlinie nennt man die der gegebenen Geraden in
bezug auf den Komplex konjugierte Gerade.

Die Richtungskosinus der konjugierten Geraden sollen mit
a0, B0, y0' bezeichnet werden. Sie sind proportional den Zahlen;

m2 (p1B0 — p200) — n3 (p30a0 — ply0), usw.,



342 Zweiter Teil. Kurven im Raum.

die sich nicht andern, wenn wir statt &0, n0, {0 die Koordinaten
€00, n00, 100 des Punktes kiirzesten Abstandes der gegebenen Geraden
von der Schraubungsachse setzen. Da:

. W1 (p2y0 - p3B0) = O
so erhalten wir:

)

Ist die gegebene Gerade ein Translationsstrahl, so steht
ihre Konjugierte auf ihr senkrecht.

Der Punkt kirzesten Abstandes der konjugierten Geraden von
der Schraubungsachse besitze die Koordinaten &00', n00', 00’ Dann ist:

2 (q1+p2800" - p3n00’) (p2y0' - p3P0’)=0
Aber:

somit;
2 (q1+p2&00' - p3n00°) (p2y0 - p3P0)=0

. 2(q1+p2&00 - p3n00) (p2y0 - p3pB0) =0
so ergibt sich:

Jr+@g- (nOO" + NO0)pP3)(p2y0 - p3P0) =0

> (00" + £00)(a0W2-p1y a0pl) =0

AulRer dieser Gleichung dienen zur Berechnung von 0,100, 00
nach (1) die folgenden Gleichungen:

> (800" + &00)p1 = 0,
> (€00' + E00)(p2y0 - p3B0)=  >alml
Um die Determinante:
o0w2-p1y00pl  BOw2-p23a0pl  yow2-p3sa0pl
¥l v2 U3
p2y0 - p3p0 p3a0 - ply0 p1p0 —p200

zu bestimmen, berechnen wir die Adjunkte des ersten Elements der
dritten Zeile der Determinante. Man hat:

(BOW2-p25 a0pl)y3 — (yOw2-p33 a0pl)yn

= (B0y3 — YOy2)3p12 — (p2y3 — p3y2)y a0p1
= PL{p1 (BOY3 - yOu2) -a0{p2y3—p3y2)} — (p2y2 +p3y3) (p2y0 - p3P0).

Da auch:

oder:



§ 34. Konjugierte Gerade. 343
Auf Grund der Bedingung:

>Ww1(p2y0 - p3p0)=0

wird der Faktor von p! gleich -y1(p2y0 - p3B0), und die Adjunkte
gewinnt die Form:

= 3plgl(p2y0 - p3p0).
Die Determinante wird daher gleich:

- = (w2 - (3a0p1)2),
und wir erhalten:

usw.

Dies zeigt, dall der Punkt (00", n00,200) in derjenigen Geraden
liegt, welche den kirzesten Abstand der gegebenen Geraden
von der Schraubungsachse enthalt.

Der senkrechte Abstand (e') des Punktes (£00',n00', 00 von der
Schraubungsachse ergibt sich gleich:

d. h.
e = k cotg y.

Um dies Ergebnis geometrisch zu deuten, denken wir die
Gerade (), welche sowohl die Schraubenachse wie die gegebene

Gerade (&00, n0o, ¢00; o0, RO, y0) senkrecht schneidet, konstruiert. lhre
Gleichungen sind:

usw.

Bewegen wir nun die gegebene Gerade so, dall sie sich parallel
bleibt, wahrend der Punkt (&00, n00, 00) die Gerade (L) beschreibt,
so dreht sich die konjugierte Gerade um den Punkt (£0'0,n00,200) auf
der Geraden (L) und beschreibt die in diesem Punkte auf der
Geraden (L) senkrechte Ebene.

Wir zeigen endlich, daR jede Gerade die Konjugierte ihrer
Konjugierten ist.

Die Richtungskosinus der der Geraden (£0'0,n00, 00 a0', B0, y0')
konjugierten Geraden seien o0", p0", y0"; die Koordinaten des Punktes
kirzesten Abstandes der letzteren Geraden von der Schraubungsachse
seien {'0,10'0,00 und zudem werde:

U1' =q1+p280'0  -pan00, = q+p3k00-pnd0, jPrroo> W3 =g3+ pln0'0 - p2£0'0,
gesetzt. Man erhélt dann:

usw.
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Hieraus folgt:
2plpl'=3plnl, S aO E 0O,

Far den Zahler von ai" ergibt sich:

so daB:
] W =a0, B =p0, y =yo
Ferner ist:

Aber:

womit folfft:
n0"0 =n00, ¢0"0 = 200

so dafll unsere Behauptung erwiesen ist.

§ 35. Anwendung des Vorigen auf die im § 29 betrachteten
Schraubenbewegungen.

Wir haben im 8§ 29 drei Mannigfaltigkeiten von Schrauben-
bewegungen betrachtet, und jede derselben umfalte einfach unendlich
viele Schraubenbewegungen. Es liegt nahe, die Rolle zu untersuchen,
welche die einem gewdhnlichen Kurvenpunkte zugehdrigen Geraden,
namlich die Tangente, die Haupt- und Binormale, die rektifizierende
Kante und die Krimmungsachse, bei allen diesen Schraubenbewegungen
spielen. Dabei wollen wir die Berechnung der unter Umsténden auf-
tretenden Paraboloide nicht durchfihren, da sie fur unsere Zwecke
zu verwickelt erscheint.

Die Richtungskosinus der & n, - Achsen hinsichtlich des
X, ¥, N-Systems wurden im § 28 mit ax, ay, az Ix, ly, 1z, Ax, Ay, Az be-
zeichnet. Ein Punkt, der im & n, ¢-System die Koordinaten &, n,
besitzt, mége im X, y, z-System die Koordinaten X, y, z besitzen,
ebenso mdgen die Richtungskosinus einer Geraden im X, y, z-System

mit a0, B0, y0 bezeichnet werden, wenn sie im |, n, &System mit
00,80, y0 bezeichnet sind. Es bestehen dann die Beziehungen:

usw.,
usw.
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I. In dem Falle, in welchem das §, ¢-System aus der Kurven-
tangente und zwei Normalen der Kurve bestand, hatten wir:

ax=a, Ix=1lcos@ +Asing, A=Acos¢@ — |sing,

3 =1, 3 =" 3 = °-
Fir die Tangente der Kurve ist:
=0 n0=0, ¢0=0; a0=1 B0O=0, y0=0,
folglich:
Yaoml = 1,
Die Tangente ist daher ein Translationsstrahl bei allen
unseren Schraubenbewegungen.

Die von den Translationsstrahlen der Punkte der Tangente be-
strichene Ebene hat die Gleichung:

nsing + {cos@ =0.
Da:

so wird:

Die in Rede stehende Ebene fallt also bei allen Schrauben-
bewegungen mit der Schmiegungsebene der Kurve zusammen.
Fur die Konjugierte der Tangente erhalten wir:

all =0, Bo =sing, y0' = cosq,

folglich:
Da:
€00=0, no0 =0, 00 =0,
so folgt:
; &0> 100 =pcosg, 0= — gsing
und:

Die Konjugierte der Tangente fallt daher bei allen Schrauben-
bewegungen mit der Krimmungsachse zusammen.
Die Krimmungsachse besitzt im x, y, z-System die Gleichungen:

usw.,

wo h den verdnderlichen Parameter bezeichnet. Im ¢, n, {-System
besitzt sie die Gleichungen:
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¢ = > (el + hA)a,
n = > (ol +hA)(l cos @ + A sin @),

(= >l +hA) (- Ising + A cos @),
somit:

$00=0 ni=ogcosgp, &= —gsing,
00 =0 B0 =sing, y0 = cos @,

also:

>a0ml Yalpl — >plgl = 0.
Die Krummungsachse ist daher bei allen Schrauben-
bewegungen ein Translationsstrahl.

Die Gleichung der von den Translationsstrahlen der Punkte der
Kriimmungsachse bestrichenen Ebene ist £ = 0, sie fallt daher mit
der Normalebene der Kurve zusammen.

Die rektifizierende Kante hat im x,y, zystem die Gleichungen:

usw.,

im 1f, &-System hat sie die Gleichungen:

somit:
=0 nN=0 =0,

=1 m=2 =0,

Die rektifizierende Kante ist daher bei keiner Schraubenbewegung
ein Komplexstrahl.
Die Gleichung:
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zeigt, daB die rektifizierende Kante auch bei keiner Schrauben-
bewegung ein Translationsstrahl ist; denn fir ¢ = const. wird die
rektifizierende Kante der Schraubungsachse parallel, und die Parallelen
zur Schraubungsachse haben wir nicht zu den Translationsstrahlen
gerechnet.

Um die Konjugierte der rektifizierenden Kante bei einer Schrauben-
bewegung zu bestimmen, bemerken wir zunéchst, daf:

§0=n00=10300=0
Man erhalt ferner:

' =0, B0 =sing Y0' = cosg@.
Da:

so ergibt sich:

und weiter:

also im x,y, 8&ystem:

Die Konjugierten der rektifizierenden Kante sind daher der
Binormale parallel und liegen in der Normalebene.

Zu jeder unserer Schraubenbewegungen gehort ein linearer
Komplex. Die Gleichung eines solchen ist:

Hierin spielt die mit den einzelnen Schraubenbewegungen verénder-
liche Zahl die Rolle eines linear auftretenden Parameters.

Man kann daher mit Plucker die vorstehende Gleichung als die
einer linearen Schar von Komplexen auffassen.

Die allen diesen Komplexen gemeinsamen Geraden fallen zu-
sammen mit den Geraden, welche den beiden, durch die Gleichungen:

(1)
- P00 =0

dargestellten Komplexen zugleich angehdren.
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Fur den ersten dieser Komplexe ist in den Bezeichnungen des
§ 33 S. 339:

A=1, B=0, C=0, D=0,

Der Komplex ist also ein spezieller. Seine Achse wird bestimmt
durch die Gleichungen:

r£=0 m=sing, r{ = cos @,
&€=0 n=gcosp, &=-—gsing,
oder im X. ti. *-Svstem:

rx = A, ry=u rn=yv,

Die Achse fallt also mit der Krimmungsachse zusammen.

Der zweite Komplex ist ebenfalls ein spezieller und seine Achse
wird von der Tangente der Kurve gebildet.

Die allen Komplexen der linearen Schar gemeinsamen
Geraden schneiden sowohl die Tangente wie die Krimmungs-
achse. Sie bilden also eine doppelt unendliche Schar von Geraden.
Eine solche nennt man nach Plicker eine Linienkongruenz,
nach E. E. Kummer ein Strahlensystem.

Im besonderen gehoren die durch den betrachteten Kurvenpunkt
gehenden Normalen der Kurve allen Komplexen der Schar an.

Der Satz, dal das betrachtete Strahlensystem aus den Schnitt-
geraden der Tangente und der Kriimmungsachse besteht, kann auch
folgendermaBen bewiesen werden. Eine Gerade, deren Bestimmungs-
stucke der Gleichung:

yon0 — 00 =0
geniigen, ist entweder der &-Achse parallel (y0 = 0 = 0) oder sie

schneidet die &-Achse, d. h. die Tangente. Die erste der Glei-
chungen (1) ergibt fiur y0 = p0 = 0:

0+ &sing —ndcosp =0,

oder im a:, w, O-System:

Der Punkt (80, n0, {0) mufRR sich also in einer Ebene befinden,
die die Krimmungsachse enthadlt und zur rektifizierenden Ebene
parallel ist. Die in dieser Ebene befindlichen Parallelen zur Tangente
gehdren dem Strahlensystem an. — Wenn die Gerade die Tangente
schneidet, kénnen wir n0 = {0 = 0 nehmen. Jetzt ergibt die erste
der Gleichungen (1):
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Die Gerade mufl also senkrecht zu einer Richtung sein, deren
Richtungskosinus zu 1, proportional sind; sie liegt
somit in einer Ebene, deren Gleichung:

ist. Bei veranderlichem &0 stellt diese Gleichung ein Ebenenbiischel
dar, dessen Achse mit der Krimmungsachse zusammenfallt. Daher
mul jede nicht zur Tangente parallele Gerade des Strahlensystems
sowohl die Tangente wie die Kriimmungsachse schneiden.

Il. In dem Falle, in welchem das &, n, {-System aus der Haupt-
normale und zwei in der rektifizierenden Ebene liegenden Kanten
gebildet war, hatten wir:

ox =acos@® + Asmg, Ix=I A=A cos® — asing,

ql = cos @, © =8, g3=-sing.

Fur die Tangente ergibt sich:

al = cos @, g0 =0, y0 = sing,
00 =0, noo =0, 0 =0,
Salml = 1;

Die Tangente ist somit ein Translationsstrahl bei allen
Schraubenbewegungen.

Die bei einer Schraubenbewegung von den Translationsstrahlen
der Punkte der Tangente bestrichene Ebene hat die Gleichung:

Der Gesamtheit unserer Schraubenbewegungen entspricht daher ein
Ebenenbuschel.

fur die Konjugierte der Tangente ergibt sich:
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Die Gleichungen der Konjugierten im x,y, 8ystem sind:

Uusw.

Bei jeder Schraubenbewegung liegt daher die Konjugierte
der Tangente in der Normalebene der Kurve.
Far die rektifizierende Kante ist:

usw.,

somit:

AuRerdem haben wir:

EO =0, no =0, ZO =0
Es folgt:

Die rektifizierende Kante ist daher ein Translationsstrahl
bei allen Schraubenbewegungen.

Die Gleichung der von den Translationsstrahlen der Punkte der
rektifizierenden Kante bestrichenen Ebene ist:

n=no.

Diese Ebene fallt daher bei allen Schraubenbewegungen
mit der rektifizierenden Ebene zusammen.

Um die Konjugierte der rektifizierenden Kante bei einer Schrauben-
bewegung zu bestimmen, ist zundchst der Punkt kirzesten Abstandes

der rektifizierenden Kante von der Schraubungsachse zu bestimmen.
Man erhalt:

so dai:

noo =0,
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Damit folgt:

al =0, pr=1 yo=0
nw =0,

Im X, y, #-System hat die Konjugierte die Gleichungen:

usw.

Die Konjugierten der rektifizierenden Kante bei den ein-
zelnen Schraubenbewegungen sind daher der Hauptnormale
parallel und liegen in der Normalebene.

Die Krimmungsachse besitzt im X, y, z-System die Gleichungen:

Dies liefert im  §, ¢-System:

¢ =hsing, =p ¢&=hcoso,
d. h n=e
=0, n0=p & =0,

a0 = sin @, 80 y0 = cos ¢.
Wir erhalten:

Die Kriummungsachse ist daher ein Translationsstrahl bei
allen Schraubenbewegungen.

Die von den Translationsstrahlen der Punkte der Kriimmungs-
achse bei einer Schraubenbewegung bestrichene Ebene besitzt die
Gleichung:

Die den samtlichen Schraubenbewegungen entsprechenden Ebenen
bilden somit einen Ebenenbuschel.
Da t0 = 0, haben wir:

0 =0 n0=g 00=0,
Es ergibt sich: ¢ ot ¢
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Die Konjugierte der Krimmungsachse hat im x,y, System die
Gleichungen:

Uusw.

Die den verschiedenen Schraubenbewegungen entsprechenden
Konjugierten der Krimmungsachse bestreichen daher die
Schmiegungsebene der Kurve.

Die durch unsere Schraubenbewegungen bestimmten linearen
Komplexe werden durch die Gleichung:

festgelegt. Hier kommt in der Schar der den verschiedenen Werten
von entsprechenden Komplexen nur ein spezieller, namlich der

durch die Bedingung:
a0l0 -y =0

bestimmte, vor. Wir haben es mit dem von Plicker a. a. 0. S. 73
behandelten Falle zu tun. Um die allen Komplexen gemeinsamen
Geraden zu finden, bemerken wir zundchst, dal eine Gerade, deren
Bestimmungsstiicke der letzten Gleichung genligen, entweder der
Hauptnormale parallel ist (a0 = yO= 0), oder sie schneidet. Ist sie
der Hauptnormale parallel, so missen, damit sie dem betrachteten
Strahlensystem angehdre, ihre Bestimmungsstiicke noch der Gleichung:

oder im X, y, z-System:

genligen. Diese Gleichung stellt die Ebene dar, welche die Haupt-
normale und die rektifizierende Kante enthélt; folglich schneiden
die dem Strahlensystem angehorenden Parallelen zur Hauptnormale
die rektifizierende Kante. — Wenn die Gerade die Hauptnormale trifft,
kénnen wir & = {0 = 0 nehmen. Dann muR noch die Bedingung:



§35. Anwend, des Vorigen auf die im § 29 betrachteten Schraubenbewegungen. 353

befriedigt werden, d. h. die Gerade muf} in der Ebene liegen, deren
Gleichung:

ist, oder im X, y, z-System:

Sie stellt bei verénderlichem n0 einen Ebenenbischel dar, dessen Achse
die Hauptnormale ist. Jedem Punkte der Hauptnormale ist eine
Ebene des Bischels zugeordnet. Von allen durch einen Punkt der
Hauptnormale gehenden Geraden gehéren nur diejenigen dem
Strahlensystem an, die in der dem Punkte zugeordneten Ebene liegen.

Dem Kurvenpunkte selbst ist die Normalebene zugeordnet, so
dal alle durch den Kurvenpunkt gehenden Normalen der Kurve dem
Strahlensystem angehoren.

Dem Mittelpunkte der ersten Krimmung ist die Schmiegungs-
ebene zugeordnet

Dem Punkte kirzesten Abstandes der Hauptnormale von der
unendlich benachbarten Hauptnormale (8§ 10 S. 224) ist die Ebene
zugeordnet, welche die Hauptnormale enthalt und zur rektifizierenden
Kante senkrecht liegt.

. In dem Falle, in dem das &, n, ¢-System aus der Binormale
und zweien in der Schmiegungsebene liegenden Kanten besteht, be-
nutzten wir die Bestimmungen:

ax=acos@ +lsing, Ix=1lcos@ —asing M=A
und fanden:

gl = cos @, Q@ = —sing, g3=0.
Fur die Tangente haben wir:

§0= =0 &0 a0=cosp PO=-sing, y0o=0
soonl = 1,

Die Tangente ist daher ein Translationsstrahl bei allen
Schraubenbewegungen. Die von den Translationsstrahlen
der Punkte der Tangente bestrichene Ebene ist bei allen
Schraubenbewegungen die Schmiegungsebene.

Die Konjugierten der Tangente bei den einzelnen
Schraubenbewegungen sind parallel der Binormale und
bestreichen die Normalebene: man erhalt ndmlich:

v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 1. 23
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00' =0, po=0, y0'=1,
0'Q)
Die rektifizierende Kante teilt mit der Tangente die
letztere Eigenschaft: denn hier ist:
a0'=0, B0'=0 y0'=1 '0=0

wahrend:
€0=0, =0 W=0

Da hier:

so ist die rektifizierende Kante bei keiner Schraubenbewegung ein
Translationsstrahl.  Fir ¢ = const. liegt sie parallel der Schraubungs-
achse.

Hinsichtlich der Krimmungsachse ergibt sich:
w0=0, p0=0, y0=1,
&&00=0sin®, 10 =n00 = pcosp 0= 700= 0>

die Krimmungsachse ist daher nur bei ¢ = const. ein Translationsstrahl.
Fur die Konjugierten der Kriimmungsachse bei den einzelnen
Schraubenbewegungen folgt:

oder im X, y, z-System:

usw.
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Ferner hat man:
€P'0 =0, 00=0
oder im X, y, A-System:
X000  »x  usw.

Die Konjugierten der Krummungsachse bilden also einen
Buschel, dessen Ebene mit der rektifizierenden Ebene zu-
sammenfallt, wahrend der gemeinsame Schnittpunkt seiner
Geraden mit dem Kurvenpunkt (x, y, z) zusammenfallt.

Die bei den einzelnen Schraubenbewegungen auftretenden linearen
Komplexe werden durch die Gleichung:

bestimmt. Die allen diesen Komplexen gemeinsamen Geraden werden
durch die Bedingungen:

B0E0 — aOn0 =0

festgelegt. Eine Gerade, deren Bestimmungsstiicke der letzten Be-
dingung geniigen, ist entweder parallel der Binormale (a0= fo=0),
oder sie schneidet die Binormale. Im Falle des Parallelismus geht
die vorletzte Bedingung in:

ncose + & sing =0
oder im X, Yy, 2-System:

Uber, d. h. dem betrachteten Strahlensystem gehéren die-
jenigen Parallelen zur Binormale an, die in der rektifi-
zierenden Ebene liegen.

Im Falle des Schneidens kdnnen wir & =n0 =0 setzen, und
damit erhélt die erste Bedingung die Form:

Die Gerade muB daher in einer Ebene liegen, deren Gleichung im
&. n, (-System:

im x,y, S8ystem:

23*
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ist. Jedem Punkte der Binormale ist hierdurch eine die Binormale
enthaltende Ebene zugeordnet. Dem Kurvenpunkte entspricht dabei
die Normalebene der Kurve.

§ 36 Translations- und Binormalstrahlen der Punkte
einer Ebene. Anwendungen.

Wir fassen die Translationsstrahlen der Punkte einer
Ebene ins Auge. Sind a&,an,a(; bg,bn,bi c,cn,cl die Richtungs-
kosinus von drei zueinander senkrechten Richtungen, so stellen die
Gleichungen:

£=80 +tal+ e, n=no+tan+tbn, (=0+

die Koordinaten der Punkte einer Ebene dar, wenn t und T als ver-
anderlich angesehen werden. Wir fragen, ob es in der Ebene einen
Punkt gibt, dessen Translationsstrahl senkrecht zur Ebene liegt.
Zutreffendenfalls miissen sich die drei GroRen:

(L +p2 - p3n 92*P3E-PI0 g3 +pin - p2g

verhalten wie ¢€ zu cn zu ¢ Multiplizieren wir also die drei GroRen
der Reihe nach mit ag, an, a, dann mit b€, bn, b{ und addieren jedes-
mal, so missen beide Summen verschwinden. Wir nehmen die
Determinante

af an ag
b bn Bl
€ o

gleich Eins und erhalten:
> (E0-or0e- it cE—0,
> (g1 +p240 - p3 NO)bE - t3 plcé= 0,

Wenn also AplC¢ von Null verschieden ist, d. h. wenn die
angenommene Ebene die Schraubungsachse schneidet, gibt
es in ihr einen einzigen Punkt, dessen Translationsstrahl
senkrecht zur Ebene liegt. Wir nennen ihn den Nullpunkt
der Ebene und wollen unter &, n0, {0, die Koordinaten des Null-
punktes verstehen, so daf:

> (41 +p20'-p3n0ag = O % (91 +p200’ - p3 n0)bE =0

Die gegebene Ebene ist die Normalebene der durch
ihren Nullpunkt gehenden Schraubenlinie in diesem Punkt.
Hiernach ist es zweckmaRig, an die Stelle der Zahlen ag, an, al
die Richtungskosinus (a', a', a') der Hauptnormale der durch den
Nullpunkt der Ebene gehenden Schraubenlinie, an Stelle der Zahlen
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b¢, bn,d die Richtungskosinus (b'¢, b'n, b'Q) der Binormale dieser
Schraubenlinie zu setzen.

Wir nehmen abkirzend:
ql' +p2¢0 - p3n0'=x1 2 +p380 - pln0'=2 g2' +p1n0 - p1 €0'= X3
und erhalten:

Der kirzeste Abstand des Nullpunktes von der Schraubungsachse
ist gleich dem kirzesten Abstand des Translationsstrahls des Null-
punktes von der Schraubungsachse. Nach § 32 S. 333 erhalten wir,
da hier ¢ an die Stelle von a0, x! an die Stelle von ml, usw. tritt:

WO:

so daf} die absolute MaRzahl des kiirzesten Abstandes ist.

Wir fragen nun nach denjenigen Punkten unserer Ebene,
deren Translationsstrahlen in der Ebene liegen. Ein der-
artiger Punkt besitze die Koordinaten:

¢ =80 + t0a'g it usw.
Als Bedingung fir t0 und t0 ergibt sich:

Yx1{ql' +p2(70 '+a'€ +10b'¢) - p3(n0 ' +t0a'’¢ + 10h'€) =0
Man hat:

somit erhalt unsere Bedingung die Gestalt:
> x12- tOwW=0

Dies zeigt, da die Punkte, deren Translationsstrahlen sich
in der Ebene befinden, auf einer Parallelen (L) zur Bi-
normale der durch den Nullpunkt der Ebene gehenden
Schraubenlinie liegen.

Die Richtungskosinus eines solchen Translationsstrahls sind pro-
portional den Zahlen:

USW.;
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wir koénnen also die Gleichungen des Strahles im ¢, n, {-System in
der Form:

nehmen. Im Koordinatensystem der Haupt- und Binormale der
durch den Nullpunkt der Ebene gehenden Schraubenlinie sind die
Gleichungen des Strahles die folgenden:

T=10+ hYx12

die Schar der in der Ebene liegenden Translationsstrahlen
umhullt somit eine Parabel, deren Gleichung:

ist. Der Brennpunkt der Parabel fallt mit dem Nullpunkt
der Ebene, ihre Scheiteltangente mit der Geraden (L) zu-
sammen.

Ahnliche Betrachtungen wie die vorigen lassen sich Uber die
Binormalstrahlen der Punkte einer Ebene anstellen. Die Richtungs-
kosinus eines solchen Strahles sind nach § 31 S. 332 den Zahlen:

M (gl +p2¢ - p3 N)2 — (ql' +p2¢-p3 n) 3plgl, usw.

proportional. Fur:
E=¢& + ta't + th'g, usw.
wird:

woraus folgt:

Soll der Binormalstrahl eines Punktes der Ebene zu ihr senk-
recht sein, so mussen die Bedingungen bestehen:

Yat{ply (ql' +p2( - p3 )2 — - (q1' +p2¢- p3 n) >plqgl} =0

Y& {ply (ql' +p2( - p3 n)2 - - (q1' +p2( - p3 n) > plgl} =0
Da:
usw.,

so erhalten die Bedingungen die Gestalt:
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T—0,

Die beiden Wurzeln der letzten Gleichung sind:

Um die Lage des zu dem Werte i2 gehdrenden Punktes der
Ebene zu bestimmen, ersetzen wir in den Gleichungen:

§= &0+ ta't + ' usw.
die Zahl t durch .2, die Zahl 1t durch die Null. Dann folgt:

Die zweite Wurzel t2 entspricht daher dem Schnittpunkte der Ebene
mit der Schraubungsachse. Da diesem Punkte Uberhaupt kein be-
stimmter Binormalstrahl zugehort, brauchen wir nur die Wurzel tl
zu bertcksichtigen und sehen, dal der Scheitelpunkt der vorhin
betrachteten Parabel der einzige Punkt der Ebene ist,
dessen Binormalstrahl auf der Ebene senkrecht steht.

Soll der Binormalstrahl eines Punktes der Ebene in der Ebene
liegen, so muf3 die Bedingung:

2¢¢{pl> (gl + p2&—~p3n)2 —(qi + pi&- pin)> plgl} =0
erfullt sein, oder:

Die fraglichen Punkte liegen also auf einer Ellipse,
die durch den Nullpunkt der Ebene hindurchgeht, und deren
Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte des senkrechten Ab-
standes des Nullpunktes der Ebene von der Schraubungs-
achse zusammenfallt.

Die Richtungskosinus eines in der Ebene liegenden Binormal-
strahls sind den Zahlen:

usw.

proportional, wenn t und T der letzten Gleichung gentigen.
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Die Gleichungen eines solchen Strahles sind daher:

E= & +ta't + e + M (1(Zplgl)2+ (W — tw2)>XxL2-b'E}, usw.
Da sich fir:

sowohl = &O' als n=n0" und (=" ergibt, gehen alle in der
Ebene liegenden Binormalstrahlen durch den Nullpunkt
der Ebene hindurch, oder mit anderen Worten, die in einer
nicht zur Schraubungsachse parallelen Ebene liegenden
Komplexgeraden bilden einen Buschel, dessen Mittelpunkt
der Nullpunkt der Ebene ist.

Wir zeigen endlich, dall der Ort der Nullpunkte aller
durch eine nicht zur Schraubungsachse parallele Gerade
gehender Ebenen die Konjugierte der Geraden ist. Die
Gerade denken wir uns durch ihre Richtungskosinus a0, 0, y0 und
durch die Koordinaten &00, n00, 00 ihres Punktes kiirzesten Abstandes
von der Schraubungsachse bestimmt. Mit al, B, yl bezeichnen wir
die Richtungskosinus der von dem Punkt (00, n00, &0) auf die
Schraubungsachse geféllten Senkrechten, mit a2, 2, y2 die Richtungs-
kosinus der zu den Richtungen (a0, B0, y0) und (a1, B1 y1) senkrechten
Richtung. Dabei sei:

a0 PO o
al pL oyl =1
@2 B2 y2

Fur eine durch die gegebene Gerade gelegte Ebene k&nnen wir:

aé=al b = al cosd + a2 sind ¢t = — alsind+ a2 cosd

€ =0 no=no0 ¥0=1700

setzen. Die Gleichungen fir die dem Nullpunkte der Ebene ent-
sprechenden Werte von t und t (S. 356) werden:

SPlad + T(sin 33 plal — cos 9y pla2) =0,
cos Iy Plal + sind YPlaz —t(sind3plal - cos 9 pla2) = 0.

Verschwindet > 1a0, so verschwindet T fir jeden Wert von
d. h. die Nullpunkte der durch eine Komplexgerade gehenden
Ebenen liegen auf der Geraden selbst.

Nun sei >la0 von Null verschieden. Wir bemerken zunéchst,
dal sowohl Y ylal wie 3 plal verschwindet; denn das vom Nullpunkte
der Geraden aus auf die Schraubungsachse gefallte Lot steht sowohl
auf dem Translationsstrahl des Nullpunktes, wie auf der Schraubungs-
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achse senkrecht. Fiur die &-Koordinate des Nullpunktes der zu 9
gehdrenden Ebene ergibt sich:

Nun ist:

somit:

oder in den fritheren Bezeichnungen (§ 34 S. 342, 343):

Dies zeigt, dal? in der Tat die Nullpunkte der Ebenen eines
Buschels auf der Konjugierten der Achse des Bilschels
liegen.

Wir machen von dem vorstehenden eine Anwendung auf folgenden
Fall. Es soll die Schraubenbewegung betrachtet werden,
welche zu einer bestimmten Lage des Dreikants der
Tangente, der Haupt- und Binormale gehort, so daf:

p2 =0,

Wir fassen zunéchst die Tangentialebenen ins Auge. Fur eine solche
kénnen wir:
a=1 a=0 &0,
bé=-0, bn = cos I, b{ = sin 3,
=0 o= -sind, C{=cosd,
VW=n=0=0
setzen. Dem Nullpunkte entspricht:

t=0,

somit:
0=0 =g ¢O=0tgd

Die Nullpunkte der Tangentialebenen liegen also auf der
Krimmungsachse und fallen mit den zu dem Kurvenpunkt
(X, ¥, z) gehdrenden Krummungsmittelpunkten der senk-
rechten Projektionen der Kurve auf die Tangentialebenen
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zusammen. Hiermit ist auf anderem Wege wie im § 35 S. 345
gezeigt, dall die Krimmungsachse die Konjugierte der Tangente ist.
Fur die Schmiegungsebene ist 9 gleich Null, und:

&0'=0 no'=0 0=0
Ferner wird hier:

=0, x2=0
at' =0, an'=-1 af=-1
bEl = —g bnl = Ol bzl: O
Dabei ist ¢ gleich + 1 oder gleich — 1, je nachdem r positiv oder

negativ ausfallt. Die Gleichungen fur die Gerade, deren Translations-
strahlen in der Schmiegungsebene liegen, nehmen die Form an:

=9 N=0 (=0
Die Gerade fallt also in Ubereinstimmung mit dem § 35 S. 345 ge-
fundenen Ergebnis mit der Tangente zusammen.

Um die von den Translationsstrahlen der Punkte der Tangente
umhullte Parabel zu finden, missen wir die Zahlen t und T mit Hilfe
der Bedingung:

T =-40t—)
aus den Gleichungen:
f=-tTt nN=e-t
eliminieren. Man erhalt:
&2 = 40n.

Der Punkt der Schmiegungsebene, dessen Binormalstrahl senk-
recht zu ihr liegt, ist offenbar der Kurvenpunkt selbst.

Der Ort der Punkte der Schmiegungsebene, deren Binormal-
strahlen in ihr liegen, ist die durch die Gleichung:

bestimmte Ellipse.

Der Nullpunkt der Normalebene ist der Kurvenpunkt selbst.
Der Ort der Punkte der Normalebene, deren Translationsstrahlen in
ihr liegen, fallt mit der Krimmungsachse zusammen (vgl. § 35 S. 346).
Diese Translationsstrahlen umhillen die durch die Gleichung:

=-4M-0
bestimmte Parabel. Der Punkt der Normalebene, dessen Binormal-
strahl senkrecht zu ihr liegt, ist der Mittelpunkt der ersten Krimmung
der Kurve. Der Ort der Punkte der Normalebene, deren Binormal-
strahlen in ihr liegen, ist die durch die Gleichung:

festgelegte Ellipse.
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Die rektifizierende Ebene ist der Schraubungsachse parallel und
besitzt somit keinen im Endlichen gelegenen Nullpunkt.

Hiermit beschlielen wir die Theorie der Translations- und
Binormalstrahlen der Punkte einer Ebene. Es leuchtet ein, daR
sich die Anwendungen dieser Theorie erheblich vermehren lassen,
wenn man entweder die durch die Tangente, Hauptnormale oder
Binormale gelegten Ebenenbischel betrachtet, oder die anderen
Schraubenbewegungen zugrunde legt, von denen friher, im § 29,
die Rede war.

Wir weisen noch auf die Aufgabe hin, die Schraubenbewegungen
zu untersuchen, die sich einem auBergewdhnlichen Kurvenpunkt zu-
ordnen lassen. Hier tritt insofern eine Schwierigkeit auf, als sich
in den Fallen, wo die Schraubungsachse im Unendlichen liegt, oder
der Schraubungsparameter unendlich ist, von einer Schraubenbewegung
nicht mehr reden 1&Rt. Diese Frage gewinnt aber eine Bedeutung,
wenn man die von irgendeiner Schraubungsachse langs der Kurve
beschriebene geradlinige Flache betrachtet. Die Gestalt einer solchen
Flache hé&ngt wesentlich von dem Verhalten der Schraubungsachse
bei der Anndherung an einen aulergewdhnlichen Kurvenpunkt ab.
Ob diese Fragestellung zu bemerkenswerten Ergebnissen fihrt, ist
noch unsicher.
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S. 5 Z. 20 v. 0. hinter Wendetangente lies: ihren Bertuhrungspunkt einen
Wendepunkt.
S. 216. Die Figur 26 ist so zu &ndern, daf sich der rechte Winkel an
der Ecke C befindet.
S. 276. An den SchluB des § 19 gehort folgender Zusatz:
3. Parallelkurven. Unterden einerKurve parallelen Kurven versteht
man die orthogonalen Trajektorien ihrer Normalebenen. Die Gleichungen
einer beliebigen Trajektorie dieser Ebenen lassen sich in der Form:

x = g1(s) + h(s)(lcos®@(s) + Asing(s), usw.
darstellen. Man erhalt:

usw.

Wenn die Tangente der Trajektorie parallel der Kurventangente sein
soll, mussen hier die Koeffizienten von 7 und A verschwinden, d. h.:

h = const. und
wo @0 eine willkiirliche Konstante bedeutet. Die beiden Bedingungen:
7t = const. und

zeigen, dal man die samtlichen Parallelkurven erhalt, indem
man auf den Erzeugenden der abwickelbaren Normalenflachen
(810 S. 227) von der Kurve aus nach derselben Seite hin gleiche
Stlucke abtragt.

Der geometrisch offenbare Satz, daR die Parallelkurven einer Kurve
mit den Planevolventen des Ortes der Mittelpunkte ihrer Schmiegungs-
kugeln, also der Pollinie, zusammenfallen, 1aBt sich mit Hilfe der Glei-
chungen fir eine Planevolvente (819 S. 276) folgendermalen beweisen.

Die Koordinaten des Mittelpunktes der zu s gehdrenden Schmiegungs-
kugel sind (86 S. 210):

usw.
Far

ergibt sich:
usw.

Die Richtungskosinus der Tangente der Pollinie bezeichnen wir mit al, v vyi,
die Richtungskosinus ihrer Hauptnormale oder Binormale mit I1, ml, nl, oder
AL ul, v1, ihre Bogenlange mit 0. Bestimmen wir die letztere mit Hilfe
der Gleichung:
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so nimmt sie mit wachsendem s zu oder ab, je nachdem A negativ oder
positiv ist. Man hat dann:

al = A
und:

Wir verstehen unter ¢ die positive oder negative Einheit, je nachdem rA
positiv oder negativ ist, unter die erste Krummung der Pollinie. Dann
folgt:

= —¢l, M=c¢a.
Fur 9 erhdlt man die Gleichung:
so dafi:
Zunachst sind die Integrale:
[ sinsds [ cos9do
zu berechnen. Man hat, wenn gleich T genommen wird:

Aber:

somit durch partielle Integration:

wo a eine Integrationskonstante bedeutet.
Auf demselben Wege ergibt sich:

wo b ebenfalls eine Integrationskonstante bedeutet.

Wenden wir nun die Gleichungen fir die Koordinaten der Plan-
evolventen an, so ist g1(s) durch x2, s durch o, o durch A, | durch
— ¢l, usw. zu ersetzen. Dann folgt:

x = g1(s) + I(acost — bsint) + A(asint + bcost), usw.
Nehmen wir hierin: )
a =hcos@0 h =hsing0,
so erhalten wir:

x = g1(s) + h(acos(t + @0) + Asin(t +@0)) usw.

und diese Gleichungen fanden wir fur die Koordinaten der Parallelkurven.
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Grundlage einer Krimmnngslehre der Kurvenscharen. (e

Professor an der Universitat Munster i. W. [VII u. 114 SJ gr. 8. 1896. geh. n. M5.—

Der Verfasser beabsichtigt eine einheitliche Darstellung von der Krimmungslehre doppelt
unendlicher Kurvenscharen zu liefern, die sich als eine Theorie der allgemeinsten gekrimmten oder
rechtwinkligen Koordinatenlinien auffassen lakt. Der erste Teil der Schrift beschéftigt sich zunéchst
mit den ebenen, einfach unendlichen Kurvenscharen und gibt sodann die VVerallgemeinerung der ge-
wonnenen Ergebnisse fur die einfach unendlichen Kurvenscharen im Raum.

Der zweite Teil setzt eine doppelt unendliche Kurvenschar als durch endliche Gleichungen
gegeben voraus und erforscht ihre Krimmungsverhéltnisse mit Hilfe der orthogonalen Trajektorien
der Schar.

Der dritte Teil nimmt eine Kurvenschar als durch Differentialgleichungen gegeben an und
legt die hier geltende Berechnungsart der friher eingefiihrten invariablen Operationen und geome-
trischen Invarianten dar.

Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krimmung in rein
geometrlscher Darste”ung Zur Einfuhrung in das Studium der Kurventheorie.

Von Dr. Wilhelm Schell, weil. Professor am Poly-
technikum zu Karlsruhe. Mit Holzschnitten. 2., erweiterte Aufl. [VIII u. 163 SJ gr. 8. 1898.
geh. n. M 5—

Die nicht geringen Anforderungen, welche die Theorie der Kurven doppelter Krimmung an
die geometrische Phantasie stellt, lassen eine Ubersicht vom rein geometrischen Standpunkt als eine
sehr zweckmaRige Einfuhrung erscheinen. Es ist daher in dem vorliegenden kleinen Werke der
Versuch gemacht, die Theorie der Kurven doppelter Krimmung rein geometrisch mit Hilfe der
Methode des Unendlichkleinen systematisch darzustellen. Die Kurve wird dabei an sich betrachtet,
ohne Zugrundelegung eines Koordinatensystems und ohne Hilfe ihrer Projektionen auf Ebenen.

Projective differential geometry of curves and ruled surfaces.

Von E. J. Wilczynski, A. M. Ph. D., Research Associate of the Carnegie Institution of Washington,
Professor of Mathematics at the University of Illinois. [VIII u. 298 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand
geb. M. 10.—

An der Hand von Monge, GauB und deren Nachfolger beschaftigte die Differentialgeometrie
sich fast ausschlielich mit metrischen Eigenschaften. Den wichtigsten Beitrag zu einer systematischen
projektiven Differentialgeometrie bilden die Arbeiten Halphens Uber die Differentialinvarianten von
ebenen und Raumkurven, sowie diejenigen des Verfassers Uber geradlinige Flachen. In dem vor-
liegenden Lehrbuch sind diese Untersuchungen in systematischer Weise gesammelt worden und
werden dem Publikum, nach einer neuen, einheitlichen Methode behandelt, in ihrem gesamten Umfange
dargeboten, so dal die projektive Differentialgeometrie hiermit zum ersten Male als selbstandiges, in
sich abgeschlossenes Wissensgebiet erscheint. Analytisch bildet die Invariantentheorie linearer Diffe-
rentialgleichungen die Grundlage der projektiven Kurventheorie; daher folgt einer kurzen Skizze der
Lieschen Theorie kontinuierlicher Gruppen eine eingehende Behandlung der Invarianten und Kovarianten
linearer Differentialgleichungen. Die Verallgemeinerung dieser Invariantentheorie auf ein System von
Differentialgleichungen fuhrt zu der Theorie geradliniger Flachen. Die Haupteinteilung des Buches
ergibt sich als natirliche Folge dieser Behandlungsweise.

H H - H Von Dr. Hermann
Die Grundformeln der allgemeinen Fl&chentheorie. v st professor
der Mathematik an der Universitat Tubingen und Dr. V. Kommerell, Rektor des Realgymnasiums

zu Ndrtingen. Mit 1 lithogr. Tafel. [VI u. 114 S] gr. 8. 1893. geh. M. 4—

Das vorliegende Buch hat die Absicht, die Ubersicht tber die Fiille von Formeln, Satzen und
Aufgaben der Flachentheorie zu erleichtern, indem es zunachst in drei Abschnitten die Formeln zur
Untersuchung einer gegebenen Flache, die Formeln zur Herleitung einer Flache aus gegebenen Eigen-
schaften und die Formeln zur Untersuchung der Flachenkurven entwickelt. Die Anwendungen be-
handeln dann die wichtigsten Gruppen von allgemeinen Aufgaben. Durch zahlreiche Literaturangaben
ist die Verbindung mit ausfiuhrlicheren Darstellungen, insbesondere den Originalabhandlungen
hergestellt.



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin

Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen Flachen.

Von Dr. Johannes Knoblauch, Professor an der Universitdt Berlin. [VIII u. 267 S.] gr.8. 1888.
geh.n. M 8.—

Unter Festhaltung der von GauB zuerst planmaRig angewandten Darstellung der krummen
Flachen — deren kartesische Koordinaten als Funktionen zweier unabhangigen Variablen betrachtet
werden — ist es Hauptaufgabe der vorliegenden Schrift, den engen Zusammenhang zwischen der
Flachentheorie und der Theorie der binaren Differentialformeln darzulegen und ihn bei der Auf-
stellung der allgemeinen Lehrsatze und Formeln jener Theorie zu verwerten.

Von Dr.Ernesto Cesaro, weil.Professor

Vorlesungen tber nattirliche Geometrie. an"aer wenigt. Universitat Neaper

Autorisierte deutsche Ausgabe von Dr. Gerhard Kowalewski, Professor an der Universitat
Bonn. Mit 48 Figuren im Text. [VIIl u.341S] gr.8 1901. In Leinwand geb n. 12—

Die ,,naturliche Geometrie* (ital.: ,,geometria intrinseca®“) sucht sich unabhangig zu machen
von Elementen, die nichts mit der Natur des zu untersuchenden Gebildes zu tun haben. Sie benutzt
daher die sog. naturlichen Koordinaten (wie z. B, Bogenlange und Krimmungsradius einer
ebenen, Bogenlédnge, Krimmungs- und Torsionsradius einer Baumkurve), Dabei konnen die
kartesischen Koordinaten freilich nicht ganz entbehrt werden. Wo sie aber auftreten, wird das
Achsensystem immer so gewéhlt, daB es in einer gewissen natirlichen Beziehung zu dem betrachteten
Gebilde steht. Hierher gehoren die beweglichen Achsensysteme, z. B. Tangente und Normale
einer ebenen Kurve, Tangente, Hauptnormale und Binormale einer Baumkurve, wo der Anfangspunkt
des Systems langs der Kurve fortriicken kann.

Das auBerordentlich klar und prazis geschriebene Buch von E, Cesaro, der sich durch eine
ansehnliche Reihe von Arbeiten um die Ausbildung der natirlichen Geometrie besondere Verdienste
erworben hat, ist wegen der Fulle von Anwendungen, die es bringt, besonders geeignet, dem Leser
die Macht der Methode der naturlichen Geometrie und ihre Uberlegenheit Uber die gewdhnlichen
Methoden uberall da zu zeigen, wo die Infinitesimalrechnung in Anwendung kommt.

Vorlesungen tiber Differentialgeometrie. e unwersict pia. Aatorisiert

deutsche Ubersetzung von Max Lukat, Oberlehrer an der Oberrealschule zu Danzig. [XVI u,
659S.] gr.8. 1899. geh.n. M 22,60, in Halbfranz geb, n. M 24.60.

Das Buch gibt ein — auch dem Anfanger verstandliches — knappes, Ubersichtliches Bild
Uber den modernen Stand der Differentialgeometrie. In 22 Kapiteln behandelt es den reichen Stoff
im wesentlichen unter Zugrundelegung der in Kap, 2 entwickelten Theorie der Differentialinvarianten
und Differentialparameter, d, h. auf dem von GauRl angebahnten Wege, der dadurch charakterisiert
ist, dal das Studium der Flachen mit der Theorie einer resp, zweier quadratischer Formen (der
beiden Grundformen) identisch ist.

Die Kapitel 21 und 22, die in aller Kirze die Hauptformeln der n-dimensionalen Differential-
geometrie, mit besonderer Rickeicht auf Baume konstanter (Biemannscher) Krummung, behandeln,
sind der deutschen Ausgabe vom Verfasser hinzugefigt.

. Die Zusammensetzung von Kréften und verwandte Gegen-
Ge()metrle der Dynamen stdénde der Geometrie. Von Dr. E. Study, Professor an der

Universitat Bonn. Mit 46 Fig. im Text u. 1 Tafel. [XIIl u. 603 S] gr.8. 1903. geh.n. M 21—
in Halbfranzband geb. n. 28—

In diesem Buche wird die Frage nach der konstruktiven Darstellung und Zusammensetzung
von Dynamen, d. i. von Systemen von Kraften, die an einem starren Korper angreifen, als Ausgangs-
punkt genommen fir Untersuchungen geometrischen (und also rein theoretischen) Inhalts.

Im ersten Abschnitt wird gezeigt, daB die aus Lehrbiichern der Mechanik allgemein bekannten
Satze Uber Streckensysteme ein Glied bilden in einer Kette verwandter Konstruktionen, die hier zum
erstenmal vollstandig und mit ausgefiihrten Beweisen vorgelegt werden.

Der zweite Abschnitt bringt in einer etwas kirzeren Abfassung eine algebraische Begriindung
derselben Theorie.

Der dritte Abschnitt behandelt hauptséchlich die linearen Systeme von Dynamen. Im Zu-
sammenhange damit werden die Anfange einer neuen Art von Liniengeometrie entwickelt. Den
Schlul bilden Anwendungen auf Kinematik.

Die beiden ersten Abschnitte setzen beim Leser keine besonderen Kenntnisse voraus, wéhrend
der dritte Abschnitt in verhaltnismaRig knapper Behandlung sich nur an geilibtere Geometer wendet,
die mit den Hilfsmitteln der modernen Analysis und namentlich mit der Handhabung des Gruppen-
begriffs gentigend vertraut Bind.
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Encyklopédie der MathematischenWissenschaften

mit Einschluf® ihrer Anwendungen.
Herausgegeben im Auftrage der
Akademien der Wissenschaften zu Gottingen, Leipzig, Minchen und Wien,
sowie unter Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen.
In 7 Banden zu je 6—8 Heften, gr. 8. Geheftet.

Bieber erschienen:
I. Arithmetik und Algebra, 2 Teile, red. von V. Mechanik, 2 Teile, red. von F. Klein u-C.H. Miiller.

W. Frz. Meyer. I Teil. 1. Abt. Heft:l. [1218.] 1901. M 3.40;
I. Teil. [XXXVIII u. 554 S] geh. <17.—. 2 [156 8] 1902. .<4.60; 3. [156 9]
in Halbfranz geb. <20.— — bt Ve [152S] 1904. M4.40
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. . 1906. M 5.80.
Il. Analysis, 2 Teile, red. von H. Burkhardt und — 2. Abt. Heft: 1. [124S.] 1907. .M3.60.
W. Wirtinger. V. Physik, 2 Teile, red. von A. Sommerfeld.
1 Teil. Heft: 1. [160 S] 1899. M 4.80? I. Teil. Heft: 1 [160 8] 1903. MA4.80;
2/3. [240 S.] 1900. M 7.50; 4. [160 S.] 590[615?\/' 8-% 2%9_02- [é\él 3-18?:903-'\[% eS()J
1900. <4.80; 5. [199 S.] 1904. M 6.—; . - e, - : -0U.
6. [57 SJ] 1906.[M 1_%30. Il Teil. Heft: 1. [280 S] 1904, ™M8.—;
11, Teil. Heft: 1 [175 S] 1901. M 5.20. . 2 [l048] 1907. M 3.—
VI. 1: Geodasie und Geophysik, red. von Ph. Furt-
: f wangler und E. Wiechert.
1. Geomejtne, 3 Teile, red. von W. Frz. Meyer. Heft: 1 [116 S] 1906.NA 3.40.
I. Teil. Heft: 1. [220 8] 1907. M 6.40. 2. [127 8] 1907. M3.60.
Il. Teil. Heft: 1. [160 8J 1903. M 4.80; V1 2: Astronomie, red. von K. Schwarzschild.
2. [96 8] 1904. M 2.80; 3. [199 S]] Heft: 1. [193 S]] 1905. MM5.80.
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Encyclopédie des sciences mathématiques
pures et appliquées.

Publiée sous les auspices des Académies des sciences
de Gottingue, de Leipzig, de Munich et de Vienne
avec la collaboration de nombreux savants.

Edition francaise,
rédigée et publiée d'aprées I'edition allemande sous la direction de
Jules Molk, professeur a l'université de Nancy.

En sept tomes. gr. 8.

Paru: Tomei: vo . |, fase. |. [160pag] 1904. M4.— Tome l: VO. |, fase. Il.
[167 pag] 1907. M 4.20. Tome I: VO. Ill, fase. I. [96 pag.] 1906.
M 2.40. Tome I: VO. IV, fase. I. [160 pag] 1906. M 4.—

Durch die gunstige Aufnahme veranlalt, welche die deutsche Ausgabe dieses
monumentalen Werkes In Fachkreisen gefunden hat, und auf vielfache Anregungen
hat sich die Verlagsbuchhandlung entschlossen, die Encyklopédie der Mathematischen
Wissenschaften in Gemeinschaft mit der Firma Gauthier-Villars in Paris auch in
franzosischer Sprache erscheinen zu lassen. Das Werk wird, wie schon die erste
Lieferung zeigt, seitens der deutschen Bearbeiter viele Anderungen und Zusatze
erfanren, und auch die franzosischen Mitarbeiter, samtlich Autoritaten auf ihren
Gebieten, haben eine griindliche Umarbeitung vorgenommen. Zum ersten Male dirfte
somitwohl hier der Fall eingetreten sein, daR sich bei einem so groRen Werke die ersten
deutschen und franzosischen Fachgelehrten zu gemeinsamer Arbeit verbunden haben.



VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN.

Repertorium der hoheren Mathematik (Definitionen, Formeln, Theoreme,
Literaturnachweise) von Ernst Pascal, ord. Professor an der Universitat zu Pavia.
Autorisierte deutsche Ausgabe von weil. A. Schepp in Wiesbaden. In 2 Teilen
I. Teil: Die Analysis. 2., neubearb. Auflage. Unter Mitwirkung von E. Pascal, sowie
Ph. Furtwangler, A. Guldberg, H. Hahn, F. Jung, A. Loewy, H. E. Timerding, herausg. von
P. Epstein, [ca. 700 S.J 1908. Biegsam in Lnwd. geb.n. M 12.— [Erscheint Ostern 1908.J
Il. Teil: Die Geometrie. [IX u. 712 SJ 8. 1902. Biegsam in Lnwd. geb. n. M. 12.—

Der Zweck des Buches ist, auf einem moglichst kleinen Baum die wichtigsten Theorien der
neueren Mathematik zu vereinigen, von jeder Theorie nur so viel zu bringen, dal der Leser imstande ist,
sich in ihr zu orientieren, und auf die Blicher zu verweisen, in welchen er Ausfihrlicheres finden kann.

Fur den Studierenden der Mathematik soll es ein ,Vademekum® sein, in dem er, kurz zusammen-
gefaldt, alle mathematischen Begriffe und Besultate findet, die er wéhrend seiner Studien sich angeeignet
hat oder noch aneignen will.

Die Anordnung der verschiedenem Teile ist bei jeder Theorie fast immer dieselbe: zuerst werden

die Definitionen und Grundbegriffe der Theorie gegeben, alsdann die Theoreme und Formeln (ohne
Beweis) aufgestellt, welche die Verbindung zwischen den durch die vorhergehenden Definitionen einge-
fuhrten Dingen oder GréfRRen bilden, und schlieflich ein kurzer Hinweis auf die Literatur Uber die
betreffende Theorie gebracht.
Vocabulaire Mathemathue. francais-allemand et allemand-frangais. Mathe-
matisches Vokabularium, franzosisch-deutsch und deutsch-franzésisch. Enthaltend die
Kunstausdriicke aus der reinen und angewandten Mathematik. Von Professor Dr.
Felix Miiller. [XV u. 316 S.] Lex.-8. 1900/1901. In Leinw. geb. n. M 20.— Wurde in
2 Lieferungen ausgegeben: |I. Lieferung. [IX u. 132 SJ 1900. geh. n. M. 8.—
Il. Lieferung. [S. IX—XV u. 133—316.] 1901. geh. n. M 11.—

Das Vokabularium enthalt in alphabetischer Folge mehr als 12000 Kunstausdriicke aus der reinen
und angewandten Mathematik in franzdsischer und deutscher Sprache und soll in erster Linie eine
Ergéanzung der gebrauchlichen Wérterbiicher fur die beiden genannten Sprachen sein. In dem Il., deutsch-
franzésischen, Teil sind, ebenso wie im ersten, die zu einem und demselben Hauptworte gehérigen zu-
sammengesetzten Kunstausdriicke unter diesem Hauptworte vereinigt. So sind unter dem Artikel ,,Kurve*
449 Kunstausdriicke zusammengestellt, in denen dieses Wort vorkommt. Jedem Adjektivum sind die-
jenigen Hauptworter in Klammem beigefiigt, die mit ihm zu einem Kunstausdruck verbunden werden.
Da das Vokabularium zugleich als Vorarbeit zu einem Mathematischen Wérterbuche dienen soll, so sind
auch zahlreiche Nominalbenennungen aufgenommen, deren Anfihrung aus rein sprachlichem Interesse
Uberflussig erscheinen durfte. Z. B. Gaulische Abbildung (einer Flache auf eine Kugel) (GauB 1827)
[inf. Geom.] reprosentation de Gauss; Clairants Satz (lber die geodatischen Linien auf Umdrehungs-
flachen) (Clairant 1733) [inf. Geom.] théoréme de Clairant. Aus den beigefligten Zusétzen ist zu ersehen,
daB das Vokabularium mehr bietet, als der Titel erwarten lagt.

Vorlesungen Uber Geschichte der Mathematik, von Moritz Cantor
In 4 Bé&nden |. Band. Von den &ltesten Zeiten bis zum Jahre 1200 n. Chr. 3. Auflage.
Mit 114 Figuren im Text und 1 lithogr. Tafel. [VI u. 941 S] gr. 8. 1907. geh.
. M 24— in Halbfranz geb. n. M 26.— Il. Band. Vom Jahre 1200 bif zum
Jahre 1668. 2., verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 190 Figuren im Text.
[XIlu. 943 S.] gr. 8. 1900. geh. n. M. 26.—, in Halbfranz geb. n. M 28.— II1. Band.
Vom Jahre 1668 bis zum Jahre 1758. 2., verbesserte und vermehrte Auflage.
In 3 Abteilungen.. Mit 146 Figuren im Text. [X u. 923 S] gr. 8. 1901. geh. n.
M 25.—, in Halbfranz geb. n. M. 2l.— V. Band. Von 1759 bis 1799. Bearbeitet
von M. Cantor, S. Giinther, V. Bobynin, A. v. Braunmiihl, F. Cajori, E. Netto, G. Loria,
V. Kommerell, G. Vivanti, und C. R. Wallner. 1.—3. Lieferung. [S. 1—642.] gr. 8.
1907. geh. je n. M 5.60. Lieferung 4 unter der Presse.

»Einen hervorragenden Platz unter den neueren Veroffentlichungen uber die Geschichte der
Mathematik nimmt die zusammenfassende Darstellung ein, die uns Moritz Cantor geschenkt hat.

Mit rastlosem Flei3, mit nie ermidender Geduld, mit der unverdrossenen Liebe des Sammlers,
der auch das scheinbar Geringe nicht vernachlassigt, hat Moritz Cantor dies kolossale Material gesammelt,
kritisch gesichtet, durch eigene Forschungen! erganzt, nach einheitlichen Grundsatzen und einheitlichem
Plan zu einem Ganzem verschmolzen, und Indem er in seltener Unparteilichkeit bei strittigen Fragen,
deren die Geschichte der Mathematik so viele hat, auch die abweichenden Ansichten zu Wort kommen
lieB, hat er ein Werk geschaffen, das die reichste Quelle der Belehrung, der Anregung fir einen jeden ist,
der eich Uber einen geschichtlichen Fragepumkt Bat holen, der an der Geschichte der Mathematik mit-
arbeiten will...* (Aus den Gottingischen gelehrten Anzeigen. 1900. Nr. 3.)

Mathematische Unterhaltungen und Spiele, von Dr. w. Ahrens in
Magdeburg. [X u. 428 S] gr. 8. 1901. In Leinwand geb. n. M 10.—

Scherz und Ernst in der Mathematik. Gefligelte und ungefliigelte Worte.
Von Dr. W. Ahrens in Magdeburg. [X u. 522 S.] gr. 8. 1904. In Leinw. geb.n. M 8.—

Der Verfassern der ,Mathematischen. Unterhaltungen* hat uns mit einem neuen, Uberaus
fesselnden und originellen Werke uberrascht, welches man als einen mathematischen ,,Blichmann*
bezeichnen, konnte, wenn es nicht neben aphoristischen Bemerkungen auch langere Briefe und Aus-
einandersetzungen braichte. Beginnt man zu lesen, so mdchte man das Buch nicht aus der Hand legen,
bis man zum Ende gelangt ist, und dann wenden viele wieder von vorn beginnen. Jedem wird es Neues
bringen, moge er noc>h so belesen sein . .. gerade das vorliegende Buch gibt einen tiefen Einblick
in das Ringen der Geister, und manchem wird durch manche kurze, treffende Bemerkung ein
Licht Uber ganze Gebiete der Wissejnschaft aufgehen ... Ein alphabetisches Sach- uno
Namenregister erleichttert die Orientierung. Prof. Dr. Holzmdiller.)
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Encyklopéadie
der Elementar-Mathematik.

Ein Handbuch fur Lehrer und Studierende von

Dr. Heinrich Weber uwna  Dr. Joseph Wellstein.

Professoren an der Universitat Straburg i./EIfl.
In drei Bénden.

I. Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von H. Weber. 2. AutTage. Mit
38 Textfiguren. [XVIIl u. 639°SJ gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. M. 9.60.

. Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein und W. Jacobs-
thal. Mit 280 Textfiguren. [XIlu. 604 S.J gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. M12.—
[2. Auflage unter der Presse.]

Ill. Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein
und R. H. Weber (Heidelberg). Mit 358 Textfiguren. XMl u. 666 S.] gr. 8. 1907.
In Leinwand geb. n. M. 14.—

Das Werk verfolgt das Ziel, den kiinftigen Lehrer auf einen wissen-
schaftlichen Standpunkt zu stellen, von dem aus er imstande ist, das, was er
spater zu lehren hat, tiefer zu erkennen und zu erfassen und damit den Wert
dieser Lehren fur die allgemeine Geistesbildung zu erhéhen. — Das Ziel dieser
Arbeit ist nicht in der VergréRBerung des Umfanges der Elementar-Mathematik
zu ersehen oder in der Einkleidung hoherer Probleme in ein elementares
Gewand, sondern in einer strengen Begrindung und leicht faklichen Darlegung
der Elemente. Das Werk ist nicht sowohl flr den Schiler selbst als fiir den
Lehrer und Studierenden bestimmt, die neben jenen fundamentalen Betrach-
tungen auch eine fiir den praktischen Gebrauch nitzliche, wohlgeordnete Zu-
sammenstellung der wichtigsten Algorithmen und Probleme darin finden werden.

,.--- ZWei Momente mussen hervorgehoben werden, die dem Buche das Gepréage verleihen.
Das eine liegt darin, dal die grundlegenden Fragen der Geometrie eine eingehende Behandlung
erfahren, in einem Umfange, wie er in zusammenfassenden Werken sonst nicht anzutreffen ist. ...
Das zweite Moment ist in dem Umstande zu erblicken, daR die Verfasser es nicht darauf angelegt
haben, eine pragmatische Vorfiihrung des Ublichen Vorrats an geometrischen Satzen, Konstruk-
tionen und Rechnungen zu geben, sondern daB es ihnen mehr darum zu tun war, an aus-
gewahltem Material die wissenschaftlichen Methoden der Geometrie zur Geltung zu bringen und
Uberall auf die Grundfragen einzugehen. Ist so die theoretische Seite, namentlich in einigen
Abschnitten, stark zum Ausdruck gekommen, so ist doch auch auf die praktischen Bedirfnisse
Rucksicht genommen, die freilich erst mit dem dritten Bande ihre endgultige Befriedigung finden
sollen; doch ist dafir an verschiedenen Stellen, so in der Trigonometrie und in der analytischen
Geometrie schon vorgearbeitet worden. ... So darf der Inhalt des zweiten Bandes der ,,En-
cyklopadie der Elementar-Mathematik“ als ein sehr reichhaltiger bezeichnet werden, der Uber die
Grenzen dessen, was an der Schule geboten werden kann, erheblich hinausfiihrt, der aber auch —
und das ist noch wichtiger und offenkundig der Hauptzweck des Werkes — eine Vertiefung dec
geometrischen Wissens vermittelt Jingere Lehrer der Mathematik werden das Buch gewil} oft
und mit Nutzen zu Rate ziehen, namentlich wenn sie im Unterrichte zu prinzipiell wichtigen
Fragen kommen, um sich Uber die leitenden Gedanken zu orientieren.

Eines verdient noch besonders hervorgehoben zu werden: das ist die reiche Ausstattung
mit schonen, sehr instruktiv gezeichneten Figuren. Der schwierigen Vorstellung der verschiedenen
Formen spharischer Dreiecke kommen die stereographischen Bilder der Euler’schen, Md&bius’'schen
und Study’schen Dreiecke sehr zu statten.” (Zeitschrift fur das Realschulwesen. 31. Jahrgang. Nr.5))

,,...Dal ein Hochschullehrer von der Bedeutung des Verfassers die Elementar-Mathe-
matik von hoherer Warte aus behandelt und mustergultig darstellt, ist selbstverstandlich. Jeder
Lehrer, jeder Studierende muf3 das Werk, welches nicht nur in methodischer, sondern auch in
systematischer Hinsicht von Bedeutung und daher eine wichtige Erscheinung der
elementaren mathematischen Literatur ist, besitzen und studieren.”

(Zeitschrift fur lateinlose hohere Schulen. 15. Jahrgang. Nr. 8.)

,....Die Encyklopadie will kein Schulbuch im gewdhnlichen Sinne des Wortes sein, ist
aber zur Vorbereitung auf den Unterricht, namentlich in den oberen Klassen, den Lehrern der
Mathematik dringend zu empfehlen, welche die bezuglichen Originalarbeiten nicht alle selbst
studiert haben, sich aber doch orientieren wollen, wie vom Standpunkte der modernen Wissen-
schaft die Begriffebildungen, Methoden und Entwicklungen der Elementar-Mathematik zu ge-
stalten sind.“ (C. Farber im Archiv der Mathematik und Physik. 9. Jahrgang. Nr. 4]
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