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PRZEDMOWA.

Nauka stanowigca tre$¢ niniejszej ksigzki nie jest by-
najmniej nowa. Niektdre jej zasady znajdujg sie juz w geo-
metrycznych dzietach Euklidesa (285 lat przed Nar. Chr.),
pozniej zas, pomijajac juz kilku starozytnych uczonych, pra-
cowali w tym kierunku : Pascal, de la Hire, Newton, Maclau-
rin, Lambert, — lecz dopiero Carnot, Brianchon, Poncelet,
Mobius, Steiner, Chasles, Staudt i t. d. zaczeli nauke te wy-
tacza¢ z ogo6lnej nauki geometryi i nadawac jej rdzne nazwy.
W koncu przyjeto prawie og6lnie nazwe: Geometrie de posi-
tion, Geometrie der Lage, czyli ttbmaczac dostownie: ,,Geo-
metryja potozenia”. Ciz sami jednak autorowie, ktérzy uzy-
wajg tej nazwy przyznaja, ze nauka ta nie jest wilasciwie
geometryja, gdyz nie zajmuje sie bynajmniej mierzeniem,
owszem, miara jest z niej zupetnie wylgczona i wystepuje
dopiero w jej zastosowaniach do geometryi lub do ,statyki
wykresinej “.

Oprdécz powyzszych nazw, nadawano dzielom w tym
przedmiocie pisanym inne jeszcze nazwy; tak n. p. Steiner
nazwat swoje dzieto: ,,Systematische Entwickelung der Ab-
hangigkeit geometrischer Gestalten von einander" (Berlin
1832); — Poncelet za$ dat swemu dzietu tytut: ,, Traite des
proprietes projectives des figures" (Paris 1822 i 1865); te
dwa tytuly dajg dosy¢ jasne pojecie o zadaniu tej nauki,
ktOrg zresztg nazywano takze geometryjg nowa, rzutowg, syn-
tetyczng i t. p.



Poniewaz wszystkie te okreslenia sg albo zbyt dhugie,
a ztad niewygodne do uzycia, albo tez niezgodne z trescia
nauki, ktéra nie zajmuje sie mierzeniem, przeto zda-
wato mi sie rzeczg stosowng nadac¢ jej nazwe zupetnie nowa,
a mianowicie nazwe ,,Skfadni wykresinej”, sadzac, ze ta na-
zwa wyda sie zupelnie stosowng na oznaczenie nhauki prze-
waznie syntetycznej i wykreslnej, a wiec niejako ,,Syntezy
wykresnej"”, przyczem wyraz ,synteza" zastgpitem wyrazem
»Skiadnia"

Jak juz wspomniatem, nauka o ktoérej mowa nie moze
sie nazwa¢ zupetnie nowg, owszem, zajmowano sie nig od
dawna, lecz dopiero od czasu gdy Culmann opart na niej
swoja ,,Statyke wykresIng", nabrata znaczenia praktycznego,
i odtad tez zaczeto sie nig zajmowac wiecej ogolnie ¥, a byly
docent Politechniki Curychskiej T. Reye, wydat pod tytutem:
,Geometrie der Lage", swoje wyktady szczeg6lnie jako przy-
gotowanie do Statyki wykres$lnej opracowane, ktére to dziel-
ko przyjatem za podstawe do niniejszej pracy.

Oddajac te prace na uzytek publiczny, mam tylko za-
miar, zrobi¢ pierwszy krok na tej nowej u nas drodze, za-
checi¢ do pracy w tym kierunku, pracy bez watpienia bar-
dzo wdziecznej, bo i wiele jest jeszcze na tern polu do zro-
bienia — i zdolnosci nasze do tego wiasnie rodzaju nauk,
sg tez podobno znakomite.

Zajmujac sie tym przedmiotem tylko jako amator,
w chwilach wolnych od zaje¢ na innem zupetnie polu, mato
z nim wspoOlnego majacem, nie miatem bynajmniej pretensyi
zrobienia czego$ nowego dla samej nauki; — chodzitlo mi
powtarzam, tylko o zwrdcenie uwagi na ten przedmiot i za-
checenie innych do pracy na tern polu, — o wprowadzenie tej
nauki do naszej literatury, tak jak wprowadzitem jg do Aka-
demii technicznej we Lwowie, gdzie tylko dla tego obok

*) Co do historycznych dat, krytycznego pogladu na waznoé¢ tych
nauk, oraz co do ich literatury ob. ,Ueber die graphische Statik" v. J.
Weyrauch, Leipzig 1874 i ,Elements de Geometrie projective” p. Cre-
mona (ttém, z wioskiego E. Dewulf).
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moich wiasciwych wykladéw — wyklady ,,Skkadni wykresl-
nej* przez lat dwa (w semestrach zimowych) podejmowatem,
— iz wprowadzenie tych wykladéw na Wydziale Inzynieryi
uwazatem prawie za niezbedne, a innego prelegenta wow-
czas nie bylo.

Stownictwo, jakiego uzywam w tej ksigzce, jest zupel-
nie nowem — tak jak nowym u nas jest sam przedmiot. —
Whprawdzie znajdujg sie w Geometryi Niewegtowskiego nie-
ktore wyrazenia odnoszace sie do tego przedmiotu, lecz tych
nie mogtem uzy¢ (przynajmniej nie w tern samem znaczeniu),
a to z réznych powoddw.

Tak n. p. wyrazenie: ,,jednokresIlnos¢”™ musiatem
zostawi¢ dla oznaczenia tego co francuzi nazywajg ,.colline-
ation", — zamiast ,,inwolucyjnos¢" uzywam: ,,dwu-
wtornos¢'" (tam gdzie u. p. dwa punkta odpowiadajg so-
bie dwojako, czyli ,,dwojako sobie wtdrzg)" i t. d., a w ogo-
le staratem sie dobiera¢ wyrazen o ile moznosci jak najwy-
razniej przedstawiajgcych pojecie o ktére chodzi.

Trzymajac sie co do rzeczy samej prawie ScisSle wybor-
nego dziela Reye'go, staratem sie jednak w niektérych migj-
scach dopetnia¢ i wyjasniaé co uwazatem za potrzebne, a Za-
tuje mocno ze inne zajecia nie pozwolity mi wiecej w tej
mierze uczynic.

Krakéw dnia 29. listopada 1876.

Stanistaw Ziembinski.



www.rcin.org.pl



Zasady ogolne.

Punkt, prosta (linija prosta) i ptaszczyzna sg pier-
wiastkami wykre$lnemi, z ktérych powstgja zestawy wy-
kreslne.

Punkt jest niepodzielng czastka przestrzeni.

Kazdy z nas ma pojecie linii prostej. Dwie proste moga
sie przecig¢ najwiecej w jednym punkcie, a kazda linija, o kto-
rej wiemy ze z dowolng prosta moze sie przecia¢ w jednym
tylko punkcie, musi by¢ prosta.

Plaszczyzna, jestto powierzchnia przecinajgca sie z kazda
dowolng prosta w jednym tylko punkcie. Dwie plaszczyzny
moga sie przecia¢ w jednej tylko prostej, a kazda powierzchnia,
0 ktérej wiemy, ze z dowolng ptaszczyzng moze sie przecigé
w jednej tylko prostej, musi byé ptaszczyzna.

Prostg i ptaszczyzne uwaza¢ bedziemy zawsze za nie-
ograniczone.

Wiasnoscig prostej jest jej kierunek, wiasnoscig pta-
szczyzny— jej potozenie. Prosta i pfaszczyzna mogg sie
przesuwal w przestrzeni t. j. mogg zmienia¢ swoje stanowi-
sko, bez zmiany kierunku lub potozenia. (To odrdznienie ,,sta-
nowiska" od ,potozenia” jest koniecznem; w dalszym ciggu
bedziemy uzywali tych wyrazerh tylko w powyzszem znaczeniu).

Wymienione pierwiastki wykre$lne, moga sie znajdowac
w skonczonej albo w nieskonczenie wielkiej odlegtosci. Ponie-
waz nieskoficzono$¢ lezy po za granicami naszego pojecia, przeto

|



pierwiastki nieskoriczenie odlegte nazywaé bedziemy do mnie-
manemi, pierwiastki za$ w skonfczonej przestrzeni zawarte,
rzeczywistemi pierwiastkami.

Dwie proste lezace w jednej plaszczyznie, przecinajg sie
zawsze w jednym punkcie — rzeczywistym albo domniemanym
(nieskonczenie odleglym). W tym ostatnim przypadku mowi sie
zwykle, ze proste sg rownolegte.

Jak w rachunku dla kazdej ilosci zmiennej jedng tylko
mozemy przyjaé wartos¢ nieskoniczenie wielkg i nie mamy za-
dnego przejscia od ilosci skonczonych do nieskoriczonych, tak
tez i w skladni wykre$lnej, nie mamy Zzadnego przejscia od
prostych nachylonych do réwnolegtych, od rzeczywistych do nie-
skonczenie odlegtych punktéw ich przeciecia, i jeden tylko (do-
mniemany) punkt przeciecia dwoch (lub ilukolwiek) prostych
rownolegtych przyja¢ mozemy.

Zdawatoby sie na pozér, iz przyjmujac, ze dwie proste
rownolegte przecinajg w Poo (punkcie nieskonczenie odlegtym),
powinnibySmy rowniez przyja¢é ze istniejg dwa takie P oo, a
mianowicie, w kazdem przedtuzeniu tych prostych (do nieskon-
czonosci), jeden Poo; aby lepiej te rzecz wyrozumie¢, uwazmy
C0 nastepuje:

Niech bedzie dowolna prosta a (fig. 1) i zewnatrz niej
lezacy punkt A. Poprowadzmy przez ten punkt inng prostg p)
przecinajacg prosta a w punkcie P i obracajmy jg okoto punktu
A (w plaszczyznie wyznaczonej przez prostg a i punkt A).
Punkt przeciecia P bedzie sie przesuwat po prostej a coraz
dalej, a gdy prosta p przyjmie kierunek p* réwnolegty wzgle-
dem a, to punkt ten stanie sie Poo. Jezeli dalej jeszcze obracaé
bedziemy prostg p, to punkt przeciecia zjawi sie w drugiem
przedtuzeniu prostej a i przy dalszym obrocie zbliza¢ sie bedzie
do pierwotnego swego stanowiska, az w korcu do niego po-
wréci. Prosta wiec a moze by¢ uwazana jako utworzona bie-
giem punktu P, ktéry opisuje jg catg, raz tylko przecho-
dzac przez nieskonczonosé. Kazde stanowisko ruchomego
punktu P wyznacza jeden kierunek ruchomej prostej p. P oo
w prostej a, wyznacza kierunek p’, réwnolegty do a. Jeden
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jest tylko kierunek p* a wiec dla nas istnieje jeden tylko P
w prostej a i w tym punkcie przecinajg sie takze wszystkie
proste majace ten kierunek p* t. j. do a réwnolegte.

Biorac rzeczy w tem znaczeniu, mozemy powiedzieé
ze: Kazda prosta ma tylko jeden punkt nieskon-
czenie odleglty, w ktérym siezchodzg oba jej prze-
diuzenia, a wiec jest linija zamknieta.

Dla usuniecia wszelkiej watpliwosci nadmieni¢ wypada, ze
poniewaz 6w Poo, stuzy¢ nam moze tylko, jak w powyzszym
przykladzie, tak i we wszystkich dalszych roztrzgsaniach, do
wyznaczenia kierunkéw réwnolegtych, przeto powyzsze pojecie
prostej, nie moze nigdy doprowadzi¢ do btednych wypadkéw.
Jednak z drugiej strony, powyzsze okres$lenie nalezy uwazac
tylko za umowe matematyczna, za pomocag ktorej prze-
kraczamy granice dzielagca nas od nieskoriczonosci, i ktdéra zno-
szgc niejako roznice miedzy prostemi rownolegtemi i nachylo-
nemi, miedzy punktami w skoniczonej i w nieskonczenie wielkiej
odlegtosci lezacemi, pozwala nam otrzymywaé wypadki daleko
ogdlniejsze i prostszej postaci.

Dalszym ciggiem powyzszej umowy sg nastepujace wnioski:

Poniewaz w kazdej prostej danego kierunku znajduje sie
jeden Poo, (w ktdrym sie przecinajg wszystkie proste majgce

ten kierunek), przeto kazdy kierunek wyznacza jeden Poo i
odwrotnie, kazdy Poo, wyznacza jeden kierunek.

Wszystkie Poo jednej ptaszczyzny, mozemy sobie wy-
obrazi¢ jako lezace w jednej (domniemanej) linii, ktéra ponie-
waz z dowolng prostq moze sie przecig¢ tylko w jednym punk-
cie, a wiec jest linig prostg. W kazdej wiec plaszczyznie znaj-
duje sie jedna prosta nieskoriczenie odlegta (domniemana).

Do tego samego wniosku dojdziemy za pomoca nastepu-
jacego roztrzasania:

Dowolne dwie plaszczyzny przecinaja sie zawsze w jednej
prostej, rzeczywistej lub nieskoriczenie odlegtej.

W tym ostatnim przypadku moéwi sie zwykle, ze pla-
szczyzny sg réwnolegle, lub Zze majg jedno potozenie.



Dla tych samych przyczyn, dla jakich przyjelismy, ze
proste rownolegte przecinajg sie w jednym tylko Poo, i ze
kazda prosta danego kierunku ma tylko jeden Poo, musimy
rowniez przyja¢ ze ptaszczyzny réwnolegte przecinaja sie w jednej
tylko prostej nieskonczenie odleglej, i ze kazda plaszczyzna za-
wiera tylko jedna prostg nieskonczenie odlegta.

Kazde wiec potozenie wyznacza jedng prosta nieskoncze-
nie odlegla i odwrotnie, kazda prosta nieskoriczenie odlegta wy-
znacza jedno potozenie.

Nakoniec wszystkie Poco w przestrzeni mozemy sobie
wyobrazi¢ jako lezagce w jednej (domniemanej) powierzchni,
ktora, poniewaz z dowolng prosta moze sie przecigé w jednym
tylko punkcie, a z dowolng ptaszczyzng w jednej tylko prostej,
a wiec jest ptaszczyzng.

Caly ten szereg wnioskéw, polegajacych na wspomnianej
umowie i stanowiacych tylko dalszy jej ciag, da sie uspra-
wiedliwi¢ podobnie jak jej poczatek. Pojecia w nich wyrazone,
nazwano dla odrézniania ich od zwyklych geometrycznych
perspektywicznemi, gdyz podobnie jak nauka perspek-
tywy, polegajg na zasadach rzutéw srodkowych (centralnych),
ktore tu po krotce rozbierzemy, wprowadzajac w ten rozbior,
pierwiastki nieskonczenie odlegte.

O rzutach Srodkowych.

Jezeli jakikolwiek zestaw wykreslny rzucamy z pewnego
punktu statego (Srodka rzutdéw), to kazdy punkt tego zestawu
rzucany jest przez jedng prostg (promien), a kazda prosta przez
jedng ptlaszczyzne.

Wszystkie punkta lezace w jednej prostej, rzucane sg przez
promienie lezace w jednej ptaszczyznie. (Mozemy takze rzucaé
zestaw punktéw z danej prostej, wtedy kazdy punkt rzucany
jest przez jedng ptaszczyzne, przechodzaca przez ten punkt
i przez prosta dang).



Zbior pierwiastkdw, rzucajacych dany zestaw s, z punktu
statego P. nazywa¢ bedziemy rzutnig zestawu s, a punkt P
(Srodek rzutéw) srodkiem rzutni.

Przeciecie rzutni zestawu s z ptaszczyzng a lub prostg a,
daje rzut zestawu s (na ptaszczyznie a lub prostej a).

Jezeli Srodek rzutéw jest punktem nieskonczenie odlegtym,
to rzutnia sklada sie z pierwiastkéw rownolegtych, tak jak
w zwyklej geometryi wykresinej.

Jezeli $rodek rzutni jest punktem rzeczywistym, to wszyst-
kie pierwiastki rzutni sg rzeczywiste ; punkta i proste nieskon-
czenie odlegle, rzucane sg przez promienie i plaszczyzny rze-
czywiste. Rzuty za$ pierwiastkéw rzeczywistych moga by¢
domniemane i odwrotnie — rzuty pierwiastkbw domniemanych
moga by¢ rzeczywiste. N. p. wyobrazmy sobie dwie ptaszczyzny
a i a przecinajgce sie z sobg w prostej rzeczywistej (nie ro-
wnolegle). Rzucajgc z punktu stalego P, zewnatrz tych pla-
szczyzn lezgcego, punkta nieskoniczenie odlegle plaszczyzny a
na plaszczyzne a' (za pomocg promieni réwnolegtych do pla-
szcyzny a), otrzymujemy rzeczywiste przeciecia tych promieni
z ptaszczyzng a' czyli rzuty rzeczywiste, wszystkie za$ rzeczy-
wiste punkta plaszczyzny a, lezace w promieniach réwnolegtych
do n, przecinajg sie z ta plaszczyzng w ljoo, a wiec dajg
rzuty domniemane.

Zestawy zasadnicze 1. rzedu.

Szereg punktow lezacych w jednej prostej nazwijmy ze-
stawem prostym, a te prosta ttkem zastawu prostego.

Zbior prostych (promieni) przechodzacych przez jeden punkt
R i lezacych w jednej ptaszczyznie  nazywac bedziemy roz-
tocza promieni. Za tlo roztoczy promieni mozemy uwazaé
ptaszczyzne v i punkt R (Srodek roztoczy).

Zbiér plaszczyzn przechodzacych przez jedng prostg a
nazywac bedziemy roztocza ptaszczyzn, prosta za$ a, tlem
albo osig tej roztoczy.



Zestaw prosty, roztocz promieni i roztocz plaszczyzn, s3
zestawami zasadniczemi 1. rzedu ¥  Pierwiastki two-
rzace te zestawy, bedziemy zawsze uwazali jako utozone w pe-
wnym statym porzadku, ktory sie nie zmienia, chociazby zestaw
zostat w przestrzeni przesuniety.

Czesci promienia rozchodzace sie od S$rodka roztoczy, na
obie strony, nazywa¢ bedziemy potpromieniami, czesci za$
ptaszczyzny rozchodzace sie na obie strony od osi roztoczy
ptaszczyzn, poiptaszczyznami. W pewnych szczeg6lnych
przypadkach, uwaza¢ bedziemy roztocze, jako utworzone przez
pétpromienie i péiptaszczyzny.

Jezeli Srodek albo o$ roztoczy sg nieskonczenie odlegte,
to pierwiastki je tworzace (promienie albo plaszczyzny) sg
rownolegte.

Zestawy zasadnicze 1. rzedu moga powstawac jeden z dru-
giego, za pomoca rzutdbw albo przecie€. | tak zestaw prosty
mozemy otrzymac przecinajagc roztocz promieni prostg lub pla-
szczyzng nie przechodzacy przez s$rodek tej roztoczy, albo prze-
cinajac roztocz plaszczyzn prostg nie przecinajacg osi. Roztocz
promieni mozemy otrzymaé, przecinajac roztocz plaszczyzn,
ptaszczyzna nie przechodzaca przez oS, albo rzucajac zestaw
prosty z punktu zewnatrz niego lezacego. Roztocz plaszczyzn
otrzymujemy, rzucajac roztocz promieni z punktu nie lezacego
z nig w jednej plaszczyznie (przyczem kazdy promien rzuca
sie przez jedng plaszczyzne, a wszystkie ptaszczyzny rzucajace
przechodza przez prostg, 4gczacg $rodek roztoczy promieni ze
$rzodkiem rzutéw); albo rzucajac zestaw prosty z prostej nie
przecinajacej zestawu prostego (czyli raczej jego tla).

Cze$¢ zestawu prostego (jako ciggtego, nieprzerwanego
szeregu punktow, tworzacego prostg) ograniczona dwoma
punktami danemi, nazywa sie odcinkiem prostym. Dwa
punkta rzeczywiste jednej prostej dzielg ja na dwa odcinki,
jeden rzeczywisty, drugi przechodzacy przez P<x> Jezeli jeden

*) Z powodu, ze kazdy z tych zestawow sktada sie z pierwiastkéw
jednego tylko rodzaju, przeto nazywajg, takze te zestawy jednolitemi
zestawami zasadniczemi.



z tych punktéw jest nieskonczenie odlegly, to oba odcinki sg
jednakowe, majace jeden koniec rzeczywisty, drugi domniemany).
Kazdy z takich dwdch odcinkbw nazywa sie dopetnieniem
drugiego.

Miedzy czterema punktami jednej prostej (zestawu pro-
stego) znajdujg sie tylko dwie pary punktéw przedzielonych.
To znaccy, ze jezeli mamy 4 po sobie nastepujace punkta M,
jB, C, D jednej prostej, to tylko M, i C sg przedzielone przez
B i D; punkta za§ A i D nie sg przedzielone przez zaden
z pozostatych punktéw, gdyz mozna przejs¢ od A do D prze-
chodzac przez nieskoczonos¢, a nie przechodzac przez B lub C.

Cze$¢ roztoczy promieni, ograniczona dwoma jej promie-
niami nazywa si¢ katem ptaskim zupetnym; cze$¢ za-
warta miedzy dwoma roznemi pdtpromieniami, katem plaskim
niezupetnym albo poétkatem. Kazdy zatem kat zupetny
sktada sie z dwdch katdw niezupeinych (wierzchotkiem prze-
ciwlegtych).

Kazde dwa promienie jednej roztoczy, dzielg te roztocz
na dwa zupetne katy plaskie przylegte, z ktorych kazdy nazywa
sie dopetnieniem drugiego.

Cze$¢ roztoczy phaszczyzn, ograniczona dwiema jej pla-
szczyznami, nazywa sie zupelnym katem dwu Sciennym.
Czes¢ za$ ograniczona dwoma potptaszczyznami, niezupetnym
katem dwusciennym. Kazde dwie plaszczyzny roztoczy dzielg
ja na dwa zupetne katy dwuscienne przylegte, z ktérych jeden
jest dopetnieniem drugiego; kazdy kat zupetny skiada sie z dwaéch
niezupetnych.

Miedzy czterema pierwiastkami roztoczy, znajdujg sie dwie
pary pierwiastkbw przedzielonych.

Zestawy zasadnicze 2. rzedu.

Zbior prostych (promieni) i ptaszczyzn prechodzacych przez
jeden punkt w przestrzeni nazywa sie wigzka (promieni i
ptaszczyzn), zbior za$ prostych i puntéw, lezacych w jednej



ptaszczyZznie, zestawem plaskim. Wiagzka i zestaw ptaski
sg zestawami zasadniczemi drugiego rzedu.

Tiem wigzki jest punkt, przez ktory przechodzg wszystkie
promienie i ptaszczyzny (Srodek wigzki), ttem zestawu ptaskiego,
ptaszczyzna, w ktorej lezg wszystkie proste i pukta.

W kazdym zestawie zasadniczym drugiego rzedu, zawieraé
sie moze nieskonczenie wiele zestawdw pierwszego rzedu, gdyz
w zestawie plaskim kazdy szereg punktéw jednej prostej jest ze-
stawem prostym, a kazdy ukiad prostych przechodzacych przez
jeden punkt, roztocza promieni. W wiiazce zawiera¢ sie moze
nieskonczenie wiele roztoczy ptaszczyzn i roztoczy promieni.

Zestawy zasadnicze drugiego rzedu moga by¢ utworzone
jeden z drugiego, gdyz rzucajac zestaw plaski z punktu nie
lezacego w jego plaszczyznie otrzymujemy wigzke, przyczem
kazdy punkt zestawu plaskiego zostaje rzucany przez jeden
promien, kazda prosta przez jedna ptaszczyzne wiagzki; odwrotnie
przecinajac wigzke plaszczyzng nie przechodzacg przez jej sro-
dek otrzymujemy zestaw ptaski.

Zestawy zespolone.

Jezeli miedzy dwoma jakiemikolwiek zestawami zachodzi
tego rodzaju zaleznos¢, ze kazdemu pierwiastkowi jednego z nich,
odpowiada jeden stale oznaczony pierwiastek drugiego, to méwimy
ze te dwa zestawy sg ze sobg zespolone. Kazde dwa pier-
wiastki, z ktoérych jeden drugiemu odpowiada nazywaja sie od-
powiednie mi.

Dwa zestawy, z ktorych kazdy jest zespolony z trzecim,
sg wzgledem siebie zespolone.

Rodzajéw zespolenia moze by¢ bardzo wiele. Jezeli jeden
z zestawOw jest przecieciem albo rzutnig drugiego, zespolenie
ich jest najbardziej widocznem. Tak n. p. jezeli powiemy, ze
zestaw prosty u (A B C D...) (fig. 2) jest przecieciem roztoczy
promieni R (a b ¢ d....), to znaczy, ze punktowi A odpowiada
promien a, punktowi B promien b, i t. d., a tym sposobem
kazdemu punktowi zestawu u odpowiada jeden stale wyznaczony
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promien roztoczy R i zestaw u jest zespolony z roztocza R.
Dwa jednoimienne zestawy sg zespolone, jezeli sg przecieciami
lub rzutniami jakiegokolwiek trzeciego zestawu. N. p. Dwa ze-
stawy proste: u (A, B, C, D..) i wl (Al Bl Ci Dl..), s3
zespolone (fig. 2). W ogole dwa zestawy sg zespolone, gdy ich
pierwiastki sg ulozone wedle jakiegolwiek prawa, $cisle wyzna-
czajacego pary odpowiednich pierwiastkow. Jezeli dwa pier-
wiastki odpowiednie zlewajg sie w jeden, to ten nazywa sie
odpowiednio wspdélnym, jak n. p. punkt E czyli E,
w powyzszych dwdch zestawach u i ux (fig. 2).

Prawo odwrotnosci.

Juz w zwyklej geometryi daje sie czesto spostrzegaé, ze
w przestrzeni punkt i ptaszczyzna, w plaszczyznie za$ punkt i
prosta, wystepuja jako pierwiastki odwrotnych wiasnosci, tak,
czesto zamieniwszy w jakiem$ twierdzeniu geometryi plaskiej
wyraz punkt, na wyraz: prosta, i odwrotnie; w twierdzeniach
za$ odnoszacych sie do przestrzeni, zamieniwszy punkt na pla-
szczyzne i odwrotnie, otrzymujemy nowe twierdzenia, niejako
odwrotne, bedace dopetnieniem twierdzen pierwotnych. W sktadni
wykreslInej; oswobodzonej z wielu wiezéw krepujacych geome-
tryje, prawo to wystepuje daleko ogdlniej i wyrazniej, tak, ze
kazde niemal twierdzenie znajduje dopetnienie w twierdzeniu,
odwrotne m. W przestrzeni sg pojeciami odwrotnemi: punkt
i ptaszczyzna, a ztad: zestaw prosty i roztocz ptaszczyzn, od-
cinek linijny i kat dwuscienny it d. Prosta jest odwrotnoscia
wzgledem siebie samej. | tak n. p..

Dwa punkta A i B wyzna- Dwie ptaszczyzny a i B, wy-
czajg prostg AB, ktora jest ich znaczajg prosta aB, ktora jest
wspllnem tlem (t. j. w ktorej jest ich wspllnem tlem (t. j.
lezg). w ktdrej sie przecinajg).

Prosta a i nielezacy w nigj Prosta a i nie przechodzaca
punkt B, wyznaczajg ptaszczy- przez nig plaszczyzna [3, wy-
zne aB. znaczajg punkt af.
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Trzy punkta A, B. C, nie
lezace w jednej prostej, wyzna-
czajg ptaszczyzne ABC.

Dwie proste a i b majac je-
den punkt wspélny, leza w je-
dnej ptaszczyznie ab.

it d

Trzy plaszczyzny a, B. , nie
przechodzace przez jedng pro-
sta, wyznaczajg punkt (a 3 0).

Dwie proste a i b lezace
w jednej plaszczyznie, maja
jeden punkt wspdlny (ab)

it od

W plaszczyznie sg wzgledem siebie odwrotne: punkt i

prosta,
linijny, etc. n. p.

Dwa punkta jednej ptaszczy-

zny, wyznaczajg jedng prosta.

zestaw prosty i roztocz promieni, odcinek linijny i kat

Dwie proste jednej ptaszczy-
zny, wyznaczajg jeden punkt.

Zestaw plaski i wigzka, sa rowniez wzgledem siebie od-

wrotnemi, gdyz ich tla (ptaszczyzna i

wiastki, sg odwrotnemi, a mianowicie:

w zestawie praskim:
Punkt, zestaw prosty, promien
jako potaczenie punktow etc.

punkt) oraz ich pier-
W wigzce:
PYaszczyzna, roztocz pla-

szczyzn, promien jako przeciecie
ptaszczyzn etc.

Nastepujace twierdzenia, dajg przykiad odwrotnosci w tych

zestawach:

Jezeli dwa zestawy plaskie
sg z sobg zespolone w skutek
tego, Zze sa uwazane za prze-
ciecia jednej wigzki, to kazde
dwa pierwiastki odpowiednie
(proste lub punkta) lezg na
jednym pierwiastku wigzki (pta-
szczyznie albo promieniu). Pro-
sta w ktdrej sie oba zestawy pfta-
skie przecinajg, odpowiada sama
sobie, czyli jest odpowiednio
wspo6lna. Toz samo mozna
powiedzie¢ o kazdym punkcie
w niej lezagcym. Oba wiec ze-

Jezeli dwie wigzki sg ze soba
zespolone w skutek tego, ze s3
uwazane za rzutnie jednego ze-
stawu plaskiego, to kazde dwa
pierwiastki, odpowiednie (pro-
mienie lub plaszczyzny) rzucaja
jeden pierwiastek zestawu pta-
skiego (punkt albo prostg). Pro-
mien faczacy Srodki wigzek jest
od powiednio-ws polnym;
toz samo da sie powiedzie¢ o
kazdej ptaszczyznie przez niego
przechodzacej. Obie wiec wigzki
maja jedng roztocz plaszczyzn
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stawy majg jeden zestaw pro- odpowiednio wspdlna,
sty odpowiednio wspélny.

W wigzce sg w odwrotno$ci: promien i ptaszczyzna, roz-
tocz promieni i roztocz plaszczyzn, etc. N. p.

Kazde dwa promienie wigzki  Kazde dwie ptaszczyzny wigz-
wyznaczajg jedng plaszczyzne. ki wyznaczajg jeden promien.
Powierzchia stozkowa moze byé Powierzchnia stozkowa moze
utworzong przez wszystkie wniej by¢ utworzong przez wszystkie
lezace promienie. otaczajgce jg plaszczyzny (sty-

czne).

Temu ostatniemu twierdzeniu opowiada twierdzenie o ze-
stawach ptaskich.

Jakakolwiek krzywa ptaska moze by¢ utworzona:

przez wszystkie w niej lezace przez wszystkie otaczajace ja
punkta. proste (styczne).

Z kazdych prawie dwdéch twierdzen odwrotnych odnosza-
nych sie do wigzki, mozemy, jak powyzszy przyklad okazuje,
wyprowadzi¢ dwa twierdzenia odwrotne odnoszace sie do zesta-
wow plaskich, wystawiwszy sobie, ze te zestawy sg przecieciami
wigzek. Rdéwniez wystawiwszy sobie, ze dwie wiagzki sg rzutnia-
mi zestawow ptaskich, mozemy z twierdzen, odnoszacych sie do
tychze zestawow, wyprowadza¢ twierdzenia odnoszace sie do
wigzek.

O wielokatach i wielobokach ptaskich,
wielogranach i wieloScianach wigzkowych i t. d.

W geometryi, tréjkat, czworokat, pieciokat i w ogole
n-kat; czyli trojbok, czworobok, pieciobok i w ogéle n-bok, ozna-
cza cze$¢ plaszczyzny ograniczong przez 3, 4, 5 albo w ogdle
przez n bokéw, przecinajagcych sie w n wierzchotkach.

W skladni wykreslnej rzecz sie ma nieco inaczej. | tak:
niezupetnym n-k=a. € em peskivamy zestaw n punk-
tow jednej plaszczyzny i n nieograniczonych prostych (bokéw),
z ktorych kazda tgczy dwa po sobie nastepujace punkta (wierz-
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chotki), przyczem przyjmuje sie, ze te punkta nastgpujg po
sobie w pewnym oznaczonym porzadku, i ze zadne trzy po
sobie nastepujagce, nie lezg w jednej prostej.

Niezupetny n-bok ptaski jestto zestaw n prostych
jednej ptaszczyzny i n punktow (wierzchotkéw), w ktorych
przecinajg sie po dwa boki po sobie nastepujace (N. B. boki
nieograniczone). Jakkolwiek taki n-bok i n-kat nie rdznig
sie w niczem od siebie, to jednak sg wzgledem siebie odwrotne,
gdyz boki pierwszego sg w odwrotnosci do wierzchotkéw drugiego,
rownie jak wierzchotki pierwszego do bokéw drugiego i punkta
przeciecia bokéw po sobie nie nastepujgcych pierwszego, do
prostych tgczacych wierzchotki po sobie nie nastepujacych
drugiego.

Zupeinym n-katem ptaskim, nazywamy zestaw n
punktéw wraz ze wszystkiemi prostemi tgczacemi te punkta po
dwa, czyli n-kat niezupelny wraz ze wszystkiemi przekatnemi.
Przytem przyjmuje sie, zadne 3 wierzchotki n-kata nie lezg
w jednej prostej.

Zupelnym n-bokiem plaskim nazywamy zestaw n
prostych jednej ptaszczyzny, wraz ze wszystkiemi punktami
przeciecia sie tych prostych, czyli n-bok niezupeiny wraz ze
wszystkiemi punktami przeciecia sie bokow po sobie nie naste-
pujacych. Przy tern przyjmuje sie, ze Zzadne trzy proste (boki)
nie zchodzg sie w jednym punkcie. W zupelnym n-kacie
wszystkie proste tgczace n wierzchotkéw nazywajg sie bokami.
W zupelnym za$ n boku, wszystkie przeciecia n bokéw nazy-
wajg sie wierzchotkami.

W kazdym wierzchotku zu- W kazdym boku zupeinego
petnego n-kata plaskiego, n-boku ptaskiego, lezy n-1
przecina sie n-1 bokdéw; wierz- wierzchotkow; bokow jest n
chotkéw jest n, kazde dwa kazde dwa boki przecinajg sie
wierzchotki taczy jeden bok, a w jednym wierzchotku, a wiec
wiec liczba bokow jest )2 liczba wierzchomkaw jest-rlg-n—_—l)

Jezeli n jest wieksze od trzech, to n-kat lub n-bok zu-
pelny sklada sie z wielu n katéw lub n-bokdw niezupetnych.



Zupetny  czworokat  ptaski
ABCD zawiera 6 bokéw. Kazde
dwa boki nie przechodzace
przez jeden wierzchotek
nazwijmy przeciwlegtemi
Otrzymamy 3 pary bokéw prze-
ciwlegtych. AB i CD, AC i
BD, AD i BC. Kazde dwie
pary bokéw przeciwlegtych dajg
nam jeden czworokat niezupeiny.
Zupetny zatem czworokat za-
wiera 3 czworokaty niezupetne:
ABCD, ACDB i ADBC.
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Zupetny czworobok  plaski
abcd zawiera 6 wierzchotkow.
Kazde dwa wierzchotki nie le-
zace w jednym boku na-
zwijmy przeciwlegtemu
Otrzymamy 3 pary wierzchot-
kow przeciwlegtych (ab) i (cd),
(ac) i (bd), (ad) i (bc). Kazde
dwie pary wierzchotkéw prze-
ciwlegtych dajg nam jeden czwo-
robok niezupetny. Zupetny za-
tem czworobok zawiera 3 czwo-
roboki niezupetne: abcd, achd
i adbc.

Rzucajgc n kat i n-bok z punktéw nie lezagcych w ich
ptaszczyznach, otrzymujemy odpowiednie im zestawy w wigzce

(zestawy wigzkowe) n-gran i

Zupelny n-gran wigzkowy,
jestto zestaw n promieni wigzki
(n-krawedzi), ze wszystkiemi pta-
szczyznami 4gczacemi te pro-
mienie  (Scianami).  Przytem
przyjmuje sie, ze zadne 3 pro-
mienie nie lezag w jednej pla-
szczyznie.

n- Scian wigzkowy.

Zupelny n-$cian wigzkowy
jestto zestaw n  plaszczyzn
wigzki (Scian), ze wszystkiemi
ich przecieciami (krawedziami).
Przytem przyjmuje sie, ze zadne
3 Sciany nie przecinajg sie w je-
dnej krawedzi.

Liczba krawedzi i Scian jest taka, jak w odpowiednich
zestawach ptaskich liczba wierzchotkéw i bokdw.

W przestrzeni mamy réwniez dwa zestawy odpowiednie
powyzej wymienionym zestawom ptaskim i wigzkowym.

Zupelny n-kat przestrzenny
sktada sie z n punktéw (wierz-
chotkéw), z ktérych zadne 4
nie leza w jednej plaszczyznie,
wraz ze wszystkiemi prostemi
(krawedziami), z ktérych kazda
faczy dwa wierzchotki i z wszy-

Zupelny n-$cian przestrzen-
ny skiada sie z n plaszczyzn,
z ktoérych zadne 4 nie przecho-
dza przez jeden punkt, wraz ze
wszystkiemi ich  przecieciami
(wierzchotkami i krawedziami).
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stkich ptaszczyzn (scian), z kto-
rych kazda tgczy 3 wierzchoiki.

W kazdym z n wierzchotkow
zchodzi sie n—1 krawedzi, ka-
zda krawedz taczy 2 wierzchoiki
a wiec liczba krawedzi jest  Liczba krawedzi jest
n(n—1) n(n-1)

2 2
W kazdej ztych n{rl)2 kra-

wedzi zchodzi sie n—2 Scian,
kazda Sciana tagczy 3 krawedzie,
a wiec liczba $cian jest: Liczba wierzchotkéw jest:
n(n—N(n—2) n(n—I)(n—2)
3 2-3

Jak w plaszczyznie trojbok nie rézni sie od trojkata, tak
W przestrzeni nie rozni sie: 4° Scian i 4° kat, ale wystepuja
jako zestawy odwrotne n. p.:

4 wierzchotki i 6 krawedzi
czworokata przestrzennego, zo-
stajg rzucane z kazdego punktu

4 Sciany i 6 krawedzi czworo-
§cianu przestrzennego przecinajg
sie z kazda ptaszczyzng nie prze-

chodzaca przez zaden z wierz-
chotkéw, w 4 bokach i 6 wierz-
chotkach, zupetnego 4° boku
ptaskiego.

nie lezacego w zadnej ze Scian,
przez 4 krawedzie i 6 $cian
zupetnego 4° granu wigzkowego.

Tutaj mozemy zauwazy¢, ze w przestrzeni, zupelny czwo-
rogran wigzkowy i zupelny czworobok ptaski sa zestawami od-
wrotnemi, tak jak ich tta (punkt i ptaszczyzna) oraz ich pier-
wiastki (4 krawedzie i 6 $cian z jednej strony, a 4 boki i 6
wierzchotkdw z drugiej strony) sg odwrotnemi. Toz samo sto-
suje sie w ogdle do n-grandw i n-bokdw, réwnie jak do n-$cia-
now wigzkowych i n-katéw plaskich, jak tego zaraz *bedziemy
mieli przykiad:

lezace  Jezeli dwa trdjsciany wigzko-
sg we nie majace wspodlnego $rod-

Jezeli dwa trojkaty
w réznych plaszczyznach,



w ten sposéb ulozone, ze kazdy
z bokéw jednego trojkata prze-
cina sie (w linii przeciecia sie
obu ptaszczyzn) z jednym bokiem
drugiego tréjkata, to te dwa
trojkaty sa przecieciami jednego
trojgranu wigzkowego.

Kazde bowiem dwa bhoki prze-
cinajagce sie z sobg (nazwijmy
je odpowiedniemi) lezg w jednej
ptaszczyznie (poniewaz sie prze-
cinajg). Trzy plaszczyzny tgcza-
ce 3 pary bokdw odpowiednich
muszg sie przecigé w jednym
punkcie, a wiec wyznaczajg tréj-
gran, ktorego te ftrojkaty sa
przecieciami i ktérego krawedzie
facza wierzchotki odpowiednie,
(tj. te, w ktérych sie zchodza
boki odpowiednie) obu trojka-
tow.

Jezeli dwa zupetne czworokaty
ptaskiee ABCD i Al B! Cl DI
(fig. 3), leza w dwoch réznych
ptaszczyznach, ktérych przeciecie
(prosta n) nie przechodzi przez
zaden z wierzchotkow, a piec par
bokéw odpowiednich ¥ o i al,
bidlcicl didleiel prze-
cinajg sie w jednej prostej
(w prostej w), to te dwa czwo-
rokaty sa przecieciami jednego

*) Pierwiastki oznaczona jednakowemi gtoskami
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ka, s3 w ten sposéb utozone,
ze kazda krawedz jednego z nich
przecina sie z jedng krawedzig
drugiego (nazwijmy takie dwie
krawedzie odpowiedniemi), to
oba trojsciany sg rzutniami je-
dnego tréjboku ptaskiego.
Kazda bowiem para krawedzi
odpowiednich przecinajac  sie,
wyznacza jeden punkt. Trzy
punkta w ten sposéb wyznaczo-
ne musza leze¢ w jednej pta-
szczyznie i wyznaczajg trojbok,
ktorego oba tréjgrany sa rzutnia-
mi i w ktorego kazdym boku,
przecinajg sie Sciany odpowied-
nie (tj. te, w ktorych lezg boki
odpowiednie obu tréjgranow.

Jezeli dwa zupelne czworoscia-
ny wigzkowe majg rozne $rodki,
ktorych potaczenie (prosta a) nie
lezy w Zadnej ze Scian, a piec
par krawedzi odpowiednich prze-
cina sie w punktach lezgcych
w jednej ptaszczyznie, to te dwa
czworosciany sg rzutniami je-
dnego zupetnego czworoboku, a
wiec | szdsta para krawedzi
odpowiednich musi sie przeci-

nazwijmy odpo-

wiedniemi. Wierzchotki odpowiednie beda: A i Al, Bi B, itd. Boki od-
powiednie muszg taczy¢ odpowiednie wierzchotki, jezeli n. p. bok a ta-
czy A z B, to odpowiedni mu bok at taczy Al z Bl itd.
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zupetnego czworogranu, a wiec
i szbsta para bokéw odpowied-
nich. i fl przecina sie
(w prostej n).

W czworokatach bowiem da-
nych, znajdziemy zawsze dwie
pary tréjkatow ktore podtug po-
przedzajacego twierdzenia, mu-
sza by¢ przecieciami jednego
trojgranu. Na fig. 3 sg to troj-
katy ABD i At Bl D! oraz
BDCiBl DI Cl; ztad wypada,
ze proste AA! BB! iDDl,oraz
proste BB1, DDJ, i CC,, spotykaja
sie w jednym punkcie, czyli, ze
proste AALl i CCI, przecinajg sie,
a wiec proste f i fl, lezace w pta-
szczyznie wyznaczonej  przez
AAI CCl, muszg sie takze prze-
cig¢ (oczywiscie w prostej n).

na¢c w plaszczyznie
boku.

Czworo-

W  czworoscianach  bowiem
danych, znajdziemy zawsze
dwie pary trdjscianéw, ktore
poditug poprzedzajacego twier-
dzenia muszg by¢ rzutniami
jednego tréjkata. Dwa troj-
katy w ten sposéb wyznaczone,
beda miaty po dwa boki lezace
w jednej plaszczyznie; ztad
wypada, ze oba trojkaty, a wiec
i ich trzecie boki lezg w jednej
plaszczyznie, i przecinajg sie,
w punkcie przeciecia szostej
pary krawedzi odpowiednich, da-
nych czworosciandw.

Zestawy harmoniczne.

Z powyzszych twierdzen, przytoczonych jako przyktady

odwrotnosci i jako ¢wiczenia,

waznem jest dla nas ostatnie

prawo z lewej strony. Stanowi ono ogdlnie:

Jezeli pie¢ par bokdéw odpowiednich, dwdéch

zupetnych czworokatow ptaskich,

w jednej linii prostej w,

przecina sie
to i szosta para bokow

takze sie w tej prostej przecina.

Woprawdzie, dowiedliSmy tego twierdzenia dla dwéch czwo-

rokatow lezacych w réznych plaszczyznach, lecz oczywistg jest
rzecza, ze stosuje sie ono réwniez do czworokatéw lezacych
w jednej plaszczyznie, bo obracajac jeden z tych czworokatow
okoto linii w, otrzymujemy czworokaty lezace w roznych pfla-
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szczyznach, nie zmieniajac stanowiska punktow przeciecia z pro-
stg ktéra pozostaje stala.

(Jezeli prosta u jest nieskonczenie odlegla, to prawo po-
wyzsze moze by¢ takze i w nastepujacy sposob wyrazone:

Jezeli dwa zupetne czworokaty (ptaskie), majg pie¢ par
bokéw odpowiednich réwnolegtych, to i szésta para musi by¢
takze réwnolegta).

Uwazmy teraz nastepujace wykreslenie:

Niech bedg A. B, C, (fig. 4) trzy punkta jednej prostej
u; wykresimy dowolny czworokat K L M N w ten sposéb, aby
dwa jego boki przeciwlegte ¥ przechodzily przez A, jedna
przekatna przez B, a dwa drugie boki przeciwlegte przez C.
Druga przekatna wyznaczy nam w prostej u punkt D. Eatwo
jest dowies¢, ze jakkolwiek bysmy wykreslili czworokat KLMN,
czyli innemi stowy, ilekolwiek bysSmy nowych czworokgtow K,
L, M, N, wykreslili, otrzymamy zawsze ten sam punktD. Kazdy
bowiem z czworokatow wykreSlonych w ten sposéb jak pierw-
szy, t. j. ze dwa boki przeciwlegte przechodzg przez A, dwa
drugie przez C, a pigty przez B, bedzie podlegat wzgledem
pierwszego powyzej dowiedzionemu prawu: pie¢ par bokéw od-
powiednich tych dwdch czworokatow przecina sie w prostej u,
a wiec i szoOsta para w tejze prostej musi sie przecina¢ (oczy-
wiscie w punkcie D).

W powyzszy sposdb, za pomocg dowolnego czworokata,
wyznaczony punkt D, ma zatem wzgledem punktéw, A, B, C,
pewne state i niezmienne stanowisko. Punkt ten nazywamy
4tym harmonicznym wzgledem punktéw A, B, C,—punkta
za$ A, B, C, D,— czterema punktami harmonicznemu

Punkta BiDlezgcena przekatnych, sg zawsze
przez dwa drugie A iC przedzielone (harmonicznie
przedzielone).

*) Nalezy pamietaé, ze ksztatt czworokata jest zupeinie dowolny.
Bokami przeciwlegtemi czworokata sg te, ktére sie nie schodzg w je-
dnym wierzchotku. Przekatne niezupeinego 4° kata KLMN, s3g pigtym
i szostym bokiem zupetnego czworokata.
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Rzucajagc powyzszy zestaw plaski (czworokat wraz z wy-
znaczonemi przez niego czterema punktami harmonicznemi)
z punktu nie lezacego w jego ptaszczyznie, otrzymujemy czwo-
rogran i cztery promienie harmoniczne (rzucajace punkta
harmoniczne), majace te wiasnos¢, ze kazda ptaszczyzna nie
przechodzaca przez ich $rodek, przecina je w czterech punktach
harmonicznych Al, Bl, Cl i D1l. Gdyz ta ptaszczyzna przeci-
najac jednocze$nie rzucajacy czworogran, daje czworokat, kto-
rego dwa boki przeciwlegte przechodza przez punkt Al, jedna
przekatna przez B1, drugie dwa boki przeciwlegte przez Cl, a
druga przekatna przez 1)L

Rzucajac cztery harmoniczne punkta z prostej nie lezacej
z niemi w jednej ptaszczyznie, otrzymujemy cztery harmo-
niczne ptaszczyzny, ktére z kazdg plaszczyzng zawie-
rajgcg te cztery punkta harmoniczne, przecinajg sie wedlug
czterech promieni harmonicznych. Toz samo stosuje sie i do
kazdej innej plaszczyzny nie przechodzacej przez o$ roztoczy
ptaszczyzn. Kazda bowiem taka plaszczyzna, przecina pierwsze
cztery promienie w czterech punktach harmonicznych, przez
ktére przechodza promienie bedace jej przecieciem z czterema
harmonicznemi ptaszczyznami, a wiec te promienie zg harmo-
niczne. Ztad wyptywa ze cztery ptaszczyzny harmoniczne prze-
cinajg sie z kazdg prostg nie przechodzaca przez jej o$, w czte-
rech punktach harmonicznych, i ze kazde cztery harmoniczne
promienie zostajg rzucane z punktu nie lezgcego w ich pla-
szczyznie, przez cztery harmoniczne plaszczyzny.

Ogolne zatem prawa co do zestawOw harmonicznych sa;

Cztery punkta harmoniczne  Cztery plaszczyzny harmo-
(jednej prostej) sg rzucane niczne (jednej roztoczy) prze-
z kazdej prostej przez 4 har- cinajg sie z kazda prostg w czte-
moniczne ptaszczyzny, z kazdego rech harmonicznych punktach,
za$ punktu, przez 4 harmoniczne z kazda ptaszczyzng w czterech
promienie. harmonicznych promieniach.

Cztery harmoniczne promienie sa:

7 kazdego punktu rzucane — przez kazda ptaszczyzne prze-
przez cztery karmoniczne pla- cinane w czterech harmonicz-
szczyzny. nych punktach.
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Trzy pierwiastki harmoniczne wyznaczaja zatem jeden
czwarty, jezeli oprécz tego jest wiadomo, do ktérej pary prze-
dzielonych ten czwarty nalezy.

Zagadnienie. Majac dane trzy pierwiastki jakiegokol-
kolwiek zestawu zasadniczego pierwszego rzedu, znale$¢ czwarty
pierwiastek harmoniczny.

Z powyzszych praw wynika:

Jezeli trzy plaszczyzny Jezeli trzy punkta A, B, C
0, jednej roztoczy, przetniemy jednego zestawu prostego rzu-
przez ilekolwiek prostych i wy- camy z ilukolwiek osi, i przez
znaczymy na kazdej prostej do kazda z tych osi przeprowadzimy
trzech punktéw przecieciaczwar- do trzech rzucajacych czwartg
ty harmoniczny przedzielony od harmoniczng ptaszczyzne prze-
B ¥ to te wszystkie czwarte dzielong od B ¥ to te wszyst-
punkta lezg w jednej ptaszczy- kie ptaszczyzny przechodzg przez
Znie  (czwartej harmonicznej jeden punt (czwarty harmonicz-
wzgledem trzech danych'. ny do trzech danych).

Twierdzeniom tym odpowiadajg w plaszczyznie twierdze-
nia 0 roztoczy promieni, w wigzce za$ promieni mamy roéwniez
dwa twierdzenia odpowiednie.

Jezeli méwimy, ze cztery punkta A, B, C, D sg harmo-
niczne gdy przez pierwszy i trzeci przechodzg po dwa boki
przeciwlegte zupetnego czworokgta KLMN. a przez drugi i
czwarty przechodzg przekatne tegoz czworokata, to oczywiscie
mozemy réwniez powiedzie¢, ze punkta CBAD, rowniez jak
ADCB i CDAB s3 rdwniez harmoniczne. To znaczy, ze dwa
pierwiastki jednej pary moga by¢é miedzy sobg zamienione.
Oprécz tego mozemy tatwo dowies¢, ze znaczenie punktow, przez
ktore przechodza po dwa boki czworokata, jest zupetnie takie
same, jak punktéw, przez ktore przechodza przekatne. Uwazmy
bowiem : jezeli punkt Q, w ktorym przecinajg sie przekatne, po-
taczymy z A i C, to wyznaczymy punkta S, T, U, W fig. 5)-
Proste 7C i SW, jako drugie przekatne czworokatow QTLU
i OSAHK musza przechodzi¢ przez punkt D, a proste za$ TS

*) t. j. od punktu przeciecia sie *) t. j. od ptaszczyzny rzucajacej
z plaszczyzng . punkt B.

2
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i UW przez punkt B jako przekatne czworokatow QTKS i
QUMW. Ze za$ proste TU i SW réwnie jak TS i UW sj
bokami przeciwlegtemi czworokata TUWS i przechodzg przez
B i D, przekatne za$ tego czworokata przechodza przez punkta
A i C, wiec widzimy, ze znaczenie punktéw A i C nie rézni
sie od znaczenia punktow B i D. Mozemy wiec nietylko pier-
wiastki jednej pary punktow harmonicznych przemienia¢ miedzy
sobg, ale i same pary miedzy sobg zamienié. Jezeli wiec punkta
A, B, C, D, sg harmoniczne, to nietylko C, B, A D; A, D, C, B;
alei B, C,D, A B, A D C;D, A B CiD, C, B, Asj
réwniez harmoniczne.

Toz samo stosuje sie do kazdych czterech pierwiastkdw
harmonicznych jednego zestawu. Pierwiastki te mozna dowolnie
przestawiac, byleby tylko pary pierwiastkow przedzielonych po-
zostaly przedzielonemi.

Kazda para pierwiastkéw przedzielonych jednego zestawu,
méwimy, jest przez drugg pare tegoz zestawu, harmonicznie
przedzielona. Przez skrécenie bedziemy mowili, ze dwa pier-
wiastki jednego zestawu sa harmonicznie przedzielone przez dwa
inne pierwiastki, do tego zestawu nie nalezace, jezeli te dwa
inne pierwiastki wyznaczaja w pierwszym zestawie dwa pier-
wiastki od pierwszych harmonicznie przedzielone.

Takim sposobem mMmozemy

Dwie proste i jeden zewnatrz
nich lezacy punkt wyznaczajg
trzecig prosta, przechodzacg
przez punkt przeciecia dwoch
pierwszych i zawierajgcq punkt
harmonicznie  podzielony od
punktu danego przez dwie pro-
ste dane.

W  zupelnym  czworokacie
KLMN, kazde dwa boki prze-
ciwlegte (n. p. KM i LN) s3
harmonicznie przedzielone przez
dwa wierzchotki A i Cj w kto-

powiedzie¢, ze:

Dwa punkta i nie przecho-
dzaca przez nie prosta wyzna-
czaja trzeci punkt, lezacy w pro-
stej taczacej dwa pierwsze, |
w prostej harmonicznie prze-
dzielonej od prostej danej przez
dwa punkta dane.

W zupelnym  czworoboku
kimn, kazde dwa wierzchotki
przeciwlegte n. p. A i C s3
harmonicznie przedzielone przez
dwa boki o i p taczace po dwa
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rych przecinaja sie po dwa po- wierzchotki przeciwlegte (fig. 5).
zostate boki przeciwlegte (fig. 5).

Zagadnienia. |. Majac dane dwie proste przecinajace
sie w punkcie niedostepnym i punkt zewnatrz nich lezacy, po-
prowadzi¢ przez ten punkt prostg przechodzaca przez punkt
przeciecia dwoch pierwszych.

Il. Poprowadzi¢ réwnolegta do niedostepnej prostej, kto-
rej tylko dwa punkta sg widzialne lecz réwniez niedostepne.
(Pierwsze zagadnienie mozna rozwigzaC bez pomocy miary i
linij réownolegtych. Dla rozwiazania drugiego trzeba uzy¢ pro-
wadzenia réwnolegtych do prostych dostepnych).

Dodatek.

Stosunki metryczne zestaw6w harmonicznych.

Jezeli dwa punkta A i C lezg w rownej odlegtosci
od punktu B, to czwarty harmoniczny jest nieskonczenie
odlegty.

Jezeli bowiem w jednej ptaszczyznie z ABC (fig 6.) obierzemy
dwa punkta nieskonczenie odlegte K i M i polagczymy te punkta z pun-
ktami A i C, to w czworokacie KLMN przekatna KM jest nieskoricze-
nie odlegla, przecina wiec prosta AC w punkcie Doo. Druga za$ prze-
katna LN dzieli AC na dwie czesci réwne, gdyz AC i LN sg przekatne
réwnolegtoboku ALCN.

Poniewaz promienie rzucajgce cztery punkta harmoniczne sg roé-
wniez harmonicznemi, a wiec jezeli przez wierzchotek S dowolnego
trojkata ASC (fig. 7) poprowadzimy réwnoleglta do jego podstawy i pro-
sta dzielagcg podstawe na dwie czesci rowne, to te dwie proste harmo-
nicznie podzielone przez ramiona trojkata a i c.

Jezeli trojkat ASC jest réwnoramienny to b jest prostopadia do
AC a wiec i do d Promienie b i d dziela katy przylegte utworzone
przez a i ¢ na dwie czeSci rowne. Ztad wypada:

Dwusieczne dwoéch katéw przylegtych (utworzonych przez dwa
nieograniczone promienie), sa harmonicznie przedzielone przez ramiona
tych katow.

Jezeli z czterech harmonicznych promieni, dwa przedzielone sg do
siebie prostopadie, to dzielg katy przylegte utworzone przez dwa drugie,
na dwie czesci réwne.

Jezeli cztery harmoniczne promienie abcd przetniemy jakakol-
wiek réwnolegta do jednego z promieni, to trzy pozostate promienie
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wyznaczajg nha tej réwnolegtej dwa odcinki réwne (wyznaczajg trzy
punkta harmoniczne z czwartym nieskoriczenie odlegtym).

Podobne prawa istniejg dla harmonicznych ptaszczyzn.

Za pomocg powyzszych wynikéw mozemy tatwiej niz za pomoca
zupelnego czworokata rozwigzywaé zadanie:

Majac dane trzy punkta albo promienie, znale$¢ czwarty harmo-
niczny, jezeli tylko mozemy uzy¢ prostych réwnolegtych lub réwnych
dcinkéw. Majac bowiem trzy promienie a, b, ¢ (flg. 8) poprowadZzmy
sieczng u roéwnolegla do o i odetnijmy CD=BC a prosta d bedzie
czwartym promieniem harmonicznym wzgledem a, b, c¢. Jezeli mamy
dane trzy punkta A, B, C, (fig. 9), to aby wynalezé czwarty harmo-
niczny od B przedzielony poprowadzmy przez punkt B dowolng prosta
u, odetnijmy od punktu B: BAiIi=BCi polgczmy A z AL, i Cz Cl a
z punktu S przeciecia sie tych dwéch prostych, poprowadZzmy réwno-
legta do u, a ta wyznaczy czwarty harmoniczny punkt D

Jezeli jest dany odcinek linijny AG (fig. 10) i jego S$rodek B,
mozemy przez kazdy punkt dany K poprowadzi¢ réwnoleglg do prostej
AC za pomocg linijnego wykreslenia

Potgczmy punkt K z A i C Dowolny punkt 8 prostej AK po-
taczmy z B i C a nastgpnie punkt przeciecia T prostej SB z prostg
KC potaczmy z punktem A i przedtuzmy do spotkania z SC, przez ich
punkt spotkania i przez punkt K poprowadzmy prosta, ktéra bedzie
réwnolegta do AC.

Odwrotnie, majac dane dwie réwnolegte, mozna za pomocg wy-
kreslenia linijnego podzieli¢ odcinek AC jednej z nich, na dwie czesci
rowne. Z dowolnego punktu S (fig. 10) poprowadzmy proste SA i SC,
a przez punkt T, w ktédrym si¢ przecinaja AU i CK, poprowadzmy
prosta ST, ktéra dzieli AC na dwie czesci rowne.

Wielkosci odcinkéw prostych rzeczywistych, ograniczonych przez
cztery punkta harmoniczne, zostajg w pewnej statej proporcyi, ktorej
zawdzieczajg swojg nazwe:

Uwazmy bowiem cztery punkta harmoniczne A; B, C, D (fig. 9).
Rzucajgc te punkta z dowolnego punktu S, otrzymamy cztery harmo-
niczne promienie a, b, ¢, d. Poprowadzmy przez B réwnolegta do d, to
podtug poprzedzajagcego musi byé A1 B=Cl B. Trojkaty AAI B i ASD
oraz CCiB i SCD sa podobne, a wiec:

AB__AB . CB CB
AD~~SD 1 CD—~SII

a poniewaz Al B=y3C1B wiec:
AB_CB
AD—CD
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Uzywajac tej proporcyi w rachunku wykresinym, trzeba zwroécié
uwage na to, ze jezeli dhtugosci AB, AD, CD, przyjmujemy za dodatnie,
to dtugos¢ CB, jako majgca odwrotny niejako kierunek, musimy uwazaé
za odjemng, a wiec musimy napisac :

AB CB cz H AB AB
AD— CDCzy CB ™ ~— CD o (D)
w ktorym to ksztakcie, najczesciej sie tej formuty uzywa.
. AB BC . s .
Proporcyje; = mozemy napisa¢ inaczej :

AB _ AC—AB

AD — AD-"AC
czyli, ze dhlugosci odcinkéw: AB, AC i AD wydaja zawsze proporcyje:
tak sie ma pierwsza do trzeciej, jak réznica dwéch pierwszych, do ré-
znicy dwoch ostatnich.

Od tej to proporcyi, otrzymaty swojg nazwe punkta harmoniczne
gdyz proporcyje tej postaci nazwali Grecy harmonicznemi z nastepuja-
cej przyczyny: Jezeli dtugosci trzech jednakowych i jednakowo napie-
tych strun, majag sie do siebie jak 1: *s: 23, i gdy pierwsza wprawiona
w drganie wydaje ton c, to druga i trzecia wydajg tony: e i g nalezace
do akordu harmonicznego. Trzy za$ liczby 1, /5 i 23 daja proporcyje
1. '/, =1 — 7. 7,-%.

. AB CB . .

Proporcyja: — Op pokazuje, ze jezeli AB CB to i

AD CD, czyli ze punkt 1) lezy na zewnatrz po stronie punkta C,

jezeli za$ przeciwnie AB CB, to i AD CD, czyli ze punkt D lezy
po stronie punktu A.

Dla trzech katéw ograniczonych przez cztery harmoniczne pro-
mienie albo plaszczyzny, mozna wyprowadzi¢ taka sama proporcyije,
jak dla odcinkéw ograniczonych przez cztery harmoniczne punkta.

Zestawy jednolite rzutowo zespolone.

Jakiekolwiek zestawy zostajace z sobg w takim zwigzku,
ze zawsze jednemu pierwiastkowi jednego z nich, odpowiada
stale jeden pierwiastek drugiego, nazwalismy ogolnie zespolonemi.
Jednym z najprostszych sposobow zespolenia dwoch zestawdw
zasadniczych jest, uwaza¢ jeden z nich za przeciecie lub rzutnie
drugiego, lub oba za przeciecia lub rzutnie trzeciego jakiego$
zestawu.

W ten sposob sg zestawami zespolonemi:

1. Roztocz (promieni lub plaszczyzn) i zestaw prosty be-
dacy jej przecieciem, przyczem kazdemu punktowi zestawu pro-
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stego odpowiada promier lub plaszczyzna przez ten punkt
przechodzaca.

2. Zestawy proste bedace przecieciami jednej roztoczy
promieni.

3. Dwie roztocze promieni bedace rzutniami jednego ze-
stawu prostego albo przecieciami jednej roztoczy ptaszczyzn.

4. Dwie roztocze plaszczyzn bedace rzutniami jednej roz-
toczy promieni.

Zestawy zespolone w jeden z powyzszych sposobow na-
zywaja sie zespolone perspektywicznie albo tez méwimy,
ze leza perspektywicznie, albo nareszcie, ze sg per-
spektywiczne wzgledem siebie.

Dwa zestawy, z ktérych kazdy jest perspektywicznym
wzgledem trzeciego zestawu, sg wzgledem siebie zespolonemi
ale najczesciej nie leza perspektywicznie i wtedy moéwimy, ze
leza ukosnie. Takie ukosne potozenie mozemy otrzymaé po
prostu w ten sposdb, Ze jeden z perspektywicznych zestawow
przesuwamy, nie zmieniajac uktadu zawartych w nim pierwiast-
kéw i ich odpowiedniosci wzgledem pierwiastkéw drugiego ze-
stawu. Takie dwa zestawy nazywajg sie zespolonemi rzu-
towo, albo krétko: rzutowe mi wzgledem siebie.

Oczywistg jest rzecza, ze w zestawach zespolonych
perspektywicznie lub rzutowo, czterem pierwiast-
kom harmonicznym jednego z nich, odpowiadaja
zawsze cztery pierwiastki harmoniczne drugiego,
gdyz sg to rzuty lub przeciecia zestawow harmonicznych.

Dwa zatem rzutowo zespolone zestawy mogg by¢ dane
przez trzy pary pierwiastkow odpowiednich, wszystkie za$ inne
pary moga byé wyznaczone; n. p. jezeli dane sg trzy punkta
A, B. C, zestawu prostego u i trzy punkta odpowiednie Al
Bl, Cl zestawu prostego ul, to wynajdujgc w zestawie w czwarty
harmoniczny punkt D, a w zestawie wl, czwarty harmoniczny
punkt D1, otrzymamy czwartg pare punktow odpowiednich
D i Dx Wyznaczajagc nastepnie do ktorychkolwiek trzech
punktéw, n. p. do B, C, D, i do Bl Cl, D1, czwarte punkta
harmoniczne, otrzymamy nowg pare punktéw odpowiednich E
i El it d az do nieskoriczonosci, a w ten sposob moglibysmy
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wszystkie punkta zestawu u zespoli¢ z punktami zestawu ut.
Ten sposob jednak zespolenia bytby niedogodny, i jak sie dalej
przekonamy, mozemy zawsze do dowolnie obranych trzech par
pierwiastkow odpowiednich, wyznaczy¢ ilekolwiek nowych par
za pomocg rzutow.

Zestawy perspektywiczne, roznig sie od rzutowych tylko
tern, ze majg pewne szczeg6lne potozenie wzgledem siebie.

Pod nazwg zestawOw rzutowych bedziemy rozumieli tylko
takie, ktore nie majg tego szczeg6lnego potozenia wzgledem siebie.

Z okreslenia zestawow rzutowych wyptywa, ze:

Jezeli dwa zestawy sa rzutowemi wzgledem trzeciego, to
sg takze wzgledem siebie rzutowemi (mogg by¢ takze w szcze-
gblnych wypadkach perspektywicznemi).

Dwa jednoimienne zestawy rzutowe, moga leze¢ jeden
w drugim (w jednem wspoOlnem tle). Tak n. p. dwa zestawy
proste moga leze¢ w jednej prostej, dwie roztocze ptaszczyzn
mogg mie¢ wspdlng o$, dwie roztocze promieni wspdlny Srodek
(wspétsrodkowe) i leze¢ w jednej plaszczyznie.

Wazng jest rzeczg zbadaé, ile pierwiastkow odpowie-
dnio wspdlnych mogg mie¢ dwa zestawy rzutowo zespolone,
lezace jeden w drugim; t. j. ile pierwiastkow, ktore wraz ze
swoim odpowiednim, zchodzg sie razem w jeden pierwiastek?
Uwazmy wiec naprzod

Jezeli dwie roztocze promieni
Rl i R? (fig. 11) bedace rzu-
tniami jednego zestawu proste-
go u (a wiec perspektywiczne)
przetniemy prosta w, to otrzy-
mamy w tej prostej, dwa rzu-
towo zespolone zestawy proste
ul i u2, majagce dwa punkta
(przeciecia w z u i z Rl R2)
odpowiednio wspélne. Te dwa
punkta schodza sie w jeden,
jezeli R1 R? przechodzi przez
punkt (uw).

Jezeli dwa zestawy proste ul
i u2 (fig. 12) bedace przecie-
ciami jednej roztoczy promieni
R (a wiec perspektywiczne),
rzucimy z punktu T w tejze
ptaszczyznie lezacego, to otrzy-
mamy dwie rzutowo zespolone
roztocze promieni, ktérych wspol-
nym $érodkiem bedzie punkt T,
majgce dwa promienie (fgczace
Tz iz (ul u2 odpowiednio-
wspélne. Te dwa promienie
zchodzg sie w jeden, jezeli
(ul u2) lezy na R T.
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Zdarza sie tez, jak to pOzniej zobaczymy, ze dwa zestawy
rzutowo zespolone nie majg zadnego pierwiastku odpowiednio
wspolnego.

Co sie tyczy wiekszej liczby pierwiastkow odpowiednio
wspolnych, to widoczng jest rzecza, ze:

Jezeli dwa zestawy rzutowo zespolone, jeden
w drugim lezgce, majg trzy pierwiastki odpowie-
dnio wspdlne, to i wszystkie inne pierwiastki sa
odpowiednio wspolne, czyli, ze takie dwa zestawy
sg identyczne.

Albowiem szukajac do trzech danych pierwiastkéw (od-
powiednio wspdlnych) czwartego harmonicznego, otrzymujemy
w obu zestawach jeden i ten sam punkt (a wiec czwarty od-
powiednio wspdlny). Szukajac coraz wiecej czwartych harmo-
nicznych, do ktorychkolwiek trzech juz wiadomych, otrzymamy
coraz wiecej punktéw odpowiednio wspdlnych.

A wiec dwazestawyrzutowo zespolone, jezeli
nie sg identyczne, mogg mie¢ najwiecej dwa pier-
wiastki odpowiednio wspo6lne. Ztad takze wypada, ze
jezeli zestaw prosty jest rzutowo wspélny z rozto-
czg promieni (albo roztocz promieni z roztoczag
ptaszczyzn), i trzy pierwiastki jednego lezag
w trzech odpowiednich pierwiastkach drugiego,
to pierwszy jest przecieciem drugiego. Albowiem
Z przecieciem tym, ma trzy pierwiastki odpowiednio wspélne, a
wiec jest identyczny z tern przecieciem.

Jezeli dwie rzutowo zespolo-
ne roztocze promieni R i RIi
(fig. 13), lezace w jednej pta-
szczyznie ale n'e wspdtsrodko-
wo, majg promief taczacy ich
$rodki, odpowiednio  wspolny
(a czyli al), to sg one rzutniami
jednego zestawu prostego w, a
wiec lezg perspektywicznie. Gdyz
jezeli dwa punkta Bi C, w kt6-
rych promienie b i c jednej

Jezeli dwa rzutowo zespolone
zestawy proste u i ul (fig. 14)
przecinajace sie lecz nie lezace
jeden w drugim, majg punkt
przeciecia sie odpowiednio wspol-
ny (A czyli Al), to sg one
przecieciami jednej roztoczy pro-
mieni R a wiec lezg perspek-
tywicznie. Gdyz jezeli wyzna-
czymy punkt R w ktérym sie
spotykaja promienie b i ¢ tacza-



roztoczy przecinaja sie z odpo-
wiednimi promieniami 8! i cl,
drugiej roztoczy, potaczymy pro-
sta BC czyli w, to przecieciami
tej prostej z roztoczami B, i Bi
beda dwa zestawy proste rzu-
towo zespolone i majace trzy
punkta A, B, C, odpowiednio
wspolne (identyczne); a wiec
kazde dwa promienie odpowie-
dnie przecinajg sie w jednym
punkcie prostej w, czyli, ze obie
roztocze sg rzutniami jednego
zestawu prostego w, a wiec lezg
perspektywicznie wzgledem sie-
bie.
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ce punkta B i C, jednego ze-
stawu z punktami B{ i Ci dru-
giego zestawu, to rzutniami tych
dwoch zestawéw z punktu B
beda dwie rzutowo zespolone
roztocze promieni, majgce trzy
promienie <, 6, ¢, odpowiednio
wspélne (identyczne), a wiec
kazde dwa punkta odpowiednie
lezg na jednym promieniu roz-
toczy R, czyli, sa jej przecie-
ciami.

Tym twierdzeniom odpowiadajg twierdzenia dla wigzki

promieni.

Jezeli dwie rzutowo zespolone
roztocze plaszczyzn, ktérych
osie sie przecinaja, maja pta-
szczyzne faczacy te osie, odpo-
wiednio wspdlng, to te dwie
roztocze s rzutniami jednej
roztoczy promieni. Gdyz jezeli
potozymy ptaszczyzne przez dwa
ktorekolwiek promienie, w kto6-
rych sie przecinajg ptaszczyzny
odpowiednie, to przeciecie tej
ptaszczyzny z obiema roztocza-
mi plaszczyzn wyda dwie rzu-
towo zespolone roztocze pro-
mieni majace trzy pierwiastki
odpowiednio wspoélne, a wiec
identyczne.

Jezeli dwie rzutowo zespolone
roztocze promieni (nie w jednej
ptaszczyznie), majace wspdlny
Srodek, maja promien, w kto-
rym sie przecinajg ich ptaszczy-
zny, odpowiednio wspdlny, to
sg one przecieciami jednej roz-
toczy ptaszczyzn. Albowiem rzu-
cajagc obie roztocze promieni
z prostej w ktorej sie przecinajg
dwie jakiekolwiek ptaszczyzny
faczace po dwa promienie od-
powiednie, otrzymamy dwie rzu-
towo zespolone roztocze pta-
szczyzn, majace trzy pierwiastki
odpowiednio wspolne, a wiec
identyczne.

W podobny sposob otrzymujemy twierdzenia:
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Jezeli dwie rzutowo zespolone
roztocze promieni B Ri, maja
ré6zne $rodki, i trzy promienie
a, 6, ¢ jednej roztoczy przeci-
najg sie z trzema promieniami
al, 981, cl, drugiej roztoczy
w trzech punktach A, B, C
jednej prostej, to te dwie roz-
tocze s rzutniami jednego ze-
stawu prostego u, a wiec lezg
perspektywicznie i wszystkie
punkta przeciecia promieni od-
powiednich lezg w tejze prostej
u. Gdyz zestawy proste bedace
przecieciami prostej u z rozto-
czami Bi B majg trzy punkta
A, B. C, odpowiednio wspoéine,
a wiec identyczne.

Z powyzszego wypada,

Jezeli dwa rzutowo zespolone
zestawy proste u i wl, leza
w roznych prostych i trzy pro-
mienie a, 6, ¢ taczace punkta
A, B, C jednej roztoczy z od-
powiednimi punktami A,, Bt ClI,
drugiej roztoczy spotykajg sie
w jednym punkcie S, to te dwa
zestawy sg przecieciami jednej
roztoczy promieni, a wiec lezg
perspektywicznie i wszystkie
promienie tgczace punkta odpo-
wiednie przechodzg przez punkt
S. Gdyz roztocze rzucajace ze-
stawy U i w, z punktu S maja
trzy promienie a, 6, ¢, odpo-
wiednio wspo6lne, a wiec iden-
tyczne.

ze jezeli dwie rzutowo zespolone

roztocze promieni leza w jednej plaszczyznie ale nie perspek-
tywicznie, to punkta przeciecia sie promieni odpowiednich two-
rzg szereg punktow, ktory z dowolng prostg moze mie¢ najwy-
zej dwa punkta wspoélne. Ten szereg punktow nazywamy linijg
krzywa drugiego stopnia.

Jezeli dwa rzutowo zespolone zestawy proste lezg w jednej
ptaszczyznie ale nie perspektywicznie, to promienie faczace ich
punkta odpowiednie, tworzg zestaw promieni w ktérym przez
jeden punkt przechodzi najwiecej dwa promienie. Zestaw ten
nazywa sie roztocza promieni drugiego stopnia dla
odroznienia go od zwyklej roztoczy promieni nazywanej takze
roztocza pierwszego stopnia.

Okreslenie wiec krzywych i roztoczy promieni
stopnia jest:

Dwie rzutowe ale nie per- Dwa rzutowe ale nie pers-
spektywiczne roztocze promieni pektywiczne zestawy proste sg
przecinajg sie w krzywej rzucane przez roztocz pro-
drugiego stopnia, to jest, ze mieni drugiego stopnia, to jest

drugiego
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w kazdym punkcie tej krzywej ze kazdy promieA tej roztoczy
przecinajgsie¢ dwa promienie od- rzuca dwa punkta odpowiednie
powiednie tych roztoczy (fig. 15). tych zestawéw (fig. 16).

Zadna prosta nie przecina W zadnym punkcie roztoczy
krzywej drugiego stopnia wiecej drugiego stopnia nie zchodzi sie
jak w dwéch punktach. wiecej jak dwa promienie.

Ze krzywe i roztocze promieni drugiego stopnia sg zesta-
wami ciggltemi, t. j. nie majacemi przerw, to zobaczymy z na-
stepujacych badan:

Jezeli dwa zestawy proste u i ul przecinajgce sie, chcemy
zespoli¢ rzutowo w ten sposéb, aby ich punkt przecigcia sie A
czyli A, byt odpowiednio wspdlnym i aby punktom C, je-
dnego, odpowiadaly punkta Bi, Ct, drugiego, to jeden zestawt
musi byé rzutem drugiego z punktu B, w ktéorym sie przeci-
najag proste BBl i CCl  Kazdemu czwartemu punktowi D
w jednym zestawie odpowiada w drugim zestawie punkt DI,
lezacy w promieniu BD.

Jezeli dwa zestawy proste u i u, lezagce w jednej pla-
szczyznie chcemy zespoli¢ rzutowo w ten sposob, aby dowolne
punkta A, B, C, jednego, odpowiadaly punktom Al BIl, Ci
drugiego, to obieramy na ktérejkolwiek prostej taczacej dwa
punkta odpowiednie, n. p. na V1Al punkt B i prowadzimy przez
punkt Ar dowolng prosta ul przecinajacg prosta u. Rzucajac
Z punktu B zestaw u na w2, otrzymamy punkta A2, J52, C2,
a tym sposobem zagadnienie sprowadzonem zostanie do poprze-
dzajacego, gdyz potrzebujemy tylko zespoli¢ A, B, C, z A2 B2, Cl
(gdzie A czyli A,i jest odpowiednio wspélne). Zestawy u i wl,
sg wiec rzutami zestawu U2 z punktéw B i Bi. Aby dlajakie-
gokolwiek punktu D zestawu w wynalezé odpowiedni punkt DI
zestawu wl, potrzeba najprzéd odrzuci¢ z punktu B punkt D
na w2, a otrzymany punkt T)? odrzuci¢ z punktu B{ na wl.

Jezeli nakoniec dwa zestawy proste u i ur lezgce w je-
dnej prostej mamy zespoli¢ rzutowo w ten sposob, aby punktom
A, B, C, jednego, odpowiadaly punkta Al BIl, Ci, drugiego,
to sprowadzamy to zagadnienie do poprzedzajagcego odrzucajac
jeden z zestawow z dowolnego punktu na dowolng prostg u2.
Jezeli ktérykolwiek z danych punktéw A. B. C, upada razem
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ze swoim odpowiednim, to przeprowadzimy prosta u2 przez ten
punkt, sprowadzamy zagadnienie, od razu, do pierwszego przy-
padku.

Z tego sie pokazuje, ze jakiekolwiek dwa jednolite zesta-
wy zasadnicze (gdyz to samo cosmy mowili o zestawie prostym,
da sie zastosowaé¢ do innych zestaw6w) zespolone rzutowo, moga
by¢ uwazane jako pierwszy i ostatni w szeregu zestawdw,
z ktérych drugi jest rzutem pierwszego, trzeci drugiego i t. d.
az do ostatniego. Kazde dwa zestawy w tym szeregu obok siebie
stojace, lezg perspektywicznie, pierwszy i ostatni za$ zowig sie
dlatego wiasnie zespolonemi rzutowo, ze mozna je otrzymac
za pomoca rzutow.

Poniewaz za$ zestawy rzutowo zespolone otrzymujg sie za
pomocg rzutbw, a wiec nieprzerwanemu szeregowi pierwiastkow
jednego zestawu musi odpowiadaé nieprzerwany szereg pierwiast-
kéw drugiego. Poniewaz za$ kazde dwa pierwiastki odpowiednie
wyznaczajg jeden nowy pierwiastek, przeto i ten szereg nowo
wyznaczonych pierwiastkbw musi by¢ nieprzerwanym czyli cig-
glym i tworzy jak to powyzej powiedziano, linije krzywe lub
roztocze ciagle.

Jezeli w zestawie prostym u, punkt P posuwa sie w pe-
wnym toku, to odpowiedni ma punkt Pl zestawu rzutowo
zespolonego u!l takze sie w pewnym toku posuwa ¥ Jezeli dwa
zestawy proste rzutowo zespolone lezg w jednej prostej, to po-
suwanie sie punktéw odpowiednich moze nastapi¢ w jednym
i tym samym lub w odwrotnych tokach, w pierwszym razie
nazywamy te dwa zestawy jednotocznie, w drugim rézu o-
tocznie rzutowo zespolonemi.

Podobniez rozrozniamy dwie wspdtsrodkowe roztocze pro-
mieni ; jednotocznie lub przeciwtocznie rzutowe, stosownie do tego,
czy roztocze opisane sa w jednym toku lub w rdéznych tokach.

Oczywisty jest rzecza, ze zestawy rézno tocznie rzu-
towo zespolone, musza mie¢ dwa pierwiastki od-

*) To znaczy, ze bierzemy pod uwage nastepstwo punktéw n. p.
A, B, C,. ktére uwazamy za chwilowe stanowiska punktu P, i punktéw
Al B,, Cl,... ktére uwazamy za chwilowe stanowiska punktu PL
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powie(dnio wspolne, przez ktére kazde dwa inne
odpowiednie sg przedzielone. Jednotoczne rzutowe ze-
stawy majg tylko wtenczas dwa pierwiastki odpowiednio wspélne,
gdy jaka$ czes¢ jednego (odcinek albo kat) objetg jest odpowiednig
czescig drugiego.

Albowiem jezeli np. w danej prostej, dwa punkta P i Pl
(fig. 17), opisuja dwa zestawy proste u i ul posuwajac sie w tokach
przeciwnych, to w odcinku rzeczywistym PPi musi nastgpic¢
jedno przejscie tych punktéw przez siebie, a drugie przejscie
w dopelnieniu tego odcinka; podobuiez w dwdch roztoczach
wspotsrodkowych jednotocznych, P i Ili (fig. 18) gdy promien
a, obraca sie az do 6, promieA ol obraca sie do bi, a wiec
w kacie T nastepuje jedno przejScie promienia al przez a. a
podczas gdy promien b obraca si¢ az do a, promien d! obraca
sie do al a wiec w kacie Il nastepuje przejscie promienia b
przez b. Jezeli ten warunek nie jest dopetniony, to majg takie
zestawy tylko jeden albo nie majg zadnego pierwiastka odpo-
wiednio wspélnego.

Z powyzszych ogolnych badan o zestawach rzutowych,
rzutowych, mozemy wyprowadzi¢ wiele nowych wnioskéw,
jako to:

Jezeli boki al,a2,.. an zmien-
nego niezupetnego n-boku,

Jezeli wierzchotki Al A,....
Al zmiennego niezupetnego

obracajg sie, kazdy okoto jednego
ze statych punktow: 72,, T2 ...
7Zn, a n—1 wierzchotkow: (al aj
(@ aj....(all-1 an), posuwa sie
kazdy po jednej ze statych n—1
prostych: wl, w2... w,,_i to ostatni
wierzchotek &b al i kazdy inny
punkt przeciecia bokéw w- kata,
opisuje krzywa drugiego stopnia
albo linije prosta. Linije prostg
np. wtedy, gdy punkta 7¢,77j...

leza w jednej prostej. A to
dla tego, ze boki al, a2... an,
obracajac sie okoto statych pun

n-kata posuwajg sie kazdy
w jednej zn prostych wl, wa...
un an-7bhokéw: Al Aa, AlAS..
An-1All obraca sie, kazdy koto
jednego z n—1 punktéw sta-
tych 72, T22.,.. 7,_1i, to ostatni
bok An Aj opisuje roztocz pro-
mieni drugiego lub pierwszego
stopnia (obraca sie koto statego
punktu).  Pierwszego stopnia
wtedy, gdy proste ul ui... ull
zchodza sie w jednym punkcie.
Albowiem wierzchotki: Al Aa...
A, opisujg zestawy proste, z kto-
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ktéw opisuja roztocze promieni,
z ktdérych kazda jest perspek-
tywiczng wzgledem nastepnej
jako rzutnie jednego i tego sa-
mego zestawu prostego. Wszy-
stkie wiec te roztocze sg rzu-
towo zespolone, a wiec i pierw-
sza i ostatnia, ktérych przeciecie
daje krzywsa drugiego stopnia,
jezeli nie lezg perspektywicznie,
co nastepuje wtenczas gdy R
Bl... Rn leza w jednej prostej,
gdyz przy obrocie n-kg ta wszy-
stkie boki zchodzg sie, raz jeden
w tej prostej RIRn i dajg jeden
promien odpowiednio wspolny
wszystkim roztoczom, a wiec
roztocze leza perspektywicznie,

rych kazdy jest perspektywi-

cznym wzgledem nastepnego
jako przeciecie jednej i tej sa-
mej roztoczy promieni. Wszy-

stkie te zestawy sg zatem rzu-
towo zespolone, a wiec i pierw-
szy i ostatni, ktére sg rzucane
przez roztocz promieni drugiego
stopnia jezeli nie lezg perspek-
tywicznie, co nastepuje wten-
czas np., gdy te zestawy prze-
cinajg sie wszystkie w jednym
punkcie P, gdyz przy posuwaniu
sie wierzchotkéw AL A2....An
wszystkie one zchodzg sie raz
jeden w tym punkcie i ten punkt
jest przeto odpowiednio wspélny
wszystkim  zestawom, a wiec
zestawy lezg perspektywicznie.

Na tej zasadzie mozemy wyznaczy¢ ilekolwiek punktow
krzywej drugiego stopnia, albo promieni, roztoczy drugiego sto-
pnia. WykresSlenie jest oczywiscie najtatwiejsze, jezeli n=3 t. j.

za pomocy trojkata.

Dodatek.
Stosunki geometryczne zestawéw rzutowo zespolonych.

Uwazmy dowolnag roztocz promieni R (a, b, ¢, d, .) i perspekty-
czny z nig zestaw prosty u (A, B, C, D,..) (fig. 2).

Troéjkaty utworzone przez dwa dowolne promienie

i prosta u,

majg wspoélny wierzchotek R, czyli jednakowg wysokos¢ ; ich powierzchie
przeto, maja sie do siebie jak ich podstawy, n. p.

Poniewaz powierzchnia tréjkata rowna sia potowie iloczynu z dwéch
bokéw, pomnozonemu przez wstawe kata miedzy niemi zawartego, przeto

z pierwszej proporcyi otrzymamy:
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5 AR + RB Sin (ab) AB
| AR 1 RD Sin (ad) AD

RB Sin ab) AB

czyli: )
RD Sin (ad) -A-D

RB Sin (cb) CB
RD Siu (cd) CD
Podzieliwszy pierwszg proporcyje przez drugg otrzymamy:
Sin (ab) . Sin (cb) AB . CB -
Sin (ad) * Sin (cd) AD:CD ' '

Kazda strona tego réwnania jest stosunkiem dwdch stosunkéw
czyli stosunkiem podwéjny m, miedzy wielkosciami jednego i tegoz
samego zestawu. W obu stronach widoczng jest stata sym°tryja, tak, ze
dla dowolnych czterech promieni i odpowiednich im odcinkéw, mozemy
takie zréwnanie napisaé, np.:

Sin (ac) . Sin (bc) AC . BC *
Sin (afj + Sin (bf) AF + BF

Widzimy wiec, ze pomiedzy wielkosciami odpowiednich katéw i
odcinkéw, zachodzi w powyzszych zestawach perspektywicznych cha-
rakterystyczna zalezno$¢. Bardzo tatwo za§ mozemy dowieS¢ tej zalezno-,
éci w zestawach rzutowych Jakoz, oczywista jest rzecza, ze jezeli po-
wyzszg roztocz R przetniemy prostg ui. to dowolny stosuuek podwéjny
w tym zestaw e, b.dzie réwny odpowiedniemu stosunkowi w rozt. R, np.:

AlB . C1BI! Sin (ab) . Sin (cb)
A,D!l - Cll>, Sin (ad) * Sin (cd)
z tego, i z réwnania 11, wypada:
AB!.ClB, _ AB.CB
Al), Cl>I—~"AD CD

Jezeli teraz ktérykolwiek z zestawéw prostych, np. ul, rzucimy za

pomocg dowolnej roztoczy Rl (a, b, cl, dl..), to oczywiscie bedzie:
A B, - CjBt __ Sin (albl) Sin (c,h,)
AlD, - CIDL Sin (aldl) + Sin (cldl)

podobniez z 2. proporcyi:

z tego i z poprzedniego zréwnania:
AB . CB __ Sin (abl). Sin (cbl)
AD + CD — Sm”GZdJ * Sin (c.dj

Z tego juz widzimy, ze stosunek podwojny miedzy czterema do-
wolnemi pierwiastkami jednego z dwéch rzutowych zestawéw jest réwnym
odpowiedniemu stosunkowi podwoéjnemu w drugim zestawie. Widoczng
za$ jest rzecza ze to cosmy tu dowiedli dla zestawu prostego i roztoczy
promieni stosowa¢ sie musi i do dowolnych dwodch zestawédw jednolitych
rzutowo zespolonych
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Z roéwnania 11, mozemy tu jeszcze wyprowadzi¢ zalezno$¢ zacho-
dzaca miedzy katami utworzonemi przez 4 promienie harmoniczne. Wiemy
bowiem, ze jezeli 4 punkta: A, B, C, D, sa harmoniczne, to:

a wiec w réwnaniu Il musi by¢:

gdzie a, b, ¢, d, sg czterema promieniami harmonicznemi.

Wykreslanie krzywych i roztoczy promieni
drugiego stopnia.

Dwie rzutowo zespolone roztocze promieni mozemy otrzymac
rzucajgc np. z dwdch dowolnych punktéw R! i R? (fig. 15)
dwa zestawy proste ul i ul bedace przecieciami jednej i tej
samej roztoczy R. (Roztocze R! i R2, bytyby jak wiemy wtedy
tylko perspektywicznemi, gdyby srodki Rt i R? lezaty w jednej
prostej z punktem ul u2). Kazdy promiehA roztoczy R wyzna-
cza w zestawach prostych ul i u2 dwa punkta odpowiednie,
a te, rzucane z punktéw R! i R? dajg dwa odpowiednie promie-
nie, ktérych przeciecie jest punktem krzywej drugiego stopnia.

Réwniez otrzyma¢ mozna dwie rzutowo zespolone rozto-
cze promieni jezeli zestaw prosty u rzucimy z dwoch dowol-
nych punktow R! i R2, i przesuniemy jedng z otrzymanych
dwdch perspektywicznych roztoczy w ten sposéb, aby promien
faczacy ich srodki nie byt odpowiednio wspélnym.

+  Dwa rzutowo zespolone zestawy proste mozemy otrzymac
rzucajac jeden zestaw prosty u (fig. 16) z dwéch réznych puktow’
R! i R? i przecinajgc utworzone w ten sposdb dwie perspekty-
wiczne roztocze Ri i R? dwiema prostemi ul i u2. (Zestawy
ul i u? bylyby jak wiemy wtedy tylko perspektywicznemi, gdyby
ich punkt przeciecia upadt na promieri odpowiednio wspdlny
Rl R2). Kazdy punkt P prostej w, wyznacza dwa promienie
odpowiednie pl i p? roztoczy Rl i R2, a te promienie wyzna-
czajg w zestawach ul i u2, dwa punkta odpowiednie Pl i P2
przez ktére przechodzi jeden promieri roztoczy drugiego stopnia.

Roéwniez otrzymaé mozemy dwa rzutowo zespolone zesta-
wy proste, przecinajac jedng roztocz promieni R, dwiema pro-
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i przesuwajgc w ptaszczyznie jeden z utworzo-

rzonych perspektywicznych zestawow prostych w ten sposob,
aby ich punkt przeciecia nie byt odpowiednio wspdlnym.

Powierzchnie stozkowe i roztocze ptaszczyzn
drugiego stopnia.

Znalezlismy, ze w plaszczyznie:

Dwie rzutowo zespolone roz-
tocze promieni (nie wspdisrod-
kowe i nieperspektywiczne) prze-
cinajg sie w krzywej drugiego
stopnia, ktéra z dowolng pro-
sta ma najwiecej dwa punkta
wspolne.

Dwa rzutowo zespolone ze-
stawy proste (nie lezace w je-
dnej prostej i nie perspekty-
wiczne), rzucane sg przez roz-
tocz promieni drugiego stopnia,
ktéra z dowolng roztocza pierw-
szego stopnia ma najwiecej dwa
promienie wspdlne

Wystawmy sobie teraz, ze zestawy o ktdérych mowa w tych
twierdzeniach, rzucamy z punktu R, zewnatrz ptaszczyzny obra-

nego, to tatwo dostrzezemy, Ze

Jezeli dwie rzutowe roztocze
ptaszczyzn, ktorych osie sie
przecinajg nie lezg perspekty-
wicznie, to przeciecia ptaszczyzn
odpowiednich tworza powierz
chnie stozkowa drugiego
stopnia, ktéra z dowolng
ptaszczyzng moze mie¢ najwie-
cej dwa promienie wspdlne.
Punkt przeciecia obu osi, przez
ktére przechodzg wszystkie pro-
mienie tworzace te powierzchnig
nazywa sie Srodkiem tej po-
wierzchni  stozkowej drugiego
stopnia.

Jezeli dwie rzutowe roztocze
promieni, ktorych ptaszczyzny
sie przecinaja, maja wspolny
Srodek ale nie lezg perspekty-
wicznie, to ptaszczyzny faczace
promienie odpowiednie tworza
roztoczptasczyzndrugie-
go stopnia, ktéra z dowolng
roztocza plaszczyzn pierwszego
stopnia moze mie¢ najwiecej
dwie  plaszczyzny  wspolne.
Wsp6lny Srodek obu roztoczy
promieni, przez ktéry przecho-
dza wszystkie ptaszczyzny, roz-
toczy plaszczyzn drugiego sto-
pnia, nazywa sie $rodkiem roz-
toczy plaszczyzn drugiego sto-
pnia.
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Powierzchnie bowiem stozkowg drugiego stopnia i roztocz
ptaszczyzn drugiego stopnia otrzymujemy, rzucajac z dowolnego
punktu R krzywa drugiego stopnia i roztocz promieni drugiego,
stopnia. Dwie rzutowo zespolone roztocze promieni tworzace
krzywa drugiego stopnia, sg rzucane z tego samego punktu R
przez dwie rzutowo zespolone roztocze ptaszczyzn, ktérych osie
przecinajg sie w tymze punkcie. Dwa rzutowo zespolone zesta-
wy proste, tworzace roztocz promieni drugiego stopnia, sg rzu-
cane przez dwie rzutowo zespolone roztocze promieni majgce
wspdlny srodek R. Wiasnosci powierzchni stozkowej i roztoczy
ptaszczyzn drugiego stopnia tatwo wyprowadzié¢, poréwnywajac
je z zestawami, ktorych sgrzutami. Mozemy powiedzie¢ ogdlnie;

Rzutnig krzywej lub roztoczy  Przecieciem powierzchni stoz-
promieni, drugiego stopnia jest kowej lub roztoczy ptaszczyzn,
powierzchnia stozkowa albo roz- drugiego stopnia, jest krzywa
tocz ptaszczyzn drugiego stopnia. lub roztocz promieni drugiego

stopnia.

Uwagi nad wykresleniami krzywych i roz-
toczy promieni drugiego stopnia.

Krzywa k (fig. 15) drugiego
stopnia, utworzona przez dwie
rzutowo zespolone roztocze pro-
mieni R! i R2, przechodzi przez
$rodki R! 1R2. Albowiem ponie-
waz te roztocze nie lezg perspek-
tywicznie, czyli, ze prom. Rl R?
nie jest odpowiednio wspolnym,
wiec promieniowi Rl R? czyli
p! roztoczy Rl odpowiada inny
promienn (p2) roztoczy R? (nie
przechodzacy przez punkt R1)
i przecinajacy sie z promieniem
p! w punkcie R2. Promieniowi
za$ Rl R2 czyli g2, roztoczy
R2, odpowiada inny jaki$ pro-

Roztocz promieni k (fig. 16)
drugiego  stopnia  utworzona
przez dwa rzutowo zespolone
zestawy proste ul i ul? zawiera
takze i te dwie proste ui i u2.
Albowiem poniewaz te zestawy
nie lezg perspektywicznie, przeto
ich punkt przeciecia (ul u2) nie
jest odpowiednio wspo6lnym, a
wiec punktowi ul u? czyli P!
zestawu ui odpowiada w zesta-
wie u? inny jaki$ punkt P2 po-
faczony z nim przez prostg u2.
Punktowi za$ ul u? czyli Q2
zestawu u? odpowiada w zesta-
wie ul inny jaki$ punkt



mien gr roztoczy Ry (nie prze-
chodzacy przez punkt 772) i prze-
cinajacy promien 72 w punk-
cie Bx. A wiec punkta By i 7t
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potgczony z nim przez prostg wl
A wiec proste wl i u2, jako ta-
czace punkta odpowiednie, na-
lezg do roztoczy k.

Sg przecieciami promieni odpo-
wiednich i tern samem nalezg
do krzywe;j.

Mozemy fatwo zauwazy¢, ze wspomniany w twierdzeniu
z lewej strony promien /)2 ma tylko jeden punkt (J?2) wspdlny
z krzywa, jest przeto stycznym do krzywej. Kazdy inny
promien roztoczy 72 ma z krzywg dwa punkta wspélne. Po-
dobniez w twierdzeniu z prawej strony, punkt P2 jest jedynym
punktem zestawu m? , przez ktory przechodzi tylko jeden pro-
mien roztoczy k. Punkt ten nazywamy punktem sty-
cznosci tej roztoczy w promieniu 2. A wiec:

Wsp6lnemu  promieniowi  Wspo6lnemu punktowi dwoch
dwdch rzutowo zespolonych roz- rzutowo zespolonych zestawow
toczy promieni, odpowiada w prostych, odpowiada w kazdym
kazdej roztoczy jeden promier zestawie, jeden punkt styczno-
styczny do krzywej drugiego S$ci, roztoczy drugiego stopnia,
stopnia, utworzonej przez te utworzonej przez te zestawy.
roztocze.

Wiemy, ze dwa rzutowo zespolone zestawy sg w zupel-
nosci wyznaczone , jezeli dane sg trzy pary pierwiastkéw od-
powiednich. Majgc wiec dwie rzutowo zespolone roztocze pro-
mieni Bx i T2 i trzy punkta V1, J9, C’, przeciecia promieni
odpowiednich , a wiec i trzy pary promieni odpowiednich, mo-
zemy wykresli¢ ilekolwiek nowych par promieni odpowiednich
i ilekolwiek nowych punktow krzywej k, ktéra musi przecho-
dzi¢ przez punkta V1, B, C, Br i J?22

Jezeli jeden z danych punktéw A, B, C. upada w punk-
cie Rx (lub jR2), to aby krzywa K byla wyznaczona, musi
by¢ dany promien styczny do krzywej w punkcie R! (lub R2).

Podobniez, jezeli sg dane dwa rzutowo zespolone zestawy
proste ux i w? i trzy promienie (roztoczy 2go stopnia) a, 9, ¢,
faczace punkta odpowiednie (a wiec i trzy pary punktéw odpo-
wiednich), to te zestawy sg wyznaczone i mozemy wyznaczy¢
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ilekolwiek nowych par punktéw odpowiednich i ilekolwiek no-
wych promieni roztoczy. Jezeli jeden z promieni a, b, ¢, upa-
da w prostg wl, (lub wa), to aby roztocz byla wyznaczong,
musi by¢ dany w tej prostej punkt stycznosci roztoczy w pro-

mieniu ul, (lub wa).
Zadania wiec:

Majac dane w ptaszczyznie:
pie¢ punktéw, albo cztery punk-
ta i styczng w jednym z nich,
albo trzy punkta i dwie styczne
w dwdch z pomiedzy nich, wy-
kresli¢ krzywa drugiego stopnia,

Majac dane w plaszczyznie:
pie¢ promieni, albo cztery pro-
mienie i jeden punkt styczno-
Sci w jednym z nich, albo trzy
promienie i dwa punkta w dwdéch
z pomiedzy nich, wykresli¢ roz-
tocz promieni drugiego stopnia,

Sprowadzajg sie do zagadnien:
Majac dane trzy pary -pro- Majac dane trzy pary punk-
mieni odpowiednich dwéch rzu- téw odpowiednich dwdch rzu-
towo zespolonych roztoczy pro- towo zespolonych zestawdéw pro-

mieni Bi i Bi, wykreslic te
roztocze i ich przeciecie.

stych ui i wa, wykresli¢ te ze-
stawy i ich wzajemna rzutnie.

Te za$ ostatnie zagadnienia mozemy bez trudnosci roz-
wigza¢ podanymi powyzej sposobami , a mianowicie :

Przez ktorykolwiek punkt
przeciecia (al aa) (Fig. 15.)
dwoch promieni  odpowiednich
ai i oa, wykreslmy dwie do-

wolne proste ui iwa Prosta ui jako

przetnie roztocz Bl w zestawie
prostym wj fVli, B1, CI..),
prosta za$ ua roztocz 7% w ze-
stawie prostym wa (Aa Ba, C3...)
Oba zestawy proste, jako prze-
ciecia zestawowr rzutowo zespo-
lonych, sg rzutowo zespolone a
nawet lezg perspektywicznie,
poniewaz ich punkt przeciecia
jest odpowiednio wspélnym, s3
wiec przecieciami jednej rozto-

W ktérejkolwiek prostej
V4l Aa (Fig. 16.) taczacej dwa
punkta odpowiednie Ai i Aa,
obierzmy dwa punkta Bi i Bi

srodki dwoch  roztoczy
promieni. Rzutnig zestawu ui
z punktu Bi jest roztocz J?,
(@, b, cl,....) rzutnig ze-

stawu wa z punktu Z% — roz-
tocz Ra (aa, ba, c, ). Obie
roztocze, rzucajgce zestawy rzu-
towo zespolone , s rzutowo ze-
spolone a nawet lezg perspekty-
wicznie, gdyz majg promien
al lub oa +tgczacy ich Srodki
Bl i Bi odpowiednio wspdiny,



czy promieni 7?, ktorej Srodek
lezy na przecieciu promieni
BiB2 i CIC2 Prowadzac z R
ilekolwiek nowych promieni, o-
trzymujemy tylez nowych par
punktéw odpowiednich zesta-
wéw ul i w2 tylez nowych par
promieni roztoczy J71 i T% i
tylez nowych punktéw krzywej
drugiego stopnia.
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a wiec sg rzutniami jednego ze-
stawu prostego <z, ktory prze-
chodzi przez punta przeciecia
promieni odpowiednich (bl 62) i
(rl ¢2). Rzucajac ilekolwiek no-
wych punktow zestawu u ze
Srodkow Ri i T?2, otrzymuje-
my tylez nowych par promieni
odpowiednich roztoczy RI i -Ra,
tylez nowych par punktéw od-
powiednich zestawéw wl i ui
i tylez nowych promieni rozto-
czy drugiego stopnia.

Tem samem rozwigzane sg nastepujgce zagadnienia

Na dowolnym promieniu je-
dnej z dwdch rzutowo zespolo-
nych roztoczy Rt (lub 272),
znale$¢ drugi (nie Ri lub T?2)
jego punkt przeciecia sie z krzy-
wa drugiego stopnia.

Przez $rodki dwoch rzutowo
zespolonych roztoczy RI i R2,
poprowadzi¢ styczne do krzy-
wej Z. Styczne szukane sg pro-
mieniami odpowiedniemi, wspol-
nemu promieniowi, RI R2

Przez dowolny punkt jednego
z dwoch rzutowo zespolonych
zestawdw prostych ul (lub u2),
poprowadzi¢ drugi (nie ul lub
lub w2) promien roztoczy dru-
giego stopnia.

W dwoéch rzutowo  zespolo-
nych zestawach prostych ui i
u2, wyznaczy¢ pnnkta styczno-
§ci roztoczy k. Punkta szuka-
ne sa punktami odpowiedniemi,
wspollnemu punktowi (ul u3).

Uwazamy teraz, ze jezeli w wykre$leniu Fig. 15. popro-

wadzimy promien RI

R roztoczy RI ,

przecinajacy ul i w

w punktach Jfl i JT2, to temu promieniowi odpowiada w roz-
toczy R? promien R? M2 — a wiec punkt Jf2 , jest drugim
punktem przeciecia prostej w2 z krzywg k. — Tak samo tez,
drugi punkt przeciecia prostej w, z krzywa k lezy na promie-
niu R R2 Poniewaz proste wl i u2 obraliSmy zupetnie do-
wolnie, z tym tylko warunkiem, aby sie przecinaly w punkcie
A lub Al nalezacym do krzywej, przeto uwagi te postuza nam
do znalezienia drugiego punktu przeciecia dowolnej prostej prze-
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chodzacej przez dany punkt krzywej drugiego stopnia danej
przez 5 punktow naprzykiad.

W wykre$leniu Fig. 16. uwazamy co nastepuje:

Jezeli potgczymy punkt u ui czyli M! z punktem R2 pro-
stg Ml R2, to na tej prostej lezy punkt M? zestawu odpo-
wiadajacy punktowi M1 zestawu ul, a wiec M! Ra jest dru-
gim promieniem roztoczy K przechodzacym przez R2. Podo-
bniez prosta R1 L2 taczaca R! z u2 u jest drugim promieniem
roztoczy K przechodzacym przez R1.— Srodki R? i RI obra-
liSmy dowolnie na jednym z promieni roztoczy K. To nam daje
mozno$¢ rozwigzania drugiego zagadnienia odpowiedniego po-
przednio wymienionemu.

Zagadnienia te sa

Na danej prostej u, przeci- Przez dany punkt R, lezacy
najacej krzywa drugiego sto- na promieniu a roztoczy pro-
pnia w punkcie danym A, zna- mieni drugiego stopnia (danej
leSC drugi punkt przeciecia z przez 5 jej pierwiastkow) po-
krzywg (dang przez 5 jej pier- prowadzi¢ drugi promien prze-
wiastkow). chodzacy przez R.

Prawa Pascal'a i Brianchon'a.

Na podstawie praw powyzej dowiedzionych, mozemy te-
raz dowies¢ nastepujacych:

Boki przeciwlegte szeSciokata ~ Gtowne przekatne szesciobo-
wpisanego w krzywg drugiego ku utworzonego przez sze$¢
stopnia przecinajg sie w trzech promieni roztoczy promieni dru-
punktach jednej prostej. giego stopnia przecinajg sie w

jednym punkcie ¥.
Dla dowiedzenia tych praw, przypusémy ze obrawszy do-
wolnych pie¢ punktow krzywej drugiego stopnia, Rl R? A

*) Prawa te znane sg w geometryi pod nazwa praw Pascal'a i Brian-
chon’a; to drugie jednak inaczej tu jest wyrazone, i <'opiero wten-
czas bedziemy je mogli wypowiedzie¢ tak jak ono jest wypowiedziane
w geometryi, gdy dowiedziemy Ze roztocz promieni drugiego stopnia
jest zbiorem stycznych do krzywej drugiego stopnia.
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Lx M? (Fig. 15.), wyznaczamy jakikolwiek szOsty punkt tej
krzywej, sposobem powyzej podanym, z tg tylko réznicg ze
proste ux i w2, prowadzimy przez A, Lx \ A, JHI wyzna-
czywszy nastepnie Srodek roztoczy i?, sposobem powyzej poda-
nym, poprowadzmy dowolny promien dajacy punkta odpowie-
dnie Di i 1)2, przez ktore poprowadZmy promienie odpowie-
dnie dy i rf2, ktérych przeciecie wyda szésty punkt krzywej
D. Poniewaz w tern wykre$leniu punkta Dy, Di i R (lezagce
w jednej prostej) sa przecieciami bokow przeciwlegtych szescio-
kata A Lx R? D Rx Myx, wpisanego w krzywa 2 stp. (2) =
przeciecie ALi z Rx D, D? = przeciecie AM? z DRi, R —
przeciecie Lx Rx z Jf2 Rx) i poniewaz w ten sposob nieskon-
czong liczbe szeSciokatdw wpisanych wykreslic by mozna, prze-
to twierdzenie Pascal'a byloby dowiedzionem; ale poniewaz
w powyzszem wykresleniu wierzchotki Ry i T2 byly zarazem
srodkami roztoczy tworzacych krzywa, przeto musimy jeszcze
dowie$¢, ze pomimo to, punkta te nie grajg tu zadnej szcze-
golnej roli — i ze ktérekolwiek z punktow V4, Lx, M2 mogty
by¢ wziete za Srodki roztoczy.
Aby tego dowies¢, przypusémy, ze punkta Rx D Ri

i Ll sg state, a punkt A posuwa sie po krzywej. Prosta AL
(czyli ux) obraca sie okoto punktu Lx, prosta zas AM? czyli w
okoto punktu Jf2, przyczem, tak jak w pierwszem wykresle-
niu, punkt T) (przeciecie T2 D czyli <2 z w2) i punkt Di
(przeciecie Rx D czyli dx z wl) musza leze¢ w jednej prostej
z R (przeciecie Rt M2 z R £,). Ale poniewaz proste di i
d? sa stale, wiec punkta Dy i Z)? posuwajg sie po nich i
opisuja dwa zestawy proste di i d2, ktore, poniewaz moga by¢
uwazane za przeciecia roztoczy R, przeto sg perspektywiczne.
Proste za$ ux i ul obracajg si¢ okoto punktéw Lx i JF2, opi-
sujg dwie roztocze promieni, ktére mozemy uwazaC za rzutnie
zestawow dr i rf2, a wiec za zestawy rzutowe wzgledem siebie.
Ruchomy punkt A opisujacy krzywg k jest przecieciem pro-
mieni odpowiednich tych roztoczy — a wiec ta krzywa k moze
by¢ uwazana jako przeciecie tych roztoczy Li i M2, przyczem
punkta Rx i J?2 majg tylko takie znaczenie, jak kazdy inny
punkt krzywej k.
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Aby dowie$¢ twierdzenia z prawej strony, przypus¢émy, ze
majac danych 5 promieni roztoczy drugiego stopnia, ul, u2, a,
It, m2 (fig. 16.), wyznaczamy jakikolwiek szosty promien, spo-
sobem powyzej podanym, z tg tylko roznica, ze punkta R! i Rl
obieramy na przecieciu a z 1l i a z m2; wyznaczywszy naste-
pnie prostg u sposobem powyzej podanym, poprowadZzmy przez
dowolny jej punkt D, promienie dl i d2, ktére wyznaczg punk-
ta D! i D2, przez ktore przechodzi szdsty promien roztoczy, d.
Poniewaz w tern wykresleniu proste u, di i d2 (zchodzace sie
w jednym punkcie) sa gtownemi przekatnemi szeScioboku
ul m a Il u? d, utworzonego przez 6 promieni roztoczy 2. st.,
i poniewaz w ten sposéb, nieskoriczong liczbe szesciobokéw wy-
kresli¢c by mozna, przeto twrierdzenie Brianchon,a bytoby do-
wiedzionem, — ale poniewaz w powyzszem wykre$leniu, pro-
mienie wl i w2 byly zarazem ttami zestawéw prostych tworza-
cych roztocz 2. stop., przeto musimy jeszcze dowies¢, ze pomi-
mo to, promienie te nie grajg tu zadnej szczegblnej roli — i
ze ktorekolwiek z promieni: a, 11, m?, mogly by¢ wziete za
tha zestawow prostych.

Aby tego dowiesé, przypusémy ze promienie ul, u2, 11, m2,
sg state, a promien B: B! zmienia miejsce nie przestajac na-
leze¢ do roztoczy k. — Punkt J?2 posuwa sie po promieniu Z?J/2
czyliw? ; punkt Br po promieniu Bx Lx czyli 71. Proste B Dy
i B2Dx przecinajg sie zawsze w prostej w, tworzac zestaw pro-
sty w, wzgledem ktdrego oba zestawy 7l i w2 sg perspektywi-
czne (jako przeciecia roztoczy D! i D,, perspektywicznych
wzgledem u), a wiec wzgledem siebie sg rzutowe. Roztocz
wiec k moze byé utworzong za pomocg dwdch zestawow pro-
stych Ix i w2, zupetlnie dowolnie obranych.

Poniewaz z powyzszych roztrzagsali okazuje sie, ze dowol-
ne dwa punkta krzywej drugiego stopnia, mogg by¢é obrane za
srodki dwoch rzutowo zespolonych roztoczy, ktérych przeciecie
(t. j. przecigcie promieni odpowiednich) tworzy krzywa drugie-
go stopnia, — a wiec, innemi stowy powiedziawszy, rzucajac
wszystkie punkta tej krzywej z dwdch dowolnych jej punktéw,
i przyjmujac w tak utworzonych roztoczach promienie rzucajgce
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jeden i ten sam punkt krzywej za odpowiednie, — otrzymamy
dwie roztocze rzutowo zespolone.

Poniewaz dalej, kazde dwa promienie roztoczy drugiego
stopnia moga by¢ obrane za tta dwoch rzutowo zespolonych ze-
stawdw prostych tworzacych roztocz, (przyczem punktami odpo-
wiedniemi sg te, przez ktdére przechodzi jeden i tenze sam pro-
mien roztoczy), przeto innemi stowy powiedziawszy, przecina-
jac roztocz drugiego stopnia dwoma dowolnemi jej promieniami,
i nazywajagc w tak utworzonych zestawach prostych punktami
odpowiedniemi te, ktére sa przecieciami jednego promienia, —

otrzymamy dwa zestawy proste
A wiec dowiedlismy, ze:
Krzywa drugiego sto-
pnia, zostaje z kazdych
dwoéch punktéw na niej
lezacych, rzucang przez
dwie rzutowo zespolone
roztocze promieni, w Kto6-
rych promienie odpowie-
dnie rzucajg jeden i ten-
ze sam punkt.

Z tego wypada ze:

Dwie krzywe 2. st.
sie w jedna, jezeli
punktow wspdlnych, albo 4
punkta i jedna styczng, albo
3 punkta i 2 styczne w dwobch
z pomiedzy tych punktow —
wspolne.

zlewaja
majag 5

Albowiem przyjgwszy ktore-
kolwiek dwa dane punkta za
Srodki dwoch rzutowo zespolo-
nych roztoczy promieni two-

rzutowo zespolone.

Roztocz promieni dru-
giego stopnia, zostaje
przecieta przez kazde
dwa promienie do nigj
nalezace, w dwobdch rzu
towo zespolonych zesta-
wach prostych, w kto-
rych punkta odpowie-
dnie lezg w jednym i
tymze samym promieniu.

Dwie roztocze promieni 2 st.
zlewaja sie w jedna, jezeli ma-
ja 5 promieni wspolnych, albo
4 promienie i wjednym z nich
jeden punkt stycznosci, albo 3
promienie i w dwoch z pomie-
dzy nich, 2 punkta styczno-
§ci — wspolne.

Albowiem przyjawszy ktére-
kolwiek dwa promienie za tla
dwoch rzutowro zespolonych ze-
stawéw prostych  tworzacych



44

rzacych te krzywa, pozostate
dane wyznaczajg trzy pary pro-
mieni odpowiednich, a wiec i
obie roztocze bedg zupetnie wy-
znaczone przez te trzy pary.
Moga by¢ tylko dwie roztocze
majace trzy pary dane — a
wiec tylko jedna krzywa.

roztocz drugiego stopnia, pozo-
state dane wyznaczag w tych
promieniach trzy pary punktow
odpowiednich a wiec i oba ze-
stawy beda catkowicie wyzna-
czone; — ale dwa tylko zesta-
wy sg mozebne a wiec jedna
roztocz przez nie utworzona.

Z przedostatniego twierdzenia wyptywa

Jezeli 4 punkta A, B, C, D,
krzywej drugiego stopnia rzu-
cane sg z jakiegokolwiek 5go
punktu krzywej przez 4 pro-
mienie harmoniczne, to z kaz-
degcrdowolnego punktu krzywej
bedg rzucane réwniez przez
4 harmoniczne promienie.

Takie 4 punkta nazywamy
4ma punktami harmoni-
cznenii krzywej 2. st

Oczywisty jest rzecza ze:
Trzy punkta jednej

krzywej drugiego stopnia,

Jezeli 4 promienie a, b, ¢, d,
roztoczy 2. st. przecinajg sie z
jakimkolwiek pigtym promie-
niem tej roztoczy w 4ch punk-
tach harmonicznych, to z kaz-
dym dowolnym promieniem tej-
ze roztoczy bedg sie przecinaty
réwniez w 4ch punktach har-
monicznych.

Takie 4 promienie nazywa-
my 4ma promieniami har-
monicznemi roztoczy 2.st.

lub trzy

promienie jednej roztoczy drugiego stopnia Wyznaczaja jeden
czwarty harmoniczny, jezeli tylko wiadomo, do ktérej pary prze-
dzielonych, ten czwarty nalezy.

Wiemy, ze kazde dwa punkta krzywej drugiego stopnia
moga by¢ obrane za S$rodki dwoch rzutowo zespolonych rozto-
czy promieni tworzacych te krzywag i w kazdej roztoczy, pro-
mieri odpowiadajacy wsp6lnemu promieniowi jest styczny do
krzywej; — z drugiej strony za$ wiemy, ze kazde dwa pro-
mienie roztoczy drugiego stopnia moga by¢ obrane za tta dwdch
rzutowo zespolonych zestawOw prostych tworzacych roztocz, a
w kazdym zestawie, punktowi ich wspdlnemu odpowiada jeden
punkt stycznosci, przeto :
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W kazdym punkcie krzywej W kazdym promieniu roz-
drugiego stopnia mozna popro- toczy drugiego stopnia, mozna
wadzi¢ jedne styczna. wyznaczy¢ jeden punkt sty-

cznosci.

Zbioér stycznych, otaczajagcych krzywg drugiego stopnia
stanowi, jak sie pozniej przekonamy, roztocz promieni dru-
giego stopnia; — zbior za$ punktéw stycznosci roztoczy pro-
mieni drugiego stopnia, stanowi krzywg drugiego stopnia.

Uogolnienie praw Pascal'a i Brianchon'a.

Prawa te dadza sie bardzo fatwo rozciggna¢ na piecio-
katy, czworokaty i tréjkaty. W tym celu uwazmy naprzéd co
nastepuje :

Jezeli dowolna prosta u, przecinajagca krzywa drugiego sto-
pnia w dwoch punktach, obracaé sie bedzie okoto jednego
Z punktéw przeciecia tak, aby drugi punkt ciggle sie zblizat do
pierwszego, to nareszcie oba te punkta zlejg sie w jeden, a pro-
sta u (sieczna), stanie sie styczng. — Jak wiemy, w kazdym
punkcie krzywej 2 st. mozna poprowadzi¢ jedng tylko styczng,—
styczna wiec, jest granicg do ktérej zbliza sie sieczna, podczas
gdy oba punkta przeciecia nieskonhczenie sie do siebie zblizaja.

Podobniez, w roztoczy promieni drugiego stopnia, nazwa-
liSmy punktem styczno$ci w danym promieniu, taki punkt,
przez ktory jeden tylko promien przechodzi. Jezeli jeden
z dwoch dowolnych promieni posuwa sie w ten sposob ze sie
ciggle zbliza do drugiego , to nareszcie oba promienie zlejg sie
razem, a ich punkt przeciecia P stanie sie punktem stycznosci.
W kazdym promieniu moze by¢, jak wiadomo z powyzszego,
tylko jeden punkt stycznosci i jest on granicg do ktérej sie
zbliza punkt przeciecia dwdch dowolnych promieni zblizajagcych
sie do siebie nieskoriczenie.

Jezeli wiec dwa wierzchotki szesciokata wpisanego w krzy-
wa drugiego stopnia zblizajg sie do siebie nieskoriczenie, to osta-
tecznie bok taczacy te dwa wierzchotki staje sie styczna, nie
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przestajac podlega¢ prawom pierwotnym, chociaz szesciobok
zmienia sie na pieciokat.

Jezeli w szeSciokacie utworzonym przez sze$¢ promieni
jednej roztoczy drugiego stopnia, dwa promienie nieskorczenie
sie do siebie zblizajg, to nareszcie wierzchotek w ktorym sie
przecinaly te dwa promienie, zamienia si¢ na punkt stycznosci,
nie przestajac podlega¢ prawom pierwotnym, chociaz sze$ciobok
zamienia sie na pieciobok.

Jezeli w podobny sposob zlewa sie w jedno, druga i
trzecia para katow lub bokéw pierwotnego szesciokata lub sze-
scioboku, to otrzymujemy czworokat lub trojkat wraz ze sty-

cznemi lub punktami stycznosci przy zlaniu sie katow lub bo-

kéw powstatemi.

Oczywistg wiec jest rzecza ,

Dwie pary po sobie niena-
stepujacych  bokéw pieciokata
wpisanego w krzywa drugiego
stopnia, przecinajg sie w dwoch
punktach linii prostej przecho-
dzacej przez punkt przeciecia,
pozostatego boku ze styczng w
wierzchotku jemu przeciwlegtym
poprowadzona.

ze !

Przekatne taczace dwie pary
wierzchotkbw po sobie nie na-
stepujacych piecioboku utworzo-
nego przez pie¢ promieni roz-
toczy drugiego stopnia, przeci-
najg sie w jednym punkcie przez
ktory przechodzi prosta tgczaca
pozostaty wierzchotek z punktem
stycznosci boku przeciwlegtego.

Na zasadzie tych praw mozemy rozwigza¢ nastepujace za-

gadnienie za pomocag wykreslen

Majac danych pie¢ punktow
krzywej drugiego stopnia, wy-
kresli¢ w tych punktach styczne
do tej krzywej.

prostolinijnych.

Majac danych pie¢ promieni
roztoczy drugiego stopnia, wy-
znaczy¢é w nich punkta sty-
cznosci.

Dla czworoktata i trojkata otrzymamy nastepujace prawa:

Boki przeciwlegte czworoka-

Przekatne czworoboku utwo-

ta wpisanego w krzywa dru- rzonego przez cztery promienie
giego stopnia i styczne w wierz- roztoczy drugiego stopnia oraz
chotkach przeciwlegtych wy- proste taczace punkta styczno-
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kreslone, przecinaja sie w czte- $ci promieni przeciwlegtych,
rech punktach jednej prostej.  spotykaja sie w jednym punkcie.

Boki tréjkata wpisanego w Proste ftaczace wierzchotki
krzywa drugiego stopnia, spo- trojkata utworzonego przez trzy
tykaja sie ze stycznemi, w wierz- promienie  roztoczy drugiego
chotkach przeciwlegtych wykre- stopnia z punktami stycznosci
Slonemi, w trzech punktach je- promieni przeciwlegtych, prze-
dnej prostej. cinaja sie w jednym punkcie.

Prawa o czworokatach mozemy wyprowadzi¢ bezposrednio
z pierwotnych wykreslen, za pomocg ktérych, majgc danych
pie¢ pierwiastkéw, otrzymaliSmy krzywa i roztocz promieni dru-
giego stopnia.

Uwazmy bowiem naprzéd w pierwszym wykresleniu:

Aby w dwoch rzutowo zespolonych roztoczach promieni
R1 i R2 (fig. 15.) danych przez trzy pary promieni odpowie-
dnich, wynales¢ w jednej z nich, promier odpowiedni ktére-
mukolwiek czwartemu promieniowi drugiej roztoczy, uzyliSmy
trzeciej roztoczy promieni lezacej perspektywicznie wzgledem
kazdej z dwdch pierwszych. — Roztocz te wyznaczylisSmy w ten
sposob, ze przecigwszy R! i R? dwoma prostemi ul i u2, prze-
chodzacemi przez przeciecie A jednej pary promieni odpowie-
dnich ai i a otrzymaliSmy dwa zestawy proste wl i w2. Po-
niewaz otrzymane w ten sposob zestawy proste ux i u? lezg
perspektywicznie, przeto tatwo jest wynale$¢ roztocz 77, ktorej
oba zestawy proste sg przecieciami. Poniewaz proste ux i w2,
moga by¢ dowolnie przez punkt A poprowadzone, a wiec mo-
zemy je poprowadzi¢ w ten sposéb, ze ur zlewa sie¢ z 02,
w, za$ z ar (fig. 19.) W tym razie punkta ol 02 i o2 %
(czyli Brx i T?2) réwnie jak alc? i a2cx (czyli Cx i C2) i t. d.,
t. j. punkta, w ktérych promienie odpowiednie al i al przeci-
najg naprze mian (naprzemian, znaczy: ze ax przecina d —
a o przecina bx) promienie by i b2 albo cl i c2 it d — le-
z3 zawsze w jednej prostej z punktem statym 72. Jezeli wiec
poprowadzimy przez li dowolng prostag 7)! D2, przecinajaca pro-
ste a2 i ax w punktach D! i D2, to promienie 7iiDt i B2D?
beda promieniami odpowiedniemu Jezeli Dy upada w li2, to



48

punkt Z>a upada w Q2, promien zatem R2D? upada na R2ZR
czyli g2. Poniewaz promien g2 odpowiada promieniowi
czyli RIR? | a wiec jest stycznym do krzywej w punkcie P2,
Podobniez RRI czyli jest styczng w punkcie Pl A wiec
R lezy na przecieciu stycznych w Ri i R? t. j. tych promieni
roztoczy tworzacych krzywa, ktére odpowiadajg wspdlnemu
promieniowi RIR2. Oczywiscie wiec otrzymalisSmy ten sam
punkt R gdybysmy =za tta zestawéw wl i ul obrali ktérekol-
wiek inne dwa promienie odpowiednie, (8! i b2, lub cl i cl).
A wiec: Kazda prosta taczaca punkta, w ktdérych
sie przecinaja naprzemian promienie dwoch par
odpowiednich promieni n. p. bibl, ¢ i cl prze-
chodzi przez R.

Podobnez uwagi mozemy poczyni¢ nad wykresem odno-
szacym sie do roztoczy promieni drugiego stopnia:

Aby w zestawach prostych wl i u? danych przez trzy
pary punktéw odpowiednich, do kazdego czwartego punktu je-
dnego z nich wyznaczy¢ odpowiedni mu czwarty punkt w dru-
gim, wyznaczyliSmy trzeci zestaw prosty w, lezacy perspekty-
wicznie wzgledem kazdego z nich, — a to w ten sposéb . ze
obrawszy na prostej tgczacej dwa punkta odpowiednie danych
zestawow, $rodki Ry i R? (fig. 16.) dwdch roztoczy rzucajgcych
te zestawy, otrzymaliSmy dwie roztocze majace promien RxR?
odpowiednio wspolny (perspektywiczne), a wiec fatwo wyzna-
czy¢ zestaw u, ktoérego sg rzutniami i w ktérym przecinajg sie
proste taczace punkta odpowiednie V4l i Aj, Bi i B2,
Ci i C it d — Poniewaz srodki Rl i R2 moga by¢ do-
wolnie obrane, przeto obierzmy je w punktach Ai i A2 (fig. 20.),
wyznaczmy zestaw u i promien Dx 1)2. — Jezeli zwrocimy
uwage, jak punkta odpowiednie P, P! i P2 posuwajg sie w ze-
stawach u, wl i u2, to tatwo spostrzezemy, ze przecigcia pro-
stej u z wl i u? odpowiadajg wspolnemu punktowi prostych wl
i u2, a wiec prosta u przechodzi przez punkta stycznosci pro-
mieni wl i u2. Te samg prostag musielibySmy zatem otrzymac,
gdybysmy nie 40 i A2 ale inne dowolne punkta odpowiednie,
n. p. Bi i B. obrali za srodki roztoczy Rl i R2. Ztad wi-
dzimy ze:
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Kazde przeciecie dwoéch promieni tgczacych
na przemian dwie pary punktoéw odpowiednich ze-
stawow wr i w2, lezy w prostej u.

Tym sposobem otrzymujemy nastepujace prawa:

Dwa punkta przecigcia al 6!
i Ol a2, w ktérych sie przeci-
naja naprzemian dowolne dwie
pary promieni, dwoch rzutowo
zespolonych roztoczy promieni,
leza w jednej prostej z prze-
cieciem tych promieni obu roz-
toczy , ktére odpowiadajg ich
promieniowi wspdlnemu.

Dwa promienie Vt1B? i 42B!
taczace  naprzemian dowolne
dwie pary punktéw odpowie-
dnich, dwdch rzutowo zespolo-
nych zestawdw prostych, prze-
cinajag sie w jednym punkcie
z prostg tgczacg te punkta obu
zestawdw, ktdre odpowiadajg
ich punktowi wspdlnemu.

Jezeli teraz zauwazymy, ze .

AV krzywej drugiego stopnia
utworzonej  przez  przeciecie
dwach rzutowo zespolonych roz-
toczy promieni Bl i J?2 punk-
ta 77, , alo2, B? i blb? stano-
wig wierzchotki czworokata wpi-
sanego , ktorego bokami prze-
ciwlegtemi sg ol i b2, bl io2
— Bi i B! za$ sg wierzchotka-
mi przeciwlegtemi, w ktorych
poprowadzone styczne przecina-
ja sie w punkcie u,

W roztoczy drugiego stopnia,
utworzonej przez dwa rzutowto
zespolone zestawy proste wl i
u2 , promienie wl, AIA2, w2 i
Bi B! stanowig boki czworoka-
ta, ktorego wierzchotkami prze-

ciwlegtemi sa A i Bl —
Al i Bi, wl iu zas, sg bo-
kami przeciwlegtemi, ktérych

punkta stycznosci lezg w pro-
stej w,

to spostrzezemy, ze prawa powyzsze sgtwierdzeniami o czworo-
kacie w krzywej lub w roztoczy drugiego stopnia ¥

*) NB. W wykresleniu,

ktére nas doprowadzito do twierdzenia

z lewej strony, obrawszy za S$rodki roztoczy punkta A i B (za-

miast R! i R2), mozemy udowodnic,

ze otrzymane w tych punk-

tach styczne, przecinaja sie takze w jednym punkcie z prostg
BiB2. W prostej wiec taczacej punkta przeciecia bokéw prze-

4
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Za pomocg dwdch przedostatnich praw, najtatwiej jest
wyznacza¢ w dwéch rzutowo zespolonych jednorodnych zesta-
wach zasadniczych — pary odpowiednich pierwiastkow — al-
bowiem, jezeli n. p. sg dane trzy pary odpowiednich punktéw,
dwoch zestawow prostych ui i u?, to bardzo tatwo jest wy-
znaczy¢ pomocniczy zestaw w a nastepnie i dowolna liczbe par
odpowiednich pierwiastkdw.

Powyzej udowodnione prawa o czworobokach moga hyc
wypowiedziane daleko ogdlniej jak nastepuje:

Jezeli cztery punkta K, L,
M, N, krzywej drugiego sto-
pnia s, stanowia wierzchofki
zupetnego czworokata, a cztery
styczne w tych punktach &, Z
wj, W, stanowig boki zupetnego
czworoboku , to w kazdej z
trzech prostych taczacych punk-
ta X, Y, Z, w ktoérych prze-
cinajg sie boki przeciwlegle
czworokata, lezg po dwa wierz-
chotki  przeciwlegte  czworo-
boku. (fig. 21.)

Albowiem zupelny czworokat
a do kazdego 1z tych ostatnich stosujg

z trzech niezupetnych,

Jezeli cztery promienie k, I,
m, n roztoczy drugiego sto-
pnia S, stanowig boki zupetne-
go czworoboku, a ich punkta
stycznosci Z, Af, iV, stano-
wig wierzchotki zupetnego czwo-
rokata, to w kazdej z trzech
prostych tgczacych dwa wierz-
chotki przeciwlegte czworoboku
lezag po dwa z trzech punk-
tow X, Y. Z, w ktorych sie
przecinaja po dwa boki prze-
ciwlegte czworokata, (fig. 21.)

lub czworobok skiada sie

sie powyzej wyprowadzone prawa.
W dwéch ostatnich twierdzeniach, trojkat XYZ. ktérego

boki tacza wierzchotki przeciwlegte czworoboku zupetnego, jest
identyczny z trojkatem XYZ, w ktérego wierzchotkach prze-
cinajg sie po dwa boki, przeciwlegte zupetnego czworokata. —

ciwlegtych, leza, dwa punkta przeciecia si¢ stycznych, w wierz-
chotkach przeciwlegtych poprowadzonych.

Podobniez w twierdzeniu z lewej strony, dwie przekatne czwo-
roboku zchodzg sie w jednym punkcie z dwiema prostemi
taczacemi punkta stycznosci bokéw przeciwlegtych.
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Jezeli wiec dowolny czworokat i dowolny czworobok zupetny
znajdujg sie w powyzej wymienionym zwigzku, to za pomoca
nich, mozemy otrzymaé zaréwno krzywg drugiego stopnia s
styczng do k, 1, m, n, w punktach K, L, M, N, jak i roztocz
promieni drugiego stopnia $, ktéra w promieniach A, 7, wi, w,
ma punkta stycznosci K. L, J/, N. Albowiem kazdy nowy
punkt krzywej s i styczna w nim poprowadzona dadzg nowy
punkt stycznosci i promien roztoczy S, albo odwrotnie, kazdy
nowy promien roztoczy 5 i jego punkt stycznosci, dadzg sty-
czng i jeden punkt krzywej s. Krzywa wiec drugiego stopnia
przechodzaca przez trzy punkta stycznosci K, Z, JZ, roztoczy
drugiego stopnia i majgca za styczne dwa promienie Kk i 7
w punktach K i L przechodzi przez kazdy czwarty punkt sty-
cznosci N roztoczy i ma za styczng w tym punkcie promien
roztoczy n.

Odwrotnie, roztocz promieni drugiego stopnia zawierajgca
trzy styczne krzywej drugiego stopnia i dwa jej punkta za
punkta stycznosci, zawiera takze kazdg czwartg styczng tej
krzywej.

Tym sposobem przychodzimy do nastepujacych praw :

Zbior stycznych do krzywej Zbiér  punktéw  stycznosci,
drugiego stopnia, tworzy roz- roztoczy promieni drugiego sto-
tocz promieni drugiego stopnia, pnia, tworzy krzywa drugiego
otaczajacg te krzywa. stopnia, otoczong przez te roz-

tocz.

Tych samych praw dowies¢ mozemy w inny jeszcze spo
sOb, poznajgc przytern nowe wiasnosci krzywych drugiego
stopnia :

Przypusémy, ze w powyzszym czworokacie wpisanym
w krzywg drugiego stopnia, wierzchotek K posuwa sie wraz
z odpowiedniag mu styczng Z, po krzywej, — a pozostate wierz-
chotki Z, Jf, A7, wraz ze stycznemi 7, m, n, pozostajg w miej-
scu. Przeciecia A i E stycznej k ze stycznemi 7 i n posuwajg
sie w tych ostatnich tworzac dwa zestawy proste 7 i n. —
Te zestawy s rzutowo zespolone gdyz promienie EB i AD,

4



52

jako przekatne czworoboku 7cZmw, przecinajg zawsze w rucho-
mym punkcie 17, prostej LN, opisujagc okoto punktéw B i D
dwie perspektywiczne roztocze promieni, ktérych zestawy pro-
ste n i I sg przecieciami. A Ze styczna k w ciggu calego ru-
chu, tgczy zawsze dwa punkta odpowiednie tych zestawéw pro-
stych, a wiec tworzy roztocz promieni drugiego stopnia. W ten
sposob dowiedliSmy twierdzenia z lewej strony i w podobny
zupetlnie sposéb moglibySmy dowieS¢ twierdzenia z prawej
strony.

Musimy jeszcze zauwazy€, ze podczas ruchu punktu TT,
prosta M K przechodzi zawsze przez ruchomy punkt Y opisu-
jac na okolo punktu M roztocz promieni, ktora lezy perspekty-
wicznie wzgledem roztoczy utworzonej ruchem prostej EB
(przechodzacej takze przez ruchomy punkt I), na okoto punk-
tu B; — a wiec ta roztocz M jest rzutowo zespolong 1z ze-
stawem prostym n utworzonym przez przesuwanie sie punktu E.
Jezeli wiec K przebiega wszystkie punkta krzywej, to otrzy-
mamy prawo :

Jezeli dany jest dowolny punkt staty J/ krzy-
wej drugiego stopnia idowolna jej styczna stata n,
i jezeli kazdemu promieniowi roztoczy M, rzuca-
jacemu dowolny punkt K nalezacy do krzywej,
przyznamy za odpowiedni ten punkt stycznej n
w ktérym jg przecina styczna k w punkcie K, —
to roztocz M i zestaw n beda rzutowo zespolone.

Z tad wynika

Styczne w czterech punktach harmonicznych
krzywej drugiego stopnia poprowadzone, przeci-
naja sie z kazda piatag styczng w czterech punk-
tach harmonicznych (czyli, stanowig 4 promie-
nie harm. roztoczy drugiego stopnia).

Owe bowiem 4 punkta przeciecia z pigtg styczng z jednej
strony, a 4 prom, rzucajagce punkta stycznosci z dowolnego
punktu Krzywej — z drugiej strony, nalezg do dwdch rzutowo
zespolonych zestawOw; a poniewaz te ostatnie sg czterema
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prom, harmonicznemi, wiec owe 4 punkta przeciecia, musza hy¢
réwniez czterema punktami harmonicznemi.

Z tego powodu, cztery

styczne powyzsze, nhazywamy

stycznemi harm onicznenii.

Niektére z dawniej wyprowadzonych praw mozemy teraz
wyrazi¢ nieco odmiennie, a mianowicie :

Zestaw stycznych otaczajacych krzywa drugiego stopnia,

przecina sie
rzutowo zespolonych zestawach

Prawo Brianchon'a

kata opisanego na krzywej
w jednym punkcie.

z dwoma dowolnemi

stycznemi, w dwdch

Jej
prostych.

Gléwne przekatne szescio-

drugiego stopnia, przecinajg sie

Powyzej wprowadzone prawa, odnoszace sie do zestawlOw

ptaskich, mozemy przenie$¢ na
Zbiér ptaszczyzn , stycznych
do powierzchni stozkowej dru-
giego stopnia, tworzy roztocz
ptaszczyzn drugiego stopnia.

Wszystkie promienie powierz -
chni stozkowej sg rzucane z
dowolnych dwdch jej promieni
przez dwie rzutowo zespolone
roztocze plaszczyzn.

Cztery promienie powierzchni
stozkowej drugiego stopnia na-
zywajg sie harmonicznemi, je-
zeli z dowolnego promienia tej
powierzchni a zatem z kazde-
go promienia powierzchni stoz-
kowej , sg rzucane przez czte-
ry harmoniczne pfaszczyzny.

Sciany przeciwlegte szescio-
granu wpisanego W powierz-

rzutnie tych zestawow :

Zbiér promieni stycznosci,
roztoczy plaszczyzn drugiego
stopnia, tworzy powierzchnie
stozkowg drugiego stopnia.

Wszystkie ptaszczyzny roz-
toczy ptaszczyzn drugiego sto-
pnia przecinajg sie z dowolne-
mi dwiema jej ptaszczyznami
w dwdch rzutowo zespolonych
roztoczach promieni.

Cztery plaszczyzny styczne
do powierzchni stozkowej dru-
giego stopnia nazywajg sie har-
monicznemi, jezeli z dowolng
piata ptaszczyzng styczna, a za-
tem z kazda plaszczyzng do
niej styczng, przecinajg sie w
czterech promieniach  harmo-
nicznych.

Gléwne przekatne szescianu
wigzkowego, opisanego na po-
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chnie stozkowa drugiego sto- wierzchni stozkowej drugiego
pnia, przecinaja sie w trzech stopnia, przecinajg sie w je-
promieniach jednej plaszczyzny. dnej prostej.

Ro6zne rodzaje krzywych i powierzchni
stozkowych drugiego stopnia.

Wiemy, ze krzywa drugiego stopnia moze mie¢ z dowol-
ng prostg najwiecej dwa punkta wspdlne. Z prostg nieskoncze-
nie odleglta moze mie¢ taka krzywa jeden punkt wspolny (w kto-
rym sie z nig styka), albo dwa punkta wspolne (w ktdrych sie
Z nig przecina), albo nareszcie, moze nie mie¢ zadnego punktu
wspolnego, czyli ze wszystkie jej punkta i styczne sg rzeczy-
wistemi punktami i stycznemi. W pierwszym razie, dwie od-
nogi krzywej idg w nieskoriczono$¢, dazac do Poo w ktorym
krzywa sie styka z Preo i nazywa sie parabolg. — W dru-
gim razie krzywa sktada sie z dwdch potdw, z ktérych kazda
ma dwie odnogi dazace do dwdch Poo w ktorych sie przecina
Z Proo, Obie potowy krzywej tacza sie w tych dwoch Poo tak
ze krzywa ta jest takze linijg zamknietg i nazywa sie hyper-
bolg Poniewaz (jedyna w ptaszczyznie krzywej) Proo , prze-
cina hyperbole , wiec wszystkie styczne sg prostemi rzeczywi-
stemi, a wiec i styczne w dwéch w dwdch Poo sg takze rze-
czywistemi. Te styczne, do ktérych hyperbola ciggle sie zbli-
za i w PPoo dotyka, nazywajg sie asymptotami.

W trzecim razie nakoniec, linija krzywa lezy cata w skon-
czonej odleglosci i nazywa sie elipsa.

Te same trzy rodzaje krzywych, mozemy otrzymaé przez
przeciecie powierzchni stozkowej drugiego stopnia ktorej Srodek
nie jest Poo | plaszczyzng nie przechodzacg przez jej Srodek.

Plaszczyzna a, przechodzaca przez srodek powierzchni
stozkowej ma z nig albo tylko ten jeden punkt wspdlny, albo
styka sie z nig w promieniu s, albo przecina jg w dwoch pro-
mieniach p i g Kazda ptaszczyzna ol , réwnolegla do plaszczy-
Zny a, przecina w pierwszym razie wszystkie promienie po-
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wierzchni stozkowej w punktach rzeczywistych — a powierz-
chnie stozkowg w elipsie. — W drugim razie krzywa jest pa-
rabolg , poniewaz promied s przecina plaszczyzne al, w Poo,
a Pro w ktérej sie przecinajag a i al, jest nieskonczenie od-
legly styczng paraboli. — W trzecim razie nakoniec, krzywa
jest hyperbolg ; promienie p i q przecinajg sie z nig w punk-
tach nieskonczenie odlegtych. — Plaszczyzny styczne do po-
wierzchni stozkowej w promieniach p i g przecinajg ptaszczy-
zne al, w asymptotach hyperboli, a hyperbolg sklada sie
z dwoch potéw, bo obie potowy powierzchni stozkowej przeci-
naja sie z plaszczyzna al

Dwie rzutowo zespolone roztocze promieni lezace w je-
dnej ptaszczyznie tworza elipse, parabole albo hyperbole sto-
sownie do tego, czy zadna para promieni odpowiednich nie jest
réwnolegta, albo jedna para, albo nakoniec dwie pary sg réwno-
legle. Jezeli te roztocze przesuniemy w plaszczyznie w ten
spos6b, ze kierunek ich promieni nie zmieni sie a S$rodki ich
zlejg zie z sobg , to albo zadna para promieni, albo jedna, albo
dwie pary zlewajg sie w jeden lub dwa promienie, czyli, ze
roztocze te niemajg zadnego, albo majg jeden lub dwa promie-
nie odpowiednio wspdline.

Ostatni wypadek nastepuje mianowicie wtenczas, jezeli
roztocze sg réznotoczne. Jezeli roztocze sg jednotoczne, to jak
wiemy, kazdy z tych przypadkéw jest mozliwy; zwykle jednak
nastepuje pierwszy lub trzeci, co zwykle daje sie rozpoznaé
wedtug tego co wyzej (str. 31) o tern powiedziano. Roztocze
odpowiadajace drugie mu przypadkowi (wydajagce parabole),
mozna otrzyma¢ wykresliwszy dwie roztocze wspotsrodkowe
majace jeden promien odpowiednio wspolny (str. 25) i rozsu-
nawszy je bez zmiany kierunku promieni. — Inny sposéb,
przy pomocy miary, podamy w zamieszczonych ponizej za-
stosowaniach geometrycznych.

Poniewaz, jak sie pozniej przekonamy, majgc danych pie¢
punktéw krzywej 2 st., mozemy znalez¢ jej punkta wspoine
z dowolng prostg, przeto stosujac to do prostej nieskonczenie
odlegtej, mozemy oznaczy¢ rodzaj krzywej, znajdujac, ze dana
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przez 5 punktow krzywa ma jeden, dwa, lub tez niema za-
dnego punktu wspdlnego z prosta nieskoriczenie odlegta.

Trudniejszem jest to rozpoznanie, jezeli krzywa dana jest
przez pieé stycznych, albo przez dwa rzutowo zespolone zesta
wy proste. Jednakze mozemy fatwo dostrzedz, ze tylko wten-
czas dwa rzutowo zespolone zestawy proste jednotoczne wy-
daja roztocz otaczajgca parabole, jezeli ich PPoo odpowiadajg
sobie, gdyz tylko wtedy Proo jest styczng krzywej otoczonej
przez roztocz.

Dwa rzutowo zespolone zestawy proste, ktorych PPco sg
odpowiedniemi, nazywajg sie rzutowo podobne. Jezeli
dwa takie zestawy przesuniemy w ten sposéb, aby ktorekolwiek
dwa punkta odpowiednie A i Al zlaly sie z soba, czyli gdy
je uczyniemy perspektywicznie podobnemi, to przed-
stawig sie one jako przeciecie jednej roztoczy promieni réwno-
legtych, albowiem $rodek roztoczy rzucajacej te zestawy, lezacy
w promieniu nieskonczenie odlegtym, musi byé Poo,

Mozemy teraz tatwo wyprowadzi¢ nastepujace wnioski:

I. Jezeli wierzchotki A, Al, A2, (fig. 22.) dowolnego
trojkata (zmiennego), posuwajg sie po trzech prostych w, ul , u2,
lezacych w jego ptaszczyznie, przyczem dwa boki ai i al nie
zmieniajag swego kierunku, to trzeci bok a, opisuje roztocz
promieni réwnolegtych albo roztocz otaczajgcg parabole. Albo-
wiem za pomocg dwoch roztoczy promieni réwnolegtych utwo-
rzonych przez boki al i a2, powstajg w prostych u? i ul dwa
zestawy proste perspektywiczne podobnie wzgledem zestawu
prostego U, a wiec rzutowo podobne wzgledem siebie. (Co do
wspomnianej roztoczy promieni réwnolegtych obacz str. 31).

Il. Jezeli zestaw prosty u i roztocz promieni R lezg
w jednej plaszczyznie i sg rzutowo zespolone , i przez kazdy
punkt zestawu prostego przeprowadzimy réwnolegta do pro-
mienia odpowiedniego temu punktowi, to te réwnolegte przeci-
najg sie w jednym punkcie albo otaczajg parabole. Albowiem
jezeli roztocz R przetniemy przez prosta nieskonczenie odlegta,
to otrzymamy zestaw prosty uco rzutowo zespolony z zesta-
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woni u. Jezeli zestaw uco nie lezy perspektywicznie wzgle-
dem u to tworzy z nim roztocz promieni drugiego stopnia za-
wierajgca takze promief uco a wiec otaczajgca parabole; per-
spektywicznie za$ oczywiscie lezy uco wzgledem u, jezeli pro-
mien roztoczy R, odpowiedni punktowi nieskoniczenie odlegte-
mu zestawu u, jest do u réwnolegtly.

Powierzchnie stozkowe, ktérych srodek jest
Poo zowig sie powierzchniami walcowemi.

Rzutnig krzywej drugiego stopnia z Pco jest powierzchnia
walcowa drugiego stopnia (szczegélny rodzaj powierzchni stoz-
kowej). Dwie rzutowo zespolone roztocze plaszczyzn, ktdrych
osie sg réwnolegle, przecinaja sie w roztoczy promieni réwno-
legtych albo w powierzchni walcowej drugiego stopnia. Odroz-
niamy powierzchnie walcowe eliptyczne, paraboliczne i hyper-
boliczne, stosownie do tego, jakiego rodzaju krzywa daje prze-
ciecie powierzchni z plaszczyzna nie przechodzaca przez jej
nieskoriczenie odlegty Srodek — i czy powierzchnia walcowa
niema zadnego lub ma jeden albo dwa promienie nieskoricze-
nie odlegte.

Zastosowania geometryczne.

WidzieliSmy, ze przeciecie dwoch réznotocznych roztoczy promieni
daje hyperbole. Jednotoczne roztocze moga wyda¢ parabole, elipse, albo
kolo, ktére w czystej sktadni nie moze by¢ odréznione od elipsy, po-
niewaz jego okreslenie zawiera pojecie miary. Jezeli jednak przejdziemy
na pole geometryi, to tatwo spostrzezemy, ze dwie roztocze promieni
Rl i R? wtedy tylko wydaja koto, jezeli ich promienie odpowiednie
przecinajg sie pod jednakowym katem, gdyz ramiona kata utworzonego
przez kazde dwa promienie odpowiednie, przechodza przez state dwa
punkta R1 i R, ktére jak wiemy nalezg do kota, a wierzcholek jest
takze punktem kota, a wiec jest to kat wpisany w koto i obejmujacy
stalty tuk kota miedzy punktami R1 i R2 (trzeba tu zwazaé na katy
i tuki spetniajace sieg).

Dwie takie rzutowo zespolone roztocze promieni mozemy otrzymac
w ten sposob, ze wykresliwszy dwie zupetnie jednakowe roztocze, t. j.,
ktérychby promienie odpowiednie miaty jednakowy kierunek, czyli dwie
roztocze rzucajgce prostg nieskonczenie odlegta, wykrecimy jedng z tych
roztoczy o pewien kat.
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Wyznaczanie dowolnej liczby punktéw krzywych drugiego stopnia
za pomocg sktadni wykresinej daje sie doskonale zastosowaé w praktyce
przy wykresleniu sklepiern i tukéw na drogach zelaznych (obacz: Rom-
berg's Zeitschrift fur praktische Baukunst" 1874, 2 i 3 zeszyt).

Niech Rl i Rl (fig. 23) beda punktami podpory a punkt A szczy-
tem sklepienia. Obierzmy R! i R2 za s$rodki roztoczy, ktorych przecie-
ciem maby¢ krzywa sklepienia.— a2 i at s3 promienie odpowiednie ktdére
obieramy za tla dwoch zestawow prostych perspektywicznych ul i u?
Te dwa zestawy perspektywiczne majg dopiero jeden punkt odpowiednio
wspélny A wyznaczony. Srodek zatem roztoczy R, ktérej oba zestawy
majg by¢ przecieciami moglibySmy obra¢ dowolnie, i prowadzac ilekol-
wiek promieni z tego punktu, wyznacza¢ pary punktéw odpowiednich
Bl, B2 — C1, C2, i t. d a nastepnie prowadzac przez te punkta pro-
mienie odpowiednie bl, b2 — ci, c2, i t. d. otrzymalibySmy w ich prze-
cieciu punkta krzywej drugiego stopnia przechodzacej jak wiadomo przez
Ri, R2 i A, przyczem proste RRI i RR? sg jak wiemy stycznemi
w punktach Rl i R2 Jezeli za$ te styczne naprzdd juz s dane, punkt
R nie moze by¢ dowolnie obrany, gdyz styczne go wyznaczajg. Kieru-
nek tych stycznych albo jest dany, a wtedy linija sklepienia wyznaczona
przez trzy punkta i dwie styczne bedzie zwykle elipsg, a tylko w szcze-
g6lnych przypadkach parabolg lub kotem, albo tez postawiony jest wa-
runek, ze linija sklepienia ma by¢ parabolg lub kotem a wtedy te styczne
albo bezposrednio punkt R, trzeba odpowiednio wyznaczyc.

Przyjmujac, ze sklepienie ma by¢ symetryczne i na oporach ré-
wnej wysokosci oparte, wiemy, ze styczne w Rl i R2 przetng sie w linii
AS, prostopadtej ze Srodka RI Rl wyprowadzonej. Jezeli sklepienie ma
by¢ paraboliczne, to A bedzie wierzchotkiem paraboli, a styczne w RI i
R? przetng prostg V1>S w odlegtosci AR=AS.

Jezeli sklepienie ma by¢ tukiem kota, to wtedy najtatwiej wyzna-
czy¢ punkt R w ten sposéb: PoprowadZzmy przez Rl i R2 (fig. 24) proste
<) i e2, prostopadte do al i a2. Oczywistg jest rzecza, ze proste et i el
przetng sie w czwartym punkcie kota przechodzacego przez Rl i R, i
to w punkcie diametralnym wzgledem A. A zatem proste el i e2, be-
dace promieniami odpowiedniemi roztoczy R! i R? przechodza przez
punkta odpowiednie E, i E2 zestawéw u, i u2. W prostej El i E2
musi leze¢ $rodek R, a poniewaz ma on leze¢ i w prostej AS, a wiec
lezy w punkcie ich przeciecia. Jezeli dany jest srodek kota O, to tatwiej
mozna wyznaczy¢ punkt R prowadzac w punktach Ri i R2styczne pro-
stopadte do promieni Ri 0 i R2 0. Nie mogac tu dluzej zajmowac sig
tym przedmiotem, odsytam czytelnika po blizsze szczegély do powyzej
wzmiankowanego Zzrodia.
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Bieguny i (linije) biegunowe.

Wiemy, ze jezeli dowolny czworokat niezupetny jest wpi-
sany w krzywa 2go stopnia, to przeciecia bokow jego przeciw-
legtych i przeciecia stycznych w wierzchotkach przeciwleghych
poprowadzonych, lezg w jednej prostej.

Jezeli wiec obierzemy w plaszczyznie, dowolng krzywg
2go stopnia i dowolny punkt U (fig. 25 i 26), nie lezacy na
krzywej, — poprowadzimy przez U dwie sieczne AC i BD,
a przyjawszy je za przekatne, wykreslimy czworokat niezupetny
ABCD to przeciecia bokéw AB i CD, AD i CB, i stycznych
(w wierzchotkach przeciwlegtych) a i ¢ oraz b i d, muszag le-
zy¢ w jednej prostej u. — ktatwo zauwazy¢, ze punkta prze-
ciecia tej prostej z siecznemi AC i BD, t. j. punkta X i Z, s3
harmonicznie przedzielone od punktu U, przez punkta krzywej,
a mianowicie punkt X przez punkta A i C, punkt za$ Z, przez
punkta B i D, gdyz n. p. w punktach A i C, przecinajg sie
po dwa boki przeciwlegte czworokata PBQD, — a przez punkta
U i X przechodzg jego przekatne. Widoczng jest wiec rzeczg,
ze prosta u mozemy wyznaczy¢ zapomocg jednej tylko sie-
cznej, np. AC, — a to. wyznaczywszy w tej siecznej punkt X,
harmonicznie przedzielony od punktu U przez punkta A i C—
i poprowadziwszy styczne a i ¢ przecinajace sie w punkcie T.
Punkta X i T wyznaczg stale prostg w.

Jakkolwiek wiec poprowadzilibySmy druga sieczng BD,
zawsze punkt przeciecia stycznych b i d, oraz punktZ (czwarty
harmoniczny wzgledem D, U, B) muszg sie znalez¢ w tej pro-
stej. W tejze prostej muszg sie takze spotyka¢ boki przeciw-
legte niezupetnego czworokata ABCD.

W ten sposéb , za pomocg jakiejkolwiek Iub ilukolwiek
dowolnych siecznych stale wyznaczona prosta u nazywa sie
biegunowsg punktu U (wzgledem krzywej danej); punkt U
za$, nazywa sie biegunem prostej u.

Majac dane w plaszczyznie. krzywg k i dowolng pro-
stg u, mozemy wyznaczy¢ jej biegun U. W tym celu, popro-
wadzmy z dowolnych dwdch jej punktéw, dwie pary stycznych
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do k, n. p. z punktow T i R, (fig. 25 i 26) styczne a i e,
oraz bid. Wedlug prawa o czworobokach opisanych na krzy-
wej drugiego stopnia, przekatne czworoboku abcd, oraz pro
ste AC i BD, faczace punkta stycznosci bokdédw odpowiednich,
przecinajg sie w jednym punkcie U. tatwo zauwazy€, ze pro
sta BU jest harmonicznie przedzielona od prostej u przez sty-
czne b i d, a prosta TU przez styczne a i ¢, gdyz punkt U
jest harmonicznie przedzielony od X przez punkta A i C, a
od Z przez punkta B i D.

Punkt U zatem, mozemy stale wyznaczy¢ za pomocg je-
dnego tylko punktu prostej u, — a za pomoca kazdego innego
punktu tej prostej (z ktérego mozemy poprowadzi¢ dwie styczne
do krzywej k) musimy doj$¢ ta samg droga do tego samego
punktu U.

Jezeli biegunowa u przecina krzywa k, to proste prze-
chodzace przez biegun U i przez punkta przeciecia, sg sty-
czne do krzywej. Gdyz wszelka sieczna BD przecina krzywg k
w dwdch punktach B i D, harmonicznie przedzielonych przez
punkta U i X, a gdy sieczna zbliza sie do stycznej, punkta
B, X, D, zblizajg sie do siebie coraz bardziej, az nareszcie zle
wajg sie w jeden punkt — stycznosci. To moze nam postuzyé
do wyznaczania biegunéw i biegunowych.

Powyzej dowiedzione prawa dadza sie stresci¢ w nastepu-
jacych dwaéch twierdzeniach :

Jezeli przez dowolny punkt U,
w plaszczyznie danej krzywej
2go stop. ale nie na krzywej
lezacy, poprowadzimy ilekolwiek
dowolnych siecznych i wyzna-
czymy

1) przeciecia bokéw prze-
ciwlegtych w kazdym czworo-
kacie wpisanym w krzywa,
ktorego przekagtnemi sg Ktore-
kolwiek dwie sieczne,

Jezeli z ilukolwiek dowolnych
punktow dowolnej prostej u,
lezacej w plaszczyznie danej
krzywej 2go stop, ale nie sty-
cznej, poprowadzimy z kazdego
po dwie styczne i wyznaczymy:

1) przekatne w kazdym
czworoboku utworzonym przez
dowolne dwie pary stycznych
stanowigcych  boki  przeciw-
legte



2) na kazdej siecznej punkt
harmonicznie przedzielony od U,

przez przeciecia siecznej z
krzywa,
3) punkta przeciecia sty-

cznych , poprowadzonych przez
punkta wyznaczone w krzywej
przez kazdag sieczng,

4) punkta stycznosci, sty-
cznych z punktu U poprowa-
dzonych (jezeli te sa mozliwe),
— to wszystkie te punkta lezg
w jednej prostej u, ktora sie
nazywa biegunowg punktu U
(wzgledem tej danej krzywej).
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2) dla kazdego punktu pro-
stej u, przez ktoéry poprowa-
dzono dwie styczne, prostg har-
monicznie przedzielong przez
te styczne od prostej u,

3) proste taczace punkta sty-
cznosci kazdej pary stycznych,

4) styczne w punktach prze-
ciecia sie prostej u z krzywa
(jezeli u przecina krzywa) ,
— to wszystkie te proste prze-
chodzg przez jeden punkt U,
ktory nazywa sie biegunem pro-
stej u (wzgledem danej krzywej).

Poniewaz krzywe 2go stopnia sg linijami zamknietemi, a
zatem kazda z nich dzieli ptaszczyzne w ktorej lezy, na dwie
czesci: jedna wewnatrz, drugg zewnatrz krzywej. Kazdy punkt
ktory nie lezy na krzywej, musi leze¢ zewnatrz lub we-
wnatrz krzywej. Punkta lezace zewnatrz, sg od punktow le-
zacych wewnatrz krzywej, przez krzywg przedzielone. Je-
zeli prosta faczaca dwa punkta A i B przecina sie z krzywa
w dwdch punktach harmonicznie przez dwa pierwsze przedzie-
lonych, to mdéwimy przez skrocenie, ze punkta A i B sa przez
krzywa harmonicznie przedzielone. Tak samo, jezeli sie méwi,
ze pewien punkt A, jest przez krzywa harmonicznie przedzie-
lony od pewnej prostej, — to znaczy, ze ta prosta przechodzi
przez wszystkie punkta harmonicznie przedzielone przez krzy-
wg od punktu A — (czyli ze jest biegunowa punktu A). —

Jezeli biegun lezy wewnatrz krzywej, to jego biegunowa
lezy zewnatrz krzywej, i kazdy jej punkt jest od bieguna har-
monicznie przedzielony przez krzywa. Jezeli za$ biegun lezy
zewnatrz krzywej, to jego biegunowa krzywg przecina, a wiec
w tym razie tylko cze$¢ tej biegunowej, zawarta w krzywej,
jest przez krzywg , od bieguna harmonicznie przedzielona. Je-
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zeli biegun lezy na krzywej,

to jego biegunowa, jak to ta-

two spostrzedz, bedzie styczna w tym punkcie do krzywe;j;
a wiec przechodzi przez swdj biegun.

Teoryja biegunowosci opiera sie gtownie na naste.puja-

cem prawie:

Biegunowe wszystkich
punktoéw jednej prostej
u, przechodzg przez bie-
gun U tejze prostej.

Albowiem, kazdy punkt tej
prostej, lezacy wewnatrz krzy-
wej, jest przez krzywsg harmo-
nicznie przedzielony od U, a
wiec jego biegunowa musi prze-
chodzi¢ przez U. Biegunowa
kazdego punktu lezacego ze-
whnatrz krzywej, jest prosta
faczaca punkta stycznosci, sty-
cznych z tego punktu poprowa-
dzonych — a wiec musi prze-
chodzi¢ przez U; nakoniec je-
zeli punkt lezy na krzywej, to
jego biegunowa jest styczng
w tym punkcie i przechodzi
rowniez przez U.

Bieguny wszystkich
promieni jednego punk-
tu U lezg w biegundéwej
u tegoz punktu.

Albowiem, jezeli dany pro-
mien przecina krzywa, to jego
biegun lezy na przecieciu sty-
cznych w punktach przeciecia
poprowadzonych, a wiec w pro-
stej u; jezeli dany promien
krzywej nie przecina, to jego
biegun wewnatrz krzywej leza-
cy, musi by¢ harmonicznie
przedzielony przez krzywg, od
kazdego punktu tegoz promie-
nia a wiec i od U, a zatem
musi leze¢ w prostej w zawie-
rajgcej wszystkie punkta od U
przez krzywa harmonicznie prze-
dzielone. Jezeli nakoniec pro-
mien jest styczny do krzywej,
to jego biegun jest punktem sty-

cznosci, ktory musi leze¢ w
prostej u.
(Biegun prostej, przechodzacej przez dwa punkta dane,

lezy na przecieciu biegunowych tych punktéw, a biegunowa p.
przeciecia dwdch prostych danych, jest prostg taczaca bieguny
prostych danych).

mozemy juz z zupeing
szczegOlniej dla

Za pomocg teoryi biegunowosci
doktadnoscig stosowa¢ prawo odwrotnosci,
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twierdzen odnoszacych sie do zestawdéw ptaskich , gdyz za po-
mocg dowolnej krzywej 2go stopnia mozemy kazdy zestaw pla-
ski zamieni¢ na inny, biegunowy wzgledem pierwszego,
w ktorym zamiast punktéw wystepujg proste, zamiast prostych
— punkta etc. a whasnosci tego nowego zestawu dadzg sie wy-
prowadzi¢ z wiasnosci pierwszego. Tak n. p. Brianchon wy-
prowadzit swoje prawo z prawa Pascal'a, uwazajac ze: styczne
w wierzchotkach szesciokgta wpisanego w krzywa 2go stop.,
(stanowigce boki Gcio-kata opisanego na krzywej), sa bieguno-
wemi tychze wierzchotkdédw: punkta przeciecia tych stycznych,
sg biegunami odpowiednich bokéw; — gtéwne przekatne tego
Gcio-kata sg biegunowemi punktow przeciecia bokdéw przeciwle-
glych Gcio-kata wpisanego; a poniewaz podiug prawa Pascala,
przeciecia tych bokéw przeciwlegtych leza w jednej prostej w,
przeto przekatne 6cio-kata opisanego, jako ich biegunowe, mu-
szg sie przecina¢ w jednym punkcie, a mianowicie w biegunie
prostej w.

DowiedliSmy powyzej, ze biegunowe wszystkich punktéw
jednej prostej u przechodzg przez jej biegun U. A zatem ze-
stawowi prostemu u, odpowiada roztocz promieni U. tatwo
dowie$¢, ze te dwa zestawy s3 wzgledem siebie rzutowemi,
gdy kazdemu punktowi odpowiada jego biegunowa. Jezeli bo-
wiem cztery punkta: A, B, C, D, tej prostej, sg czterema p nk-
tami liarmonicznemi to ich biegunowe a, 9§, ¢, d, muszg by¢
4ma promieniami liarmonicznemi , gdyz wykresliwszy czworo-
kat KLMN, ktérego dwa boki przeciwlegte przechodza przez A,
dwa drugie przez O, jedna przekatna przez B, a druga przez
1), to temu czworokatowi odpowiada czworobok k! m n, ktére-
go dwa wierzchotki przeciwlegte upadng w a, dwa dru-
gie w c, jedno przeciecie bokoéw przeciwlegtych w 6, a drugie
w d, a wiec te cztery promienie sg harmoniczne, a to na za-
sadzie dowiedzionego wyzej prawa, ze proste faczace po dwa
wierzchotki przeciwlegte czworoboku , sg harmonicznie przedzie-
lone przez przeciecia sie bokdw przeciwlegtych czworoboku
(czyli przez 5ty i Gty wierzchotek czworoboku zupetnego).

DowiedliSmy wiec, ze :
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Jezeli dowolny punkt P opisuje zestaw pro-
sty w, to jego biegunowa p opisuje roztocz pro-
mieni U, rzutowa wzgledem u.

To prawo, okresla blizej zalezno$¢ zestawéw biegu-
nowycli. Z tegoz prawa wyprowadzamy nastepujace :

Jezeli dane sg w ptaszczyznie, dwie krzywe
2go0 stop. — i wyznaczymy dla kazdego punktu
jednej z nich, biegunowa wzgledem drugiej, to
wszystkie te biegunowe otaczaja trzeciag krzywa
2go stop, (stanowig roztocz 2go stop.)

Gdyz jezeli wyobrazimy sobie pierwsza krzywa, jako
utworzona przez dwie rzutowo zespolone roztocze promieni Rl
i R,, to tym roztoczom, odpowiadajg w zestawie biegunowym,
dwa rzutowo zespolone zestawy proste rl i r2, a punktom
krzywej, czyli punktom przeciecia sie promieni odpowiednich,
roztoczy Rl i Rl , odpowiadajg promienie tgczace punkta odpo-
wiednie zestawow rl i r2, ktére jak wiemy stanowig roz-
tocz 2go stop.

W kazdej ptaszczyznie, za pomocg danej krzywej 2go st.
mozemy dla kazdego punktu wyznaczy¢ odpowiednia mu bie-
gunowg a dla kazdej prostej odpowiedni jej biegun.

Tu wprowadzimy nastepujgce okreslenie

Dwa punkta jednej ptaszczy Dwie proste nazywajg sie
zny nazywaja sie sprzezo- sprzezonemi, jezeli je-
nemi, jezeli jeden lezy w bie- dna przechodzi przez biegun

gunowej drugiego. drugiej.
Dowolny wiec punkt jest sprzezonym z kazdym punktem
jego biegunowej, — a dowolna prosta jest sprzezong z kazdg

prosta przechodzaca przez jej biegun.

Kazdy punkt krzywej , jest sam z sobg sprezonym, gdyz
lezy na swojej biegunowej — a kazda styczna jest sama z so-
ba sprzezona, gdyz przechodzi przez swoj biegun.

Jezeli prosta faczaca dwa  Jezeli z punktu przecigcia
punkta sprzezone: A iB, prze- dwoch prostych sprzezonych:
cina krzywa, to punkta prze- a i 0, mozna poprowadzi¢ dwie



ciecia sg harmonicznie przedzie-
lone przez A i B.

Gdyz biegunowa punktu A
przechodzi przez B i zawiera
wszystkie punkta, od A przez
krzywa harmonicznie przedzie-
lone; a wiec i punkt B lezacy
w biegunowej jest harmonicznie
przedzielony.
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styczne do krzywej, to te sg har-
monicznie przedzielone przez
aihb

Gdyz biegun prostej a lezy
na b i przez niego przechodza
wszystkie proste, od b przez
dwie styczne krzywej, harmo-
nicznie przedzielone; a wiec i
prosta b, przechodzaca przez
biegun, jest harmonicznie prze-
dzielona.

Z okreslenia prostych i punktéw sprzezonych wyptywa:

Jezeli kazdy z dwoch punk-
tow A i B jest sprzezonym z
trzecim C, to prosta AB jest
biegunowa punktu C, — gdyz
ta biegunowa musi przechodzié
przez A i przez B.

Jezeli kazda z dwoch pro-
stych a i b jest sprzezong z
trzecig ¢, to ich punkt prze-
ciecia ab, jest biegunem pro-
stej <, — gdyz ten biegun musi
leze€ na a ina b

Z pierwszego ogolnego twierdzenia okreslajagcego wiasno-
§ci biegunéw i biegunowych wyptywa :

Jezeli dowolny czworokat zu-
pelny, wpisanym jest w krzy-
wg 2go stop, to z trzech punk-
tow w ktorych sie przecinajg
boki przeciwlegte, kazde dwa
sg z sobg sprzezone.

Jezeli dowolny czworobok zu-
petny , jest opisanym na krzy-
wej 2go stop., to z trzech pro-
stych  tgczacych  wierzchotki
przeciwlegte, kazde dwie sg
z sobg sprzezone.

Jezeli u i w sg dwie proste lezace w plaszczyznie danej

krzywej , nie sprzezone, a zespolone z sobg w ten sposéb ,
kazdemu punktowi P, prostej u,

ze
ma odpowiada¢ w prostej w

punkt P!, z nim sprzezony, to utworzone przez to dwa zesta-

wy proste u i iv sa zespolone rzutowo.
i roztoczg promieni U,
przez wszystkie biegunowe punktow zestawu u,

stawem rzutowo zespolonej (ob. wyzej).

jest przecieciem prostej iv

Albowiem zestaw w

utworzong,

i z tym ze-

Wszystkie promienie
5
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zatem , tgczace punkta odpowiednie zestawdw u iw, nalezg do
jednej roztoczy, Igo albo 2go stop., wedle tego, czy punkt ww
jest odpowiedniowsp6lny lub nie, t.j. czy jest sam z sobg sprze-
zonym (lezy na danej krzywej) lub nie.

Poniewaz kazdy punkt P jest sprzezony z punktami P! i
U, a wiec prosta P! U jest biegunowa punktu P, a prosta P1P,
jest sprzezong z P1U.

Powyzszg zatem roztocz promieni, lgo lub 2go stop, mo-
zemy otrzymaé prowadzac przez kazdy punkt P!, prostg sprze-
zong z PIU. To samo mozna wyrazi¢ w inny jeszcze sposob,
a mianowicie: Jezeli dowolng roztocz prom. U, przetniemy do-
wolng, ale nie biegunowag punktu U, prosta w, iww kazdym
punkcie przeciecia, wykreslimy sprzezong z promieniem przez
ten punkt przechodzacym to wszystkie te sprzezone beda pro-
mieniami jednej roztoczy lIgo lub 2go stopnia, stosownie do
tego, czy biegunowa punktu U, przecina dang krzywg w tym
samym punkcie co i prosta w, lub nie.

Jezeli dwa punkta U i W, niesprzezone, lezace w jednej
ptaszczyznie z dang krzywa 2go stopnia, obierzemy za Srodki
dwdch roztoczy promieni. zespolonych z sobg w ten sposdb,
ze kazdemu promieniowi />! , roztoczy W, ma odpowiada¢ pro-
mien z nim sprzezony p, roztoczy U, to te dwie roztocze be-
da zespolone rzutowo. Albowiem roztocz U, jest rzutnig zesta-
Wu prostego w, utworzonego przez bieguny wszystkich promieni
roztoczy W, i rzutowo zespolonego z tg roztocza W. Przeciecia
zatem promieni odpowiednich, roztoczy U i W, lezag w jednym
zestawie prostym albo krzywej 2go stopnia, stosownie do tego
czy promien U W jest odpowiedniowspélnym czy nie, t.j., czy
jest sam z sobg sprzezony (styczny do danej krzywej) czy nie.

Poniewaz kazdy promien pi jest sprzezonym z p iwv,
przeto punkt p w, jest biegunem prostej pl, a punkt pl p, jest
sprzezonym z punktem p w. Powyzszy wiec zestaw prosty lub
krzywa 2go stopnia mozemy otrzymaé, wyznaczajac w kazdym
promieniu p, punkt sprzezony z punktem p w.

To samo mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob: Jezeli do-
wolny zestaw prosty w, rzucamy z dowolnego punktu U, (ktéry
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nie jest jej biegunem) i w kazdym promieniu rzucajacym, wy-
znaczymy punkt sprzezony z punktem rzucanym, to wszystkie
te punkta sprzezone utworzg zestaw prosty lub krzywa 2go st.,
stosownie do tego, czy biegun prostej w lezy ze Srodkiem roz-
toczy U, w jednej stycznej do danej krzywej, — czy nie.

Otrzymujemy zatem nastepujace prawa:

Jezeli w plaszczyznie danej krzywej 2go stop, dany jest
dowolny punkt U, i dowolna, ale nie przechodzgca przez nie-
go, ani tez jego biegunowa, prosta w,

— i w kazdym promieniu roz-
toczy U, wyznaczymy punkt
sprzezony z punktem przeciecia
tego promienia z prostg w, to
wszystkie te punkta leza w je-
dnej krzywej 2go stopnia.

Krzywa ta musi przechodzié
przez biegun W, prostej w,
przez punkt U, i przez punkta
stycznosci dwoch stycznych z U
do danej krzywej poprowa-
dzone (jezeli te styczne sg mo-
zliwe) — gdyz kazdy 1z tych
punktow jest sprzezony w punk-
tem przeciecia stycznej z pro-
stg w.

Tylko wtedy zamiast krzywej
2go stopnia otrzymujemy pro-
stg, gdy prosta w, przechodzi
przez jeden z tych punktéw
stycznosci, tj gdy prosta UW
jest styczng do danej krzywej.

(Jezeli prosta w przechodzi
przez taki punkt stycznosci, to
jej biegun lezy w stycznej —
w tej samej co i punkt U, po-
wyzej za$ dowiedziono, ze je-

— i w kazdym punkcie pro-
stej w, wykreslimy prostg sprze-
Zong z promieniem roztoczy Z7,
przez ten punkt przechodzacym,
to wszystkie te proste nalezg
do jednej roztoczy 2go stop.

Roztocz ta zawiera bieguno-
wg u, punktu U, prostg iv, i
dwie styczne w punktach prze-
ciecia prostej w z krzywa d a-
ng (jezeli to przeciecie ma miej-
sce) , — gdyz kazda z tych
stycznjch jest sprzezong z pro-
mieniem roztoczy U przecho-
dzacym przez ten punkt prze-
ciecia.

Tylko wtenczas zamiast roz-
toczy 2go stopnia otrzymujemy
roztocz Igo stopnia, gdy punkt
U lezy na jednej z tych sty-
cznych, t.j. gdy punkt uw le-
zy na krzywe;j.

(Jezeli punkt U lezy na je-
dnej z tych stycznych, to jego
biegunowa przechodzi przez
punkt stycznosci, — przez ten
sam , przez ktéry przechodzi

5
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zeli prosta UW jest styczna, prosta w. Powyzej za$ dowie-

to otrzymujemy zamiast krzy- dziono, ze jezeli punktuw lezy

wej linije prosta ¥ na Kkrzywej, to otrzymujemy
roztocz Igo stop.).

Jezeli wiec w plaszczyznie danej krzywej 2go stopnia za-
trzymamy tylko staty punkt U, to dla kazdego punktu tej pfa-
szczyzny mozemy wyznaczy¢ jeden tylko punkt, z nim sprze-
zony i lezacy w jednym promieniu punktu U. Nazwawszy kazde
takie dwa punkta sprzezone — odpowiedniemi, otrzymamy no-
wy rodzaj zespolenia, nazwany zespoleniem drugiego
stopnia. W tym zespoleniu, odpowiada dalej: kazdej pro-
stej , — jedna krzywa 2go stopnia (w niektérych tylko przy-
padkach prosta).

Zespolenia 2go stopnia dokonywamy takze, jezeli w pila-
szczyznie danej krzywej 2go stopnia, obieramy tylko statg pro-
sta w, nazywajac promieniem odpowiednim dowolnej prostej,—
promief sprzezony 1z tg prostg, przecinajacy sie z nig w je-
dnym punkcie prostej w. Kazdej roztoczy promieni Igo stopnia
odpowiada tu w ogole roztocz 2go stop, (w niektdrych tylko
przypadkach roztocz Igo stopnia).

Na podstawie dowiedzionych powyzej praw, o zestawach
rzutowo zespolonych, utworzonych z elementéw sprzezonych,
dowies¢ mozemy co nastepuje:

Jezeli trojkat AMB1, jest  Jezeli trojkat UTW, jest opi-
wpisanym w krzywa 2go stop, sanym na krzywej 2go stop.,
to kazda prosta, sprzezona z to kazdy punkt sprzezony z je-
jednym z jego bokéw przecina dnym z jego wierzchotkow, rzu-
dwa drugie w dwoch punktach canym jest z dwdch drugich,
sprzezonych. przez dwa promienie sprzezone.

*)  Szczegblnym przypadkiem tego twierdzenia jest: Srodki wszystkich
cieciw danej krzywej 2go stopnia zchodzacych sie w jednym
punkcie, lezag w innej krzywej 2go stopnia.

W tym przypadku, prosta w jest nieskoniczenie odlegty. Jej
punkta sg od Srodkéw cieciw przez krzywg harmonicznie prze-
dzielone, a wiec z niemi sprzezone.
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Albowiem, w twierdzeniu z lewej strony : (fig. 27).

Zestawy proste AM czyli u i BIM czyli wi bedg zespo-
lone perspektywicznie, jezeli kazdemu punktowi jednego zesta-
wu, przyznamy za odpowiedni, punkt z nim sprzezony w dru-
gim zestawie. Oba wiec zestawy muszg byé przecieciami jednej
roztoczy promieni, ktérej Srodek lezy na przecieciu ktdrychkol-
wiek dwoch promieni tgczacych po dwa punkta odpowiednie.
Punktowi A odpowiada punkt Al (lezacy w biegunowej punk-
tu At j. w stycznej a), punktowi za$ B! odpowiada punkt B
(lezacy w stycznej 0).

Wszystkie inne promienie, taczace po dwa punkta odpo-
wiednie zestawéw w i ml, muszg przechodzi¢ przez punkt H,
w ktorym sie przecinajg promienie a i b; a ze punkt R jest
biegunem boku AB1, a wiec wszystkie promienie sprzezone
z bokiem AB! przechodzg przez ten punkt R i kazdy z nich
przecina dwa drugie boki w dwdch punktach sprzezonych.

Uwazmy teraz w twierdzeniu z prawej strony: (fig. 28).

Jezeli kazdemu promieniowi punktu U, przyznamy za od-
powiedni, sprzezony z nim promien punktu T, to otrzymamy
dwie perspektywiczne roztocze promieni: U i T. Obie te roz-
tocze muszg by¢ rzutniami jednego zestawu prostego, ktory
wyznaczymy, tgczac ktdérekolwiek dwa przeciecia promieni odpo-
wiednich (sprzezonych). Takiemi promieniami odpowiedniemi
sg a i al, rownie jak b i bl, prosta wiec w, bedzie ttem ze-
stawu prostego, ktérego kazdy punkt musi by¢ przecieciem
dwobch promieni odpowiednich, roztoczy U i T. Ze za$ pro-
sta w, jest biegunowag punktu W, — a wiec kazdy jej punkt
jest z punktem W sprzezonym, a jak dowiedziono jest rzuca-
nym z punktow U i T, przez dwa promienie sprzezone p i py.

Jezeli dowolng krzywag 2go
stopnia przetniemy dwoma pro-
mieniami sprzezonemi: AC i
BI) (fig. 29), to punkta A, B, C 1),
bedg czterema punktami harmo-
nicznemi, a wiec i styczne a, b,
¢, d, czterema stycznemi harmo-
nicznemi.

Jezeli z dwoch punktéw sprze-
zonych poprowadzimy do krzy-
wej 2 stop, styczne a i ¢, oraz
b i (Z to te cztery styczne be-
da harmonicznemi, a wiec i
punkta stycznosci, — czterema
punktami harmonicznemi.
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Albowiem, uwazmy w twierdzeniu z lewej strony :

Poniewaz promien AC jest sprzezonym z BD, wiec bie-
gun promienie BD lezy na AC, w punkcie przeciecia sie sty-
cznych b i d, t j. w punkcie S. Podobniez, biegunem pro-
mienia AC jest punkt R. Punkta R, B, P, D, sg jak wiadomo
harmonicznemi, a wiec promienie ¢, CB, CP, CD, s3 rowniez
harmonicznemi. Punkta wiec C, B, A, D, sg rzucane z punk-
tu C, a wiec i z kazdego innego punktu krzywej, przez 4 pro-
mienie harmoniczne — czyli, ze same sg harmoniczne, (Pro-
mieniem rzucajgcym punkt C, z tegoz samego punktu C, jest
styczna c¢.) — Twierdzenie z prawej strony dowodzi sie zupel-
nie podobnie — a zresztg, wyptywa z prawa odwrotnosci.

Wszystkie powyzej dowiedzione prawa o krzywych 2 st.,
dadza sie przenie$¢ na powierzchnie stozkowe 2go stop, za po-
mocg rzutdbw. Biegun zamienia sie na promien bieg u-
nowy, — biegunowa, na ptaszczyzne biegunowas.

To zastosowanie teoryi biegunowosci, do powierzchni stoz-
kowych i w ogdle do wiazki, zbyt jest fatwem aby je tutaj
rozwijaé. —

Wiasnos$ci metryczne krzywych 2¢° stopnia
i zestawOw rzutowo podobnych.

Z teoryi biegunowosci mozemy fatwo wyprowadzi¢ caly szereg
praw znanych zkad ingd w geometryi. A mianowicie:

Srodki cieciw réwnolegtych krzywej 2go stopnia leza, w jednej
prostej, ktérg nazywamy Srednicag tej krzywej. Albowiem S$rodki te,
sg przez krzywa harmonicznie przedzielone od Pco a wiec lezg wszystkie
w biegunowej tego punktu. Mozemy wiec réwniez powiedzie¢ ze:

Biegunowe punktéw nieskonczenie odlegtych sa Srednicami krzy-
wej 2go stopnia.

Na S$rednicy leza punkta stycznosci stycznych réwnolegtych do
cieciw, ktére Srednica dzieli na dwie czesci réwne, — gdyz sg to sty-
czne przechodzace przez biegun tej $rednicy.

Styczne w konicach ktérejkolwiek z tych cieciw poprowadzone,
przecinajg sie na S$rednicy.
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Kazda z tych cieciw jest sprzezony z $rednicg dzielacg ja na
dwie czesci rowne.

Poniewaz biegunowe punktéw lezacych w jednej prostej, przeci-
naja sie w jednym punkcie, przeto :

Wszystkie Srednice przecinajg sie w jednym punkcie.

Punkt ten jest biegunem prostej nieskonczenie odlegtej i nazywa
sie srodkiem krzywe;j.

Tylko elipsa i hyperbola majg rzeczywisty $rodek, poniewaz nie
sg styczne do prostej niesk. odl.

Kazda cieciwa przechodzaca przez $rodek jest Srednicg i zostaje
przez niego podzielona na dwie czesci réwne. — gdyz Srodek jest
harmonicznie przedzielony przez krzywa od Poo lezagcego w kierun-
ku $rednicy.

Jezeli dwie cigciwy przecinajgc sie , dzielg sie na dwie czesci
réwne, to punkt ich przeciecia jest biegunem prostej nieskonczenie od-
legtym czyli Srodkiem, cieciwy za$ sg Srednicami.

Parabola jest styczng do prostej niesk. odlegtej, a wiec biegunem
tej prostej jest jej punkt stycznosci (niesk. odlegly). Parabola wiec nie-
ma S$rodka rzeczywistego. Wszystkie $rednice paraboli sg réwnolegte
gdyz przecinajg sie w biegunie prostej nieskonczenie odlegtej, ktory
jest Poo ; nie mozemy jednak tego punktu nazwa¢ Srodkiem, poniewaz
$rednice nie dzielg sie w nim na dwie réwne czesci.

Poniewaz styczne w korncach biegunowej poprowadzone, przeci-
naja sie w biegunie, przeto:

W $rodku hyperboli przecinaja sie asymptoty.

Widocznem jest, ze $rodek hyperboli lezy zewnatrz, $rodek elip-
sy — wewnatrz Kkrzywej.

Dla kazdej $rednicy elipsy lub hyperboli, istnieje $rednica sprze-
zona, tak ze kazda z tych dwéch s$rednic, przechodzi przez nieskoricze-
nie odlegly biegun drugiej. Kazda z nich, dzieli cieciwy réwnolegte do
drugiej, na dwie czesci réwne.

Jezeli jedna 1z dwodch Srednic sprzezonych przecina krzywa ,
to styczne w jej koncach poprowadzone, sa do drugiej réwnole-
glte; ztad:

Przekatne réwnolegtoboku wpisanego lub opisanego na krzywej
2go stopnia sa $rednicami sprzezonemi. Albowiem, przeciecie tych prze-
katnych jest biegunem prostej przechodzacej przez punkta przeciecia
bokéw przeciwlegltych, ktéra to prosta jest w tym razie nieskorczenie
odlegla. Przeciecie to jest wiec $rodkiem, a przekatne Srednicami; ta-
two za$ dostrzedz, ze kazda z nich przechodzi przez biegun drugiej, sa
wiec Srednicami sprzezonemi.
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Z ostatniego twierdzenia wyptywa:

Cieciwy t3czace dowolny punkt krzywej z koricami dowolnej Sre-
dnicy, sa réwnolegte do dwoch Srednic sprzezonych.

Jezeli dane sg dwie pary $rednic sprzezonych, $rodek i jeden
punkt krzywej 2go stopnia, to krzywa jest wyznaczong ; — albowiem
poprowadziwszy przez punkt dany P, Srednice i wyznaczywszy drugi na
niej lezacy punkt krzywej, Q (za pomoca tego prawa, ze PQ podzielone
jest przez srodek na dwie czesci réwne) i wykresliwszy na PQ jako na
przekatnej, dwa réwnolegtoboki, prowadzac boki réwnolegle do kazdej
pary danych S$rednic sprzezonych , otrzymamy w wierzchotkach tych
rownolegtobokdéw, 6 punktow krzywej.

Podobniez, krzywa 2go stop, jest wyznaczong przez dwie pary
Srednic sprzezonych i jedng styczna.

Jezeli krzywa ma dwie pary $rednic sprzezonych prostopadtych,
to jest kolem; gdyz wykreslajgc powyzsze réwnolegtoboki otrzymamy
prostokaty, ktorych wszystkie przekatne (Srednice tej krzywej) sa ro-
wne, co ma miejsce tylko w kole. — A wiec :

Krzywa majgca wiecej jak jedng pare $rednic sprzezonych pro-
stopadtych jest kotem.

Srednice sprzezone prostopadte do siebie nazywamy osiami,
a ich przeciecia z krzywa wierzchotkami.

W kole kazda para $rednic sprzezonych jest parg osi. Elipsa ma
jedna pare osi i cztery wierzchotki; hyperbola, — jedna pare osi i dwa
wierzchotki; parabola, —jedng tylko o$ rzeczywistg (dzielgca cieciwy do
niej prostopadite, na dwie czesci réwne) — i jeden tylko wierzchotek
rzeczywisty.

Wiemy ze dwie proste sprzezone sa harmonicznie przedzielone
przez styczne z punktu ich przecigcia do krzywej poprowadzone, —
a wiec :

Dwie Srednice sprzezone hyperboli sg harmonicznie przedzielone
przez jej asymptoty, — a zatem z dwdch jej Srednic sprzezonych, jedna
Srednica przecina hyperbole , druga jej nie przecina.

Osie hyperboli dzielg katy utworzone przez asymptoty, — na dwie
czesci rowne (ob. str. 21).

Na kazdej prostej réwnolegtej do jednej ze S$re Inic sprzezonych
hyperboli, wyznaczajg asymptoty odcinek rzeczywisty, ktorego $rodek
lezy na drugiej Srednicy; a poniewaz S$rodek odcinka tejze prostej
roéwnolegtej, wyznaczony przez krzywa (t. j. Srodek cieciwy), takze sie
w tej drugiej $rednicy, t. j. w tym samym punkcie znajduje, przeto :

Czesci dowolnej siecznej, zawarte miedzy krzywa i asymptotami,
sq sobie réwne i : czesci stycznej miedzy punktem stycznosci i asymp-
totami sg sobie réwne.
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Opierajagc sie na pierwszej czesci ostatniego prawa, mozemy
z wielka tatwoscig, wyznaczy¢ dowolng liczbe punktéw hyperboli, ma-
jac dane asymptoty i jeden punkt do niej nalezacy, a to, prowadzac
przez pankt dany dowolng liczbe siecznych i wyznaczajgc w kazdej
z nich , drugi punkt do krzywej nalezacy.

Hyperbola nazywa sie réwnoramienng, jezeli jej asymptoty sa
prostopadte. Wtedy, katy utworzone przez dowolne dwie $rednice
sprzezone, sg przez asymptoty podzielone na dwie czesci réwne (str. 21).
Jezeli wiec jedna ze $rednic sprzezonych obraca sie na okoto $rodka, to
druga obraca sie w przeciwnym toku o ten sam kat, tak ze powstajg
dwie jednakowe lecz w przeciwnych tokach opisane roztocze. Roztocze
(rzutowo zespolone) rzucajace hyperbole réwnoramienng z koncow jej
osi (z wierzchotkdéw), sa réwniez jednakowe (i przeciwtoczne), gdyz
kazde dwa promienie odpowiednie, t. j. rzucajace jeden punkt hyper-
boli, sg rownolegte do dwoch $rednic sprzezonych (str. 72), ktére ja-
keSmy dopiero co widzieli tworzg roztocze jednakowe. (Dawniej do-
wiedziono, ze dwie jednakowe i jednotoczne roztocze wydajg koto).
W paraboli, prosta tgczaca $rodek C, dowolnej cieciwy AB , z punk-
tem D, przeciecia sie stycznych w A i B poprowadzonych , jest $redni-
cg paraboli, — gdyz jej biegunem jest Pwox prostej AB. — Poniewaz
za$ punkt D jest biegunem prostej AB, a wiec powinien by¢ od punk-
tu C, przez krzywag harmonicznie przedzielony, a ze drugi punkt prze-
ciecia $rednicy DC z krzywa jest Poo, przeto parabola dzieli CD na
dwie czesci rowne, czyli ze:

Odcinek prosty, taczacy punkt przeciecia dwoch stycznych para-
boli, ze $rodkiem cieciwy taczacej punkta stycznosci, zostaje podzielony
przez parabole na dwie czesci réwne.

Wiele jeszcze wiasnosci krzywych 2go stopnia mozemy wyprowa-
dzi¢ ze sposobu ich powstawania. W tym celu zauwazmy najprzod:

Jezeli u (ABCD...) i ul (Al B!l Cl D1..) sa zestawami rzutowe-
mi, to jak wiadomo:

AB CB

0

Jezeli jeden z uwazanych tu punktéw n. p. C, jest nieskonczenie
odlegty, to stosunek zawierajagcy C, réwna sie jednosci

. CcB cD — BD BP
gdyz: CD = cD cD

a poniewaz: CD = o, przeto: Op 1 —0=1

Tak samo, jezeli Cl jest nieskonczenie odlegtem, to;

Y4 D,
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Jezeli C i Cl sg nieskonczenie odlegte to powyzsze zestawy sg
rzutowo podobne, a réwnanie I, zamieni sie na:
AB 1 B, /TTX
AD  — Al DX (Sl
czyli w ogole. Dwa odcinki jednego zestawu, sa propor-
cyjonalne do odpowiednich odcinkéw drugiego ze-
stawu. ¥

Przejdzmy teraz do krzywych 2go stopnia:

Wiemy, ze dowolne dwie styczcne u i ul, przecinaja wszystkie
inne w dwéch rzutowych zestawach pr. — i ze punktowi przeciecia tych
stycznych u i wl odpowiada w kazdej z nich punkt stycznosci.

Zastosujmy to do hyperboli: Nazwijmy: C i Al dwa nieskorcze-
nie odlegte punkta stycznosci assymptot u i wl. Punkt przeciecia assymp-
tot bedzie punktem C! czyli A. Jezeli poprowadzimy dowolne dwie sty-
czne b i d, przecinajgce u i u, w punktach B, D i Bt, D1, to, pa-
mietajgc o tem, ze C i Al sg nieskonczenie odlegte, bedziemy mieli
wedtug I

—I: 875 czyli: ab-0 b = ad-c d

pomnozywszy obie strony réwnania przez wstawe kata zawartego mie-
dzy asymptotami, otrzymamy z jednej strony powierzchnie tréjkatow
utworzonych przez asymptoty i styczne b (z jednej strony) i d (z dru-
giej strony). A wiec:

Powierzchnie tréjkatow utworzonych przez dwie
asymptoty hyperboli i dowolne styczne, sa rowno-
wazne.

Jezeli P jest punktem stycznosci stycznej B B1, to tak wiemy:
BP == Bl P. Poprowadziwszy przez P prostg P Q, rownolegta do ul i
gdy Q oznacza punkt przecigcia sie tej prostej PQ z prostg u, wte-
dy bedzie:

PQ = % C! Bl i AQ = | AB,
jezeli asymptoty przyjmiemy za osie wspotrzednych to mozemy napisac
dla punktu P:
y =5 Bi i >x= J AB,
a poniewaz, jak dowiedziono, AB > Cl B! jest iloscia statg, wiec
tez dla kazdego dowolnego punktu P otrzymamy:

xy = Const
t. j. réwnanie hyporboli, odniesionej do asymptot.

*) Z przyczyny tej to wihasnoséci nazwano takie dwa zestawy proste
podobnemi (rzutowo).
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Jezeli u i ul sa dwie réwnolegte styczne elipsy lub hyperboli (dla

paraboli jest to niemozliwem). a A

i Cl ich punkta stycznosci, to (uwa-

zajac jak poprzednio) ich nieskonczenie odleglty punkt przeciecia bedzie

punktem A, czyli C. Poprowadziwszy styczne BB! i DD!, bedzie-
my mieli :

CB b Al B!

COD — 1 1| ail)l — 1 a Ztad:

AB.C1B! = AD.C1D!
czyli: AB:AD =C1D1.CiB!

Oba ostatnie réwnania tatwo wyrazi¢ stowami.

Roztocze i powierzchnie skosne.

Zapomocg jednorodnych zestawdw zasadniczych, rzutowo
zespolonych, lezacych w jednej ptaszczyznie lub w jednej wigz-
ce, otrzymaliSmy krzywe, roztocze i powierzchnie stozkowe
2go stopnia. Zobaczmy teraz, czy zestawy zasadnicze, dowol-
nie w przestrzeni lezace, nie wydajg innych jeszcze zestawow
2go stopnia.

Najprz6d mozemy zauwazy¢, ze:

Roztocz promieni R i rzuto-
WO Z nig zespolony zestaw pro-
sty w, — wydaja te sama roz-
tocz ptaszczyzn Igo Ilub 2go
stopnia, ktora by zostata utwo-
rzong przez roztocz R i roz-
tocz R, rzucajgca zestaw u ze
$rodka R. Gdyz kazde dwa pro-
mienie odpowiednie roztoczy R
i R1, sg rzucane przez te samg
ptaszczyzne, ktéra rzuca odpo-
wiednie pierwiastki roztoczy R
i zestawu u.

Roztocz promieni R i rzuto
wo z nig zespolona roztocz
ptaszczyzn w, — wydajg te sa-
ma prosta lub krzywa 2go sto-
pnia, ktoraby zostata utworzona
przez roztocz R i roztocz R! ,
bedacg przecieciem roztoczy u
k ptaszczyzng roztoczy R. Gdyz
kazde dwa promienie odpowie-
dnie roztoczy R i Rl przecina-
ja sie w tym samym punkcie,
w ktérym sie przecinajg odpo-
wiednie pierwiastki roztoczy R
i roztoczy u.

Dwie rzutowo zespolone roztocze promieni, lezace dowol-
nie w przestrzeni, nie daja zwykle (przynajmniej bezposrednio)
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zadnego nowego zestawu, gdyz odpowiednie promienie nie prze-
cinajac sie, nie wyznaczajg zadnego pierwiastku. Tak samo
tez, roztocz ptaszczyzn i rzutowo z nig zespolony zestaw pro-
sty, nie daja nowych zestawow.

Tylko dwa rzutowo zespolone zestawy proste lub dwie
roztocze phaszczyzn, dowolnie w przestrzeni lezace, moga wy-
da¢ nowe zestawy. A mianowicie :

taczac punkta odpowiednie dwoch rzutowo zespolonych
zestawdw prostych, nie lezacych w jednej ptaszczyznie, otrzy-
mujemy roztocz skosnag (promieni). Powierzchnia wy-
petniona przez promienie roztoczy skosnej, nazywa sie po-
wierzchnig skosng. Przez skrécenie mowi¢ bedziemy,
Ze oba powyzsze zestawy proste, s§ rzucane przez roztocz
skosng — (ktorej kazdy promien rzuca dwa punkta odpowie-
dnie). Powierzchnia skos$na jest ttem roztoczy skosnej.

Widocznem jest, ze zadne dwa promienie jednej roztoczy
skosnej, nie lezag w jednej plaszczyznie.

Powierzchnia skosna wypeilniona przez roz-
tocz skosng U, jest takze wypetniong przez drugag
roztocz skosng W, ktérej kazdy promien przecina
wszystkie promienie pierwszej roztoczy U, a nie
przecina zadnego — w tej samej roztoczy W.

Uwazmy bowiem: Niech bedg wa , ul fzy dowolne
promienie pierwszej roztoczy, z ktérych kazdy tgczy dwa punkta
odpowiednie zestawdw prostych w i wl (rzutowo zespolonych).
Mozemy zawsze poprowadzi¢ prostg w? , ktora przecina wszystkie
trzy promienie: u, ul u2 Rzucajac z prostej w2, zeztawy pro-
ste w i wl, otrzymujemy dwie rzutowo zespolone roztocze
ptaszczyzn, majace trzy ptaszczyzny: w2 u, w2 ul, w? u?, od-
powiednio wspdlne, a wiec i wszystkie plaszczyzny odpo-
wiednio-wspolne, to znaczy, ze kazde dwa punkta odpowiednie
zestawow w i wl , lezg w jednej ptaszczyznie z prostg w2, a
ztad, prosta w2, przecina sie z kazdym promieniem roztoczy U.
Tozsamo stosuje sie do kazdej prostej, przecinajgcej trzy pro-
mienie roztoczy U, a wiec:
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Roztocz W skitada sie z wszystkich promieni,
przecinajacych trzy dowolne (a wiec i wszystkie)
promienie roztoczy U. Odwrotnie za$, roztocz U
sktada sie z wszystkich promieni przecinajacych
trzy dowolne (a wiec i wszystkie) promienie roz-
toczy W.

Kazdy promien jednej z tych dwdch roztoczy nazywa
sie kierujacym promienie m drugiej roztoczy, kazda
z tych dwdch roztoczy nazywa sie Kierujaca drugiej roz-
toczy.

Powierzchnia skosna moze by¢é zatem utworzona w dwo-
jaki spos6b, posuwaniem sie prostej , po trzech statych prostych
z ktorych zadne dwie nie leza w jednej plaszczyznie. Trzy
proste stale, sa promieniami Kierujgcemi roztoczy skosnej , opi-
sanej przez prostg ruchoma.

Przez kazdy punkt promienia Kierujacego przechodzi raz
jeden , prosta ruchoma. Prosta ruchoma upada raz jeden
w kazdg dowolng plaszczyzne poprowadzong przez promien Kkie-
rujacy, gdyz kazda taka ptaszczyzna przecina dwa inne promie-
nie kierujgce, a prosta ruchoma przechodzi przez te punkta
przeciecia. Ztad wypada:

Kazdy punkt lezacy wjednym Kazda ptaszczyzna przecho-
promieniu jednej roztoczy, lezy dzaca przez jeden promien je-
takze w jednym promieniu dru- dnej roztoczy, przechodzi takze
giej roztoczy, tworzacej te sa przez jeden promien drugiej
ma powierzchnie skos$na. roztoczy, tworzacej te samg po-

wierzchnie sko$na.

Roztocze skosne, tworza sie takze przy przecieciu sie
dwdch rzutowo zespolonych roztoczy ptaszczyzn, ktérych osie
sie nie przecinajg — ale roztocz skosna, utworzona przez prze-
ciecie roztoczy plaszczyzn u i jest ta samg roztoczg jaka
otrzymujemy, taczac punkta odpowiednie zestawdw prostych u
i ul, powstatych przez przeciecie osi u z roztoczg ptaszczyzn ut
i osi ul z roztocza plaszczyzn u. Kazdy bowiem promien ia-
czacy dwa punkta odpowiednie tych zestawéw, jest zarazem
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przecieciem dwdch plaszczyzn odpowiednich, roztoczy pta-
szCzyzn u i ui.

Przeciecia roztoczy skosnej Rzutnie roztoczy skosnej z
przez dowolne dwa promienie dowolnych dwoch promieni kie-
kierujgce, stanowia dwa zesta- rujacych, stanowig dwie rozto-
wy proste rzutowo zespolone.  cze ptaszczyzn lgo stopnia rzu-

towo zespolone.

Jezeli bowiem w, wl, w2, sa dowolne trzy promienie kie-
rujace roztoczy U, to wszystkie promienie tej roztoczy, moze-
my wyznaczy¢, prowadzac przez wl dowolne ptaszczyzny, wy-
najdujgc punkta przeciecia tych plaszczyzn z w i wl i 13gczac
kazde dwa punkta jednym promieniem, — a wtedy kazde dwa
punkta odpowiednie zestawow w iwl lezag w jednej ptaszczyznie
roztoczy ptaszczyzn wl, — czyli ze zestawy w i wl sg per-
spektywiczne wzgledem roztoczy w2, a rzutowe wzgledem sie-
bie ; kazde za$ dwa punkta odpowiednie sg przecieciami jedne-
go i tego samego promienia roztoczy U z prostemi w i wi; —
albo tez mozemy wyznaczy¢ wszystkie promienie roztoczy U,
rzucajac dowolne punkta prostej w2, z prostych w #w’, a
przeciecie kazdych dwéch plaszczyzn rzucajacych, da jeden pro-
mieri roztoczy U. — Wszystkie za$ plaszczyzny rzucajace,
utworzg dwie roztocze ptaszczyzn, perspektywiczne wzgledem
zestawu w! a wiec rzutowe wzgladem siebie; — kazde za$ dwie
ptaszczyzny odpowiednie beda rzucaty jeden i ten sam promien
roztoczy U.

Cztery promienie roztoczy skosnej, przecinajace sie z do-
wolnym (a wiec i z kazdym) promieniem kierujgcym w 4ch
punktach harmonicznych, — nazywamy promieniami har-
monicznemi roztoczy skosnej. Takie cztery pro-
mienie, rzucane sg z kazdego promienia kierujacego, przez
4 phaszczyzny harmoniczne, — gdyz te cztery plaszczyzny prze-
chodzg przez cztery punkta harmoniczne wyznaczone przez inny
dowolny promien kierujacy w owych 4ch promieniach.

Trzy dowolne promienie: a, b, ¢, z ktérych zadne dwa
nie leza w jednej plaszczyznie, wyznaczajg stale, jeden A4ty
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promienn d, harmonicznie od jednego z nich np. od b, prze-
dzielony.

Jezeli mianowicie, w kazdej prostej, przecinajacej trzy dane
promienie, wyznaczymy do trzech punktéw przeciecia A, B,C, —
czwarty harmoniczny — od B przedzielony, to kazdy taki czwarty
punkt bedzie nalezat do owego czwartego harmonicznego pro-
mienia d, nalezacego do jednej roztoczy skosnej z promienia-
mi a, b ic

Prosta majaca z roztocza skosna wiecej jak dwa punkta
wspolne, lezy catkowicie w powierzchni skosnej, gdyz przeci-
najac wiecej jak dwa promienie tej roztoczy, przecina wszystkie,
a wiec jest jednym z promieni kierujgcych.

Plaszczyzna przechodzaca przez dowolny promied rozto-
czy skosnej — przechodzi¢c musi jak wiemy, rdwniez i przez
jeden promien kierujacy, ale po za temi promieniami u i w
nie moze mie¢ zadnego punktu wspolnego z powierzchnig
sko$ng. Gdyby bowiem istniat taki punkt wspdlny P, to wszel-
ka prosta ptaszczyzny, przez ten punkt przechodzaca a przeci-
najgca promienie u iw, miataby z powierzchnig skosng 3 punk-
ta wspdlne, a wiec catkowicie by w niej lezata— czyli ze po-
wierzchnia sko$na bytaby ptaska, co byé nie moze,

Kazda wiec inna prosta ptaszczyzny przechodzacej przez
dwa promienie w i w, ma z powierzchnig skosng jeden tylko
punkt uw wspoélny — dlatego, kazda takg prosta nazywamy
styczng do powierzchni sko$nej, — a takze ptaszczyzne prze-
chodzacg przez dwa promienie u i w, ptaszczyzna sty-
czng w punkcie przeciecia sie tych promieni.

Kazda prosta, musi mie¢ z powierzchnig skosna tyle punk-
téw wspdlnych, ile ptaszczyzn stycznych przez nig do tejze po-
wierzchni mozna poprowadzic.

Kazda bowiem taka ptaszczyzna styczna, zawiera jeden
promien jednej roztoczy skosnej wypetniajgcej powierzchnie
skosng. Wspomniona za$ prosta, znajdujgc sie z takim pro-
mieniem w jednej plaszczyznie, musi mie¢ z nim, a zatem i
z powierzchnig jeden punkt wspdlny. Zadne dwa takie punkta
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wspolne nie moga sie zla¢ w jeden, gdyz zadne dwa promienie
jednej roztoczy skosnej , nie lezag w jednej ptaszczyznie. —
(W kazdej plaszczyznie stycznej znajduje sie oprécz tego, jeden
promien drugiej roztoczy wypehniajagcej te samg powierzchnie
sko$ng. Jezeli ten promien przecina sie z powyzsza prosta,
w tym samym punkcie co i pierwszy promien, to przez te pro-
sta jedng tylko mozna poprowadzi¢ styczng plaszczyzne —
w przeciwnym za$ razie, prosta ma ten drugi punkt przecie-
cia wspdlny z powierzchnig i dwie plaszczyzny styczne sg
mozliwe).

Z powyzszego wypada, ze kazda prosta w kto-
rej sie zchodzi wiecej jak 2 ptaszczyzn sty-
cznych, nalezy catko wticie do roztoczy sko-
sSnej — gdyz ma wiecej jak dwa punkta wspolne z powierz-
chnig skos$na.

Roztocz skos$na przecina sie¢  Roztocz skos$na jest rzucang
7 kazda ptaszczyzng nie zawie- z kazdego punktu nie lezacego
rajagcg zadnego jej promienia, W zadnym jej promieniu, przez
w krzywej 2go stopnia K. roztocz ptaszczyzn 2go stopnia li.

Aby dowies¢ twierdzenia z lewej strony, wyobrazmy so-
bie roztocz skosng utworzong przez dwie roztocze plaszczyzn
(rzutowo zespolone); plaszczyzna przecinajgca roztocz skosna,
przecina roztocze ptasczyzn w dwdch rzutowo zespolonych roz-
toczach promieni, ktorych promienie odpowiednie przecinajg sie
w tych samych punktach w ktérych promienie roztoczy sko$nej
przecinajg sie z ich plaszczyzng — te wiec ostatnie punkta
przeciecia stanowig krzywg drugiego stopnia.

Aby dowie$¢ twierdzenia z prawej strony, wyobrazmy so-
bie roztocz skos$ng jako utworzong za pomocg dwoéch zestawow
prostych (rzutowo zespolonych). Rzucajac te dwa zestawy z do-
wolnego punktu S. otrzymujemy dwie wspotSrodkowe i rzutowo
zespolone roztocze promieni a kazda ptaszczyzna taczaca dwa
promienie odpowiednie (t. j. nalezagca do roztoczy ptaszczyzn
2go stopnia), zawiera jeden promien roztoczy skosnej, a wiec
rzucajac wszystkie promienie roztoczy skosnej z punktu S (ze-
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wnatrz roztoczy lezacego), otrzymujemy roztocz ptaszczyzn
2go stopnia.

Uwazmy teraz co nastepuje .

Jezeli w dowolnych trzech punktach krzywej K (twier-
dzenie z lewej strony) poprowadzimy trzy ptaszczyzny styczne
do powierzchni skosnej, to te przetng plaszczyzne krzywej K
av trzech promieniach stycznych do K, gdyz kazdy z tych pro-
mieni, lezac w plaszczyznie stycznej i przechodzac przez punkt
stycznosci, ma tylko ten jeden punkt wspdlny z powierzchnig
skosng — a Aviec i z krzywa K.

Z punktu przeciecia sie trzech powyzszych plaszczyzn
stycznych, poprowadzmy wszystkie ptaszczyzny styczne do po-
wierzchni skosnej. Przez kazdy promien roztoczy skosnej prze-
chodzi jedna plaszczyzna styczna, a wiec ten zbiér plaszczyzn,
rzucajacy roztocz sko$ng z punktu zewnatrz lezacego, stanowié
bedzie roztocz ptaszczyzn 2go stopnia, ktora sie przetnie z pta-
szczyzng krzywej K, w roztoczy promieni 2go stopnia. Ta
ostatnia roztocz jest identyczng z roztocza otaczajaca krzy-
wa K, gdyz ma z nig 3 promienie i 3 punkta styczno$ci wspol-
ne. Kazda wiec plaszczyzna powyzszej roztoczy plaszczyzn
2go stopnia, bedzie tak samo jak trzy pierwsze plaszczyzny
styczne, — styczng do powierzchni skosnej, w jednym punkcie
krzywej K.

Podobniez, jezeli przez trzy dowolne punkta, w ktérych
trzy plaszczyzny roztoczy k (w twierdzeniu z prawej strony)
stykaja sie z powierzchnig sko$nag, poprowadzimy plaszczyzne a,
to ta przetnie roztocz k w roztoczy promieni 2go stopnia ota-
czajacej krzywa 2go stopnia, przechodzacg przez trzy powyzsze
punkta i majacag za styczne w tych punktach, trzy proste
w ktérych trzy powyzsze plaszczyzny przecinajg plaszczyzne a,
przechodzacg przez ich trzy punkta stycznosci. Ale ta krzywa
jest identyczng z krzywa w ktorej ptaszczyzna a przecina po-
wierzchnie sko$ng, gdyz ma z nig trzy punkta i trzy styczne
wspélne.  Kazde wiec przeciecie plaszczyzny a z jedng
ptaszczyzng roztoczy k, bedzie styczng do krzywej przeciecia —

6
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czyli wszystkie punkta stycznosci ptaszczyzn roztoczy 7;, beda
rownie jak trzy pierwsze, nalezaty do krzywej 2go stopnia.

Z tych roztrzasali otrzymujemy nastepujace dopetnienie
dwoch ostatnich twierdzen :

Wszystkie plaszczyzny sty- — Wszystkie punkta, w ktorych
czne do powierzchni skosnej ptaszczyzny roztoczy 7r, styka-
w punktach krzywej “k stano- ja si¢ z powierzchnig skosna,
wig roztocz plaszczyzn 2go naleza do jednej krzywej 2go
stopnia. stopnia.

Powierzchnia skosna nie zawierajaca zadnej prostej nie-
skonczenie odlegtej, nazywa sie hyperbolojda skosna.

Poniewaz ptaszczyzna nieskonczenie odlegta nie zawiera
zadnego jej promienia, przeto przecina ja w krzywej 2go sto-

pnia. — Jezeli za$ powierzchnia skosna przecina sie z pta-
szczyzng nieskonczenie odlegta w jednym promieniu jednej roz-
toczy, — a zatem i w jednym promieniu drugiej roztoczy wy-

petniajacej te powierzchnie skosng, to wtedy nazywamy jg hy-
perboliczng parabolojda. Kazda z roztoczy skosnych
tej powierzchni, przecina sie z dwoma dowolnemi promieniami
kierujgcemi w dwdchi zestawach prostych rzutowo - podobnych
(t. j. ktoérych punkta nieskoriczenie odlegte odpowiadajg sobie).

Parabolojda hyperboliczna, moze by¢ takze otrzymana
przez posuwanie sie prostej po dwoch prostych statych, —
rownolegle od statej ptaszczyzny nie zawierajacej kierunku za-
dnej z dwéch prostych statych; albowiem, prosta ruchoma prze-
cina ciggle, nietylko dwie dane proste state, ale i nieskoncze
nie odlegta prosta danej ptaszczyzny. Tworzy wiec powierz-
chnie skosna, majaca jeden (a zatem i drugi) promien nieskon-
czenie odlegly, — a wiec jestto parabolojda hyperboliczna. Ta
powierzchnia przecina sie z kazdg ptaszczyzng nie zawierajaca
zadnego jej promienia w hyperboli, — a tylko przy pewnym
szczegdlnym potozeniu plaszczyzny siecznej, — w paraboli.
Plaszczyzna bowiem sieczna przecina dwa nieskonczenie odle-
glte promienie tej powierzchni w dwoch punktach nieskonicze-
nie odlegtych , ktore tylko wtedy zchodza sie w jeden, gdy
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ptaszczyzna sieczna przechodzi przez punkt przeciecia sie, pro-
mieni nieskonczenie odlegtych.

Hyperbolojdy skosnej, ptaszczyzna nieskonczenie odlegta
nie dotyka ale jg przecina w krzywej 2go stopnia.

Wszystkie plaszczyzny styczne do hyperbolojdy w punk-
tach tej nieskonczenie odleglej krzywej 2go stopnia przecinaja
sie w jednym punkcie, tworzac roztocz ptaszczyzn 2go stopnia
otaczajgcg powierzchnie stozkowa. Ta powierzchnia stozkowa
styka sie z hyperbolojdg w krzywej nieskoriczenie odleglej i na-
zywa sie stozkiem asymptotycznym hyperbo-
lojdy.

Kazdy jego promien jest rownolegly do jednego promie-
nia kazdej roztoczy wypetniajacej hyperbolojde, gdyz przez
kazdy punkt nieskonczenie odlegly w ktérym promien stozka
styka sie z parabolojdg, przechodzg dwa promienie (po jednym
z kazdej z dwdch roztoczy skosnych).

Dowolna ptaszczyzna nie zawierajgca zadnego promienia
hyperbolojdy, przecina jg w hyperboli, paraboli albo elipsie, po-
diug tego, czy ta plaszczyzna przecina nieskonczenie odlegly
krzywa hyperbolojdy, — w dwoéch, w jednym lub w zadnym
punkcie jej nie przecina. To znaczy, czy jest rownolegly do
dwaéch promieni stozka asymptotycznego, do jednego, Ilub do
zadnego nie jest rownolegta.

Z powyzszego, wyptywa nastepujacy wniosek:

Jezeli do kazdego promienia roztoczy skosnej, przez do-
wolny punkt staty (zewnatrz roztoczy znajdujacy sie) — popro-
wadzimy promien réwnolegly, to wszystkie te promienie réwno-
legte, utworzg jedng ptaszczyzne— lub powierzchnie stozkowa,
stosownie do tego, czy roztocz skosna nalezy do hyperbolicznej
parabolojdy lub do hyperbolojdy — t.j. czy te promienie rzu-
cajg nieskonczenie odlegty prosta lub krzywa 2go stopnia w kto-
rej powierzchnia skosna przecina plaszczyzne nieskonczenie
odlegta.
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Zestawy pierwotne rzutowo zespolone.

Zestawy zasadnicze 1go rzedu, jakoto: zestaw prosty, roz
tocz promieni (Igo stopnia) i roztocz ptaszczyzn (Igo stopnia
oraz zestawy przez nie utworzone, a mianowicie :

Roztocz promieni 2go stop., roztocz ptaszczyzn 2go stop.,
krzywa 2go stop., powierzchnia stozkowa 2go stopnia i roztocz
skosna (promieni) nazywajg sie ogolnie zestawami pier-
wotnemi.

Zestawy pierwotne mozemy zespala¢ rzutowo jedne z dru-
giemi, tak jak zestawy zasadnicze, przez co otrzymamy nowe
zestawy i wyprowadzimy nowe prawa dla zestawdw 2go stopnia.

Cecha zespolenia rzutowego jest: 4m pierw, harm. jedne-
go zestawu , odpowiadajg 4 harm. pierw. drugiego zestawu.

Dla przypomnienia, co nazywamy 4ma pierw, harm. ze-
stawdw drugiego stopnia przytoczymy nastepujace dawniej do-
wiedzione twierdzenia :

Cztery punkta harmoniczne
krzywej 2go stopnia, sg rzuca-
ne z kazdego punktu tejze krzy-
wej przez cztery promienie har-
moniczne

Cztery harmoniczne promie
nie powierzchni stozkowej 2go
stopnia, sg rzucane z kazdego
promienia tejze powierzchni,
przez 4ry harmoniczne pta-
szczyzny.

Cztery harmoniczne promienie jednej

Cztery harmoniczne ptaszczy-
zny roztoczy plaszczyzn 2go st.
przecinajg sie z kazda plaszczy-
zng tejze roztoczy w 4ch pro-
mieniach harmonicznych,

Cztery promienie harmoni
czne jednej roztoczy 2go stop,
przecinajg sie z kazdym pro-
mieniem tejze roztoczy, w czte-
rech harmonicznych punktach.

roztoczy skosnej,

sg rzucane z kazdego promienia kierujacego przez cztery har-
moniczne ptaszczyzny, a przecinajg sie z kazdym promieniem
kierujacym w czterech harmonicznych punktach — Okreslenia
rzutowosci i perspektywicznosci, jakie przyjelisSmy dla zestawow
zasadniczych, mozemy takze zastosowaé¢ do wszystkich zestawow
pierwotnych ; a mianowicie :
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Dwa zestawy pierwotne sg zespolone rzutowo, jezeli czte-
rem harmonicznym pierwiastkom jednego, — odpowiadajg cztery
pierwiastki harmoniczne drugiego zestawu.

Dwa zestawy pierwotne z ktérych kazdy jest rzutowym
wzgledem trzeciego , — sg wzgledem siebie rzutowe.

Dwa zestawy pierwotne s wzgledem siebie perspektywi-
cznemi, jezeli pierwiastki jednego, lezg w odpowiednich pier
wiastkach drugiego zestawu.

Krzywa 2go stopnia naprzyklad, jest perspektywiczng
wzgledem przechodzacej przez nig powierzchni stozkowej, jezeli
kazdemu punktowi krzywej, odpowiada promien powierzchni
przez niego przechodzacy.

Krzywa 2go stopnia jest réwniez perspektywiczng wzgle-
dem roztoczy promieni rzucajgcej ja z jednego jej punktu.

Tak samo tez, sa wzgledem siebie perspektywicznemi:

Roztocz promieni 2go stopnia i zestaw prosty utworzony
przez przeciecie jej przez ktérykolwiek z promieni; — roztocz
sko$na i zestaw prosty utworzony przez przeciecie jej przez
ktorykolwiek promien Kierujacy; — krzywa 2go stopnia i roz-
tocz promieni ja otaczajgca. (W kazdym jednak razie, przyjmu-
jac, ze pierwiastki jednego zeztawu odpowiadajg tym pierwiast-
kom drugiego zestawu, przez ktore przechodza, jak n.p. w o-
statnich dwoch zestawach, jezeli przyjmiemy ze kazdy pro-
mien roztoczy 2go stopnia odpowiada punktowi krzywej w kto-
rym sie z nig styka).

Dwie krzywe 2go stopnia beda zespolone rzutowo , jezeli
otaczajgce je roztocze promieni 2go stopnia zostang rzutowo
zespolone.

Dwa zestawy 2go stopnia mozemy zespoli¢ rzutowo, ze-
spalajgc rzutowo dwa zestawy zasadnicze Igo rzedu, z ktorych
kazdy jest perspektywicznym wzgledem jednego z dwdch da-
nych zestawéw 2go stopnia.

Tak n. p. zespoliwszy rzutowo dwie roztocze promieni,
rzucajace dwie krzywe 2go stopnia (kazdg krzywg z jednego jej
punktu), — dokonamy zespolenia rzutowego tychze krzywych.
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— Dwa zatem rzutowe zestawy pierwotne, mogg byc uwazane
jako pierwszy i ostatni w szeregu zespolonych zestawow, w kto-
rym kazde dwa po sobie nastepujgce sg wzgledem siebie per-
spektywicznemu

Jezeli dane sg trzy pary pierwiastkbw odpowiednich,
dwéch rzutowych zestawdw pierwotnych, to dla kazdego nowe-
go pierwiastku jednego zestawu, wyznaczy¢ mozemy jeden sta-

le oznaczony pierwiastek drugiego.
my, ze majac dane 3 pary pierwiastkdw odpowiednich

my tylko w jeden
rzutowo.

W tern znaczeniu, mowi-
moze-
sposOb  zespoli¢ dwa zestawy

Poniewaz dwa zestawy pierwotne, rzutowo zespolone, ma-

jace trzy pierwiastki

odpowiedniowspélne,

musza mie¢ takze

kazdy czwarty harmoniczny pierwiastek odpowiednio - wspdiny,

przeto :
Jezeli

dwa rzutébwie zestawy pierwotne,
n.p. dwiie krzywe 2go stop.
gim, to maja najwiecej

lezg jeden w dru-
dwa, albo tez wszy-

stkie pierwiastki odpowiiedniowspodlne.

Dwie krzywe 2go stopnia,
lezagce w jednej plaszczyzZnie i
majace jeden punkt S wspdiny,
bedg rzutowo zespolone , jezeli
przyjmiemy za odpowiednie
kazde ich dwa punkta, lezace
w jednym promieniu z pun-
ktem S.; — gdyz kazda z tych
dwdch krzywych, bedzie per-
spektywiczng z roztocza pro-
mieni S.

Z wyjatkiem punktu S, kaz-
dy inny punkt wspdlny bedzie
odpowiednio-wspolnym ; punkt
S za$ bedzie odpowiednio-
wspolnym tylko wtenczas, je-

Dwie krzywe 2go stopnia le-
zace Ww jednej plaszczyznie i
majace jedng wspolng styczng s,
beda rzutowe zespolone, jezeli
przyjmiemy za odpowiednie,
kazde dwa ich punkta, w kto-
rych styczne przecinajg sie w
jednym punkcie stycznej < —
gdyz kazda z roztoczy otacza-
jacych krzywe, bedzie per-
spektywiczng wzgledem zesta-
Wu prostego s.

Z wyjatkiem stycznej <, ka-
zda inna styczna wspélna be-
dzie odpowiedniowspdlng ; sty-
czna za$ s bedzie odpowiednio-
wspdlng tylko wtenczas, jezeli
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zeli obie krzywe maja wnim dotyka obu krzywych w jednym
jedng wspblng stycznag, t j. i tym samym punkcie (wspdl-
jezeli krzywe stykajg sie¢ wtym nym) t. j. gdy krzywe stykajg
punkcie z soba. sie w tym punkcie.

Dwie krzywe 2go stopnia, zespolone rzutowo w sposéb
podany w twierdzeniu z lewej strony, mogg mie¢ najwiecej
3 punkta odpowiedniowspolne, jezeli nie sg identyczne. Gdyby
bowiem miaty 4 punkta odpowiedniowspélne, to punkt S bythy
pigtym wspdlnym, a wiec obie krzywe zlalyby sie w jedna.
W tym szczeg6lnym wypadku, gdy obie krzywe majg w punk-
cie S, jedng wspolng styczng, — moga one mieé najwiecej
2 punkta odpowiednio wsp6lne — poniewaz oprécz tych dwoch
punktow wspolnych, majg jeszcze jeden punkt i jedng styczng
wspdlna.

Podobniez, dwie krzywe w twierdzeniu z prawej strony
moga mie¢ najwiecej 3 (w przypadku szczegélnym zas, naj-
wiecej dwie) styczne odpowiednio wspoélne, jezeli nie sg iden-
tyczne.

Dwie krzywe 2go stopnia Dwie krzywe 2go stopnia

rzutowo-zespolone, majgce czte-
ry punkta: A, B, C, S, odpo-
wiednio-wspolne sg w kazdym
razie identyczne.

rzutowo zespolone, majace czte-
ry styczne: a, b, c, s, odpo-
wiednio-wspolne, s w kazdym
razie identyczne.

Aby dowie$¢ twierdzenia z lewej strony, uwazmy:

Dwie krzywe 2go stopnia moga by¢ tylko w jeden
sposéb, tak zespolone rzutowo, aby punktom A, B, C, jednej,
odpowiadaly punkta A, B, C, drugiej krzywej. To zespolenie
ma miejsce, jezeli obie krzywe zespolemy perspektywicznie
z roztoczg promieni S Poniewaz za$ punkt S, ma by¢ takze
odpowiedniowspdlnym, przeto obie krzywe muszg w tym punk-
cie mie¢ jedng wspélng styczng — a zatem, muszg by¢
identyczne.

Twierdzenia z prawej strony dowies¢ mozna w podobny

zupetnie sposéb—a zreszta, wyptywa ono bezposrednio z pra-
wa odwrotnosci.
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Rzucajac powyzsze krzywe z dowolnych punktéw zewnatrz

ich plaszczyzny lezacych,

otrzymujemy powierzchnie stozkowe,

do ktérych dajg sie zastosowal prawa odpowiadajace zupetnie
powyzszym. W nastepstwie otrzymujemy nowe prawa:

Jezeli dowolna krzywa 2go stopnia jest rzutowo zespolo-

na z powierzchnig stozkowa albo roztoczg skosng ,
4 jej punkta lezag w promieniach odpowiednich,

jest perspektywiczng wzgledem

a dowolne
to ta krzywa
powierzchni lub roztoczy, gdyz

ma z ich przecieciami 4 punkta odpowiedniowspdine, jest wiec

z temi przecieciami identyczna.

Podobniez, roztocz ptaszczyzn 2go stopnia jest perspekty-

wiczna wzgledem roztoczy promieni

2go stopnia lub roztoczy

skosnej, jezeli Aviecej jak 3 jej ptaszczyzn, przechodzi przez od-

powiednie promienie.

Dwie powierzchnie stozkowe
2go stopnia niewspoiSrodkowe,
styczne w prostej s (fgczacej
ich srodki), do jednej wspoinej
ptaszczyzny, przecinajg sie w
krzywej 2go stopnia.

Jezeli bowiem obie te po-
wierzchnie zespolimy perspekty-
wicznie z roztoczg ptaszczyzn s,
a wiec rzutowo wzgledem sie-
bie, to promien s bedzie odpo-
wiedniowspélnym, a kazde dwa
promienie odpowiednie, jako le-
zace wjednej plaszczyznie, be-
da mialy jeden punkt wspolny.

Plaszczyzna poprowadzona
przez ktérekolwiek trzy takie
punkta wspodlne, przecina obie
powierzchnie stozkowe w krzy-

Dwie krzywe 2go stopnia le-
zace w roznych ptaszczyznach,
styczne do prostej s (przeciecia
sie tych plaszczyzn), w jednym
i tym samym punkcie, sg prze-
cieciami jednej powierzchni stoz-
kowej 2go stopnia.

Jezeli. bowiem obie roztocze
promieni 2go stopnia, otaczaja-
ce te krzywe, zespolimy per-
spektywicznie z zestawem pro-
stym s, a wiec rzutowo wzgle-
dem siebie, to promien s be-
dzie odpowiedniowspélnym , a
kazde dwa promienie odpowie-
dnie, jako przecinajace sie w
jednym punkcie zestawu s be-
da lezaty w jednej plaszczyznie.

Z punktu przeciecia sie do-
wolnych trzech takich pla-
szczyzn rzucajgc obie roztocze
promieni 2go stopnia otrzyma-



wych 2go stopnia, ktore jednak
zlewaja sie w jedna, poniewaz
majg oprdcz owych trzech punk
tow odpowiedniowspdlnych, tak-
ze i punkt przeciecia ich pta
szczyzny z prostg s, — odpo-
wiedniowspolny.

S9

my roztocze ptaszczyzn 2go st.,
ktore jednak sg identyczne, po-
niewaz majg oprécz owych
trzech plaszczyzn odpowiednio-
wspolnych, — takze i plaszczy-
Zne rzucajaca promien s, — od-
powiedniowspding

Twierdzenia z lewej strony, mozna dowies¢ jeszcze tatwiej

w ten sposéb :

Plaszczyzna a, poprowadzona przez dowolne 3 punkta

wspollne obu powierzchni ,
2go stopnia.

Te krzywe sg identyczne,
punkta wspodlne, a oprocz tego, jeden punkt

przecina kazdg z nich w krzywej

gdyz majg owe trzy
i jedng styczng

wspolng, — a mianowicie, punkt i prosta, w ktdrych plaszczy-
zna «, przecina wspolny obu powierzchniom promien s i wspdl-

ng ich plaszczyzne styczna.

W podobnyz sposob mozna dowies¢ i twierdzenia z pra-

wej strony.

Twierdzenie z prawej strony, pokazuje takze, iz krzywe

2go stopnia, ktéresmy poznali, sg rzeczywiscie niczem innem,
jak tylko znanemi w geometryi — przecieciami stozka majgcego
za podstawe koto. Jakoz, kotu i dowolnej krzywej 2go stopnia
mozemy nada¢ nieskoriczenie wiele takich potozen, aby sie sty-
katy ze sobg w jednym punkcie — a w skutek tego, aby le-
zaty w jednej powierzchni stozkowej 2go stopnia.

Jezeli roztocz promieni S i Jezeli zestaw prosty i roztocz
krzywa 2go stopnia s, lezg w promieni 2go stopnia lezg w
jednej ptaszczyznie i sg rzuto- jednej plaszczyznie i sg rzuto-
wo ale nie perspektywicznie wo ale nie perspektywicznie
zespolone, to najmniej jeden a zespolone, to niemniej jeden, a
najwiecej 3 punkta krzywej, sg najwiecej 3 punkta zestawu
rzucane z punktu S przez od- prostego, lezg w promieniach
powiedni promien roztoczy. — odpowiednich roztoczy.

(Punkt S lezy we wszystkich
promieniach, ale przez jeden
tylko (styczny) jest rzucany;.
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Kazda bowiem roztocz promieni S!, perspektywiczna
wzgledem krzywej s, a wiec rzutowa wzgledem roztoczy S,
tworzy z tg ostatnia, drugg krzywg drugiego stopnia sl, (ktéra
przechodzac przez punkt S!, ma juz ten punkt wspolny
z krzywg s).

Kazdy punkt krzywej s, lezacy na swoim promieniu od-
powiednim roztoczy S, musi byé takze punktem wspdélnym obu
krzywych; gdyby wiec takich punktéw bylo wiecej jak 3, to
obie krzywe, majac oprécz S1, cztery punkta wspolne, bytyby
identyczne, czyli ze roztocz S bylaby wzgledem krzywej s,
perspektywiczng. Krzywe s i si moga mieé¢ albo tylko jeden
punkt S| wspdlny, t. j. s styczne, albo przecinajg sie naj-
mniej w jednym jeszcze punkcie P. W pierwszym wypadku,
promieniowi SS!, odpowiada (wspolna) styczna w punkcie S,
t. j. ze punkt S!, krzywej s, rzucanym jest przez odpowiedni
promied SS1. — W drugim razie, promieniami odpowiedniemi
sg SP i SIP, — a wiec takze jeden punkt (P) lezy na odpo-
wiednim mu promieniu (SP). ¥

Twierdzenie z prawej strony jest bezposrednim wynikiem
twierdzenia z lewej strony, a to na mocy prawa odwrotnosci,
gdyz roztocz promieni S i krzywa s zamieniajg sie na zestawy
biegunowe : zestaw prosty i roztocz promieni 2go stopnia.

Odpowiednie powyzszym, prawa istniejg dla zestawéw
Igo i 2go stopnia, w wigzce. Z tego wypada ze :

Jezeli zestaw zasadniczy Igo rzedu jest rzu-
towym wzgledem zestawu 2go stopnia i wiecej jak
3 pierwiastki jednego :z nich, przechodzag przez

*) Moze tu wprawdzie nastgpi¢ ten wypadek, ze roztocz S i S1, be-
da wzgledem siebie perspektywiczne — i wydadza nie krzywa 2go
stopnia, ale linije prosta — ale i wtedy, jak to tatwo dostrzedz,
da sie w kazdym razie dowies¢ tego twierdzenia. — (Promien SS!
jeet wtedy odpowiednio wspdélnym, nazwijmy go p vel pl. —
p, odpowiada P, p, odpowiada p — a wiec p odpowiada P. Pro-
sta przecina krzywa najwiecej w dwoéch punktach — te tylko
punkta leza w promieniach odpowiednich roztoczy S).
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pierwiastki odpowiednie, drugiego zestawu, to te
dwa zestawy sa perspektywiczne, czyli ze kazdy
pierwiastek przechodzi przez swdj odpowiedni.

Jezeli powyzszy zestaw 2go stopnia, jest roztoczg skosna
— a wiec zestaw Igo stopnia zestawem prostym lub roztoczg
ptaszczyzn Igo stopnia, — to wtedy juz mozemy poznaé, ze
potozenie jest perspektywiczne, skoro 3 pierwiastki przechodzg
przez swoje odpowiednie, gdyz w takim razie, tlo zestawu pro-
stego lub 0§ roztoczy ptaszczyzn jest jednym z promieni Kie-
rujgcych. ¥*

Wazno$¢ powyzszego prawa okaze sie z nastepujacego .

Jezeli zestaw prosty u irzu-
towa wzgledem niego krzywa
2go stopnia Kk, leza w jednej
ptaszczyznie, ale nie sg persp.
wzgledem jedn. R. prom Igo
stopnia, to zbidr promieni ta-
czacych punkta odpowiednie,
stanowi roztocz promieni
3go stopnia, majacy z kazdg
roztoczg promieni Igo stopnia,
tejze ptaszczyzny, najmniej je-
den, a najwiecej 3 promienie
wspoblne, jezeli ta roztocz Igo
stopnia nie stanowi czesci roz-
toczy 3go stopnia.

Jezeli bowiem dowolng roztocz promieni
za perspektywiczng wzgledem zestawu u

uwazaé bedziemy

Jezeli roztocz promieni Igo
stopnia i rzutowa wzgledem nigj
roztocz promieni 2go stopnia
leza w jednej plaszczyznie, to
szereg punktow. przeciecia sie
promieni odpowiednich, stano-
wi krzywa 3go stopnia, ma-
jaca z kazdag prostg tejze pla-
szczyzny, najmniej jeden, a naj-
wiecej 3 punkta wspdlne, jezeli

ta prosta nie stanowi czesci
krzywej 3go stopnia.
Igo stopnia S,

(w twierdzeniu z lewej strony) — a wiec rzutowg wzgledem
krzywej Z: to najwiecej 3, a najmniej jeden promief rozto-
czy S, przechodzi przez odpowiedni mu punkt krzywej Z;, je-
zeli roztocz S, nie jest wzgledem krzywej Z;, perspektywiczng.

**) Podobniez krzywa 2go stopnia i roztocz promieni lgo stopnia sa,
jak wiemy, perspektywicznemi, gdy 3 punkta krzywej, lezag w 3ch
odpowiednich promieniach roztoczy.
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Jezeli krzywa k i zestaw u, maja jeden punkt odpowie-
dniowspdlny, to kazda prosta, przechodzaca przez ten punkt,
moze by¢ uwazana za promien tgczacy dwa punkta odpowie-
dnie (ktore sie zlaly w jeden) — a wiec roztocz 3go stopnia,
zawiera w tym razie roztocz Igo stopnia.

W twierdzeniu z prawej strony, krzywa 3go stopnia jest
zestawem biegunowym roztoczy promieni 3go stopnia — i
twierdzenie to wypltywa z prawa odwrotnosci.

Nastepujace twierdzenie jest tylko szczeg6lnym przypad-
kiem powyzszego :

Jezeli zestaw prosty u i rzu-
towa wzgledem niego krzywa
2go stopnia A majg dwa punk-
ta A i B odpowiedniowspdline,
— to wydajg roztocz promieni
Igo stopnia.

Jezeli bowiem obierzemy

Jezeli roztocz promieni Igo
stopnia i rzutowa wzgledem niej
roztocz promieni 2go stopnia,
majg dwa promienie odpowie-
dniowspolne, to wydajg zestaw
prosty.

dowolne dwa punkta odpowie-

dnie CiC1, (w twierdzeniu z lewej strony) zestawu u i krzy-
wej k i poprowadzimy promied CC! przecinajacy krzywg w dru-
gim punkcie S, to z roztocza S, mozemy zespoli¢ perspekty-
wicznie krzywa k i zestaw u. Tym sposobem, te dwa ostatnie
zestawy bedg zespolone rzutowo tak, ze punktom A, B, C, ze-
stawu prostego bedg odpowiadaly punkta A, B, Cl, krzywej.
Rzucajac z punktu S, wszystkie inne punkta krzywej , i prze-
cinajac roztocz S, prosta u otrzymamy zestaw prosty identyczny
z danym zestawem prostym u gdyz ma z nim 3 punkta A, B, 0,
odpowiedniowspdlne; a wiec kazdy promien roztoczy S, taczy dwa
punkta odpowiednie, danego zestawu u i krzywej k.

Oczywistg jest rzecza, ze i wtedy zestaw w i krzywa Tc,
wydajg roztocz lgo stopnia, kiedy niemajgc nawet Zzadnego
punktu odpowiedniowspolnego, sg perspektywiczne wzgledem
jednej roztoczy promieni lgo stopnia — gdyz wyznaczajg te

gamg wiasnie roztocz.



Krzywa 2go stopnia i dwie
proste a i b, z ktérych kazda
ma z krzywa jeden punkt
wspdlny, ale zadna nie lezy z
druga, ani tez z krzywg w je-
dnej ptaszczyznie, wyznaczajg
roztocz skosna, perspektywiczng
wzgledem krzywej i majacg pro-
mienie a i b za Kierujace;
a mianowicie, roztocz skosng,
utworzong przez dwie roztocze
ptaszczyzn, a i 0, perspektywi-
czne wzgledem krzywej.

Roztocz kierujgca powyzszej roztoczy skosnej ,
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Roztocz ptaszczyzn 2go sto-
pnia i dwie proste a i b, z
ktorych kazda lezy w jednej
ptaszczyZznie roztoczy, ale nie
przechodzi przez jej $rodek i
z drugg prostg sie nie przecina,
wyznaczajg roztocz  skos$na,
perspektywiczng wzgledem roz-
toczy ptaszczyzn i majaca pro-
mienie a i b za kierujace; —
a mianowicie, roztocz sko$na,
utworzong przez dwa zestawy
proste a i b, perspektywiczne
wzgledem roztoczy ptaszczyzn.

zawiera

promienie a i b i jest rowniez perspektywiczng wzgledem krzy-
wej (albo roztoczy ptaszczyzn 2go stopnia).

Jezeli krzywa 2go stopnia i
zestaw prosty sg rzutowe i ma-
ja jeden punkt A odpowiednio-
wspolny, ale nie lezag w jednej
ptaszczyznie, to wyznaczajg roz-
tocz skosna, wzgledem nich
perspektywiczna.

Jezeli bowiem, punktom krzy-
wej: A, B, C, odpowiadajg punk-
ta zestawu prostego. A, Bl
Cl, — to roztocz skosna, per-
spektywiczna wzgledem krzy-
wej, zawierajaca promienie BB!
i CCj bedzie takze perspekty-
wiczng wzgledem zestawu pro-
stego, gdyz 3 promienie prze-
chodzg przez punkta odpo-
wiednie.

Jezeli roztocz ptaszczyzn 2go
i roztocz ptaszczyzn Igo stopnia
sg rzutowe i maja jedng pta-
szczyzne odpowiednio-wspoing
ale 0§ ostatniej zoztoczy nie
przechodzi przez Srodek pierw-
szej, to wyznaczajg one roztocz
skosng, wzgledem nich per-
spektywiczna.

Dowodzenie tego twierdzenia,
zupeinie podobne do dowodze-
nia z lewej strony.
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Wiemy ze rzucajac krzywa 2go stopnia z punktu zewnatrz
jej plaszczyzny lezacego, otrzymujemy powierzchnie stozkowg
2go stopnia, a rzucajac roztocz skosng z dowolnego punktu;
otrzymujemy roztocz ptaszczyzn lIgo lub 2go stopnia, stosownie
do tego, czy ten dowolny punkt lezy na jednym z promieni,
roztoczy skosnej , — czy nie; — wiemy takze, ze roztocz
ptaszczyzn 2go stopnia, przecina sie z ptaszczyzng nie przecho-
dzacaq przez jej Srodek, w roztoczy promieni 2go stopnia, —
roztocz skosna za$, przecina sie z dowolng ptaszczyzng w ze-
stawie prostym lub krzywej 5go stopnia. — Wprowadzajgc do
powyzszych dwaéch twierdzen odpowiednie rzutnie lub przecie-
cia, otrzymamy twierdzenia nastepujace

Jezeli zestaw prosty i po-
wierzchnia stozkowa 2go sto-
pnia sg rzutowe i jeden punkt
zestawu lezy w promieniu od-
powiednim powierzchni, — to
wyznaczajg one roztocz pla-
szczyzn 2go lub Igo stopnia,
wzgledem nich perspektywiczna.

Jezeli roztocz ptaszczyzn Igo
stopnia i roztocz promieni 2go
stopnia s rzutowe i jeden pro-
mien lezy w odpowiedniej mu
ptaszczyznie, to wyznaczajg one
krzywa 2go stopnia wzgledem
nich perspektywiczng lub per-
spektywiczny zestaw prosty.

Ztad za$ wyptywa bezposrednio, skoro tylko zauwazymy,
ze krzywa 2go stopnia moze byé uwazana za przecigcie po-
wierzchni stozkowej 2go stopnia

Jezeli zestaw prosty i krzy-
wa 2go stopnia, lezace w je-
dnej ptaszczyznie, sg rzutowo
zespolone i majg jeden punkt
odpowiedniowspolny, — to wy-
znaczajg roztocz promieni 1go
lub 2go stopnia, wzgledem nich
perspektywiczna.

Jezeli roztocz promieni Igo
stopnia i roztocz promieni 2go
stopnia, lezace w jednej pla-
szczyznie, s3 rzutowo zespolo-
ne i majg jeden promien odpo-
wiedniowspélny, — to wyzna-
czajg perspektywiczny wzgle-
dem nich zestaw prosty lub
perspektywiczng krzywa 2go st.

Dwie rzutowe roztocze skosne, z ktorych jedna jest kie-
rujaca wzgledem drugiej (lezace w jednej powierzchi skosnej),
wyznaczajg perspektywiczng wzgledem nich krzywg 2go stopnia
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i réwnoczesnie, perspektywiczna wzgledem nich
szczyzn 2go stopnia.

roztocz pta--

Jezeli bowiem a, 2», ¢, i ai, 71, cl, sg promienie od-
powiednie powyzszych roztoczy skosnych, to te roztocze moga
by¢ tylko raz jeden, a to n. p. w ten sposéb ze sobg zespolo-
ne rzutowo, ze przyjiniemy za odpowiednie kazde dwa promie-
nie przecinajagce w jednym punkcie, ptaszczyzne a, przecho-
dzacg przez 3 punkta przeciecia . aal , Z» , ccl, — albo tez,
przyjmujac za odpowiednie, kazde dwa promienie, rzucane przez
jedna plaszczyzne z punktu S, przeciecia sie trzech plaszczyzn:
aar, 621, cci . W pierwszym razie, ptaszczyzna «, przecina
powierzchnie skosng w jednej krzywej 2go stopnia, a wiec
kazde dwa promienie odpowiednie przecinajace sie w jednym
punkcie plaszczyzny «, przecinajg sie wihasciwie w jednym
punkcie owej krzywej , ktéra tym sposobem jest perspektywi-
czng wzgledem obu roztoczy skosnych. — W drugim razie,
ptaszczyzny rzucajace z punktu S, po dwa promienie odpowie-
dnie, jako ptaszczyzny styczne do powierzchni skosnej; two-
rza jak wiemy roztocz ptaszczyzn 2go stopnia, ktdra oczy-
wiscie jest perspektywiczng wzgledem obu roztoczy skosnych.

Dwie rzutowe krzywe 2go Dwie rzutowe roztocze pro-

stopnia, lezace jedna na dru-
giej, wyznaczajg perspektywi-
czng wzgledem nich roztocz
promieni 2go stopnia, albo tez
proste tgczace punkta odpowie-
dnie, zchodzg sie wszystkie
w jednym punkcie (nie leza-
cym na krzywych'.

mieni 2go stopnia lezace jedna
na drugiej, wyznaczaja per-
spektywiczng wzgledem nich
krzywg 2go stopnia, albo punk-
ta przeciecia si¢ promieni odpo-
wiednich, lezg wszystkie w je-
dnej prostej (nie nalezacej do
roztoczy).

Jezeli bowiem wyobrazimy sobie obie krzywe, jako leza-

ce w jednej powierzchni skosnej, to jedng z roztoczy skosnych
wypetniajacych te powierzchnia, mozemy przyjaé za perspek-
tywiczng wzgledem jednej krzywej, drugga — wzgledem dru-
giej ; — obie roztocze skosne wyznaczajg roztocz ptaszczyzn
2go stopnia, perspektywiczng wzgledem obu roztoczy i obu
krzywych. Stosownie do tego, czy S$rodek tej roztoczy pla-
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szczyzn lezy na plaszczyznie krzywych lub nie, nastepuje dru-
gi lub pierwszy przypadek wymieniony w twierdzeniu z lewej

strony.

Jezeli 3 proste taczace punkta odpowiednie powyzszych
krzywych, zchodza sie w jednym punkcie, to i wszystkie inne

w tym punkcie sie zchodzg

Dwie rzutowe krzywe 2go
stopnia, ABCD i ABCt D, ,
majace dwa punkta odpowie-
dniowspdlne, ale nie lezace
w jednej ptaszczyznie, wyzna-
czajg perspektywiczng wzgle-
dem nich roztocz sko$ng albo
perspektywiczng powierzchnie

Dwie rzutowe roztocze pta-
szczyzn 2go stopnia majace
dwie ptaszczyzny odpowiednio-
wspdlne ale nie wspotsrodko-
we, Wyznaczajg perspektywiczng
wzgledem nich roztocz skosng
albo perspektywiczng roztocz
promieni 2go stopnia

stozkowa 2go stopnia.

ltoztocz bowiem skos$na, albo powierzchnia stozkowa, per-
spektywiczna wzgledem krzywej ABCD i zawierajgca dwa pro-
mienie: CC, i DD, , jest perspektywiczng wzgledem drugiej
krzywej: ABCLD! , gdyz cztery punkta tej ostatniej leza w pro-
mieniach odpowiednich.

Powyzsze krzywe wyznaczajg powierzchnie stozkowg wte-
dy, gdy styczne w punktach odpowiednich C i Cl, przecinajg
prosta AB w jednym punkcie; gdybysSmy bowiem przypuscili,
ze w tym ostatnim razie powstaje roztocz skosna, to ptaszczy-
zna poprowadzona przez powyzsze dwie styczne, a wiec zawie-
rajaca jeden promien roztoczy skosnej, CCl, musiataby takze
zawieraC jeden promien roztoczy Kierujacej, i tern samem przy-
najmniej jeden jeszcze punkt, jednej przynajmniej krzywej, a
mianowicie, punkt krzywej znajdujacy sie w tym promieniu
kierujacym, — co by¢ nie moze, gdyz ta ptaszczyzna, przecho
dzac przez obie styczne do krzywych, moze mie¢ z kazdg z nich
tylko jeden punkt wspélny. — (Obie styczne juz dla tego nie
mogg by¢ promieniami Kierujgcemi Zze sie przecinajg).

Dwie powyzsze krzywe, mozemy w kazdym razie zespo-
li¢ rzutowo, za pomoca roztoczy plaszczyzn, perspektywicznej
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wzgledem kazdej z krzywych, ktérej o$ stanowi promien da-
ny, CClL Jezeli, jak to powyzej nadmieniono, styczne w C
i Cl, przecinajg sie w jednym punkcie prostej AB, to pita-
szCzyzna przez nie poprowadzona jest styczna do wyznaczonej
przez obie krzywe powierzchni stozkowej. Kazda inna pla-
szczyzna styczna do powierzchni stozkowej, (w promieniu prze
chodzagcym przez dwa punkta odpowiednie obu krzywych),
przecina ptaszczyzny krzywych, w prostych, stycznych do krzy-
wych, ktore oczywiscie przecinajg sie w jednym punkcie pro-
stej AB.

Uwazmy teraz , ze dwie krzywe s i sl lezace w rdznych
ptaszczyznach, a obejmujgce jeden i ten sam odcinek AB, pro-
stej w ktorej sie przecinajg ich ptaszczyzny, sa przez te pro-
sta podzielone , kazda na dwie czesci, ktore oznaczymy przez
I i Il. Otéz te dwie krzywe moga byé za pomocg stycznych
przecinajacych sie w punktach prostej AB , w dwojaki sposob
zespolone rzutowo, a mianowicie: mozemy zespoli¢ czesé |.
krzywej s, z czescig Il. albo z czescig 1. krzywej s! a kazde
zespolenie wyznaczy jeden stozek. W twierdzeniu z prawej
strony mozemy podobne poczyni¢ uwagi.

Otrzymamy wiec :
Jezeli dwie

Jezeli dwie krzywe 2go sto-
pnia leza w roznych plaszczy-
znach i obie obejmujg jeden
odcinek prostej w ktorej sie
przecinajg ich ptaszczyzny, to
wyznaczajg dwie powierzchnie

powierzchnie
stozkowe 2go stopnia niewspot-
Srodkowe, sg wpisane w jeden
kat dwuscienny, to przecinaja
sie w dwdch krzywych 2go
stopnia.

stozkowe, przez nie przecho-
dzace.

Mozemy teraz dowie$¢ nastepujacego twierdzenia :

Jezeli krzywa 2go stopnia i roztocz (promieni
lub ptaszczyzn) 2go st., albo powierzchnia stozko-
wa 2go st. i roztocz ptaszczyzn 2go st, — sg rzuto-
wo zespolone, a pie¢ pierwiastkéw jednego zesta-
wu, przechodzi przez odpowiednie pie¢ pierwiast-

7
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kow drugiego zestawu, — to te zestawy sa per-
spektywiczne.

Przypusémy, ze dana jest krzywa drugiego stopnia w,
i roztocz ptaszczyzn drugiego stopnia S. (do tego przypadku
dadzg sie inne, powyzej wymienione, w kazdym razie spro-
wadzic).

Potrzebujemy tylko dowies¢, ze mozemy zawsze wyzna-
czy¢ taki zestaw promieni, ktdry bedzie perspektywicznym
wzgledem krzywej i wzgledem roztoczy ptaszczyzn, gdyz tern
samem dowiedziemy, ze kazdy punkt krzywej lezy na odpo-
wiedniej mu plaszczyznie. — Niech bedg punkta krzywej:
A, B, C, D, E, lezace w plaszczyznach odpowiednich «, /?, /, fi, f,
roztoczy plaszczyzn S. — Jezeli plaszczyzna m, krzywej 2go
stopnia nalezy do roztoczy, to przecina te roztocz w roztoczy
promieni 1 (<tByde) (srodek w punkcie S), perspektywicznej
wzgledem krzywej, gdyz wiecej jak 3 jej promienie, przecho-
dza przez odpowiednie punkta krzywej, — $rodek zatem obu
roztoczy, lezy na krzywej. — Jezeli odwrotnie, $rodek S, roz-
toczy plaszczyzn, lezy na danej krzywej, to rzucajac z tego
punktu krzywa, otrzymamy roztocz promieni: S (ABCDE),
perspektywiczng wzgledem roztoczy plaszczyzn S (aNOA),
gdyz wiecej jak 3 promienie lezg w plaszczyznach odpowie-
dnich, — pfaszczyzna zatem m nalezy do roztoczy ptaszczyzn —
(gdyz w niej lezy roztocz promieni S, perspektywiczna wzgle-
dem roztoczy plaszczyn S).

Jezeli nakoniec, érodek S, nie lezy na krzywej, a tern
samem, plaszczyzna krzywej nie nalezy do roztoczy S, to
uwazray. Niech bedzie Al, punkt krzywej w ktorym ja prze-
cina drugi raz plaszczyzna a, przechodzaca przez punkt A (je-
zeli a jest styczng w A, to Al zlewa sie z A). Poprowa-
dziwszy przez punkt A, , w plaszczyznie «, dowolng prostg .7,
nie lezacg w plaszczyznie m, rzucajmy z tej prostej krzywa u.
Otrzymamy roztocz ptaszczyzn Igo stopnia: g (ABCDE) per-
spektywiczng wzgledem krzywej, a rzutowg wzgledem roztoczy
ptaszczyzn S, i majaca z tg ostatnig, plaszczyzne « odpowie-
dniowspdlna. Roztocze plaszczyzn: S i g, tworzg jak wiemy
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perspektywiczna wzgledem nich roztocz skosna, ktéra musi byé
takze perspektywiczna wzgledem krzywej w, gdyz cztery jej
promienie przechodzg przez odpowiednie cztery punkta krzywej.

Jezeli krzywa 2go stopnia
ABCDE i roztocz sko$na abcde,
sg wzgledem siebie rzutowe ale
nie perspektywiczne i dwa
punkta krzywej A i B leza
w promieniach  odpowiednich
ai b, tote dwa zestawy wy-
znaczajg perspektywiczng wzgle
dem nich roztocz ptaszczyzn
Igo lub 2go stopnia.

Jezeli roztocz ptaszczyzn 2go
stopnia i roztocz skosna, sg
wzgledem siebie rzutowe ale
nie perspektywiczne i dwie
ptaszczyzny pierwszej roztoczy,
przechodzg przez odpowiednie
im, dwa promienie drugiej roz-
toczy, — to te dwie roztocze
cze wyznaczajg perspektywi-
czny wzgledem nich zestaw pro-
sty lub perspektywiczng krzy-
wa 2go stopnia.

Trzy bowiem plaszczyzny: Cc, Dd, Ee, #aczace punkta

krzywej z odpowiedniemi promieniami

roztoczy skosnej, prze-

cinajg sie w jednej prostej (t.j. w promieniu roztoczy skosnej)
albo w jednym punkcie; roztocz za$ plaszczyzn, rzucajaca
wszystkie promienie roztoczy skosnej, z owej prostej lub owe-
go punktu przeciecia, jest zarazem perspektywiczng wzgledem

krzywej ABCDE.

Dwie rzutowe krzywe 2go
stopnia lezagce w jednej pla-
szczyznie i majgce dwa punkta
odpowiedniowspdlne, wyznacza-
ja perspektywiczng wzgledem
nich roztocz promieni Igo lub
2go stopnia, — albo tez, wszy-
stkie promienie tgczace punkta
odpowiednie przecinajg sie w
jednym punkcie, nie lezagcym
na zadnej z krzywych danych.

Dwie rzutowe roztocze pro-
mieni 2go stopnia, majace dwa
promienie odpowiedniowspdlne,
wyznaczajg perspektywiczny
wzgledem nich zestaw prosty
lub  perspektywiczng krzywa
2go stopnia, — albo tez wszy-
stkie punkta przeciecia sie pro
mieni odpowiednich, lezg w je-
dnej prostej nie nalezacej do
zadnej z roztoczy danych.

Kazda bowiem roztocz skosna, perspektywiczna wzgledem

jednej krzywej, wyznacza z druga, roztocz ptaszczyzn lgo lub
2go stopnia, ktora sie przecina z plaszczyzng krzywych w roz-
ki
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toczy promieni Igo lub 2go stopnia, a tylko w tedy gdy sro-
dek tej ostatniej roztoczy 2go stopnia lezy w plaszczyznie
krzywych, — nastepuje ten ostatni wypadek, w twierdzeniu
Z lewej strony wspomniany.

Jezeli dwie rzutowe krzywe 2go stopnia lezace w jednej
ptaszczyznie, nie maja punktéw odpowiedniowspélnych, to wy-
Znaczajg roztocz promieni wyzszego stopnia, w ktérej przez
kazdy punkt przechodza wiecej jak dwa promienie, — a w ogdle
najwyzej 4 promienie. Moga sie w nich jednakze zawieraé
pojedyncze punkta, przez ktore przechodzi wiecej jak 4 pro-
mienie ale zarazem nieskonczenie wiele promieni tejze samej
roztoczy; jezeli bowiem roztocz ptaszczyzn 2go stopnia ma za
Srodek taki punkt przeciecia sie pieciu promieni, (przechodza-
cych przez punkta odpowiednie obu krzywych) i jest perspekty-
wiczng wzgledem jednej krzywej (n. p. jest rzutnig roztoczy
skosnej perspektywicznej wzgledem tej krzywej), — to jest za-
razem perspektywiczng wzgledem drugiej krzywej (ktorej
5 punktow lezy w odpowiednich ptaszczyznach). — Podobniez,
dwie rzutowe roztocze promieni 2 stopnia wyznaczajg krzywa
wyzszego stopnia, ktéra z dowolng prostg niema zwykle wie-
cej jak 4 punkta wspolne. — PO4zniej zajmiemy sie zbadaniem
tych nowych zestawdéw wyzszego stopnia.

Zestawy dwuwtorne (inwolucyjne).

Jezeli dwa jednorodne zestawy pierwotne u i ul, sa rzu-
towo zespolone i lezg jeden na drugim (n. p. dwa zestawy pro-
ste w jednej prostej), to kazdy pierwiastek P, moze by¢ uwa-
zany jako nalezacy do jednego lub do drugiego zestawu, moze
by¢ zatem brany dwukrotnie i mie¢ dwa odpowiednie mu pier-
wiastki. Tak n. p. w dwdch zestawach prostych u iwl (fig. 30.),
gdzie punktom P, Q, R, odpowiadajg punkta Pl QI, R1,
punktowi P (czyli Ql) odpowiadajg punkta P! i Q.

Te dwa ostatnie punkta moga sie zla¢ w jeden jak n. p.
w zestawach na fig. 31. gdzie punkta Q i Pl stanowig jeden
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punkt, tak ze punkta P i P! odpowiadajg sobie w dwo-
jaki sposdb.

Jezeli dwa rzutowe zestawy pierwotne u i ul nie majg
wszystkich pierwiastkow odpowiedniowspolnych, ale kazdy piec
wiastek ich, odpowiada drugiemu w dwojaki sposob, to mowi-
my ze te zestawy sg zespolone dwuwtdrnie albo ze sg
w inwolucyi, — sg inwolucyjne, — sa potozone
in wolucyj nie).

Dwa niejednorodne zestawy nazywaja sie tak-
ze dwuwtodrnie zespolonemi, jezeli jeden 1z nich
jest zespolonym dwuwtdrnie, z rzutem Ilub prze-
cieciem drugiego zestawu.

Tak n. p. zestaw prosty u i roztocz promieni Igo sto-
pnia U, bedg zespolone dwuwtérnie, jezeli: podczas gdy dowol-
nemu punktowi P, zestawu u, odpowiada promien roztoczy
przechodzacy przez punkt P1, to jednocze$nie punktowi P! od-
powiada promien, przechodzacy przez punkt P. Wtedy bowiem,
przeciecie roztoczy U, prostg u daje zestaw prosty wl, zespo-
lony dwuwtdrnie z zestawem w.

Dwie rzutowe krzywe 2go stopnia, lezace jedna na dru-
giej , sa zespolone dwuwtornie, jezeli trzy, a zatem i wszystkie
(str. 95) promienie faczace punkta odpowiednie, zchodzg sie
w jednym punkcie (fig. 32 i 33). Jezeli za$ te krzywe wy-
znaczajg perspektywiczng wzgledem nich roztocz promieni 2go
stopnia, to nie sg dwuwtdrnie zespolone.

Dwie rzutowe krzywe 2go stopnia, lezace je-
dna na drugiej, sa zespolone dwuwtornie, jezeli
jeden dowolny ich punkt A odpowiada drugiemu:
Al, w dwadj aki sposob.

Niech bedg B i B1, (fig. 32 i 33) dowolne dwa inne
punkta odpowiednie obu krzywych, tak, ze punktom A, Al, B,
jednej krzywej, odpowiadajg punkta Al , A, B!, drugiej krzy-
wej.  Wyznaczmy biegunowg w, punktu U, w ktérym sie prze-
cinajg proste AAl i BBI Roztocze promieni: B! (AALB...)
i B (AlABLl..) rzucajgce obie krzywe z punktéw Bl i B, sg
wzgledem siebie rzutowe ale zarazem i perspektywiczne, gdyz
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promied faczacy ich $rodki jest odpowiedniowspélnym; obie
wiec roztocze muszg by¢ rzutniami jednego zestawu prostego,
w ktorym sie przecinajg promienie odpowiednie B1Al i BA,
oraz BIA i BAl, — a tym zestawem jest wiasnie zestaw w,
lezacy w biegunowej punktu U. Kazde wiec dwa punkta krzy-
wych, lezace w jednej prostej z punktem U, muszg podobnie
jak punkta A i Al, odpowiada¢ sobie podwojnie, gdyz przez
nie przechodza dwukrotnie, promienie odpowiednie roztoczy
B i BI, a zatem, obie krzywe sg zespolone dwuwtérnie.

Widzimy wiec, ze jezeli dwie krzywe 2go stopnia zespo-
lone sg dwuwtdrnie, to proste #aczace punkta odpowiednie
zchodzg sie w jednym punkcie ¢7, a styczne w punktach od-
powiednich, przecinajg sie w punktach jednej prostej u, biegu-
nowej punktu U.

Punkt U nazywa sie Srodkiem dwuwtdrnosci
(Srodkiem inwolucyi), prosta za$ u, osia dwuwtérnosci, obu
krzywych.

Roztocze promieni 2go stopnia otaczajgce dwie dwuwtdrne
krzywe, sa takze zespolone dwuwtoérnie, gdyz styczne w odpo-
wiednich punktach dwojako sobie odpowiadajg. Takie dwie roz-
tocze, przecinajg sie¢ z kazdym do nich nalezagcym promieniem
w dwodch zestawach prostych dwuwtérnie zespolonych.

Dwie dwuwtérnie zespolone krzywe 2go stopnia sg rzu-
cane z kazdego ich punktu przez dwie dwuwtdrnie zespolone
roztocze promieni, a z kazdego punktu lezagcego zewnatrz ich
ptaszczyzny, przez dwie dwuwtdrnie zespolone powierzchnie
stozkowe. Roztocz skos$na perspektywiczna wzgledem jednej
krzywej, — jest wzgledem drugiej zespolong dwuwtérnie; —
toz samo stosuje sie do roztoczy plaszczyzn i t. d.

W ogdle, mozemy zatem powiedzieC:

Dwa rzutowe zestawy pierwotne jednoro-
dne, sg zespolone dwuwtdrnie, jezeli leza jeden
na drugim i jJakiekolwiek ich dwa pierwiastki,
odpowiadajg sobie dwukrotnie.

Jezeli bowiem temi zestawami sg zestawy promieni, to
mozemy wyznaczy¢ dwie rzutowe, na sobie lezace, krzywe 2go
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stopnia, perspektywiczne wzgledem nich i majace dwa punkta
odpowiadajace sobie dwukrotnie — a wiec zespolone dwuwtér-
nie, co dowodzi, ze i oba zestawy promieni muszg byé zespo-
lone dwuwtdrnie. Jezeli za$ te zestawy sg roztoczami pla-
szczyzn, lub zestawami prostemi, to mozemy wyznaczy¢ dwa
perspektywiczne wzgledem nich zestawy promieni, lezace jeden
na drugim i majgce jedng pare promieni odpowiadajacych sobie
dwukrotnie, a zatem podlug powyzszego, zespolone dwu-
wtdrnie.

Dwa zestawy dwuwtérnie zespolone, moga by¢ uwazane
jako jeden zestaw, ktérego pierwiastki sg utozone w pary
dwu wtdrne, czyli utozone dwuwtérnie (inwolucyjnie). Taki
zestaw bedziemy nazywali dwuwtérnym.

| tak mozemy powiedzec:

W dwuwtdrnej krzywej 2go
stopnia, kazda para punktow

W dwuwtoérnej powierzchni
stozkowej 2go stopnia kazda

lezy w jednej prostej z punk-
tem statym U, nie lezacym na
krzywej, a kazda para sty-
cznych przecina sie w jednym
punkcie biegunowej w, punk-
tu U, — (wzgledem tejze krzy-
wej).

Twierdzenia z lewej

para promieni, lezy w jednej
ptaszczyZznie ze statym promie-
niem p, nie lezacym w po-
wierzchni, a kazda para pta-
szczyzn stycznych przecina sie
w jednym promieniu plaszczy-
zny biegunowej promienia p,—
(wzgledem tejze powierzchni).

strony dowiedliSmy juz powyzej,

twierdzenie za$ z prawej strony otrzymujemy bezpo$rednio,
skoro uwzglednimy, ze w nim wystepuje tylko rzutnia zestawu
o ktéorym mowa w twierdzeniu z lewej strony.

Chcac utozy¢ dwuwtdrnie,
mozna dwie pary pierwiastkow A, Al

pierwotny,
i B, Bl, obra¢ dowolnie,

dowolny zestaw

wszystkie inne pary sa

przez to stale wyznaczone.

Kazdy bowiem zestaw dwuwtorny,

sktada sie wiasciwie

z dwdch zestawow rzutowych, ktérych trzy pary pierwiastkow:
AAl, AlA, BB!, mogg by¢ obrane dowolnie, a przez to inne
sg stale wyznaczone.
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Jezeli mamy utozy¢ dwuwtornie, punkta danej krzywej
2go stopnia, to mozemy to uskuteczi¢ albo zapomocg Srodka
dwuwtdrnosci U, (w ktorym sie przecinaja promienie AA, i
BB1), a to prowadzac przez U dowolne promienie CC, , DD,
i t. d, — albo tez za pomocg osi dwuwtdrnosci u, (bieguno-
wej punktu U), prowadzac z dowolnych punktéw tej osi, po
dwie styczne do krzywej a punkta stycznosci beda stanowity
pary dwuwtorne.

Podobniez ma sie rzecz z powierzchnig stozkowa.

Jezeli mamy utozy¢ dwuwtdrnie, promienie danej rozto-
czy skosnej, to potrzebujemy tylko uczyni¢ to z dowolng krzy-
wa, stanowiacg przeciecie roztoczy skosnej. Promienie rozto-
czy 1go stopnia mozemy rowniez utozy¢ dwuwtérnie za pomo-
cg perspektywicznej wzgledem niej krzywej 2go stopnia, n. p.
za pomocg kota przechodzacego przez $Srodek tej roztoczy.

Pierwiastki jakiegokolwiek zestawu zasadniczego, moga
by¢ zresztg utozone dwuwtérnie, bez pomocy zestawoéw 2go
stopnia a to w ten sposob, ze uwazajgc taki zestaw za ztozo-
ny z dwdch rzutowych, zespalamy te dwa ostatnie podiug zwy-
ktych prawidet.

Dwa jednorodne zestawy rzutowe, skitadajgce zestaw dwu-
wtérny, n. p. dwie krzywe 2go stopnia AAIB i AlAB! (fig. 32
i 33), moga by¢ jednotoczne albo réznotoczne. W pierwszym
przypadku dwa pierwiastki jednej pary: AA, s3 zawsze przez
piewiastki kazdej innej pary przedzielone, i nie mogg sie nigdy
zla¢ w jeden pierwiastek. W drugim razie, pierwiastki jednej
pary nie sg nigdy przez pierwiastki drugiej pary przedzielone,
a posuwajac sie w odwrotnych tokach, muszg sie zlaé z sobg
dwa razy i tworzg dwa pierwiastki odpowiednio-
wspolne obu zestawéw rzutowych. Te dwa pierwiastki
nazwiemy rdzennemi, gdyz kazdy z nich stanowi niejako
Srodek, albo rdzen, po obu stronach ktérego, utozone sg w pary
dwuwtorne, wszystkie pierwiastki zestawu.

Z powyzszego wypada:
Dwuwtdérny zestaw pierwotny, ma dwa pier-
wiastki rdzenne albo niema zadnego, stosownie
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do tego, czy dwa pierwiastki jednej pary, nie sg
przedzielone przez pierwiastki drugiej pary, lub
sg przedzielone. Kazdy pierwiastek rdzenny, po-
wstaje przez zlanie sie w jeden, dwdch pierwiast-
kow jednej pary.

Jezeli srodek dwuwtérnosci, dowolnej krzywej 2go stopnia
lezy zewnatrz krzywej, to ta krzywa ma dwa punkta rdzenne,
w ktoérych sie z nig stykajg dwa promienie punktu U, i w kto-
rych jg przecina o$ dwuwtdrnosci, u.

Pierwiastki rdzenne, M i N, dowolnego ze-
stawu, sg harmonicznie przedzielone przez kazde
dwa pierwiastki jednej pary, A i Al

Potrzebujemy dowie$¢ tego twierdzenia tylko dla krzywej
2go stopnia, gdyz kazdy inny przypadek da sie do tego spro-
wadzic.

Wiemy ze w krzywej 2go stopnia, majgcej dwa punkta
rdzenne M i N, (fig. 32), kazde dwa punkta jednej pary, n.p.
A i Al, leza na promieniu, przechodzacym przez biegun U,
prostej MN, czyli ze proste AA,, i MN sg sprezone, powyzej
za$ dowiedlisSmy, ze dwie proste sprezone (AA, i MN) wyzna-
czajg W krzywej cztery punkta harmoniczne AMA,N.

Aby wiec utozy¢é dwuwtdrnie. pierwiastki dowolnego ze-
stawu pierwotnego, mozemy obra¢ dowolnie dwa pierwiastki
rdzenne M i N, albo jeden pierwiastek rdzenny M, i jedng
pare dwuwtdrng AA, , — przez co wszystkie inne pary bedg
stale wyznaczone. W pierwszym bowiem przypadku, kazde
dwa pierwiastki harmonicznie przez M i N przedzielone, beda
stanowity jedng pare, a w drugim przypadku, drugi pierwia-
stek rdzenny N, moze by¢ fatwo wyznaczony, poniewaz jest
przez A i A, od M harmonicznie przedzielony.

Powyzszych praw o zestawach dwuwtérnych mozemy do-
wies¢ innym jeszcze sposobem, wiecej elementarnym, przyczem
bedziemy mogli wyprowadzi¢ niektére nowe prawa.

Woprowadzmy najprzéd nastepujace okreslenie:

Dowolne dwie grupy pierwiastkéw: A, B. C, D, E,.... i
Al, Bl Cl, D}, EL... nalezacych do dwdch zestawdw pierwo-
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tnych u i ul, bedziemy nazywali rzutowem i, jezeli zesta-
wy u i wl mogag by¢ zespolone rzutowo w ten sposéb, ze pier-
wiastkom A, B, C, D,.. jednego, odpowiada¢ bedg pierwiastki
Al, Bl Cl Di,... drugiego ¥estawu

Jezeli n. p u i ul sg zestawami prostemi lezacemi w je-
dnej ptaszczyznie lecz nie w jednej prostej, to grupy powyzsze
tylko wtedy moga by¢ rzutowemi, gdy proste AAl, BB1, CCl,....
zchodzg sie w jednym punkcie albo tez, gdy sg stycznemi do
jednej krzywej 2go stopnia, przyczem u i ul, sg takze styczne
do tejze krzywej.

Grupa ABCD — czterech pierwiastkéw jednego zestawu
pierwotnego jest rzutowg wzgledem kazdej permutacyi z tychze
pierwiastkéw ulozonej, byleby pierwiastki przedzielone (A i C,
albo B i D), pozostaty przedzielonemi, czyli

ABCD ¥z BADC rz. CDAB rz. DCBA...

Dowiedziemy tego dla zestawow prostych, gdyz do tego
przypadku dadzg sie inne sprowadzic.
Przypusémy ze mamy dowie$¢ iz ABCD jest rz. wzgle-
dem CDAB. Odrzuémy ABCD z dowolnego punktu R (fig. 34)
na dowolng prosta przechodzacg przez A. Na tej prostej otrzy-
mamy rzuty: A, E, F, G. Nazwijmy gloskg T punkt przecie-
eia, ED z RC i uwazmy:
AEFG jest rzutem ABCD z punktu R
CTFR , AEFG » D
CDAB ” CTFR » E
a wiec ABCD rz. CDAB, co bylo do okazania.

W podobny sposéb moglibySmy dowies¢ rzutowosci in-
nych permutacyj.

*) Do takich grup rzutowych stosuj¥%: si¢ wyzej wyprowadzone pra-
wa co do stosunkéw metrycznych. N. p. jezeli to s% zestawy
proste to. AB CB AlBl C1B!

AD ' CD __ AlDy ' C¢D!¢*

**)  Znak rz. wyraza: ,jest rzutowe wzgledem:"
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Z powyzszego wypada, ze:
Jezeli abcd rz. ABCD, to i abcd rz. BADC rz. CDAB
rz. DCBA....

Ztad tez wynika wyzej dowiedzione prawo, ze dwa rzu-
towe zestawy pierwotne, lezagce jeden na drugim sg zespolone
dwuwtdrnie, jezeli dowolne dwa ich pierwiastki A i Al odpo-
wiadaja. sobie dwukrotnie. Gdyz jakiekolwiek bedg dwa inne
pierwiastki odpowiednie B i B,, tak ze pierwiastkom A, Al,B,
jednego zestawu odpowiadajg pierw. Al, A, Bl drugiego ze-
stawu, mozemy podtug powyzszego, uwazajac AAIBB, za gru-
pe nalezacg do jednego zestawu, — napisac;

AAIBB! rz. AlAB,B,
co dowodzi, ze B i Bl odpowiadajg sobie dwukrotnie , a co
takze stosuje sie do kazdych innych dwoch pierwiastkéw od
powiednich.

Z prawa ktoresmy dopiero co powtérnie dowiedli wynika:

Zestaw prosty u i rzutowo z nim zespolona roztocz pro-
mieni R, sg zespolone dwuwtdrnie, jezeli $rodek zoztoczy lezy
zewnatrz w i z dwoch punktdw P i Pl zestawu w, kazdy lezy
w promieniu odpowiednim drugiemu. — Zestaw bowiem u,
musi  by¢ zespolonym dwuwtérnie z przecieciem roztoczy R
przez prostg w, jako majacy z tym przecieciem dwa punkta
P i P1, odpowiadajace sobie dwukrotnie. (W podobnyz sposéb
mozna poznaé, kiedy roztocz plaszczyzn jest zespolong dwu-
wtornie z zestawem prostym lub roztocza promieni).

Jezeli w plaszczyznie danej krzywej 2go stopnia obierze-
my dowolng prosta w, nie styczng do krzywej, i dla kazdego
jej punktu wyznaczymy biegunowa, to te biegunowe utworza
roztocz prom. U, zespolong dwuwtdrnie z zestawem u. Jezeli
wiec w zestawie u kazde dwa punkta sprzezone — a w rozto-
czy kazde dwa sprzezone promienie nazwiemy jedng parg, to
zestaw u i roztocz U bedag utozone w pary dwuwtdrne.

W szczegdlnosci , wszystkie pary S$rednie sprzezonych
krzywej 2go stopnia — tworza dwuwt6rng roztocz promieni.

Prawo, ze w zestawach dwuwtdérnych, kazde dwa pier-
wiastki jednej pary, AAL, sg harmonicznie przedzielone przez
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pierwiastki rdzenne M i N (jezeli te istniejg) moze byé rowniez
dowiedzione sposobem elementarnym : Przypusémy, ze te cztery
pierwiastki: A, Al, M, N, sg punktami zestawu prostego
(fig. 35), ktéry powstat z dwodch rzutowych zestawow, utozo-
nych dwowtdrnie. W tych zestawach, punktom MANAL jedne-
go zestawu odpowiadaja punkta MAINA, drugiego zestawu
(gdyz M i N sg odpowiednio wspdline).

Mamy wiec: MANA! rz. MAINA. Rzucajgc  MANAL
z dowolnego punktu S na prostg przechodzaca przez M, otrzy-
mamy: MRKT rz. MANAL, a wiec i MAINA rz. MRKT; ale
poniewaz te zestawy majg punkt przeciecia odpowiedniowspdl-
ny (M), przeto muszg by¢ perspektywiczne, t. j. ze linije AlR,
NK i AT muszg sie przecig¢ w jednym punkcie (0). Tym
sposobem otrzymujemy czworokat OTSR, wyznaczajacy 4 punkta,
harmoniczne MANAL

Grupe trzech par pierwiastkbw AA1l, BB!, CC1, jednego
zestawu dwuwtdrnego bedziemy nazywali inwolucyjag lub
dwuszostka ¥

Pierwiastki jednej dwuszéstki, jako nalezace do zestawu
dwuwtdrnego, musza by¢ w pewnej zaleznosci, — a mianowi-
cie musi by¢: AAIBC rz. AlABIC!, ABCCj rz. AIBICLC,....
i w ogole kazde dwie grupy symetryczne z tych szesciu pier-
wiastkow utozone, muszg by¢ rzutowemi wzgledem siebie.

Odwrotnie, jezeli np. AAtBC rz. ALABICI, to AA1BB1,CCl
tworza dwuszoéstke, gdyz A i Al odpowiadajg sobie podwdjnie
a wiec i B i Bl C i Cl... musza sobie podwdjnie odpowiadad.

Dwie pary pierwiastkow jednej dwuszdstki moga byé
oczywiscie obrane dowolnie, a dwa pierwiastki pozostate musza
by¢ odpowiednio wyznaczone.

Pierwiastek rdzenny zestawu dwuwtornego, moze w dwu-
szOstce zastgpi¢ miejsce jednej pary. Np. M,AA1BB! jest

*) Zamiast obcego wyrazu ,inwolucvja“ wole uzywaé¢ swojskiej Da-
zwy ,dwuszostka“ (szesc pierwiastkbw dwuwtdrnych).
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MAAI1B
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rz. MAlABj. Rowniez

M,N,AA! jest dwuszdstka jezeli MANA, jest zestawem har-

monicznym , a wiecC
zestawu MAILNA.

Szes¢ bokdw zupetnego czwo-
rokata ptaskiego O RS T, prze-
cina sie z kazda prostg lezaca
w jego plaszczyznie, lecz nie
przechodzgcy przez zaden z jego
wierzchotkbw — w szesciu pun-
ktach tworzacych dwuszostke,
przyczem kazde dwa boki prze-
ciwlegte wyznaczajg jedng pare
dwuwtérna.

rzutowym wzgledem harmonicznemu

Szes¢ wierzchotkdw zupetnego
czworoboku ptaskiego, sg rzu-
cane z kazdego punktu lezacego
W jego ptaszczyznie. lecz nie
lezagcego w zadnym z jego bo-
kow — przez sze$¢ promieni sta-
nowiacych dwuszostke, przyczem
kazde dwa wierzchotki przeciw-
legte wyznaczajg jedng pare
dwuwtorna.

Dostatecznem bedzie dowie$C twierdzenia z lewej strony.
W tym celu uwazmy: AT PR (fig. 3G) jest rzutem ACAI! Bl
z punktu O, a rzutem A B Al C! z punktu S, a wiec: ACAILB!
rz. ATPR rz. ABA! CI, a poniewaz (str. 106): AB Al Ct rz.
Al C, AB, a wiec: ACAI B! rz. Al Cl AB, to znaczy, ze
AAIl BB1.CC! stanowi dwuszéstke. gdyz A i Al odpowiadajg
sobie podwdjnie, a B i C odpowiadajg B! i C, (przyczem mu-
szg sobie odpowiadaé podwojnie), a zatem AAL BBl CCl,
stanowiag trzy pary zestawu dwuwtornego.

Majac dane dwie pary pierwiastkéw: AA! i BB! jednego
dwuwtornego zestawu prostego u. mozemy dla kazdego pigtego
punktu C wyznaczy¢ punkt odpowiedni, wykreSlajac czworokat,
ktérego dwa boki przeciwlegte przechodzg przez punkta jednej
pary, jedna przekatna przez C, a dwa drugie boki przeciwlegte
przez punkta drugiej pary. Druga przekatna wyznaczy punkt
C1, odpowiedni punktowi C. Stanowisko punktu C, wzgledem
pieciu punktow danych, jest state i niezmienne, gdyz ilekolwiek
bysmy wykreslili czworokatow, zawsze szdste boki przecinajg
sie z prostg u w tym samym punkcie (str. 1G).

(Oczywisty jest rzecza, ze jezeli zamiast jednej lub dwdch
par punktéw dane sg jeden lub dwa punkta rdzenne, to wykre-
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$lajac czworokat, prowadzimy przez te punkta po dwa boki
przeciwlegte czworokata).

Jezeli dwa punkta M i N prostej u sg harmonicznie prze-
dzielone przez A i Al oraz przez B i Bl czyli przez dwie
pary bokéw przeciwlegtych dowolnego czworokata (str. 20), to
sg one punktami rdzennemi, a wiec muszg byé takze harmo-
nicznie przedzielone i przez C i Cl, czyli przez przekatne tegoz
czworokata.

Jezeli czworokat niezupetny KLMN (fig. 37) wpisany jest
w krzywa 2° st. to punkta przeciecia bokéw tego czworokata
i krzywej — z dowolng prostg u, nie przechodzacg przez zaden
z 4ch wierzchotkow dajg dwuszostke AAL BB,- PP1, w ktorej
punkta jednej pary sa przecieciami bokéw przeciwlegtych Ilub
przecieciami krzywej z prostg u

Albowiem, rzucajgc punkta krzywej P, L, PI, N, z pun-
ktow K i M i przecinajagc promienie rzucajace prostg u, otrzy-
mamy: PBP1A rz. PAIP1B1j a poniewaz PA1P1BI rz P1BIPA,
(str. 106) wiec; PB PLA rz. P2B! PAL czyli CePPl AAl BBI
stanowi dwuszéstke.

(Podobne do powyzszego prawo odwrotne, mozemy wypro-
wadzi¢ dla czworokata opisanego na krzywej 21 st.).

Poniewaz kazda krzywa 2° st. opisana na powyzszym
czworokacie KLMN, przecina prostg u w dwoch punktach sta-
nowigcych z punktami A, Al i B. Bl — dwuszostke, a te
ostatnie 4 punkta (dwie pary) wyznaczajg w zupetnosci zestaw
dwuwtérny w, przeto kazda krzywa opisana na czworokacie
KLMN, przecina u w dwoch punktach nalezacych do jednej
pary dwuwtérnej. Jezeli te dwa punkta zchodza sie w jeden
czyli, jezeli krzywa jest styczng do w, to otrzymujemy punkt
rdzenny.

Podobne uwagi mozemy porobi¢ co do nadmienionego po-
wyzej prawa (odwrotowego) o czworokacie opisanym na krzy-
wej. Ztad wypada:



Wszystkie krzywe 20 st. opi-
sane na jednym czworokacie
(ptaskim) przecinajg sie z do-
wolng prostg u nie przechodzacg
przez zaden wierzchotek czworo-
kata w zestawie dwuwtornym,
przyczem kazda krzywa wyzna-
cza jedng pare dwuwtorng albo
punkt rdzenny (jezeli jest sty-
czng do u).
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Wszystkie krzywe 2° st. wpi-
sane w jeden czworobok, wy-
dajg z dowolnym punktem U,
nie lezacym w zadnym z bo-
kéw czworoboku, dwuwtdrng
roztocz promieni — jezeli do
kazdej krzywej poprowadzimy
z U dwie styczne i przyjmierny
je za promienie jednej pary
dwuwtdrnej. Jezeli krzywa prze-

chodzi przez U, to styczna do
niej w tym punkcie stanowi
promief rdzenny.

Poniewaz kazdy zestaw dwuwtorny ma dwa pierwiastki
rdzenne, albo niema Zzadnego, przeto do powyzszych twierdzen
mozemy zrobi¢ dodatki:

Moga by¢ dwie krzywe sty-
czne do u albo niema zadnej,

Mogg by¢ dwie krzywe prze-
chodzace przez U albo niema
zadnej.

Ktory za$§ z tych dwdch przypadkow nastepuje tatwo
rozpozna¢ jeszcze przed wykre$leniem krzywych. Pierwszy
przypadek nastepuje wtedy gdy n. p. A i Al (w twierdz, z le-
wej strony) nie sg przez B i B! przedzielone—drugi za$ przy-
padek, jezeli sga przedzielone (str. 104).

Whynalaziszy pierwiastki rdzenne zestawéw u i U, wspo-
mnianych w ostatnich dwoch prawach, mozemy fatwo wykreslié
krzywe w dodatku do tych praw wspomniane, t. j. krzywe
przechodzace przez 5 punktow danych, (twierdz, z lewej strony)
albo styczne do 5 danych prostych (tw. z prawej str.). O wy-
znaczeniu pierwiastkow rdzennych bedzie mowa w pdzniejszym
rozdziale.

Do twierdzenia z lewej strony mozemy jeszcze nastepu-
jacy zrobi¢ dodatek, przyjmujac ze u jest prostg nieskonczenie
odlegta;

Przez 4 punkta dane w plaszczyznie mozna poprowadzi¢
dwie parabole albo nie mozna poprowadzi¢ zadnej.
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Stosunki metryczne w zestawach dwuwtornych.

Ogniska krzywych 2go stopnia.

Jezeli AA1, BBI, CCl, sg trzy pary dwuwtornego zestawu pro-
stego, to jak wiemy :

a zatem:

czyli :

Znoszac mianowniki i wspélny czynnik A A, otrzymamy:
AB, BC, CA, = AC, BALCB, . oL

Tak samo poniewaz AABC rz. AAB,C, przeto:
NB,-BC-C,A, = AC-BA,C,B, . . . la

I w ten sposéb mozemy ukiada¢ inne podobne réwnania, zamie-
niajgc miedzy sobg dowolne dwa punkta do jednej pary nalezgce.

(Podobne réwnanie mozemy takze uktada¢ dla wstaw katéow utwo-
rzonych przez promienie dwuwtérnej roztoczy Igo stopnia).

Jezeli jeden z szeSciu punktéw powyzszych, n. p. C,, staje sie
nieskonczenie odlegtym, to jak wiadomo, stosunki zawierajgce C, — stajg
sie — 1, n. p.

B C, .
CA it d.,
AC, C,B,
a w skutek tego réwnania | i la zamienia si¢ na rownania :

AB,-CA, — BA,- CB,
AB,.BC = AC -BA,
Punkt C (odpowiedni punktowi Poo) nazywa sie sSrodkiem

dwuwtérnego zestawu prostego. Oznaczmy go gloska O
i podzielmy przez siebie ostatnie dwa réwnania, a otrzymamy:

%) Wprawdzie AA, = — AA, CA, = — AC etc. (str. 23). lecz
oczywiscie : AA, A A
CA = AC



113

O A, 0 B,
B O AO
czyli
OA - OA, — OB : OB, ..o 1.

To znaczy ze:

lloczyn z odcinkéw zawartych pomiedzy $rodkiem i dwoma dowol-
nemi punktami odpowiedniemi, dwuwtérnego zestawu prostego u, jest
iloscig, stata.

Jezeli zestaw u madwa punkta rdzenne M i N, (powstate przez
zlanie sie dwoch punktéw jednej pary), to oczywiscie:

OA OAl = (OM), = (ON)I _ _ _ _ 1L

Ztad wypada, ze $rodek O dzieli na dwie réwne czesci odcinek
MN (miedzy punktami rdzennemi).

Jezeli zestaw u ma dwa punkta rdzenne, to O i C, nie sg przez
zadne dwa punkta jednej pary przedzielone (str. 104) a wiec np A i A,
lezg po jednej stronie punktu O, a iloczyn OAOA, jest dodatni (musi
by¢ zresztg dodatnym jako réwny kwadratowi z OM i z ON). Jezeli
za$ zestaw u niema punktow rdzennych, to A i A, lezg po obu stronach
punktu O, a wiec iloczyn OA+OA, jest odjemny.

Stosownie wiec do tego, czy iloczyn z dowolnych dwoéch odcin-
kéw wyznaczonych przez punkta jednej pary ma warto$¢ dodatnig lub od-
jemna, zestaw u ma dwa punkta rdzenne lub niema zadnego.

Jezeli na kazdym z odcinkébw AA, BB, CC,, etc, dwuwtdrnego
zestawu prostego u (fig. 38 i 39) wykreslimy kota majgce za Srednice
ten odcinek, jezeli oznaczymy przez r promien ktoregokolwiek z tych
kot (n. p. kota opisanego na AA)), a przez s odlegtos¢ Srodka tego
kota od punktu O (Srodka zestawu u), to otrzymamy:

OAl = OK + KAl = s + r
OA = 0K — AK =5 —r
ztad: OA'OAl=(s—T) (sH-r) =sl—rl— Const. VI

Jezelz zestaw u ma punkta rdzenne M i N, (fig. 39), to O lezy
zewnatrz kota, a sl—r!l oznacza kwadrat z i, t j. ze stycznej z pun-
ktu O do tego kota poprowadzonej, gdyz t jest ramieniem kata proste-
go w tréjkacie prostokatnym, ktérego przeciwprostokatng stanowi s,
ar — drugie ramie kata prostego. Diugos$¢ tej stycznej t jest jak to
pokazuje réwnanie VI — iloscig stata, a jak pokazuje réwnanie 111,—
réwng potowie MN. Jezeli wiec z punktu O zakreslimy koto przecho-
dzace przez M i N, to to koto bedzie przecinato prostopadle wszystkie
powyzej wspomniane kota, opisane na odcinkach ograniczonych przez

8
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punkta jednej pary. tatwo tez mozna dowies¢, ze wszystkie te
kota przecinajg sie prostopadle z kazdym kotem przechodzagcem
przez M i N.

Jezeli zestaw u niema zadnego punktu rdzennego (fig 38), to
punkt O lezy wewnatrz kota opisanego na AAl, a sl—r? jest ujemne
(réwnie jak OA , OAl) Jezeli wykreslimy cieciwe tego kota, przecho-
dzacg przez O i prostopadia do u, to:

sl 4- (OP)j = n
sl — rl = — (OP)a = — (OQ)

Poniewaz za$ diugosci OP i 0Q sa wedtug réwnania VI iloscia-
mi statemi dla wszystkich odcinkow AAl, BB,, a wiec i dla wszy-
stkich ko6t opisanych na tych odcinkach, — przeto wszystkie te kota
muszg przechodzi¢ przez P i Q. Katy wiec APAl, BPB1, CPC! etc.
sq katami prostemi, a zatem,:

Jezeli dwuwtdrny zestaw prosty u niema punktéw rdzennych, to
w kazdej ptaszczyznie przez u przechodzacej znajduja sie dwa punkta
P i Q, z ktérych ten zestaw jest rzucany przez dwie dwuwtérne rozto-
cze prostokatne, (t j. roztocze, w ktorych kazde dwa promienie
jednej pary sg do siebie prostopadte).

Ze wszystkie kota opisane na wiadomych odcinkach muszag prze-
chodzi¢ przez punkta przeciecia si¢ dwoch takich két, — mozemy to
wnie$¢ i z nastepujacego prawa:

Jezeli w dwuwtérnej roztoczy promieni, promienie dwoéch par:
a, ai i b, bi sg do siebie prostopadte, to kazde dwa promienie odpowie-
dnie (nalezace do jednej pary) sa do siebie prostopadte.

Prawdziwos$¢ za$ tego ostatniego prawa wyptywa ztad,— ze pro-
mienie tej roztoczy moga by¢ tylko w jeden sposéb tak utozone w pary
dwuwtérne, aby promienie a i al, oraz b i bl odpowiadaly sobie (two-
rzyty pary), a to mianowicie w ten sposéb, ze przyjmujemy za odpowie-
dnie kazde dwa promienie prostopadte do siebie (tak jak w roztoczy
dwuwtornej utworzonej przez wszystkie Srednice sprzezone kota).

Jezeli w krzywa 2go stopnia wpiszemy ilekolwiek tréjkatow pro-
stokatnych tak, aby wierzchotek kata prostego byt dla wszystkich Avspol-
ny, to przeciwprostokatne przetng sie w jednym punkcie.

Albowiem dwuwtérna roztocz, utworzona przez ramiona kata pro-
stego, wyznacza w krzywej dwuwtérne pary punktéw, — proste za$ ta-
czace punkta pojedynczych par, zchodza sie jak wiemy w jednym punk-
cie (Srodku dwuwtdrnosci).

Jezeli w plaszczyznie danej krzywej 2go stopnia obierzemy dowol-
nag roztocz promieni i nazwiemy odpowiedniemi kazde dwa promienie
sprzezone, to ta roztocz bedzie jak wiemy utozong dwuwtérnie.
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Jezeli ta dwuwtérna roztocz jest prostokatna, to jej $rodek F ma
pewne szczeg6lne znaczenie i nazywa sie ogniskiem krzywe;j.

Kazde zatem ognisko krzywej 2go stopnia jest to punkt, kto-
rego kazde dwa promienie do siebie prostopadte sa sprzezonemi wzgle-
dem tejze krzywej.

Ognisko nie moze leze¢ zewnatrz krzywej, gdyz roztocz promie-
ni, ktérej ognisko jest Srodkiem, miataby w takim razie dwa promienie
rdzenne (styczne do krzywej) a wiec nie mogta by by¢ prostokatna.

Srednica przechodzaca przez ognisko jest osig — gdyz jest pro-
stopadta do cieciwy z nig sprzezonej.

Kazde wiec ognisko lezy na osi.

Prosta przechodzaca przez dwa ogniska F i F,, jest osig Kkrzy.
wej, gdy£ jftho sprzezona z dwoma cieciwami do niej prostopadiemi jest
biegunowa nieskonczenie odlegtego punktu (przeciecia sie¢ tych dwoch
cieciw), jest Srednica — a zarazem i osig, bo jest prostopadia do cie-
ciw z nig sprzezonych.

W kole, — $rodek moze by¢ uwazany za ognisko, gdyz przeci-
najace sie w tym S$rodku proste sprzezone (Srednice) sa do siebie jak
wiemy prostopadte.

Ze oprocz $rodka niema kolo innego ogniska, to pokazuje sie
ztad, ze dwa promienie sprzezone wzgledem kota s tylko wtedy do sie-
bie prostopadite jezeli oba sa Srednicami, albo przynajmniej jeden z nich
jest Srednica.

W ptaszczyznie danej krzywej 2go stopnia, mozemy dla kazdej
danej prostej p (fig. 40), wyznaczy¢ jedng prostg p, prostopadig do p i
z nig sprzezong (t. j. prostopadia do p z jej bieguna poprowadzong).
Jezeli wiec a jest osig krzywej 2go stopnia, ktérg przecinajg proste p
i pl w punktach P i Pl i jezeli bedziemy uwazali roztocze promieni P
i Pl w ktérych kazdemu promieniowi roztoczy P, odpowiada promien
z nim sprzezony roztoczy P,, — to najprzéd, roztocze P i Pt bedag ze-
spolone rzutowo (str. 66), a powtére, kazde dwa promienie odpowiednie
beda do siebie prostopadte, gdyz: oznaczywszy przez A nieskonczenie
odlegly biegun prostej a, mozemy zauwazy¢, ze promienie a, PA i p,
roztoczy P, musza by¢ prostopadie do promieni PA, a i pl, roztoczy Pl
a wiec roztocze P i P, tworzg widocznie koto, ktérego S$rednica jest
odcinek PP1.

Z powyzszego wyplywa pierwsza cze$¢ nastepujacego prawa:

W kazdej osi a, krzywej 2go stopnia mozna dla kazdego jej
punktu P, wyznaczy¢ taki punkt Pl , ze kazde dwa promienie sprzezone
przez te dwa punkta przechodzace, beda do siebie prostopadie. Przy-
jawszy kazde takie dwa punkta za odpowiednie, otrzymamy w osi a ze-
staw dwuwtoérny.

8
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Druga cze$¢ tego prawa okazuje si¢ z nastepujacych uwag :

Jezeli zespolimy rzutowo dwie roztocze promieni réwnolegtych
(t. j. roztocze ktérych Srodki sg nieskoriczenie odlegte), z ktérych jedna
ma kierunek prostej p, a druga kierunek prostej px, — a to w ten spo-
s6b, ze promienie sprzezone przyjmiemy za odpowiednie (str. 66), to
prosta a przetnie sie z temi roztoczami w dwoch zestawach prostych
rzutowo zespolonych, a zarazem dwuwtérnych, gdyz kazde dwa punkta
odpowiednie, musza, rownie jak P i P,, odpowiada¢ sobie dwukrotnie.

Jezeli ten dwuwtérny zestaw a ma dwa punkta rdzenne, to te sg
ogniskami krzywej, w przeciwnym za$ razie, kazdy z dwoch punktéw
z ktorych zestaw a jest rzucany przez dwie roztocze prostokatne (str.
114), — jest ogniskiem. (Albowiem, kazde dwa promienie rzucajgce sa
sprzezone).

W tym ostatnim przypadku, ogniska leza w drugiej osi tejze krzy-
wej i stanowig punkta rdzenne zestawu w powyzej opisany sposéb utwo-
rzonego.

Zadna krzywa 2go stopnia niema wiecej jak dwa ogniska; gdyz,
poniewaz kazda prosta taczaca ogniska jest osia, przeto gdyby ognisk
byto wiecej jak 2, to musiataby krzywa mie¢ wiecej jak dwie osie ¥,
a tylko koto (o ktérym juz wiemy ze nie moze mie¢ wiecej jak jedno
ognisko) — ma wiecej jak dwie osie.

0$ elipsy albo hyperboli na ktérej lezg ogniska nazywa sie
osig gtoéwna.

Osig gtowna hyperboli jest ta, ktdra ja przecina, — ogniska bo-
wiem, ktére muszg leze¢ wewnatrz krzywej, nie moga sie znajdowac na
osi ktéra hyperboli nie przecina.

Ogniska elipsy i hyperboli sg réwno oddalone od $rodka krzywej,
gdyz w powyzej wspomnianym zestawie dwuwtérnym a, w ktérym ogni-
ska sg punktami rdzennemi, $rodkowi krzywej odpowiada Poo, (bo dru-
ga o$ jest sprzezong ze wszystkiemi prostopadtemi do niej prostemi).

Ogniska sa harmonicznie przedzielone przez kazde dwie proste
sprzezone i prostopadte.

Jezeli krzywa 2go stopnia jest parabolg, to wspomniane powyzej
dwie roztocze promieni réwnoleglych majg prostg nieskonczenie odle-
gta — odpowiedniowspélna, gdyz ta prosta jako styczna do paraboli
jest sama z sobag sprzezona; — przeto w zestawie dwuwtérnym a, je-
den z punktéw rdzennych jest punktem nieskonczenie odlegtym, ktory
tym sposobem moze by¢ uwazany za ognisko paraboli.

*) W jednej osi moga leze¢ najwiecej dwa ogniska, bo ogniska
sg jakeSmy dopiero co widzieli punktami rdzennemi.
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Parabola wiec, ma tylko jedno ognisko rzeczywiste, ktére dzieli
odcinek miedzy dowolnemi dwoma punktami odpowiedniemi (n. p. P i
P,, ob. wyzej) na dwie czesci réwne, gdyz kazde dwa punkta odpowie-
dnie sg harmonicznie przedzielone przez punkta rdzenne, z ktérych je-
den jest nieskonczenie odlegty.

Uwazmy teraz co nastepuje:

Niech bedg F i Fl dwa ogniska krzywej 2go stopnia (z ktérych
jedno jest nieskonczenie odleglte — jezeli krzywa jest parabolg). Kazde
dwie proste sprzezone SP i SP, (fig. 40) sg przez te punkta — a wiec
i przez proste SF i SFt — harmonicznie przedzielone i dzielg katy
miedzy temi ostatniemi zawarte na dwie czeéci réwne (str. 21). Je-
zeli S, jest punktem krzywej, a jedna z prostych SP i SP, stycznag (dru-
ga za$ normalng) w tym punkcie, to oczywiscie ta styczna (i normalna)
tworzy z prostemi SF i SF, katy rowne; — jezeli za§ S lezy zewnatrz
krzywej, to SF i SFl dzielg na réwne czesci katy utworzone przez dwie
styczne z tego punktu do krzywej poprowadzone, gdyz te dwie styczne
sa réwniez przez SF i SF! harmonicznie przedzielone (str. 64 i 65). —
A wiec :

Kazda styczna krzywej 2go stopnia tworzy katy réwne z prostemi
taczacemi punkt stycznosci z ogniskami.

Jezeli punkt przeciecia sie dwoch stycznych do krzywej 2go sto-
pnia potaczymy z ogniskami, to kat utworzony przez jedng z tych linij
taczacych, z jedng styczna, jest rowny katowi utworzonemu przez druga
linije z drugg styczna.

Nazwijmy biegunowg ¥, ogniska F, — kierownica krzy-
wej 2go stopnia:

Odcinek dowolnej stycznej, zawarty miedzy punktem stycznosci a
kierownicg  jest rzucany z ogniska F przez promienie do siebie pro-
stopadte ; — gdyz te promienie sg sprzezone, bo biegunowa punktu
przeciecia stycznej z kierownica, jest prosta taczaca punkt stycznosci
z ogniskiem F (str. 65).

Jezeli TA i TB sa dowolne dwie styczne krzywej 2go stopnia
(fig. 41) a punkt T biegunem prostej AB, to punkt P, przeciecia AB z fi
— jest biegunem prostej TF, a TF i PF sa prostopadte, jako sprzezo-
ne promienie punktu F; FA i FB sg harmonicznie przedzielone
przez FT i FP, (gdyz P jest biegunem prostej FT, a wiec PACB s3
czterema punktami harmonicznemi); a zatem FT i FP dzielg katy utwo-

rzone przez FA i FB na dwie czesSci réwne ; — przeto :
Prosta taczaca rzeczywiste ognisko krzywej 2go stopnia z punktem
przeciecia sie dwoch dowolnych stycznych, — dzieli na dwie czesci ré-

wne Kkat utworzony przez proste taczace ognisko z punktami sty-

€znosci.
Jezeli przez A i B poprowadzimy dwie réwnolegte do FT, prze-
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cinaj¥ce kierownice w punktach Al i B,, to te punkta bedg harmoni-
cznie przedzielone przez P i FT (bo punkta PAIC1BI sg rzutami punk-
tow FACB). Proste przeto FT i FP dzielg katy miedzy FA! i FB! na
dwie czesci réwne, trojkaty wiec AAF i BBIF majg po trzy katy
réwne i sg podobne, a ztad :

FA  AAl = FB: BBl

poprowadziwszy z A i B prostopadte do kierownicy otrzymamy tréjka-
ty podobne AA1lA, i BB,B,, w ktorych:

AAl : AAl = BB! :BB!
z tych dwéch proporcyi wynika:

FA: AA? = FB:.BBj = Const.
czyli:

Stosunek odlegtosci dowolnego punktu krzywej 2go stopnia od
ogniska i kierownicy, odpowiedniej temu ognisku — jest iloscig stata.

Dla paraboli warto$¢ tego stosunku réwna sie jednosci, gdyz
wierzchotek paraboli jest réwno oddalony od ogniska i od kierownicy
jako przez nie harmonicznie przedzielony od punktu nieskoriczenie odle-
gtego paraboli.

Dla elipsy i hyperboli warto$¢ tego stosunku jest r6zna od jedno-
éci, ale jest stalg dla wszystkich punktéow krzywej i to wzgledem kazde-
go z dwoéch ognisk i odpowiedniej kierownicy. — Krzywe te sa zatem
symetryczne wzgledem obu osi. — Jezeli nazwiemy przez r i rl, odle-
gtosci dowolnego punktu A od ognisk, a przez d i dl odlegtosci od od-
powiednich kierownic, to :

r == r_ ==
T d Const.
a ztad:
r+r. ~
'd:;a'l ______ d = Const.

Poniewaz elipsa lezy miedzy dwiema (réwnolegtemi) Kkierownica-
mi, kazda za$ potowa hyperboli po jednej stronie obu kierownic, przeto

oczywiscie, dla elipsy jest d -f- dl, dla hyperboli zas d — dl — iloscig
statg (réwna odlegtosci miedzy kierownicami), a wiec musi by¢ takze:
dla elipsy: r rl = const.
dla hyperboli: r —rl = const.

co wyraza znajome z geometryi definicyje elipsy i hyperboli, przyczem
widoczng jest rzecza ze ta stata suma lub réznica jest réwng diugosci
osi gtbwnej — i ze 0§ gtéwna (wielka) elipsy jest dtuzsza od drugiej
osi (malej).

Spodki prostopadtych spuszczonych z dowolnego ogniska na sty-
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czne krzywej 2go stopnia, leza, na okregu kota ktérego S$rednicg, jest
0$ gtéwna.

Aby dowie$¢ tego twierdzenia uwazmy najprzéd elipse, ktorej
ogniska sg F i F, i AA, dowolna $rednica (fig. 42). Czworokat AFAILF!
jest réwnolegtobokiem gdyz jego przekatne przechodzac przez $rodek
elipsy dziela sie wzajemnie na dwie rowne czesci; boki AF i AF!l two-
rza ze styczng w punkcie A katy réwne (str. 117); jezeli wiec N ozna-
cza spodek prostopadiej do tej stycznej z F, poprowadzonej, a K punkt
przeciecia stycznej z AlF,, — to trojkat AFIK jest réwnoramienny, a
punkt N dzieli jego podstawe na dwie réwne czesci. A poniewaz punkt
M dzieli AA, na dwie réwne czesci, przeto MN musi by¢ réwnolegte
do AK, a wiec MN = "MAK.,, — ze za§ F,K = AF, = A/F, wiec
AK=AF AF, - i MN= (AF = AF,). — A wiec odlegto$¢ punk-
tu N od s$rodka elipsy jest statg i, jak fatwo spostrzedz, réwnag potowie
osi gléwnej, — co nalezalo dowiesc.

Dowodzenie dla hyperboli jest podobne jak powyzsze.

Dla paraboli, koto ktérego $rednica jest 0§ gtdwna, zamienia sie
na styczng w wierzchotku poprowadzong. — Twierdzenie wiec powyz-
sze wyrazi sie dokkadniej :

Spodki prostopadtych poprowadzonych z ogniska paraboli do jej
stycznych, lezg na stycznej w wierzchotku.

Aby tego dowie$¢ uwazmy punkt N (fig. 43) przeciecia dowolnej
stycznej paraboli ze styczng w wierzchotku ; — poprowadziwszy z tego
punktu réwnolegtag do osi gtéwnej i polgczywszy go z ogniskiem F,
otrzymamy (str. 117.) katy réwne: FNA i FINS — (gdyz NF, taczy N
z drugiem, nieskonczenie odlegtem ogniskiem paraboli) — a ze kat FINS
jest katem prostym, wiec kat FNA jest takze prostym, czyli ze N jest
spodkiem prostopadtej z F na styczng spuszczonej.

Na podstawie powyzszych praw, mozemy wyznacza¢ ogniska krzy-
wych 2go stopnia. — Dla elipsy i hyperboli mozemy takze nastepuja-
cym sposobem wyznaczy¢ ogniska :

Wykresla sie dwie styczne w wierzchotkach i trzecig styczng dowol-
na, ktéra przecina dwie pierwsze w punktach P i Q, rzucane z kazde-
go punktu osi gtéwnej przez dwa promienie sprzezone (str. 68). Aby
znalez¢ ogniska, (w ktérych te promienie sg do siebie prostopadle), za-
kreslamy koto, ktérego S$rednicg jest PQ, i ktoérego punkta przeciecia
z osig gtéwna, dadzg zadane ogniska.

Jezeli dwie dowolne styczne TA i TB, krzywej 2go stopnia, prze-
cinaja sie z trzecig styczng w punktach A, i B, (fig. 44) to promienie
rzucajgce z ogniska — punkta stycznosci i punkta przeciecia A, i B!
tworzag katy (str. 117):
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BIFC = BFB! = I2BFC,

CFAl = AIFA = A CFA, przeto:
BIFC + CFAl = [l (BFC + CFA) czyli:

BIFAl = BFT = TFA.

Jezeli wiec dwie pierwsze styczne pozostajg stale, a trzecia toczy
sie po krzywej, to kat rzucajacy z ogniska odcinek tej stycznej zawarty
miedzy punktami jej przeciecia sie ze stycznemi statemi jest staty i nie-
zmienny ; ztad wynika :

Zestawy proste powstajace przez przeciecie wszystkich stycznych
krzywej drugiego stopnia przez dowolne dwie styczne, sg rzucane z ogni-
ska krzywej przez dwie jednakowe i jednotoczne, rzutowo zespolone
roztocze promieni.

Praw’0 to, stosuje sie takze do paraboli i nieskoriczenie odlegtego
jej ogniska, oraz do kota i jego $rodka

Krzywa 2go stopnia jest przeto wyznaczona, skoro dane sa trzy
styczne i jedno ognisko tej krzywej.

Zagadnienia 2go stopnia.

Zagadnienia ktére maja zwykle dwa rozwigzania i ktore
trzeba zwykle rozwigzywa¢ przy pomocy zestawow 2go stopnia,
nazywajg sie zagadnieniami 2go stopnia.

Do takich zagadnieri nalezg miedzy innemi:

»Znalezé punkta odpowiedniowspélne dwoch rzutowych ze-

stawow prostych, lezacych w jednej linii prostej.”

»Znalez¢é pierwiastki rdzenne zestawu dwuwtérnego“ it p.

Zagadnienia w tym rodzaju dajg sie sprowadzi¢ do naste-
pujacego :

»Znalez¢ punkta odpowiedniowspdlne dwoch rzutowych

krzywych 2go stopnia k i k1, lezacych jedna na drugiej.”

To ostatnie zagadnienie rozwigzujemy W nastepujacy
sposéb :

Obie krzywe moga by¢ dane przez trzy pary punktow
odpowiednich t. j. przez punkta A, B, C, krzywej k, i Al Bl
Cl, krzywej ki (fig. 45).
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Rzucajac Al, Bl C1, z punktu A, —a A, B, C, z punktu
Al wyznaczymy dwie rzutowe zespolone roztocze promieni (rzu-
cajgce obie rzutowe krzywe k i k1), — a do tego perspektywi-
czne, gdyz promien AAl jest odpowiedniowspolny. Obie wiec
roztocze sg rzutniami zestawu prostego, przechodzacego przez
punkta przeciecia promieni odpowiednich : AB! z AIB i ACl
zAlC, t j. zestawu u. Oczywistg jest rzecza, ze punkta
przeciecia prostej u z krzywg sg punktami odpowiedniowspdlne-
mi krzywych k i k1. Tych punktéw jest dwa, jeden, albo
niema zadnego, gdy prosta u przecina krzywa, jest do niej
styczng lub niema z nig zadnego punktu wspolnego.

Na mocy prawa Pascala, w prostej u lezy takze przecie-
cie promieni BC! i BIC (jako trzeciej pary bokdéw przeciwle-
glych szesciokata ABI C Al B Cl).

Tez samg zatem prostag u mozemy otrzymac rzucajac K i
kil z punktéw B i Bl lub w ogdle, z dowolnych dwdch punk-
tow odpowiednich. Jezeli krzywe k i ki lezg dwuwtdrnie, to
u jest osig dwuwtornosci a punkta jej przeciecia z krzywg, —
punktami rdzennemi. W tym przypadku , potrzebujemy jak
wiadomo, znaé tylko dwie pary punktéw odpowiednich A, A,
i B, B, — aby wyznaczy¢ prostg u, — gdyz poprowadziwszy
AAl i BBl a z punktu ich przeciecia styczne do krzywej,
otrzymamy punkta rdzenne przez ktore przechodzi u; z reszty
u przechodzi przez punkta przeciecia AB, z AB i AB z AIBL

Do powyzszego zagadnienia dadza sie sprowadzi¢ rozne
przypadki ogdlnego zagadnienia :

»Znalezé pierwiastki odpowiedniowspdlne dwéch rzutowych
zestawOw pierwotnych, lezacych jeden na drugim*

I tak: Jezeli dane sg dwie powierzchnie stozkowe albo
dwie roztocze skosne, to przecigwszy je ptaszczyzng mozemy
zawsze otrzymaé dwie (rzutowe) krzywe 2go stopnia, z ktoremi
postepujemy jak powyzej, — a znalaziszy punkta odpowiednio-
wspolne tych ostatnich, otrzymamy zarazem szukane pierwiastki
pierwszych. — Jezeli dane sg roztocze promieni 2go stopnia,
to bierzemy pod uwage krzywe 2go stopnia przez nie otoczo-
ne; — jezeli sag dane dwie wspolésrodkowe roztocze promieni,
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to przecinajac je krzywa 2go stopnia przechodzgcg przez ich
wspolny Srodek, otrzymamy w tej krzywej pary punktow,
nalezacych jak wyzej, do dwéch rzutowych krzywych k i Ki,
przez ktérych punkta odpowiedniowspdlne przechodza promienie
odpowiedniowsp6lne danych roztoczy.

Jezeli dane sg dwa zestawy proste , to sprowadzamy ten
przypadek do poprzedzajacego, rzucajac te zestawy z dowolne-
go punktu zewnatrz nich lezacego;, — tak n. p. p i pl (fig.
46) sg dane dwa zestawy proste; — obieramy dowolny punkt
S — i wykreSlamy w plaszczyZnie pS, przechodzacy przez nie-
go dowolng krzywg 2go stopnia (n. p. koto); — na te krzywa
rzucamy dowolne trzy pary punktow odpowiednich, zestawow
pipl np punkta A, B, C i Al B1l, Cl i otrzymujemy
punkta A’, B,, C' i A!l, B,1, C1, ktore uwazamy za naleza-
ce do dwoch rzutowych krzywych k i k1; — poprowadziwszy
przez punkta przeciecia AlB z B1A i CIB z BIC prostg u
otrzymamy w punktach przeciecia sie tej prostej z krzywa,
punkta odpowiedniowspolne krzywych k i ; — promienie
rzucajgce te punkta z punktu S, wyznaczajg w prostej p punk-
ta odpowiedniowspblne zestawow p i pl +— (gdyby prosta u
byla styczng do krzywej k lub gdyby nie miata z nig zadnego
punktu wspdlnego, to zestawy p i pl miatyby jeden lub nie-
miatyby Zzadnego punktu odpownedniowspdlnego.

Na podstawie poprzedzajacych, mozemy rozwigzywa¢ na-
stepujgce zagadnienia
Znalez¢ punkta wspélne da-  Poprowadzi¢ styczne z danego
nej prostej u, z krzywg 2go punktu U, do krzywej 2go sto-
stopnia ktorej tylko 5 punktow pnia, ktorej 5 innych stycznych
A, B, C, D, E, jest wiadomych. jest danych.

Roztocze promieni A (CDE...) i B (CDE...) s3a rzutowo
zespolone; prosta u przecina te roztocze w dwdéch rzutowo ze-
spolonych zestawach, ktorych punkta odpowiedniowspdlne sg
punktami wspolnemi danej prostej z krzywa, — dowolne dwie
Z pieciu danych stycznych (zagadn. z prawej strony), przecinajg
trzy pozostale w trzech parach punktow odpowiednich, nalezg-
cych do dwdch zestawéw rzutowych, — te punkta rzucane
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z danego punktu U dajg trzy pary promieni odpowiednich
dwoéch rzutowych roztoczy, ktorych promienie odpowiednio-
wspollne sg stycznemi do krzywe;j.

Przyjmujagc w zagadnieniu z lewej strony, Zze prosta u
jest nieskonczenie odlegta, mozemy rozwigza¢ nastepujace za-
gadnienie :

»,Rozpozna¢, czy dana przez pie¢ punktéw krzywa 2go st.

jest hyperbolg, parabolg lub elipsg" (str. 54).

»W plaszczyznie, dane sg dwa n-katy niezupetne, — wy-

kresli¢ trzeci n kat opisany na jednym a wpisany w drugi

z danych n-katéw. Albo, inaczej mowiac: wykresli¢ n-kat

ktéregoby wierzchotki lezaty na n danych prostych: ul,

u2, u3... un, a boki przechodzity przez n danych punk-

tow: R1, Ra, R3, ... Rn *

Trzy dowolne punkta prostej ul rzucamy z Rl na ua, —
otrzymane rzuty, rzucamy z punktu Ra na ul i t. d. az na
reszcie otrzymamy w prostej ul , opr6cz obranych, trzy punkta
powstate przez kolejne ich odrzucanie, — czyli trzy pary punk-
tow odpowiednich, dwdéch rzutowych zestawdw prostych; kazdy
punkt odpowiedniowspdlny tych zestawow jest jednym z wierz-
chotkéw szukanego h kata — ktory nastepnie tatwo jest wy-
kreslic.

W ogdble, zagadnienie to ma najwiecej dwa rozwigzania,
lecz moze sie zdarzyé wypadek, ze powyzsze dwa zestawy pro-
ste (wl) majg wiecej jak dwa punkta odpowiedniowspdlne, ale
wtedy maja wszystkie punkta odpowiednio wspdlne i dajg nie-
skoriczenie wiele rozwigzan.

Nalezy tu zauwazy¢, ze w powyzszem zagadnieniu, n-katy
moga nie byé plaskie ale owszem moga to byé tak zwane
spaczone n-katy, byleby tylko wspomniane rzuty byty mozli-
we, t. j. byleby ul i ua lezaty w jednej plaszczyznie z R1,—
ua i u3 w jednej ptaszczyznie z Ra i t. d.

»Znalez¢ prostg przecinajacg 4 proste dane a, 0, c, d,

z ktorych zadne dwie nie lezg w jednej plaszczyznie."

Obrawszy na jednej z danych prostych, n. p na c, trzy
dowolne punkta, rzucamy je z prostych a i b; — otrzymamy
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3 pary plaszczyzn odpowiednich, rzutowych roztoczy a i b; te
ptaszczyzny przecinajg prosta d w 3ch parach punktow odpo-
wiednich, dwdch rzutowych zestawéw prostych (d); przez kazdy
punkt odpowiedniowspélny tych dwoch zestawéw przechodzi
jedna prosta bedaca przecieciem dwoch ptaszczyzn odpowiednich
roztoczy a i b t j. plaszczyzn rzucajacych jeden punkt pro-
stej ¢, a wiec prosta przecinajgca a,b, ¢ i d.

Gdyby 4 dane proste nalezaty do jednej roztoczy skos$nej,
to zagadnienie miatoby nieskonczenie wiele rozwigzan, zwykle
jednak ma najwiecej dwa rozwigzania.

Za pomoca poprzedzajagcego, mozemy rozwigza¢ nastepu-
jace zagadnienie:

»Majac dane 3 promienie jednej roztoczy skosnej, znalezé

punkta przeciecia powierzchni przez te roztocz utworzonej

z dowolng prostg dang d.“

Wyznaczywszy bowiem proste przecinajace powyzsze czte-
ry proste, otrzymamy w punktach ich przeciecia z prostg d,
punkta zadane.

Do najwazniejszych zagadnien 2go stopnia nalezy na
stepujace:

»,Dane sg dwa zestawy dwuwtorne (kazdy ztozony z dwéch

dwuwtdrnie zespolonych), lezace jeden na drugim, — wy-

nalez¢ pierwiastki ktére tak w jednym jak w drugim ze-
stawie tworzg jedng pare dwuwtdrng".

Kazde zagadnienie tego rodzaju mozemy sprowadzi¢ do
zagadnienia w ktérem wystepuja dwie krzywe 2go stopnia, —
rozwigzemy wiec ten ostatni tylko przypadek. Niech wiec beda
X, X1, 1Y, Y1 (fig. 47), dwie pary nalezace do jednej krzy-
wej, a A, Aj i B, Bl pary nalezagce do drugiej krzywej dwu-
wtornej. — Wyznaczywszy $rodki dwuwtoérnosci U i W, po-
prowadzmy prostg UW, a punkta Z i Zl przeciecia sie jej
z krzywg beda tworzyly jedng pare tak w jednej jak w drugiej
krzywej. — Jezeli prosta UW jest styczng do krzywej, to za-
miast szukanej pary otrzymujemy punkt rdzenny; jezeli UW
niema z krzywg zadnego punktu wspolnego, to wida¢ ze krzy-
we nie maig zadnej wspolnej pary. Ostatnie dwa wypadki mo-



125

ga oczywiscie nastgpi¢ tylko wtedy, jezeli oba $rodki dwuwtor-
nosci lezg zewnatrz krzywej, t. j. gdy obie krzywe majg po
dwa punkta rdzenne. — Punkta rdzenne jednej krzywej mu-
szg by¢ przez takiez punkta drugiej krzywej przedzielone, gdyz
biegunowe punktow U i W wyznaczajgce te punkta, muszg sie
przecina¢ wewnatrz krzywej (w biegunie prostej UW).

Powyzsze uwagi stosujg sie i do innych zestawow pier-
wotnych ; — mozemy wiec powiedzie¢ og6lnie :

Jezeli dwa dwuwtérne zestawy pierwotne lezg jeden na
drugim, to muszg mie¢ jedng para wspolna, chyba ze kazdy
Z nich jest réznotoczny (ob. str. 104) t. j. majacy dwa
pierwiastki rdzenne; — w tym ostatnim przypadku moga
mie¢ jedng pare, albo jeden pierwiastek rdzenny, albo nie ma-
jg ani jednego ani drugiego.

To nam postuzy do natepujagcych uwag geometrycznych:

Jezeli mamy dowolng dwuwtdrng roztocz prom. Igo st
to mozemy zawsze wykresli¢ wspdtsrodkowg roztocz prostoka-
tng (dwuwtdrng) (ob. str. 115) lezacg w tejze plaszczyznie. Ta
druga roztocz (jako prostokagtna) nie moze mieé promieni rdzen-
nych, musi wiec miec z pierwsza, — jedng pare wspo6lng, a wiec
ta druga musi mie¢ jedng pare promieni prostopadtych , czyli

Kazda dwuwtdrng roztocz prom. lgo stopnia ma dwa pro-
mienie odpowiednie prostopadte do siebie.

To dowodzi, ze hyperbola i elipsa musza mie¢ po dwie
$rednice do siebie prostopadie czyli osie (str. 72).

Przy tej sposobnosci, rozwigzemy tu zagadnienie ge-
ometryczne .

»Majac dane dwie pary Srednic sprzezonych krzywej 2go

stopnia, wyznaczyC jej Bsie.

Wykre$lamy dowolne koto (fig. 48), przechodzace przez Srodek
krzywej S, a przecinajagce jedng pare danych $rednic, sprzezo-
nych w punktach A i Al, — druga pare w punktach B i Bl
Te cztery punkta stanowig dwie pary zestawu dwuwt6rnego
w ktorym koto przecina roztocz utworzong przez wszystkie
pary Srednic sprzezonych danej krzywej;, $rodek dwuwtdrnosci
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lezy na przecieciu AAl z BBl, w punkcie U. — Polaczywszy
U ze Srodkiem kota (C) otrzymamy dwa punkta odpowiednie
X i Xl rzucane z S przez dwie Srednice sprzezone, ktdére oczy-
wiscie sg do siebie prostopadte a wiec sg szukanemi osiami.

Jezeli U lezy zewnatrz kota, to to koto ma dwa punkta
rdzenne M i N, przedzielajace harmonicznie kazde dwa punkta
jednej pary dwuwtornej; — promienie rzucajace z S te dwa
punkta M i N sg harmonicznie przedzielone przez kazda pare
$rednic sprzezonych danej krzywej, a wiec ta dana krzywa jest
w tym razie hyperbolg, a proste SM i SN, — jej asympto-
tami (str. 72).

»W dwuwtornej roztoczy promieni lgo stopnia, wyznaczy¢
pare promieni harmonicznie przedzielonych przez dwa dane
punkta tejze ptaszczyzny."

(Zagadnienie to mozemy rozwigza¢ wtedy, gdy dwa dane
punkta M i N, nie lezg w jednej prostej ze $rodkiem R danej
roztoczy i gdy zaden z promieni rdzennych tej roztoczy nie
przechodzi przez punkt M lub N).

Wyznaczywszy dwuwtorny zestaw prosty, ktérego punk-
tami rdzennemi sa punkta M i N, rzucamy go ze $rodka S,
para wspélna otrzymanej w ten sposob roztoczy i roztoczy da-
nej jest parg szukang

Zagadnienie powyzsze, mozemy rozciggna¢ i na inne ze-
stawy pierwotne; n. p. zamiast roztoczy S, moze by¢ dany
dwuwtorny zestaw prosty lezacy w prostej MN; a gdy przy-
tem jeden z punktbw M i N, — n. p. N jest nieskonczenie
odlegly, to zagadnienie brzmi:

»W danym zestawie prostym dwuwtérnym, wyznaczyé
pare punktéw réwnoodlegtych od danego w tejze prostej
punktu M “

Dane sa w jednej ptaszczy- Dane s3 w jednej ptaszczy-
Znie : trojkat ABC i dwowtdrna Znie: trojkat i dwuwtorny ze-
roztocz promieni F, ktorej Zza- staw prosty, ktérego zaden punkt
den promien rdzenny nie prze- rdzenny nie lezy w zadnym bo-
chodzi przez zaden z wierzchot- ku tréjkata, — wpisa¢ w ten
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kow trojkata, opisaC na tym tréjkat takg krzywa 2go st
trdjkacie taka krzywa 2go st, aby wzgledem niej kazde dwa
aby wzgledem niej kazde dwa punkta odpowiednie zestawu pro-
promienie odpowiednie roztoczy, stego, byly z soba sprzezone.
byly z sobg sprzezone

Zagadnienie z lewej strony mozemy rozwigzac, jezeli za-

den z wierzchotkéw trdjkata nie jest jednoczesnie Srodkiem F,
t. j. gdy przynajmniej dwa boki trojkata n. p. AB i AC, przez
ten punkt nie przechodza (fig. 49); w kazdym z tych bokdw,
musi istnie¢ przynajmniej jeden punkt, ktorego biegunowa
wzgledem szukanej krzywej (jezeli ta istnieje), przechodzi przez
punkt F, a ze ton punkt musi by¢ przez krzywg od bieguno-
wej harmonicznie przedzielony — i poniewaz kazde dwa pro-
mienie odpowiednie roztoczy F sa sprzezone wzgledem szuka-
nej krzywej, — przeto wyznaczymy go nastepujagcym sposobem ;
Wyznaczamy dwa promienie odpowiednie p i px, roztoczy F,
harmonicznie przedzielone przez A i B, a dwa drugie q i gx
harmonicznie przedzielone przez A i C; (jezeli sie okaze ze te
dwie pary promieni nie istniejg (ob. wyzej) co nastepuje wite-
dy gdy roztocz F ma dwa promienie rdzenne przez A i B albo
A i C przedzielone (str. 125), to nie istnieje rowniez szukana
krzywa) Oznaczywszy przez P i P, punkta przeciecia sie AB
zpipx — aprzez Qi Q punkta przeciecia sie AC z q i
gx, musimy przypusci¢ ze:

albo: P i Q sg biegunami px i

albo: P Ql n n Px | 7,

abo: pP1iQ, n P i7i

albo: P, iQ. , A P i 7

Kazde z tych czterech przypuszczen prowadzi do jednego

rozwigzania, powyzszego zagadnienia.

Przyjawszy pierwsze przypuszczenie jako mozliwe, szuka-
my na prostej PC punktu C,, harmonicznie przedzielonego od C,
przez P i px, a na prostej QB — punktu B’, harmonicznie
przedzielonego od B, przez Q i gx. — Krzywa 2go st. wyzna-
czona przez punkta ABCB'C, jest krzywg szukang, gdyz jest opi-
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sana na danym trojkacie a dwie pary punktow A, B i C, C' sg
harmonicznie przedzielone przez P i px, wiec P jest biegunem
pl , a promien p jest sprzezony z pl; tak samo promien q jest
zprzezony z qy, i kazde dwa promienie odpowiednie roztoczy
F sa wzgledem tej krzywej z soba sprzezone

Jezeli roztocz F ma dwa promienie rdzenne, ktére musza
by¢ styczne do wyznaczonej krzywej, to zagadnienie powyzsze
mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob :

Na danym tréjkacie, opisa¢é W dany trojkat wpisa¢ krzy-
krzywa 2go stopnia styczng do wa 2go stopnia przechodzaca
dwoch prostych danych w tej- przez dwa punkta dane w tejze
ze plaszczyznie. ptaszczyznie ¥

Powyzsze wykre$lenia okazujg, iz to zagadnienie ma tyl-
ko wtedy 4 rozwigzania, jezeli (z lewej strony) dwie dane pro-
ste nie przechodzg przez wierzchotki, — lub (z prawej strony)
dwa dane punkta nie leza na bokach danego trdjkata; — ina-
czej , zagadnienie niema zadnego rozwigzania.

Jezeli roztocz F niema promieni rdzennych , to poprze-
dzajace zagadnienie ma 4 rozwigzania; tak n. p. jezeli roz-
tocz F jest prostokatna, — a wiec F ogniskiem krzywej to
to zagadnienie zamienia sie na nastepujgce :

~Wyznaczy¢ 4 krzywe 2go stopnia, opisane na danym

trojkacie i majace punkt dany za ognisko."

Na zakonczenie, rozwiazemy tu jeszcze’jedno zagadnienie
pokrewne poprzedzajgcym:

Dane s3 W jednej ptaszczy- Dane sa w jednej plaszczy-
Znie: dwuwtérny zestaw pro- Znie: dwuwtdrna roztocz pro-
sty u, i trojkat ABC, ktérego mieni R i trojkat, ktorego za-
zaden bok nie przechodzi przez den wierzchotek nie lezy w pro
punkt rdzenny zestawu i kté6 mieniu rdzennym roztoczy i Kto-
rego zaden wierzchotek nie le rego zaden bok nie przechodzi
zy na prostej w, — opisa¢ na przez srodek R, — wpisaC w ten

*) Tak to, jak i poprzedzajace zagadnienie z prawej strony moze
by¢ tatwo rozwi¥szane na podstawie prawa odwrotnosci.
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tym tréjkacie taka krzywa 2go tréjkat taka krzywa 2go stopnia,
stopnia, aby wzgledem niej aby wzgledem niej kazde dwa
kazde dwa punkta odpowiednie promienie odpowiednie rozto-
zestawu u byly z soba sprze- czy R byly z sobg sprze-
zone. zone.

Niech, bedg punkta K i M, (fig. 50) w ktorych AB i BC
przecinaja u; — Kl i Ml ich punkta odpowiednie; Ka, punkt
prostej AB, harmonicznie przedzielony od K przez punkta A i B
(nalezace do szukanej krzywej); M2, punkt prostej BC, harmo-
nicznie przedzielony od M! przez punkta B i C (szukanej krzy-
wej). — Prosta K1K? jest wzgledem szukanej krzywej biegu-
nowg punktu K, gdyz K! i K2 sg sprzezone z K; tak samo
ML M, jest biegunowg punktu M. — Jezeli wiec C' jest punk-
tem harmonicznie przedzielonym od C przez K i KIK2, a A
punkt harmonicznie przedzielony od A przez M i MIM2, to
punkta ABCA,C, wyznaczajg szukang krzywa.

Jezeli zestaw u ma dwa punkta rdzenne, to przez nie
musi przechodzi¢ szukana krzywa a wiec wyznaczywszy te
punkta mamy krzywg odrazu przez 5 punktow wyznaczona.

W kazdym razie, zagadnienie 'to moze mieé tylko je-
dno rozwigzanie, nie nalezy wiec wiasciwie do zagadnien
2go stopnia.
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