ETT AXIOMSYSTEM FOR DEN EUKLIDISKA
GEOMETRIEN.

AF

T. BRODEN.

1. For ca. 20 ar sedan (1890) uppstallde och publicerade jag ett
geometriskt axiomsystem 1), som bade genom den allmanna tendensen
och genom ofverensstdmmelse i vissa detaljer erbjuder bergringspunkter
med senare framkomna axiomsystem, sasom det bekanta af Hilbert
samt af Veronese, Pieri, B. Levi m. fl. iMen min publikation blef helt
naturligt foga bekant, dd den placerats i en svensk pedagogisk tid-
skrift. Jag skulle dock tro, att den fortjanat atminstone nagot storre
uppmarksamhet, alldenstund det dari angifna axiomsystemet, trots alla
bergringspunkter med senare uppstallda system, dock i forhallande till
dem intager en ganska bestdmd sarstallning.

DA jag nu ber att for kongressen fa redogdra for mitt system, bor
jag p& forhdnd nédmna, att jag i vissa afseenden nu ger det en annan
och, som jag tror, battre form an den ursprungliga.

Den forstd grundtanken i det heia ar den, att soka reducera de
specifikt geometriske grundbegreppen till begreppet punkt samt ett
begrepp, som innebar den minsta mojliga ansats till ett afstandsbegrepp.
Och detta senare kan knappast blifva nagot annat an begreppet om
likhet i afstandfr&n en och samma punkt, eller som vi for korthets
skuil vilja sdga, omedelbar afstandslikhet. Och med denna utgdngs-
punkt skola vi soka uppstélla ett i mojligaste méatto enkelt, naturligt
och homogent system af axiom, hvilka dessutom hvar for sig aro i
mojligaste matto empiriskt evidenta. Om betydelsen haraf, sarskildt

1) Om geometriens principer. Pedagogisk tidsskrift. Halmstad 1890.
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hvad angar den namnda begreppsreduktionen, skall jag efterat gora
nagra korta anmarkningar, men G&fvergar nu direkt till redogorelse for
axiomsystemet i fraga.

2. Det odefinierade begreppet, att punkterna A och B hafva
samma afstand fran en tredje punkt P, tecknas symboliskt

Kan till detta begrepp omedelbart knytas nagot axiom? Ja, det fol-
jande, som ma benamnas:

I. Fundamentalaxiom.

Axiom i. Om AP = BP, CP— BP, s& ar AP — CP, eller i ord
uttryckt: det galler vid omedelbar afstdndslikhet, att de som aro lika
med ett och samma, aro sinsemellan lika.

Ett omedelbart korollarium haraf blir: de som aro lika med lika,
aro sinsemellan lika.

3. Enligt sakens natur ligger det nu narmast till hands att soka
vinna en definition p& det allmanna begreppet afstandslikhet, AB— CD.
En sadan skulle ju mojligen kunna formas sdhar: AB = CD, om det
existerar ett antal punkter Pv Pi ... Pn, sddanna att

Ett sadant satt att stilla saken skulle dock sékerligen medféra en
betydlig komplikation. Men man kan i stallet gora sa att man i
forsta hand definierar afstandslikheten inom nagot lampligt partial-
system, dar forhallandena aro jamforelsevis enkla, och darefter uppstiger
till den fullt allméangiltiga definitionen. Detta kan ske genom féljande
system af

Il. Axiom, som mdjliggora det allménna begreppet
afstandslikhet.

Axiom 2. Orten for en punkt P, sddan att PA = PB [dd& A och
B aro tva gifna punkter], utgér mer an en punkt
Definition i. Denna ort (= detta punktsystem) bendmnas ett plany}.

1) Denna definition &r, som bekant, af gammalt datum. Den foreslogs bl. a. redan af
Leibnitz. Likasd den motsvarande for rata linien.
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Axiom j. Motsvarande mangd inom ett plan utgor mer an en
punkt.

Definition 2. Denna punktmangd bendmnes en rat linie.

Axiom 4. Det motsvarande inom en rat linie utgores af en enda
punkt, som ar skilid fran bade A och B (hvadan alltsd en rat linie
bestar af minst tre punkter).

Definition 3. Denna punkt kallas midtpunkten till A och B.

Anm. | och genom Ax. 3 och Def. 2 ar tydligen forutsatt, att
hvarje rat linie ingdr som bestdndsdel i atminstone nagot plan.

Fdrsokom nu definiera det allmadnna begreppet afstdndslikhet i
frdga om punkter p& en rat linie. Man skulle for detta &ndamal nog
kunna anvanda det ofvannadmda interpolationsforfarandet i specialicerad
form, nadmligen si, att de interpolerade punkterna (P1, P.1 +++¢) alla
utom en forlades pd linien (blott vid speciella lagen for A, B, C, D
skulle de alla kunna tillhora linien). Men ett sadant forfarande skulle,
om ocksd moijligt och kanske ur vissa synpunkter intressant, nappeligen
vara gagneligt for enkeltheten och elegansen i hela axiomsystemet.
Men man kan i stallet forma definitionen s, att vid densamma endast
punkter pa linien komma i betraktande, ndmligen helt enkelt pa fol-
jande satt:

Definition 4. P& en rat linie & AB — CD, om paren A, D och
B, C eller A, C och B, D hafva samma midtpunkt.

Hartill fogas genast:

Axiom 3. P4 en rét linie &ro de afstdnd lika, som &ro lika med
ett och samma.

Till detta begrepp skola vi nu soka aterfora det fullt allmanna be-
greppet afstandslikhet. Harfor erfordras tvdnne nya axiom.

Axiom 6.  Genom tva punkter hvilkasom halst gar alltid &tmin-
stone nagon rat linie (och sdledes ochsdnagot plan, se anm. efter
axiom 4).

Axiom p. Om Par en punkt pa enrat linie, och A en punkt
utanfor linien,sd finnes alltid atminstone nagon punkt B pa linien,
saddan att BP = AP.

Nu kan definitionen i frdga formuleras pa foljande sétt:

Definition 3. Tv& punktpar A, B och C, D vare gifna. Man for-
binde en punkt i det ena paret med en punkt i det andra, t ex. A
och C genom en rét linie (ax. 6). Pa linien tagas sedan tva punkter
H och K sa att HA = BA, KC= DC (ax. 7). Om da (enl. def. 4)
HA = KC, sd ar afven AB = CD,

Sdsom axiom maste afven nu tillfogas:
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Axiom 8. Det galler fullt allmant, att de afstand, som aro lika
med ett och samma, &ro sinsamellan lika.

Af def. 4 och ax. 8 framgar sasom

Korollarium Om vid gifna punktpar A, B; C, D det i def. 5 an-
gifna forhallandet intrdffar, d& den forbindande linien valjas pa ett af
de 4 mojliga sétten och vid ett bestdmdt val af punkterna H och K,
sd intraffar detsamma vid hvarje annat val af hjdlplinien och af
punkterna H, K.

4.Harmed ar det fullstdindiga begreppet afstandslikhet fardig-
bildadt. Och déarmed &r i sjlfva verket en ganska betydlig del af
axiomsystemet fardigt. De axiom, som ytterligare behofvas, aro af
mycket enkel natur och utgora svar pa vissa fragor, som nu af sig
sjalfva framstalla sig. Man kan ldmpligen dela dem i grupper pa fol-
jande sétt.

I1l. Axiom for individualisering af rat linie och plan
(utgorande en del af Hilberts »Axiome der Verknupfung«),

Axiom 9. Genom tva (olika) punkter gar aldrig mer an en rat
linie (men enl. ax. 6 alltid en).

Axiom 10. Den rata linie, som gar genom tvd punkter i ett plan,
ligger helt och hallet i planet.

Axiom 11. Genom tre punkter, som ieke ligga i en rat linie, gar
alltid ett men endast ett plan.

IV. Symmetriaxiom.

Under denna bendmning kan man sammanfatta tvdnne axiom, som
i viss mening innebdra en omvandning af de genom axiomen 2, 3, 4
och definitionerna 1, 2 faststallda forhallandena, och som kunna formu-
leras pa foljande satt.

Axiom 12. Hvarje punkt M pa en rat linie bestdmmer en entydig
symmetrisk (»involutorisk«) motsvarighet, vid hvilken motsvariga af-
stdnd aro lika, och M ar den enda sjalfmotsvariga punkten.

Anm. P3 grund af def. 4 &r detta fullkomligt likbetydande med
foljande: om M och A &ro tvd godtyckliga punkter pd en rét linie,
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sd finnes det en men endast en punkt B, sadan, att M ar midtpunkt
till A och B.

Axiom iy Hvarje rat linie i ett plan bestimmer en entydig
involutorisk punktmotsvarighet, vid hvilken motsvariga afstdnd &aro
lika och liniens alla punkter men inga andra aro sjalfmotsvariga.

Anm. 1. Detta innebar foljande: om i ett plan L ar en godtyck-
lig rat linie och A en godtycklig punkt utanfor linien, s finnes det
en och endast en punkt B i planet, sddan att BP = AP, om P &r en
godtycklig punkt pad L. Men dette innebdr &nnu icke (&tminstone
icke omedelbart), att AC— BD, om B i denne mening motsvarar A,
och D i samma mening motsvarar C.

Anm. 2. En analog sats galier afven for planet och hela rymden.
Men den bor ej uppstdllas som axiom, da den foljer af vara ofriga
axiom.

V. Kontinuitetsaxiom.

Vi hafva att efterstrdfva ett medel att klassificera de olika punk-
terna i rummet, och narmast pd en rat linie genom deras olika rela-
tioner til fasta punkter. En fast punkt ar havid icke tillrdcklig: man
kommer da blott till den nyssndmda symmetrien. Annorlunda om
man utgdr fran tva fasta punkter, och darigenom kommer i tillfdlle att
anvanda flere olika symmetrier. Lat O och Pl vara tva punkter pa
en rat linie. Da ar enl. ax. 12 P! midtpunkt till O och en bestdmd
punkt P2, vidare P2 midtpunkt till Pl och P2 o.s. v, Den harmed
angifna proceduren ma korteligen kallas »successiv symmetribildning«
eller, med vanligare uttryckssatt, »successivt afsattande af lika stora
stycken«. Tva fail &ro nu tadnkbara: denna procedur leder forr eller
senare tillbaka till utgdngspunkten O, eller icke. Vi konstatera nu
det senare, d, v.s. uppstdlla axiomet:

Axiom 14. Vid »successiv afsattning af lika stora stycken« ater-
kommer man aldrig till utgangspunkten (intet Pn sammanfaller med 0O).

Anm. Detta biir den form, hvari det s. k. Archimediska axiomet
nu kommer att upptrdda. Harvid maste anmarkas, att vi har tydligen
komma i kontakt med den nagot omtvistade frdgan om de hela talens
begrepp. Axiomets ofvanstdende formulering ansluter sig till den
uppfattning af talbegreppet, som grunder sig p& principen »fran n till
Il -|- 1« Och jag stannar atm. for tillfdllet vid denna formulering,
med reservation for mojligheten att ordna saken pa& annat sattl) —

1) Den formulering, som forekommer i min skrift frdn 1890, finner jag numera vara
otillfredsstallande.
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Later man emellertid punkten O betecknas med o, punkten Py med i,
kommer hela det erhdllna systemet O, PI, P2 ++++ att motsvara den
positiva heltalsserien, och detta pa sadant satt, att tva punktpar,
hvilkas motsvarande tal hafva lika differenser, ocksad hafva lika inbor-
des afstdnd. Genom att ersatta P! med dess i afs. pa O symmetriska
bildpunkt, erhdller man ett nytt punktsystem, motsvarande den nega-
tiva heltalsserien. Medelst axiom 4 kommer man sedan till punkter
motsvarande a&ndliga dualbrak (déar talet 2 spelar samma rol, som talet
10 ved decimalbraken), med samma ofverensstdimmelse mellan afstands-
likhet och likhet i taldifferens, som nyss.

De hittills uppstélida axiomen jamte nedanstdende axiom 16 aro
tillrdckliga for grundldggning af en »euklidisk« geometri. Men icke
forty kvarstdr en viss obestdmdhet. Systemet kan vara i modern
mening kontinuerligt, men behofver icke vara det: vid gifven enhet
och gifvet ratvinkligt koordinatsystem kunna punktmotsvarigheter sak-
nas till andra tal an de ndmnda dualtalen (incl. de hela talen) och
vissa af kvadratrotsform. For att etablera den varkliga kontinuiteten,
maste men tillfoga annu ett axiom, som man med Hilbeit 1dmpligen
kan kalia »fullstandighetsaxiom«. Detsamma kan formuleras pa olika
sattl). Vi anfora icke har ndgon bestdamd formulering, utan anteckna
blott sdsom

Axiom 15. Fullstandighetsaxiom.

V1. Parallelaxiom.

Annu erfordras ett axiom, motsvarande det euklidiska s. k. parallel-
axiomet. Med det snafva begreppsforrdd, hvarmed vi nu forsett oss,
std icke manga olika formuleringar af detta axiom till buds. Vi vélja
den foljande, som, d& den direkt innehdllar afstdndsrelationer, snabbast
leder till afstdndsformlerna (1) och (2) och mojligen afven ur andra
synpunkter har sina foretrdden: om i ett plan tvd punkter A och B
ligga symmetriskt til en rat linie, sa bilda otriga till samma linie hor-
ande symmetriska par med samma inbordes afstind som A och B
tva rata linier, eller korteligen (med anvandning af uttrycket »axial
symmetri« for den i axiom 13 faststdllda symmetriska motsvarigheten).

Axiom 16. Vid den axiala symmetrien i ett plan bilda ekvidi-
stanta symmetriska par tva rata linier.

1) I min skrift af 1890 finnes en dylik formulering angifven. Hilbert har forst i andra
upplagen af »Grundlagen etc.« upptagit ett dylikt axiom.
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5. Det skall nu visas, at de uppstallda axiomen aro tillrackliga
for erhéllande af den inom den euklidiska geometrien gallande afstands-
formeln och darmed ocksd tillrackliga for denna geometris grund-
laggning.

Vi hélla oss forst i planet. Mot en rét linie svarar vid den axiala
symmetrien tydligen en annan rat linie, som réakar den forstnamnda
pa symmetriaxeln, ifall linierna rakas alls. Och en rat linie, som for-
enar tvd symmetriskt hophtrande punkter, motsvarar sig sjalf. Vi
saga, att den ar vinkelrat mot axeln. Tydligen gdr genom en punkt
utanfor axeln en men endast en mot densamma vinkelrat linie (ax. 6,
9 och io). Detsamma galler afven om en punkt pa axeln. Men detta
behofver bevisas.

Vi bevisa forst, att egenskapen »vinkelrat« ar reciprok, sa att om
en linie {B} &ar vinkelrdt mot en annan (4 — B A —, afven A ér
vinkelrat mot B. B har tydligen en gemensam punkt (»skarnings-
punkt«) med A, namligen midtpunkten till tva pa B liggande, med af-
seende pa A symmetriska punkter. Tag tvd godtyckliga sadana P
och P', och I& midtpunkten heta O. Tag vidare pa A de tva punk-
ter R och S, fér hvilka RO = SO = PO = P'O. Punkterna P och
R bestimma en axial symmetri, hvars axel, dd PO = RO, gar genpm
0. Likasd bestamma 6" och P en symmetri med axel genom O. Vid
den forstnamnda symmetrien svarar P mot R, och alltsd, da O ar
sjalfmotsvarigt, linien B mot linien A, samt P' mot S. Vid den
senare svarar S mot P, A mot B. Sammansattar man bagge, fas en
afstdndsbibehéllande motsvarighet, vid hvilken linierna A och B aro
sjalfmotsvariga, men s& att endast punkten O motsvarar sig sjalf,
under det P svarer mot P, R mot S, och sdledes pa hvardera linien
tvd motsvariga punkter alltid ligga symmetriskt till O. Sammansattas
slutligen denna motsvarighet med den ursprungliga symmetrien, hvars
axel var A, framgar tydligen en afstandsbibehallande motsvarighet, vid
hvilken hvarje punkt af linien B &r sjalfmotsvarig, samt linien A sam-
manbinder hophoérande punkter. Alltsd ar A | B.

Haraf foljer nu latt, att genom hvarje punkt ((?) pa en rat linie (A)
gar en mot henne vinkelrat linie. Ty symmetriaxeln (B) till tva god-
tyckliga, med afseende pd O symmetriskt beldgna punkter af linien A
gar genom O, och A &r vinkelrat mot B, alltsd afven B mot A. Men
vidare kan genom O icke gd mer an en mot A vinkelrat linie. Ty
funnes flere, skulle A vara vinkelrdat mot dem alla, och sdledes tva
till O symmetriska 4-punkter motsvaras af flere symmetriaxler (emot
ax. 3 och def. 2).
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Harmed &r mojligheten af »ratvinklige koordinater« gifven. Sedan
man valt tvd axlar och en langdenhet, kommer mot hvarje punkt i
planet att svara tva reella tal x och y. Detta inses utan vidare. Att
omvandt, vid forutsattning af fullstandighetsaxiomet, mot hvarje talpar
svarar en bestdmd punkt, foljer daraf, att tvd ratte linier, som é&ro
vinkelrdta mot hvar sin af axlarna, da alltid hafva en gemensam punkt,
hvilket ater inses pd foljande satt. Betraktom tvad rata linier, L och
L, som med afseende pa .r-axeln utgora en ort for ekvidistanta sym-
metriska punkter. Dessa linier maste rdka \y-axeln, emedan darpa
maste finnas tva till O symmetriska punkter med samma inbordes
afstand som tva uppgifna punkter, hvilka som halst. L och L' maste
ocksd vara vinkelratta mot y axeln. Ty deras egenskap att i forhal-
lande til x-axeln utgora en ort for ekvidistanta symmetriska punktpar
rubbas tydligen ej vid den symmetriska transformation, hvars axel ar
_y-axeln. Och d& L och L' vid denna icke kunna motsvara hvarandra
eftersom de skéara j-axeln i olika punkter, sd maste hvardera vara
sjalfmotsvarig, d.v.s. vinkelrdt mot y-axeln. Men j-axeln &r en god-
tycklig linie, vinkelrdt motx-axeln. Alltsd: om tva linier med afseende
pd en tredje (A) utgora ort for ekvidistanta symmetriska punkter, sa
aro de vinkelrdta mot hvarje linie, som ar vinkelrat mot A. Omvandt
galier det ocksa, att om en linie ar vinkelrdt mot en annan, och denna
ater mot en tredje ( 4), sd bildar den forstndmda jdmte dess i afs. pa
A symmetriskt motsvariga i forhallande till A en ort for ekvidistanta
symmetriska punktpar. Detta visas sd latt, att vi ej utfora beviset.
Och da, sasom nyss papekades, en linie, som tillhor en dylik ort,
maste raka hvarje mot symmetriaxeln vinkelrat linie, gdiler det tyd-
ligen, att tva rata linier, som &ro vilkelrdta mot hvar sin af tva in-
bordes vinkelrata linier, hafva en gemensam punkt. Hvilket ju nu
skulle bevisas.

Begreppet parallelism kan nu, om man sa vill, definieras s& att
tva linier aro parallela, om de aro vinkelrdta mot en och samma.

Pa ett s& enkelt satt, att det ej torde behofva narmare utforas,
kommer man nu till begreppet om planets »forskjutning pa sig sjalf«
langs x-axeln eller j-axeln, analytiskt represenderad genom relationen
x — xy F h resp. y =yl + k, liksom afven begreppet flyttning af origo.

For att nu komma till »ekvationen for en rat liniex, anmarka vi
forst att tvad punkter (x1,y1) och (—xi, —yi) ligga i rat linie med
origo (0). Detta inses sdlunda. Punkterna (xl,y1) och (x1,—y1), kor-
te. P och P, ligga symmetriskt till .r-axeln. Detta galier darfor
afven om linierna OP och OP'. De punkter, R och R, som pé dessa
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linier ligga symmetriskt till P resp. P', med afs. pa O (s att OR =
= OP = OP' = OR') aro darfor ocksd symmetriska til £-axeln. Men
P och R' resp. P' och R motsvara hvarandra ocksd med afseende pa
en viss linie genom O (annan &n AE-axeln) som symmetriaxel. | for-
héllande till samma linie bilda afven midtpunkterna till P och P resp.
R' och R ett symmetriskt par. Men dessa midtpunkter tillhdra .r-axeln.
Denna ar alltsd vinkelrdt mot den ndmnda symmetriaxeln, sopi folj-
aktligen sammanfaller med j-axeln. Punkterna R och R' aro séledes
(—X1,—jyl) och (—x1, yl)} Detta &ar likbetydande med, att (*1, 4]
och (—xl,—y1) ligga i rat linie med O.

Vi kunna nu uppstdlla ekvationen for OP. Origo ma flyttas till R.
Koordinaterna for O blifva da (x1, jyl), for P daremot 2x1, 2jyl. Dessa
bada punkters koordinater aro alltsd proportionella. Man finner genom
ett enkelt resonnemang, att detsamma gailer for alla liniepunkter,

hvilkas abscissor hafva formen + in-~f (fn, n hela tal): forhéllandet

mellan y och x ar konstant, d.v.s. liniens ekvation ar

atm. om blott ndmda abscissor afses. Och samma ekv. galier i sjalfva
varket om liniens alla punkter, ehuru vi for korthets skuli uteldmna
det enkla beviset harfor. Ekvationen for en linie, som ej gar genom
origo, fas genom koordinattransformation.

For att nu komma till afstdndsformeln, observera vi forst, att pa
en rat linie genom O icke blott y-vardena, utan &fven — blott pa
tecknet ndr — afstdnden frdn O (»radii vectores«) &ro proportionella
mot /A-vardena. Detta foljer enkelt daraf, att OP — OR. Att harleda
afstdndsformeln biir samma sak, som att bestamma det konstanta for-
hallandet mellan radius vector (OP) och xy| sdsom funktion af xl
och yv For detta dndamal behofver man kanna ekv. for en rat linie,
som &r vinkelrdt mot en gifven linie och gar genom en gifven punkt,
Iat oss séga den, som gar genom O och ar J OP. Den kan ater
fas sdhar. Tag forst den symmetri, som ofverfor OX (jr-axelns posi-
tiva del) i OY (jy-axelns pos. del), och anvdnd sedan OY som symme-
triaxel. Den sd sammansatta transformationen (som kan benamnas den
»vridning«, som ofverfor OX i QY) &r en afstdndsbibehallande osym-
metrisk transformation, som tydligtvis ofverfor OP i (halfdelen af) den
mot OP vinkelrdta linien OQ. Ekvationen for OQ &r darfor tydligtvis
antingen yyy = xIx eller yyl — —xIx. Men den forstndmda ekv.
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galler for den linie, till hvilken OP ofvergdr vid den axiala symmetri,
som ofverfor OX i OY. Denna linie kan icke sammanfalla med OQ.
Alltsa aterstar for OQ ekv. yyx — —xyx. Drag nu genom P linien
| OP. Dess ekv. biir

Satt hdr y — o, sd fas abscissan for liniens skaringspunkt T med
A-axeln: om vi tdnka oss Xy y> o, biir

Betrakta nu aterigen den symmetri, som ofverfor OX i OP. Vid den-
samma ma P (pa OP) motsvaras af Pl (pd& OX), och A (pd OX) af
7\ (pd OP), hvarvid naturligtvis OP — OPIl, OT — 07\. Linien P17\
motsvarar linien PT och ar alltsd J OX (eftersom PT | OP. Vi ha
alltsa:

hvarur

Genom koordinattransformation fas den allm&nna afstadndsformeln:

Detta i planet. Den i rymden gallande formeln

kan man sedan fa fram genom en deduktion, som i vasentlig man kan
formas efter de 19 forstd propositionerna i Euklides' elfte bok.

I formeln (2) ligger hela den euklidiska (tredimensionala) geometrien
innesluten, i den meningen, att allting kan darur harledas, sedan man
pa lampligt satt definierat, d.v.s. till afstdndsforhallanden é&terfort de
begrepp, med hvilka geometrien for ofrigt ror sig, sdsom begreppen
vinkel, ytinnehdll m. fl. Huru detta lampligast bor ske, skall har icke
afhandlas 2).

,) Hela denna deduktion (som vid det muntliga kongressforedraget blott i storsta kort-
het antyddes) aterfinnes i foga skiljaktig form i min uppsats fran 1890.
2) Jfr. »Om geometriens principer«, p. 20—22.
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6. Det uppstallda systemet ar sdledes tillrackligt for erhallande af
den euklidiska geometrien. QOjamforligt mer komplicerad ar — vid
detta system, liksom alltid — den omvanda fragan, om alla axiomen
aro sasom sadana nodvandiga, d.v.s. af hvarandra oberoende. Har
skall i detta afseende blott foljande specialfrdga beroras.

Vi hélla oss i planet, med bortseende fran de axiom, som blott
angd rymden. Finnes det nagot system, som uppfyller alla de plana
axiomen utom 14 och 15? Och finnes det rentaf n&got &ndligt system
af denna beskaffenhet?

Ett sddant kan fas sdharl. Vi taga 9 punkter och ordna dem
sdsom i en determinant:

Och vi sdga vidare, att afstindet mellan tva punkter & = a, om de
ligga pd samma horisontal- eller vertikalrad, men = b, om de icke
gora det. Vi sdga dessutom, att tre punkter bilda en rat linie, om
de antingen utgtra en horisontal- resp, en vertikalrad eller motsvara
ett element i determinanten. Man far dd 12 »rita linier<<. Genom tva
punkter gar alltid en linie. Tag en bestamd sadan. D& finnas 6 punk-
ter, som icke ligga pa linien. Dessa ordna sig i 3 par, som i ofvan
angifven mening ligga symmetriskt till linien, enligt féljande schema:

Hvart och ett af de 36 punktpar, som o6fverhufvud kunna bildas bland
de 9, forekommer har en och endast en gang: d.v.s. tvd punkter be
stimma alltid entydigt en symmetriaxel. Vidare ser man latt, att vid

Q

hvarje axel de tre symmetriska paren a ena sidan hafva samma inbor-

1) Denna sak forekom icke i min tidligare skrift,
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des afstand, & andra sidan fordela sig pa tva rata linier (jfr. parallel-
axiomet). Afven begreppet vinkelrdthet kan definieras s&som ofvan
(sd biir t ex. 249 | 843).

Man skulle sdledes har kunna tala om ett andligt system, som vore
»euklidiskt« (ax. 16 galier); men icke »arkimediskt« (ax. 14 galier tydi.
icke). Att marka ar dock harvid, att tydligen ej haller ax. 7 galier,
sdvida man ej forutsatter b = a, hvilket symboliskt uttrycker, att alla
afstdind aro lika. Men antages detta, gallar hela vart plana axiom-
system (ehuru vissa axiom och likasd def. 4 bli sdsom ax. resp. def.
ofverflddiga) 1).

Fallet ar i och for sig tdmligen trivialt. Men dess blotta mojlighet
kan foranleda foljande anmarkning. Som bekant har Hilbert angifvit
ett oandligt system, dar alla hans axiom utom kontinuitetsaxiomen
galla. Och man kan &fven harvid stanna inom planet. Det kan nu
frdgas: satisfierar vart niopunktsystem (med a = b] de Hilbert’'ska
plana axiomen, utom Kkontinuitetsaxiomen? Detta ar icke handelsen.
Ty dessa Hilbert'ska axiom ha redan till konsekvens, att en rat linie
innehaller oandligt manga punkter. Och ett specielt axiom, som star
i direkt strid med 9-punktsystemet, aterfinnes bland H.s »Axiome der
Anordnung«, som rora sig om begreppet »mellan«, hvilket hos H.
spelar rollen af grundbegrepp?: af tre punkter p& en rat linie ligger
alltid en bestdmd mellan de bada andra. Alltsd atminstone om man
stannar inom planimetrien, innehdlla de Hilbert'ska axiom, som atersta,
sedan kontinuitetsaxiomen franréknats, ndgonting mera an véara mot-
svarande axiom.

7. Betrafifande grundtanken att reducera de geometriske begreppen
till de tva: punkt och »omedelbar afstdndslikhet«, hafva Veronese och
Pieri haft yttranden i riktning af mojligheten haraf, men ingen at dem
har, sa vidt jag vet, genomfort denna tanke. Saken kan f. 0. sigas
framskymta redan hos Euklides (I. 1—3).

Jamte de tva specifikt geometriske begreppen forutsatter vart system
naturligtvis afven vissa grundbegrepp af allmant logisk eller aritmetisk
natur. Det skulle kanske ur mer &n en synpunkt vara af intresse att
narmare tilise, hvilken olika stallning olika aritmetiska begrepp intaga
till vart system: somliga aro tydligen abstrakta grundbegrepp jamte de

1) I forbigdende anmarkes: om de 9 numren pad lampligt satt fordelas pd en allmén
tredjegradskurvas inflexionspunkter, komma 3 punkter, »bilda en rat linie«, att vark-
ligen ligga pa en reell imaginar rat linie. Men detta ar f. n. utan négon betydelse.

2) Vid vart satt att ordna axiomen, kan begreppet »mellan« forst s& smaningom in-
komma: forst faststalles, att midtpunkten till A och B ligger mellan A och B o.s. V.
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rent geometriske, andra aterigen inkomma genom formedling af dessa
och vinna darigenom sin konkreta geometriska betydelse.

Till forebyggande af mojligt missforstand, ma uttryckligen framhallas,
att det icke ar min mening beteckna sasom ett logiskt fel att anvanda
flere »grundbegrepp« a&n nodigt: man ma& nyttja huru manga som
halst, blott sammanhanget mellan dem faststélles genom vederborliga
axiom. Men & andra sidan kan ett axiomsystem, dar axiomen, pa
satt som ofvan skett blifvit sd att sdga »renodlade«, hafva sin sarskilda
betydelse med afseende pa utredningen af geometriens fundament.
Och denna betydelse kan tillafventyrs vara afven af mera allmant
mangdteoretisk eller t. 0. m. kunskapsteoretisk natur. Harom skall jag
dock icke har narmare yttra mig. Icke haller skall jag nu inga pa
nagra betraktelser ofver det ofvan anforda systemets relationer till K.
Th. Vaklens »abstrakta geometri« (Leipzig, Teubner 1905), dar forf.
vill reducera de specifikt geometriske grundbegreppen till det enda
begreppet punkt.

Betraffande lampligheten af att soka tillampa den moderna geome-
triska kriticismen inom det rent pedagogiska omradet, ar jag for min
del ganska skeptisk. Men vill man ofverhufvud nagot dylikt, kan ma-
handa afven det har gifna axiomsystemet fortjdna att i ndgon man
komma i betraktande.

I det hela torde det kunna sagas, att detta system ar ett bland de
s att sdga stramaste, mest rakt pad saken géende, som ofverhufvud
kunna tankas.
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