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PREFACE.

Si toutes nos connaissances étaient susceptibles de nous conduire
a la certitude, comme le font les propositions fondamentales des ma-
thématiques pures, nos jugements seraient toujours accompagnés
d’une conviction pleine et entiere, que nous pourrions faire partager
atout étre raisonnable. Mais il n'en est pas ainsi : la plupart de nos
connaissances et de nos jugements ne sont que de simples croyances
plus ou moins fondées; elles n’ont, pour nous servir d'une expression
admise dans le langage ordinaire, qu’un certain degré de certitude.

Suivant ces différents degrés, un événement peut nous paraitre
certain, probable, douteux, improbable ou impossible.

Ilest certain pour nous lorsqu’il n’existe, a notre connaissance,
aucun motif qui lui soit contraire.

Il nous parait probable, douteux ou improbable, lorsqu’il y aplus,
autant ou moins de motifs pour son existence que contre elle.

Enfin, nous le jugeons impossible, lorsque nous ne voyons aucun
motif qui soit favorable a son existence.

De la certitude en faveur d’'un événement on passe a la certitude
contraire par une infinité de degrés qui constituent une probabilité
plus ou moins grande. La probabilité peut donc se mesurer; comme
telle, les lois des nombres lui deviennent applicables, et celte appli-
cation, dans son acception générale, forme I'objet d’une branche im-
portante des mathématiques, quel’on a désignée sous différents noms,
tels que : Géométrie du hasard, Théorie des chances, Calcul des pro-

babilités, etc.
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L’application des mathématiques a la recherche de la probabilité
des événements a soulevé contre elle, dés le principe, des préjugés
nombreux qui ne sont pas encore entierement dissipés. Vouloir sou-
mettre le hasard a des regles géométriques parait une utopie, que
I'on pardonne a la naiveté des hommes de cabinet, mais sur laquelle
les hommes qui se disent pratiques savent a quoi s’en tenir. N'est-ce
pas du reste une opinion généralement admise, que le hasard se plait
a tromper les prévisions les plus justes, a déjouer les plus sages
combinaisons?

A cette objection nous répondrons par un seul mot : — Préjugé.—
Non, le hasard, dans I'acception ordinaire du mot, n'est pas aussi
bizarre qu’on le dit; on est vivement frappé de ses rares anomalies,
ses innombrables effets réguliers passent inapercus : voila la vérité.
D’ailleurs, si I'on voulait réfléchir, on reconnaitrait bientdét que tout
événement simple n’est autre chose qu’un effet, c’est-a-dire le produit
d’une cause; que les mémes causes, en se répétant ou en se combinant
entre elles, doivent nécessairement amener les mémes événements
composés; et que par suite tout ce qu’on attribue au hasard n’est
gu’une conséquence forcée et mathématique de la théorie des combi-
naisons.

Dans beaucoup de questions, il est vrai, les causes sont si nom-
breuses et si délicates qu’il devient impossible de les assigner toutes
a priori : mais quelle est la branche des mathématiques appliquées
qui ait dans ses résultats la rigueur des vérités géométriques, et qui
ne soit réduite, dans certains cas, ainvoquer I’expérience ou a se con-
tenter de I'approximation? Des qu’on entre dans le champ de I'appli-
cation, on doit, par ce fait méme, abandonner la recherche de la
vérité absolue; il faut renoncer a la voie idéale qui méne au résultat
mathématique, pour prendre un des mille sentiers qui aboutissent
dans son voisinage. Or, par quelles indications I'esprit se laissera-t-il
guider dans le choix de la route a suivre? — Par des raisonnements

tirés des probabilités, et par celle considération capitale, qu’il doit
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arriver le plus prés possible du hut, en s’écartant le moins possible.
du véritable chemin.

La théorie des probabilités s'applique donc naturellement, et pour
ainsi dire d’elle-méme, aux sciences d’observation. Ici I’expérience
nous trace un cercle plus ou moins étendu dans lequel doit se trouver
la vérité : ou placerons-nous la vérité elle-méme, si ce n’est au centre
de ce cercle, point qui satisfait le mieux et le plus simplement pos-
sible a I’ensemble des observations? Le caractére analytique de cette,
derniére condition est que la somme des carrés des corrections doit
étre un minimum : nous démontrerons ce théoreme en son lieu ; pour
le moment, contentons-nous de remarquer qu’'il est la traduction
rigoureuse d'un grand principe de la nature, celui de la moindre
action. Chaque observation plus ou moins précise étant assimilée
a un corps matériel plus ou moins pesant, la vérité doit résider au
centre d’attraction du systéme.

Malheureusement la science des probabilités a un tort grave aux
yeux du monde, c’est le nom qu’elle porte. Dans notre époque
d’indiflerence et de scepticisme, le mot probable est devenu si vague,
qu’il a perdu, pour ainsi dire, toute signification déterminée; et tel
est I'empire des mots sur I'esprit des hommes que toute application
des probabilités leur parait entachée d’'un vice originel, le manque
de réalité. Changez le litre de cette science, elle ne tardera pas a
dépouiller le caractére conjectural qu’on lui attribue dans le monde,
et elle prendra rang, sans aucune difficulté, parmi les applications
les plus curieuses et les plus utiles des mathématiques. Si des objec-
lions sérieuses ont quelquefois été faites au calcul des probabilités,
c’est dans ses applications aux sciences judiciaires, politiques et
morales : ces objections cependant ne sont pas sans réplique; et l'on
pourrait, a 'autorité des Dupin, des Poinsot, des Cousin, opposer
celle de Condorcet, Laplace, Poisson, Quetelet, etc. Mais comme
cette espéce d’application des probabilités n’entre pas dans le cadre

de mon ouvrage, je n'ai pas a la justifier ici.
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Considérée comme un simple exercice intellectuel, I’élude des pro-
babilités est éminemment propre & donner Il'esprit de la pénétration
et de la flexibilité; elle nous apprend a analyser les causes, a les
combiner, aleur assigner leur juste degré d’importance ; elle nous met
en garde contre une foule de préjugés vulgaires ou d’illusions cap-
tieuses qui naissent le plus souvent, soit de l'irréflexion, soit d’une
énumeération incompléte des circonstances qui accompagnent les phé-
nomenes; enfin, s'appliquant & des sujets aussi nombreux que variés,
elle fortifie le sens pratique, et corrige cette sécheresse d’idées que
I’'on remarque souvent chez les hommes qui se sont absorbés dans des
études fortes et sérieuses, mais dirigées vers un but unique.

Aussi, depuis Pascal et Fermat, un grand nombre de géomeétres
et de philosophes ont-ils fait une étude spéciale de la science des pro-
babilités. C'est aelle que Laplace a été redevable de ce tact particulier,
qui lui faisait si bien juger du degré de certitude avec lequel les phé-
nomenes naturels paraissaient ressortir de I'observation : il avoue lui-
meme (Essai philosophique sur les probabilités) que la considération
des probabilités lui a servi de base et de point de départ pour ses
plus belles découvertes astronomiques. Avant de reconnaitre les deux
inégalités du mouvement lunaire, dues a l'ellipticité du sphéroide
terrestre, il commencga par s'assurer que leur existence, au milieu de
I'incertitude des observations, était indiquée avec une probabilité
assez forte, pour qu'il crit devoir en rechercher la cause. C'est encore
en suivant la méme marche philosophique qu’il fut amené, dit-il, a
trouver la cause de I'équation séculaire de la lune, celle des grandes
inégalités de Jupiter etde Saturne, et enfin celle de la loi remarquable
qui régit les mouvements moyens des trois premiers satellites de
Jupiter.

Par contre, combien I'histoire des sciences n'a-t-elle pas enregistré
de mécomptes, dus a l'oubli de cette regle prudente! Combien de
théories spécieuses n’a-t-on pas laborieusement enfantées, pour cher-

cher aexpliquer des phénoménes que I’on croyait suffisamment établis
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par I’'observation, et qui, soumis plus tard a une saine critique, ont
été trouvés n’avoir qu’une existence imaginaire!

Le calcul des probabilités prit naissance, avons-nous dit, entre les
mains de Pascal et de F'ermat. En 1654, un joueur, le chevalier de
Méré, proposait a Pascal deux questions relatives au jeu, savoir
«l ° En combien de coups peut-on espérer d’amener un sonnez au jeu
«de trictrac? 2° dans quelle proportion doit-on répartir les enjeux,

lorsque I'on cesse de jouer avant que la partie soit terminée? »

Le grand géométre résolut facilement ces deux questions; mais en
méme temps, il vit dans cette étude une science toute nouvelle et
pleine d’avenir : il enjeta aussitt les fondements et lui donna le nom
de géométrie du hasard (alece geometria). Fermat, sur l'invitation
de Pascal, tourna ses réflexions vers ce sujet, et c'est lui qui, le pre-
mier, appliqua la théorie des combinaisons au calcul des probabilités.

Huygens suivit immédiatement la voie ouverte par les deux géo-
métres frangais : il publia en 1658 un petit traité sur les jeux de
hasard, intitulé : De ratiociniis in ludo alece.

On voit que, dans I'esprit de ses inventeurs, le but de la théorie
des probabilités se bornait aux spéculations aléatoires. Le premier qui
ait songé a I’'appliquer aux sciences économiques est le grand pen-
sionnaire Jean de W itt, illustre disciple de Descartes. Il indiqua (1671)
la maniére de fixer le taux des rentes viagéres, d'aprés les chances
de vie qu’indiquerait une table de mortalité. Nous ignorons de quelle
table il se servait a cet effet, car fa plus ancienne qui existe, a notre
connaissance, est celle que Halley a publiée en 1693 dans les Trans-
actions philosophiques. — Un autre géométre hollandais, initié
comme Jean de W itt au maniement des affaires, Hudde, écrivit aussi
sur le meme sujet, au rapport de Leibnitz.

Les grandes découvertes qui signalerent la tin du xviie siecle, la
création de la mécanique céleste, de I'optique, du calcul infinitésimal,
éclipsérent pour un moment le nouveau calcul des hasards. Mais enfin

Jacques Bernoulli vint lui donner une constitution définitive dans son
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important ouvrage intitulé Ars conjectandi. Cet ouvrage, imprimé
en 1713, huit ans apres la mort de son auteur, contient en germe
toute la philosophie du calcul des probabilités; mais elle y est de-
meurée presque ensevelie, jusqu’a ce que Condorcet l'ait rappelée,
perfectionnée et étendue. Bernoulli se proposait méme d’'y montrer
I'application du calcul des probabilités aux sciences morales et éco-
nomiques : la mort 'empécha de mettre la derniére main a son travail.

Depuis lors, I'importance de cette science s’est rapidement accrue:
elle a été cultivée et étendue successivement par ce Montmort, Moivre,
Leibnitz, Jean, Nicolas et Daniel Bernoulli, Buffon, Hume, Euler.
Condorcet, d’Alembert, Lagrange, Laplaee, Gauss, Lacroix, Legendre,
Poisson, Cournot, Quetelet, etc., et I’on peut signaler comme un fait
remarquable que les philosophes les plus illustres, les géométres les
plus distingués se sont tous portés vers |'étude de celle science avec
une singuliere prédilection.

Aussi, la théorie des probabilités a-t-elle pris aujourd'hui une.si
grande extension qu'il faudrait des volumes pour présenter un apercu
complet de ce vaste sujet et des applications nombreuses qu'il a
recues. Forcés de nous restreindre, nous tacherons de ne laisser que
les lacunes les moins regrettables dans I'ouvrage que nous publions
aujourd’hui; nous nous attacherons principalement, dans la partie
théorique, a I'esprit des méthodes, et, dans la partie pratique, aux
questions dont |'utilité nous paraitra incontestable.

Nous diviserons cet ouvrage en trois sections :

La premiére traite des probabilités théoriques ou a priori : on y
part des causes, supposées connues, et on les combine pour arriver
a la probabilité des événements. Les auteurs allemands désignent
cette espece de probabilité par la dénomination de Wahrschein-
lichkeit ans Griinden.

La seconde section embrasse les probabilités physiques ou a pos-
teriori (Wahrscheinlichkeit aus Beobachtung) : on y part de I'ob-

servation des événements, pour remonter aux causes qui les ont pro-



duits; elle établit donc un lien, une transition, entre les probabilités
pures et les probabilités appliquées.

Enfin la troisiéeme section présente les applications du calcul des
probabilités aux observations et aux expériences; elle indique la
maniére la plus avantageuse de combiner les équations de condition
et de répartir les erreurs fortuites; elle apprend a trouver les résul
tats moyens les plus probables et a en estimer la précision, etc. L ’ana-
lyse qu’exige ce genre de questions est des plus délicates, et c’est un
des principaux objets du grand ouvrage que Laplace a publié sur la
théorie des probabilités. Les auteurs allemands en général, et en par-
ticulier Gauss, Bessel, Baeyer, Encke, Gerling, nous ont laissé a ce
sujet d’admirables modéles théoriques et pratiques.

Lorsque j'ai entrepris mon travail, javais en vue un double but :

1° Montrer comment, dans une série d’observations, on doit traiter
les inconnues et répartir les erreurs, si I'on veut obtenir le résultat
le plus plausible et pouvoir en méme temps apprécier la grandeur de
I’erreur acraindre;

2° Appliquer la théorie des moindres carrés a des exemples tirés
de diverses sciences, |'astronomie, la météorologie, la statistique, la
physique, I'artillerie, etc., mais particulierement a la haute topogra-
phie et a la géodésie.

Pour exposer convenablement ce sujet, je devais m'appuyer sur
les principes fondamentaux du calcul des probabilités: et mon ou-
vrage aurait manqué d’ensemble et offert une lacune, si je n'avais
commencé par les rappeler : tel est le motif pour lequel je me suis
hasardé a présenter, a mon point de vue, la théorie élémentaire des
probabilités, quoique, dans notre langue, plusieurs auteurs aient
déja traité celte matiére avec une grande supériorité. Du reste, je leur
ai emprunté largement, etj’ai des obligations particulieres a Lacroix,
Cournot et Quetelet. Si je ne les ai pas nommés plus souvent, non
plus que les auteurs allemands auxquels je dois beaucoup, c’est

uniquement pour ne pas devoir a chaque instant interrompre le dis-
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cours par des citations qui intéressent peu le lecteur. Je pense d’ail-
leurs que I'auteur d’un ouvrage destiré a I’enseignement ne doit pas
ambitionner le titre d'inventeur : <e qu’il doit rechercher, c’est
I'unité dans la conception de I'ensemble, I'ordre dans la disposition
des parties, la simplicité dans le choix des méthodes, et enfin la clarté
dans I'exposition du sujet. Heureux lorsqu’il peut réunir quelques-
unes de ces qualités.

Il me reste a expliquer, en terminait, pourquoi j’'ai choisi dans la
géodésie le plus grand nombre de mes applications. Les observateurs
et les savants francais sont certainement les premiers qui aient place
celte science au rang élevé qu'elle occupe aujourd’hui ; et tout le monde
rend justice aux beaux travaux pratiques ou théoriques de Delambre,
Biot, Arago, Puissant, Brousseaud, Corabceuf, etc. Mais depuis une
vingtaine d’années, la géodésie, entre les mains de Schumacher,
Gauss, Struve, Bessel, Baeyer, a pris en Allemagne une forme nou-
velle, basée entierement sur I'application de la théorie des moindres
carrés. Les procédés d’observation et de calcul, employés aujourd’hui
chez nos voisins de I'est, sont encore peu connus en France et en
Belgique; et cependant ils sont susceptibles d’un si haut degré de
précision, que notre Dépot de la guerre leur a accordé la préférence
sur les méthodes francaises : ils sont exclusivement suivis dans la
triangulation quis’exécuteactuellement dans notre pays, sous la direc-
tion d’'un de nos officiers supérieurs les plus distingués. C’était donc
une ceuvre d’actualité, que de chercher a vulgariser les procédés
géodésiques usités en Allemagne. Puissé-je n’étre pas resté trop au-
dessous de la tache que j'ai entreprise! puissé-je justifier le bienveil-
lant appui que I'annonce de mon ouvrage a rencontré de divers cotés,

particulierement dans les rangs de mes camarades de I’armée!

Gand, leJuin
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CALCUL DE LA REPARTITION DES ERREURS.

PREMIERE SECTION.

P ARTIE THEORIQUE. — PROBABILITES A PRIORI.

CHAPITRE PREMIER

Notions preliminaires. — Des combinaisons
et de l'ordre.

§ 1. — Rien dans la nature n’est livré au hasard. Tous les événe-
ments, ceux méme qui nous paraissent les plus fortuits, sont une
conséquence nécessaire de lois primordiales et éternelles. La courbe
irréguliere décrite par une simple molécule de vapeur flottante est
déterminée d’une maniére aussi certaine que les orbites des corps
célestes.

Sans aborder des considérations d’ordre moral, qui sortiraient
de notre sujet, nous posons donc en principe que |'existence de tout
phénomene physique est liée a celle d'une cause antérieure qui le
produit; de sorte que I'état actuel de I'univers entier, jusque dans ses
parties les plus imperceptibles, n’est que I'effet de son état passé, et la
cause de son état futur. Une intelligence supérieure qui, pour un
instant donné, connaitrait toutes les forces dont la nature est animée
et la situation respective des éléments qui la composent, pourrait (si
d’ailleurs elle était assez vaste pour soumettre ces données a |'ana-
lyse) embrasser dans une méme formule les mouvements des plus
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grands corps de I'univers et ceux du plus Iéger atome : pour elle tout
événement serait certain ou impossible.

Mais pour I'homme, dont la raison est bornée, il y a I'équivalent
du hasard, c’est I'ignorance ou il se trouve relativement aux vérita-
bles causes. Incapable de remonter aux conditions premiéres qui
concourent a la formation des événements, de les déméler entre elles,
de les énumérer et de les combiner, il reste dans le doute. Mais lors-
qu’il récapitule les indices qui, chez lui, remplacent la connaissance
immédiate des causes, la vue de son esprit peut se porter plus fré-
quemment sur un événement que sur son contraire, et alors il est
porté a croire al'arrivée de cet événement qui devient ainsi probable
pour lui.

La théorie des probabilités consiste, d’aprés cela, a décomposer
tous les événements du méme genre en un certain nombre de cas éga-
lement possibles, c’est-a-dire tels que nous soyons également indécis
sur leur existence, et a déterminer le nombre des cas favorables a
I’événement dont nous cherchons la probabilité. « Le rapport de ce
« nombre, a celui de tous les cas possibles, est la mesure de cette
« probabilité. »

Les différentes conditions, les différents cas, qui peuvent donner
naissance a la formation d'un événement se nomment les chances de
cet événement. Le tirage d’une carte déterminée, hors d’un jeu ordi-
naire, présente 32 chances, puisque I'on peut prendre indifféremment
I’'une quelconque des 32 cartes dont le jeu se compose.

Dans I'exemple que nous venons de choisir, les chances sont égales
entre elles, et I'on ne doit considérer que leur nombre. Si elles
étaient inégales, on devrait avoir égard, a la fois, a leur force et a
leur nombre; mais, comme une chance deux fois plus forte qu’une
autre peut étre remplacée par deux chances égales a cette derniére,
rien n’est plus aisé, théoriquement parlant, que de ramener toute
sorte de question au cas ou les chances sont égales entre elles. C'est
toujours celui que nous considérerons dorénavant, a moins que le
contraire ne soit spécifié.

§ 2. — D’aprés ce que nous venons de dire, un événement est
d’autant plus probable qu’il a plus de chances en sa faveur, sur le
nombre total des chances qui peuvent concourir & sa formation. «La
« probabilité mathématique d’un événement peut donc étre représentée
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« par une fraction dont le numérateur est le nombre de chances favo-
« rables a I'événement, et dont le dénominateur est le nombre total
« des chances. »

Quand toutes les chances sont favorables a un événement, le numé-
rateur de la fraction précédente devient égal a son dénominateur; la
probabilité se change en certitude, et son expression numérique de-
vient égale a I'unité. « L’unité est donc le symbole de la certitude. »

Lorsqu’on jette un dé a six faces, marquées chacune de I'un des
nombres depuis 1 jusqu’a 6, |'arrivée d’un point déterminé a donc

1
pour probabilité 16 Lorsque I'on jette ala fois deux dés, chacune des

faces de I'un peut se montrer avec chacune des faces de Il'autre; en
sorte que, si I'on désigne le premier dé par A et le second par B, on
aura les trente-six chances indiquées dans le tableau suivant :

Toutes les combinaisons marquées dans ce tableau sont des chances
également possibles, tant que I'on considére isolément chaque dé.
Ainsi, amener 5 avec le dé A et 2 avec le dé B est une chance pareille
a celle d’amener 6 avec I'un et I'autre en méme temps; mais si I’on
attend I'arrivée des points 2 et fi, sans distinction d’ordre, la possi-
bilité de I'obtenir sera différente de celle d’amener 6, 6, ou le sonnez;
puisque la premiere condition sera également remplie par la chance
2, 5 et la chance 5, 2, tandis que (i, 6 ne se trouve qu’une seule fois
parmi les 36 combinaisons également possibles des faces de ces dés.
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Ainsi, suivant la définition donnée ci-dessus, la probabilité d’amener

les points 5 et 2, sans distinction d ordre, est , et celle

d’amener 6, 6 est seulementl/36.

Si I’événement désiré était, non pas |'arrivée des points considérés
chacun a part, mais celle du nombre marqué par ces points pris col-
lectivement,on trouverait des possibilités trés-diverses. Par exemple,
le nombre 2 ne pourrait s'obtenir que d’une seule maniére, savoir
par la chance 1, 1; le nombre 7, au contraire, résulterait de six
chances différentes, savoir :

1, 6; 61 ;2,5;5, 2,3, 4; 4,5;
et suivant ces conditions, la probabilité d’obtenir la somme 2 serait

seulement 13 tandisquecelle d’obtenir la somme 7 serait 636 ouft

| 3.—La probabilité contraire a un événement (die Erganzung (ctr
Wabhrscheinlichkeit) s'estime pur un procédé analogue au précédent,
c’est-a-dire en divisant le nombre des chances défavorables par le
nombre total des chances.
Soit m le nombre des chances favorables a un événement ;
n » » défavorables. ,
La probabilité de son arrivée sera

et celle de sa non-arrivée

Tout événement incertain donne lieu a deux probabilités opposées,
savoir : celle que cet événement arrivera, et celle qu’il n'arrivera
pas. L 'un ou l'autre des deux cas devant nécessairement se présenter,
«la somme de ces deux probabilités doit étre égale a I'unité. » C’est
d’ailleurs ce que montre I’expression
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§ 4. — La principale difficulté du calcul des probabilités consiste
dans I'énumération de toutes les chances possibles. Quelle que soit
la question qui nous occupe, nous devons toujours chercher a la
ramener a I'extraction d'un certain nombre de boules hors d’une ou
de plusieurs urnes renfermant des boules de diverses couleurs, ou au
jet de dés présentant un certain nombre de faces numérotées.

Supposons qu’on nous présente une urne remplie de boules qui ne
different entre elles que par la couleur, et qu'on nous demande la
probabilité que la premiére boule tirée sera blanche. Il est certain
qu’il nous faudra des renseignements préalables sur le contenu de
I'urne. Si, par exemple, on nous dit qu’elle renferme deux boules
blanches, trois noires et quatre rouges, en tout neuf boules, la pro-

2
habilité que la premiére boule tirée sera blanche est 20

Il est méme inutile que I'on nous dise combien il y a de boules en
tout, et que I'on nous indique le nombre des boules de chaque cou-
leur : il suffit que nous connaissions le rapport de ces derniers
nombres. Il est clair en effet que la probabilité de tirer une boule
blanche resterait la méme si I'urne renfermait

4 boules blanches, 6 noires et 8 rouges; ou
6 » » 9 12 » etc.

Celte proposition, que Laplace a démontrée directement (Essai
philosophique sur les probabilités, p. 6), résulte suffisamment de
I'égalité des fractions qui ne different entre elles que par un facteur
commun au numérateur et au dénominateur.

Ce genre de questions dans lequel le nombre des chances de chaque
espéce (ou du moins le rapport de ces nombres) est immédiatement
assignable et peut se déduire a priori de I'énoncé de la question, se
rattache a une branche particuliere du calcul des probabilités, que
'on nomme détermination des probabilités a priori : c'est la partie
purement mathématique de la science, et celle qui fait I’'objet de notre
premiére section.

En général, dans les différents jeux qu’on nomme jeux de hasard,
le nombre des chances est limité et leur nature est connue; mais il
n’en est pas de méme dans ce qui se rapporte aux sciences d’observa-
tion. L'urne qui renferme le secret de la nature est ouverte devant

nous; il nous est permis de faire autant de tirages que nous le voulons,
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de multiplier les épreuves a loisir; mais cette urne est inépuisable :
nous ne compterons jamais le nombre de boules qu'elle renferme, et
ce n'‘est que par induction que nous pourrons nous donner des
lumieres sur son contenu. La détermination des probabilités a pos-
teriori a pour objet ce nouveau genre de questions : le nombre total
des chances y est illimité, et ses rapports avec le nombre des chances
de chaque espéce sont inassignables.

On entrevoit déja que, dans la détermination des probabilités a
priori, on a souvent besoin d'évaluer le nombre des combinaisons
d’une certaine espece que I'on peut former avec n éléments, ou du
moins le rapport entre le nombre des combinaisons d’une certaine
espéce, et celui des combinaisons qui appartiennent a une espéce dif-
férente. Nous allons donc rappeler ici, en peu de mots, les princi-
pales formules de la théorie des combinaisons.

Cette partie des mathématiques, a laquelle les auteurs allemands
ont donné le nom de syntactique, a pour objet d’assigner le nombre
des combinaisons d’une espéce donnée.

§ 5. — Soient des objets en nombre m a combiner entre eux; et,

pour h'xer les idées, désignons-les par les lettres :
a. b,c ... k, L

Pour épuiser les combinaisons 2 a 2 dont ces objets sont suscep-
tibles, on pourra combiner I'objet ou I'léémenl a, avec chacun des
(m— 1) restants, b,c,...k, /; puis I’élément b, avec chacun des (m— 1)
autres éléments, a, c,....k, /; et ainsi de suite; ce qui donnera en
tout un nombre de combinaisons exprimé par le produit m (m—1).
Mais de cette maniére il est évident que chaque combinaison (celle
de a et de b, par exemple) aura été obtenue deux fois, savoir : en
combinant d’abord b avee a ; puis en combinant a avec b : le nombre

P e .. . y m
des combinaisons distinctes sera donc exprime par--—--—- —----- g

Les combinaisons ternaires seront épuisées si I’on associe succes-
sivement chaque combinaison binaire (a b) avec chacun des (m — 2)
éléments restants c....k, /. Par la on obtiendra trois fois la méme
combinaison (a b c), savoir : en combinant (a b) avec c; (ac) avec
b; (bc) avec a. Le nombre des combinaisons ternaires sera donc

m(m— 1) (m—2)
2.3
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On en conclut, par une induction évidente, que le nombre des combi-
naisonsdistinctes entrem éléments pris n a n a pour valeur lequotient

mm—21)mM—2)....(m—n+ 1
1.2 3...n

§ 6. — Si l'on associait a I'idée pure de combinaison celle de cer-
tains rapports d'ordre ou de situation, eu sorte que la combinaison
(ba) dat étre réputée différente de (ab), les combinaisons regardées
comme identiques dans le raisonnement précédent cesseraient de I'étre:
de sorte que m éléments fourniraient m(m— 1) arrangements binaires.
m (m— 1) (m — 2) arrangements ternaires, et en général un nombre
d’arrangements n a n représenté par

mAnNn= mmMm—1)mM—2)....(m—n+ 1). 2

§ 7. — Puisque le nombre des arrangements entre m éléments pris
nan est exprimé par le produit (2), tandis que le nombre des com-
binaisons différentes se trouve exprimé par le quotient (1), il faut que
le dénominateur de cette derniere expression ou le produit

An= 1,2,3,4...n 3

représente le nombre de tous les changements d’ordre ou de toutes
les permutations possibles entre n éléments. C'est, du reste, ce qu’il
serait facile de prouver par un raisonnement direct.

Si les n éléments a permuter devaient étre rangés dans une série
circulaire, et qu'on ne dut pas avoir égard aux lieux absolus qu’ils
occupent, mais seulement a I'ordre suivant lequel ils se succédent, le
nombre des permutations distinctes se réduirait a

1.2.3. 4. ..(n—1). @

En effet, comme on peut rompre le cercle a la place occupée par
un quelconque des n éléments, chaque combinaison circulaire donne
lieu & n combinaisons rectilignes; autrement dit, le nombre des pre-
miéres est la ne partie du nombre des derniéres.

88 . — Il est bon d’observer que le nombre de combinaisons de
m éléments n a n estle méme que le nombre de combinaisons de ces
m éléments (m— n) a (m — n). En effet, ces deux nombres sont ex-
primés respectivement par les deux fractions :
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Les réduisant au méme dénominateur, on voit que les deux nou-
veaux numérateurs seront égaux, comme composés chacun de la série
des nombres naturels depuis i jusqu’a m.

On démontrerait le méme théoréme en représentant par (m+ n) le
nombre total des éléments & combiner nan. Le nombre de ces com-
binaisons s’obtiendra en remplagant m par (m+ n)danslaformule (1),
et il deviendra

multipliant les deux termes de cette expression fractionnaire par b*
produit 1. 2. 3. 4....m , on la mettra sous la forme

Expression symétrique par rapport am et a n; ce qui prouve que
«les combinaisons de (m +n) éléments mam etn a n sont en méme
nombre. »

8§ 9. — Applications. — 1° Sur m lettres proposées on en désigne
m' : Quel est le nombre X de toutes les combinaisons v a v, dont
chacune renferme V' des lettres désignées?

Exemple : dans combien de combinaisons 4 a 4, formées avec les dix
premiéres lettres de l'alphabet, la lettre a entre-t-elle ?.... m'= v'= 1;
d'ou X = 84.

Combien de ces combinaisons contiennent a sans b ou b sans a?...
m = 2;v — 1;dou X = 112.

Combien renferment a et b ensemble?... m' = Vv' = 2; dou
X = 28.

Combien ne renferment nianib?... m'= 2; v'=-0; dou X = 70
(lcim"Co= mMC(m'— o) = 1)

Combien renferment deux des trois lettres a, b, c?... m'= 3:
vi= 2;douX = 63.
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2" Parmi tous les arrangements de m lettres vV a Vv, quel est le
nombre x de ceux qui commencent par V' lettres sur m' désignées?

x=m Av' [(m—m)A (v—Vv)].

Ainsi sur les 840 arrangements de 7 lettres prises 4 a4. il en est
72 qui commencent par deux des trois lettres a, b, c.

3° Quel est le nombre, Yy, des arrangements de m lettres v a v, dans
lesquels se trouvent ensemble, l'une pres de l'autre, V' lettres sur m'
qui sont désignées?

y= (v—v'+ 1) X x.

Ainsi, sur les 24 arrangements de 4 lettres 5 a8, il y en a 18 ou
la lettre a se trouve ; 4 qui commencent par les deux lettres a, b; et
8 ou a et b sont voisins.

De méme sur les 360 arrangements de 6 lettres 4 a 4, il y en a
240 qui contiennent la lettre @, et 108 ol deux des trois lettres a, b,
C sont voisines.

4° Quel est le nombre, z, de tous les arrangements de m lettres va
V, qui renferment V' lettres sur m' qui sont désignées?

z= XX Aw.

5° Dans un jeu de 52 cartes contenant 13 cceurs, on tire 4 cartes
au hasard. Quelle probabilité y a-t-il que ces 4 caries renfermeront
3 cceurs?

Le nombre total des chances est

Le nombre des chances favorables est représenté parX, en faisant
m= 52;v= 4;v= 3;m = 13; dou

X= 13 2. 11. 29.

La probabilité demandée se réduit donc a 0,041.
6° Six personnes doivent se ranger sur un banc dont les places sont
tirées au sort : trois amis désirent étre voisins. Quelle probabilité y
a-t-il que cela arrivera?
Le nombre total des chancesest 6 A 6 = 720.
Le nombre des chances favorables est y, en faisantm= v = 6:
2.
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m'= v' = 3; douy = 144. La probabilité cherchée est donc

B 02

7° Méme question en supposant les amis rangés autour d une table.

Le nombre total d’arrangements est ici 1. 2. 3. 4. 5.

Si nous regardons le systtme des trois amis comme ne formant
qu’un seul élément, les quatre éléments du cercle pourront s'arranger
de 1.2 .3 manieres distinctes; mais pour chacune de ces maniéres
les trois amis peuvent permuter entre eux. Le nombre des chances
favorables est doncici 1.2. 3 X 1. 2. 3 et la probabilité 0,3.

La réponse a celte question aurait pu se déduire du 6°, en suppo-
sant que I’on ploie le banc en forme circulaire. Le nombre de chances
favorables devient alors 144 + 2x, en calculant x par la formule
(2°)dans laquellem = 6; v= 5;m'= 3;v'= 2;doux= 36. La pro-

habilité est
Si I’'on demandait que I'un des amis, B, se trouvat toujours entre les

deux autres A et C, la formule deviendrait

En effet, chaque double arrangement, ayant B au milieu, en

fournit 6 dans lesquels les trois lettres sont voisines : les probabi-
lités, pour les deux cas, doivent donc étre dans le rapport de 1ab5.

§ 10. — La formule (5) représente le nombre d’arrangements dif-
férents que I'on peut former avec m lettres a et n lettres b. Car
lorsque I'on considere toutes ces lettres comme individuellement
distinctes, le nombre de leurs permutations est.. 1.2. 3. 4....
(m+ n— 1) (m+ n); mais les arrangements qui ne different que
par des transpositions d’ordre dans le groupe des m lettres a ou dans
celui des n lettres b sont identiques : il faut donc diviser le nombre
précédent par 1.2.3. 4... Mmx 1.2.3. 4.... N

Si les lettres a et b désignent respectivement des événements de
méme nature, et qui se succédent, le quotient (5) indiquera le
nombre des modes de succession distincts, les événements a étant
supposés en nombre m et les événements b en nombre n.

L’analogie indique suffisamment que, s'il s'agissait de partager
un groupe total de (m+ nt p) éléments en trois groupes
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partiels, comprenant respectivement m, n et p éléments, le quotient

exprimerait en combien de maniéres distinctes ce partage peut s'opé-
rer; gqu’il exprimerait pareillement combien de séries distinctes on
peut former avec m lettres a, n lettres b et p lettres c.

$ 11. — Lorsque les mémes éléments peuvent étre répétés (comme
les lettres dans les combinaisons alphabétiques, les chiffres dans les
combinaisons numérales), les combinaisons et les arrangements son'
dits avec répétition.

Avec m lettres a, b, c,... k, I. on formera de la sorte m2 arrange-
ments deux a deux,

aa, ab. ac... ak, al; ba, bb, bc... bk, bl; etc.

qui tous different les uns des autres, ou par les lettres employées,
ou par I'ordre dans lequel elles sont écrites. On formerait, avec les
mémes lettres, m3arrangements 3 a 3 et, en général, mnarrangements
n an. Donc

m AA n— mn... (6)

$ 12.— Pour les combinaisons, il est facile de voir que lorsqu’on
assemble les éléments 2 & 2, la condition de répéter le méme élément
revient a donner un élément de plus, ou aremplacer m par (m + 1)
dans la formule des combinaisons sans répétition.

Lorsque I'on combine m éléments 3 a 3 avec répétition, c’est
comme si I’'on combinait (m+ 2) éléments sans répétition, etc.

Donc, la formule qui donne le nombre des combinaisons de m élé-
ments n a n avec répétition, se déduira de la formule (1) en rempla-
¢ant dans celle-ci m par m+ n — 1. On aura de cette maniere:

En multipliant les deux termes du second membre par 1, 2. 3...
(m— 1), on obtient



24 THEORIE DES PROBABILITES.

Le second membre restant le meme lorsqu’'on y change (m — 1)
ennetnen (m— 1), adonc aussi pour valeur (n + 1)CC (m— 1).

Donc «les combinaisons avec répétition de m éléments n a n et de
«(n + 1 )éléments (m — 1) a(m — 1) sont en méme nombre. »

Par exemple : il y a 715 combinaisons avec répétition soit de 10
lettres 4 a 4, soit de 5 lettres 9 a 9.

Quand on projette deux dés a jouer, chacune des six faces du pre-
mier dé peut se combiner avec chacune des six faces de I'autre dé,
aussi bien avec la face similaire qu’avec les autres; ce qui donne un
nombre d’arrangements exprimé par le carré de 6 ou par 50. Mais si
I’'on n’a égard qu’aux points amenés, par exemple, deux et trois, sans
examiner si le point deux se trouve sur le premier dé et le point trois
sur le deuxiéme, ou inversement, le nombre de ..., distincts se ré-

duira a

Avec trois dés le nombre d’'arrangements différents s’éléverait
a 63=216, et celui des coups distincts serait seulement de

$ 13. — La formule du binéme

donne, quand on fait x = 1, a =1, et qu’'on transpose le premier
terme du second membre,

Donc, « la somme de toutes les combinaisons possibles entre m
«éléments,quand on les prend un a un, deux a deux, trois atrois,etc.
«et enfin tous ensemble, est égale & 2m— 1.

Posons, dans la formule (8), x = 1, a= — 1; transposons le
premier terme du second membre et changeons tous les signes, il
viendra
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Lu partie addilive du second membre de celle derniére équation
est la somme des nombres de combinaisons d’ordre impair, ou un a
un, trois a trois, cing acing, etc. La partie soustractive est la somme
des nombres de combinaisons d'ordre pair, c’est-a-dire deux a deux,
quatre a quatre, etc. Or, si I'on ajoute membre a membre les équa-
tions (9) et (10), la somme des combinaisons d'ordre pair disparaftra,
et I'on trouvera le nombre des combinaisons d’ordre impair égal ala
moitié de 2m ou a 2m—1; par suite, le nombre des combinaisons
d’ordre pair sera 2Zm— 1 — 2m—1= 2m—1 — 1.

« Le nombre des combinaisons d’ordre impair surpasse donc tou-
«jours d’une unité celui des combinaisons d'ordre pair, quel que soit
«le nombre m, pair ou impair. »

Il suit de la que, dans le jeu de pair ou impair, il y a avantage a
deviner impair.

§ 14. — Nous terminerons par quelques exemples numériques
celte exposition succincte des principes les plus généraux de la théorie
des combinaisons.

1° Dans la loterie de France, ou I'on compte 90 numéros, il y a :

90 extraits, ou combinaisons 1a 1;

ambes, ou combinaisons 2 a 2;
ternes, ou combinaisons 5 a 5;
guaternes, ou combinaisons 4 a4 ;

quittes, ou combinaisons 5 a 5.

Les cing numéros composant un tirage offrent 5 extraits:

ternes, et enfin 1 quine.

Or, I’équité veut que deux joueurs, qui ont des chances égales de
gagner, exposent la méme somme; mais, quand les probabilités de
gagner sont différentes, les joueurs doivent exposer des sommes pro-
portionnelles a ces probabilités. Le joueur qui prend un numéro n'a

pour lui qu’une probabilité égale a ; celle de I’entrepreneur ou du
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89
banquiérest de @M Si lejoueur ou le ponte gagne, il devrait donc

d’abord retirer son enjeu, puis toucher du banquier 89 fois sa mise:
mais ce dernier ne rend que 70 fois la mise : son bénéfice est donc de
20 mises, et son avantage (sous le rapport de la probabilité) est de

La probabilité d’'un ambe, ou de la sortie de deux numéros dési-

gnés pour un méme tirage, est ; la probabilité contraire est

: le gain du ponte devrait donc étre fois sa mise ; mais

le banquier ne rend que 270 fois la mise : son avantage est donc de

La perte du ponte devient plus considérable encore lorsqu’il joue
sur le terne, le quaterne ou le quine, qui rapportent respectivement
5500, 75000 et 1000000 fois la mise : I'avantage du banquier s'é-

leve ici a On peut donc appliquer a la loterie ce

que Buffon dit des jeux publics en général : «Le banquier n’est qu’'un
« fripon avoué et le ponte une dupe, dont on est convenu de ne pas
« se moquer. »

2° L’opération qu’'on appelle donner, au jeu de piquet, revienta
distribuer 32 cartes en quatre groupes; deux de 12 cartes qui sont
pris respectivement par chaque joueur, et deux autres groupes, |'un
de 5, l'autre de 3 cartes, qui forment le talon. Le nombre de
combinaisons auxquelles peut donner lieu cette distribution en quatre
groupes partiels a pour expression (§ 10)

eu
4 592 814 947 068 800.

Parmi toutes ces combinaisons, si I’on ne considérait que celles ou
les quatre as se trouvent a la fois dans I'un des paquets de 12 cartes,
par exemple, dans celui que doit relever lejoueur qui a la main, on
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en trouverait le nombre en imaginant que les quatre as soient mis
a part, et les 28 cartes restantes distribuées de toutes les maniéres
possibles en quatre groupes ou paquets, le premier de 8 cartes pour
le joueur qui ala main ; le second de 12 cartes pour le joueur qui
donne; les deux autres de 5 et de 3 cartes pour le talon. Ce nombre
a donc pour expression

1.2.3. 4. 28

12.3..8X 12.3..12X 12 3.45X1.2. 3.

Le rapport de ce nombre a celui qu'on aformé plus haut, ou

9. 10. 11. 12
---------------------- 0,0137653
29. 30. 31. 32

est la probabilité cherchée.
5° Une assemblée législative de 108 membres est répartie par le
sort en 6 bureaux de 18 membres chacun : quel est le nombre de
distributions possibles ?
12 3 ... 108

(1. 2. 3. 4.5... 18)6



CHAPITRE DEUXIEME.

De la probabilité absolue et relative : simple
et composée.

§ 15. — Nous avons défini la probabilité mathématique, en di-
sant que c'est le rapport du nombre des chances favorables a un éveé-
nement au nombre total des chances. Cette définition suppose que les
chances peuvent étre énumérées, et qu'elles constituent autant d’uni-
tés discrétes. Pour la rendre applicable a tous les cas, méme a celui
ou les chances sont en nombre infini, et ou le passage d’une chance
a l'autre s’opére sans discontinuité, il vaudrait mieux dire que la
probabilité mathématique est «le rapport de I'étendue des chances
« favorables a I’étendue totale des chances. »

Cette définition est vraie, quelque multipliées que soient les di-
verses sortes de chances pouvant concourir a la formation de I'évé-
nement. Ainsi, une urne renfermant m boules blanches, n noires,
p bleues, q rouges, offre quatre sortes de chances composant un
nombre total

m+ n + p+ q= T

et donnant les probabilités

d'obtenir une boule blanche

» n noire,

» »  bleue,

» » rouge.
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La somme de toutes ces probabilités est

Remarquons qu'une probabilité peut s’obtenir en prenant la somme
de plusieurs autres. Ainsi admettons que, dans une urne contenant
T boules, il y en ail m blanches, n noires, q rouges, les autres étant
de couleurs différentes quelconques; et que I'événement aléatoire, le
gain d'un joueur, soit subordonné & I'extraction d’'une boule de I’une
des trois couleurs précitées. Le joueur aura évidemment pour proba-
bilité de gain

De la ce principe important : « La probabilité d’un événement qui
« peut arriver dans diverses hypothéses, est la somme des probabilités
« relatives a chaque hypothése. »

Si par exemple on jouait avec deux dés, sous la condition d’amener
indistinctement le point 7 ou le point 8, on verrait, par le tableau du

§ 2, que la probabilité de cet événement est

& . — On pourrait demander, non pas la probabilité absolue
que le joueur gagnera, mais la probabilité relative qu’'il gagnera en
amenant tel point plutét que tel autre, ou en extrayant une boule
d'une certaine couleur plutdt qu’une boule d’une autre couleur. Dans
ce cas, il faut évidemment faire abstraction des chances défavorables
au joueur, ou regarder comme nuis les coups qui le feraient perdre
dans le cas de la probabilité absolue.

En nous reportant au § précédent, la probabilité que le joueur ga-
gnera par suite de I’extraction d'une boule blanche, plutét que par

suite de I'extraction d’une boule noire ou rouge, estdonc

expression qui revient a celle-ci, Or, la proba-

bilité absolue d’amener une boule blanche estniT; celle d'amener une

boule de I’une des trois couleurs en question est donc :
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« La probabilité relative d’'un événement est le quotient qu'on
« obtient en divisant la probabilité absolue de cet événement par la
« somme des probabilités absolues des événements que I'on compare. »

Lorsque I'on jette deux dés a la fois, la probabilité d’amener le point
7 plutdt que le point 4 serait donc (§ 2)

— Tout a I’heure nous cherchions la probabilité que, si le
joueur gagnait, il gagnerait par le fait de I’extraction d’une boule
blanche, plutdét que d'une boule noire ou rouge. Maintenant, nous
cherchons la probabilité composée qu’il gagnera, et qu’il gagnera par
suite de I’extraction d’une boule blanche. Or, cette probabilité, qui est

. m
évidemment m/T, peut se mettre sous la forme

et I’on en conclut la réglé suivante:

« La probabilité d'un événement composé de deux autres, dont le
« second ne peut arriver qu’autant que le premier a eu lieu, est le
« produit qu'on obtient en multipliant la probabilité absolue du pre-
« mier événement par la probabilité relative du second, ou par la
« probabilité que, le premier étant arrivé, le second arrivera aussi. »

Eu généralisant cette régle, nous trouverons que: «La probabilité P
« de I'existence simultanée d’un nombre n d’événements, dont un
« quelconque dépend de I'arrivée des autres, est égale au produit des
« probabilités p', p", p

, pn, qui sont ce que deviennent les probabi-
« lités des divers événements, par suite de |’arrivée de ceux qui pré-
ecedent. »

Ainsi la probabilité d’extraire n boules blanches de suite hors d’une
urne qui en contient a blanches et b noires (en admettant qu’on ne

remette pas dans I'urne les boules tirées) est
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La probabilité d’amener une boule blanche, puis une boule noire,
serait

L’emploi du principe précédent facilite souvent le calcul des pro-
babilités. Supposons, par exemple, qu’on ait assemblé au hasard dans
un paquet les 13 cartes d’'une méme couleur, et que I'on demande la
probabilité qu’en les tirant au hasard, les deux premieres soient un
as et un deux. La probabilité que I'as se trouve a la premiére place

est 113; l'as 0Oté, il reste 12 caries, et la probabilité que le deux se

trouve a la premiere place est La probabilité du concours de

ces deux événements, dont le second est subordonné au premier, a
donc pour valeur

Autrement : la probabilité absolue du premier événement est

la probabilité relative du second, c’est-a-dire celle de I'arrivée du

deux plutét que de I'une des 12 cartes restantes, est :le pro

duit de ces deux probabilités est

Pour résoudre directement cette question par I'énumération des
chances, on remarquerait que le nombre des arrangements possibles
entre les 13 cartes est 1. 2. 3.... 13; et qu'aprés qu'on a fixé I'as et
le deux aux ler et 2erangs, il reste 11 cartes entre lesquelles le nombre
des permutations est 1. 2. 3..., 11. La probabilité cherchée est donc

§ 18. — Souvent I'événement attendu se compose du concours
de deux ou de plusieurs événements indépendants les uns des autres,
et qui ont chacun leurs probabilités propres, desquelles il faut déduire
celle de I'événement composé.

Soient, par exemple, deux urnes renfermant, I'une m boules blan-
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ches el m' boules noires ; I’autre n boules blanches et n' boules noires :
on demande la probabilité d’extraire deux boules blanches, une de
chaque urne.

Chaque boule extraite de la premiere urne pouvant étre jointe a
toutes celles de la seconde, il y a autant de combinaisons ou de chances
égales, que d'unités dans le produit qu'on obtient en multipliant le
nombre total des boules de la premiére urne par le nombre total des
boules de la seconde. De méme, il y a autant de combinaisons ou de
chances favorables a I’événement composé dont il s’agit, que d'unités
dans le produit qu’on obtient en multipliant le nombre des boules
blanches de la premiere urne, par le nombre des boules blanches de la
seconde. La probabilité cherchée est donc

L’exemple ci-contre pourrait étre remplacé par le jet simultané de
deux dés, le ler ayant m faces marquées A et m' faces blanches; le
2e n faces marquées B et n' faces blanches. L’apparition simultanée

des deux lettres A, B, aura pour probabilité

En généralisant le raisonnement, on pourra énoncer la regle sui-
vante :

« Le produit des probabilités de plusieurs événements indépen-
«dants les uns des autres est la probabilité de |I’événement composé
« résultant du concours de ces événements. »

Ou plus brievement :

« La probabilité composée est le produit des probabilités simples. »

Moivre (Doctrine of Chances) est le premier qui ail fait usage des
probabilités composées, d'une maniere générale.

§ 19. — La question suivante servira a mettre en lumiére la sim-
plicité qui résulte de la considération des probabilités composées, el
donnera lieu a quelques remarques utiles.

On a deux urnes, l'une contenant m boules blanches et m' boules
noires; l'autre n boules blanches et n' boules noires: on demande la
probabilité d’amener une boule blanche, en tirant au hasard dans I’une
ou dans l'autre de ces urnes?

La probabilité que le tirage se fera dans la 1re urne est 1 2; celle
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d’en extraire ensuite une boule blanche est :la probabilité du

concours de ces deux événements est donc
Pour la méme raison, la probabilité d’extraire une boule blanche de
la seconde urne est

Donc la probabilité d’amener une boule blanche est en somme

Celle d’amener une boule noire serait

La somme de ces deux probabilités se réduit a l'unité, parce qu’en
effet on doit nécessairement amener une boule blanche ou une boule
noire.

On se tromperait si I’'on prenait pour la probabilité d’amener une
boule blanche, le rapport du nombre total des boules blanches con-
tenues dans les deux urnes, au nombre total des boules, sans égard
al’agencement des combinaisons, résultant dela répartition des boules
dans deux urnes différentes. En effet, quand les boules sont séparées, la
probabilité d’avoir une boule quelconque de la premiére urne est égale
acelle d’avoir uneboulequelconque de la seconde; mais quand on méle
les boules dans une seule urne, les résultats changent, en général.

Je dis en général, car cette inégalité des résultats fournis par les
deux méthodes disparait: 1°quand le nombre des boules est le méme
dans les deux urnes ; 2° lorsque le rapport entre le nombre des boules
blanches et des boules noires est le méme dans les deux urnes.

En effet, la probabilit¢ que nous avons trouvée plus haut,

peut se mettre sous la forme
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ou bien, en faisant

m m'= r;n+ nf=s
Résultat qui differe en général de la fraction

formée en divisant le nombre des boules blanches des deux urnes par
le nombre total des boules. Mais les deux expressions s’accordent :
1° Lorsque r = s, car elles deviennent alors

2° Lorsque m'= km; n"= kn ;car alorsonar = m(l + K);
s= n(1+ k), et les deux expressions se réduisent a

Si cependant I'on voulait, dans le cas général, résoudre le pro-
bleme par la considération des probabilités simples, on pourrait le
faire, en commencant par égaliser le nombre de boules contenues dans
les deux urnes, sans changer le rapport des boules blanches aux boules
noires dans chacune d’elles. On y parvient en réduisant au méme dé-

nominateur les deux fractions et Considérant donc les boules
r s

comme réunies dans une méme urne, on a, pour la probabilité d’extraire
une boule blanche.

Supposons, par exemple, que la premiére urne renferme une boule
blanche et deux boules noires ; la seconde cing blanches et trois noires :

23 1
la probabilité d’amener une boule blanche sera inférieur a 12

quoique le nombre total des boules blanches excede celui des boules

noires.
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Application numérique. — On prend au hasard deux nombres A et B
de sept chiffres (par exemple, les parties décimales de deux logarithmes
dans une table de Gallet) : quelle probabilité y a-t-il que la soustrac-
tion de ces deux nombres puisse s’effectuer sans emprunt?

Chaque chiffre de A pouvant avoir les dix valeurs comprises de
zéro a 9, aussi bien que chaque chiffre de B, il y a 100 cas possibles
pour chaque soustraction partielle.

Si I'un des chiffres de A est zéro, il faudra, pour ne pas recourir a
I’emprunt, que le chiffre correspondant de B soit zéro, ce qui fournit
un seul cas favorable.

Si le chiffre de A est 1, le chiffre correspondant de B pourra étre
Oou 1, ce qui donne deux cas favorables...

Enfin, si le chiffre de A est 9, celui de B pourra étre compris entre
0 et 9, etil yaura dix cas favorables.

La probabilité que la soustraction d'un chiffre s'effectue sans em-
prunt est donc

La probabilité que cette soustraction s'effectue simultanément

pour les sept chiffres est donc ; fraction comprise

entre

Si nous avions supposeé que |’on prit deux nombres ordinaires, de sept
chiffres, il aurait fallu exclure le cas ou le premier chiffre de chaque
nombre pouvait étre un zéro. Le nombre des chances possibles, pour la
derniere soustraction partielle, se serait réduit a 81 et le nombre des
chances favorables a 45 : la probabilité cherchée serait donc devenue

Méme solution pour le cas ou I'on demanderait que la somme des
deux nombres se fit sans report.

§ 20. — Prenons encore, comme exercice, un probleme auquel
donne lieu le tirage annuel pour le recrutement militaire.
Dix jeunes gens sont inscrits sur la liste d’'un village; parmi eux il
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s’en trouve trois qui ont des motifs légaux d’exemption ; le contingent
exigé estde cing hommes: on demande la probabilité que le n° 7 partira.

Pour résoudre celle question, nous pouvons supposer qu’'on nous
donne (10 — 3) boules blanches et trois boules noires, et un casier
de 10 cases, numérotées depuis 1 jusqu’a 10. Toutes les permutations
gu'on obtient en faisant occuper successivement chaque case a chaque
boule, sont en nombre 1. 2. 3__ 10; et celles dans lesquelles le
nombre de boules noires contenues dans les 7 premiéres cases sera
2 ou 3 correspondront a des chances qui atteignent le n° 7. soit S leur

nombre; sera la probabilité cherchée, et la question

est ramenée a un simple probléme de permutations.

Prenons un arrangement quelconque de 7 boules, et ajoutons-lui
toutes les permutations possibles des trois boules restantes : nous re-
formerons ainsi toutes les chances, car il viendra (10.9.... 4)(1.2. 3).
Or parmi les (10. 9.... 4) arrangements de 7 boules, ceux qui ren-
ferment les trois boules noires, ou seulement deux d’entre elles, font
partir le n° 7; il faut donc chercher les nombres d’arrangements de
10 éléments7 a 7 qui renferment 2 ou 3 élémentssur 3 qui sont
désignés. Nousinvoquerons a cet effet la valeurdez (8 9 )
laguelle m = 10, v= 7, m'= 3, v' = successivement 2 et 5 : il
viendra

pourv'= 2...z= 63.A7;
pourv'= 3...z= 35.AT

La probabilité cherchée sera donc

On trouverait par un calcul analogue la probabilité contraire =

§ 21. — Quelquefois des considérations particuliéres, tirées des
conditions physiques de la question, dispensent de toute énumération
de chances et de tout calcul. Le jeu de passe-dix en offre un exemple.
On jette trois dés sur une table, et un joueur parie que la somme des
points amenés excédera 10. Pour connaitre ses chances de gain, il
faudrait, parmi les 216 combinaisons possibles, énumérer celles qui
donnent une somme de points supérieure a 10. Mais remarquons que
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les points sont disposés sur les dés ordinaires, de maniere que la
somme des points marqués sur deux faces opposées soit constam-
ment 7, |'as étant opposé au six, le deux au cing, et ainsi de suite. Et
quand méme les fabricants de dés n’'auraient pas adopté cet usage,
on pourrait toujours, sans changer les conditions du sort, admettre
qgue I'on emploie des dés ou les points sont ainsi arrangés. Dans cette
supposition, la somme des points amenés, et la somme des points qui
se trouvent sur les faces opposées, par lesquelles les dés reposent
sur la table, font ensemble 21. Donc, achaque combinaison qui fait
gagner le joueur pariant pour le passe-dix, en correspond une autre
qui le ferait perdre, savoir celle qu’on obtiendrait en retournant les
trois dés, et en faisant la lecture sur les faces opposées. Donc chaque
joueur a autant de chances pour lui que contre lui.

8§ 22. — Nous terminerons ce chapitre par quelques questions qui
se résolvent au moyen de considérations géométriques tres-simples :

1° Sur un sol pavé de carreaux polygonaux on projette au hasard
une piece de monnaie, et un joueur parie pour franc-carreau, c'est-a-
dire, pour que la piece, aprés sa chute, repose tout entiére sur un seul
carreau. L’'adversaire parie qu’elle tombera sur un joint. — Si I'on
inscrit dans l'un des polygones un autre polygone qui ait tous ses cotés
paralleles a ceux du premier, et distants de ceux-ci du demi-diametre
de la piece, il est clair que le premier joueur gagnera lorsque le centre
de la piece tombera dans I'intérieur du petit polygone, et perdra lors-
qu'il tombera entre les contours des deux polygones. D’ailleurs,
comme les compartiments polygonaux sont supposés égaux, il suffit
d’en considérer un seul; et dés lors on voit que la probabilité de gain
du premier joueur est mesurée par le rapport de I'aire du petit poly-
gone a celle du grand.

2° Considérons une série de paralléles équidistantes, sur lesquelles
on laisse tomber au hasard une aiguille dont la longueur est au plus
égale a l'intervalle entre deux paralléles. On demande la probabilité
que I'aiguille reposera sur une des paralléles.

Nous n’avons évidemment a nous occuper que de la paralléle la plus
voisine du centre de |'aiguille ; car si I'on considérait toutes les autres,
il faudrait multiplier par un méme facteur le nombre des cas favorables
et celui des cas possibles, ce qui ne changerait pas la probabilité.

Soit Ila longueur de I'aiguille ; a I'intervalle entre deux paralleles :
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on a par hypothese / < a. Soit C une position du centre de I'aiguille:
AB la parallele la plus voisine; A'B' une parallele distante de celle-

ci de la quantité 22 a; prenons CD = 1 imaginons par le point C

la perpendiculaire CN et
désignons par @ l'angle
NCD : cetangle ne variera

gquentre o et ~ car

en considérant ce qui se

passe a droite de la per-

pendiculaire, on ne chan-

gerait pas la probabilité.

Cela posé, pour un angle ¢ déterminé, le nombre (ou plutdt I'é-
tendue) des cas ou l'aiguille coupe la parallele est au nombre total des

1
cas,commeCD :DD'=CN: Ra = lcos @: a. Mais la probabilité

de I'angle est donc la probabilité que I'aiguille repose sur

une des paralléles est

expression toujours fractionnaire par suite de I’hypothese / < a.
Supposons que I’expérience ait été faite et que, sur un nombre g

de jets, il y ait eu p rencontres : on aura

Le second membre étant connu, on pourra calculer la valeur de
-r. Voila donc un procédé singulier, pour trouver, par des épreuves
répétées, le rapport de la circonférence au diametre.

5° Si les étoiles dont la voute céleste est parsemée y avaient été dis-
tribuées au hasard ; s'il n’existait entre elles aucune liaison physique,
certains couples pourraient accidentellement étre formés de deux
astres trés-rapprochés, présentant I'aspect d’une véritable étoile
double; mais ce cas fortuit devrait étre extrémement rare. Le calcul
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suivant va montrer quelle est, pour certaines limites d’écartement et
d’éclat, la probabilité de la formation d’une semblable étoile double
optique.

Supposons que I'on compte, sur toute la sphére céleste, n étoiles
comprises entre le ler et Ne ordre de grandeur : on pourra, en les
combinant deux a deux, former un nombre de couples donné par I'ex-

pression Ces couples seront espacés sur tout le ciel;

mais, si I'on n’a égard qu’a ceux dont I’écartement r (exprimé en
secondes) serait le rayon d’un petit cercle occupant la me partie de

la surface du ciel, il ne devra moyennement se trouver que

étoiles doubles optiques, pour lesquelles I’écartement des deux com-
posantes sera inférieur ou égal ar secondes.

La surface de la sphére, exprimée en secondes, est 4 1 (206265)2:
le cercle, décrit avec la distance r comme rayon , aura pour surface
m2, et la portion du ciel qu’il couvrira sera

Substituant cette valeur de m dans [I'expression précédente, on
trouve

pour le nombre d’étoiles doubles optiques, distantes de r secondes
au plus, que doit présenter la volte céleste.

Or, d’apres W. Struve, le nombre d'étoiles des huit premiers
ordres ne dépasse pas 100000. En outre, dans sa revue générale de
la partie du ciel comprise entre le pole nord et le 15e degré de dé-
clinaison australe, le méme astronome a trouvé :

1re classe, entre 0" et 1" d'écartement, 62 étoiles doubles

2 » » 1 et 2 » 116 »
3p » » 2 et 4 » 133 »
4 . » 4 et 8 » 130

5e » » 8 et 12 » 54 »
6e » » 12 et 16 » 52 »
P » » 16 et 24 » 54 »

8e » . 24 et 32 » 52
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Tandis que, d'aprés les probabilités, il n'aurait d0 trouver, dans
cette zone céleste, que les nombres suivants :

Ainsi, sur les 653 étoiles doubles observées par Struve, il est
probable que 48 au plus sont accidentelles ou optiques; et les trois
premiéres classes, qui, prises ensemble', en contiennent 511, ont
pour elles la probabilité d’en renfermer une au plus! On voit donc que
les groupes binaires tres-resserrés, qui existent au ciel, ne sont pas
un pur effet du hasard, et que leur nombre est infiniment supérieur
a celui qu’on serait en droit d’attendre. Il faut en conclure nécessai-
rement qu’il existe un lien physique, établissant une dépendance
mutuelle entre les composantes de I'immense majorité de ces groupes.

On parviendrait a la méme conclusion par la remarque suivante :
Si la formation d’un groupe binaire n’était qu'un phénomeéne fortuit,
la richesse de chacune des classes devrait étre proportionnelle a la
surface de la zone céleste qui lui correspond. Dans ce cas les nom-
bres trouvés par Struve seraient entre eux comme

1:3:12:48:80 : 112 : 320 : 448.

Or, la huitieme classe, bien loin d’étre 448 fois plus riche que la
premiére, n’en forme que les cing sixiemes.



CHAPITRE TROISIEME.

Des lois de la probabilité mathématique dans la répétition
des événements.

§ 23. — La solution de toutes les questions qu’on peut se propo-
ser au sujet des épreuves répétées, se trouve implicitement dans la
régle déduite des probabilités composées (§ 18).

Soit a le nombre de chances d'un événement A (par exemple, le
nombre de boules blanches contenues dans une urne); b le nombre de
chances de I’événement contradictoire B, ou le nombre de boules noires
de I'urne, que nous supposons, pour plus de simplicité, ne renfermer
que des boules de ces deux couleurs. Les probabilités d’un tirage simple

seront respectivement et I'on aura, par

hypothése, p+ q = 1.

Les probabilités d'un tirage double s’obtiendront en combinant
chaque probabilité simple avec elle-méme et avec I’autre, et offriront
par conséquent les quatre valeurs suivantes,

pPp:pq;dqp;qqg.

Mais si I'on fait abstraction de I'ordre dans lequel chaque événe-
ment simple se présente pour former I’événement composé, alors les
deux probabilités p q, g p n’en formeront qu’'une seule, et I'’événement
composé d'un tirage double présentera les trois probabilités

P22pqg;q2

qui ne sont autre chose que les'termes du développement de (p + q)2.
Les probabilités correspondant a un tirage triple s'obtiendront en
combinant de nouveau chacune des précédentes avec les probabilités
simples p et g, et deviendront évidemment
pP3 3p24q; 3p d2;93
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provenant du développement de (p+ q)3, et correspondant aux évé-
nements composés

AAA AAB: ABB, BBB

El en général, si I'on désigne par m le nombre des épreuves ou des
lirages, les différents termes du développement de (p + g)mexpri-
meront les probabilités de tous les événements composés que ce cas
peut présenter.

Effectuons ce développement

Le premier terme pmindique la probabilité que, sur le nombre m
d’épreuves, |I'événement A arrivera m fois de suite.

Le second terme nl/inm—lq représente la probabilité que I'événe-
ment A arrivera (m — 1) fois et I'’événement B une fois...
Enfin le terme général

exprime la probabilité correspondante al’arrivée de (m — n) fois I’évé-
nement A et de n fois I'’événement B, sans distinction d’'ordre.

Il est clair que, si I’on voulait établir une succession déterminée
dans l'arrivée de chaque événement simple, il faudrait supprimer les
coefficients numériques; mais nous n’avons pas a considérer ce cas.

On voit donc que, « dans le développement du bindme, chaque

terme exprime la probabilité d’un événement composé de A répété
« autant de fois que le marque I’exposant de la lettre p, et de B répété
« autant de fois que le marque I’exposant de la lettre q. »

« La somme des termes du développement, depuis le premier jus-
x qu’au terme général inclusivement, exprime donc la probabilité que,
« dans m épreuves, I’événement A n’'arrivera pas moins de (m — n)
« fois (arrivera (m — n) fois ou plus), ou, ce qui revient au méme,

la probabilité que I’événement contraire, B, n'arrivera pas plus de
«n fois (arrivera n fois ou moins) (§ 15). »

Ce théoreme est de la plus haute importance.
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Si p, g, r désignent les probabilités simples de trois événements
A, B, C, dont I'un doit nécessairement résulter de I’épreuve aléatoire,
de sorte qu’on ait

p+t g+ r=1,
le facteur bindbme p + @, dans le développement précédent, se trou-
vera remplacé par le facteur trindbme p + q + r, et ainsi de suite.
— Nous n’insistons pas sur cette généralisation, parce qu’elle est
inutile a notre but.

La probabilité pm diminuant a mesure que m augmente (et cela
d'apreés une progression géométrique dont la raison est p), il s’ensuit
que la reproduction multiple d’'un événement peut acquérir une pro-
babilité tres-faible, bien que I’événement simple soit assez probable
par lui-méme. Supposons qu’un fait ait été transmis successivement
par vingt personnes, de telle sorte que la premiére I'ait raconté a la
seconde, la seconde ala troisieme, et ainsi de suite; admettons d'ail-
leurs que le degré de croyance & accorder a chacune d’elles, ou la pro-

babilité de véracité de chaque récit, soit : la probabilité du fait qui

nous aura été transmis de cette maniére sera, c est-

a-dire qu’il y aura plus de huit a parier contre un que le fait est faux.

Ce décroissement considérable de la probabilité peut trés-bien étre
assimilé al’oblitération de la clarté des objets, lorsqu’on les regarde a
travers plusieurs lames de verre superposées. Une seule lame ne di-
minue presque pas la clarté; mais lorsqu’on augmente progressive-
ment leur nombre, elles arrivent bientdt a intercepter totalement la
lumiére. Les historiens n'ont pas tou jours égard a cette circonstance
lorsqu’ils parlent de faits dont la tradition a d0 passer par plusieurs
générations; et bien des événements historiques, dont on ne songe pas
a révoquer en doute I'authenticité, paraitraient pour le moins trés-
douteux, s’ils étaient soumis a une telle épreuve.

§ § — Exdmples.
1° Déterminer la probabilité d’amener, en 8 épreuves successives
«u jeu de croix on pile, 5 fois croix et conséquemment 5 fois pile.

Réponse.
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2° Déterminer la probabilité d'amener 8 fois de suite croix en
8 épreuves.

3° Quelle est la probabilité d’amener une fois le point 6 en quatre
jets successifs d’un dé ajouer?

Ici on a et il vient pour la probabilité

cherchée :

4° Quelle est la probabilité d’amener le point 6 au moins deux
fois dans quatre jets successifs d'un dé ajouer?
On |'obtient en prenant la somme

Si I'on et demandé la probabilité d’amener 6 au moins une fois, il
aurait fallu prendre lasomme des quatre premiers termes du développe-
ment de (p+ g)4; mais il est plus court de calculer ici la probabilité

contraire, qui est et de la retrancher de I'unité ; on obtient

ainsi pour la probabilité demandée ; et puisqu’elle surpasse 12 il

est probable que le point 6 arrivera au moins une fois dans quatre jets.

§ 25. — On voit, par ce dernier exemple, comment la probabilité
d’amener le point 6 au moins une fois, qui n’était que 6 a la pre-

miere épreuve, s'est accrue par la répétition des jets du dé. Cette
remarque nous conduit a la question suivante :

« Déterminer le nombre d’épreuves nécessaires pour que |'arrivée
« d’un événement acquiére une probabilité donnée. »

Supposons que I'on demande en combien d’épreuves on acquerrait

la probabilité - d’amener le point 6 au moins une fois : on aurait

p e q =5/6 ; et il faudrait déterminer m par la condition que la

somme des termes
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fut égale a ce qui ne pourrait se faire que par tatonnement:

mais en prenant la probabilité égale et contraire, exprimée par le seul
terme gm, il suffira de trouver la valeur de m qui convient a I'équa-

tion gm=2 et cela est facile au moyen des logarithmes. On obtient

ainsi m = 3,802.
S'il s’'agissait de trouver le nombre de jets de deux dés, pour le-
quel il y a autant de probabilité d’amener deux six (ou sonnez) que

35
de ne pas le faire, il suffirait de poser q & d’ou I'on déduit

m = 24, 6. —'C’est le probleme proposé a Pascal par le chevalier
de Méré. Ainsi, I'on parierait avec supériorité de chances, d’amener
au moins une fois un sonnez en 25 coups, et avec infériorité de
chances de I'amener en 24 coups. C’est |I’'unique maniére d’interpréter
dans ce cas la valeur fractionnaire trouvée pour le nombre m qui,
de sa nature, doit étre entier.

§ 26. — Lorsqu’on jette une piéce a deux faces que je désignerai
par A et B, la probabilit¢é d’amener la face A au moins une fois en
deux coups est, d’apres ce qui précéde :

D’Alembert(opusc. Math., t. I, p. 20) prétend que celle probabilité
n'est que de 2/3 : car, dit-il, si I'on améne A au premier coup, le jeu
estfini; etsi I’on améne au contraire la face B, il faudra jouer le second
coup qui donnera A ou B; en sorte qu’il ne peut réellement arriver que
I’'un de ces trois événements A, BA, BB, dont deux font gagner le pari.

Ce raisonnement est spécieux : mais |'erreur consiste a supposer
aux deux événements composés, B A, B B, la méme probabilité qu'a

I’événement simple A. La probabilité de celui-ci est - comme celle
de B; mais celle des événements B A, B B, qui n'ont lieu qua

deuxieme coup, est, avant le premier coup, Ainsi le
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joueur qui parie d’amener A au moins une fois a en sa faveur la pro-
babilité 28 = 34
2 4 4
On arriverait au méme résultat par I’énumération des arrange-
ments que présentent les deux épreuves combinées ensemble, savoir:

AA, AB, BA, BB.

§ 27.— « Un joueur a reconnu que, dans une partie formée de
« 3 points, il peut en céder deux a son adversaire pour établir entre
«eux I’égalité : on demande la probabilité qu’a le premier joueur de
«gagner un point. »

Il résulte de I'’énoncé qu’il a la probabilité 1/2 de gagner 3 points
de suite, puisqu’il perdrait la partie si son adversaire en gagnait un
auparavant; on a donc pour ce cas

ce qui revient aenviron 0,79 ou un peu moins de
0

Si le premier joueur ne cédait qu'un point sur trois, alors les
chances en sa faveur seraient de gagner les trois points de suite ou
en quatre coups au plus; car s’il manquait deux coups, son adver-
saire gagnerait la partie. Ainsi, I'on aurait

ou, en remplagant g par (1 — p),

Cette équation étant résolue donne

p = 0, 6143 environ.

§ 28 — La considération des événements composés qui peuvent
arriver dans les épreuves répétées des mémes hasards, mérite toute
notre attention, parce qu’elle fournit les meilleures bases que l'on
puisse donner ala philosophie du calcul des probabilités, pour fonder
I’utilité de ses applications.
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Chaque terme du développement du bindme (8 23) correspond a
'une des hypothéses possibles sur le rapport du nombre des événe-
ments A au nombre des événements B, le nombre total des épreuves
étant m. La somme de tous les termes ou de toutes les probabilités
correspondantes a ces diverses hypothéses est égale a |'unité; et
comme le nombre des termes ou des hypothéses est (m + 1), on com-
prend que les valeurs absolues des divers termes doivent devenir de
plus en plus petites a mesure que le nombre des épreuves devient
plus grand. Mais pendant que ces valeurs décroissent, elles conservent
entre elles certains rapports, dont la loi est ce qu’il y a de plus im-
portant dans le sujet qui nous occupe.

Le terme général du développement de (p+ g)m, savoir

terme

est précédé d'un autre qui a pour expression

En divisant la premiere de ces expressions par la seconde, on aura

pour le rapport d'un terme au précédent, valeur qui diminue a me-
sure que n augmente.

Cela posé, il est clair que le terme renfermant sera supérieur,
égal ou inférieur acelui qui le précéde, selon que le rapport

Dans le premier cas, on aura

dans le dernier,

Si le second membre était un nombre entier, en le prenant pour la
valeur de n, on rendrait le rapport (a) précisément égal a I'unité : il
y aurait donc deux termes consécutifs égaux et plus grands que tous
les autres, le neetle (n+
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Dans le cas contraire, la plus petite valeur entiére de n qui, sub-
stituée dans le rapport (a), le rendra plus petit que I'unité, corres-
pondra an premier terme qui décroit. Il faut donc prendre pour pre-
mier ternie décroissant celui pour lequel I’exposant de g est égal au
nombre entier immédiatement supérieur a I'expression fraction-

naire Le terme précédent, qui est le terme maximum,
sera donc celui pour lequel I'exposant n de g est égal au nombre en-
tier immédiatement inférieur a

Ainsi, n est compris entre les nombres fractionnaires

Lorsque p et q représentent les probabilités de deux événements
contradictoires A et B, on ap + g = 1, et alors

Si le produit g m est un nombre entier, gqm sera précisément le plus
grand entier, n, contenu dansq (m+ 1); (m — n)sera un autre nombre
entier égal a p m, et « le plus grand terme du développement sera
« de la forme M pmP gmaq, et correspondra par conséguent a la com-
« binaison pour laquelle le rapport du nombre des événements A au
« nombre des événements B est précisément le méme que celui de la
« probabilité de I’événement A a la probabilité de I’événement B.

En tout cas, le plus grand nombre entier, n, contenu dans
g (m + 1) différera de g m de moins d’une unité (puisque q est tou-
jours une fraction); et si I'on néglige cette fraction par rapport aux

nombres g m, p m, on pourra dire qu'en général, « la combinaison
« la plus probable est celle ou le nombre des événements A est au
« nombre des événements B dans le rapport de la probabilité de A a
«celle de B. »

§ 29. — Aprés avoir reconnu le rang et la force du terme qui
surpasse tous les autres, il faut encore examiner la marche de ses
rapports avec ceux-ci. Pour cela faisons,dans le rapporl(a), n= gm ;

ce rapport deviendra
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quantité qui approche del'unité d’autant plus que le nombre d'épreuves,
m, est plus considérable.

Dans le terme suivant, ndevientn+1 =g m + 1; m— n devient
m—n— 1= pm— 1, et le rapport de ce terme au terme maximum,

qui le précede, est , fraction qui tend sans

cesse vers |'unité, a mesure que m augmente.

En passant ainsi a des termes distants de deux, trois .... places du
terme maximum M, on reconnaitra sans peine que, de chaque coté
de ce terme, le décroissement devient de moins en moins rapide a
mesure que I'on fait croitre le nombre m. De la résulte I’agglomé-
ration dans le voisinage du plus grand terme, de ceux qui ont aprés
lui les valeurs les plus fortes, et dont la somme fait la plus grosse
part de la somme totale (I'unité) des termes du développement.

Il doit résulter de la qu’a mesure qu’'on s’approche des extrémités
de ce développement, « on arrive a des ternies, L par exemple,
«dont le rapport avec M décroit, de maniere qu'on peut toujours
« assigner a m une valeur assez grande pour que ce rapport devienne
«aussi petit qu'on voudra. »

Voici a peu prés comment Jacques Bernoulli démontre cette im-
portante proposition.

§ 30. — L’exposant de g, dans le terme maximum, doit étre com-
pris, venons-nous de voir, entre

faisons m= r(p+ q):il viendra n

dotn= gr; m— n= pr.
Il s'ensuit que le terme maximum du développement de
(p + q)rP+ rqsera

Un terme L, qui en serait éloigné de r places, serait de la forme
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Prenons le rapport de M au terme qui en est éloigné de r places,
soit avant, soit aprés, nous aurons

apres la suppression des facteurs communs.
On voit d'ailleurs que le second rapport ne differe du premier que
par le changement de p en g, et réciproquement.

Cela posé, il faut d’abord montrer que le rapport ML peut étre

rendu aussi grand qu'on le veut : pour cela on décomposera les
puissances qr et pr dans leurs facteurs, afin de les joindre a chacun
de ceux des coefficients, ce qui donnera :

produit composé de r facteurs dont le ne a pour expression

Il faut d’abord observer que tous ces facteurs surpassent I'unité;
car si l'on retranche le dénominateur du numérateur, le reste

est toujours positif, puisque la plus grande

valeur que I'on puisse donner a n est r.

On voit ensuite que, pour une méme valeur de n, le numérateur
croit, tandis que le dénominateur décrofit, lorsque r ou le nombre de
facteurs augmente; d'ou il suit que leurs valeurs augmentent avec
leur nombre, et que, par conséquent, leur produit devient de plus
en plus grand.
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Enfin, pour une méme valeur de r, le numérateur diminuant lorsque
n augmente, tandis que le contraire a lieu pour le dénominateur, il
est évident que les facteurs dont il est question forment alors une
suite décroissante, dont le premier et le dernier terme,

comprennent entre eux la quantité

Or, il est toujours possible d’assigner la valeur d’'un nombre n,

tel que ou surpasse un nombre donné C; il suffit de

poser

si le second membre est fractionnaire, on prendra pour n le nombre
entier immédiatement supérieur.

Maintenant, on peut faire en sorte que le facteur placé au rang
marqué par n, dans la valeur de M/L, devienne égal ap+1/p; il suffit

pour cela de poser I'équation

et de déterminer r en conséquence. Cette équation donne

d'ou

Par cette valeur de r, les n — 1 facteurs pris sur la gauche de la
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valeur de  surpassant qui est égal au facteur de rang n,
le produit des premiers par ce dernier surpassera nécessairement

c'est-a-dire le nombre C. Enfin les facteurs qui suivent

étant tous > |, le produit complet, ou la valeur de ML surpassera a

plus forte raison le nombre C.
Par ce qui précede, on a donc déterminé le nombre r de maniere
qu’'en élevant le binbme (p @) a la puissance r (p + Q), le rap-

M
port ML surpassera tel nombre qu on voudra.

Pour traiter de méme le rapport , il suffira de changer p en q et

réciproquement dans la formule précédente, ce qui donnera

Lorsque cette valeur différera de la précédente, il faudra employer

M
la plus considérable des deux, qui rendra en meme temps ML et

ML> C .

La probabilité de I’événement composé auquel répond M, com-
parée a celle de I’événement L, donne, par la formule des probabilités
relatives (8§ 16),

On peut donc rendre cette probabilité relative aussi voisine de la
certitude qu’on le voudra.

J'insiste sur le mol relative, parce que le contraire a lieu pour la
probabilité absolue. Celle-ci diminue a mesure que r augmente, et
peut étre rendue moindre que toute quantité donnée. Ce fait que I'on
congoit aisément lorsque I'on considére la valeur de M ou les frac-
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tions p et q sont élevées a des puissances de plus en plus grandes,
sera démontré directement au § 36.

En I'admettant pour le moment, on voit que la probabilité d’obtenir
un nombre d’événements A plus grand ou plus petit querp d’une quan
tité constante, a, peut étre rendue aussi petite qu'on voudra; cai
cette probabilité se compose des termes du développement com-
mencant a celui qui est affecté de + et finissant a
prp—aqrg+ ainclusivement, dont le nombre est 2 a 1, et dont
chacun peut devenir aussi petit qu’on voudra.

§ 31. — Afin d’éclaircir ces notions par un exemple, supposons
qu’il s'agisse d’extraire au hasard une boule d'une urne qui contient
deux boules blanches et une noire. L’'événement A consistera dans

I’apparition d'une boule blanche et aura pour probabilité 2?3; I’événe-

ment contraire, B, dont la probabilité est 1/5, consistera dans I'ap-

parition d'une boule noire.
La formule du bindme donnera successivement: 1°, pour une série
de 5 tirages,

(3bl,0n0in) (2,1) (1,2) (0,3)

2°, pour une série de 6 tirages,

3°, pour une série de 9 tirages,

Les figures ci-contre présentent la traduction graphique de ces
résultats. Les abscisses sont proportionnelles aux nombres d’événe-
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ments A qui entrent dans chaque événement composé, et les ordon-
nées, a la probabilité de chacun de ces derniers. On remarque que.
dans les trois séries,
le plus grand terme est
la probabilité corres-
pondant a la combi-
naison qui donne un
nombre déboulés blan-
ches précisément dou-
ble de celui des boules
noires. Les termesvont
en décroissant de part
et d’autre de ce terme
maximum. Les rap-
ports des plus grands
termes a ceux qui les
précedentouquilessui-
vent immédiatement,
vont en diminuant et
en se rapprochant de
I'unité, a mesure que
la série comprend un
plus grand nombre de
termes. Au contraire,
les rapports des plus
grands termes aux ter-
mes extrémes , vont
toujours en augmentant, les termes extrémes diminuant avec une
grande rapidité, tandis que le plus grand terme diminue aussi, mais
bien plus lentement.

Pour une série de 9 tirages, qui donne dix termes ou combinaisons
différentes, la somme du plus grand terme, de celui qui le précede et de
celui qui le suit immédiatement, forme plus des sept dixiemes de la
somme totale des termes du développement.

Si I'on embrasse une série de 90 tirages, on trouvera, avec le
secours de tables de sommes de logarithmes, calculées spécialement
pour cet objet, les valeurs suivantes pour les cing termes les plus
grands.
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(62,28)  (61,29)  (60,30) (59,31)  (58,32)
0,081817; 0,087460; 0,088918; 0,086049; 0,079327. *

Leur somme est égale a 0,425571, ou a plus des deux cinquiémes
de la somme totale des 91 termes du développement. Au contraire,
les valeurs numériques des deux termes extrémes sont d’une exces-
sive petitesse ; puisque celle du terme (90,0) serait exprimée par
une fraction ayant pour numérateur |'unité et pour dénominateur
un nombre de 16 chiffres; tandis que la valeur de I'autre terme ex-
tréme (0,90) se trouverait exprimée par une fraction incomparable-
ment plus petite encore, ayant pour numérateur l'unité, et pour dé-
nominateur un nombre de 43 chiffres.

Remarque. Nous venons de voir que, pour une série de 9 tirages
hors d’une urne contenant des boules blanches et des boules noires
dans le rapport de 6 a 5, la probabilité du terme maximum (6,3)

est = 0,2731. Si le rapport des boules des deux couleurs

avait été de 7 a 2, la probabilité du terme maximum (7,2) serait de-
venue plus grande, et se serait élevée a 0,3061.

Cela revient a dire que la probabilité de I’événement composé le
plus probable augmente en méme temps que la différence de proba-
bilité des deux événements simples; en d’autres termes, les anomalies
du hasard tendent a se compenser d’autant mieux que |I’on opére sur
deux espéces d'événements contraires dont les probabilités simples
different davantage.

Ce fait remarquable sera démontré d’'une maniére générale au § 68;
mais nous I’énongons dés a présent, parce que sasignification géomé-
trique, qui ressort trés-clairement des considérations précédentes,
disparaitra presque complétement au milieu des développements ana-
lytigues du § en question.

8 — De I'@glomérafon des plus grands termes d8 développe-
ment du bindbme dans le voisinage du terme maximum, résulte une
proposition de la plus haute importance, démontrée pour la pre-
miere fois par Jacques Bernoulli, et qui s'énonce ainsi :

« On peut toujours assigner un nombre d’épreuves tel, qu’il donne

* Voyez « Tabularum ad faciliorem et breviorem probabilitatis computa-
tionem utilium Enneas » auct. Degen.
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« une probabilité aussi approchante de la certitude qu’on le voudra,
«que le rapport du nombre de répétitions du méme événement au
«nombre total des épreuves, ne s'écartera pas de la probabilité
« simple de cet événement, au dela de certaines limites données,
« quelque resserrées qu’on suppose ces limites. »

Pour le prouver, soit la probabilité d’'un événement A, et

m le nombre des épreuves. Il arriverait m événements de

cette espece, s'ils se répétaient exactement d’apres leur probabilité
simple. Au lieu de cela, supposons que, sur le nombre m d’épreuves,

il N’y ait pas plus de ui moins de m événements

A ; et pour que ces derniers nombres soient entiers, faisons
m= r (p+ q) : ils deviendront respectivement pr + r, pr — r.
Ainsi, dans le développementde (p+ q)rp+ rq, les2r + 1 termes
pris depuis celui ou I'exposant de la lettre p est pr+ r, jusqu’a
celui ou cet exposant est pr — r, inclusivement, donneront toutes
les chances pour les événements dont la composition est renfermée
entre les limites assignées ci-dessus. Le plus grand terme se trouvera
placé au milieu de ceux que je viens d’'indiquer, car leur ensemble
pourra étre représenté par

Cela posé, il suit de la proposition démontrée § 30, «que la
«somme des termes compris entre M et L inclusivement, peut étre
«rendue aussi grande que I'on voudra, par rapport a la somme des
«r autres termes, pris sur la gauche de L, en allant vers le premier
« terme du développement. »

En effet, si I’on désigne par F, G, H.... les termes compris entre
Met L, en allant de 3L4 L ; par P, Q, R...... les termes qui préce-
dent L, en allant vers le premier terme prp+ rg, on aura |'arrange-
ment suivant :

pm+rq...R, Q,P,L .H,G F,M F. G, H"..L'' P, Q,R"..qm+ rq

Or, comme le rapport de deux termes consécutifs du développe-
ment croit vers la gauche a partir de M (§ 28) on aura :
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or, on al'identité

donc

M
Il suit de la que la valeur de r qui rend ML> C (§30) rendra a plus

forte raison

Or, le terme M, affecté de prP qrg, en arqg avant lui; le terme L,
pris r places avant M, en a donc r (q— 1) avant lui, qui pourront étre
partagés en (q — 1) groupes, composés chacun de r termes, dont la
subordination sera la méme que celle qui vient d'étre indiquée entre
les termes F, G, H... et P, Q, R.... Sidonc on prend C= i(q— 1),
ce qui donnera

F+ G+ H+ ...> i(@—i)(P+ Q+ R+ .)

le premier groupe surpassera i fois le second, répété (@ — 1) fois,
c’est-a-dire autant de fois qu'il y a de groupes, desquels chacun est
plus petit que celui qui le précéde a partir de M. Il est donc vrai que
ce premier groupe surpassera i fois la somme de tous les autres.

On prouverait de méme, en posant C = i (p — 1), que la somme
des termes pris depuis M exclusivement jusqu’a V, surpasserait i fois
les (p — 1) groupes de r termes, compris depuis L'jusqu’au dernier

La somme des termes compris depuis

L jusqu'a L' inclusivement (sans méme y faire entrer le terme M)
surpassera donc i fois le reste S du développement de(p +q)rp+rq.
On aura donc

L+ ...+ H+ G+F +M + F'+ Gr+ H'+ ...+ L'—M>1i S
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inégalité qui sera satisfaite, en égalant le premier membre au second,
rendu plus grand par la suppression du terme M au numérateur et
au dénominateur. Il vient donc en définitive,

fraction qui s’approche d’autanl plus de I'unité que i est plus grand.
Ainsi « la probabilité de n'avoir pas plus de r (p+ 1), et pas moins
«de r (p — 1) événements A, c'est-a-dire la probabilité que le rap-
«portdu nombre des répétitions de I’événement A au nombre total des

épreuves demeure renfermé entre les limites

» approchera de la certitude autant qu’on le voudra. »

Il est a remarquer que ces fractions, quoique déterminées en
apparence, peuvent représenter des limites aussi resserrées qu’on le
désire. Il suftit pour cela de remplacer p et q par des nombres de plus
en plus grands, p', ', ce quiest permis, pourvu qu’ils restent dans le
méme rapport que celui des chances primitives» Soient doncp’ = sp,
q' = sq; les limites ci-dessus deviendront

Jacques Bernoulli applique ses formules au casoup = 3,q= 2;
il pose d'abord p*= 30, g'= 20 et cherche le nombre d’épreuves

nécessaire pouravoir une probabilité au moins égale a que le
rapport du nombre des répétitions de A au nombre des épreuves sera
renfermé entre les limites Dans cet exemple, il faut faire

i= 1000. Substituant alors, dans les formules du§ 30. i (qr— 1)aC,
pour les termes de M aL, il en résulte
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En posant C= i(p'— 1), pour les termesdeM alL’, on a

Ce dernier nombre étant le plus fort est celui qu’il faut adopter. Ainsi

en embrassant 25550 épreuves, la probabilité des limites

surpassera

Jacques Bernoulli a déterminé aussi les nombres d’épreuves corres-

pondants & des probabilités au moins égales a et
pour ces nombres, qui s'obtiennent en faisanti = 10000, i = 100000,
il trouve 51258 et 56966

ce qui fait voir déja que la probabilité augmente plus rapidement que
le nombre des épreuves : celui-ci crofit, dans I’exemple actuel, par dif-
férences constantes et égales a 5708.

§ 33. — Pour se représenter les considérations précédentes, on
peut prendre une ligne A B que I'on divisera en m parties
égales. Parles (m+ 1) points de division on élevera les ordonnées
A a,A"a' ... etc. que I'on prendra proportionnelles aux 1ler, 2e, etc.
termes du développement de (p+ g)m. Joignant les extrémités de ces
ordonnées, on obtiendra une courbe (que I’'on est convenu d’appeler
courbe de possibilité) dont I'allure représentera la loi de probabilité
des divers événements composés qui peuvent arriver. La somme de
toutes ces ordonnées, qui est équivalente a (p+ q)m= 1, représente
la somme de tous les événements possibles, ou la certitude. Une or-
donnée quelconque | i correspond a la probabilité que le nombre des
événements A sera au nombre des événements B, dans le rapport de
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B lal A. L'ordonnée maximum correspond a un point K pour lequel
onaAK:KB=q:p.

La longueur A B restant la méme, si I’on fait croitre le nombre m
et si I’on répéte la construction précédente, les ordonnées se rappro-
cheront; on obtiendra une autre courbe dont I'ordonnée maximum
aura encore son pied en K; mais les ordonnées li,L | de la pre-
miére courbe auront décru plus rapidement que I’'ordonnée maximum ;

et I’'on peut méme ($ 29 et 30) prendre m assez grand pour que le
rapport de | i al'i' surpasse telle quantité que I'on voudra. La courbe
de possibilité aura donc pris une forme telle, que l'aire partielle
I L' 1" K i soit devenue une plus grande partie de l'aire totale
AB b' K a'; et méme, quelque étroites que I'on suppose les limites
K'1',K'L', on pourra toujours, en prenant m suffisamment grand ($52),
faire en sorte que I'aire partielle differe aussi peu qu’'on voudra de
I’aire totale, les portions A I' i"a', B L'/ b' décroissant indéfiniment.

$ 34. — Un cas tres-important a considérer, pour les applications
nombreuses qu’il nous offrira plus tard, c’est celui ou les probabilités
p et g sont égales. — On prévoit déja que la courbe de possibilité doit
alors présenter une forme symétrique adroiteet agauche de I’ordonnée
maximum, laquelle passera par le milieu de I’axe des abscisses; mais
les propriétés de cette courbe méritent d’étre envisagées de plus prés -
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elles nous seront d’'une extréme utilité, lorsque nous traiterons de la
répartition des erreurs accidentelles que présentent les observations.
En effet, on peut admettre avec Hagen (Grundziigeder Wahrschein-
lichkeitsrechnung) que «dans chaque espéce d’observations, il existe
< un certain nombre indéterminé d'erreurs élémentaires, x. indé-
" pendantes les unes des autres, qui, prises d’'une maniére absolue,
«sont de méme grandeur, et peuvent étre indifféeremment positives ou
«négatives. C'est la somme algébrique de ces erreurs élémentaires qui
«forme, dans chaque cas particulier, la véritable erreur existante. »
Soit 2 m le nombre de ces erreurs élémentaires, dont chacune peut
recevoir le double signe: si I'on veut énumérer toutes les erreurs d’ob-
servation possibles, on devra former tous les arrangements possibles
que peuvent présenter ces 2 m éléments, et I’'on trouvera ainsi que

La répartition des erreurs d’observation suit donc la loi du binéme,
et leurs possibilités relatives sont représentées par les coefficients de
son développement, exactement comme le tirage d’un certain nombre
de boules, hors d’une urne qui contiendrait en nombre égal des boules
blanches et des boules noires.

Reprenons donc (§ 28) les coefficients de deux termes consécutifs
du développement du bindbme élevé a la puissance 2 m : nous aurons

Ces deux termes expriment les possibilités relatives de deux événe-
ments composés, dont le premier renferme (2 m — n) fois I'événe-
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ment élémentaire A et n fois |I’événement contraire B; et le second,
(2m — n+ 1) fois A et(n — 1) fois B : on peut les regarder comme
les ordonnées des sommets d’un polygone, dont les abscisses seraient
proportionnelles aux nombres 2 m — n)et(2m — n+ 1).

Pour introduire plus de symétrie dans nos formules, comptons les
termes du développement a partir de celui du milieu (ou transportons
en ce point milieu I'origine des abscisses), ce qui revient a remplacer n
par (m — n). Llviendra

on en déduit

En appelant Ax ['unité des abscisses, on aura xn= n 3x;
Xxn+ 1= (n+ 1) 3x etc. : I'expression précédente deviendra donc

Lorsque I'on passe ala limite, le premier membre devient dy ;et I’on a

dx disparait au numérateur, ainsi que les termes x dx et dx2 au
dénominateur; mais que devient le terme m dx2?

Pour répondre a cette question, remarquons que m dx représente
|’axe des x tout entier, a partir de I'origine, et aussi loin qu'il peut
s'étendre; c'est la limite extréme au dela de laquelle aucune combi-
naison (ou aucune erreur) ne peut se présenter, limite que I'on peut
considérer comme infiniment grande vis-a-vis de x. Mais le produit
de cet infiniment grand par 'infiniment petit, dx, donne une quantité
finie et positive, dont la valeur reste proyisoirement indéterminée, et

que nous désignerons parlk2 Il vient en conséquence
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ou, en séparant les variables,

Intégrant

en désignant par log. C la constante arbitraire. Donc enfin

est, en quantités finies, I’équation de la courbe de possibilité.
Pour x = oon ay = ordonnée maximum = Y ; dou
y= Ye- h2x2... (A)

Telle est la relation qui existe entre la possibilité d’une erreur et la
grandeur de cette erreur.

Tant que lI'on ne considére que cette relation, I'ordonnée a I'ori-
gine, Y, reste entierement arbitraire. En effet, I'idée de possibilité
relative des erreurs n’entraine avec elle que la comparaison des va-
leurs de y, indépendamment de la grandeur absolue de ces valeurs.
Si I'on faisait varier Y, toutes les ordonnées subiraient en méme temps
des variations proportionnelles, et par suite, leurs valeurs relatives
ne changeraient pas.

Le parameétre h, au contraire, fournit un moyen de caractériser la
précision plus ou moins grande d’une espéce d'observations. Il résulte
en effet de la nature de la fonction (A) que, pour des valeurs croissantes
de x, les valeurs de y décroissent d’autant plus rapidement que h est
plus grand. En d’autres termes, il faut attribuer al’existence d'erreurs
égales une possibilité d’autant plus petite que h est plus grand *.
Aussi, a-t-on nommé ce parametre, la mesure de précision des obser-
vations : il recoit une valeur particuliere pour chaque cas particulier.

De I'équation on tire, en remplagant h

par sa valeur, ou bien, en représentant par

y', x' les nombres abstraits correspondants a

*On voit que pour nous, la possibilit¢é d'une erreur n'est autre chose que sa
probabilité, relativement acelle d’'une erreur nulle.
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Si I’on convient de prendre pour unité des abscisses la quantité—
V m

= h dx, les deux dernieres équations deviendront

La courbe de possibilité se compose donc de deux branches symeé-
triques se raccordant au point C, pour lequel la tangente est horizon-

tale, et ayant I'axe des x pour asymptote. Chaque abscisse, 0a, Ob
représente un écart ou une erreur, dont la possibilité est indiquée par
le rapport de I’ordonnée correspondante a a', bb’, al’ordonnée maxi-
mum OC.

L’'expression e —x2 peut étre envisagée comme le type algébrique
des fonctions qui décroissent symétriquement, avec une grande rapi-
dité, de part et d’autre de I’origine de la variable x; de sorte que la
valeur numérique de la fonction, sans jamais devenir rigoureusement
nulle, est déja excessivement petite pour des valeurs de x tant soit
peu considérables.

$ 35. — La probabilité, p, d'une erreur d'observation, x, es!
égale a sa possibilité particuliere, y', divisée par la somme des possi-



COURBE DE POSSIBILITE. 65

bilités de totites les erreurs, aussi loin que ces erreurs peuvent
s'étendre. Soient += b ces limites extrémes des erreurs possibles;
nous aurons

ou bien, en passant a la limite,

Mais vu la petitesse des ordonnées correspondant aux abscisses
extrémes, et larapidité avec laquelle la fonction y décroit lorsque x
augmente, on n'altérera pas sensiblement cette valeur de p, en sub-
stituant a I’'intégrale définie, prise entre les limites— b et + b, I'in-
tégrale prise entre les limites — o et + x , qui exprime la surface
totale de la courbe de possibilité. Il viendra donc.... (A)

Pour intégrer le dénominateur, nous emploierons la méthode de
Cauchy. — Posons

Ces deux intégrales étant de la méme forme, et entre les mémes
limites, donneront, étant effectuées, une méme valeur L ; de sorte que
V= L2

Ces deux équations réunies expriment une surface de révolution,
dont le volume est la somme des épaisseurs infiniment petites de
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cylindres concentriques a I'axe des z. L’une quelconque de ces cou-
ches cylindriques a pour expression

2gr.dr. z ;

on a donc pour le volume V = L2

et I'on obtient

pour la probabilité infiniment petite d'une erreur déterminée, x .
La probabilité d’une erreur qui ne surpasse pas X (en grandeur
absolue) sera la quantité finie

ou bien, comme I’expression a intégrer ne renferme que le carré de x,

Si I'on integre jusqu’a la limite x = o , on obtient pour celte pro-
babilité I'unité ou la certitude, comme on devait s’y attendre.

836.— Lacourbe depossibilité (A) sechangera en courbe de probabi-
lité, si I'on astreint la somme des probabilités qu’elle représente avaloir
la certitude, ou si I'on égale sa surface a l’unité. Il vient alors
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L ’équation de la courbe de probabilité est donc

ou bien

ou enfin, en prenant pour unité des abscisses h =

La table n° 1, placée a la fin de I'ouvrage, présente les différentes
valeurs de I'ordonnée y, pour des abscisses croissant de dixieme en
dixiéme, depuis x = o0 jusqu’'a x = 3, 3. Passé cette limite les va-
leurs de y deviennent négligeables.

8§37.—Pour rendre plus sensibles les considérations précédentes,
imaginons une urne renfermant des boules blanches et des boules
noires en nombre égal; et supposons qu’on en tire 1000 successive-
ment. La probabilité d’'un tirage quelconque sera donnée par la for-
mule (a") dans laquelle nous ferons dx égal a l'unité, pour passer
aux nombres abstraits : nous aurons donc

pour la probabilité du terme milieu, correspondant au tirage de
500 boules blanches et de 500 noires. Faisant 2m = 1000, d'ou
m= 500, il vient

Y = 0,02523

L’événement suivant, qui consisterait & amener 501 boules blanches
et 499 noires, aurait une probabilité un peu moindre qui s'obtien-
drait en faisantx = 1, et ainsi de suite. L’extraction de 510 boules
blanches et de 490 noires aurait donc pour elle la probabilité

celle de 520 blanches et 480 noires,
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0,01134; celle de 550 blanches et 450 noires, 0,00017.... On voit
gue la probabilité décroit treés-rapidement lorsque x prend des va-
leurs un peu considérables : la probabilité d’extraire 570 boules blan-
ches et 430 noires ne serait déja plus que 0,0000014: et il est facile
de se convaincre que tous les tirages ou les boules d’une couleur excé-
deraient de 160 celles de l'autre couleur, ne réuniraient pas, dans
leur ensemble, un demi-millionieme de probabilité en leur faveur.

Ce qui précede suffit pour faire concevoir comment I’équation de la
courbe de probabilité se déduit de la loi'du bindme, et n’est en défi-
nitive qu’un corollaire de la théorie des combinaisons. C’est pour cela
que la fonction (y) intervient dans toutes les formules que les analystes
ont construites en vue de la théorie des chances. La courbe de possi-
bilité, assujettie & passer par les sommets d’un grand nombre d’ordon-
nées, qui représentent les termes consécutifs du développement du
bindme, se confondra a trés-peu prés, surtout dans le voisinage du
sommet, avec la courbe qui aurait pour ordonnée la fonction e — x2
et cette coincidence sera d’autant plus rigoureuse, que I’exposant du
bindbme sera plus considérable.

8 38. — Supposons que I'on compare deux espéces d’observations
de précisions différentes, h et h', et que I'erreur x, dans la premiére
espéce, I'erreur x' dans la seconde, aient la méme possibilité (la

méme probabilité relative a I’erreur nulle). Nous aurons (A)

Le premier rapport étant, par hypothéese, égal a l'unité, on en
déduit
X;x'= ht:h= v m:vm’

De la ce théoréeme important :

«Dans deux especes d’observations, les erreurs qui ont des possi-
« bililés égales, varient en raison inverse de la précision des obser-
«valions. »

Ou bien :

« Lorsqu'une urne contient des boules blanches et des boules
« noires en nombre égal, les écarts également possibles varient comme
« la racine carrée du nombre de boules prises dans chaque tirage. »
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Remarquons que ces écarts sont ici absolus, et représentent la dif-
férence numérique entre les houles des deux couleurs. L’écart relatif
serait le rapport de |’écart absolu au nombre de boules qui entrent
dans le tirage; et I'on aurait alors:

c'est-a-dire que :

« Les écarts relatifs également possibles varient en raison inverse
«de la racine carrée du nombre de boules prises dans chaque ti-
«rage. »

Faisons donc m' = 4 m, ce qui revient a prendre 4000 boules au
lieu de 1000; et convenons de représenter, dans les deux cas, la
probabilité maximum par une méme grandeur O k. La premiére courbe

de possibilité (celle qui estrelative a m = 1000) élant alkb, la se-
conde aura la forme a' I' k b', dans laquelle toutes les ordonnées de
la premiere n'auront fait que se rapprocher de I'axe O k, dans le rap-
portde 1 avVv 4. Celarevientadire que,dans un tirage de 4000 boules,
la différence relative entre les boules des deux couleurs sera réduite
de moitié, par rapport au tirage de 1000 boules.

Des théoremes analogues a ceux que nous venons de démontrer
pour les possibilités des écarts ou des erreurs, ont lieu pour lespro-
babilités des limites de ces écarts ou de ces erreurs.
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Ainsi I'équation (B", § 35)

exprime la probabilité d’'une erreur qui ne surpassera pas la limite a;
de méme

est la probabilité d’une erreur qui, dans un autre genre d’observa-
tions, ne dépassera pas a'. Faisons h x = t; h' x = t'; il viendra

Les deux intégrales définies étant de la méme forme, il faut évi-
demment, si I'on veut obtenir P = P', effectuer I'intégration entre
les mémes limites, ou poser

d’ou

Ainsi dans deux espéces d'observations, les limites d'erreur qui

sont également probables, varient en raison inverse de la précision
« des observations. »

« Dans deux espéces de tirages, les limites absolues de I'écart, qui
« correspondent a des probabilités égales, varient comme la racine
«carrée du nombre de boules; et les limites relatives, eu raison in-
« verse de cette racine carrée. »

Donc, si aprés avoir assigné a m et an certaines valeurs, et trouvé

la probabilité P correspondante, on donne a la limite am des valeurs

qui soient la moitié, le tiers, le quart, le dixieme de sa valeur pri-
mitive, il faudra embrasser un nombre d’'épreuves 4 fois, 9 fois,
16 fois, 100 fois plus grand, pour avoir la méme probabilité que
I’écart fortuit tombera entre ces nouvelles limites.

C’est dans ce sens qu’il faut entendre le principe important que I’on
énonce ordinairement de la maniere suivante : « La précision du
«résultat croit comme la racine carrée du nombre des observations. »
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Dans la troisiéme section, nous aurons occasion de revenir sur les
considérations précédentes.

§ 39. — L équalion (B"), mise sous la forme plus simple

représente, avons-nous vu, une portion de la surface de la courbe de
probabilité; ou, si I'on veut, elle exprime deux fois la somme des
ordonnées comprises entre I'ordonnée maximum et celle qui corres-
pond a I'abscisse a h. On sait d’ailleurs que la somme de toutes les
ordonnées de la courbe doit étre égale a I'unité. Cette considération
permet d’éviter I'intégrale définie, comme M. Quetelet I'a fait d'une
maniere tres-heureuse (Recherches statistiques. Bulletin dela com-
mission centrale, t. I1).

Dans le développement de (p+ ) 999, il prend pour unité le coef-
ficient du terme milieu, qui représente la probabilité que, dans un
tirage de 999 boules, il y aura 500 boules blanches et 499 noires.

La possibilité de I’événement voisin, savoir du tirage de 501 boules

blanches et 498 noires est (§ 34) celle du tirage de

502 houles blanches et 497 noires est et ainsi de

suite, a", a . etc.
Il estinutile d’aller au dela du 80e terme, qui est déja insensible,
puisqu’il ne s'éleve qu'a 0,000003. Faisant la somme de ces

80 termes = S (a) et divisant chacun d’eux par cette somme, on
obtient etc. pour les probabilités de chacun

des événements composés. La table qui en résulte, présentant les
valeurs numériques des ordonnées de la courbe de possibilité, forme
ce que M. Quetelet appelle I'échelle de possibilité.

Une autre table est formée par la simple addition des termes pré-
cédents,

C’est I'échelle de précision, et elle remplace I'intégrale dont nous
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venons de parler. On y trouve, par exemple, vis-a-vis du 20egroupe,
le nombre 0,397172 : en le doublant, on obtient la probabilité de
prendre plus de 480 et moins de 519 boules d'une méme couleur;
et elle se compose de la somme des probabilités d'en prendre 481,
482... 518. La fraction 0,8 environ, exprime donc la probabilité de
ne pas s'écarter du terme moyen, ni en plus, ni en moins, des deux cen-
tiemes des limites entre lesquelles les combinaisons peuvent osciller.

La probabilité qu’on ne s’écartera pas de la moyenne, soit en plus,
soit en moins, de 0,01 de |'étendue des limites, se trouve en face du
10e groupe : c’est le double de 0,236548 ou un demi a peu prés. On
peut donc parier un contre un qu’'un pareil écart n'aura pas lieu. Cet
écart de 0,01 est, pour cette raison, tres-fréquemment employé : il a
recu le nom d’erreur probable.

Du reste la fonction

peut s'intégrer en employant le développement connu

et la série est suffisamment convergente, tant que les valeurs de t ne
sont pas considérables.
La table n° 2 donne les valeurs de I'intégrale définie

pour des valeurs de t croissant de dixieme en dixieme depuis zéro jus-
qu'a2,5. Il estinutile d’'aller au dela, car pour t= 3, on a déja P
= 0,99997791, valeur sensiblement égale a I'unité. On trouverait
une table plus complete dans I'Exposition de la théorie des chances,
de Cournot. Cet auteur est, aprés Lacroix, celui auquel nous avons
fait, dans nos deux premiéres sections, les emprunts les plus nom-
breux.

§ 40. — Jusqu'ici nous avons assimilé les répétitions des épreuves
aléatoires, a des tirages répétés dans une urne ou l'on rejetterait a
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chaque fois la boule extraite, pour ne rien changer aux conditions
aléatoires dans les tirages successifs.

Le cas ou la boule extraite ne rentrerait plus dans I'urne, quoique
d’une application moins étendue, mérite d’étre traité succinctement.

Supposons donc qu'une urne renferme a houles blanches et b houles
noires; et qu'on en extraie au hasard des boules une a une, en ne
rejetant jamais dans I'urne la boule extraite. On demande la probabi-
lité d’amener, dans m tirages, n boules blanches et m — n houles
noires.

Continuons de désigner par A I’événement simple qui consiste dans
la sortie d’une houle blanche, et par B I'événement contraire, ou la
sortie d’une boule noire; de sorte que A B indique I’événement com-
posé qui consiste dans la sortie d’une boule blanche suivie de la sortie
d’une boule noire, et ainsi de suite. Il est clair, par le principe des
probabilités composées ($ 18), qu'un événement composé, tel que
A A B, a pour probabilité

tandis que celle de I’événement composé A B A, qui ne differe du pré-
cédent que par I'ordre de succession des événements simples, est

fraction qui elle-méme ne differe de la précédente que par I'ordre des
facteurs du numérateur. Il suit de cette remarque, dont la généralité
est évidente, que la probabilité cherchée a pour valeur la fraction

prise autant de fois qu’on peut faire de permutations distinctes dans
I'ordre des événements. Donc la valeur de la probabilité cher-
chée est
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Si I'on fait successivement, dans cette expression générale, n = 1 ,
2, 3, ... (m— 1), on aura les probabilités d’amener en m tirages,
1, 2, 3, ... (m — 1) boules blanches, et (m — 1), (m — 2),
(m — 3)... 1 boules noires. Quant a la probabilit¢ de n'amener que
des boules blanches, elle est évidemment égale a

La somme de toutes ces probabilités compose I'unité, puisqu’elles
correspondent a autant d’hypothéses, dont I'une doit forcément se
réaliser : donc on a

ou bien

Cette derniére formule est remarquable par son analogie avec celle
du bindbme : les factorielles de |'une remplacent les puissances de
I'autre.

En prenant la somme des m — n + 1 premiers termes du déve-
loppement (M) jusqu’au terme (N) inclusivement, on a la probabilité
gue, sur m tirages, il ne viendra pas moins de n boules blanches. Au
lieu de tirer les m boules successivement, on pourrait ici évidemment
les extraire toutes a la fois, sans rien changer a la probabilité d’ame-
ner n boules blanches et (m — n) boules noires.

La formule (M) s'applique trés-simplement au probléme du § 20.
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En effet, on peut imaginer une urne qui contiendrait 7 boules noires
et & blanches; et la probabilité qu'aura le n° 7 de partir sera la
méme que celle d’extraire au moins (7 — 5) = 2 boules blanches en
7 tirages consécutifs.

Onadoncicia= 3; b= 7;m= 7; n= 2; eten cherchant,
pour abréger les calculs, la probabilité contraire,

On ferait rentrer directement dans la théorie précédente la plu-
part des questions auxquelles donnent lieu les épreuves du sort, an
sein d’'une assemblée politique, dont les membres sont ordinairement
rangés en deux grandes classes, la majorité et la minorité. Par
exemple, l'assemblée étant de 108 membres, dont 00 appartiennent a
la majorité et 48 a la minorité, si I'on tire au sort une commission de
20 membres, il y a lieu de demander quelle est la probabilité que la
majorité ou la minorité de l'assemblée sera en majorité dans cette
commission. — Si des causes fortuites, et qui agissent sans acception
de partis, telles que des maladies, doivent tenir 10 membres éloignés
au moment d’'un vote, on peut demander quelle est la probabilité que
la majorité se déplacera, et ainsi de suite. On voit facilement que la
derniére question revient aextraire, en 16 tirages consécutifs, au
moins 15 boules blanches d’une urne qui contient 60 boules blanches
et 48 noires.

Le droit de récuser un certain nombre de jurés, dévolu a l’accusé
dans les procés criminels, donnerait lieu & des questions analogues.
Par exemple, on doit tirer au sort douze jurés sur une liste de trente-
six noms : l'accusé a intérét a écarter six de ces noms; quelle est la
probabilité qu’il n'aura pas besoin d’user de son droit de récusation?
— C'est comme si I'on demandait la probabilité de n’extraire, en
12 tirages, que des boules blanches d'une urne qui contiendrait
30 boules blanches et 6 noires, probabilité égale a0,07 environ.
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Ile la valeur vénale des chanes ou des probabilités
Du marché aléatoire et du jeu en général.

§41.— La valeur absolue des chances, telle que nous I’avons con-
sidérée jusqu’ici, doit maintenant étre associée a leur valeur vénale,
c'est-a-dire au prix ou a l'importance des objets sur lesquels ces
chances donnent des droits éventuels. Ce nouveau point de vue nous
améne a la considération de I'Espérance mathématique : par cette
alliance de mots assez bizarre, on est convenu d’exprimer «le produit
«que I'on obtient en multipliant la valeur d'une chose, en unités
«monétaires, par la fraction qui exprime la probabilité mathématique
«du gain de cette chose. » D. Bernoulli I'appelle sors ou lucrum, et
les Allemands die Erwartung.

La regle de I'espérance mathématique sert de fondement aux paris
et aux jeux de hasard, en ce sens, que « les adversaires doivent tou-
«jours, au début, avoir la méme espérance mathématique. » Si deux
parieurs, ayant respectivement en leur faveur les probabilités p et q,
exposent des enjeux P, Q, il faut, pour que le pari soit équitable, que
l'on ait

PQ= gP-- )
équation dont le premier membre représente |I’'espérance mathématique
du premier parieur, le deuxiéme membre celle du second. On en
déduit :

P:Q=p:q... 2

c'est-a-dire «que les enjeux doivent étre proportionnels aux nombres
«de chances qu’ils ont en leur faveur. » Telle est la regle des paris,
et I'on voit comment elle se déduit de |I'espérance mathématique.
Ainsi, celui qui, dans le jet d'un dé a six faces, parierait d’amener
une face désignée, ne devrait déposer au jeu que la cinquiéme partie
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de ce qu’y mettrait son adversaire, puisqu’il n'aurait en sa faveur
qu'une chance, tandis que I'autre en aurait cing.
De la proportion précédente, on déduit :

d’ou
on aurait de méme

c'est-a-dire que « la mise de chaque joueur doit étre égale a I'espé-
«rance mathématique qu’il a sur le fonds du jeu. »
Enfin, si I'on met I’équation (1) sous la forme

pQ—qgqP= o0... 4)
et qu'on regarde les pertes comme des sommes négatives, le pro-
duit (— q P) de la somme (— P) par la probabilité, g, du gain du
second joueur, pourra entrer dans I'évaluation de I’espérance mathé-
matique du premier, laquelle « se formera alors en multipliant le
«profit ou la perle que lui apporte chacun des événements possibles,

«par la probabilité de cet événement, en donnant aux pertes le signe
«moins. »

§ 42. — Une fois la partie entamée, les joueurs peuvent désirer la
rompre avant qu’elle soit terminée ; alors ils ne doivent pas, en bonne
justice, retirer leur enjeu, mais « se le partager dans la proportion
«des probabilités de gain qu’ils ont en leur faveur a I'instant ou la
« partie est rompue. » En effet, c’est une convention généralement
admise dans tous les jeux, que le joueur perd la propriété de I'argent
qu'il dépose, mais qu'il acquiert en revanche, sur le fonds du jeu, un
droit proportionnel a la probabilité qu’il a de gagner ce fonds.

La regle de I’espérance mathématique, que I’on suit encore dans ce
cas, prend ici le nom de regle des partis (compositio sortis (ou)
aleze *) : c’est a son occasion que Pascal entreprit les premieres re-
cherches sur la probabilité mathématique, et ce grand penseur ne son-
geait nullement aux applications immenses que sa Géométrie du
hasard ** comportait dans toutes les branches des connaissances

* Compositio alez in ludis ipsi subjectis quod gallico nostro idiomate dicitur
« faire les partis des jeux. » (OEuvres de Pascal, t. IV.)
** Stupendum hunc titulum jure sibi arrogat « aleee geometria. » — Ibid.

7
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humaines. Fermat, Huygens, Leibnitz, qui s'occupérent du calcul des
combinaisons et des chances en méme temps que Pascal, ou quelques
années apres lui, n'avaient également en vue que la regle des partis.

$ 43.— Comme exemple de la régle des partis combinée avec la
regle des paris, supposons qu’une personne parie d’amener deux fois
le point 6 dans deux jets consécutifs d’'un dé a six faces : la probabi-

i
lité de cet événement étant seulement et celle de I'événement

36
. 55 . .
contraire cette personne ne doit mettre au jeu que 1 fr. et son

adversaire 55. Admettons que, le premier jet ayant eu lieu, le point
désigné ait paru, et qu’alors les joueurs veuillent se séparer; celui
qui a parié d’amener le point désigné aurait encore, au second jet,
une chance pour lui et seulement cing contre lui : son espérance est
donc différente de ce qu’elle était avant le premier jet. Dans ce cas,
la mise totale étant considérée comme appartenant au jeu, toutes les
chances également possibles ont un droit égal au partage de cette
somme, et celui qui réunit plusieurs chances doit avoir les parts
correspondantes : ainsi le premier joueur prendra le sixieme de la

mise totale, ou 6 fr : et son adversaire les gi ou 30 francs.

Deuxiéme exemple. Deux joueurs ont formé un fonds destiné a celui
qui aura le plus tot gagné trois parties : ils se séparent lorsque le
premier en a gagné deux et le second une. On demande la part que
chacun doit avoir sur le fonds du jeu, en supposant que la probabilité

1
de gagner isolément une partie soit 2 pour chaque joueur.
En examinant ce qui arriverait si le jeu était continué, on trouvera

facilement pour réponse 4 et 4

Celte question est une de celles qui avaient été proposées a Pascal
par le chevalier de Méré. Il la résolut par un raisonnement trés-sim-
ple, en se bornant a chercher ce qui arriverait si la 4e partie était
jouée. Fermai y appliqua d’abord la méthode des combinaisons, puis
celle des probabilités composées.

Troisieme exemple. Deux personnes jouent en rabattant, c. a. d.
que la partie doit se terminer aussitét que I'un des deux joueurs a fait
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n points déplus que l'autre. Ici, la séparation des joueurs avant la
décision du sort, est quelquefois nécessaire, car la partie peut se
continuer indéfiniment. Pour simplifier les calculs supposons n= 2 ;
le premier joueur ayant gagné un point propose d'arréter la partie :
comment les enjeux doivent-ils se répartir?

On trouve, comme dans I’exemple précédent, et

Quatriéme exemple Trois joueurs, jouant a qui aura le premier
gagné trois points, se séparent sans terminer la partie, lorsqu il
mangue encore au ler un point, au 2e, deux, et au 3e, trois : on de-
mande comment ils doivent se partager I'enjeu.

Nous extrayons cet énoncé du Dictionnaire de Mathématiques de
Monlferrier, article Probabilité; mais la solution donnée dans cet ou-
vrage est évidemment vicieuse ; et si I’erreur ne saute pas aux yeux,
c’est grace a une faute de calcul qui masque I'impossibilité du ré-
sultat.

Représentons respectivement par a, b, ¢, I'’événement correspon-
dant au gain d'un point par le premier, le deuxieme et le troisieme
joueur. Dans I'état ou est arrivée la partie, elle doit étre terminée en
quatre coups au plus: le nombre total des chances est donc 54= 81.

Puisque le gain d’un seul point donne la partie au premier joueur,
les événements composés qui le font gagner sont tous les arrange-
ments quatre a quatre des trois lettres a, b, ¢, renfermant au moins
une fois la lettre a, sauf ceux de ces arrangements dans lesquels a
est précédé de deux b ou de trois c. Ces arrangements exceptionnels
sont au nombre de sept, savoir

ccec
bbb
bbc
bchb
cbb
bbab

bbac

D’ailleurs le nombre des arrangements qui renferment au
moins un a est 65 (c’est la somme des coefficients des termes de
(a+ b+ c)4drenfermant a comme facteur a une puissance quelcon-
que). Le nombre des chances favorables au premier joueur est donc

(VIR

58
58, et babilité d ,
et sa probabilité de gagner 6:8?.
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Les événements composés qui font gagner le troisiéme joueur sont
les neuf arrangements renfermant au moins trois ¢, sauf les trois ar-
rangements ou la lettre a se trouve ala premiére, la deuxieme ou la

troisieme place. Ce joueur a donc pour lui la probabilité glil’].

17
Donc il reste au deuxiéme joueur la probabilité o1 ; et I’enjeu doit

étre réparti dans le rapport des nombres 58,17, et 6.

§ 44. — « Lorsque les mises P et Q de deux joueurs sont propor-
« tionnelles a leurs chances de gain, p, q, I'’événement le plus proba-
« ble, aprés un certain nombre de parties, est qu’aucun des deux
« n'ait perdu ni gagné. »

En effet, de la proportion P : Q = p : g on déduit I'éguation
Pg— Qp= o

Mais dans un nombre r (p + q) d'épreuves, I'événement le plus
probable (avons-nous vu § 30) est composé de rp événements A, avant
la probabilité p, et faisant gagner chacun la somme Q au premier
joueur, et de rq événements B, ayant la probabilité g, et lui faisant
perdre chacun la somme P. Cet événement donnera donc aujoueur la

somme
pQ—rq P,
quantité qui s’évanouit lorsque
Pqg —Qp= o.
8 45.— Il suit de la « qu’en multipliant suffisamment le nombre

«des parties, la perte ou le gain de chaque joueur pourra étre repre-
«senté par une fraction aussi petite qu'on voudra de sa mise
«totale. »

En effet on peut, d’aprés le § 32, obtenir une probabilité absolue,
de plus en plus grande, que le rapport du nombre des événements A
au nombre total des parties jouées, sera compris entre les limites

lorsqu’on embrasse r (p + Q) épreuves.
Remplagons, comme dans le paragraphe cité, p et g par sp et sq;
les limites deviennent
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et se rapportent a des événements composés dans lesquels il entre au
plus (rsp + r) événements simpies de I'espece A, joints a (rsq — r) de
I'espéce B; et au moins (rsp—r) de I'espece A, joints a (rsq + r) de
I’espéce B.

Dans le premier cas (limite supérieure), le joueur qui a pour lui
I’événement A recevra (rsp+ r) Q et donnera (rsq — r) P. La valeur
de cet événement composé sera donc

dans le premier cas, et

dans le second.

Si, comme nous le supposons, les chances sont égales entre les
deux joueurs, on doit poser

PQ—gP= o

et ils ont la méme probabilité de ne pas gagner ou de ne pas perdre au
dela de la somme

Cette somme représente une partie de la mise totale de chaque

. S qP )
joueur; car sil'on y remplace Q par sa valeur , elle deviendra

Or la mise du joueur A étantrs (p + g) X P = M, on aura

La somme gagnée ou perdue par ce joueur a donc avec la mise to-

tale le rapport . On trouverait de méme que, pour le second



82 THEORIE DES PROBABILITES.

joueur, le rapport analogue est éléq samise étantrs (p+ q) X Q= N.

Il suit de la que, comme on peut assigner d’abord au nombre s telle
valeur qu’on veut, on pourra supposer aussi petits qu’on le voudra les

rapports 1Y, 14 ; et, prenant ensuite pour r des nombres de plus

en plus considérables, « on obtiendra une probabilité de plus en plus
«grande, que la somme perdue par |'un des joueurs et gagnée par
«|'autre ne surpassera pas une fraction donnée, aussi petite qu'on le
«voudra, de leur mise totale. » (Mais non pas une somme aussi
petite qu’on le voudra, comme nous le verrons tout a I’heure.)

§ 46. — Les conséquences seraient tout opposées si, au lieu
d'avoir pQ — gqP = o0, on avait qP = p Q + k2, quelque petit que
fut k2; autrement dit, si I'un des joueurs avait sur I’autre un avan-
tage, méme trés-minime. En effet, il viendrait alors :

pour le gain du premier joueur ou la perte du second, dans le pre-
mier cas ; et

pour la perte du premier joueur ou le gain du second, dans le
deuxieme cas.

Or, le nombre s pouvant étre pris aussi grand que |'on voudra, on
pourra toujours le déterminer de maniére a avoir

alors le premier joueur perd dans le premier cas aussi bien que dans
le second, et il s’ensuit que « quelque petite que I'on suppose la dif—
« férence entre les espérances mathématiques des deux joueurs, on
« pourra toujours, en multipliant le nombre des épreuves, obtenir
« telle probabilité que I’on voudra que le joueur favorisé sera toujours
«en gain, et l'autre toujours en perte. »

Dans les jeux publics, ou les coups se succédent tres-rapidement,
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il suffit donc que le banquier se réserve un tres-faible avantage, pour
étre presque certain de réaliser des bénéfices ; car la perte moyenne
du joueur désavantagé croit proportionnellement au nombre de coups,
tandis que l'intervalle des limites entre lesquelles la perte oscille croit
(8 38) proportionnellement a la racine carrée du méme nombre. Il
arrivera donc un instant ou les variations fortuites se comptant par
mille, la perte moyenne se comptera par millions.

§ 47. — La proposition du § précédent, basée sur le théoréme de
Jacques Bernoulli, sert a bien fixer le sens que I'on doit attacher a
I’espérance mathématique ; elle prouve la nécessité de faire entrer la
répétition des hasards dans I’appréciation des pertes et des gains qu’ils
amenent, et montre que le nombre des épreuves, et par conséquent
presque toujours le temps entrent dans |’évaluation du degré de con-
fiance qu’on doit accorder ala probabilité mathématique. De la résulte
qu’il est contre la prudence de s’exposer sans nécessité aux chances
d’un hasard qu’on ne peut tenter un trés-grand nombre de fois.

Si I’'on n’avait pas égard a la possibilité de réitérer les épreuves,
on serait en droit de contester, avec d’Alembert et Condorcet, que
deux conditions soient égales lorsque les avantages de chacune d’elles

sont en raison inverse de leur probabilité. «La probabilité 12 d'avoir
« 2 écus, dit avec raison Condorcet *, n’est point égale a la certitude
«d’en avoir i ; le joueur qui ala probabilité 10 de gagner 9 écus
« n'est point dans une position égale a celle d’un autre homme qui
« aurait la probabilité 9910 de gagner 1 écu. » — Mais I’objection dis-

parait lorsque I'on considere le jeu comme pouvant se renouveler
indéfiniment.

§ 48. — Nous avons démontré plus haut que, dans un jeu égal, le
rapport des pertes aux mises totales est renfermé entre des limites de
plus en plus étroites, a mesure qu'on augmente le nombre des par-
ties. Mais il faut se garder d’en conclure que ces perles elles-mémes
diminuent indéfiniment : au contraire, puisque r (Q + P) croit sans

* Essai sur l'application de I'analyse a la probabilité des décisions, etc. —
Discours préliminaire.
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cesseavect, il s'ensuit «qu’il y a une probabilité toujours croissanteque
«la perte surpassera une somme donnée, quelque considérable que
« soit cette somme. »

C’est ce qu’'on peut démontrer d'une maniére générale.

Reprenons en effet le développement du § 32,

l.prp+ aqrg- a+....+ k.pmp g rooq + Appa

comprenant les événements ou la différence entre le nombre des
parties gagnées et le nombre des parties perdues ne s'éleve pas a plus
de(rp+ a) — (rp — a)= 2 a. Or, la probabilité que représente
la somme de ces (2 a + 1) termes ira sans cesse en décroissant
(voyez la fin du § 30) si le nombre a reste le méme pendant que le
nombre r augmente; et par conséquent la probabilité contraire, qui
est formée du reste des termes du développement de (p + q)rp+ rq
s'approchera de plus en plus de I'unité.
Les termes extrémes répondent a une perte

(rp+ a0 —(rg—aP= aP+ Q)
puisque
rpQ—rqP= o0:
prenant donc a (P + Q) pour la fortune de chaque joueur, on
pourra, en faisant r suffisamment grand, trouver une probabilité aussi
voisine de I'unité qu’on le voudra, que I'un des joueurs perdra une
somme égale aa (P + Q) et sera par conséquent ruiné.

Si les deux joueurs avaient des chances égales, le raisonnement
subsisterait, en faisant Q = P : il suffirait donc d’admettre 2 a P
pour fortune du joueur le moins riche, et I'on serait a peu prés
certain de le voir ruiné au bout de r (p + q) parties, quoique le jeu
fat égal.

Il est juste cependant de faire observer, qu’a moins de supposer le
rapport de I’enjeu a la fortune du joueur beaucoup plus grand qu’il
ne I’est communément, le nombre de coups qu’il faudrait jouer pour
avoir une probabilité considérable que |'un des joueurs se ruinera,
est plus grand qu’'on ne le donne ordinairement a entendre, dans des
intentions louables sans doute.

Supposons, par exemple, deux joueurs A et B jouant a mises égales
et a chances égales, la mise de A étant la 50e partie de son capital.
Admettons aussi, en premier lieu, que les joueurs A et B sont égale-
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ment riches, oudisposentprécisémen tdu mémecapital. On ala probabi-
lité 0,8859, ou pres de 9 a parier contre 1, que le joueur A ne sera
pas ruiné au 1000ecoup; et la probabilité 0,4954, ou presque un a
parier contre un, qu’il sera ruiné au plus tard au 10000e coup.

Si I’on suppose le capital de B double de celui de A, la premiére
probabilité n’est pas sensiblement altérée dans sa valeur ; la seconde
devient 0,604; en sorte qu'il y a environ 3 a parier contre 2 que le
joueur A sera ruiné par le joueur B, au plus tard au 10000e coup.
L’influence de la supériorité de fortune du joueur B devient sensible,
mais beaucoup moins qu’on ne le croit communément.

Si le capital de A devenait double, triple, quadruple, il faudrait
embrasser un nombre de coups quatre, neuf, seize fois plus grand,
pour tomber sur les mémes probabilités de ruine anticipée.

8§ 49. — La formule de I'espérance mathématique s'applique
également au cas ou il y a plus de deux événements a chaque épreuve.
Supposons, par exemple, qu’un joueur jette un dé ordinaire, et que son
adversaire s’engage a lui payer autant de francs qu’il ameéne de points
a chaque coup. On demande quel doit étre I'enjeu du premier joueur.

L’espérance mathématiqgue de celui-ci se forme évidemment en
ajoutant celles que donnent tous les événements possibles, et qui sonl

égales au produit de chacun des six points par la probabilité 16 de
I’amener. Le résultat est donc

\
—(1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6)= 3,50
6
L’enjeu cherché est donc 3 francs, 50 : c’est la moyenne entre les
sommes que le second joueur peut avoir a payer.

$ 50. — En parlant de la valeur vénale des chances, nous avons
supposé que l'unité monétaire représentait une quantité absolue,
ayant le méme prix pour tout le monde. En réalité cependant, elle
n'a qu’'une valeur de convenance, subordonnée ala position particu-
liere, a la fortune et méme au caractere du possesseur. Il faut recon-
naitre qu'un homme risque d’autant plus en achetant une chance,
c’est-a-dire un bien incertain, que le prix certain qu’il en donne est
plus considérable relativement au bien qu'il possede; la raison dit
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aussi que I'importance d’une somme d’argent diminue pour celui dont
la fortune s’accrofit : mais n'est-ce pas abuser du calcul que de vouloir
soumettre a ses lois les considérations morales relatives aux priva-
tions qu’'impose une perle, aux jouissances que procure un gain?
Comment apprécier numériquement celte valeur relative des chances
que I'on adésignée souslenomde valeur morale? Plusieurs auteurs ont
proposé des regles a ce sujet : nous allons en indiquer quelques-unes,
mais en déclarant d'avance qu’elles nous semblent plus ou moins
arbitraires, et sans applications sérieuses.

Buffon (Essais d'arithmétique morale) a proposé de prendre pour

mesure de I'importance morale d’une somme, ajoutée a un bien quel-
conque, le rapport de I'une a I'autre; et d’admettre en conséquence
que I'homme qui posseéde 1000 francs et qui en gagne 100, regoit un
avantage égal a celui qui, possédant 100000 francs, en gagnerait
10000, ou qui, n’en possédant que 10, en gagnerait un. L'illustre
écrivain déduit de son hypothése la conclusion, trés-juste et trés-
morale dans tous les cas, qu'une méme somme acquiert plus d’'impor-
tance lorsqu’on la perd que lorsqu’on la gagne; et que par suite le
jeu le plus simple et le plus égal (celui de deux personnes également
riches, jouant a chances égales) entraine toujours une perte absolue
d’aisance; puisque I’événement diminue plus le bien du perdant qu’il
n‘augmente celui du gagnant. Si, par exemple, I’enjeu est la moitié de
la fortune de chaque joueur, les valeurs morales de la perte et du

gain sont exprimées respectivement par Retl/3, et la perte absolue

1
d’aisance est %6

En général, soit A le bien antérieur, et a la somme éventuelle;

I'importance morale decettesomme sera exprimée par  Aomme perte

et par comme gain; la différence sera

Ceci conduit naturellement a chercher la valeur de la perte dont I'im-
portance est équivalente a celle du gain a. Soit x cette perte ; on aura :
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Ou voit que la valeur de x approchera d’autant plus de celle de a,
que la fraction iAsera plus petite ; en sorte que le gain et la perte ne

peuvent étre d’égale importance que lorsqu’ils sont infiniment petits
par rapport au bien antérieur.

8§ 51. — Daniel Bernoulli admet une hypothese qui differe de celle
de Buffon, en ce qu’elle fait croitre bien moins rapidement I'influence
des pertes (Specimen theorice novee de mensura sortis : Comm. Acad.
Petrop., t. V, p. 175). Toutes deux s'accordent cependant a dimi-
nuer le prix des sommes éventuelles, a mesure que le bien antérieur
est plus considérable, et a donner plus d’importance a la perte qu'au
gain. Cet auteur, qui le premier a soumis au calcul |'appréciation de
la valeur morale des sommes éventuelles, part de trois hypothéses,
savoir :

1° Tout homme posséde un bien physique quelconque, au moins
équivalent a la subsistance qu’il peut tirer de son industrie, ou de
I’emploi de ses forces vitales. Il n'y a que l'individu sur le point de
mourir de faim, duquel on puisse dire qu'il ne posséde absolu-
ment rien.

2° La valeur morale d’une somme infiniment petite est directement
proportionnelle a cette somme, et inversement proportionnelle a la va-
leur absolue du bien physique de son possesseur.

3° La valeur physique peut étre considérée comme la somme des
valeurs physiques infiniment petites; et la'valeur morale correspon-
dante, comme la somme des valeurs morales des éléments infiniment
petits du bien-étre physique.

Soit donc x un capital quelconque; k une constante.; dx I'accrois-

sement différentiel du capital : kdx/x sera la valeur morale de cel

accroissement (2°), et celle du capital entier sera (3°)

en représentant par log. h la constante arbitraire. Pour la détermi-
ner, il faudrait assigner la valeur de y qui correspond a une valeur
donnée de x ; on n’'oubliera pas, toutefois, que y et x ne peuvent étre
supposés ni nuls, ni négatifs (1°).
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Représentons par y' la valeur morale d’'un nouveau capital x';
nous aurons

y'= klog x' — log h;
et par suite

Faisons donc x = A ,x'= A % a: I'importance morale de la somme
éventuelle a en présence du capital A sera exprimée par

comme gain ; et par

comme perte. Dans ce dernier cas elle est négative, a cause du loga-
rithme de la fraction.

Pour déterminer, dans I'hypothese de Bernoulli, la perte, z, dont
la valeur morale serait égale a celle du gain a, nous remarquerons
d’abord qu’il s'agit ici de cette valeur prise d'une maniere absolue,

c'est-a-dire positivement; et comme log A est une quantité né-

gative, nous poserons

ou enfn

valeur identique avec celle qui résulte de I’hypothése de Buffon.

§ 52. — Supposons qu’'un bien physique, ou absolu, A, soit sus-
ceptible de recevoir des variations a, a'a lesquelles peuvent
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étre positives, nulles ou négatives; soient de plus p, p,"p".... les
probabilités que ces variations auront lieu, de sorte que I’on aura
nécessairement p+ p'+ p "'+ ... = 1

La fortune morale éventuelle du possesseur (fortune morale de
Laplace; mensura sortis de Bernoulli; erwarletes moralisches Ver-
mogen, de Grunert) s'évaluera en multipliant, dans chaque hypo-
these de variation, la valeur morale du bien physique (A-+a) par
la probabilité de la variation a, et en faisant la somme de tous les
produits. On aura donc

Désignons maintenant par X la fortune physique éventuelle cor-
respondant a la fortune morale éventuelle Y : d’aprés la premiére
équation du § précédent, ces deux quantités seront liées entre elles
par la relation

Y= klog X + log h;

égalant ces deux valeurs de Y, on obtient, aprés quelques réductions
faciles,

X=(A+ ap(A+ a)p (A+ a")p"
pour la fortune physique éventuelle correspondant a la fortune phy-

sique A. La différence X — A est ce que Laplace nomme espérance
morale, et elle a pour expression

X —A= (A+a)p (A+ a)p'(A+ a")p".... - A;
tandis que I'espérance mathématique serait
pa+ p'a'+ p”a"+
Si I'on développe la valeur de X — A suivant les puissances de

a, a, a".... en négligeant les puissances supérieures de ces quantités,
on obtient

mais

donc

Les termes que I'on a négligés ne renfermant que les puissances
8
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supérieures des variations de fortune, on voit que |'espérance mo-
rale s'approche d’autant plus de I’espérance mathématique, que ces
variations sont plus petites; les deux valeurs se confondent lorsque
la fortune A peut étre considérée comme infiniment grande vis-a-vis
des perles ou des gains éventuels a, a‘, a"....

Ce qui précede confirme I'opinion de Buffon, que le jeu le plus égal
est désavantageux aux joueurs. Si, par exemple, deux joueurs possé-

dant chacun un bien physique 100, exposent 50 avec la probabilité 2
de gagner ou de perdre, on aura A = 100;a= + 50;a's — 50;

. par suite I’espérance morale de chaque joueur est

(100 + 50)2 (100 — 50) 2— 100 = — 13,4

c’est-a-dire que chacun d’eux doit craindre de perdre 13,4.

§ 53. — Dans le mémoire que nous avons cité plus haut, Bernoulli
donne plusieurs applications curieuses de son principe : nous nous
contenterons de la suivante.

Un négociant possede une fortune physique A; mais un vaisseau
qui est en mer doit lui rapporter un bénéfice a s'il arrive au port.
La probabilité de cette arrivée est p, d’apres I'’expérience. Quelle est
I’espérance morale du négociant?

La probabilité que le vaisseau n'arrive pas au port est 1 — p; et
cet événement laisse la fortune physique du négociant égale a A. Il
s'ensuit que son espérance morale est

X- A= (A+ ap Altp - A
Quant asafortune morale éventuelle elle-méme, son expression sera
Y= pklog(A+ a)+ (1—p)klog A+ logh.
Si I'on veut prendre A pour unité, les deux formules précédentes se
simplifieront et deviendront respectivement
X—1= @+ ayp- |
Y= pklog@+ a+ log h

Ce que nous venons de dire suppose,que le négociant n'assure pas
le vaisseau. S'il I'assure, il peut n'avoir a payer a la compagnie que
(1 — p) a, puisque la probabilité de perte du navire est (1 — p);*
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et alors sa fortune morale, apres le payement de la prime d’'assu-
rance, est
y= klog[l+ a— (1—p)a] + logh= klog @+ ap)+ log h.

Comme p est une fraction véritable, on a

ou

ou enfin
log 1+ ap)>p log @+ a)

Il s’ensuit que y > Y, ou que la fortune morale du négociant,
lorsqu’il assure, est plus grande que sa fortune morale éventuelle, dans
le cas ou il n'assure pas. Il y a donc avantage a assurer le navire, dans
le cas ou la prime ne dépasse pas (1 — p) a.

Mais si I'on exige du négociant une prime plus élevée, par exemple
(1 — p)a+ a', safortune morale, apres |'assurance, est
klog [1+ a— (@ —p)a—a'l+ log h=k log [1—a'+ ap] + logh.

Par conséquent |'assurance ne présentera ni avantage, ni désavan-
tage, si I'on a

pklog @+ a+ logh= klog(1@—a'+ ap)+ logh,
d’ou I'on tire
a'= 4+ ap — (1+ a)p.

La prime a payer par le négociant doit donc s’élever au plus a
@ pa+l+ap (1+ ap= (1+ a[l- (I+a)p-1],

et il y aura pour lui avantage ou désavantage moral a assurer le
navire, suivant que la prime sera inférieure ou supérieure a cette
somme.

Soit par exemple — la fortune du né-

gociant : il doit payer au plus
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Comme celui qui posséde moins a évidemment un intérét plus grand
a s'assurer, on peut aussi se demander quelle fortune au moins doit
posséder le négociant pour qu’il ait avantage a renoncer a l'assu-
rance, lorsque la compagnie lui demande une prime déterminée, par
exemple 800 fr. Dans ce cas on a l’équation

A + 10000 — (A + 1 0000) 20.A20= 800
(A+ 10000)19. A = (A + 9200)2;

d’ou Bernoulli déduit A = 5045 a peu prés. Si la fortune du négo-
ciant surpasse ce chiffre, il peut renoncer a I’assurance; s'il possede
moins, la prudence exige qu’il assure I'entreprise.

Enfin on peut encore se demander quel est au moins le capital dont
la compagnie doit disposer, pour pouvoir assurer au prix de 800 fr.
dans les circonstances précédentes.

Soit x ce capital. Si le vaisseau arrive au port, événement dont la

19
probabilité est 1920, le capital de la compagnie deviendra x+ 800;

1
si le vaisseau périt, événement dont la probabilité est la compa-

gnie ne possédera plus que x + 800 — 10000 = x — 9200. Donc,
lorsque I'assurance a lieu, la fortune morale éventuelle de la compa-
gnie est
19 1
(x + 800)20. (x - 9200)2;

lorsque I’assurance n’a pas lieu, son capital reste x : par conséquent
on al’équation

(x + 800)19. (x — 9200) = x D

d’'ou Bernoulli tire approximativement x = 14245. Tel est le mini-
mum de capital que la compagnie doit posséder, pour offrir I’assu-
rance au taux de 800 francs. Dans le cas contraire, elle aurait tort
de s’engager dans celte spéculation.

§ 54. — Nous terminerons ce qui a rapport a I'espérance morale
par une question piquante, qui fut présentée a Montmort par Nicolas
Bernoulli, et qui a recu le nom de Probleme de Pétersbourg, acause
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sans doute de la mention qu'en a faite Daniel Bernoulli dans les Mé-
moires académiques de cette ville. — En voici I’énoncé.

Pierre et Paul jouent a croix ou pile ; Pierre jette la piéce de mon-
naie, et promet de donner a Paul 1 fr. si pile arrive au premier coup :
2 francs si pile arrive au deuxiéeme coup; 4 francs au troisieme:
8 francs au quatrieme, et ainsi de suite, en doublant a chaque coup,
de maniére que la partie ne se termine que lorsque pile est arrivé.
On demande |'espérance mathématique de Paul, ou ce qu’il doit dépo-
ser pour enjeu.

D’aprés les notions fondamentales, du calcul, Paul a les proba-
bilités

de gagner 1, 2, 4, 8, .... 2nl francs,
selon que pile arrivera aux

ler;, 2¢ 3e 4e .... recop

Son espérance mathématique de gain vaudra donc

Ainsi, Paul devrait déposer pour enjeu 50 francs si I’on mettait pour
condition que le jeu cessera au 100ecoup; 500 francs si I'on conve-
nait qu’il devra cesser au 1000e coup; enfin, il doit déposer une
somme infinie quand on convient que le jeu se prolongera jusqu’a ce
que Pierre ait amené pile, si loin qu'il faille aller pour cela. Cepen-
dant, quel est 'homme sensé qui voudrait risquer pour enjeu, non
pas une somme infinie, mais une somme tant soit peu forte?

Pour expliquer ce paradoxe, la plupart des géometres ont eu re-
cours a l|'espérance morale, soit en employant, comme Lacroix,
I’hypothése de Daniel Bernoulli; soit en fixant, comme Cramer, pour
maximum du gain de Paul, une somme tellement grande, qu’'on ddt
regarder comme absolument inutile tout ce qu’on pourrait y ajouter.
D’autres ont cherché a limiter le nombre de coups en fixant une pro-

| 999
habilité assez grande ( 9910000 par exemple pour qu’on fat mo-

ralement sGr que pile a dd arriver : mais toutes ces explications
laissent beaucoup d'arbitraire.
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Poisson a fait la remarque bien simple que Pierre ne peut pas payer
plus qu’il n'a; et que s'il possédait cinquante millions, somme exor-
bitante pour un particulier, il ne pourrait loyalement s'engager a pro-
longer le jeu au dela du vingt-sixiéeme coup, puisqu’au vingt-septi€me
sa dette envers Paul, en cas de perte, serait le nombre de francs ex-
primé par 226= 67 108 864, somme supérieure a sa fortune. Ré-
ciproquement, Paul, connaissant la fortune de Pierre, ne s’engagera
pas ajouer plus de vingt-six coups et ne risquera que 13 francs. En
supposant qu’il ne limite pas le nombre de coups, comme il ne peut
pas recevoir de Pierre, quoi qu’il arrive, plus de cinquante millions,
on trouve que la valeur de son espérance mathématique ne surpasse
pas fr. 13,50.

§ 55. — On rencontre souvent des joueurs systématiques qui se
sont tracé un plan de conduite, d’aprés lequel ils se croient slrs de
réaliser des bénéfices, ou du moins de ne pas perdre. Pour cela, ils
suivent certaines progressions dans leurs mises, ou se prescrivent des
regles pour entrer au jeu et pour en sortir. Mais il ressort mathéma-
tiguement des définitions mémes que, dans tout jeu égal, le joueur,
quelque systeme qu’il suive, ne peut acquérir une probabilité de 100
contre 1 de gagner un franc, sans courir un risque mesuré par la pro-
babilité de 1 contre 100 de perdre 100 francs; les deux produits
qu’'on obtient en multipliant le gain possible par la probabilité du
gain, et la perle possible par la probabilité de la perte, devant tou-
jours rester égaux si le jeu est égal, inégaux si le jeu est inégal. Tout
ce que le joueur peut faire, c'est d’accroitre a volonté I'un des fac-
teurs de chaque produit constant aux dépens de I’autre facteur, c’est-
a-dire augmenter ou diminuer le gain ou la perte éventuelle, en di-
minuant ou augmentant proportionnellement la probabilité du gain ou
de la perte. C'est ainsi que, dans une machine, la méme quantité de
force vive peut servir a faire décrire un espace double & une masse
moindre de moitié, ou un espace moindre de moitié a une masse
double, le produit de la masse par |’espace décrit restant toujours
constant et proportionnel a la force vive dépensée. — L ’'absorption
improductive de force vive par la machine représente soit les frais de
jeu, soit la perle absolue d’aisance qui en résulte toujours (§ 50).

C’est ici le lieu de signaler une illusion dans laquelle des esprits,
sensés d’ailleurs, semblent enclins a tomber. Chacun a le sentiment
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confus de cette vérité, que les anomalies du hasard doivent se com-
penser a tres-peu prés lorsqu’on embrasse une longue succession
d’événements. De la on s'imagine que lorsqu’un événement, qui n'a
pas plus de chances pour lui que contre lui, s’est reproduit plus sou-
vent pendant une période, c’est une raison pour qu'il se reproduise
moins souvent dans la période suivante. Comme si I'indépendance
des événements fortuits n’excluait pas toute influence des hasards
passés sur les hasards futurs! Qu’un numéro reste longtemps sans
sortir a la loterie, la foule s'empressera de le couvrir de mises;
gu’au jeu de croix ou pile, croix soit arrivé trois fois de suite, on pa-
riera volontiers pour I'arrivée de pile a la quatrieme fois. L'inverse
cependant devrait plutét avoir lieu; car la constance des événements
antérieurs semble annoncer qu’ils ne sont pas tout a fait fortuits, et
qu'il existe une cause, a nous inconnue, qui favorise leur repro-
duction.






DEUXIEME SECTION.

PARTIE PHYSIQUE .- P R OBAIL ITES A POSTERIORII.

CHAPITRE CINQUIEME.

Détermination de la probabilité des causes par les obser-
vations. — Probabilité d'un nouvel événement.

§ 56. — Dans les applications les plus nombreuses, et je dirai
aussi les plus importantes du calcul des probabilités, les chances, ou
les causes qui concourent a la formation des événements, ne sont pas
connues a priori. Par la variété de leur nature, par la complication
de leurs combinaisons, elles échappent & un dénombrement rigoureux :
c'est ainsi, par exemple, que I’homme ne pourra jamais se flatter
d’énumérer, ou de soumettre & un calcul exact toutes les chances de
I’événement naturel le plus simple.

Il faut donc, dans ce cas, chercher au probléme une solution
indirecte; invoquer I'expérience, tacher de remonter des effets aux
causes qui les ont produits, et déterminer ainsi a posteriori les
chances que I’'on ne pourrait énumérer directement.

La probabilité que I'on déduit par ce moyen doit, on le congoit
sans peine, s’approcher d’autant plus de la véritable, que le nombre
des observations sera plus grand. C’est d'ailleurs ce que démontre le
principe de Jacques Bernoulli. Car en désignant par x la chance in-
connue de la production d'un événement ; par n le nombre de fois que
cet événement a été observé en m épreuves, on peut toujours, d’aprés

ce principe, obtenir une probabilité P, que I'écart fortuit (x-n/m)

tombe entre les limites +- | (le nombre I, et la différence i — P pou-
vant devenir moindres que toute grandeur assignable, pourvu que les
nombres m et n soient suffisamment grands). Si donc rien ne limite
le nombre des épreuves, la probabilité x peut étre déterminée avec
une précision indéfinie
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Pour prendre un exemple, imaginons qu’on ait des urnes renfer-
mant toutes trois boules ; mais les unes renfermant trois boules
blanches, les autres deux boules blanches et une noire, et d'autres
enfin, d'une troisieme catégorie, renfermant une boule blanche et
deux noires. Les urnes des trois catégories sont en méme nombre.
Ori a trié une urne au hasard et ensuite extrait au hasard une boule
de I'urne. Cette boule s'est trouvée blanche : quelles sont les proba-
bilités que I'’extraction s’est faite dans une urne de la premiere caté-
gorie? de la seconde? de la troisieme?

La probabilité de tomber sur une urne de la premiére caté-

gorie est 15 et si cet événement a eu lieu, on est certain d’amener
une boule blanche. La probabilité de tomber sur une urne de la

seconde catégorie est pareillement15; et quand le triage a amené cet

2
événement, la probabilité d’extraire une boule blanche est 23 Enfin la

1
probabilité de tomber sur une urne de la troisieme catégorie est -,

1
aprés quoi la probabilité d'extraire une boule blanche est 13 Donc,

apriori ($ 19) la probabilité d’amener une boule blanche est

3 3 3 3 3 9 3
Si I’on désigne respectivement par A1, A2, A3, les événements consis
tant dans I'extraction d’'une boule blanche d’une urne de la premiere,
de la deuxieme et de la troisieme catégorie ; et si I’on répéte un grand
nombre m de fois I'épreuve qui consiste dans le triage fortuit, suivi
d’un tirage pareillement fortuit, le nombre des événements A, sera

1
sensiblement Bm; celui des événements A2 sera a trés-peu prés

égal & Dm ; et enfin celui des événements A3 ne différera guere de ®m.

Réciproquement, si une boule blanche a été extraite sans qu’on
sache de quelle urne, les probabilités, qu’elle provient d’une urne
de la premiere, de la deuxiéme ou de la troisieme catégorie, sont
entre elles maintenant, a posteriori, dans le rapport des nom-
bres 3 : 2 : 1. D’ailleurs, la somme de ces probabilités doit étre égale
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a l'unité, puisque I'une des trois hypothéses a nécessairement lieu.
La probabilité de I'une quelconque de ces trois hypotheses est donc
égale au nombre qui lui correspond divisé par la somme des trois
nombres, ou 33 2 !

Plus généralement, soient h, h*, h", h" .... les probabilités des
diverses hypothéses susceptibles d’amener I’événement qui a eu lieu :
p.p'.p", p" .... les probabilités que chaque hypothése donne pour
I’événement : on aura :

h:h :h":h™.=p:p'.p": p"'..
h+ h+ h"+ h™= 1,
d’ou, en faisant
p+p+ p"+p...=P

On comprendra, d’aprés cela, le sens de la regle suivante, attribuée
au géometre anglais Bayes (Phil. Transact.,, 1763, p. 370): « Les
« probabilités des causes (ou des hypothéses) sont proportionnelles
«aux probabilités que ces causes donnent pour les événements obser-
« Vvés. La probabilité de I'une de ces causes ou hypothéses est une
« fraction qui a pour numérateur la probabilité de I’événement par
« suite de cette cause, et pour dénominateur la somme des probabi-
« lités semblables, relatives a toutes les causes ou hypothéses. »

§57. — Ces préliminaires étant tres-importants, prenons un se-
cond exemple.

On a tiré successivement d’une urne trois boules blanches et une
noire, en ayant soin (comme nous le supposons toujours) de remettre
chaque fois la boule sortie : on sait d'ailleurs que le nombre total des
boules est 4. On pourra faire, sur la constitution de l'urne, les trois
hypotheses ci-dessous :

3 boules blanches | boule noire:
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La probabilité de I'événement, composé de la sorlie de 3 boules
blanches et de une noire, est (§23),dans les trois hypotheses,

27 16 3
4 p3g= — ou—ou—-
64 64 64
Les probabilités des trois hypothéses sur la constitution de I'urne

sont donc entre elles comme 27 : 16 : 3, et valent respectivement

§58. — Quand on a déterminé la probabilit¢ de chaque hypo-
these possible, on en déduit facilement la probabilité des événements
qui peuvent arriver aux tirages suivants.

Revenons a notre premier exemple, et supposons qu’apres avoir
trié une urne au hasard et en avoir extrait une boule blanche, on de-
mande la probabilité d’en extraire de nouveau une boule blanche. —
Nous avons vu (§ 56) qu’aprés le premier tirage, les probabilités des

trois hypothéses possibles sur la constitution de I’'urne ont respecti-
5 2 1

vement pour valeurs ¥, 2/6, 6; les probabilités respectives du

tirage ultérieur d'une boule blanche, dans ces trois hypothéses,

2 1
sont 1, BB donc

est la probabilité de I’extraction ultérieure d'une boule blanche. Nous
ajoutons les trois probabilités composées ($ 15), parce que |I'une quel-
conque des trois hypothéses doit nécessairement se réaliser.

Pour les mémes motifs, la probabilit¢ de la sortie d'une boule
blanche au cinquiéme tirage, dans notre second exemple, serait
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celle de la sortie d’une boule noire
27 1 16 2 3 3 17

46 4 46 4 6 4 46

Nous déduisons de la la régle suivante :

« La probabilité d'un nouvel événement simple s'obtient en calcu-
«lant, d’apres les événements passés, la probabilité des diverses
«hypothéses possibles, et faisant la somme des produits de ces pro-
«babilités par celles de I’événement, prises dans chaque hypothése. »

$ 59. — Pour appliquer les considérations précédentes aux pro-
babilités des événements naturels, il faut observer qu’alors le nombre
total des chances ou des hypothéses doit étre regardé comme infini,
et toutes les probabilités simples, c’est-a-dire tous les rapports com-
pris entre o et 1, comme possibles, tant qu’on ignore quel est le véri-
table rapport, ou du moins quelles sont les limites entre lesquelles il
doit étre renfermé.

Soient donc A et B deux événements contradictoires, dont I'un est
arrivé m fois et I'autre n fois. La probabilité simple de I'événement
A peut varier depuis x = ojusqu’'ax = 1, pendant que celle de B
variera depuis x = 1 jusqu’'ax = 0. La probabilité de I'événement,
composé de m fois A et de n fois B, aura toujours une expression de
la forme ($ 23)

kxm(@l — x)n

dans Vhypothése que la probabilité de I’événement A soit x. En divi-
sant cette quantité par la somme des probabilités de I’événement dans
toutes les hypotheses possibles, on aura, avons-nous vu $ 56, la pro-
babilité de Vhypothese, x.

Tant quex variera d’'une maniéere discontinue, cette derniéere somme
sera de la forme

de sorte que le quotient cherché sera
xm (1 — x)n
S.xm@—x)n

mais quand on passe a la limite et que I'on fait varier x d’une ma-
niere continue, le signe sommatoire S doit étre remplacé par le signe

9
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d’intégration. On a donc alors, aprés avoir multiplié par dx les deux
termes de la fraction,

pour la probabilité infiniment petite de I'hypothese qui consiste a at-
tribuer a I’événement A la probabilité particuliere, x.

$60. L'intégrale indéfinie

s'obtient facilement par parties : on a successivement

Répétant n fois cette opération, on fera disparaitre le facteur
(1 — x).

D’ailleurs, si nous supposons x = o0, la valeur de I'intégrale doit
se réduire a zéro; car lorsque I’événement A a une probabilité nulle,
tout événement composé qui devrait renfermer A a aussi une proba-
bilité nulle : il n'y a donc pas de constante arbitraire a ajouter.

Faisant la somme des différents termes de la série, on aura

Lorsque I’'on prend I'intégrale définie depuis x = ojusquax = 1,
tous les termes de la série disparaissent, sauf le dernier, et il reste
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Dans le cas ou m et n sont des nombres considérables, on pourra
appliquer a cette expression la formule de Stirling (voyez Lacroix,
Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, t. 3 ; et Legendre,
Exercices de calcul intégral, 3e partie), et elle deviendra

(A") ...

Si I'on fait n = o0, c'est-a-dire si I’on ne suppose qu’'une seule
espece d’événements, la série (A) se réduit a son premier terme qui
devient

®) ...

dans le cas de I'intégrale indéfinie, et

B) ...

dans le cas de l'intégrale définie, prise entre les limites o et 1. —
C’est d’ailleurs ce qu’on trouverait directement en intégrant I'expres-
sion xm dx.

§ 61. — Il nous est facile maintenant de nous élever a la proba-
bilité des événements futurs. En effet, la probabilité d’une hypotbese
quelconque, x, est (§ 59)

en la multipliant par la probabilité, x, de I'événement correspondant,
A, on aura

et la somme des produits semblables, prise pour toutes les hypotheses
possibles, exprimera (§ 58) la probabilité d’'un nouvel événement A.
Or, cette somme s’obtiendra ici en intégrant le numérateur depuis
X = ojusqu’ax = 1, et en affectant le résultat du dénominateur
commun. On a ainsi, d'apres (A')
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Si I’on demandait la probabilité de I'arrivée d'un nouvel événe-
ment B, la probabilité particuliere de cet événement étant(l — x),
on aurait I’expression

La somme de ces deux probabilités est égale a I'unité, et leurs
expressions analytiques montrent qu’il doit en étre ainsi; car en ajou-
tant ces expressions, on a:

$62. — Sil’événement A avait été observé m fois de suite, on
aurait n = o, et la probabilité qu’il se reproduise encore une fois
serait exprimée par

- (€");
Si donc un dé dont on ignore la nature a amené quatre fois de
suite le méme point, on a la probabilité d’amener encore le méme

point au cinquieme coup.



DE LA REPRODUCTION D’UN EVENEMENT. 105

Cela revient a dire que, si nous représentons le nombre de fois
que I’événement est arrivé, par un nombre égal de boules blanches
qgue nous jetons dans une urne, en y ajoutant encore une boule blanche
et une boule noire, la probabilité de la reproduction de I'’événement
sera égale a eelle du tirage d’une boule blanche.

Chaque reproduction de I’événement observé équivaut, par consé-
qguent, a la mise d'une nouvelle boule blanche dans une urne, ou se
trouvaient déja, avant le commencement des épreuves, une boule
blanche et une boule noire.

Au lieu des probabilités on aurait,

suivant I’'usage commun, les expressions formées

en divisant le nombre de fois que I’événement a paru, par le nombre
total des événements observés. Elles ne s’accordent avec les précé-
dentes que lorsque m = n, auquel cas les quatre fractions ci-dessus

deviennent : dans toute autre circonstance, la premiere évaluation
M

differe de la seconde. Si, par exemple, m= 3, et n— 2, I'une donne
4

. 3 2 . ) ) s
—7—et—7—', I'autre 5— et—brrl mais ce qu’il faut bien remarquer, cest

que I’évaluation rigoureuse s'approche sans cesse de I’autre, a mesure
que (m-j-n) augmente. Cela se voit en divisant par (m-f-n) les deux
termes des premiéres probabilités; elles prennent alors les formes

qui ne deviennent gu’en supposant infini le nombre

des événements observes.

La différence

étant positive lorsque m > n. montre que celui des deux événements
qui est arrivé le plus souvent augmente sans cesse de probabilité,

9.
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lorsque les nombres m et n conservent la méme subordination dans
leurs accroissements. Le contraire a lieu quand m A. Ces change-
ments sont remarquables, parce qu’ils sont produits par la seule répé-
tition des faits; ainsi la théorie des probabilités a posteriori s’accorde
bien avec celle de Bernoulli sur les épreuves successives, puisqu’il
résulte de I’'une comme de I'autre que le rapport du nombre des évé-
nements A et B, au nombre total des événements observés, a pour

limite leur probabilité simple.

§63. — La probabilité que, sur un nombre p de renouvellements
du méme hasard, il arrivera un nombre (p — q) d’événements A et
un nombre g d'événements B, se déduit sans difficulté des principes
exposés précédemment. Dans |’hypothése que I'événement simple A
ait x pour probabilité, la probabilité de I'événement composé en ques-
tion est ($ 23)

PP—0(p-2) - (p—q+ 1
1 2. 3 .. q

en la multipliant par la probabilité de I'hypothése, ou par
xmdx (1 — x)n

xmdx (1—x)n

et faisant la somme des produits dans toutes les hypothéses de valeur
de x, on aura ($ 58) pour la probabilité que I'on cherche

Si I'on prend, par exemple, p = 3, q = 1, I'expression précé-
dente donnera la probabilité de I’événement composé de 2 fois A et
une fois B : ce sera, d'aprés (A")

m+ 1) (m+ 2)(n+ 1)
(m+ n+ 2)(m+n+3) (m+ n+4)

En divisant par (m + n) chacun des facteurs du numérateur et du
dénominateur de cette fraction, on reconnaitra aisément qu'elle tend
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sans cesse vers probabilité composée qui résulterait des

probabilités simples

§6 4. — La formule(D) permet de réunir dans une seule expression
toutes les probabilités des événements composés auxquels peut donner
lieu un nombre p de renouvellements du méme hasard. Il suffit pour
cela de faire successivementq= 0, = 1, = 2, = 3, etc. : on for-
mera la suite ... (DY)

qui tient, dans les probabilités a posteriori, la place que le développe-
ment du bindbme occupe dans la détermination a priori des probabili-
tés pour les épreuves réitérées. La somme des termes, depuis le pre-
mier jusqu’au terme général

inclusivement donnera la probabilité qu’il n'arrivera pas moins de
(p — Q) événements A et pas plus de q événements B.

Dans le cas particulier ou I’'on a simultanémentq =o,n = o, il
ne faut prendre que le premier terme de la série (D'), qui se réduit a
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C’est la probabilité qu’on aura p fois de suite I'’événement A lorsqu’il
aura été observé m fois sans interruption. Nous pouvons donc poser
la regle suivante, dontla formule (C") n’est qu'un cas particulier :

«La probabilité qu'un événement, observé un nombre quelconque
«de fois de suite, se reproduira encore plusieurs fois, est une
« fraction dont le numérateur est le nombre d’observations déja
« faites, augmenté d’une unité; et dont le dénominateur surpasse le
«numérateur du nombre de fois que I'événement doit se repro-
« duire. »

Si donc un dé a amené quatre fois de suite le méme point, on a la

probabilité d’amener encore le méme point quatre fois de

suite. En général, lorsque m = p, la probabilité en question devient
1

sensiblement 12, pour peu que m soit considérable.

En usant de la comparaison déja employée au § 62, nous dirons
que les choses se passent comme si chaque reproduction de |I'événe-
ment observé répondait a la mise d’une boule blanche dans une urne
ou se trouvaient déja, avant le commencement des épreuves, une
boule blanche et autant de boules noires que I'événement observé est
supposé devoir encore se reproduire de fois.

Si, dans la formule (C™), mise sous la forme

m+ 1

m+ p+1
on regarde les quantités P, m et p comme trois variables, on aura
I’équation d’une surface réglée, sur laquelle une ligne droite peut
s'appliquer dans toute son étendue, parallelement au plan des coor-
données m et p. En faisant en effet P constant, il ne reste plus que

I’équation d’une ligne droite, qu'on peut écrire de la maniere
suivante :

d’ou
---------- = constante.

Cette relation tres-simple étant remplie, on aura toujours la méme
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probabilité que I’événement arrivé m fois de suite se reproduise en-
core p fois.

$65. — Les probabilités a posteriori ne sont en réalité qu'une
sorte de probabilités moyennes. En effet, I’expression kxm (1 — x)n
étant la probabilité d’amener m événements A et n événements B, lors-
que leurs probabilités simples sont x et (1 — x), la somme des va-
leurs de cette expression calculées dans toutes les hypothéses possi-

bles, ou divisée par leur nombre, donnera la

valeur moyenne de la probabilité en question; mais l'unité ayant été

1

divisée en parties égales a dx, le nombre de ces parties est ©ola

moyenne est donc

Ainsi ($ 59) «la probabilité de I'hypothese qui consiste a attribuer
«al’événement A la probabilité x, est égale au rapport de la proba-
« bilité particuliere de cet événement a sa probabilité moyenne, prise
«dans toutes les hypothéses possibles. »

En se plagant au méme point de vue, on s'explique facilement tout
ce qui a été démontré plus haut. S'agit-il, par exemple, de la proba-
bilité d’obtenir un nouvel événement A? la probabilité simple de
celui-ci étant représentée par x, celle du nouvel événement composé
sera

expression dont la valeur moyenne, prise comme ci-dessus, est

mais cette valeur moyenne, considérée comme la probabilité du nou-
vel événement composé, doit aussi se former en multipliant celle de
I’événement composé qui a eu lieu, par celle P, d’obtenir un événe-
ment A de plus. Donc
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comme on I'a trouvé (86 1).

§ 66. — Ainsi que nous I'avons fait remarquer ala fin du § 59, la
probabilité de I'hypothése correspondante a x, ou

est une quantité infiniment petite. Aussi n’est-ce point la probabilité
absolue de I'une de ces hypothéses qu’il nous importe de connaitre,
mais la probabilité relative; ce qui esttres-facile, puisque en désignant
par x' une autre hypothése, on aura pour la probabilité de la premiére
par rapport a la seconde (§ 16)

quantité finie, dont la grandeur dépend de celle des rapports x et x".
En la mettant sous la forme

on verra qu’elle approche d’autant plus de I'unité que xm(1 — x)n sur-
passe davantage x'm(1 — x’')n. Ce dernier terme peut étre rendu
aussi petit qu’on voudra; quant au premier, son maximum se trouve
par une simple différentiation, en posant



PROBABILITES RELATIVES DES HYPOTHESES. 111

et par conséquent

Ce résultat remarquable nous apprend que «la plus probable de
«toutes les hypotheses est celle ou les probabilités simples des événe-
«ments A et B sont égales au rapport du nombre de fois que chacun
«des événements est arrivé, avec leur nombre total. » Il rentre
d’ailleurs dans la proposition du § 28, quoiqu’il soit appuyé sur des
considérations beaucoup plus générales.

§ 67. — Celte méme hypothese, outre qu’elle jouit de la plus
grande probabilité relative, peut encore étre regardée «comme s'ap-
« prochant sans cesse de la véritable probabilité, a mesure que le
« nombre des observations devient plus considérable, » c’est-a-dire
gu’en assignant a ce nombre une augmentation convenable, on peut
obtenir une probabilité aussi voisine de I'unité qu’on voudra, que la

véritable valeur de x sera comprise entre

la quantité |.étant aussi petite qu’on voudra.

En effet, I'expression de cette probabilité se composant de la somme
des probabilités correspondantes aux diverses valeurs que I’on peut
assigner a x, entre les limites a et b, sera évidemment

si nous faisons

la formule précé-
dente devient
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N’oublions pas quelle exprime la probabililé que, sur le nombre r
d’épreuves, le rapport, p', du nombre d’événements A au nombre total
des événements observés sera compris entre les limites a et b.

Faisons

a= p — 1
b= p+ l.

1 s’ensuit que, dans l|'intégrale définie qui est au numérateur,
la valeur de x pourra étre représentée par (p+ z), la variable z
ayant pour limites +- |. Quant ala valeur de (1 — x), elle deviendra
1—p— z = g — z. Nous aurons donc,

Or, nous savons que

et que

Comme z est généralement une fraction trés-petite, et que

on peut, lorsque m est considérable, négliger le terme en

z3 et les suivants. On aura donc :
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on aurait de méme

L’intégrale définie en question sera donc réduite a

faisant

d'ou

elle se change en

et les limites de z étant £ |, celles de t seront

Mais comme la fonction e ~ t2reste la méme, quel que soit le signe
de t, il suffira de prendre I'intégrale précédente depuis t = o jus-

qu'a et de doubler le résultat. Par ce moyen

on aura

Resle adiviser ce résultat par

dont la valeur ($ 60, A") peut se ramener a

simplifiant, il reste enfin

comme nous |'avons déja trouvé (§ 39).
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§ 68. — Sans aller plus loin que la formule (E), nous aurions pu
tirer immédiatement les importantes conclusions qui suivent.

1° Quelque petit que soit le nombre I, on peut toujours (méme dans
le cas le plus défavorable, celui du maximum du dénominateur, qui
correspond ap = 1— p) prendre r assez grand pour que t surpasse
tout nombre donné. Or, puisque la probabilit¢é P ne dépend que de la

valeur de t, divisée par f xmdx (I — x)n (qui est toujours une

fraction, comme on le voit par (A'), $ 60), il s’ensuit qu'on peut,
en multipliant les épreuves, faire que cette probabilité s'approche
indéfiniment de la certitude.

2° Si les nombres I, r et p varient de maniere a laisser le nombre t
constant, la probabilité P restera aussi constante. De plus, on voit
(E) que t varie en raison directe de I, ou de la limite de I'écart entre
les rapports p etp'; enraison directe de la racine carrée du nombre r
des épreuves, et en raison inverse de la racine carrée du produit
p (L — p) de la probabilité de A par la probabilité contraire.

3° Aprés avoir assigné aux nombres | et r de certaines valeurs, et
trouvé la probabilité P correspondante, donnons successivement a |
des valeurs qui soient la moitié, le tiers, le quart, le dixieme de sa
valeur primitive : il faudra embrasser un nombre d’épreuves 4 fois,
9 fois, 16 lois, 100 fois plus grand, pour avoir la méme probabilité
que I'écart fortuit +_ (p — p') tombera entre ces nouvelles limites.
En d’autres termes, pour obtenir la méme probabilité que les anoma-
lies du hasard, en ce qui concerne la détermination du rapport p',
seront resserrées dans des espaces de plus en plus petits, il faut que
le nombre des épreuves croisse en raison inverse des carrés des espaces.

4° Le produit p (1 — p) est trés-petit pour des valeurs de p trés-
peu différentes de zéro ou de I'unité : il atteint sa plus grande valeur

1
quand p = 1/2. Donc, plus il y a de différence entre la probabilité

de A et celle de I’événement contraire, moins on aura besoin démul-
tiplier les épreuves pour obtenir la méme probabilité, P, que I'écart
fortuit +- (p — p') tombera entre les mémes limites; ou bien, plus
les limites qui correspondent a cette probabilité seront resserrées, le
nombre des épreuves restant le méme.

Il est inutile de faire remarquer I'analogie qui existe entre la pro-
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position du § 32 et celle du § 67 : cette derniere est seulement plus
générale, et, dans I'ordre des probabilités a posteriori, elle appuie le
ihéoreme fondamental que Jacques Bernoulli n'avait démontré que
dans I'ordre des probabilités a priori.

$ 69. — La probabilité d'un ensemble d'hypotheses, comprises
entre les limites x = a et x = b, estexprimée, avons-nous vu (§ 67),
par

La probabilit¢ que la valeur de x est comprise entre 1 et 2

est donc

Quand on a observé une supériorité marquée dans le nombre de
fois qu'un événement se montre, sur le nombre de fois ou se montre
I’événement contraire, on est naturellement porté a croire a | exis-
tence d’'une cause qui facilite I'arrivée du premier événement, de

préférence a celle du second; ou, en d'autres termes, on soupgconne
que la probabilité du premier événement surpasse 1/2- Mais ce simple

apercu, qui se fortifie & mesure que les événements se reproduisent
dans le méme ordre de fréquence, est susceptible d’étre apprécié nu-
mériquement; et la probabilité de I'existence d’une cause qui favorise
I'arrivée du premier événement, n’est autre chose que la valeur de P
donnée par la formule précédente.
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Supposons qu’un événement A ait été observé 10 fois et I'événe-
ment contraire B, une fois : la probabilité de cet événement composé
aura toujours une expression de la forme (§8)

dans laquelle il faut faire icim = 10, n= i. — La courbe de probabi-
lité, pour les diverses valeurs de x, est représentée par Op d B;elle
passe par I ori-
gine 0, etpar un
second point B
dont [’abscisse
OB= 1;/lor-
donnée  maxi-
mum, D d, a
pour  abscisse

11
La probabilité d'obtenir un événement A de plus sera jljéB

quantité qui sera-moindre que OD tant

que l'on suppose m > n (§62).

La probabilité du systeme d’hypolbéses comprises entre x = O D
etx = O F est représentée par le rapport de la surface F D d f ala
surface totale O B d f O.

Enfin la probabilité de I’existence d'une cause qui favorise I'arrivée
de I'événement A est représentée par le rapport de la surface PpfdBP
a la surface totale; ou bien, cette probabilité differe de I'unité d’une
fraction représentée par le rapport de la surface 0 P p 0 a la sur-
face totale.

§70 —torsqu’il nest arrivé que des événements d’une seule
espece, des événements A par exemple, on doit faire n = o dans la
formule (F) : alors on a
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or

on en déduit

C’est la probabilité que I’événement qui a été observé m fois sans
1
interruption a une probabilité propre supérieure a 42 autrement dit,
qu'il existe une cause constante qui facilite sa reproduction.

Par exemple, les 20 planetes qui constituaient notre systeme a la
fin de 1850, ont toutes un mouvement direct. Si I'on regarde le mou-
vement de ces corps comme la répétition d’un méme fait, la répétition
de ce fait indique évidemment une cause, qui a déterminé la direc-
tion d’occident en orient, de préférence a la direction contraire. La
probabilité de I'existence de celte cause est donnée par la formule (F')

valeur qui se confond pour ainsi dire avec I'unité ou la certitude.

Le relevé des documents statistiques, dont nous parlerons bientot,
présenterait une probabilité bien plus forte encore pour I’existence
d’une cause naturelle, qui donne aux naissances masculines la prépon-
dérance sur les naissances féminines.

$ 71.— En général,la probabilité qu’il existe une cause favorisant
la reproduction d’un événement observé plusieurs fois de suite, croit
beaucoup plus rapidement que la probabilité du prochain retour de
cet événement.

10.
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En effet cette derniere probabilité, quand I’événement a été observé
x fois de suite, est (8§ 62)

Celte équation est celle d’une hyperbole, dont la forme est représentée
en traits pleins dans la figure ci-jointe. Pour x = oo onay = 1;
cest-a-dire

qu’aprés un

nombre in-

fini d’ob-

servations ,

la probabi-

lité se chan-

ge en certi-

tude. Pour x = o, c'est-a-dire avant d’avoir commencé les

épreuves, la probabilité est 2, ce qui caractérise I'état de

doute sur ce qui va arriver.
Pour la probabilité que I'événement n’a pas été produit au
hasard,mais qu’'il a été facilité par des causes, on aurait(F')

ou

c’est I’équation d’une logarithmique, qui est ponctuée dans la figure

précédente. Pour x = o onay = 1. Ainsi, aprés la reproduction

indéfinie de I’événement, il y a certitude que celte reproduction n’est
1

pas fortuite. Pourx= oonay= 12 ce qui caractérise encore le

doute ou I'on se trouve, avant la premiére épreuve, sur I'existence
ou la non-existence d’'une cause favorable a la reproduction de I'évé-
nement.

Les deux probabilités convergent donc vers la certitude, a mesure
que I’événement se répete, mais d’une maniére inégalement rapide :
la derniére probabilité croit le plus rapidement.

En effet, pour une méme valeur de y, on a
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d'ot

A2+ 1= x+ 2;oubienx = 2 2x'— 1 ;
ce qui démontre que les x" positifs sont toujours plus petits que les x
correspondants. L’équation entre ces deux variables est encore celle
d'une logarithmique. Le calcul montre que les probabilités sont
égales,

Pour I'existence d'nne cause Peur le retour de I'événement
aprés | événement. apres 2 événements.
2 » » 6 »
> 3 » » L
» 4 » » 30 »



CHAPITRE SIXIEME.

Etudc des causes. — Moyennes et limites.— Applications .

$72.— L’homme, avons-nous dit déja, ne peut jamais se flatter
de connaitre les causes qui concourent a la formation d’un phénoméne
naturel ou d’'un événement quelconque. Tout ce qu'il peut faire, c’est
de rechercher et de découvrir, au milieu de I'infinité de ces causes,
celles qui sont les plus influentes; d’apprécier quelles sont celles dont
il doit tenir compte, quelles sont celles qu’il peut négliger. Ce travail
exige un jugement droit, un tact délicat et une indépendance compléte
detoute idée précongue. Il ne faut pas oublier toutefois qu’on |'aura sin-
gulierement facilité, lorsque les résultats adiscuter auront été recueillis
avec ordre, groupés avec méthode et classés avec discernement.

Nous divisons les causes en trois catégories, savoir :

Les causes constantes,

Les causes variables,

Les causes accidentelles *.

Les causes constantes sont celles qui agissent d’une maniere con-
tinue, avec la méme intensité et dans le méme sens.

Les causes variables agissent d'une maniére continue, avec des
énergies et des tendances qui changent, soit d’aprés des lois détermi-
nées, soit sans aucune loi apparente. Parmi les causes variables, il
importe surtout de remarquer celles qui ont un caractére depériodicité.

Les causes accidentelles ne se manifestent que fortuitement et
agissent indifféremment dans I'un et I'autre sens.

Si I’on apprécie les causes sous le rapport mathématique, la cause
constante a pour elle un certain nombre déterminé de chances, une
probabilité fixe.

* Nous empruntons celte division, ainsi qu'une grande partie des développe-
ments suivants, a I'excellent ouvrage deM. Quetelet (lettres sur la théorie des
probabilités, etc.).— Les auteurs allemands n'admettent en général, dans les
sciences d'observation, que deux espéces de causes : 1° Constantes ou régulieres
(constante oder regelmassige Ursachen); 2° fortuiles ou irréguliéres (zufallige
oder unregelmassige).
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La cause variable a pour elle un nombre variable de chances, et
par suite une probabilité qui peut osciller dans des limites plus ou
moins larges.

La cause accidentelle n’a pas, a proprement parler, de chances en
sa faveur; mais elle influe sur I'ordre de succession des événements.

Pour rendre plus claire la distinction que nous venons d’établir
entre les trois especes de causes, supposons qu'il faille essayer une
bouche a feu. Si I'axe de I’ame n’est pas situé dans le plan vertical de
la ligne de mire, le projectile déviera toujours du méme c6té, sous I'in-
fluence de cette cause constante. En outre, la résistance que ['air
oppose a la rotation du projectile (rotation qui peut indifféremment
s'opérer dans tous les sens) sera une cause variable de déviation.
Enfin le coup d’ceil du pointeur n’est pas infaillible; il peut viser plus
ou moins exactement : ce sera une cause accidentelle d’erreur qui
pourra renfermer une partie constante, si, comme il arrive souvent,
I’ceil du pointeur a une collimation individuelle. D’autres causes
accidentelles, comme une erreur dans le poids de la charge, un coup
de vent, etc., peuvent encore influer sur la marche du projectile.

Les causes variables sont quelquefois trés-difficiles a distinguer
des causes accidentelles. On congoit du reste que ces derniéres, dont
I'action est indifféremment tantot positive, tantdt négative, tantot
nulle, doivent a la longue se compenser et s'entre-détruire : il y a plus,
les erreurs qu’elles produisent viennent se grouper autour du résultat
moyen avec une admirable régularité; et la courbe de possibilité de
ces erreurs est d'autant plus resserrée que les observations ou les
expériences ont plus de précision.

C’estainsi que, dans I’exemple précédent, le point d’impacte moyen,
résultant d’'un grand nombre de coups, sera indépendant de ces
causes ; et les écarts observés se grouperont régulierement suivant leur
ordre de grandeur; c'est-a-dire que I'on pourra calculer le nombre
des écarts, qui doivent étre inférieurs a 1, 2, 3 etc., décimetres.

§ 73. — Nous venons de parler de résultat moyen : c’est ici le lieu
de développer cette importante considération de la valeur moyenne.
L’idée de la moyenne se présente naturellement anotre esprit chaque
foisque nous voulons restreindre le vague d’une expression collective,
lui donner de I'individualité. Ainsije voudrais me figurer la hauteurdes
maisons qui se trouvent dans une rue déterminée : je commencerai par
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mesurer la hauteur de chacune d’elles; je ferai la somme de toutes les
hauteurs mesurées et je la diviserai parle nombre des maisons. Le quo-
tient pourra fort bien ne représenter la hauteur d’aucune d’elles en parti-
culier; mais il aidera au moins afaire connaitre leur hauteur en général;
et les limites entre lesquelles se trouveront renfermées toutes les mesu-
res obtenues dépendront de la diversité des maisons: elles pourront donc
donner une idée de I’aspect plus ou moins régulier que présente la rue.

Lorsque I'on fait une série d'observations ou d’expériences, suscep-
tibles d’une égale précision, c’est encore la moyenne .des résultats par-
ticuliers que I'on adoptera comme résultat définitif ; et cette maniéere
d’agir est tellement conforme a notre nature, que |'on peut regarder
comme un axiome la proposition suivante, sur laquelle nous revien-
drons du reste dans la troisiéeme section : « La moyenne des résultats
« immédiats obtenus en observant plusieurs fois une méme quantité
«donne la valeur la plus probable de cette quantité.»'

Pour obtenir cette valeur moyenne, il faut évidemment commen-
cer par réunir, par fondre en un seul tout, les différents résultats iné-
gaux que I’'on a obtenus, « ce que I'on fait en les additionnant. » Puis
on partagera ce tout en autant de parties égales qu’il y avait aupara-
vant de résultats inégaux ; ce qui revient a «diviser la somme obtenue,
« par le nombre des observations. »

Cette marche, étantapplicable quelle que soit la différence qui existe
entre les résultats immédiats des observations, ne changera pas
lorsque deux ou plusieurs de ces résultats seront égaux entre eux.

Dans le second exemple que nous avons cité, la grandeur cher-
chée existe réellement : si les diverses observations nous ont donné
des résultats différents, la cause en est a l'inexactitude de nos
moyens d’investigation, inexactitude qui est d’autant plus grande que
nos mesures oscillent entre des limites plus larges. Dans I'impossibi-
lité ou nous sommes d’assigner au résultat sa valeur rigoureuse, nous
admettons la valeur moyenne, comme étant la plus vraisemblable.

Il n’en est pas de méme dans le premier exemple : la, I'’emploi de
la moyenne arithmétique n’a eu pour but que de donner, par un
nombre abstrait, une idée de la grandeur de plusieurs quantités essen-
tiellement inégales, mais homogénes entre elles. Cette distinction est
tellement importante, que nous avons employé des mots différents
pour mieux |'établir. On ne confondra donc pas la valeur moyenne
proprement dite, avec la moyenne arithmétique. Ce dernier mot fait
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sentir qu'il s’agit d'une simple opération de calcul entre des quantités
qui n'ont entre elles aucune relation essentielle. De plus (et ce point
est capital) les nombres qui concourent a former la moyenne, dans I'un
et l'autre cas, se présentent de manieres bien différentes : dans la for-
mation de la moyenne arithmétique, ils ne sont liés entre eux par
aucune loi de continuité ; dans celle de la moyenne, au contraire, les
nombres se groupent des deux cotés du terme moyen avec une régu-
larité telle, qu’on pourrait assigner d’avance leurs valeurs, si I'on
connaissait celles de leurs limites extrémes. Nous reviendrons sur ce
dernier point dans la troisieme section.

Toutefois, la différence qui existe entre ces deux especes de
moyennes n’est pas toujours aussi nettement tranchée que dans les
deux exemples que nous avons pris plus haut. Ainsi, lorsque je cherche
la taille moyenne des soldats d’un régiment, il semble, au premier
apercu, que je ne doive considérer que la moyenne arithmétique.
Mais I’expérience prouve que, lorsqu’on mesure un grand nombre d’in-
dividus, dix mille par exemple, les nombres se groupent symétrique-
ment desdeuxcdlésde la moyenne, dans le méme ordre que si I’on avait
mesuré un méme individu dix mille fois de suite. La grandeur que I'on
obtient est donc une moyenne proprement dite; et ce résultat re-
marquable montre que la nature, dans ses créations, cherche a se
rapprocher d’un type, qui est unique pour une méme race d’hommes.

87 — Ce que nous venons de dire suppose que toutes les
valeurs qui concourent a former la moyenne d’une quantité, x, sont
également pro-
bables. Pour
passer au cas le
plus général, re-
présentons par
a b la courbe de
possibilité  de
ces valeyrs, et
partageons 1'in-
tervalle A B des
valeurs extré-
mes en i parties égales A A1 A1A2 etc.; puis menons les ordonnées
équidistantes A1 ARa2.. etc., et appelons S I'aire totale A B b a;
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s1,s2... les aires partielles A Alala, AlA2a2a,..., etc. Le quotient
sl. OAl+ s2. OA2+ .... etc.

S
se rapproche de plus en plus, quand on prend le nombre i de plus en
plus grand, d'une certaine valeur fixe, M, représentée par une ligne
OG, comprise entre O A et O B. Cette valeur, M, est la véritable
moyenne de toutes les valeurs que peut prendre fortuitement la gran-
deur x entre les limites O A et O B; chaque valeur particuliere étant
censée contribuer, en raison de sa probabilité propre, a la formation
de la moyenne M. Cette moyenne doit donc coincider sensiblement avec
la moyenne arithmétique desvaleurs particulieres fourniesparl’observa-
tion, lorsque le nombre des épreuves estassez considérable pour compen-
ser les anomaliesdu hasard. Si I’on suppose ce nombre infini, il faut rem-
placer la sommation par I'intégration, et le quotient précédent devient

ydx . X

ydx

D’apres les notions élémentaires de la mécanique, si I'aire AB ba
était I’'une des faces d’une plaque pesante, d’épaisseur et de densité uni-
formes, le centre de gravité de la plaque setrouverait sur I’ordonnée G g.
Si la ligne A B représentait une barre pesante, d’épaisseur uniforme,
mais dont la densité, pour chaque tranche, varierait comme I’'ordonnée
de la courbe a b, le point G serait le centre de gravité de la barre.

SoitO | une abscisse tellement choisie que I’ordonnée correspondante
partage I'aire totale S en deux parties équivalentes : O | est ce que nous
appelleronsdansla3esection lavaleurprobable dex ;Cournot la nomme
valeur médiane.Deux personnes qui parieraient, I’'une que x sera supé-
rieura O |, l'autre qu’il sera inférieur a0 |, parieraient achances égales.

Quand I'ordonnée de la courbe de possibilité va constamment en
croissant de A en B, la valeur probable surpasse la valeur moyenne ;
le contraire a lieu quand I’'ordonnée va constamment en décroissant
de A en B.

Si la courbe est symétrique par rapport U une certaine ordonnée, les
valeurs moyenne et probable se confondent avec |'abscisse corres-
pondante, qui est la demi-somme des abscisses extrémes.
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$ 75.— Pour les quantités qui admettent une moyenne dans leurs
variations accidentelles, il y a souvent une tendance a produire des
écarts plus grands d'un coté de la moyenne que de I'autre. La courbe
de possibilité de
ces écarts perd
alors sa forme sy-
métrique , pour
prendre une forme
analogue a celle
de la figure ci-
contre.

Nous trouvons
un exemple de cette singularité dans |'appréciation de la variation
diurne de la température pendant les mois d'hiver : les plus grands
écarts tombent au-dessus de la moyenne. — Le contraire a lieu pour
les variations barométriques : I'abaissement du mercure au-dessous
de la moyenne va beaucoup au-dela de son élévation au-dessus de ce
terme.

Les fluctuations dans le prix des grains et dans la mortalité sont
encore des variables qui, dans leurs écarts extraordinaires, pourront
dépasser la moyenne de beaucoup plus qu’elles ne resteront au-des-
sous, et I'on se rend facilement compte de celte circonstance.

En général, les diverses valeurs que prend une quantité sujette
a varier sous l'influence de causes accidentelles, peuvent étre compa-
rées aux résultats qu’on obtient en tirant des boules hors d’une urne qui
contiendrait des boules blanches et des boules noires dans un certain
rapport. Nous savons déja que le groupe le plus probable est celui
qui renferme les boules blanches et les boules noires dans un rapport
égal a celui de leurs probabilités respectives de sortie: que si ces pro-
babilités sont inégales, les deux limites seront inégalement distantes
du terme maximum ou de la moyenne des résultats, et que ces dis-
tances sont inversement proportionnelles aux probabilités; enfin que
I'ordonnée maximum partage, dans tous les cas, la surface de la
courbe de possibilité en deux aires équivalentes.

Comme exemple numérique, nous dresserons le tableau des varia-
tions diurnes des températures observées a Bruxelles dans le mois de
janvier. Sur 465 jours d’observations, de 1833 a 1847, ces variations
se sont distribuées de la maniére suivante.

n



126 THEORIE DES PROBABILITES.
De 0° a 1°centigrades 2 variations diurnes sur 465 = 0,004301
1 a2 27 » » 0,05807
2 a3 69 » » 0,1484
3 a 4 108 » » 0,2323
4 a 5 95 > » 0,2043
5 a 6 67 » » 0,1441
6 a 7 37 » » 0,07957
7 a 8 23 » » 0,04946
8 2 9 20 » » 0,04301
9 a 10 8 » » 0,01720
10 a 11 4 » » 0,008602
1 a 12 3 » » 0,006452
12 a 13 1 » » 0,002151
13 a 14 1 » » 0,002151

De I'inspection de ce tableau, on conclut :

1° Qu’il existe une variation diurne de 4 a 5°, ou plus exactement
de 4°,3 (car le terme moyen, qui diviserait la surface de la courbe en
lieux parties égales, serait a la 4,5e place);

2° Que cette variation subit I'influence de causes inégales;

3° Que les causes qui tendent a faire tomber la variation diurne a
son minimum ont plus de chances en leur faveur que celles qui ten-
dent al’élever & son maximum : on trouverait par le développement
du bindme que les chances sont dans le rapport de 24 a 76 ou environ
de 32 sur 100;

4° Les distances de la moyenne aux deux valeurs limites doivent
étre réglées dans le méme rapport; et en effet, avant le plus grand
termeonen trouve 3,3 etapres ce terme 9,7; nombres qui sont dans le
rapport de 54 a 100.

Si, en hiver, les causes qui tendent a faire descendre la variation
diurne de la température vers sa limite inférieure ont plus de proba-
bilité que les causes agissant en sens opposé, il ne faut pas en conclure
qu’il en soit de méme pour toute I'année : le contraire alieu en été,
et I'on passe a peu pres graduellement de I'un a I’autre état.

$ 76. — Il n'est pas de science qui ne fasse un fréquent usage de
la considération des moyennes et des limites : I'observateur, le statis-
ticien, le politique y puisent des données précieuses. Prenons comme
exemple la question des subsistances, et cherchons la marche qu'a
suivie le prix du froment, dans notre pays, de 1817 a 1848.
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Pour mettre mieux en évidence la loi qui ressortira de nos chiffres,
nous partagerons l'intervalle entre ces deux années en trois périodes,
les deux premieres de dix ans et la troisieme de douze ans : les do-
cuments officiels nous permettront alors de dresser le tableau suivant.

Un simple coup d’ceil jeté sur ce tableau nous dévoile plusieurs faits
importants.

1° Le prix moyen du froment a progressivement augmenté de 1817
a 1848.

2° Les limites entre lesquelles ce prix a varié se sont successive-
ment resserrées : pour la premiére période décennale, les prix maxi-
mum et minimum different de 24fr,29; pour la seconde, de 10fr,59:
et pour la troisieme période, de 8fr,80.

Or, ces deux faits sont une conséquence naturelle de notre ordre
social. D’abord, I'argent perd graduellement de sa valeur, quand
on le rapporte a des objets de premiére nécessité; en second lieu, a
mesure que la civilisation progresse, que les institutions s’améliorent,
que le calme politique s’affermit, les éléments sociaux sujets a varier
oscillent entre des limites plus étroites, et les grands fléaux devien-
nent de plus en plus rares.

On s'expliquera facilement pourquoi les grands écarts au-dessus du
prix moyen sont plus fréquents que les grands écarts au-dessous. On
comprendra également que ces derniers auraient des conséquences
aussi facheuses que les premiers; seulement le mal serait déplacé et
atteindrait les producteurs au lieu de frapper les consommateurs.

Nous ne pousserons pas plus loin la discussion de cet exemple : le
peu de mots qui précedent suffiront pour faire sentir comment on doit
procéder dans des cas analogues.

$ 77 — Ees causes accidentelles, agissant indifféeremment dans
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tous les sens, doivent a la longue laisser en évidence |'effet des causes
constantes : c'est ce que montre I’exemple suivant.

On sait depuis longtemps qu’il existe une cause constante, qui fait
dominer les naissances masculines sur les naissances fémininés; mais
des causes accidentelles font varier la valeur de cette prédominance.
Si, pour étudier ce fait, on dresse un relevé des naissances masculines
et féminines en Belgique, on pourra former le tableau ci-dessous.

Moyenne pour tout le royaume 10644. *

* Pour la période de 1815 a 1839, on trouve 106,54 suivant Ch. Dupin,
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Les nombres qui ont servi a former la moyenne générale portent,
pour les villes, sur 323966 naissances masculines et 50(5002 nais-
sances féminines; et, pour les campagnes, sur 950111 naissances
masculines et 890978 naissances féminines.

On voit qu’il nait, toute proportion gardée, plus de garcons dans
les campagnes que dans les villes; mais les causes qui font varier le
rapport des naissances des deux sexes sont sans doute trés-nombreuses :
elles peuvent tenir au climat, a la légitimité des naissances, a Page
absolu ou relatif des parents, etc. Il faudrait, pour résoudre ces inté-
ressantes questions, disposer d'un grand nombre d’observations
exactes et détaillées, et les traiter avec tact et sagacité.

Quoi qu’il en soit, il n'y apas aujourd’hui de fait statistique mieux
constaté que cette inégalité des naissances. Les relevés officiels du
mouvement de la population en France donnent, pour la période
de 1801 a 1840, le nombre 106,42 pour le rapport des naissances
masculines aux naissances féminines. On voit qu’il est presque iden-
tique avec celui que nous venons de trouver pour la Belgique.

Le climat ne parait pas influer sensiblement sur la valeur de ce rap-
port. C'est du moins ce que I'on peut conclure de la discussion des
documents statistiques fournis par les principaux Etats de I'Europe.
Ils sont résumés dans le tableau suivant.'

Observons toutefois que ces résultats ne prouvent pas d’une maniere
absolue que la différence des climats n’ait aucune influence sur les
chances des naissances des deux sexes : I'influence peut devenir sen-

11.
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sible dés que la différence des climats est assez grande pour modifier
profondément les moeurs et le tempérament des peuples. Des observa-
tions faites en Egypte et au cap de Bonne-Espérance semblent méme
confirmer cette derniére hypothese.

Une distinction analogue a celle que nous avons faite entre les
naissances dans les villes et dans les campagnes, a été établie par
Ch. Dupin. Il a divisé la population de la France en deux groupes,
I’'un des départements maritimes, au nombre de 24, 'autre des 62 dé-
partements de I'intérieur. Divisant par périodes de cinq ans la période
totale de 1801 a 1840, il a construit le tableau que voici.

Ainsi, pendant 40 années, le rapport entre les naissances du sexe
masculin et du sexe féminin a été constamment moindre pour les dé-
partements maritimes que pour les départements de I'intérieur. Une
pareille constance ne semble pas pouvoir étre attribuée au hasard.

Une autre remarque essentielle, c’est que pour I’Angleterre, pays
plus maritime que I’ensemble de la France, le rapport des naissances
masculines aux naissances féminines est moindre encore que pour I’en-
semble des départements maritimes de la France.
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L’influence des meceurs et des habitudes sociales sur les chances
des naissances des deux sexes est encore mise hors de doute, lorsque
I'on fait la distinction entre les naissances légitimes et les naissances
illégitimes. De 1817 a 1839, le nombre des naissances illégitimes,
pour toute la France, a été de 814524 garcons et 781238 filles, ce qui
donne le rapport 104,26 . Un résultat analogue ressort de la discussion
des documents statistiques, pour les principaux Etals de I'Europe.

Le séjour des grandes villes exerce une influence non moins incon-
testable. A Paris, de 1817 a 1840 inclusivement, le nombre des
naissances masculines a été de 340817, et celui des naissances
féminines de 329142, ce qui donne 103,55. A la vérité les nais-
sances illégitimes sont beaucoup plus nombreuses a Paris que partout
ailleurs en France; mais ce n’est pas la I'unique cause de I’anomalie
que nous signalons. En effet, le nombre des enfants illégitimes nés a
Paris pendant la période que nous considérons a été de 117605
garcons et 114031 filles : retranchant ces chiffres des précédents,
on trouvera, pour les naissances légitimes aParis, le rapport 103,77.
— Il est de 103,19 pour les naissances illégitimes.

Quelques auteurs pensent que toutes les causes tendant a énerver
les forces physiques de la population, tendent aussi a diminuer la
prépondérance des naissances masculines. — Suivant MM. Sadler et
Hofacker cependant, la cause de cette prépondérance résiderait uni-
guement dans la supériorité habituelle de I’age du pere sur |'age de la
mere; mais les nombres sur lesquels ils s'appuient sont insuffisants
pour décider cette importante question.

§ 78.— Parmi les causes variables, les plus remarquables sont
celles qui ont un caractéere de périodicité. Quand on soupgonne l'exis-
tence d’une cause périodique simple, il devient assez facile de I'étu-
dier, en comparant entre elles les différentes parties de la période
supposée. Ainsi, veut-on reconnaitre si la mortalité est influencée
par la période annuelle, on comparera les résultats des différents
mois de I'année : on trouvera ainsi que la mortalité subit, dans notre
pays, un maximum et un minimum, a six mois de distance. Le maxi-
mum arrive en janvier et le minimum entre juillet et aoQt; entre ces
deux époques, les nombres croissent et décroissent régulieremenl.

Un travail semblable peut se faire pour les naissances. Les deux
tableaux qui suivent présentent, pour toute la Belgique, les rapports
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des naissances, pendant les 12 mois de I'année, ainsi que ceux des
décés. lls embrassent la période de 1841 a 1849; et, pour mieux
faire juger du degré de constance que suit la loi, nous avons séparé
la période totale en trois périodes partielles de trois années chacune.

Nombrcs proportionnels des NAISSANCES en Belgique,
pendant les différents mois de I'année.

(La moyenne des douze mois est prise pour unité.)

On voit que les naissances procedent suivant un ordre tres-régulier;
et la loi qu’elles suivent est si bien marquée dans chacune des trois
périodes particulieres, qu’on peut regarder la moyenne générale
comme dégagée de toute cause accidentelle de perturbation. Les
naissances atteignent donc leur maximum dans les mois de février et
de mars, et leur minimum au mois de juillet. Il existe un second
maximum, trés-faible, mais bien caractérisé, pour le mois de septembre.

Les causes qui tendent a élever les naissances au-dessus de la
moyenne ont plus d’énergie que celles qui tendent a les faire tomber
au-dessous; et le rapport de celles-ci aux premiéres est a peu pres
de 5 a 8. Ces deux nombres expriment en effet le rapport des limites,
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ou celui du nombre de cas supérieurs a la moyenne au nombre de cas
inférieurs.

Nombres proportionnels des deces en Belgique, pendant
les differents mois de l'année.

(La moyenne des douze mois est prise pour unité.)

Pour les déces comme pour les naissances, la périodicité est bien
marquée, quoiqu’elle ait été un peu troublée, adiverses reprises, par
les invasions du choléra. Elle présente un maximum en janvier et un
minimum dans les mois de juillet et d’aoQt. Ici encore, les nombres
ont une tendance prononcée a s'élever au-dessus de la moyenne, et
le rapport des limites est, comme dans le premier cas, de 5a 8.

Pour éliminer, dans la discussion des documents, les causes
variables périodiques, il ne faut comparer entre eux que les résultats
fournis par une période entiere, ou par des parties correspondantes de
la période. Si, au lieu d’éliminer, nous voulons étudier les effets de la
période, il faudra au contraire mettre en présence les nombres partiels
résultant des différentes divisions de la période. Les causes acciden-
telles s’éliminent d’elles-mémes par le grand nombre d’observations.

L’histoire, traitée au point de vue de I'influence des causes con-
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stantes, unirait a I'intérét de la curiosité celui d’offrir aux hommes
les plus utiles legcons. Souvent on attribue les effets inévitables de ces
causes a des circonstances accidentelles, qui n’ont fait que développer
leur action. Ainsi, dit Laplace, au milieu des causes variables
qui étendent ou qui resserrent les divers Etats, les limites naturelles, en
agissant comme causes constantes, doivent tinir par prévaloir. Ainsi
encore, il est contre la nature des choses qu'un peuple soit a jamais
gouverné par un autre, qu’'une grande distance ou une vaste mer en
sépare. On peut affirmer qu’a la longue, cette cause constante, se
joignant sans cesse aux causes variables qui agissent dans le méme
sens, et que la suite des temps développe, finira par en trouver
d’assez fortes pour rendre au peuple soumis son indépendance natu-
relle, ou pour le réunir & un Etat puissant qui lui soit contigu.

§ 79— Nous allons montrer, par un dernier exemple, comment
on doit traiter les questions statistiques.

Depuis plusieurs années, le gouvernement belge adonné un soin tout
particulier a introduire de I'uniformité et de I’exactitude dans les in-
scriptions des mort-nés. Les chiffres généraux recueillis a I'état-civil
pour les années 1841 a1849 permettent de dresser le tableau suivant.
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La Belgique compte donc annuellement 5613 mort-nés, nombre
qui differe trés-peu des chiffres individuels fournis par chaque année,
et qui peut inspirer assez de confiance, du moins d’une maniere rela-
tive. Il est certainement trop faible, a cause des réticences, ou des
négligences dans les inscriptions. En le comparant au chiffre total de
la population qui était, a la fin de 1845, de 4298562, on trouve un
mort-né pour 766 habitants.

L’influence des sexes sur les mort-nés est mise en évidence d'une
maniére bien tranchée, et indépendante des négligences accidentelles
commises dans I'inscription. On voit que, dans les villes, sur 100mort-
nés du sexe féminin, il y en a 133 du sexe masculin, au lieu de 106 au
plus que I'on devrait compter par suite de la loi générale des nais-
sances. Pour les campagnes, la différence est encore un peu plus
grande : on trouve 138 au lieu de 107.

L’influence du séjour des villes ou des campagnes sur le nombre
des mort-nés s’obtiendrait en cherchant, pour chaque année, le rap-
port des enfants nés vivants aux mort-nés : il est de 30 environ pour
les campagnes et de 10 pour les villes.

Les causes morales influent sur cette inégalité, autant peut-étre que
les causes physiques. Ainsi, lorsqu’on établit la comparaison entre les
enfants nés vivants et les mort-nés, en distinguant les naissances légi-
times des naissances illégitimes, on trouve, dans le premier cas, le
rapport 25; et dans le second, le rapport 15.— Ceci explique en partie
la grande différence que I'on vient de remarquer entre les villes et les
campagnes, sous le rapport des mort-nés. On sait, en effet, que les
naissances illégitimes sont beaucoup plus nombreuses dans les villes
que dans les campagnes: le rapport est d’environ 23 a 7.

Si I'on voulait déterminer I’influence des causes périodiques sur le
nombre des mort-nés, il suffirait de procéder comme nous I’avons fait
pour les naissances dans le § précédent, et I’on trouverait que le maxi-
mum des mort-nés se présente au mois de mars, le minimum au mois
de juin.

§ 80. — Toutes les fois qu’une quantité est assujettie avarier en
fonction d’une autre, on trouve un grand avantage, sous le rapporl
de la clarté, a représenter par une courbe la marche que suit la fonc-
tion. Nous avons déja eu recours a ce moyen, et nous I’emploierons
encore plusieurs fois.
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Supposons qu’il s'agisse d’éludicr les variations de la température :
on les représentera par des ordonnées yl y Rroportionnelles aux
amplitudes de ces variations, etélevées en des points dont les abscisses
sont proportionnelles au temps, considéré comme variable indépen-

dante. Pour plus de
simplicité, on fera
tous les intervalles
de temps égaux en-
tre eux, etadx. La
courbe MNP, obte-
nue en joignant les
sommets des or-
données par un trait
continu, indiquera
aux yeux I'allure
générale de la fonction, et permettra d’en saisir facilement la loi. La
surface comprise entre la courbe, I'axe AB, et les deux ordonnées extré-
mes AM, BP, sera proportionnelle a I'effet total produit par lavariable.

Mais on concoit que le méme effet aurait pu étre produit dans le
méme temps par une quantité constante, A D = Y, dont le travail
serait représenté par la surface du rectangle ABCD : égalant ces deux
surfaces, on aura

(y1+ y2+ y3+ - yn)dx= n.dx. Y,
équation qui sera d’autant plus rigoureuse que notre dx s'approchera

davantage d'une véritable différentielle, ou que les observations seront
faites a des intervalles plus rapprochés. Déduisant la valeur de Y,

nous aurons :
yL+ Y2+ B+ -y n

ainsi, la valeur moyenne de la variable n’est autre chose que la hau-
teur du rectangle équivalent ala figure mixtiligne AMNPB.

On voit par la que, lorsque la courbe des variations est irrégu-
liere, ou les observations peu nombreuses, on peut commettre une
erreur sensible en prenant pour moyenne le quotient indiqué plus
haut. Dans ce cas, il serait plus sr d’évaluer la surface mixtiligne par
le théoreme de Thomas Simpson et de I'égaler a celle du rectangle de
méme base. La hauteur de ce dernier serait la moyenne rigoureuse.
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Cette obligation de recueillir un grand nombre de valeurs de la va-
riable, lorsqu’on veut obtenir une moyenne suffisamment exacte, a
engagé les observateurs a rechercher des procédés plus expéditifs.
Prenons pour exemple I'étude des variations de la température.

Les physiciens ont remarqué que |'on peut adopter pour température
moyenne de la journée la valeur médiane entre les températures ex-
trémes (demi-somme entre le maximum et le minimum) : or ces termes
extrémes s'indiquentd'eux-mémes dans certains thermometres construits
spécialement. La différence entre le maximum et le minimum de la
journée se nomme variation diurne de la température : I’expérience
prouvequ’elle estsensiblement proportionnelle ala longueur des jours.

On peut aussi, dans nos climats, remplacer la moyenne de toutes
les températures d’une journée par une seule observation fuite un peu
avant neuf heures du malin, ou mieux, un peu avant huit heures du soir.

La valeur médiane entre les résultats observés a dix heures du
malin et du soir, ou a quatre heures du matin et du donnerait
aussi une température moyenne satisfaisante.

L’amplitude de la variation diurne de la température, dans les dif-
férents mois, sert a caractériser le climat d'un pays ; il en est de méme
de la différence entre la température moyenne du mois le plus chaud
et du mois le plus froid. Ces deux éléments sont donnés pour Bruxelles
dans le tableau suivant, dressé d’aprés les observations de 183321842 *

* Les nombres inscrits dans cette colonne sont les moyennes valeurs des
moyennes mensuelles des maxima et minima diurnes.

12
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En météorologie, on regarde comme constants les climats ou la diffé-
rence entre la température du mois le plus chaud et celle du mois le
plus froid n’excéde pas 10° ; comme variables ceux ou cette différence
s'éleve de 10 a 20° ; comme excessifs ceux ou elle surpasse 20°. |l faut

dans les différents mois de I'année.

donc ranger le cli-
mat de Bruxelles
parmi les climats
variables, avec une
légere tendance a se
rapprocher des cli -
mats excessifs.

La figure ci-con-
tre représente les
variations diurnes
de la température,

La marche moyenne de la température pendant la période diurne s'ob-
tiendrait en prenant la moyenne des températures observées, a chaque
heure de lajournée, pendant une ou plusieurs années. Le tableau suivant
présente ce travail, pour les heures paires des années 1841 a 1845.
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On voit que chaque heure a produit annuellement a peu prés les
memes tempéra-
tures: la courbe
ci-contre, qui re-
présente les dif-
férents nombres,
a une forme trés-
réguliére ; aussi
son équation est-
elleexactement re-
présentée par une
formule empiri-
que, que I'on em-

ploiefréquemment dans des cas analogues, et dont la forme généraleesl

A, B, C, D.... a, b, d... sont des constantes données par |'obser-
vation ; t I'angle horaire compté a partir de minuit et exprimé en
degrés. Dans |'exemple qui nous occupe on trouve

Tempér. = 9°58 — 2°,64sin (t+ 50°4+ 0°,42 sin (2t + 50°)
+ 0°,114 sin (3t + 40°).

Les nombres fournis par celte formule sont portés dans la derniére
colonne du tableau précédent : on voit qu’ils sont presque identiques
avec ceux que fournit I'observation.

La courbe moyenne des températures diurnes n'a donc qu'un seul
maximum, qui se présente vers deux heures de I'aprés-midi ; le mini-
mum arrive vers quatre heures du matin. Ces deux termes critiques se
déplacent un peu avec les saisons.

Lorsque I'on veut trouver la température moyenne d’une année, il
faut faire concourir ala formation de cette moyenne les observations
de tous les jours, ou du moins celles de tous les mois de I'année. Mais
ici encore, il existe des procédés indirects tres-commodes. Ainsi, I'on
peut se contenter de rechercher la température moyenne du mois
d'octobre, qui, dans nos climats, differe treé-peu de celle de toute
I"année.

On a observé aussi que la demi-différence des maxima et minima
mensuels est a peu prés constante, et égale a la température moyenne
de I’année.



CHAPITRE SEPTIEME

Des lois de la mortalité et de la population. — Des
associations.— Des assurances sur la vie et les choses.

8§ 81. — La durée naturelle de la vie d’'un étre est celle qui est
déterminée par les conditions intrinséques de son organisation. Mais
si, comme |'a dit Bichat, «la vie n’est qu’'une résistance a la mort, »
sa durée réelle moyenne doit étre inférieure a sa durée naturelle,
puisqu’il est impossible de soustraire un étre animé a toutes les causes
accidentelles de destruction qui I’entourent a chaque instant. La mor-
talité aux différents ages peut du reste varier pour deux motifs, soit
par I'action des causes destructives, soit par la résistance des forces
vitales.

Dés le milieu du xvlle siécle, le célebre Jean de W itt, homme
d’Etat et géomeétre, s'occupait de la recherche des probabilités de la
vie humaine, pour le calcul des rentes viagéres; mais la premiéere
table de mortalité * a été construite par Halley, qui en a puisé les élé-
ments dans les registres de la ville de Breslau, en Silésie. Elle a été
publiée dans les Transactions philosophiques de 1693. L illustre sa-
vant anglais fit choix de cette ville, parce que le nombre des naissances
et celui des morts y différaient trés-peu : il en concluait que les
pertes éprouvées par la population, aux différents ages, devaient étre
sensiblement proportionnelles ala mortalité pour chacun de ces ages;
que, par suite, on pouvait regarder les individus décédés chaque
année comme s'ils fussent tous nés la méme année; et leurs ages res-
pectifs, comme indiquant la maniére dont s’éteindraient successivement
un pareil nombre d’individus, ayant commencé leur vie simulta-
nément.

Halley releva donc le nombre de morts, M, arrivées a Breslau de-

*On appelle ainsi une liste qui, sur un nombre donné de naissances, indique
¢ nombre de survivants a la fin de chaque année.
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puis 1687 jusqu’'a 1691, et distribua ce nombre suivant les &ges.
Soient M1 M2, M3.... le nombre d’individus morts dans la 1re, la 2e,
la 3e.... année de leur existence: M — représentera le nombre
des survivants a I’age de 1 an; M — M1— M2 le nombre des survi-
vants a I'age de 2 ans, et ainsi de suite. Afin de faciliter les calculs,
Halley réduisit ces divers nombres proportionnellement a 1000.

Ce procédé est bien préférable, dans la pratique, au procédé théo-
riqguement plus rigoureux qui consisterait a suivre un trés-grand nom-
bre d’individus un a un depuis leur naissance jusqu’'a leur mort :
celui-ci n'a pu étre appliqué jusqu’aujourd’hui qu’a des catégories par-
ticuliéeres, dont l'ordre de mortalité est trés-différent de celui de
I'universalité des hommes.

Les tables de mortalité employées aujourd’hui en Belgique ont été
calculées par M. Quetelet, d’aprés les déces renseignés de 1841 a 1845
inclus. Elles présentent :

loLa mortalité générale du royaume ;

2° La mortalité, avec la distinction des sexes, et celle des villes et
des campagnes;

3° Enfin la mortalité par province.

(Voyez Annuaire de I'Observatoire royal de Bruxelles pour 1851.
p. 190 et suiv.)

A l'inspection de ces tables, on s’apergoit que la vie probable, au
moment de la naissance, est d’environ 23 ans; c'est-a-dire qu’'a I'age
de 25 ans, le nombre des individus qui sont nés en méme temps se
trouve réduit de moitié. La vie probable des filles est plus longue que
celle des garcons: elle est, d'une part, de 25 ans, et de I’autre, de 20 ans.

Pour savoir le nombre d’années qu’une personne de 30 ans vivra
probablement, on cherchera, dans la table générale, le nombre
15588 de personnes qui ont 30 ans; on en prendra la moitié qui est
22694; cette moitié correspond a peu preés a I'age de 61 ans : puis-
qu'a 61 ans, une moitié des individus qui existaient a 50 ans est
morte et l'autre vivante, il y a également a parier pour ou contre
qu’une PEISONNE de 30 ans arrivera a cet &ge : c’est donc 61 moins
30 ou 34 ans qu'une personne de 30 ans vivra probablement.

La vie probable d’un homme a 30 ans est de 30 ans dans les villes
et de 33 dans les campagnes ; celle de la femme est de 33 ans ¥2des
deux cotés.

En général, la probabilité qu'a une personne de I'age A de parve-

12.
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nir a l'age B, s'obtient en divisant le nombre des personnes de I’age B
parle nombre des personnes de I'age A. On trouve ainsiqu’en Belgique,
un individu de 20 ans a la probabilité 0,57 d’arriver a I'age de
55 ans.

C’est vers 5 ans que la vie probable est la plus longue; elle est
alors de 47 ans : ainsi, quand un enfant a atteint sa cinquiéme année,
il y aun a parier contre un qu'il atteindra I’age de 52 ans; tandis
gu’au moment de sa naissance, il y avait un contre un a parier qu'il
n'arriverait pas a 23 ans: on peut se faire par la une idée des dan-
gers qui entourent I'enfance.

L'age de 5 ans est extrémement remarquable dans I'histoire natu-
relle de I'homme; & mesure qu’'on s’en éloigne, la vie probable de-
vient de plus en plus courte : a l'age de 40 ans, elle est de 27 ans;
pour les sexagénaires, elle est de 13 a 14 ans; enfin pour les octogé-
naires, elle est de 4 ans seulement.

La figure de la page 147 montre la marche que suit la mortalité en
Belgique.

La vie probable a partir de la naissance est extrémement variable
suivant les localités : elle est de 41 ans pour la Suisse; de 28 pour
I’Angleterre; de 21 pour la France; tandis qu'elle tombe a 8 ans
pour Paris, 3 ans pour Londres, 2 ans pour Berlin et moins de 2 ans
pour Vienne! Tel est I'impdt que préleve la mort sur la misere
et I'immoralité des grandes villes; et c’est la génération naissante qui
le paye presque en entier.

§ 82. — La table de mortalité sert encore a déterminer la ma-
nieére dont la population se répartit, eu égard aux différents ages.

Soit N le nombre normal des naissances par année, par exemple
en 1850 : ce nombre, au commencement de 1851, se trouvera réduit
aun autre chiffre que nous désignons par V, ; il deviendra successi-
vement V2, V3.... au commencement de 1852, 1853—

Les naissances étant réparties sur les diverses époques de I’année
d'une maniere sensiblement uniforme, nous pouvons prendre le mi-
lieu de chaque année pour leur époque commune. D’aprés cela, au

milieu de 1850, la population naissante est égale a N, diminué du
N-V1
nombre d’enfants morts pendant les six premiers mois, ou de

(en supposant que la mortalité soit aussi uniforme). Nous aurons donc:
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nombre d'enfants de 0a lan ... N
de méme pour les ages suivants :

nombre d'enfants de 1a 2 ans ....
» « de2a3 »

» » de 3a4»

Et ainsi de suite ; d’ou
1
Population totale= — N + V1+ VZ V3+ ...+ VID:
2

Cela posé, si I’on prend le nombre des naissances marqué dans la table
de mortalité, pour celui des naissances annuelles, la somme précé-
dente, poussée jusqu’a V 10 comme limite de I'extréme vieillesse,
exprimera la population totale. Puis, si I'on retranche successivement
de celte somme le nombre des individus de 0 a 1 an, de 1 an a2 ans,
de 2 ans a 3 ans, etc., les restes représenteront les nombres d’indi-
vidus compris depuis 1 an, 2 ans, 3 ans, etc., jusqu'au terme de
I'existence.

Dans les Tables de population calculées pour la Belgique par
M. Quetelet (Bulletin de la commission centrale de statistique,
t. 1IV), la population totale est supposée de un million d’habitants :
elles indiquent donc combien, sur un million d'individus, il y en.a
qui ont un age donné, ou davantage. Par exemple, dans la colonne
des hommes, on trouve 289303 vis-a-vis de 20 ans, et 41524 en
face de 60 ans : la différence, 247979 est le nombre d’hommes de
20 a 60 ans. Si I'on veut trouver le nombre correspondant pour une
population de 4370000 ames, il suffira d’établir une simple pro-
portion.

Ce partage de la population suivant les ages est trés-important a
considérer sous le rapport de la prospérité et de la force d’un Etal.
Qu’'importe, en effet, une stérile fécondité d’enfants et de vieillards,
lorsqu’on n’a relativement que peu d'hommes dans la vigueur de I’age?

La plupart des savants posent en principe que, pour pouvoir dé-
duire une table de population de la table de mortalité, d'apres la mé-
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thode qui vient d’étre indiquée, il faut que « I'état de la population
«soit stationnaire, c’est-a-dire que le nombre des naissances an-
«nuelles soit a peu prés constant et égal a celui des décés; que de
«plus les émigrations et les immigrations se compensent. » Mais
M. Quetelet, qui aexaminé avec soin ce sujet (Essai de physique so-
ciale, t. ler), a prouvé que «la condition nécessaire pour qu’'on puisse,
«d'une table de mortalité, déduire une table de population, est que
«les déceés de chaque age conservent annuellement les mémes rap-
«ports entre eux; que la population soit du reste stationnaire, crois-
« santé ou décroissante. »

§ 83. — Il ne faut pas confondre la vie probable, dont nous avons
parlé ($ 81), avec la vie moyenne, dont la durée sert a comparer,sous
le rapport de la vitalité, les ages, les lieux et les époques. Que I'on
prenne, par exemple, 10000 enfants nés dans la méme année, et
qgu’on les suive un aun jusqu’ala mort du dernier : la somme de leurs
ages aux époques de leurs déces respectifs, divisée par 10000, sera
bien la durée moyenne de leur vie, ou leur vie moyenne.

Ainsi, dans la table de mortalit¢ pour la Belgique, on trouve
qu'aux ages

80, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95 ans, il reste,
sur 1000 individus,
19, 15, 12, 9, 7, 5, 4, 3, 2, 1

Comme on prend le milieu de chaque année pour époque commune

des déces, il s'ensuit qu'a partir de 86 ans, sur 19 individus,

La quantité d’existence dépensée collectivement par les 19 indivi-
dus s’obtient en multipliant, pour chaque groupe, le nombre d’indi-
vidus par le temps que chacun d’eux a vécu, et en ajoutant tous ces
produits : la vie moyenne d’un individu de 86 ans sera donc le quo-
tient de celte somme par 19.
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La somme des produits se réduit aisément a

1
-.¢19+15+12 + 9+ 7+ 5+ 4+ 3+ 2+1
2

et il ne reste plus, pour avoir la moyenne, qu'a diviser par 19 la

somme de tous les termes a partir du second, et a ajouter 1/2 au

quotient.

Cette regle est générale; de sorte que si a, a', a", a"'alV... dé-
signent les nombres d’individus vivant a des Ages consécutifs (alv étant
le dernier de la table); V la vie moyenne a partir de I’age correspon-
dant au premier nombre, a; V' la vie moyenne a partir de a', on
aura

Tirant de la seconde expression la valeur de a" + a "'+ alVpour
la substituer dans la premiére, on aura

formule qui, faisant trouver aisément V par V', serait commode pour
calculer la vie moyenne correspondante aux divers Ages, en commen-
cant par le plus avancé.

D’aprés les tables du bureau des longitudes, on trouve que la vie

moyenne en France est de 28 ans 34t a partir de la naissance. En la

calculant pour chaque age, on trouve qu’elle est la plus longue pos-
sible, et de 45 ans 5 mois, al’age de 5 ans. Ainsi, a partir de la nais-

1
sance, la vie probable y est de 20 ans 1/3 et la vie moyenne de

28 ans 3‘{4 tandis que, pour les enfants de 4 a 5 ans, qui ont échappé

a la mortalité des 3 ou 4 premiéres années, la vie probable y sur-
passe 45 ans et la vie moyenne 43 ans.

Les observations sur la mortalité ne remontent pas assez haut, pour
qgu’on puisse comparer les temps un peu anciens avec le temps pré-
sent. Cependant le peu de documents que |'on possede permettent
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d’avancer que, depuis le x viesiécle, la vie moyenne s’est considérable-
ment accrue * : dans quelques localités elle a presque doublé, et la vie

probable a plus que quintuplé.

Nous avons calculé, d'apres la table de mortalité insérée dans I'an-
nuaire de I’Observatoire de Bruxelles, la table suivante qui présente la
valeur de la vie moyenne, en Belgique, aux différents ages.

* |l faut avouer cependant que, si la masse a profité des progres de I'industrie,
c’est en général aux dépens de la longévité des travailleurs eux-mémes. A Mul-
house, par exemple, la moyenne de lavie va en diminuant. En 1812 elle était de
25 ans; en 1827, de 22 ans; en 1834, de 20 ans. Les départements francais,
classés aux premiers rangs sous le rapport de I'industrie occupent les derniers
en longévité. Des résultats analogues s'observent dans tous les pays industriels,
notamment en Angleterre et en Belgique.
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La figure suivante offre les traductions graphiques des tables de la
vie moyenne et de la mortalité en Belgique. Les abscisses représen-
tent les ages, depuis la naissance jusqu’a I’age de 100 ans, considéré

comme extréme limite de I'existence humaine. Dans la premiére des
deux courbes, les ordonnées sont proportionnelles a la durée de la
vie moyenne aux diverses époques de la vie; dans la seconde, elles
sont proportionnelles aux nombres d’individus qui, sur un nombre
donné de naissances, existent encore aux différents ages.

On remarque qu’entre 10 et 75 ans, les deux courbes s’écartent
tres-peu de la forme rectiligne : cela revient a dire que, dans cet n-
tervalle, la mortalité est sensiblement constante. Nous verrons bientot

91) que Moivre assigne a ces deux limites des valeurs un peu dif-
férentes.
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§ 84— Les questions relatives & la population des Etats regoivent
des applications aussi fréquentes que variées, et présentent un intérét
qui va croissant tous les jours. Nous entrerons donc dans quelques
nouveaux développements, relativement a ce genre de recherches.

Soit P la population d’'un pays a une époque donnée ; N le nombre
des naissances annuelles ; D celui des décés; P', N', D'; P", N", D"....
les nombres analogues pour les années subséquentes. Faisons de

P p
plus BN = n; B d: il viendra.
N 1)

PP= P+ (N—D)
P'= P+ (N'—D) ... efc.

Substituant a N et ) leurs valeurs en fonction de n et d, et supposant
ces rapports constants pour les diverses années consécutives,

etc.

De méme, on a
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Les formules (1), (2), (5) font voir que si, dans un pays, les nais-
sances et les décés sont proportionnels a la population, «les chiffres
« successifs de la population, des naissances et des décés suivent une
« progression géométrique dont le quotient est le méme. » |l suffit donc
de connaitre, par I'observation, deux termes consécutifs de l'une de
ces progressions, pour en déterminer la raison, et pour trouver en-
suite le nombre r d’années nécessaire pour que la population s'accroisse
dans un rapport donné,s.

En effet, on aura I’équation

Pgr= sP ou gqr = s;

Les Etats-Unis d’Amérique paraissent doubler de population en
25 ans; et I'on a lieu de croire que, dans le cas le plus favorable, cet
accroissement pourrait s'opérer en 15 ans.

§ 85. — Au moyen des relations précédentes, on détermine facile-
ment la loi de mortalité, lorsque I'on connait N, g, D, et que l'on sait
de plus comment ce dernier nombre se décompose suivant les ages;
c'est-a-dire, que I'on a le nombre des morts de chaque age, pour
I’époque que I'on considére.

Pour généraliser cette question, soient N le nombre total des nais-
sances qui ont eu lieu dans une certaine période de temps (par exemple,
de 1841 a 1850 inclusivement); D le nombre total des déces survenus
dans le méme intervalle de temps;(0D 1), (,D2), (2D3.... le nombre
des personnes mortes dans la 1re, la 2e, la 3e.... année de leur exis-
tence; V1, V2,V 3... les survivants al’age de 1, de 2, de 3 ans...

Cela posé, n'oublions pas que la mortalité entre n et (n+ 1) ans
est « le rapport du nombre d’individus mourant dans leur ne année,
« au nombre des naissances qui ont eu lieu n années auparavant; »
plus brievement «la mortalité est le rapport des décés aux naissances
«correspondantes. »

Par suite, la mortalité entre o et 1 an sera ; le nombre d'in-

dividus mourant dans la | re année de leur vie sera donc, sur\ nais-
13
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sances, et les survivants a I'age de 1 an seront

représentés par
Vi= N (0D1).

Entre 1 et 2 ans on compte (1D2) décés : mais puisque nous sup-
posons que la marche de la population suit une progression géomé-
trigue dont la raison est q, ces décés proviennent, non pas de

) . N . L
N naissances, mais de— naissances; la mortalité entre 1 et 2 ans est

donc

et, sur N naissances, le nombre d’individus mourant dans leur deuxiéme
année serait

Le chiffre des survivants a I’age de deux ans est donc
V2= V1- (ID2)g= N - (0D1)-UD,)q.

En continuant a raisonner de la méme maniére, on trouvera que le
nombre des survivants a |'dge de trois ans, toujours sur N nais-

sances, est

d ol V3= N- (0D1)}- (1D2)q (2D3)q2;

et qu’'en général

Vn= N — (0D])— (1P q— (2D3gq2 — .... — (n-1Dn)gn—1.... (A)

représente le nombre d’individus qui, sur N naissances, survivent a
leur ne année. Cette formule se réduit a celle de Halley (§ 81)
lorsque g = 1, c'est-a-dire lorsque la population est stationnaire ; car
alors on aN = D, et il reste
Vn= D— (D)— (D2) —(D3) — .... - ( n- Dn) .... (A)
Pour déterminer le coefficient d’accroissement de la population, il
faut connaitre deux valeurs P et P' de cette population aux deux
époques t ett+ n . On aura alors
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d’ou (B)

ou bien, en nommant (N — D) I’excés des naissances sur les déces
pendant la période de n années,

d’oll (B

Les deux équations (B) et (B') ne peuvent se résoudre que par loga-
rithmes : on les simplifierait en remarquant que le coefficient q est
toujours trés-voisin de l'unité; le remplagant par (1+ q '), et négli-
geant les puissances supérieures de g' dans le développement de
(I+ g")n, on aura

Nous avons employé la formule (B') pour calculer la valeur actuelle
du coefficient d’accroissement de la population en Belgique. La popu-
lation de notre pays, au 31 décembre 1840, était de 4060300 ames;
et, pendant la période décennale de 1841 a 1830 inclusivement,
I’excédant des naissances sur les déces a été de 259184 : on en déduit

q = 1,0062.
Les documents statistiques antérieurs a celle période prouvent que ce
coefficient diminue graduellement, On congoit en effet que, plus une
population devient dense, plus elle éprouve de difficulté a recevoir de
nouveaux accroissements; et celle de la Belgique est, de beaucoup,
la plus dense de toute I’Europe (voyez la note placée a la fin de cette
section).

Voici les différentes valeurs de g que nous avons pu calculer pour
notre pays, entre 1815 et 1850.

Du ler janvier 1815 au ler janvier 1830 .... q = 1,0113

» 1815 » 1845.... 1,0097
» 1830 » 1845.... 1,0088
» 1829 » 1846 .... 1,0079
» 1841 » 1846.... 1,0088

1841 » 1850.... 1,0062
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Les exposants nombreux qui entrent dans la formule (A)en rendent
le calcul assez pénible, mais beaucoup moins en réalité qu’il ne le
parait ala premiere vue. Nous I'avons fait servir a calculer une table
de mortalité pour la Belgique : les déces employés sont ceux qui
ont été enregistrés de 1841 a 1850 inclusivement, et la valeur de
n est 1,0062. Cette table s'écarte sensiblement de celle que I'on
calculerait d’aprés les mémes déces répartis simplement suivant les
ages, ou dans I’hypothése d'une population stationnaire. Pour faire
juger de la différence, nous avons placé en regard les nombres résul-
tant des deux hypotheses, et indiqué, pour chacune d’elles, la vie

probable qui correspond aux différents ages.

Table de mortalité pour la Belgique.
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§ 86. —Lorsque la loi de la mortalité est connue, celle dela popu-
lation s’en déduit bien facilement. Si I’on prend en effet 100 années
pour le terme de la vie, on aura pour les ages

0; 1; 2; 3; .... 100 ans,
les nombres d'individus

et la population sera par conséquent

Lorsque la population devient stationnaire, on aq = 1, et la for-
mule précédente se transforme en celle-ci :

P= N+ V1+ V2+ V3+ ...+ VIO

Elle ne différe de celle du§82, qu’en ce que N remplace ici 12 N; et

on la ferait concorder avec la premiere, qui est plus exacte, en substi-
tuant aux ages 0, 1,2, 5... ans, la moyenne arithmétique entre deux
années consécutives. On obtiendrait ainsi

Posons V1 =Nvl; V2=Nv 2.... etc., en représentant par vl \2..
les rapports entre les survivants aux différents ages et le nombre
des naissances : les équations (C) et (C') deviendront

Or, d’apres ce qui a été vu au § 83, le polyndbme qui multiplie N dans
cette derniére équation exprime la durée moyenne de la vie a partir
de la naissance. On peut donc obtenir cette durée « en divisant le
«chiffre de la population par celui des naissances annuelles. »

13.
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En faisant usage des documents statistiques relatifs aux années 1841
a 1845 inclus, je trouve ainsi que la vie moyenne en Belgique est
de 31ans,086 a partir de la naissance (abstraction faite des mort-nés).
Ce nombre différe trés-peu de celui qui a été calculé, § 83, au moyen
de la table de mortalité.

$ 87. — Au nombre des causes qui exercent une action constante
sur I'accroissement de la population d’une contrée, il faut placer la
fécondité propre a I’espéce humaine, la salubrité du pays, les meeurs,
les lois civiles et religieuses de la nation que l'on considéere. Les
causes variables résident dans la difficulté croissante qu’éprouvent les
habitants a se procurer des subsistances, lorsqu’ils sont devenus
assez nombreux pour que toutes les bonnes terres se trouvent occu-
pées. Nous faisons abstraction des causes accidentelles, comme les
grandes guerres, les épidémies, etc.

Sous I'influence des causes constantes, la population doit crofitre
en progression géométrique : ce fait, évident d’ailleurs par lui-méme,
a été démontré g 84. Les Etats-Unis nous offrent un exemple de cette
grande vitesse d’accroissement : on y comptait d'aprés les recense-
ments officiels

Ces chiff res montrent que la population y est plus que doublée
tous les 25 ans. A la vérité les immigrations y sont tres-considé-
rables; mais cette cause est largement compensée par les obstacles que
I’esclavage apporte a la multiplication des noirs dans les Etats du Sud.

Si donc la population, p, croit en progression géométrique, pen-
dant que le temps, t, croit en progression arithmétique, nous aurons

"at= Iogﬁ<

a et k étant des constantes indéterminées. Il en résulte

* Approximativement : nous ne tenons pas compte de la population du Texas,
nouvellement annexé.
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p = k. 10at.

Soit p' une population correspondante au temps t' : il viendra
p'= k. 10at';

d’'ou p = p'- 10a(t-t');

et, si I’on désigne par pO la population existante au moment ou | on
commence a compter le temps, I’équation précédente deviendra

p=po0.10a ... 4

La courbe de la population est donc une logarithmique, dans la-
quelle les abscisses et les ordonnées représentent respectivement les
temps écoulés et les populations correspondantes; I'ordonnée a I'ori-
gine étant pO.

Différentiant I’équation (4), et désignant par M le module par
lequel il faut multiplier les logarithmes népériens pour les convertir
en logarithmes vulgaires, on a

Différentiant une seconde fois, on trouve

ce qui fait voir que la courbe tourne constamment sa convexité vers
I'axe des abscisses.

En supposant, avec Malthus, que p devienne 2p, lorsque t devient
t + 25, I'année étant prise pour unité, on ales équations

d’ou
et enfin

L’équation trouvée plus haut

donne, en remplagant les infiniment petits dp, dt, par les quantités
tres-petites Ap, At,
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M Ap = apAt;
et si I'on prend At pour I'intervalle d’une année

Ap a

Telle est I’énergie avec laquelle la population tend a se développer,
lorsqu’elle n’est point arrétée par la difficulté de se procurer des
subsistances : on voit que, dans ce cas, I'excés annuel des naissances
sur les déces, divisé par la population qui I'a fourni, donne un quo-

tient constant. Aujourd’hui, dans toute I'Europe, le coefficient @Mva

sans cesse en s'affaiblissant.

§8 — On peut faire une infinité d'hypothéses sur la loi d'df ai-
blissement du coefficient La plus simple consiste a regarder cet

affaiblissement comme proportionnel a l'accroissement de la popu-
lation normale PO (c’est-a-dire de celle qui existait au moment ou la
difficulté de trouver de bonnes terres a commencé a se faire sentir).
L'excédantp) — POest la population surabondante.

Dans cette hypothése, I'équation

deviendra

n dénotant un coefficient numérique. On en tire

faisant n — a= m; nPO= m P, il vient



DES LOIS DE LA POPULATION 157

ntégrant,

nous désignons un logarithme népérien par Log et un logarithme
vulgaire par log. — On obtient donc en définitive

Pour déterminer la constante, supposons que pour t = o on ait
p = po; il viendra

et par conséquent

ou, sous une autre forme,
log.P—p)= log(P— P —mt - 6)

La courbe de la population, c’est-a-dire celle dont chaque point
aurait le temps pour abscisse et la population correspondante pour
ordonnée, est donc encore une logarithmique. En mettant son équa-

tion sous la forme

on voit que, pour |I'ordonnée finiep = P, on al’abscisse t = o : cette
logarithmique a donc une asymptote paralléle a I’axe des abscisses,
cl qui s'en éloigne d’'une quantité P égale a la population maximum.

On fait abstraction ici de la période de temps qui répond a la pro-
gression géométrique. Si I'on y avait égard, la courbe totale se com-
poserait de deux logarithmiques, se raccordant au point qui a pour
ordonnée PO, et la seconde étant placée inversement a la premiere,
par rapport a I’axe des abscisses.
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Je dis qu’elles se raccordent, car I’équation de lu premiére loga-
rithmique donne, pour p = PO,

et I’équation (5) fournit, dans la méme hypothese,

Ces deux courbes ont donc une tangente commune au point dont I'or-
donnée est PO. Leur ensemble donne la figure ci-contre. La population
des Etats-Unis parcourt encore la branche A B; celle des contrées de
I’'Europe est depuis longtemps sur la branche B C.

§ 89. — Pour déterminer les trois constantes m, P etpO, nous
supposerons que la courbe représentée par I'équation (6) passe par trois
points qui aient respectivement pour abscisses et pour ordonnées
t0, tl1, 2 t1, et pO, pl, p2. Cela admis, on déduit immédiatement
de I'équation (6), en y remplagant t par t1 puis par 2 t1; p par pl,
puis par p2:
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d'ou, éliminant m,

ou, passant aux nombres,

Connaissant P, on aura m par la formule

Les équations (6), (7) et (8) fournissent la solution du probleme dans
lequel on se propose de déterminer ce que devient une population
donnée, aprés un temps quelconque. Pour en faire I'application a la
Belgique, nous adopterons les éléments suivants, fournis et discutés
par M. Verhulst (voyez Mémoires de I’Académie royale des sciences
de Belgique, t. xx).

Au ler janvier 1815, t0= 0; pO= 3627 253.
» » 1830, t1 = 15; pl= 4 247 113
« « 1845, 2t1= 30, p2= 4800 861.

De ces chiffres on déduit, en prenant pour unité de population le
million d’ames, et pour unité de temps la période décennale :
P = 9,439000

m= 0,0326563
log (P — p) = 0,7643107 — 0,0326563 t.

Ainsi le maximum de population de la Belgique serait d’environ neuf
millions quatre cent mille ames.
De la combinaison des équations
n—a= m; nP0= mP:

on déduit

Si I’on admet que la race belge tend a suivre, dans sa multiplica-
tion, la méme progression géométrique que la race anglo-américaine,
on devra prendre

a = 0,120412 .
ce qui donnera
P,= 2,0137.
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Dans celte hypothése, la population normale, c’est-a-dire celle dont
le chiffre n'a pu étre dépassé sans malaise social, serait donc de deux
millions d’ames.

On trouvera I’époque qui a correspondu a cette population normale,
en résolvant par rapport a t I’équation

on en déduit
t= - 3,257;

c’est donc trente-deux ans et demi avant 1815, ou vers 1782, que la
Relgique a d0 avoir sa population normale.

§ 8§ . — Latdble @& mortali®éOpermet de.calculer la-probabilité de la
coexistence de plusieurs individus (celle de la durée des mariages, par
exemple), connaissant I’age de chacun des membres de |’association.

Soient deux associés, par exemple une femme de 23 ans et un mari
de 38 : au bout de 10 ans il peut arriver, ou qu’ils existent encore
tous deux, ou qu'un seul vive, ou que tous deux soient morts.

La table de mortalité de I'annuaire montre que, sur 500 individus
de 23 ans, il en existe encore 440 au bout de 10 ans : la probabilité

de vivre encore 10 ans estdonc, pour la femme, de

Elle sera de pour le mari, puisque, sur 400 individus de
I’age de 38 ans, il en reste 340 al'age de 48 ans.
Les probabilités contraires sont respectivement

De ces probabilités simples résultent les probabilités composées

qu’ils existeront encore tous deux:

que le mari sera mort ;

que la femme sera morte;

qu'ils seront morts tous deux.
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La somme de ces quatre probabilités, représentant la certitude,
doit étre égale a I'unité.

En général, soient e, é les probabilités que chaque individu existera
encore au ternie de I'association; d, d’les probabilités contraires : le
développement de

e+ d(e'+ d)= e'+ ed+ ed + dd'= 1
fera connaitre les quatre probabilités énoncées ci-dessus.

Quand on cherche seulement la probabilité que I'un quelconque an
moins des deux individus existera encore, on a immédiatement

| — dd'
pour sa valeur.

Avec ces probabilités, on peut dresser latable de mortalité parti-
culiere a chaque association. Si I'on en suppose, par exemple, mille
formées a la fois, et que les probabilités simples e, e', d, d' se rap-
portent ala premiere année écoulée depuis cette formation, il y aura,
a la fin de cette année,

1000 ee' associations qui subsisteront encore;

1000 e'd » ou le plus jeune survivra;
1000 ed' » ou le plus agé survivra;
1000 dd’ » ou tous deux seront morts.

Calculant les mémes nombres pour chaque année, on formera une
table pareille acelle que Duvillard a construite pour les mariages, et
a I’aide de laquelle on détermine la durée probable etla durée moyenne
de l'association, comme la vie probable et la vie moyenne par la table
de mortalité des individus.

Dans ce cas, il faudra, pour plus d’exactitude, prendre e et d sui-
vant la loi de mortalité particuliere aux hommes mariés, e' et d 'sui-
vant celle des femmes mariées; car on a remarqué que la mortalité
varie avec le sexe et avec I'état—ivil.

§ 91. — Les probabilités de la vie humaine, combinées avec l'ac-
croissement des fonds placés a intérét composé, ont donné lieu aux
rentes viageres, aux assurances sur la vie, aux caisses d'épargne, etc.
Nous nous contenterons d’en dire quelques mots, pour faire com-
prendre le but et le mécanisme de ces spéculations.

Considérons chacun des v individus compris dans la table de mor-
talité a un age donné, comme devenant propriétaire d’'une rente

14
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viagere, a, ou comme devant, pendant toute la durée de sa vie,
toucher annuellement celte somme d’une personne que je nommerai
le banquier. Chacun des viagers devra verser, au commencement de
I’entreprise, un capital A qu’il s'agit de calculer.

Au bout de la premiére année, les v rentiers sont réduits a v', et le
banquier doit payer v'a.

Au bout de la deuxiéme année, il payera v"a, et ainsi de suite
jusqu’al’age ou finit la table de mortalité.

Mais si r représente I'intérét d'un franc, ces rentes successives,
rapportées a I'instant ou le banquier a touché les capitaux, c'est-a-dire
au commencement de la premiére année, ne lui colteront que

Les v rentiers auront di verser par conséquent, au commencement
de la premiére année, une somme totale de

et chacun d’eux aura payé le capital

ou bien, faisant

Vo J

Nous avons supposé, dans ce qui précede, que les décés des rentiers
avaient lieu a la fin de chaque année. Mais comme il n’en est pas ainsi,
et que I'on paye aux héritiers une partie de la rente proportionnelle
au temps que le rentier a vécu, il faudrait, pour étre plus exact, sub-

stituer, comme nous l'avons déja indiqué (§8 82),2 (v + V') a v

2 (vt + v") av', etc....

Ce n’est que pour les premiéres années de la vie que la marche de
la mortalité est irréguliere : plus tard, le nombre annuel des morts
devient sensiblement constant, et Moivre observe que, sans trop



RENTES VIAGERES. 163

s'écarter de la vérité, ou peut n'établir qu’une seule progression depuis
22 ans jusqu’'a 86 ans. C'est du reste ce que montre la courbe de
mortalité (p. 147) qui est sensiblement rectiligne dans cet intervalle.

Cette remarque est propre a simplifier le calcul précédent ; car soit d
le nombre annuel des morts, la formule (9) deviendra

n représentant le nombre d’années de la période.
Cette expression se décompose dans les deux suites :

La premiere suite a pour valeur

Pour trouver celle de la seconde, observons que

on a donc enfin

Remarque. Les rentes sur deux tétes se calculent d’une maniére
. e L ul V"
analogue,en substituant aux probabilités .... les valeurs suc-

cessives de la quantité 1 — dd', qui, avons-nous vu (§ 90), exprime
la probabilité de I'existence de I’'une au moins des deux personnes sur
les tétes desquelles la rente est constituée.

§ 92. — Nous distinguons deux sortes de tontines : dans la pre-
miere, un certain nombre d’individus du méme &ge sont supposés
verser ensemble une certaine somme A, qui, au bout de n années,doit
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etre partagée entre les survivants, proportionnellement a leurs mises.
Cette spéculation peut étre assimilée a un pari entre chaque associé
et tous les autres, pari que le premier gagne s'il vit encore au bout de
n années : on peut donc, par la régle de I'espérance mathématique,
calculer la somme que lui rapportera une mise déterminée, ou réci-
proquement, la mise qu’il doit verser pour avoir un droit éventuel a
une somme déterminée.

Cherchons, par exemple, la mise que doit verser un individu agé
de 20 ans, pour toucher, a |'age de 60 ans, une somme probable de
50000 fr. : on aura

En effet la mise x prend, pour I'époque du remboursement, la

X . . .
valeur ; et la somme a recevoir n'étant qu'éventuelle, vaut

sa valeur absolue, multipliée par la probabilité de I'obtenir. Nous

représentons par v® et v les nombres proportionnels d’individus
vivant a 60 ans et a 20 ans.

20
Si I’intérét de I'argent est de 5 p. 00, on a g = 2/21, et I'on trouve

x = 3550 francs.

La seconde espece de tontine n’est au fond qu’'une annuité a terme
probable. Dans ce placement, les associés survivants héritent encore
des morts; mais ils deviennent rentiers, c’est-a-dire qu'on leur sert
chaque année une rente qui s'accroit au fur et a mesure des extinc-
tions arrivées.

Soit A la somme placée en commun ; a celle que le banquier paye
chaque année atous les survivants réunis; n le nombre d’années qui
doit s'écouler jusqu’au terme de la table de mortalité : on aura d’aprés
la théorie des annuités

ou
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Telle est la relation qui existe entre la mise totale et la somme a
payer annuellement par |é banquier. En supposant que cette derniére
doit étre fournie jusqu’'a I’age le plus avancé de la table de mortalité,
nous avons raisonné dans I’hypothése d’un grand nombre d’associés :
dans le cas contraire, le banquier leur ferait tort en éloignant ainsi
I'extinction probable de I'association. En stricte équité, il faudrait,
avec Saint-Cyran (Recherches sur les emprunts, 2e partie), prendre

pour ce terme |'année ou il y aura la probabilité que tous les ren-

tiers seront éteints, c’est-a-dire celle pourlaquelle le terme dd*d" d""...
\

(8 ) devie®dra égal a 1/2.

Si les rentiers ne devaient hériter que d'une portion du revenu des
décédés, de la moitié par exemple, le banquier aurait a payer, a la

fin de la 1re année, renies; a la fin de la 2e

renies, et ainsi de suite. On aurait donc, en

reportant chaque rente al’époque du versement,

et chaque rentier toucherait les sommes a la fin de la
1re année; a la fin de la seconde, etc.
8§93.- — La théorie des caisses de prévoyance, de secours, de

retraite, etc., ne differe pas beaucoup de celle des rentes viagéres sur
une seule téte; et celle des caisses de veuves ressemble assez a celle
des rentes viageres sur deux tetes.

L’idée de ces associations est trés-ancienne : une loi de Solon nous
apprend que les caisses de prévoyance étaient connues des Grecs ; la
loi des douze tables prouve que cet usage était également en vigueur
chez les Romains. Au moyen-age, I'Europe était couverte de corpora-
tions dont |'organisation primitive avait pour but unique la pré-
voyance et les secours mutuels; mais aucune regle scientifique ne
présidait a leur organisation : tout le monde, sans égard a la différence

14
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des ages, payait une cotisation égale. L’idée de versements propor-
tionnels naquit en Angleterre en méme temps que celle des assurances
sur la vie.

En 1706, Thomas Allen, évéque d’'Oxford, fonda I'A micable society,
qui payait aux héritiers des souscripteurs; en 1748, Mac-Laurin pu-
blia en Ecosse les calculs relatifs & un projet de caisse des veuves et
des orphelins; enfin, en 1769, le Dr Price fonda une théorie compléte
des assurances sur la vie, dans un ouvrage qui eut un immense succes
(Observations on reversionary payments).

Depuis lors ce genre d’opérations, trés-louable en lui-méme, s'est
propagé dans toute I'Europe; mais il n'a pas lardé a se discréditer
par ses abus, dés que la spéculation s'est mise a trafiquer de l'igno-
rance publique et de la passion naturelle qui pousse I'homme a tenter
des hasards séduisants.

Dans les établissements de prévoyance, chaque associé donne, soit
une somme une fois payée, soit une somme annuelle, pour avoir droit
a une pension dans un age avancé, ou a des secours en cas de mala-
die. Il est aisé de voir que, dans le premier cas, si A désigne la somme
versée pour recevoir une pension a, aprés un nombre n d’années, les
sommes étant rapportées a l’époque du placement, on aura I’équation

qui ne difféere de celle des rentes viagéres, qu’'en ce que la premiere
rente est payée n années aprés le placement de la somme.

Si I’on verse des mises annuelles A1,A2, A3...fl faudra substituer
a A la suite

L’est a ce cas que se rapportent les retenues que I'on fait aux em-
ployés de certaines administrations, pour leur assurer des pensions
de retraite.

Si la caisse doit fournir des secours pécuniaires en cas de maladie,
il faudra introduire dans le second membre de I'équation (12) les pro-

duits de ces sommes, rapportées a I'époque du placement, et multi-
pliées chacune par la probabilité de les délivrer. Celte probabilité ne
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peut étre appréciée qu’'en étudiant avec soin le nombre et la durée
moyenne des maladies, dans la classe d’'individus a laquelle la caisse
est particulierement affectée.

La caisse générale de retraite, établie en Belgique sous la garantie
de I’Etat, a pour but de fournir a toute personne vivant de son travail
les moyens de garantir sa vieillesse contre le besoin, par la constitu-
tion d'une rente viagere.

L acquisition d’une rente peut se faire, au choix de I'assuré, pour
entrer en jouissance a 55, 60 ou 65 ans : le prix de la rente est na-
turellement d’autant moins élevé que I'assuré est plus jeune, et que
I’entrée en jouissance est fixée a un age plus avancé. Ainsi, il faut
verser une seule fois, pour acquérir une rente annuelle de 120 francs,

« Si Ventrée en jouissance est fixée : »

Pour pouvoir acquérir, au bout d'une seule année, une rente an-
nuelle de 12 francs, il faut épargner par jour,

« Si I'entrée en jouissance est fixée : »

De pareilles institutions se recommandent assez par elles-mémes.
Pour les caisses de venues, si chaque homme marié doit faire un
seul versement a, et sa veuve recevoir une fois pour toutes un capi-

tal A, le versement deviendra pour |I’épogue probable de son rem-
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boursement, puisqu’il doit rester placé pendant la durée probable. p,
du mariage. Mais a celte époque, le capital A ne sera payé qu’'éven-
tuellement; et, d'aprés la formule de I’espérance mathématique, il ne
vaut que A multiplié par la probabilité (e'd) que le mari sera mort et
la femme vivante.

Si la condition est encore un seul versement de la part du mari,
mais une pension a payer a la veuve, il suffira de substituer au
nombre v, dans I'équation (12), le nombre ee' calculé d’aprés des
tables appropriées a la classe d’individus dont il s'agit; et aux nombres
vnyvn+1... celui des femmes qui deviennent veuves chaque année,
lequel est la différence des valeurs de (e'd) d’une année a l'autre.

Enfin, si les payements sont faits annuellement, tant par les asso-
ciés que par la caisse, alors c’est I’équation (12') qu’il faudra employer,
en substituant aux v, vl v2... du premier membre les valeurs suc-
cessives de (ee'); et aux vn, vn+ 1... du second membre, celles de
(e'd) qui désignent le nombre de veuves existantes ala fin de chaque
année.

Faisons ici une remarque générale : c’est que toutes les opérations
dont nous avons parlé jusqu’ici ont des frais d’administration, qui
doivent étre supportés par tous les membres de I’association. De plus,
tant que l'association est peu nombreuse, la caisse doit prendre
quelque avantage, afin de parvenir a former un fonds de réserve qui
puisse parer aux irrégularités que la succession des événements pré-
sente par intervalles; sinon elle risquerait de se trouver hors d’état de
remplir ses engagements. Elle donnera donc un intérét moins fort que
le taux ordinaire, ou fera une retenue sur les sommes versées par les
sociétaires.

$94.— Le but des assurances sur les choses est de soustraire
toute espéce de propriété aux éventualités du hasard, en accordant
une compensation pécuniaire a l'assuré qui devient victime d’un si-
nistre. Celle opération était a peine connue il y a quelques siecles:
aujourd’hui, par suite du progrés des institutions commerciales et de
I'esprit d’association, elle tend a devenir un des actes les plus ordi-
naires de la vie : dans tous les pays, il existe un grand nombre de
compagnies qui assurent les vaisseaux et les marchandises contre les
risques de la mer ou de la guerre; les maisons contre les incendies,

les récoltes contre les intempéries des saisons, etc.
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Pour réduire la question al'état le plus simple, ne considérons que
deux événements, |'un entierement heureux dont la probabilité soit h;
I'autre, malheureux, dont la probabilité soit h': ce dernier fera payer
par l'assureur une somme a. Désignons par n le nombre d’objets
assurés (de vaisseaux, par exemple), et par b la prime d’assurance,
ou la somme que I'assureur regoit pour chacun d’eux.

Cela posé, la somme des termes du développement de (h + h')n,
a partir du ler terme jusqu'au terme affecté de hn-q h'g, exprime
($ 23) la probabilité que le nombre des événements malheureux ne
surpassera pas g : poussons celte somme jusqu'au (q’ + 1 )ere terme,
ou elle cesse d'étre inférieure a la probabilité a laquelle I'assureur
veut arriver de ne pas faire une perte plus grande que c; g'a— nb
sera la perle correspondante a celle probabilité. En I’égalant a c. on
aura

gq'a —nb = c;

Désignons maintenant par g le gain que donne I’'opération, lorsque
le nombre des sinistres est réduit a q" : nous formerons |’équation

nb —q’a= g:

y remplagant nb par sa valeur tirée de I’équation précédente, nous
aurons

relation qui permettra de calculer q" au moyen de q' déja connu. Cal-
culant alors la probabilité correspondante aq", on verra si elle donne
une espérance suffisante d’atteindre au bénéfice que comporte la na-

ture de I'entreprise. Si cela n’était pas, il faudrait augmenter la prime
d’assurance.

Mais I’équation »

fait voir qu’'on peut aussi augmenter la probabilité correspondante
ag", en augmentant le nombre des objets assurés. Et en effet, le rap-
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port devenant alors de plus en pliss petit, la somme des ter-

mes compris entre ceux <|ui sont affectésde hm' et de
et qui composent la différence des probabilités de perte et de gain,
décroit de plus en plus.

Pour bien concevoir I'usage de ces formules, il est a propos de se
former une idée de la marche des valeurs qu’elles prennent dans des

- N . 99
cas particuliers : a cet effet, supposons, avec Lacroix, h S0

h' = @t formons les douze premiers termes du développement

de avec les sommes résultant de |'addition succes-

sive de ces termes.

Dans ce tableau, qu’on peut regarder comme exprimant les événe-
ments de |'assurance de 200 vaisseaux, soumis chacun au risque

de la colonne marquée probabilités indique celle de la perle

isolée de 0, 1, 2.... 11 batiments; et la colonne des sommes, la
probabilité que la perte n’ira pas au-dela du nombre indiqué dans la
1re colonne.

En prenant la valeur de 7 vaisseaux, ou 7a, pour la somme c,
perte extréme; et supposant que I’assureur veuille obtenir une pro-
babilité de 100000 contre 1 que I’événement n’outre-passera pascette
limite, il faudra descendre jusqu’au terme ou la somme des probabi -
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lilés surpasse 0,99999; ce qui a lieu au 1lle terme, qui répond
aq = 10. Par ce nombre, I'équation

c’'est-a-dire un et demi pour cent de la valeur de chaque vaisseau.

Si I'on voulait ensuite connaitre la probabilité que le bénéfice de
I’assureur ne tombera pas au-dessous d'une certaine limite, par
exemple, du 10e de la somme c, il faudrait prendre g = 0,7a, et
I’équation

conduirait a ou q' =2,3 ;
a

valeur qui tombera entre celles de g au 3e et au 4e terme, auxquels
correspondent des probabilités 0,676681, et 0,858036. On peut

donc s’arréter a environ 3/4. On aurait une probabilité plus forte en

donnant une plus grande valeur a b, ce qui diminuerait celle de c.

Dans I’'hypothese établie ci-dessus, il suffit d’aller jusqu’au 4eterme
pour n'étre pas encore en perte, puisque celle de 5 vaisseaux est cou-
verte par les primes recues de tous. L’assureur aura donc la probabi-

lité 0,858036 > 56 de ne pas entamer ses fonds.

Quand on porte a 400 le nombre des vaisseaux assurés, et qu’on
fait en conséquence le développement de

pour former un tableau analogue au précédent; si I’on maintient la
prime a 1 12 p. °/°, et qu’on cherche la limite de la perte qui corres-
pond a une probabilité de 100000 contre 1, on trouve qu’elle tombe
entre le 15eetle 16e terme : cela répond a une perle de 14 ou 15 ba-
timents, c’est-a-dire a une somme comprise entre 14a et 15a. Mais
le produit des primes, étant 6a, raméne celle limite entre 8 et 9a.
Quant a la probabilité du gain de la 10e partie de 9a, on aurait
pour la déterminer I’équation 15 — q" = 9,9; ce qui donnerait
g" = 5 et meénerait au Oeterme, ou la somme des probabilités est

environ,
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Enfin, la probabilité que I'assureur n’entamerait pas ses fonds, se
formant de la somme des 7 premiers termes du développement calculé,

9
s'éleverait a prés de 910.

On voit donc que la limite de perte correspondante a une proba-
bilité de 100000contre 1, croit avec le nombre des vaisseaux assurés;
mais que lu probabilité du gain et celle de ne pas entamer les fonds
augmentent plus rapidement, ce qui établit I’avantage qu’obtient I'as-
sureur quand il multiplie ses entreprises.

Pour n = 4000, on trouverait que la perle limite ne dépasse pas
sensiblement 9a; tandis que la probabilité d’un gain au moins égal
a 0,9a s'éleve a 0,998; et celle de ne pas entamer les fonds, a
0,998866.

De ce que les avantages de I'assureur croissent beaucoup plus rapi-
dement que ses perles, a mesure qu'il multiplie ses opérations, on
doit conclure qu’un gouvernement, qui prendrait le monopole des assu-
rances, réaliserait des bénéfices certains, tout en pouvant diminuer la
prime actuelle. Le principe de celte espéce d’'assurances est d’ailleurs
un principe de haute moralité sociale; il établit entre tous les citoyens
un lien de solidarité, car c’est le gain de ceux qui réussissent qui sert
a indemniser ceux qui perdent; il se rapproche enfin du principe des
assurances mutuelles qui ont produit des résultats si avantageux dans
quelgues grands centres de population.



Notc relative au § 85

(page 151).

En divisant, pour un pays quelconque, le chiffre de la population par la
surface (évaluée en kilomeétres carrés), on obtient la densité de sa population. Le
tableau suivant présente les différents Etats de I'Europe rangés par ordre de
densité de population.

HABITANTS. HABITANTS.
Belgique 148 par kilomeétre carré Suisse 47 par Kilom étrecarré
Hollande 91 » Portugal 36 >
Grande-Bretagne 79 Espagne 25 »
[ L L » Turquie ~
France .. 62 et Grece
Empire d'Autriche. 56 Danemark ... 14
PruSSe s 51 > RUSSIE s 9 >
Principautés allem. 51 = Suéde etNorwége. 6

Ainsi, la population de la Belgique est non-seulement la plus dense de toute
I'Europe, mais on peut dire qu'a égale surface de terrain, notre pays est deux fois
aussi peuplé que I'’Angleterre et la France, et trois fois autant que I’Allemagne.

Cette forte population de la Belgique n'est pas uniformément répandue sur
tout son territoire: le tableau suivant montre comment elle est répartie par
provinces.
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La Flandre orientale, la plus peuplée de nos provinces, contient donc six fois
autant d’habitants, sur une méme étendue de terrain, qu’'en contient le Luxem-
bourg, province ala fois la plus étendue et la moins peuplée du royaume.

Si I'on cherche ase rendre compte de cette inégale répartition de la popula-
tion sur le sol belge, on se trouve naturellement conduit adistinguer la bande de
sables arides, située au nord du pays, d'avec la contrée de haute culture qui lui
succéde en marchant vers le sud. On distinguera aussi les terrains houillers
d’avec les foréts qui leur succédent dans les Ardennes belges. Ces causes sont
toutes-puissantes sur la distribution de la population, et résultent de la nature
du sol qui varie suivant la constitution géologique de ses diverses parties.

Cette remarque nous conduit a faire abstraction des limites administratives,
qui n'ont aucun rapport avec les limites géologiques : alors, si nous réunissons
d’'une part la population de la bande centrale, qui forme a peu pres la moitié de
la surface de la Belgique, nous trouvons que sa population moyenne est de
223 habitants par kilométre carré; tandis que les parties extrémes, au nord et
au sud, ne comptent que 54 habitants par kilométre carré.

On peut résumer d’'une maniére trés-concise, et qui se grave facilement dans
la mémoire, la distribution de lapopulation, en disant que « les cing sixiemes de
« la population belge sont condensés dans une bande de terrain d’environ quinze
« lieues de largeur, qui traverse tout le royaume de l'ouest a I'est : le sixieme
« restant est disséminé au nord, dans des terrains sablonneux, et au sud, dans
« des contrées couvertes de foréts. »



TROISIEME SECTION.

PARTIE PRATIQUE: - PROBAILITES APPLIQUEES.

CHAPITRE HUITIEME

Théorie des-erreurs. — Précision des observations.

§ 95. — Toute mesure faite par I'hnomme est nécessairement enta-
chée d'erreur : a force de soins et d’adresse un observateur pourra
s’approcher beaucoup de la vérité, mais il ne doit jamais espérer d’at-
teindre a la vérité elle-méme. .

Abstraction faite des erreurs grossieres, provenant de la négligence
ou de la maladresse, et qu’un observateur soigneux parvient toujours
a éviter, on peut ranger les erreurs en deux grandes classes : les unes
sont constantes ou plutdt régulieres; elles se reproduisent identique-
ment chaque fois que |’observation est répétée dans les mémes circon-
stances, et leur grandeur est liée a ces circonstances par des lois
déterminées. On voit que celte définition comprend les erreurs qui se
rapportent aux causes constantes et aux causes variables (§ 72).

Une série de mesures affectée d’une telle cause d’erreur doit abso-
lument étre rejetée, comme impropre a déterminer la vraie valeur de
la grandeur observée; et le talent de I'observateur ou de I'expérimen-
tateur réside principalement dans ce tact, cette sagacité qui lui indi-
quent, a la premiére vue, les moyens de se soustraire a I'influence
de ces erreurs, d’en analyser les causes, d’en éluder ou d’en corriger
les effets. Un mauvais étalonnage des regles destinées a la mesure
d’une base, une détermination fautive du point horizontal dans la
mesure d’'une distance zénithale, I'adoption d’un coefficient de réfrac-
tion inexact dans le calcul d’un nivellement trigonométrique, donnent
lieu a des erreurs de cette premiére catégorie.

Celles de la seconde catégorie sont nommées indifféremment erreurs



170 THEORIE DES ERREURS.

irrégulieres, accidentelles, fortuites ou inévitables. L'observateur le
plus soigneux ne peut s'en affranchir complétement; leurs causes sont
trés-diverses; leur influence sur Iés résultats n’est assujettie a aucune
régle, et ne peut jamais étre qu’imparfaitement éliminée. Un pointé
inexact, des réfractions latérales, des ondulations de I'atmosphére,
des phases du signal, des secousses dues au vent, une lecture impar-
faite, etc., donnent lieu a des erreurs de celte espece dans la mesure
des angles.

$96. — Aussi longtemps que, dans nos observations, nous nous
bornerons a mesurer ce qui nous est strictement nécessaire, nos ré-
sultats ne nous fourniront aucun moyen de contrdle, et les erreurs les
plus grossiéres pourront passer inapergues. Mais si nous faisons plus
d’observations qu’il n’est rigoureusement indispensable; si, en d’autres
termes, nous nous donnons plus d’équations que d’inconnues, nos
opérations se vérifieront I'une par 'autre, et les erreurs accidentelles
qui auront été commises feront naitre des contradictions, des incom-
patibilités, entre les résultats. Par exemple, lorsque nous mesurons
trois fois le méme angle, les résultats different en général I'un de
I'autre, et la différence qui peut exister entre le premier résultat et
I'angle véritable est contredite par les deux autres résultats. Si I'on
mesure les trois angles d’un triangle, la contradiction se manifestera
en ce que chaque angle, observé directement, différera du résultat que
I’on calculerait au moyen des deux autres.

Pour arriver a un résultat que I'on puisse admettre comme la vé-
rité, il faut nécessairement faire disparaitre ces incompatibilités, et
changer par conséquent les résultats, de maniere a les rapprocher le
plus possible de la vérité. Or comme nous n'avons, pour nous ren-
seigner sur la vérité, que le témoignage fourni par les observations,
tout changement apporté a ces derniéres est un mal; mal nécessaire,
si I’on veut, mais qu'il faut cependant rendre le moindre possible.

On s'écartera le moins possible du témoignage immédiat apporté
par I'observation, en réduisant a sa moindre valeur la somme des cor-
rections. Mais une erreur pouvant étre regardée comme le rayon d'un
cercle tracé autour de la vérité comme centre, son effet est propor-
tionnel a la surface du cercle, ou au carré du rayon : il faut donc
adopter pour la véritable valeur de I'inconnue « celle qui rend un

minimum la somme des carrés des corrections. » Tel est, au point
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de vue philosophique, l'origine de cette loi importante sur laquelle
repose tout ce que nous avons a voir dans celte section : nous I'en-
visagerons plus loin sous le point de vue mathématique.

En général, soient O1; 02; 03... les véritables grandeurs a trouver
par I'observation; 0l; 02; 03... les grandeurs réellement observées:
vl ; v2; v3... les corrections les plus probables a faire subir a celles-ci :
nous admettrons, comme s'approchant de la vérité autant qu'il esi
possible, les résultats (01+v1); (02+ v2); (03+ v3.... Les ob-
servations, ainsi modifiées, ont regu des auteurs allemands le nom
d’observations compensées (observationes compensate, de Gauss:
ausgeglichene Beobachtungen, de Gerling).

§ 97. — Les erreurs accidentelles (les seules dont nous ayons a
nous occuper en théorie) sont dues a des causes qui peuvent se com-
biner entre elles. Pour un méme genre d’observations, on doit admettre
que le nombre de ces causes, ou chances, ne varie pas; et qu'en
outre, lorsqu’une méme combinaison de causes se représente, elle
reproduit la méme erreur. Si donc, pour une classe déterminée d’ob-
servations, le nombre et I'énergie de ces causes étaient donnés, on
pourrait calculer, d'aprés les probabilités a priori, combien de fois
une erreur donnée doit se présenter régulierement, sur un nombre
donné d'observations. Mais les causes d’erreurs ne se révelent a nous
que par les erreurs qu’elles entrainent, de méme que les forces ne se
manifestent que par leurs effets : il faut donc recourir aux probabi-
lités a posteriori; c’'est-a-dire, de la grandeur des erreurs et de leur
répartition, déduire I'énergie et le nombre des causes.

Une comparaison bien simple fera mieux saisir notre idée. Comme
le but de toute bonne opération est d’atteindre ala vérité, les chances
d’erreur en plus sont les mémes que les chances d’erreur en moins :
on peut donc assimiler une observation quelconque au tirage simultané
d’un certain nombre de boules hors d’une urne qui contient, en égale
quantité, un nombre infini de boules blanches et de boules noires. Des
causes fortuites feront prendre tantét plus de boules blanches que &
noires, tantdt moins; ces mémes causes feront que la mesure prise
sera tantot trop grande, tantdt trop petite. Dans un grand nombre de
tirages successifs, ce seront tantdt les boules noires, tantdt les blan-
ches qui prédomineront; mais la compensation tendra a s’établir entre
les deux couleurs, a mesure qu’on multipliera les tirages: de méme,
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dnns un grand nombre d’observations, les erreurs positives et les er-
reurs négatives tendent a s'entre-détruire, et la moyenne s’approche
d’autant plus de la vérité qu’on embrasse plus d’observations. Enfin
plus le nombre de boules tirées est considérable, plus la probabilité
d'un certain écart relatif diminue : de méme plus le mode d’observa-
tion a de précision, plus la probabilit¢ d'une erreur donnée sera
petite.

Si nous avions a nous occuper des erreurs réguliéres, nous con-
tinuerions I|’'analogie, en disant que I'introduction d'une telle cause
d’erreur dans les observations revient a rendre inégaux les nombres
de boules blanches et de boules noires contenues dans |'urne.

$98. — De ce qui précede, combiné avec ce qui a été dit au § 51i,
on conclut que, dans toute espece d'observations, les erreurs acci-
dentelles doivent toujours se répartir suivant la loi de possibilité, ex-

primée par la formule
@)

dans laquelle x est la grandeur de I'erreur, y sa probabilité, ou le
nombre d’erreurs de cette espéce qui se présenteront régulierement,
sur un nombre donné d'observations. La courbe représentée par
celte équation variera de forme avec les différentes valeurs que I'on
attribuera au parametre h.

Pour une espece déterminée d’observations, I'expression

(@)

indique la probabilité qu’'une erreur x soit comprise entre les limites
zéro et a; ou bien le nombre d’erreurs comprises entre ces limites, le
nombre total des erreurs étant représenté par |'unité.

Pour une autre espéece d’observations, la probabilité qu'une erreur
x' tombe entre les limites zéro et a’ sera exprimée par

Faisons hx = h'x' = t: ces deux expressions deviendront
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et elles seront égales si I'on pose

ah = a'h'.
De cette relation, jointe a la précédente
hx = h'x’,
on déduit
b) ... a':x'= a:x.

Il 'y aura donc entre zéro et a autant d’erreurs x, qu’il y aura
d’erreurs x' entre zéro el a'; et la probabilité de commettre une
erreur x, dans un genre d'observations, sera égale a la probabilité de
commettre, dans |'autre, une erreur x'.

De plus, on a

(b) ... h:h'= x":x;

les constantes h et h', qui se rapportent aux deux genres d’observa-
tions, sont donc inversement proportionnelles aux erreurs également
possibles : par suite, on peut dire que I'exactitude des observations
est proportionnelle a la grandeur du paramétre h qui leur correspond.
Tel est le motif pour lequel Gauss a nommé ce paramétre la mesure
de la précision » (mensura preecisionis ; das Mass der Pracission oder
der Genauigkeit). On le trouve désigné, chez les auteurs francais, sous
le nom de module de précision ou de convergence.

Pour deux especes d’'observations également précises, on ah= h"
les courbes qui représentent les possibilités des erreurs fortuites, dans
chaque genre d’observations, sont traduites algébriquement par une
méme équation, et elles sont superposables, comme deux paraboles
de méme parametre.

Si les observations sont inégalement précises, I'une des courbes est
plus resserrée que I’autre, a droite et a gauche de I'axe des y, el le
resserrement vers cet axe se fait proportionnellement a la mesure de
précision. (Voyez § 38.) On peut aussi représenter par une courbe la
possibilité des erreurs du résultat d’'un nombre n d’observations :
dans ce cas, si les observations sont également précises, mais inégale-
ment nombreuses, le resserrement vers |I'axe se fait proportionnelle-
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ment aVv n:v n'. Siles observations étaient inégalement précises et
inégalement nombreuses, le rapport deviendrait hv n: h'v n".

La table dont nous avons parlé § 39, et qui se trouve a la tin de
cet ouvrage, donne, pour toutes lesvaleurs nécessaires de t, les valeurs
numériques de l'intégrale

elle indique donc, pour les valeurs successives de ah, la répartition des
erreurs suivant leur ordre de grandeur, ou le nombre de ces erreurs
qui tombent entre les limites + ah et — ah : la surface totale de la
courbe et le nombre total des erreurs sont représentés par 1L Ony
voit que, depuis t= o jusqu’a

En d’autres termes, si nous représentons la surface totale par
1000, il tombera, sur 1000 observations,

On voit donc que le nombre des erreurs comprises entre des inter-
valles égaux décroit trés-rapidement,a mesure que t augmente, ou que
les erreurs deviennent plus grandes. Depuis t= 2 jusqu'at= o il ne
tomberait que 5 erreurs.

§99. — Parmi les différentes valeurs de t, il en est une trés-
remarquable : c’est celle pour laquelle I'intégrale P2 acquiert la
valeur 2 Si, dans une longue série d'observations, on rangeait les

erreurs suivant leur ordre de grandeur, sans avoir égard a leurs
signes, cette valeur de t les diviserait en deux parties numériquement
égales. La valeur de x correspondant a celte valeur de t montre jus -
qu'ou il faut étendre les limites de I'erreur, pour avoir la proba-

bilité P que, dans une observation subséquente, on ne commettra
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pas une erreur plus grande que cette limite. Plus celte limite est
resserrée, plus, naturellement, les observations sont précises.
En recourant a notre table, on trouve par interpolation que la

i
valeur 12 de I'intégrale P2 correspond a

t= 0,476936

1]
o°

de sorte que

Cette valeur de t, calculée une fois pour toutes, est applicable a tous
les cas ; mais il nen est pas de méme pour la valeur de x qui lui cor-
respond. En effet, comme on at= hx, et que h varie avec la pré-
cision des observations, on congoit que les limites de x se resserreront
pour de bonnes observations, s'étendront pour de mauvaises, tandis
qu’'elles peuvent étre supposées constantes pour une seule et méme
espéce d’observations.

Si I'on désigne par r cette valeur de x pour laquelle t= p, ou aura,
pour une certaine espece d’'observations,

© .. p= hr,
pour une autre espece, on aurait

p= h'r:
d’ou h.r= hr,
ou bien (c)... r:r' = h:h.

Les astronomes allemands ont donné a la quantité r le nom d’erreur
probable (der wahrscheinliche Fehler). Comme sa considération est
trés-importante, nous insisterons sur I'idée qu’elle exprime, en disant
que c’est I'abscisse O E de la courbe
de possibilité, dont Il'ordonnée
correspondante E E' divise la sur
face A O K a en deux segments
équivalents : il y a donc numéri-
quement autant d’erreurs plus pe-
tites que r, que d’erreurs plus
grandes; et il est aussi probable,
dans une série d'observations, de
commettre une erreur inférieure a r que d’en commettre une qui lui
soit supérieure.
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Quand on a en vue des observations de qualités différentes, la pro-
portion (c) montre que « les erreurs probables sont en raison
« inverse des mesures de précision. » De la vient que plusieurs au-
teurs prennent I’erreur probable pour module de précision.

Cournot donne a r le nom de valeur médiane de I'écart; d'autres
auteurs francgais, Laplace, Poisson, Puissant, etc., I'appellent erreur
moyenne. |l est bon d’observer ici que nous attachons un sens diffé-
rent a celle derniére expression, comme nous le dirons bientot.

On a réduit en table les valeurs de I'intégrale P2, en prenant la
quantité r pour unité. (Voir la table no 3, page 406.) Par ce moyen,
on trouve immédiatement le nombre d’erreurs comprises entre zéro

X
et x, lorsque l'on connait le rapport de x a l’erreur probable, x , ou

le rapport égal, 1p Celte disposition fait apercevoir plus clairement

la répartition des erreurs suivant leur ordre de grandeur; elle montre
par exemple que, sur 1000 erreurs, il s’en trouve 500 plus petites que
r; 825 sontmoindres que 2r, 957 moindres que 3r, et 993 moindres
quedr. Une seule erreur est plus grande que 5r.

On en déduil les tableaux suivants :
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L’ordonnée, y1, qui correspond a I'erreur probable, étant compa-
rée a l'ordonnée maximum, Y, de la courbe de possibilité, vaut
0,7963 Y, comme le montre la formule

yl: Y= 18
dans laquelle on ferait t = 0,476936. La probabilité de I'erreur pro-

bable est donc a peu prés les 4de la probabilité d'une erreur nulle.

§ io o . — La liaison que nous venons de reconnaitre entre le para-
metre h et I'erreur probable r, nous montre maintenant comment la
connaissance de I’erreur probable d’une espece d'observations permet
d’effectuer le tracé géométrique de la courbe de possibilité des
erreurs.

Prenons, par exemple, pour unité des abscisses une longueurquel-
conque; calculons h en fonction de r par la formule (c)

0,476936

et nous pourrons construire la courbe par points au moyen de la
relation

Il existerait une autre voie pour parvenir ala connaissance de h ;
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ce serait de connaitre I’ordonnée correspondant a une valeur particu-
liere quelconque de x. Supposons, par exemple, que I'on nous donne
I’ordonnée Y correspondant ax = o: nous en déduirons immédiate-
ment
@) ...

Il suffirait méme de connaitre le rapport, m, de deux ordonnées
correspondantes aux abscisses x et x' : on aurait alors

(...

d’ou I'on déduirait par logarithmes la valeur de h.
Si, pour plus de simplicité, on choisit pour |I'une de ces ordonnée»
celle qui correspond a x = 0, on aura

(d")...

On en déduit ce théoreme important que nous invoquerons sou-
vent dans la suite :

« Quand la probabilité d'une erreur nulle est a celle d’une erreur
«x' comme 1 : e-px'2, on doit, pour I'espéce d'observations qui s'y
«rapporte, prendre la mesure de précision égale a v

Ayant ainsi déterminé h, on peut comparer entre elles, sous le rap-
port de la précision, des observations qui ont été faites méme sur
des grandeurs hétérogenes (par exemple des mesures d’angles avec
des mesures de longueur): il suffit pour cela que I'on puisse expri-
mer les valeurs relatives de h en fonction des unités qui ont servi dans
chacun des deux cas.

101. — Comme exemple de l'accord qui régne entre la théorie et
I’expérience, nous choisirons une série de 470 observations faites par
Bradley, le modele des observateurs suivant I’expression de Laplace,
pour déterminer directement la différence d’ascension droite entre le
soleil et I'une des deux étoiles Atair et Procyon. Bessel, qui a dis-
cuté ce sujet, a trouvé que I'erreur probable r= 0",2637; d'ou 0",1
= 0,3792 r= 0,3792, en prenant r pour unité. Cherchant ensuite
le nombre d’erreurs qui, suivant la théorie, doivent tomber entre
0",0et0",1;0",2; 0",3..., il acalculé, au moyen dela table mention-



ACCORD ENTRE LA THEORIE ET L’EXPERIENCE

185

née au § 99 (table n° 3), la valeur de I'intégrale P2 pour ces diverses
limites * On trouve ainsi :

Pour 0",1

»

»

»

o,

oo oo
o0 hwN

1,0

- 0,3792
. 0,7584
. 1,1376
. 1,5168

.. 1,8960
6 . . .22752
0,7 ..
0,8 ..
0,9 ..

. 2,6541
. 3,0336
. 3,4128

... 3,7920

)

le nombre 0,20186,

0,39102,
0,55705,
0,69372,
0,79904,
0,87511,
0,92661,
0,95926,
0,97866,
0,98983,
1,00000.

Si I'on retranche chaque nombre du suivant, et qu'on multiplie le

reste par le nombre des observations, ou par 470, on trouve

* Notre table n° 2 permettrait aussi de calculer ce tableau, mais en faisant
chaque fois une proportion analogue a la suivante : I'erreur probable r est
placée au rang 0,4769; I'erreur 0,3792 est placée au rang x ; d’'ou x = 0,1818.
En face de ce rang on trouve 0,20186.

16
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Il arrive fréquemment, comme ici, que I'observation présente plus
de grandes erreurs que la théorie n’en prévoit. Cela prouve la Iégiti-
mité de I’hypothése que nous avons faite (§ 35) en intégrant le déno-
minateur entre les limites— o« et + o , au lieu de I'intégrer entre
des limites finies; car le contraire aurait lieu si I'inexactitude de
notre hypothese devait avoir quelque influence dans la pratique.



CHAPITRE NEUVIEME.

Détermination durésultat le plus exactdéduitde plusieurs
observations. — Précision «le ce résultat.

(UNE SEULE INCONNUE A DETERMINER.)

$ 102. — Supposons maintenant que I'on ait a combiner un grand
nombre d’observations pour en déduire le résultat le plus exact et
évaluer ensuite la précision que peut avoir ce résultat. Nous allons
d’abord traiter le cas le plus simple, celui ou I’on n’a qu’une seule in-
connue a déterminer; et le premier pas que nous avons a faire est de
démontrer que :

« La valeur la plus probable de I’'inconnue sera la moyenne arilh-

métique prise entre tous les résultats d’observation. »

Soit 0 la quantité a déterminer : on afait un nombre p d’observa-
tions ayant donné pour résultats les quantités o', 0", o'"... de sorte
que I'on peut poser

0 —o0 = x
O—o" = x"
O—o"= x"
O —op= Xxp.
A ces erreurs x', x", x'".... xp correspondront les probabilités

h est constant parce que les observations sont supposées d’égale pré-
cision.

Si Iinconnue O était déterminée de telle maniére, qu’entre sa valeur
réelle et les différents résultats d’observation o', o', o'"... les er-
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reurs x', x", x"'... existassent réellement, cette inconnue serait
exactement déterminée ;etl’on auraito'+ x'= o"+ x"=h

= O. Mais dans I'impossibilit¢ ou I'on est de connaitre les erreurs
d’observation, il est clair qu'on ne pourra pas non plus trouver la
valeur rigoureuse de O : tout ce que I'on pourra faire, ce sera de la
déterminer de maniére que la probabilité, P, de la coexistence des
erreurs x', x", x kp s'approche le plus de la certitude; en

d’autres termes, il faudra faire en sorte que la quantité

soit un maximum.
Or, cette condition revient a

d’'ou

ou bien

En adoptant une notation trés-commode, dont nous ferons doréna-
vant un fréquent usage, et qui consiste a poser

nous mettrons |'expression précédente sous la forme

On peut donc écrire

ou bien

Le terme qu’il faut rendre un minimum est donc

différentiant et égalant a zéro, on trouve
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() ..

ce (i démontre que la valeur la plus probable de O est la
moyenne arithmétique prise entre tous les résultats immédiats four-
nis par I'observation.

Les formules (f) et (f) sont trés-importantes : les propriétés
gu’elles expriment sont admises par beaucoup d’auteurs comme des
axiomes, et leur démonstration directe est regardée comme impos-
sible *. 1l ne faut pas se dissimuler en effet que la marche que nous
venons de suivre, quoique parfaitement rigoureuse en apparence,
repose sur une espece de postulatum, savoir la loi de répartition des
erreurs suivant la courbe de possibilité.

§103. —1 s’agit maintenant d’estimer la précision de cette va-
leur de O.

D’aprés I'équation (e), la probabilité correspondante a la valeur

sera

Pour , la probabilité correspondante serait

Divisant (e') par (e"),

h v p estdonc @ 100) la mesure de précision de la moyenne arith-
métique entre p observations dont la précision individuelle est /1; de

sorte que la probabilité que cette moyenne soit en erreur de x est
donnée par la formule

« Quippé quaestio haec per rei naturam aliquid vagi impiicat, quod limi-
« tibus circumscribi nisi per principium aliquatenus arbitrarium nequit.
Gauss, Theoria combinat, observat., etc. (§ 6).

16.
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ou, en faisanthv p = H,

Si, au lieu de faire p observations, on en faisait p‘, la mesure de
précision de la moyenne arithmétique serait h v p' : les précisions des
deux moyennes seraient donc entre elles comme v p : v p'. On con-
clut de la que «la précision d’une moyenne arithmétique croit comme
«la racine carrée du nombre d’observations qui ont concouru a la

« former. »

§104. — On nomme poids d’une valeur (Pondus ; das Gewicht) le
nombred’observationségalement précises, requis pour que leur moyenne
arithmétique ait la méme précision que la valeur donnée, la précision
de chaque observation simple étant prise pour unité de précision.
Dans le cas actuel, le poids de 0 est p, quand on prend pour unité de
poids celui de chaque observation simple *.

Si, dans I'équation H= hv p ... Q)

on prend h pour unité de précision, on aura
P= H2 .. (9"

« Le poids de la moyenne est donc égal au carré de sa mesure de
« précision. »

Si la moyenne provenait d’un autre nombre, p*, d’'observations, on
aurait

p'= H'2;
d'ou p:p’ ==H2:H2 .. (9"

« Les poids des valeurs les plus probables sont donc entre eux
« comme les carrés de leurs mesures de précision. »

De ce que les poids sont comme les carrés des mesures de préci-
sion, il résulte que si deux quantités x, y, étaient de précisions diffé-
rentes, H, H', «on les ramenerait a la méme unité de précision, en
« les multipliant par les racines carrées de leurs poids. »

En effet, x étant rapporté al'unité H, deviendra Hx si on le rap-

* 1l faut observer que certains auteurs nommenl poids, ce que nous avons

appelé mesure de précision.
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porte al’unité 1; de méme alors y deviendra H'y; et ces expressions,
en vertu du rapport (g"), peuvent étre changées en x v pety v p'
Soit R I'erreur probable de la moyenne arithmétique

on aura (c)

Donc «si r est I'erreur probable de chacune des p observations,

sera I'erreur probable de leur moyenne arithmétique. »
Vp
Pour p' observations, on aurait

donc
ou bien

c'est-a-dire que « les poids sont réciproquement proportionnels aux
« carrés des erreurs probables. »

§ 105. — Lorsque I'on substitue a 0 sa valeur la plus probable

remarque entre le calcul et I'observation, doivent étre considérées
comme les erreurs d'observation les plus probables, et nous les ad-
mettons comme les erreurs réelles, aussi longtemps que nous n’avons
pas de nouveau moyen d’'approcher davantage de la véritable va-
leur 0. La somme des carrés de ces erreurs doit, avons-nous vu (e'),
étre égale a

Pour exprimer commodément cette somme, NoUS aurons recours a une
nouvelle notion, celle de I'erreur moyenne. Avec ies auteurs alle-
mands, nous entendons par erreur moyenne (der mittlere Fehler) *,

* On I'appelle aussi quelquefois I'erreur a craindre (der zu befirchtende
Fehler)-
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«la quantité qu’'on obtient en divisant la somme des carrés des
«erreurs réelles par le nombre des observations, et en extrayant en-
« suite la racine carrée du quotient. »

Désignons-la par €2; nous aurons, pour le cas actuel

ou bien (k")

Celle derniere équation nous donne une seconde définition de I'er-
reur moyenne : on voit que c’est « une erreur telle, que si elle
« existait seule dans chacune des p observations indistinctement, la
« somme des carrés de ces p erreurs égales serait la méme que la
« somme des carrés des p erreurs inégales €', €", €".... etc. »

§ 106. — D’aprés cela, la probabilité de la coexistence des p er-
reurs d’observation, quelque hypothése que I'on veuille faire sur la
valeur de h, est (e')

@)

De cette expression, on peut maintenant déduire la valeur la plus
probable de h; car, comme les p erreurs d'observation ont eu lieu
réellement, et que €2 est par conséquent invariable, le maximum de
la fonction P dépendra uniquement de la valeur de h; et la valeur la
plus probable de h sera celle qui rend cette fonction un maximum.

Cherchons d’abord ce maximum par le procédé du calcul différen-
tiel : passant aux logarithmes népériens nous avons :

La condition du maximum sera donc
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Telle est I’expression de la mesure de précision en fonction de I'er-

reur moyenne.
Pour une autre espéce d’observations on aurait

et par suite

d’ou, a cause de (g"),

Ainsi « les poids sont réciproquement proportionnels aux carrés, des
« erreurs moyennes. »
Si I’on suppose

il vient

C’est par cette relation que Gauss définit le poids qu’il appelle « une
«quantité réciproque au carré de I’erreur moyenne. »

Remarque. Soit 1§ I’erreur moyenne de |'unité de poids : on tirera
de (¢) n22 = p € 2 2
Telle est I'expression de I’erreur moyenne de I'unité de poids.

La formule (I) nous permet d’exprimer I'erreur probable en fonc-
tion de I'erreur moyenne, et réciproquement. On sait en effet (c) que

d’ou

ou enfin ennombres ronds;

en nombres ronds .

Appliquant les logarithmes, on a
logr = 9,6784601 — log h
log r = 9,8289749 + log €
log €2= 0,1710251 + log r.

§ 107. — Si, dans I'expression (l) de h, on remplace € par sa
valeur, on obtient
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ainsi «le carré de Jhestégal au double de I'excés de la valeur moyenne

« du carré de la variable, sur le carré de sa valeur moyenne. »

Lorsque le nombre des observations est infini, ou que la variable
est assujettie a la loi de continuité, le carré de la valeur moyenne
devient (8§ 74)

et la valeur moyenne du carré

On adonc

la fonction y étant assujettie & la condition

puisque cette expression représente |'aire de la courbe de possibilité.
En continuant a raisonner dans I’hypothese d'un nombre infini
d’observations, le carré de I’erreur moyenne est, d’aprés sa définition,

Pour intégrer le numérateur, observons que



CAS D'UN NOMBRE INFINI D’'OBSERVATIONS. 195

Le premier ternie du second membre disparait pour x = #*

,

donc

mais

donc

ce qui nous ramene a la proportion du § précédent :

L’erreur moyenne correspond a un point trés-remarquable de la
courbe de possibilité : c’est celui pour lequel la courbe marche le plus
rapidement vers |’axe des abscisses, et en méme temps, c’est le point
d’inflexion de la branche.

En effet la tangente de I'angle d’inclinaison de la courbe a pour
valeur

différentiant de nouveau, et égalant a zéro :

d’ou

Telle est I'abscisse a laquelle correspond le maximum de I’angle d'in-
clinaison de la courbe sur I'axe des x.
D’ailleurs I’expression précédente, mise sous la forme
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montre que le coefficient différentiel du second ordre change désigne,.

dans le passage de x2 Il'yadonc inflexion au point dont

| abscisse est

§ 108. - Au liea de trouver la valeur de h par une simple diffé-
rentiation, nous allons employer maintenant un autre procédé qui a
I’avantage de faire connaitre les limites probables de h, et par suite
celles de I'erreur probable.

Pour cela, nous allons regarder P comme une fonction de la
variable h; soit P' la valeur de P correspondante & une valeur un peu
différente de h, ou ah+ A : nous aurons (§ 106)

Remplagons p Log (h+ A ) par I’expression

et développons la partie entre parenthéses : il vient

Le trois premiers termes du second membre forment précisément la
valeur (elv) de Log P : donc

La valeur la plus probable de h doit rendre P un maximum absolu,

donc Log toujours négatif, quel que soit A. Le coefficient de A

doit donc étre égal a zéro, ce qui nous méne de nouveau a la
valeur (I)
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Eu égard a celle condition, il vient

PaN
Comme A est une trés-petite fraction, on peut, dans la série, négliger

tous les termes, sauf le premier, ce qui revient a faire abstraction des
termes du troisieme ordre : il reste alors

ou

La pdadie duearar ndie ar hcianinstion ckh et
abTaciledusarar A ane

et I’on doit par conséquent prendre (§ 100) pour mesure de précision
de cette détermination la quantité

L erreur probable de cette détermination est (c), (I)

Il'y a donc un a parier contre un que la véritable valeur de h est
comprise entre
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ou quelle est égale a

La précision de I'erreur probable r dépendant de celle de h, il y a
un a parier contre un que r est compris entre les limites

Ces limites peuvent étre remplacées, dans la pratique, parles limites
un peu plus larges (*)

qui, traduites numériquement, deviennent

§ 109. — Pour terminer ce qui a rapport a ce sujet, observons
que la valeur (kf) de €2, savoir

que nous avons donnée dans le § 105, n'est pas rigoureusement
I'’erreur moyenne, telle que nous l'avons définie dans ce méme para-
graphe : c’est plutdt, suivant I’expression de Gerling, I’écart moyen par
rapport a la moyenne (der mittlere Abweichung vom Mittel). En

effet n'est pas la valeur réelle de I'inconnue O, mais sa valeur la

plus probable; les erreurs ¢, ¢", €'"... sont donc fautives, et par
suite, les valeurs trouvées pour €2, r, et h, le sont également.

P
(*) En regardant l'incertitude de I'erreur probable comme une petite
VP
quantité du premier ordre dont on peut négliger les puissances supérieures.
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Pour nous élever a une valeur plus rigoureuse de remarquons
que, si nous regardons maintenant notre moyenne calculée comme
différant de la valeur réelle O, cela revient a ajouter mentalement, aux
observations qui ont été faites, une observation fictive parfaitement
exacte, et a regarder notre moyenne calculée, comme une véritable
observation.

Or, parmi nos observations o', o", o'".... il peut sen trouver
quelques-unes qui soient exactement égales a la moyenne, et cepen-
dant nous leur attribuons, comme aux autres, |'erreur moyenne €2:
il faut donc attribuer la méme erreur a notre moyenne supposée ob-
servée. L’introduction d’une observation fictive parfaitement exacte
augmente donc notre [€Z d’un nouvel €2; mais elle ne change rien
aux p observations existantes sur lesquelles doit étre répartie la
somme [¢2 + €22: nous aurons donc

d'ou

Telle est I'équation dont on se sert dans la pratique pour calculer
I’erreur moyenne d’une espece d’observations.

L’erreur moyenne de la moyenne arithmétique entre les p observa-
tions sera (8§ 106)

d’'ou enfin

ou bien

& — Nous avons indiqué sommairement (8§ 104) comment,
par la considération des poids, on rameénerait & la méme unité de
précision des observations inégalement précises. Nous allons dévelop-
per maintenant cette importante considération du poids.

D’apres la définition que nous avons posée, imaginons une série
d’observations d'inégale précision ; imaginons, a coté, une autre série
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d’observations d'égale précision. Chaque observation de la premiere
série peut étre regardée comme la moyenne d’un certain nombre
d’observations de la seconde : I'une quelconque de ces derniéres sera
I'unité de poids; et le nombre d’unités de poids qu’il faudrait réunir
pour que sa moyenne eut la méme précision que |'une des premiéres
observations, est le poids de celle-ci.

Si les observations o', 0", o
déterminer la quantité O ont des poids différents p*, p", p

. que l'on a faites (8§ 102) pour
"'.... nous
les réduirons ala méme unité de précision en multipliant chacune des
erreurs dont elles sont affectées par la racine carrée du poids cor-
respondant. La quantité a rendre un minimum sera donc alors

On en lire

égalant ce coefficient différentiel a zéro, on obtient

La valeur la plus probable est donc encore la moyenne des obser-
vations, en donnant a ce mot la signification indiquée au § 74. Si nous
faisions tous les poids égaux, nous retomberions sur I'équation (P).

Notre derniere valeur de O montre que |'unité de poids est arbi-
traire; car en adoptant une autre unité, nous ne ferions qu’introduire
un facteur commun qui disparaitrait comme se trouvant a la fois au
numérateur et au dénominateur.

Celte méme valeur de O est précisément celle que I'on trouve en
statique, lorsque I’'on calcule la position du centre de gravité d’une
droite, chargée en des points o', 0", 0"'.... de poids p*, p", p""'".. Si
les poids devenaient égaux, la position du centre de gravité serait
donnée par la formule (P).

Remarquons enfin que la formule (F') justifie un procédé pratique,
généralement employé lorsqu’on veut obtenir un angle au moyen de
plusieurs séries de répétitions. Dans ce cas, on multiplie le résultat
fourni par chaque série, par le nombre de répétitions qui lui corres-
pond, et I'on divise la somme des produits par la somme des nombres
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de répétitions : c’est qu'ici I'unité de poids est I'observation simple.

81 1 1 .- Au lieu de désigner par 1 I'erreur moyenne de I'unité
de poids, désignons-la par n2: nous aurons (§ 106, remarque)

et en général

C’est I'erreur moyenne d’une observation quelconque, en fonction
de son poids, et de I’erreur moyenne de I’'unité de poids.

Comme d’ailleurs le nombre d’observations de I'unité de poids est
représenté par.... p' + p" + p"'+ ... , I'erreur moyenne de la
moyenne arithmétique, et celle de I'unité de poids, seront en raison
inverse des racines carrées des nombres d’observations correspon-
dantes (k™) ; donc :

ou bien

équation que I'on peut mettre aussi sous la forme suivante

ou enfin

Nous pouvons assigner un poids, P, a la moyenne arithmétique,
aussi bien qu’a nos observations individuelles, en fonction de la méme
unité de poids : nous aurons toujours la relation

dou, (kvi).
théoreme analogue au principe de statique en vertu duquel la ré-
17.
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sultante des forces paralleles de la pesanteur passe par le centre de
gravité et est égale a leur somme.

§ —bour appiécier I'eridur moyenne de I'unité de poids,
nous raisonnerons identiquement comme nous I'avons fait (g 109)
pour déterminer |I’erreur moyenne d’'une observation isolée; c’'est-a-dire
que nous chercherons d’abord son écart moyen.

Or, les équations

que nous supposons en nombre », étant ajoutées, donnent

Celle valeurde n2indiquerait la quantité moyenne dont I'unité de poids
s'écarte de la moyenne des observations. Si nous voulons qu’elle
exprime I'erreur moyenne, dans la véritable acception du mol, il fau-
dra supposer que l'unité de poids ait été observée une fois de plus
exactement, et ajouter par conséquent a nos observations une fois le
carré de I'erreur moyenne. On en déduit

§113.- — Nous allons présenter quelques applications numériques
des principes exposés dans ce chapitre. Outre leur utilité pratique,
elles éclaireront peut-étre quelques points obscurs que pourraient
avoir laissés nos explications.

Premier exemple. — On a mesuré 14 fois un angle au théodolite,
et I'on a obtenu les valeurs successives inscrites dans la seconde
colonne du tableau suivant.

On a pris la moyenne O des résultats, et formé les différences
(O — 0) = (x) portées dans la troisieme colonne.

Enfin on a mis dans une derniére colonne les carrés de ces diffé-
rences.
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Nous en déduisons 0 = 14" 39",63 el nous avons en premier

lieu 0 = 17° 56' 39",63 pour la véritable grandeur de I'angle,
autant que nous puissions conclure sa valeur de ces seules obser-
vations.

Pour calculer I'erreur moyenne d’une observation isolée, el celle
du résultat moyen, nous aurons recours aux formules (k")el(kiv):
nous avons :

log [x2 2,54943 log € 2= 1,43549

.c . log 13 =8,88606 log = 0,28936 E2=
c.log 14 = 8,85387.

I+

1,40
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Ainsi, nous ne devons pas craindre d’erreur plus grande que celle
qui nous donnerait, pour une observation subséquente, 34",41 au
minimum et 44",85 au maximum. Pour ce qui concerne la moyenne,
la véritable grandeur de I’angle mesuré doit se trouver entre 38",23
et 41",03 : celle valeur est plus précise que celle d'une mesure
isolée, dans le rapport de v 14 a 1 (ou 3 34 fois plus précise).

Pour avoir les erreurs probables, il faudrait ajouter aux log. de
¢ et de E2le log. 29,82898 : on trouverait ainsi r = 3",52,
R = 0",94; et |I'on pourrait parier un contre un qu’une obser-
vation subséquente sera comprise entre 36",11 et 43", 15; et la vé-
ritable valeur de I’angle entre 38",69 et 40",57.

Enfin pour avoir les limites probables de e2et E2, il faut commencer

par les multiplier (§ 108) par ce qui donne +- 0,67 et

0,18 : il y a un a parier contre un que €2 n’est pas plus petit
que 4",55, ni plus grand que 5",89; et que E2 n’est pas plus petit
que 1",22, ni plus grand que 1",58.

Deuxiéemeexemple.— Littrow (Theoret. undpract.Astron.)a trouvé
pour la latitude de I'observatoire d’Ofen les 10 résultats suivants.

La somme des carrés des erreurs est 2,42 ;

I’erreur probable d’une observ. est 0,67449

celle du résultat ...

I'incertitude probable de ce résultat...
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Troisieme exemple. — Dans son mémoire sur la détermination
de la densité moyenne de la terre, publié en 1798, Cavendish rap-
porte les résultats de 29 expériences qui lui ont donné pour cette
densité moyenne (celle de I'eau étant prise pour unité) les valeurs sui-
vantes.

La moyenne est 5,48; la somme des carrés des écarts 1,1967.

L’erreur moyenne d’une observation isolée est . . 0,207 = €2
» » du résultat......coviveeeciecieecieenns 0,0384 = E2

5 probable d'une observation isolée................ 0,159 = r

» » du résultat.......cccevveviecieeiiiecee 0,0259 = R
La précision du résultat 18,745 = H
d’une observation isolée 348 = h

N. B. En 1857, Reich arefait a Freiber*g les expériences de Caven-
dish, et a trouvé, pour la moyenne de 57 observations, le nombre 5,44 :
les deux résultats s’accordent dans les limites de I'erreur moyenne.

On sait que Maskelyne avait trouvé 4,5 seulement, mais par un
procédé entiérement différent.

Quatriéme exemple. — Dumas a fait une série d’expériences
trés-soignées, dans la vue de déterminer, avec un nouveau degré de
précision, la composition de I'eau, et de vérifier la loi théorique du
docteur Prout, d’apres laquelle tous les équivalents chimiques seraient
des multiples exacts de I'équivalent chimique de I’hydrogene. Ainsi,
le poids d’hydrogéne qui entre dans la composition d’un poids donné
d’eau, étant représenté par 1, le poids d’oxygeéne doit étre, suivant
Prout, représenté par le nombre entier 8; ou bien, le poids d’oxy-
gene étant 100, le poids correspondant d’hydrogeéne sera 12,5. Or,
une série de 19 expériences a donné a Dumas, toutes corrections
effectuées, des nombres que nous rangerons par ordre de grandeur
de la maniere suivante.
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Les lettres S et P désignent respectivement les expériences dans
lesquelles on a employé ['acide sulfurique et I'acide phosphorique
comme corps desséchants.

La moyenne est 12,515; la somme des carrés des écarts est
0,0175.

L’erreur moyenne du résultat est

Celle d'une observation isolée est

La mesure de précision du résultat

Si I'on substitue cette derniere valeur pour H dans | équation
t= HX

et qu'on y fasse x = 0,015, on en tirerat= 1,492; et la valeur
correspondante de P sera (voyez la table n° 2) P = 0,965. Ainsi en
admettant que les nombres du tableau précédent soient affranchis de
I'influence de toute cause constante d’erreur, il y aurait environ 30 a
parier contre 1, que I'erreur qui affecte la moyenne 12,515 tombeau
dessous de 0,015 en plus ou en moins. Réciproquement, si I’on
admet, par des vues a priori, et pour satisfaire a la loi de Prout, la
valeur 12,500, il y a 30 a parier contre 1 que les nombres de Dumas,
quelques soins que cet habile chimiste ait apportés dans ses recherches,
sont affectés d’une cause constante d’erreur, tendant a donner des
valeurs trop fortes.

Cinquieme exemple. — Dans les observations de Bradley, citées a
la tin du § 101, on voit que 94 valeurs sont tombées entre 0" et
+ 0", 1, et36 entre+ 0",5et+ 0",6. La probabilité d'une erreur
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nulle est donc a celle d'une erreur O",55, comme 94 : 36; el I'on
a, d'apres le théoreme du § 100,

94 :36= 1:e -05023 2

en prenant la seconde pour unité des erreurs. — On déduit de cette
équation

h= 1781
d'ou e2= 0",397

r= 0"2677.

Ce dernier résultat différe tres-peu de celui qu'a adopté Bessel.
Si on le compare a I'erreur probable d’une observation de Cavendish
(3eexemple), on verra qu'il en est presque exactement le double. En
d’autres termes, les deux observateurs avaient une égale facilité a se
tromper, I'un de 2 dixiémes de seconde sur une différence d’ascension
droite, I'autre de un dixiéme sur la densité de la terre. Ceci explique
la remarque que nous avons faite ala fin du § 100.

Sixieme exemple. — Deux observations o',0"du méme angle ont été
faites avec le méme instrument el dans les mémes circonstances ; mais
la premiére repose sur 10 répétitions et la seconde sut 15. Pourles ré-
duire a la méme unité de précision il faut connaitre leurs poids : or le
plus simple est ici de prendre une observation individuelle pour unité de
poids, et de faire par conséquent p' = 10, p" = 15. Mais on pour-
rait choisir toute autre unité de poids, en s'astreignant seulement a la
condition p* :p" = 10 : 15= 2 : 3. Le rapport des précisions sera
toujours exprimé par v 2 : v 3 et celui des erreurs moyennes par
Vv 3 :V 2. Si nous posions p' = 2, p" = 3, I'unité de poids serait
la moyenne entre 5 répétitions.

Si les deux angles avaient été observés une seule fois chacun, mais
avec des théodolites différents, il faudrait commencer par chercher,
comme dans le premier exemple, I'erreur moyenne correspondant a
chacun des deux instruments. Supposons qu’on ait trouvé €' = 10";
€' = 5"; alors les poids devront étre déterminés de telle maniére
qu'on ait p' : p"= 25 :100 = 1:4. — Ici, nous prendrons na-
turellement l'observation o' pour unité de poids, et nous attribuerons
a 0" un poids quadruple ou une précision double. Mais si nous avions
guelque motif de préférer, pour unité de poids, les observations faites
avec un troisieme théodolite dont nous nous servirions habituellement,
et dont I'erreur moyenne serait, par exemple, de 7", alors les pro-
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duits p'€'2, p"e''2 evraient étre égaux a & 112), doup' x 100
= p" X 25 = 49; ou enfin

Septiéme exemple. — Reprenons les angles rapportés dans le pre-
mier exemple, mais en ayant égard cette fois an nombre de répéti-
tions de chacun d’eux : pour cela, nous adopterons d’abord une unité
de poids qui sera ici I’'observation simple; p ne sera donc autre chose
que le nombre de répétitions inscrit dans le registre d’observations, et
le tableau suivant se comprendra de lui-méme.
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Aprés avoir formé [p o] on calcule, d’aprés la formule (F'"),
1830
O = —= 39" 78
%6

L’erreur moyenne d’une observation simple, ou de I'unité de poids,
se calculera avec le secours de la formule (k,x) : on trouve ainsi

n2= 9", 475;
celle de la moyenne arithmétique, par la formule (kM) :
E2= + 1", 397,

celle de chaque observation, eu égard & son poids, par la formule (kv):
on adonc,

pour les observations (10) €t (13)...cccccovevriivniiniienenns €2=+6",70;
» (4).(5),(6),(7),(8),(11),(12),(14)e2= = 5 ,47;
" (2) €t (9) oo €2= + 4,74
» (1) €t (B ) ceeerrereeereereeereereeeens €2= +4 24,

Les observations que nous venons de citer ont été faites par des
éleves, avec un théodolite qui, entre les mains d'un observateur
exercé, a donné n2= 6",5 : elles sont donc de moitié moins exactes

qu'elles pourraient I'etre, puisque = 2 a peu pres; et si

l'on voulait joindre le résultat précédent a celui qu’aurait déja
obtenu un bon observateur, il faudrait, au lieu de [p] = 46, pren-
dre [p] = 23.

Premiere remarque. — En général, avant de combiner des
moyennes dont chacune a son poids particulier, il faut d’abord cher-
cher si elles sont rapportées a la méme unité de poids : si cela n’est
pas, il faut faire ce que nous appellerons la réduction des poids.

Supposons, par exemple, qu’'un aide ait mesuré un angle par 58 ré-
pétitions ; et qu’avec son résultat, O1= 51",34, [p] = 58, il nous
ait communiqué son registre d’observations. Ce dernier document
nous permettra lie calculer son €2, s'il ne I'a déja fait lui-méme :
soit & 9". Supposons en outre que nous ayons mesuré le méme
angle avec un autre instrument, ou dans d’autres circonstances, et
trouvé

02= 42"53;[pd = 25;¢€e2= 4"

Nous n’adopterons pas simplement, pour valeur de I'angle,
18
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01+ 02

2
ni méme, en n‘ayant égard qu’aux nombres de répétitions,

car cette formule suppose la méme unité de poids. Mais avec le
secours des deux ¢ différents, nous réduirons les poids, c'est-a-dire
que nous changerons les [p], de maniere qu'ils se rapportent a la
méme unité de poids, au lieu de se rapporter a I'observation simple
de chacune des deux séries. Nous pouvons effectuer cette réduction,
soit en conservant I'une des unités de poids proposées et changeant
I’autre; soit, si nous avons quelque motif de le faire, en adoptant une
nouvelle unité de poids.

Si nous voulons, par exemple, conserver [p2 = 25, et désigner
par R les poids réduits, nous aurons (k™)

16
Rl1= — X 58 = 11,4568.
8l
Les 58 répétitions de I'aide valent donc autant que 11,4568 des

noires, et le résultat définitif est par conséquent

—————————————————————————— = 45",30
R1+ [p2]
Si nous avions voulu conserver [p1] = 58, nous aurions eu
81 8l

RR= — [p2]= — X 25= 126,563;
16 16

d’ou comme ci-dessus.
[P1]+ R2
Deuxieme remarque. — En suivant les exemples numériques que

nous venons de traiter, on aura remarqué que les calculs présentent
une partie assez pénible : c’est la formation des carrés des erreurs.
On peut cependant I’éviter, et n'employer au calcul de I'erreur pro-
bable que la somme des premiéres puissances des erreurs, comme
Encke I'a fait voir (Berliner astronomisches Jahrbuch, fur 1834).
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Sans suivre 'auteur dans les développements théoriques qu’il donne
ace sujet, nous nous contenterons de rapporter sa formule, qui est :

ou, en nombres,

El représente ici la moyenne arithmétique de toutes les erreurs,
abstraction faite de leurs signes. On voit que celte formule a, sur la
formule (m\), le désavantage de donner pour I'erreur probable des
limites plus larges : ces limites sont dans le rapportdev m—2 a 1,
ou de v 114 v 1 OO. Par conséguent 100 observations, lors-
qu’'on emploie les carrés des écarts, donnent pour I'erreur probable
des limites aussi resserrées que 114 observations, lorsqu’on fait usage
des premiéres puissances.

D’ailleurs I’erreur probable, exprimée en fonction de I'erreur
moyenne €2, est r = €2pV 2; égalant ces deux valeurs der, on en
déduit pour les limites de I'erreur moyenne :

ou, en nombres,

Baeyer a employé cette derniere formule pour calculer I'erreur
moyenne de la mesure d’'un angle dans sa triangulation (die Kusten-
vermessung, § 97). La somme des valeurs absolues de 311 erreurs
angulaires est 84",0938 : il en déduit

€2= 0",339 ©,"010
ou un tiers de seconde a trés-peu pres.

Huitiéme exemple. — Dans une triangulation, |’exactitude avec
laquelle on obtient la longueur d’un c6té quelconque dépend de plu-
sieurs circonstances qui influent sur la détermination du poids de ce
coté. Ces circonstances sont :

1° La précision avec laquelle la base a été mesurée;

2° La grandeur de la base relativement a celle du c6té en question ;

5° La précision de la mesure d'un angle ;
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4° Le nombre de triangles intermédiaires entre la base et le coté :

50 La grandeur des cotés de ces triangles;

6° Enfin, leur conformation plus ou moins avantagense.

Le lecteur qui serait curieux de voir cette question traitée en dé-
tail peut recourir au t. XIX, n° 4, des Bulletins de I'Académie
royale de Belgique.

Si I'on veut se contenter, avec Baeyer (die Kustenvermessung,
§ 104), de n'avoir égard qu'au nombre de triangles intermédiaires,
on pourra admettre avec lui que la longueur calculée d'un coté géo-
désique présente d'autant plus d’incertitude, qu’il est plus éloigné de
la base, ou qu'il en est séparé par un plus grand nombre de triangles.
Lors donc qu'un méme coté a été calculé de plusieurs maniéres, en
fonction de différentes bases, les poids p', p'',p"".... de ces diverses
déterminations peuvent étre supposés réciproquement proportionnels
aux nombres de triangles intermédiaires; ce qui permet d'apprécier la
valeur moyenne du c6té, ainsi que son erreur probable.

Soient /1, 23.... les différentes longueurs d’un seul et méme coté.
déduites des bases M, N, 0,... au moyen de m, n, O...... triangles

intermédiaires; posons : la valeur la plus

probable du c6té commun sera la moyenne, c’est-a-dire

L’erreur de ce c6té, lorsqu’on le calcule en fonction de la base M, est

donc

de méme, I'erreur acraindre sur le coté, lorsqu’on le calcule en par-
tant de la base N ou de la base 0, sera

Pour trouver I’erreur a craindre sur la moyenne, représentons par
I’erreur moyenne de |'unité de poids : nous aurons (§ 112)
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n2= p'a2= p"b2= p"'c2 ..

d’ou, en supposant p triangulations,

Représentant par E2 I’erreur moyenne de la moyenne arithmétique
entre les différentes déterminations, on aura (8 111, ku)

Dans le cas de deux triangulations, il vient simplement

On mettra cette derniére expression sous une forme plus commode,
en remplagant a et b par leurs valeurs, savoir :

Substituant, on a

D’aprés Bessel (Gradmessung in Ostpreussen. p. 168), le c6té
Trunz-Wildenhof est.......cccccoovviiiiiiiininc /, = 30123T,7481;
et d'apres Baeyer (die Kustenvermessung,
page 371), ce méme cOté... /2= 30123 ,5041:

[2—/1= — 0T,2440.

Or, depuis le c6té Trunz-Wildenhof, il y a sept triangles jusqu’a
la base de Konigsberg, et trente-cinq jusqu’a la base de Berlin. On
trouve donc :

Pour I'erreur provenant de la base de Konigsberg. — (0r,0407 ;

» » » de Berlin . + 0,2033:
Valeur la plus probable du cOté ......c.covviiiiiienen, 30123T,7074 ;
Erreur a craindre sur cette valeur.......ccecevveeeenns + 0,0643.

18.
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On peut, de celte maniére, calculer les valeurs les plus probables
de tous les cdtés de la triangulation, eu égard aux deux bases mesurées.

Neuvieme exemple. — Un projectile est lancé au hasard contre une
droite de 1mde longueur; on mesure a chaque fois la distance du
point frappé a I’'une des extrémités de la droite : cette distance est une
grandeur qui peut prendre fortuitement toutes les valeurs comprises
entre 0 et 1m; la probabilité reste constante d’une valeur al’autre,
et la courbe de possibilité devient une ligne droite parallele a I'axe

des abscisses
y= c

Sa surface est

La valeur probable de la grandeur x se déduit de I’équation

La valeur moyenne est

Enfin la mesure de précision se déduit de

En conséquence, pour une série de 1000 épreuves, l’'erreur pro-
bable devient (§ 104; formule (h)) Om006 159, ou un peu plus de
six millimétres. 1l y a 20000 a parier contre un que |'écart ne s'élé-
vera pas au sextuple, ou a 36 millimétres. On réduirait ces limites
d’écart a moitié en embrassant une série de4000 épreuves.

Dixieme exemple. — Des points sont disséminés au hasard sur
la surface d'un cercle d’'un metre de rayon : la distance d'un point au
centre du cercle est une grandeur qui peut encore prendre fortuite-
ment toutes les valeurs comprises entre 0 et 1m; mais ces valeurs sont
inégalement probables.

Soit y la probabilité qu’un des points se trouve dans un cercle de
rayon X, concentrique au premier : on aura
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ou, en faisant R = 1m,

Différentiant : y= 2x, équation de la courbe de
possibilité.

Celle courbe se change donc encore ici en une ligne droite; mais
elle passe par I'origine, et fait avec I'axe des x un angle de 63° 26'.
La surface correspondante a la certitude est

La valeur probable se tire de

d'ou

La valeur moyenne s'obtient en posant

d’ou

Pour la mesure de précision on a

d’ou h= 3.

En conséquence, lés limites d'écart qui se rapportaient a I’exemple
précédent seront réduites a peu prés dans le rapport de 300 a 245.

Onziéme exemple. — Des points sont disséminés au hasard dans
I'espace enfermé par une surface sphérique d’'un metre de rayon. La
distance d’un point au centre de la surface d’enceinte est toujours une
grandeur qui peut prendre fortuitement toutes les valeurs comprises
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entre zéro et 1m. Pour la probabilité d'une valeur égale au plus ax
ou aura

d’ou y = 3x2

La courbe de possibilité est donc une parabole, dont le foyer
3
est a #Ade metre du sommet. La valeur probable s’obtient en posant

d’ou

La valeur moyenne est

Enfin, pour le module de convergence, il vient

dol

Les limites d’écart relatives au 9e exemple se trouvent donc ré-
duites environ dans le rapport de 357 &245; un peu moins que dans
le rapport de 3 a 2.

Douziéme exemple. — Concevons qu’'on ait un globe sur lequel on
ait tracé un équateur, des méridiens et des paralléles; qu’on lance ce
globe au hasard, e tqu’aprés chaque jet on marque son point de con-
tact avec le sol. Chacun de ces points aura une longitude et une lati-
tude déterminées : la premiere pourra varier de 0° a 360° et la
seconde de 0° a 90°. Si, comme nous le supposons, le globe est bien
sphérique et homogene, chaque valeur de la longitude sera également
probable, et I’on aura pour la moyenne 180°. La valeur du module
de convergence, h, sera la méme que dans le 9e exemple, pourvu qu’on
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prenne la circonférence pour unité. Si donc on embrasse une série de
1000 épreuves, I'écart probable deviendra
360° X 0,006159 = 2° 13" 2".

Les choses se passent autrement en ce qui concerne les latitudes.
Chaque valeur, x, de la latitude est d’autant moins probable qu’elle
approche davantage de 90°; et la probabilité d’une latitude comprise
entre 0° et x° est proportionnelle al’aire de la zone sphérique corres-
pondante. On a donc

d’ou y = COS X.

Telle est, dans le cas actuel, I’équation de la courbe de possi-
bilité.

La valeur probable de la latitude s'obtient en posant

d’ou

La valeur moyenne est

Or

donc

La valeur moyenne de la latitude est donc le complément de | arc
égal au rayon, ou 32° 42' 15",2.
Quant a la mesure de précision, on a
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d’ou

Il vient donc

Celte mesure de précision se rapporte au rayon pris pour unité. Si
I’on veut construire la courbe de possibilité a une autre échelle, en
prenant pour unité le quart de la circonférence (ou I’étendue des li-
mites entre lesquelles la latitude peut osciller), il suffira de multi-

plier h par

et il viendra alors h= 2,9518.

D’aprés cela, si I’on embrasse une série de 1000 épreuves, il viendra

pour I’écart probable
90° X 0,005111=0° 27'36".

Les limites d’écart, comparées a celles que |'on obtenait pour les
moyennes des longitudes, se trouvent réduites, non-seulement parce
que chaque valeur particuliere ne varie que dans un intervalle quatre
fois moindre, mais encore par suite de I'accroissement du module de
convergence.

Il résulte de la que, si I'on projette au hasard un plan sur un sol
horizontal, la moyenne des inclinaisons n’est pas 45°, comme on serait
porté a le croire, mais bien 57° 17' 44",8. En effet, on peut ima-
giner qu’a ce plan soit fixé perpendiculairement un axe, prolongé jus-
gu’'a la volte céleste. La moyenne des hauteurs des pbles, au-dessus
de I’horizon, sera, comme nous venons de le voir, 32° 42' 15",2;
donc la moyenne des inclinaisons du plan avec I’horizon sera le com-
plément de cet arc.

On pouvait pressentir que I’inclinaison voisine de 90° doit arriver
plus fréguemment que I’inclinaison voisine deO°, en remarquant qu’un
plan horizontal est assujetti a passer par deux droites, et un plan ver-
tical, par une seule. Un plan que I'on projette au hasard n'a pour lui
qu'une seule chance de tomber horizontalement : c'est lorsque son
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péle passe par le zénith; tandis que la position verticale de ce plan a
pour elle toutes les chances qui correspondent a la position du podle
sur le grand cercle de I’horizon.

Si I'on calcule, pour les cometes connues jusqu’aujourd'hui, la
moyenne de l'inclinaison de leurs orbites sur I'écliptique, on trouve
une valeur d’environ 50°. On doit donc conclure de ce fait que les
cometes ont une tendance a se rapprocher du plan de I'écliptique, con-
clusion contraire acelle qu'a tirée Laplace (Théorie analytique des
probabilités, p. 259).

8§ 114. — L’essai des armes a feu présente des applications inté-
ressantes du calcul des probabilités aux observations. Supposons que
la cible contre laquelle on tire soit assez grande pour étre atteinte par-
tous les coups : on trace par le centre C de la cible deux axes rectan-
gulaires ; on mesure les valeurs de x et de y correspondant & un grand

nombre de coups, et I’on prend les moyennes

de ces valeurs, en ayant égard a leurs signes.

Lorsqu’il n’existe aucune cause constante de déviation latérale ou
verticale, on trouvera pour X etY des valeurs nulles ou du moins
négligeables; sinon on devra conclure qu'il existe, soit dans la con-
struction de I’arme, soit dans la maniére deviser du pointeur, une cause
constante de déviation.

En variant les circonstances du tir, si I’on retrouve toujours pour
X et Y des valeurs notables, il y aura lieu de croire que la cause
constante provient de I'arme qui ne sera pas juste. |l faudra alors la
rejeter, ou la rectifier, s'il est possible, en modifiant la ligne de mire.

Le point de la cible ayant pour coordonnées X et Y est le point
d'impacte moyen, 1. La déviation de I'arme est I'angle formé par
ies deux droites qui, partant de I'ceil du pointeur, aboutissent aux
points C et I.

Dans I'essai des bouches a feu, et dans le tir d’école, on élimine-
rait I'influence du coup d'ceil, en pointant au moyen de lunettes :
chaque visée pourrait étre ainsi vérifiée par plusieurs individus. L’em-
ploi de lunettes adaptées aux bouches a feu, rendrait, nous n'en dou-
tons pas, de grands services a l'artillerie de siége, surtout dans le tir
de nuit.

La propriété qui caractérise le mieux le point d’impacte moyen.
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c'est que «la somme des carrés de ses distances a tous les points de
« la cible qui ont été touchés, est un minimum : » en d'autres termes,
si I'on compte les écarts a partir de tout autre point, la somme de
leurs carrés sera plus grande.
Soient en effet X', Y' I’abscisse et I'ordonnée du point de la cible
qui jouit de la propriété que nous venons d’énoncer; on aura
[DY= (X'- X)2+ (Y- y)2+ (X'- xX)2+ (Y- y")2+

somme qui sera rendue un minimum, en posant simultanément

Effectuant la différentiation, on obtient

ou bien, en appelant n le nhombre de coups,

coordonnées qui sont celles du point d’impacte moyen. La grandeur
de I’écart moyen est donc

La direction de cet écart, étant comptée a partir des x positifs, et
désignée par l'angle A, sera donnée par la formule
Y
tang A = Y/X
X
De deux armes essayées, la meilleure est évidemment celle dont
les résultats fournissent le plus grand indice de précision. Soit h, h":
cet indice estimé relativement aux abscisses et aux ordonnées; on
aura  §07)
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La forme du dénominateur nous montre que la question doit étre
envisagée sous deux points de vue différents.

Pour une arme dont le point d’impacte moyen sera trés-voisin du
centre de la cible, on aura les termes

nuls ou négligeables : la valeur réciproque de ces termes, ou

est ce que nous appellerons le coefficient de justesse de I'arme. |l est
rare que ce coefficient soit considérable; et lorsqu’il I'est, un change-
ment de position dans la ligne de mire suffitordinairement pour remé-
dier au mal.

Si I’on compte les coordonnéesa partir du point d’impacte moyen, ce
qui revient a faire abstraction de la premiére cause d’erreur que nous
venons de signaler, il restera, pour les valeurs des indices de pré-
cision

que nous nommons coefficients de régularité. Leur considération est
trés-importante, car on ne peut compter sur une arme qui disperse
beaucoup ses projectiles, méme lorsque eette dispersion se fait égale-
ment dans tous les sens.

19
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Les formules précédentes permettent donc d'apprécier numérique-

ment le mérite relatif des armes, tant sous le rapport de la justesse

moyenne du tir, que sous celui de la régularité des effets.
Exemple. — On a tiré 29 coups de carabine contre une cible sur

laquelle étaient tracés deux axes rectangulaires : le relevé des distances
a I'axe des x a donné les résultats suivants (le centimétre étant pris

pour unité).
épreuve 1

» 2 +
> 3 +
» 4 +
« 5 +
» 6 —
» 7 +
» 8
» 9 +
» 10 +
» 1 +
» 12 +
» 13 +
» 14 +
» 15 +

3,0
12,0
3,0
13,0
20,0
2,0
11,5
4,0
2,0
2,0
12,0
7,0
13,5
11,0
9,0

épreuve 16 — 8.0
» 17 + 8,0
» 18 + 10,0
» 19 + 70
» 20 + 75
» 21 + 6,0
» 22 — 2,0
» 23 + 11,0
» 24 — 40
» 25 — 90
» 26 — 10.0
» 27 + 8,5
» 28 + 10,0
» 29 + 55

L’ordonnée moyenne, ou la déviation verticale la plus

donc

dou g' =

coefficient de justesse =

0,1966.

Rangeant les écarts de la moyenne suivant leur ordre

on formera le tableau suivant :

épreuve 29 —

»

»

»

»

»

21 —
12 —
19 —
3 +
20 —
17 —
9 +
10 +

0,414
0,914
1,914
1,914
2,086
2,414
2,914
3,086
3,086

épreuve

»

7
2
11

m'ﬁpbﬁm

+ +

+

probable, est

de grandeur,

6,414
6,014
6,914
7.086
7,086
7,914
8,086
8,414
9,086
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épreuve 27 — 3,114 épreuve 24 + 9,086
» 15 — 3914 » 16 + 13,086
18 — 4,914 » 25 + 14,086
» 28 — 4914 » 5 — 14914
» 14 — 5914 » 26 + 15,086
» 23 — 5914

La somme des carrés de ces erreurs s'obtiendra, soit en élevant im-
médiatement chacune d’elles au carré, soit au moyen de la formule
(k, 8 108); et l'on obtiendra ainsi, pour I’écart moyen d’un coup,

ou, pIus exactement,

D’ou I'écart probable

et le coefficient de régularité

P
Comme on a n = 29, dou = 0,08846, on peut parier un

contre un que

€2 est compris entre 6¢,916 et 8c,260,

r » 4c,665 et 5¢,571 ,

y » 0,085 et 0,101.
Enfin la déviation verticale la plus probable, comparée a celle d’'un
coup isolé, a le poids 29; et par suite son erreur probable est

= 0e,950. On peut donc parier un contre un que la véritable

déviation verticale est comprise entre

4c, 136 et 6¢,036;
comme la valeur de y, 5,086, est plus que quintuple de son erreur
probable, on peut regarder comme presque certaine |'existence d’une

cause qui a fait porter les coups trop haut. Il faudrait un peu plus
de 2600 coups pour que I'erreur probable de y fat réduite a0c,1.
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Si nous avions voulu nous contenter des premieres puissances
des écarts, pris avec leurs valeurs absolues (§ 113, 2e remarque),
nous aurions trouvé pour cette somme 181,898; et par suite

181,898

d’ou r = 5c492 .

entre les limites 4,972 et 6,012.
Le coellicient de régularité y' = 0,087 serait un peu plus faible
que celui fourni par la premiere méthode.

Dans les concours de tir, on doit supposer toutes les armes égale-
ment justes, et compter les écarts A, a partir du centre de la cible
qui est le point de visée : le prix doit donc étre décerné au tireur
dont le coellicienl de régularité est le plus grand, condition qui cor-
respond a

[A2] = minimum.

Cette regle est souvent méconnue, méme par des hommes spéciaux :
elle I'a été notamment dans le Reglement sur le tir, a l'usage des
régiments d’infanterie, établi dans I'armée belge en 1848. On vy lit
en effet (p. 12) que, pour le concours du grand prix de régiment,
« on mesurera trés-exactement les écarts des balles qui auront touché
« la cible; on en tiendra note, et I'on additionnera les différents écarts
« mesurés a partir du centre de la rose : la plus petite somme d’écarts
« remporte le grand prix. »

Il n'est pas nécessaire de recourir au calcul pour reconnaitre le
défaut de cette regle. Tout le monde sent, par exemple, que si deux
concurrents tirent chacun deux balles, et que les écarts du premier
soient représentés par 1 et 3, ceux du second par 2 et 2, ce dernier
mérite le prix. Ce sentiment instinctif se justifie de la maniére sui-
vante : I’écart mesuré pouvant avoir lieu indifféremment dans tous
les sens, sa grandeur est proportionnelle, non pas a la droite qui
représente I’écart, mais au cercle décrit du centre de la rose, avec
cette droite comme rayon. Or les surfaces des cercles étant comme les
carrés de leurs rayons, le résultat le plus satisfaisant correspondra
évidemment au minimum de la somme des carrés des écarts. Dans
I’exemple que nous avons choisi, celte somme est 10 pour le premier
tireur, et 8 seulement pour le second : ce dernier mérite donc le
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prix, et les coefficients de régularité des deux concurrents sont entre
eux comme v 8 ® 10 ou comme 2,85 esta 3,16 .

Les écarts respectifs des deux tireurs seraient 1 et 2,7 pour le
premier, 2 et 2 pour le second, qu’il faudrait encore accorder le prix
a ce dernier.



CHAPITRE DIXIEME.

Precision des fonctions de quantites observees.

§ 115. — Dans la pratique, il est tres-rare qu'il suffise d’avoir
déterminé la valeur la plus probable des résultats immédiats fournis
par I'observation, et d’avoir calculé leur précision : presque toujours
les grandeurs observées doivent servir a calculer d’autres grandeurs
qui en dépendent; il nous faut donc maintenant, « connaissant I'er-
« reur moyenne d’une quantité observée, trouver celle d'une autre
« quantité, fonction connue de la premiére. »

Soit € I'’erreur moyenne de la fonction u ; P son poids:

» 0, 0", o0'™... les résultats d’observation ;
» €, €", €"' .. leurs erreurs moyennes;
» [, p", p™ ... leurs poids
il s’agit de trouver T au moyen de ¢', &", &¢"
et P » p', p", p e
On ad’ailleurs u= f (0, 0", 0" ..)

ou plus généralement F (u, o', 0", 0" ...) = O.
Pour commencer par la fonction la plus simple, traitons d’abord le

cas ou I'on a

on aura évidemment
donc.

Quelle que soit la maniére dont on combine les signes, on n’aura
jamais, aprés avoir élevé les deux membres au carré, que deux résul-
tats possibles, savoir :

Puisque I'erreur moyenne de la fonction peut avoir indifféremment
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l'une ou l'aulre de ces deux valeurs, il faut I’égaler a leur moyenne,
et poser en conséquence

Nous aurons en outre, en prenant pour unité de poids une quantité
constante, mais arbitraire :

ou

Le calcul serait le méme si I'on avait

car on aurait encore

ce qui exige que I'on pose

Pour expliquer, d’une maniére générale, ce rejet du terme affecté
du double signe, remarquons que nous ne connaissons immédiatement
que les carrés €'2,€"2.... et que, lorsque nous calculons la valeur nu-
mérique €' = Ve'2, elle doit, par la nature méme des erreurs acci-
dentelles, étre considérée comme affectée du signe + aussi bien que
du signe — . Tout produit de la forme €'e" emporte donc avec lui
le double signe, et doit par conséquent toujours étre négligé, vis-a-vis
des €'2, €"2. . . qui sont essentiellement positifs.

Cette remarque ne cesse pas d’étre applicable lorsque I'ona ¢' = €":
alors les formules () et(n") deviennent

§ 116.— Premier exemple.— Soit a calculer un angle, u, par la
somme de ses deux parties, 0" et 0". On a mesuré 0'= 109° 41'4" ,44
par 25 répétitions, avec un théodolite qui donne = 4" pour I'erreur
moyenne d’une observation simple. On a mesuré 0" = 40°26'34",26
par 30 répétitions, a lI'aide d'un théodolite dont I’erreur moyenne
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est+ 9" :la valeur la plus probable que I'on puisse déduire de ces
observations est donc u = 150° 7' 38",70.

Pour avoir la précision de ce résultat, calculons son poids, en
adoptant pour unité de poids I’observation simple faite au premier

théodolite. Alors

exemple;premiere remarque), et par conséquent (n")

Si nous avions préféré calculer I'erreur moyenne du résultat, nous
aurions eu d'abord (kv)

Quant a celle des deux angles partiels, elle est

Nous serions parvenus au méme but, indépendamment du poids, en
calculant d’abord €' et €", et ensuite € par (n).

La valeur de P montre que, pour obtenir I'angle u, il aurait mieux
valu I'observer lui-meéme, avec 5 répétitions, au premier théodolite,
que de leformer, comme on I'a fait, a I’aide de 55 répétitions. Le bon
sens pouvait faire prévoir vaguement un résultat analogue; mais le
calcul seul peut donner une appréciation exacte du désavantage de la
premiere méthode.

Deuxiéme exemple. — Quand on veut déterminer la différence
de longitude entre deux lieux, par des signaux de feu visibles a la
fois de ces deux stations elles-mémes, on doit commencer par appré-
cier, comme nous l'avons fait dans le premier exemple du § 113,
I’erreur moyenne d’une semblable observation double. L’expérience
a appris qu’elle peut étre estimée a0s,4, lorsqu’on aeu soin d’élimi-
ner toutes les causes constantes d’erreur : on aura donc la différence
définitive entre les longitudes, en divisant 0S4 par la racine carrée
du nombre des observations.
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Mais supposons que I'on veuille employer & la méme détermination
les signaux de jour donnés par I’héliotrope: ceux-ci ne peuvent pas étre
vus en méme temps des deux stations, et il faudra, pour tourner la diffi-
culté, choisir entre deux méthodes. Ou bien placer deux héliotropes
a la station intermédiaire, et donner de chaque coté des signaux simul-
tanés, ce a quoi I'on peut parvenir; ou bien, employer un seul hélio-
trope, prés duquel on place un aide muni d’un chronometre:il observe
un signal dirigé vers le premier lieu, puis un signal dirigé vers le
second, et la différence des longitudes s’obtient en ajoutant les diffé-
rences entre les heures du chronometre et entre celles des deux lieux.

Laquelle de ces deux méthodes faut-il maintenant préférer? la
réponse est facile; car si I'erreur moyenne d’une double observation
entre I'une des stations extrémes et la station intermédiaire est de
0S4, la somme de deux doubles observations semblables aura pour

poids et la seconde méthode exigera, pour donner une égale préci-

sion, deux fois plus d’observations que la premiére.

Troisieme exemple. — Gerling adéterminé la différence de longi-
tude entre Gottingen et Mannheim de la maniére suivante, a défaut
d’une station intermédiaire, visible de ces deux villes ala fois. Il lit
donner de 4 en i minutes des signaux sur le Meisner et le Feldberg,
et les observa du Frauenberg. La différence de longitude entre Got-
tingen et le Frauenberg fut déterminée au moyen de 256 observations
doubles, par lintermédiaire du Meisner; celle entre le Frauenberg
et Mannheim, par 136 signaux donnés sur le Feldberg. Donc la diffé-
rence de longitude entre Gottingen et Mannheim, qui est la somme des
deux, a pour poids (n")

136 X 256

elle est par conséquent aussi exactement déterminée que si 89 signaux
avient été donnés sur une montagne visible de ces deux villes a la fois.

§ 117.— On détermine de la méme maniére qu'au §115 la pré-
cision de la sommealgébrique de plus de deux quantités observées. Ici,
on aura évidemment
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ou bien, en suivant notre notation habituelle,

Elevant au carré, et observant que tous les doubles produits doivent
disparaitre comme affectés du double signe, on aura

On en déduit, comme ci-dessus,

ou

Pour le cas particulier ou les observations, en nombre n, sont
d’égale précision, on a

Ces derniéres formules résument un théoréeme bien important dans
la pratique, savoir :

«Toutes les parties observées étant également précises, la préci-
« sion de leur somme algébrique diminue, par leur assemblage,
«comme la racine carrée du nombre des parties augmente; et le
« nombre d'observations nécessaires pour obtenir une méme précision
« croit comme le nombre des parties. »

Supposons que, pour déterminer la différence de longitude entre
Bruxelles et Mannheim, on ait besoin de quatre stations intermé-
diaires : il faudrait, & chaque station, plus de 350 signaux, pour avoir
une précision égale a celle que Gerling a obtenue (8116) entre
Gottingen et Mannheim.

Lorsqu’on doit mesurer un angle par parties, il faut, pour I'obtenir
aussi exactement que si on I'avait observé d'un seul coup, répéter
chaque partie autant de fois qu’il y a de parties.

La méme chose se présente dans la mesure des bases : toutes cir-
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constances égales, les longues regles sont préférables aux petites.

Il est clair qu'il y a avantage a ce que toutes les parties soient
également exactes; car soit p’ la plus grande : I’équation (nvl) pourra
se mettre sous la forme

¥ a donc sa plus petite valeur possible, (n/p), quand tous les termes

suivants, qui sont positifs, disparaissent, ou quandp' = p" = p"'....
Mais si tous les termes sont égaux a l’exception d’un terme pn plus

petit que les autres, et égal a (g étant > 1), alors I’expression pré-

cédente devient

et par rapport au cas ou tous les p étaient égaux, P diminue dans la
proportion de n & (n+ g— 1). Ceci montre que I'intervention d’une
partie moins exacte que les autres est d’autant plus pernicieuse que
les parties sont en moins grand nombre; nous ne serons donc-
plus étonnés maintenant de la petitesse de P dans le premier exemple
du § 116, puisque la, pour deux parties seulement, on avait q > 4.

Enfin lors méme que toutes les parties sont égales en poids, et que
g = 1, I'expression

montre encore que le nombre de ces parties doit étre aussi petit que
possible.

Ces remarques sont particulierement d’application dans la pratique
du nivellement.
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§ 118. — Arrivons maintenant a la fonction
u= a'o.
o' a été observé directement; a est un coefficient connu, de sorte
que u est un multiple connu de o'. — Nous avons dans ce cas

d’ou

Nous avons insisté sur ce que o' était multiplié par le coefficient a'.
En effet ce coefficient peut, en général, avoir deux significations : I'une,
gque nous venons de donner; l'autre, qui indique que o' doit étre
ajouté plusieurs fois a lui-méme. Au point de vue qui nous occupe,
ces deux cas different essentiellement; car en adoptant la derniére
signification, o' aurait été observé a' fois I'une apres l'autre, et u se
composerait de a' parties égales, observées isolément : nous retom-
berions donc dans le cas particulier du § 117 et nous aurions alors

Pour mieux faire saisir cette différence, supposons que nous vou-
lions connaitre la longueur d’une colonnade réguliére, en mesurant
seulement un des 52 entre-colonnements qui la composent : nous
aurons dans ce cas

tandis que, si nous avions mesuré successivement tous les entre-
colon nements et que nous les eussions additionnés, nous aurions eu

Le temps que I’'on gagne dans le premier cas est donc compensé par une
réduction de plus des 4/5 dans la précision.
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Le but d’une triangulation est en général de calculer une longueur
I, au moyen d'une base Im, directement mesurée. Soit € I’erreur pro-

bable de I'unité de longueur : celle de la base sera

et comme la longueur calculée est déduite de la base par voie de mul-
tiplication, son erreur probable sera

(en supposant les angles parfaitement observés). Si I’on avait mesuré
directement la longueur /, I'erreur probable de cette mesure n’aurait
été quee’/ | : on en conclut que, lorsqu’on veut obtenir une longueur
le plus exactement possible, il faut la mesurer directement et sans
le secours de triangles; mais ce procédé, trés-incommode dans tous
les cas ordinaires de la géodésie, est presque toujours entierement

impraticable.
Si I'erreur probable de la base devenait v m fois plus petite, celle
de la longueur calculée se réduirait ae v | : ainsi il faudrait mesu-

rer m fois la base et prendre la moyenne des m résultats, pour en
déduire la longueur /, aussi slrement que par une mesure directe.

§119. — Le § précédent renferme la solution de cette question :
« déterminer la précision d'une fonction linéaire quelconque de plu-
« sieurs quantités observées. »

Soitu= a' o'+ a"o"+ a" o™ + ’
les coefficients a*, a", a"'.... devant toujours étre considérés comme
multiplicateurs.

Conformément a la marche déja suivie, nous aurons

U+ €= a'0'+a’ £+ a"0" + a"e" + a” 0'+ a e ;
d’ou €2= a'2e22+ a"2e"2+ a™22e"'2+ ..,

en négligeant tous les produits de la forme 2a'a" €'e". Nous aurons
donc en définitive
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Pour le cas particulierou €'= €" = g'...etparsuitep'= p"= p'"...
il vient
Exemple. — Pour les petites triangulations loeales qu'il a faites

dans la Hesse électorale, Gerling nous apprend (Beitrage zur Geo-
graphie von Kurhessen) qu’il employait a la mesure de ses bases
cing regles d’'une toise, une régle de 3 pieds, une de 2 pieds et une
de 1 pied. En les étalonnant avec la toise du Pérou, il avait, par des
opérations réitérées, déterminé non-seulement la correction de cha-
cune de ces mesures, mais encore l'erreur moyenne de chacune de
ces corrections. Ce travail lui avait donné :

Il procédait, dans la mesure d’'une base, par portées de cing toises,
et a la fin de I'opération, il placait les trois derniéres régles s'il y
avait lieu. Outre les e, il y aencore ici deux especes d'erreur a
craindre : 1° celles qui se répeétent a la pose de chaque regle, et que
Gerling estime au plus a Olig ,01 = /; 2° celle que I'on commet aux
extrémités de la base, et qu’il porte au moins a0lig ,15 = |I'.

Une base ayant été mesurée, on peut, de sa longueur, déduire le
nombre de fois que chaque régle a été portée. Ainsi, pour une lon-
gueur plus grande que 12T 5pet plus petite que 13 toises, Tlet T2
ont été portés chacun trois fois; T3, T4 T5, deux fois; ®, une fois.
Les carrés de ces nombres doivent donc (nxl) étre multipliés par les
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carrés des € correspondants. De plus, I'erreur | se répétant a chaque
pose, nous devons (nVIl) ajouter encore autant de fois /2 qu'il y a eu
de juxtapositions, c’est-a-dire 13/2, puisque 14 regles ont été posées;
enfin il faut en outre ajouter /'2, et extraire la racine carrée de la
somme. Nous avons donc en définitive, pour I’erreur moyenne de la
petite base en question,

2= 9 (0,0008)2+ 9 (0,000§ 2+ 4 (0,00062+ 4(0,0006)2-+ 4 (0,0023)2
+ (0,0003)2 + (0.0002)2+ 13 (0,012 + (0,152

d'ou £= 0lig,1543.

On voit que les erreurs d'étalonnage et de juxtaposition dispa-
raissent vis-a-vis de dans la mesure des petites bases. Il y a plus,
on devrait faire entrer dans cette valeur de I' la difficulté de centrer
rigoureusement les instruments goniométriques au-dessus des extré-
mités de la base, et alors on devrait probablement décupler la valeur
de etla porter a 1lig-,5.

§120. — Nous arrivons enfin au cas général : « déterminer la
« précision de u, lorsque u est une fonction connue quelconque des
« quantités observées o', 0", 0'".... auxquelles nous attribuons les
«erreurs moyennes €', €", €".... »

Pour résoudre ce probléeme, rappelons-nous que nous avons seu-
lement en vue des erreurs inévitables, que I'on peut considérer
comme évanouissantes, ou infiniment petites vis-a-vis des grandeurs
observées. Ces erreurs fortuites, aussi bien que les erreurs moyennes
qui en dérivent, sont donc de véritables différentielles des quantités
observées.

Or, dans le cas le plus général,

F (u, 0, 0", 0" ...) = 0,

une simple différentiation partielle nous permettra toujours d’exprimer
du, en fonction de do', do", d o par une équation linéaire; et
une fois les coefficients de cette équation formés, nous n’avons plus
qu'aposer du = + -g;do" = + -¢'; do" = +- g"... pour retomber
sur le dernier cas que nous avons traité (§ 119).

Nous avons donc

du du du
du= -——--do' - do" +-------- do™ ...
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du du

Faisant S — =1
do' dou

et remplagant les différentielles par les erreurs moyennes, on a

Elevant au carré, et négligeant les doubles produits a cause du double
signe dont ils sont naturellement affectés :

ou e= + v [I2e2] ... (nxvi)

Nous retrouvons ici nos deux formules (nxll et nxlll), avec la seule
différence que, dans ces derniéres, les a étaient connus d'avance et
donnés, tandis qu’ici nous devons nous procurer nos | par différen-
tiation et substitution.

Si les quantités observées sont d’égale précision, nous aurons

e= g V[I2] .. (nxix)
1

Le cas que nous venons de traiter englobe tous ceux dont nous
nous sommes occupés dans ce chapitre, et il et peut-étre été préfé-
rable, sous le rapport analytique et au point de vue de la généralité,
de commencer par lui, et d’en déduire tous les autres comme cas par-
ticuliers. Mais la marche synthétique que nous avons suivie satisfait
mieux I'esprit, par la clarté successive qu’elle amene dans le sujet.

Exemple. — On amesuré dans un triangle le c6té A C= b=406m,

avec une erreur moyenne de Om, 06;
on aobservé I'angle B = 29° 39" par
4 répétitions, et I'angle C= 120° 7',
une seule fois. L’instrument goniomé-
trique employé a une erreur moyenne
de 2'. — On demande I'erreur a craindre sur la longueur calculée
du coté A B= c.
Conformément aux notations précédentes, nous avons :
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u = c,
o' = b= 106m e = 0mo06,
o" = B = 29° 39'... " = 1,
o™= C= 120° 7'... ¢€'= 2
Pour trouver nos /', /""", différentions la fonction

il vient

Dans cette formule, db est un nombre qui exprime une petite gran-
deur linéaire; dB, dC sont des nombres abstraits, représentant de
petits arcs, en fonction du rayon pris pour unité :si nous voulons que
/B et dC expriment des minutes, ce qui est plus naturel vu la forme

de e" et e™, il suffira de les multiplier par sin 1'. — Nous avons
donc

Introduisant enfin ces valeurs dans notre formule (nxMll), en y faisant
e = 0,06;e" = 1;¢€' = 2 (nombres abstraits), il vient

€= 0mi5.

Si nous avions désiré connaitre la précision du 3e angle conclu,

A = 30° 14', nous aurions déduit de I’équation
A= 180—B—C,

en nous servant de la formule générale,

d’ot (nxvil)

ou bien, par les poids,

ce qui donne



238 THEORIE DES ERREURS.

$121. — Lorsque I'on a, comme dans I'’exemple précédent, des
grandeurs hétérogenes a combiner, et que l'on veut opérer par le
moyen des poids, il faut avoir soin de se rappeler que I'on calcule,
non pas avec des quantités concrétes, mais avec les nombres qui les
représentent, ou qui expriment leurs rapports avec I'unité arbitraire
que I'on a choisie pour chaque espece de grandeurs. Le plus simple
sera donc de prendre pour unité de poids, dans chaque espéce, I'ob-
servation dont nous avons résolu de prendre I'erreur moyenne pour
unité arbitraire.

Voulons-nous, par exemple, prendre I’observation de I'angle B pour
uni té de poids des observations angulaires, parce que son erreur moyenne
est 1 (minute)? nous posons tacitement par la que nous adoptons pour
unité de poids des mesures linéaires |I’observation qui a pour erreur
moyenne 1 (metre). Cela admis, le calcul doit s'effectuer sur les
nombres abstraits (ou sur les rapports des grandeurs a ces unités);
et I'on ne doit ajouter qu'a la fin de I'opération la désignation de la
grandeur obtenue. L’'exemple précédent se disposera donc ainsi :

d’ou enfin e= v 0,023881 = 0,15.
avec la désignation meétre.

Si nous avions préféré prendre pour unité de poids des mesures
angulaires, I'observation ayant autant de précision que I’angle C, dont
I’erreur moyenne est 2 minutes, il s'en serait suivi implicitement que
notre unité de poids des mesures linéaires était la mesure présentant
une erreur moyenne de 2 metres : on aurait donc eu alors

Enfin, adoptons pour unité de poids des longueurs, la mesure qui
aurait Om, 1 pour erreur moyenne : I'unité de poids des mesures angu-
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laires sera nécessairement une observation ayant 0,1 pour erreur
moyenne : nous aurons donc

= 0,6 (dixieme de métre )

e" = 10 ( « de minute
er= A ( » »
d'ou l'on tirerait € = 1,5 ( décimetre ).

Ou bien, en opérant par les poids:

\

= 2,3881;
P
et enfin €= On 22,3881 = 0m,15.
$ 122. — Nous terminerons ce chapitre par quelques remarques

importantes au point de vue de la pratique.

Le poids des observations n’est pas une quantité qui dépende uni-
guement et invariablement de I'instrument employé et du nombre de
répétitions. Des circonstances extérieures, et méme des considéra-
tions physiques ou morales peuvent influer sur le poids que I'observa-
teur attribue a ses résultats; mais il doit noter sur son registre,
avant de faire aucun calcul, les motifs de sa détermination. Il est
impossible, du reste, de prescrire aucune régle positive a ce sujet;
car comment soumettre a une appréciation exacte et numérique ce
sentiment intime qui fait qu'un observateur se juge plus ou moins
bien disposé, qu'il a plus ou moins de confiance dans ses résultats?
Il'y a la une affaire de bonne foi, de tact, d’habitude que nous n’'es-
sayerons pas d’analyser.

Il arrive trés-souvent, dans une série un peu étendue, que des ob-
servations qui ne nous étaient nullement suspectes avant le calcul,
s'écartent ensuite tellement de la moyenne, que nous sommes tentés
de croire qu’une erreur a été commise par inadvertance. C'est ainsi
que, dans le septiéme exemple du § 113, nous trouvons un x7 qui
s'éleve a 12",28, quantité plus que double de I'erreur moyenne €7;
landis que les autres x s’accordent assez bien avec les € correspon-
dants. Faut-il, pour rétablir I'accord, diminuer le poids de celle
observation douteuse, et faire ici, par exemple, p7 = 1, au lieu de
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p7 = 37? Cette marche est condamnée par tous les bons observateurs,
et I'on n’est autorisé a y avoir recours, que si les notes inscrites sur
le registre, pendant la durée méme du travail, signalent I’observation
comme ayant présenté quelque particularité qui soit de nature a la
rendre douteuse. Encore, vaut-il mieux dans ce cas rejeter compléte-
ment |'observation, que d’'invoquer le secours équivoque d'un poids
arbitraire, pour modifier a son gré les résultats discordants, et éta-
blir ainsi sur le papier un semblant d’harmonie qui, au fond, ne
prouve rien pour I'exactitude réelle. 1l est d'ailleurs trés-dangereux
pour un observateur d’entrer dans cette voie de transaction; car on
peut assurer qu’il ne lardera pas as'y laisser entrainer trop loin.

Il ne faut pas conclure de ce qui précede que I'on doive, ni méme
que l'on puisse rejeter toute observation présentant une apparence
d’anomalie : c’est une nécessité qu'on ne doit subir qu'a la derniere
extrémité. Nous citerons a ce sujet I'opinion de deux savants distin-
gués. « C’est toujours un procédé trés-aventureux, dit Hagen (Grund-
«zluge, etc., p. 132) que d'exclure d’une série d’observations celles
« qui paraissent offrir des discordances. Dés que l'on admet celte
«maniere d’agir, il n'est pas d’hypothése, si insoutenable qu’elle soit,
« a l'appui de laquelle on ne puisse invoquer I'observation; vu que
«l'on rejette les résultats qui seraient de nature a la contredire. »

«Toute observation, dit Gerling*, qui ne m’'est pas signalée comme
«suspecte par le registre des observations, est pour moi un témoin
«qui vient déposer de la vérité. Je n’ai pas plus le droit de récuser
«son témoignage, sous prétexte qu’il s’écarte des autres dépositions,
«que je n'ai celui de le torturer jusqu’a ce qu’il ait dit ce que je veux
« lui faire dire. »

* Die Ausgleichungs-Rechnungen der practischen Geometrie. Cet ouvrage élé-
mentaire, modele d'ordre et de clarté, nous a été tres-utile dans notre troisiéme
section : plusieurs de nos paragraphes n’en sont qu'une traduction littérale.
Nous avons aussi puisé dans l'ouvrage consciencieux de Fischer. Lehrbuch der
hoheren Geodasie, etc., et dans les recueils géodésiques de Dessel et de Baeyer.



CHAPITRE ONZIEME.

Détermination du résultat le plus exact déduit de
plusieurs observations.— Précision de ce résultat.

PLUSIEURS INCONNUES A DETERMINER

METHODE DES MOINDRES CARRES

$123. — Une seule et méme série d’observations doit souvent
servir a trouver la valeur de plusieurs inconnues qui sont des fonc-
tions des quantités observées; et, au point de vue théorique, le pro-
bléme sera indéterminé, déterminé, ou plus que déterminé, suivant
gue le nombre des observations sera inférieur, égal, ou supérieur a
celui des inconnues.

Dans la pratique, le dernier cas est le seul que nous ayons a consi-
dérer; car I'observateur est libre, en général, de prolonger les obser-
vations autant qu’il le juge convenable; et il cherchera dans le nombre
des épreuves un correctif aux erreurs inévitables qu’il doit com-
mettre.

On voit donc qu’il est nécessaire de faire concourir toutes les ob-
servations a la détermination des inconnues; et c’'est ainsi qu’a pris
naissance la régle des moindres carrés des erreurs. Proposée d'abord
par Legendre * comme un procédé empirique propre aintroduire plus
de symétrie dans les calculs, cette regle a ensuite été reconnue ,par
Gauss comme étant la plus avantageuse en vertu des principes
de la théorie des chances, lorsque la loi de probabilité des erreurs
est de la forme K e —h2@. Laplace a méme démontré ** qu’elle
jouit encore de cette propriété, quelle que soit la loi de probabilité-
fles erreurs, pourvu : 1° que la loi de probabilité soit la méme dans

* Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des comeétes, 1806.

** Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxice, 1823. 1l
parait cependant que Gauss possédait la méthode avant Legendre, et qu'il I'a
employée des 1795.

*** Théorie analytique des probabilités.
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toutes les observations, etlaméme pour Jes erreurs positives que poul-
ies erreurs négatives; 2° que le nombre des observations atteigne I'or-
dre de grandeur qui permet d'appliquer les formules d’approximation.

Les questions auxquelles on peut avoir a appliquer la régle des
moindres carrés se divisent en trois grandes catégories, suivant la
nature des observations qui leur servent d’éléments. Les observations
peuvent étre :

1° Immédiates, c’est-a-dire que les inconnues sont indépendantes
I’'une de I'autre et directement observées. C’est le cas le plus simple:
car comme on ne peut observer directement qu’une seule inconnue a
la fois, la regle des moindres carrés revient acelle de la moyenne,
que nous avons développée dans le neuvieme chapitre.

20Médiates. Alors on observe certaines quantités, encore indé-
pendantes I'une de I'autre, pour en déterminer d’autres qui sont liées
aux premieres par des relations données. L’astronomie présente de
fréquentes applications de ce second cas, et c’est a leur occasion que
le principe des moindres carrés a été mis pour la premiére fois en
pratique. C'est ainsi que l'observation des lieux d’'une planéte peut
servir a corriger les éléments de son mouvement elliptique.

5° Conditionnelles. Dans ce dernier cas les grandeurs cherchées
ne sont plus indépendantes I'une de I'autre; il existe entre elles des
relations, des conditions mathématiques, qui doivent toujours étre
exactement satisfaites : de sorte que toutes les valeurs fournies par
I’observation comme étant les plus probables, ne peuvent pas toujours
exister simultanément.

C’est ainsi qu’en géodésie un triangle observé n’est possible qu’au-
tant qu’il satisfait a la relation connue pour la somme de ses trois
angles. Ainsi encore, si nous mesurons dans un polygone de p cotés
tous les cotés et tous les angles, nous connaitrons trois éléments de
trop : les corrections doivent donc étre déterminées de telle maniére
gue chaque systéeme de trois éléments soit exactement ce qu’il serait,
si on le calculait au moyen des 2 p — 3 autres, par les régles de la
trigonométrie.

Pour appliquer aux observations conditionnelles la méthode des
moindres carrés, il faut faire quelques opérations préalables dont
nous parlerons en leur lieu, et au moyen desquelles le dernier cas se
raméne au second : celui-ci étant le plus important, c’est de lui que
nous avons spécialement a nous occuper. Nous allons donc exposer la
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méthode, en supposant que les inconnues soient entiérement indépen-
dantes les unes des autres.

§ 124. — Soient les p fonctions linéaires V, V', V".... des m
inconnues x, y, z, v....; soient O, O', O".... des valeurs de ces fonc-
tions, trouvées par I'observation immédiate, et supposons que ces
valeurs soient affectées respectivement des erreurs A, A', A”... en
sorte que lI'on ait

vV —0 = A
Vi — 0 = A'
V'— 0" = A" etc.
Nous supposons p > m .
La probabilité que toutes les erreurs A, A', A".... ont été réelle-

ment commises a pour expression

P=
vV p

comme nous l'avons déja posé (8§ 102); et elle sera un maximum

e- @2+ A2+ A" 2+ ..+ A%p)

pour A2+ A2+ A2+ ...+ A2p = minimum;

c’est I'équation (f) du § précité : en la traduisant, nous aurons le
principe des moindres carrés, savoir :

«Pour trouver lesvaleurslesplus probablesdes inconnues X, y, z,v...
«il faut les déterminer de maniére que la somme des carrés des
«erreurs soit un minimum. »

Les procédés de calcul qui s'appuient sur ce principe, pour déter-
miner les inconnues X, Y, z, V... constituent la méthode des moindres
carrés.

Posons donc

V = a+ax+ by + cz+ dv+ ...
P .. V' = a +ax + by+ cz+ dv+
V"= a"+ a"x+ b"y+ c"z + d"'v + --etc.

Nous avons appelé A la différence V. — O entre la grandeur ob-
servée, O, et la quantité V, calculée au moyen des valeurs les plus
exactes possibles de x, y, z..., et des coefficients a, a, b, c—

Nous aurons donc :
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en remplacant les quantités connues (a— O), (a'— 0O'), (a"— 0O"),
parn, n’, n"... *

Mais A 2+ A'2+ A "2+ ... devant étre un minimum, nous &S
pour exprimer celle condition :

Or, des équations (p'), on déduit par la différentiation

Par la les équations de condition (p") deviennent

* Si les différentes observations avaient des poids différents, p, p', p"...on
les réduirait a la méme unité de précision (§ 104) en multipliant chacune d'elles
par la racine carrée du poids correspondant : nos équations deviendraient donc

et les coefficients symétriques que nous formerons plus loin seraient ici

ce qui ne changerait rien a la solution que nous indiquons.
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Substituant dans ce groupe d’équations, au lieu de A, A', A"....

leurs valeurs déduites de (p'), on aura .. (PV
a(@x+ by+cz+ dv...+n)+ a'(a'’x+ 'y+cz+ d'v..+n)+ ..=0
b(ax+ by+ cz+ dv...+ n)+ b'(a'x+ b'y+ c'z+ dv..+n')+...=0
c (@x+ by+ cz+ dv+ n )+ c'(a'x+ b'y+ cz+ d'v...+ n)+ ...=0
d (@ax+ by+ cz+ dv...+n)+ d'(a'x+ b'y+ c'z+ d'v...+n)+ ..=0
ou bien, en développant, et ordonnant chaque équation .. (pv)

[aa+a'a'+a"a"+ ..)x+(ab+a'b'+..)y+(ac+a’c'..)z..+[an-}-a'n'-\-..)=0
(ab+a'b'+a"b"+ ..)x+ (bb+b'b'+..)xy+(bc+b'c'..)z..+ (bn+ b'n'+ ..)=0

)
(ac+a'c'+a''c"+ ..)x+(bc+b'c'+..)y+(cc+c,c,..)z.+(cn+c'n'+..)=
(ad+a'd'+a"d"+..)x+(bd+b'd'+..)y+{cd+c'd'..)z..+ (dn+d'n'+..)

Gauss a simplifié I’écriture de ces équations, et les a rendues plus
faciles a manier, en introduisant une notation particuliere pour repré-

senter les coefficients tres-symétriques qu’elles renferment : il pose
aa+ aa'+ a"a"+ a™a"+ .= [aq]

(o)) ab + a'b'+ a"b"+ a”b"+ .. = [ab]
ac + a'c’+ a"c"+ a"'c"% = [ac] ... etc.,

et obtient par conséquent, pour le cas de quatre inconnues, (nous ad-
mettons ce nombre pour fixer les idées), les quatre équations sui-
vantes, qui servent a les déterminer :

[oo] x + [abjy+ [ac]z+ [ad]v fan]= O
[ab] x + [bb] y + [bc]z+ [bd]v+ [bn] = 0O
v [ab] x + [bc]y+ [cc]z+ [cd]v+ [cn]= 0
[ad] x+ [bd] y+ [cd]z+ [dd]v  fdn]= O.

Nous les nommons équations normales (Normalgleichungen) et
leur nombre ne peut évidemment dépasser celui des inconnues, puis-
qgu'elles ne sont qu’une transformation du groupe (p"), formé en
égalant identiquement a zéro I'expression différentielle relative a
chaque inconnue.

L’élimination entre les équations (pMl) se fait trés-facilement par
la méthode des substitutions successives : on lire de la premiére
équation la valeur de x en fonction des autres inconnues, et on lu
substitue dans les autres équations; on agit de méme a I’égard des
trois équations a trois inconnues qui restent, jusqu’a ce qu’'on arrive
a une équation a une seule inconnue. Pour simplifier le travail, nous
adopterons les notations élégantes introduites par Gauss.

21
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La premiére de nos quatre équations normales donne

Si I'on transporte cette valeur dans chacune des trois équations
restantes, et qu'on réunisse en un seul terme les coefficients des
mémes inconnues dans chaque équation, on aura les formes suivantes
qu’il faut particulierement remarquer :

Les trois équations qui restent apres |'élimination de x sont donc
les suivantes
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Si I'on prend maintenant, dans la premiere de ces trois équalions, la va-
leur de y, et qu’on la substitue dans les deux suivantes, on aura d’abord

[bec . 1] [bd . 1] [bn . 1]
y= z v ;
[bb.1} [bb.1] [bb.1]
puis posant, par analogie avec ce qu’'on a fait précédemment,
[bc . 1]
[cc . 1 ]-mmmmmmmmmmeee [bc .1] = [cc . 2]
[bb. 1]
[bc. 1
[ed . 1 ]---mmmmmo- [bd. 1] = [cd . 2]
[bb. 1]
[bd . 1]
[dd . 1 ]-s=mmmememmmemneen [bd . 1] = [dd . 2]
[bb.1]
[bc . 1]
[ T A [bn.1] = [cn.2]
[bb. 1]
[6d. 1]
[dn . 1] ------eemmoeeeee [bn. 1] = [dn .2]
[bb. 1]
on arrivera aux deux équations
(o124} [cc .21 z+ [cd.2]v+ [en. 2] = 0
K [cd.2] z+ [dd .2 v + [dn.2] = O.
Tirant de la premiére la valeur de z, on a
[ed . 2] [en . 2]
zZ= \% ;
[cc . 2] [cc . 2]
la substituant dans la seconde, apres avoir fait
[cd . 2]
[dd. 2 ]--mmmmmmmmeeeee [cd .2] = [dd . 3]
[cc . 2]
[cd . 2]
[dn.2 |- [ecn .2] = [dn . 3]
[cc . 2]
il vient en definitive
®X ... [dd .3]v+ [dn.3] = O
[dn . 3]
d’ou T ;
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équation qui donne la valeur de v; puis, par des substitutions suc-
cessives, celles de z, dey et de x.

Le tableau suivant présente dans son ensemble le systéme des
équations finales (Endgleichungen), desquelles dérivent immédiate-

ment les valeurs des inconnues. Il serait facile de I'étendre a un
nombre quelconque d’'inconnues :

Remarques. — 1° La formation des coefficients auxiliaires [bb. 1],
[cd. 2], [dn.3].... etc. est caractérisée par la relation générale

dans laquelle f, g, h sont des coefficients littéraux et m un nombre.
Il est aremarquer que f est le coefficient qui ale rang (m+ 1 ) dans
le second membre de I’équation

A = ax+ by+ cz+ dv+ ...+ n.

2° La forme générale de chaque systeme d’équations (pVIl)> (pMIl),
(pIX)... montre que la suite des coefficients des différentes inconnues,
pris horizontalement dans une seule et méme équation, se retrouve
verticalement pour une méme inconnue dans les différentes équations.

3° Lorsque le nombre des inconnues est i, celui des coefficients dans
I’équation (pMI) est égal au nombre de combinaisons deux a deux, avec
répétition, qu’on peut former avec (i + 1) lettres, diminué d’une
unité (la combinaison nn n’existant pas). Ce nombre est donc (8 12)

Dans le systtme des équations (pvill), le nombre des nouveaux



METHODE DES MOINDRES CARRES. 240

coefficients a former est égal au nombre de combinaisons, avec répé-
tition, qu’on peut obtenir avec i lettres prises deux a deux, diminué
aussi d’une unité, ou a

Dans les systémes suivants, on aurait

Pour i = 4, le dernier coefficient devient égal a 2.
La somme de tous ces nombres se calcule facilement, en les mettant
d'abord sous la forme

Remarquant que la premiére colonne verticale est la somme des
carrés des nombres naturels depuis 1 jusqu’a i; et que la seconde
renferme une progression arithmétique dont le premier terme est
I'unité et le dernier {,0n réduira aisément cette expression ala formule

Tel est le nombre des coefficients auxiliaires a former. Or celte
formation étant la seule partie pénible du travail, on voit dans quelle
proportion crofit la longueur des calculs, lorsque le nombre des in-
connues augmente.

Dans I’hypothése ou nous nous sommes placés, celle de quatre
inconnues, il y a donc a former 30 coefficients auxiliaires. — Pour
étre plus précis dans le langage, il vaudrait mieux cependant, comme
nous le ferons dorénavant, donner aux coefficients de I’équation (pMI)
le nom des coefficients sommatoires, et réserver a ceux des équations
suivantes (pMll, plx...) le nom de coefficients auxiliaires.

Le résumé des calculs de la méthode de Gauss se trouve repré-
senté dans le schéma de la page suivante.

21
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§125. — 1° En traduisant la formule (pIV) on voit que :

Pour former la 1re équation normale, on multiplie chacune des
équations données par le coefficient dont I'inconnue, x, y est affectée,
et I’on fait la somme des produits.

Pour former la 2e équation normale, on multiplie chacune des
équations données par le coefficient dont I'inconnue, vy, y est affectée,
et I'on fait la somme des produits.

Et ainsi de suite.

2° Les équations normales jouissent d'une propriété particuliere :
c’est que tous les coefficients des inconnues se présentent deux fois,
excepté ceux qui ont la forme quadratique [aal], [bb]... Quelques
auteurs souslignent ces derniers pour mieux les distinguer des au-
tres. De plus, on remarque que tous les coefficients qui, dans une
méme ligne horizontale, sont a droite du facteur quadratique, se
retrouvent dans une méme ligne verticale au-dessous. On peut donc
abréger I'écriture des équations normales, en disposant leur systéme
de la maniére suivante :

ou bien de cette autre maniere :

§126. — Exemple.

les fonctions données; et supposons que |'on ait trouvé par |'obser-
vation

0= 3 0= 5; 0"= 21, O"= 14

Introduisons ces nombres dans les équations (p') et nous aurons :
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A = — 3+ X — y+ Z

A" = — 5+ 3 + 2y — 5z

A" = =2+ X+ ytd

A = — 14 - x + 3y + 3z

On a donc

a = 4+ 1 b = —1 c = + 2 n = — 3
a' = 4+ 3 b = + 2 ¢ = —5 n = — 5
a" = + 4 b = + 1 c" = 4+ 4 n" = — 21
at = 1 b = + 3 - o4 3 nt= - 14

Formant les coefficients sommatoires et auxiliaires, on a :

[aa] = + 27; [abl= + 6; [ac] = 0; [an] = — 88:
[bb] = + 15; [bc] = + 1 bn] = - 70;
[cc] = + 54;[en] = — 107.
[bb.1] = + 13,667; [bc.1] = + 1,000; [cc.1] = + 54.00;
[bn 1 ]= — 50,445; [cnl]= —107,00.
[cc 2] = + 53,927; [cn2] = —103.34.
On en déduit immédiatement :
[en . 2]
= + 1,916;
[cc . 2]
[bc . 1] [bn . 1]
y= — = + 3551;
[bb . 1] [bb.1]
[ab] [ac] [an]
X = mmmmmmmeeees y - = + 2470.
[aa] [aa] [aa]
§ 127. — Voulons-nous voir maintenant quelles sont les correc-

tions les plus probables que devraient subir nos observations? calcu-
lons les valeurs des A, en remplacant x, y, z... par leurs valeurs
numériques dans les équations (p'): nous trouvons ainsi

A A= 0,249
A' = 0,068
A" = 0,095
A" = 0,069
[A2] = 0,08041.

La connaissance de ces corrections est nécessaire, si I'on veut appré-
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cier I'erreur moyenne des observations. Soit e le nombre des équa-
tions (ou des observations); i celui des inconnues. Si nous connais-
sions a priori les véritables valeurs des inconnues, nous pourrions
calculer immédiatement les A et égaler [A2 a e fois le carré de
I'erreur moyenne, pour en déduire celle-ci : nous aurions donc, dans
cette hypothese,

Mais nous ne connaissons pas les véritables inconnues, et il faut,
pour calculer leurs valeurs les plus probables, commencer par em-
ployer i équations : il ne peut donc se manifester de contradictions
gu'entre les (e — i) restantes; et c’est sur ce dernier nombre seule-
ment que doivent se répartir les erreurs,ou les contradictionsque |'on
découvre. On aen conséquence

e- D

formule qui s'accorde avec (k", § 109); car dans les observations
directes, on n’avait qu'une seule inconnue a déterminer, d'ou i = 1.
Dans I'exemple précédent on a donc

d’ou €= % 0,283

§ 128. — Il nous reste a résoudre une question trés-importante.
L utilité de la méthode des moindres carrés ne réside pas seulement
dans la précision du résultat qu’elle fournit : un de ses avantages les
plus précieux, c’est de permettre d’apprécier numériquement le degré
d’exactitude que ce résultat comporte. Nous allons donc chercher le
poids de nos incon nues.

Dans ce but, rappelons-nous (8§ 120)qu’aprés avoir tiré de

u= f (o', o", 0"
I’équation différentielle
du= [I"do'+ I"do" + [I'" do" ..

nous en avons conclu
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P étant le poids de la fonction u; p celui des quantités observées,
o', 0", 0"™... Ici, comme toutes les observations sont supposées éga-
lementexactes, nous prendrons |'une d’entre elles pour unité de poids,
et nous aurons

1

p

Voyons ce qui arrive dans le cas actuel. — Puisque nos i incon-
nues ont été déterminées en fonction des e quantités observées
O, O, O".... ($124), le probléme serait résolu, d’aprés ce qui pré-
cede, si nous possédions i équations de la forme

X f (O, O, 0" ..)
y= 1 (0, 0, 0".)

z= (O, O, O"...)etc. ;
car nous en déduirions immédiatement

dx = aldO+ a2 O'+ a3dO" ...
@Q ... dy = B1dO+ p2dO'+ B3dO" ...
dz = y1dO+ y2dO'+ y3dO" ... etc.;

d’ou

Nous n’avons pas directement ces i équations (q) ; mais nous allons
les déduire des e équations (p). En effet, puisque O+ A = V, on a
dv = dO + dA ; différentiant les équations (p) et substituant aux dV
leurs valeurs, on aura

dA = —dO + adx + bdy + cdz+ ...
@) ... dA' = —dO' + a'dx + b'dy + c'dz+ ...
dA" = —dO" + a"dx + b"dy + c"dz+ ...etc. ;

équations qui, comparées a celles du groupe (p'), pourraient s'en dé-
duire en changeant dans celles-ci les A en dA ; les x, y, z... en
dx, dy, dz.... et les n en dO. Si donc on traite le groupe (q') par la
méthode des moindres carrés, on obtiendra i équations normales qui
ne différeront du groupe (pvl) que par les changements que nous ve-
nons d’'indiquer. Elles seront donc
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[aaldx+ [ab] dy + [ac]dz ...— [a dO]= 0
(9") .. [ab] dx+ [bb] dy+ [bc] dz ..— [bdO] = O
[ac] dx + [bc] dy + [cc] dz ...— [cdO] = O ... etc.

Théoriquement, le probléme est résolu; car I'élimination entre ces
i équations permet d’exprimer les dx, dy, dz__ en fonction des dO,
et de trouver par conséquent les valeurs des e X i coefficients
(X, B, y... ) des équations (q).

Mais les calculs peuvent étre singulierement simplifiés par des con-
sidérations particuliéres, résultant de ce que nous n'avons besoin, en
définitive, que de connaitre les [a2], [B2, [y2....

Adoptons, dans ce but, la méthode d’élimination par les coefficients
indéterminés, et multiplions chacune de nos équations (q") par les
coefficients q1, q2, g3... Il vient ainsi

[aa] qldx + [ablqldy+ [ac] qldz ..—[a dO] q1= O

(q")...[ab] qdx + [bblJgdy+ [bc] g2dz ... — [bdO]g2 = O
[ac] g&dx + [bc]g3dy+ [cc] q3dz ... — [c dO] g3 = O...etc.
Supposons que nous voulions trouver en premier lieu dx: il faudra

assigner aux coefficients d’élimination des valeurs telles, que la somme
des coefficients de dx soit égale a I'unité, et les sommes analogues
égales a zéro, pour les coefficients de dy, dz.... Cela nous donne les
i équations de e termes chacune :

[oo] gt + [ab] g2+ [ac] g3.. =1
am ... [ab] g1+ [bb] g2+ [bc]g3..= 0
[ac] gL + [bc] g2+ [cc]g3.. = 0 ... etc.
Nous les nommons équations du poids pour la valeur de x. Elimi-
nant par une méthode quelconque entre ces équations, nous pourrons
trouver les valeurs de qgt, g2, 93, qui, substituées dans (q"'), donne-
ront par voie d’addition

dx= [adO] g1+ [bdO] g2+ [cdO] g3 ...,

c’est-a-dire une équation entre dx, et les différents dO accompagnés
de coefficients numériques. Développons-la de maniére a séparer
les dO, nous aurons

dx= (agl + bg2 eq3+ ...)dO
(@) - + (@'qg+b'q2 + c¢'q3+ ..) dO'
+( a "B2+ c"q3+ ...)dO" ... etc.
Comparant cette équation avec la premiere du groupe (g) nous en dé-
duisons
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al= agl+ b+ co3+

a3= a"ql+ b"g2+ c"g3+ ... etc.

Par suite, sans calculer les valeurs particulieres des a, on peut,
avec la plus grande facilité, former [a 2] dont nous avons uniquement
besoin. Il suffit en effet de multiplier la premiére des équations (qVl)
par al la seconde par a2, la troisieme par a3... et d'ajouter. On
obtient ainsi

@) . . . [aZ= [aa] @+ [ab] @+ [ac]lq3--

Cette valeur de [a 2] est bien plus simple encore qu’elle ne le pa-
rait ici; car nous allons faire voir que le coefficient de g, est égal a
I'unité, et que ceux de g2, q3... sont égaux a zéro.

En effet, nous avons déja fait remarquer que les erreurs A peu-
vent étre considérées comme des différentielles des quantités obser-
vées : A est donc du méme ordre que dO, et la différentielle dA peut
étre négligée vis-a-vis de dO, comme étant une quantité du second
ordre. Cette considération réduit nos équations (g') a la forme

do = adx + bdy + cdz +
Q) ... dO' = a'dx + b'dy + c'dz +
dOo" =a"dx + b"dy + c"dz + ... etc.
Multipliant la 1re par al, la 2e par a2, la 3e par a3.... et ajou-
tant les e équations résultantes, le premier membre ainsi obtenu sera
identique avecle second membre de la 1re des équations (q); par suite
le second membre de I’équation résultante devra étre égal a dx; donc
le facteur de dx, dans ce second membre, devra étre égal al'unité, et
les facteurs de dy, dz... égaux a zéro.
Ainsil'on a [aa]l]= 1; [ab]= 0; J[ac] = O.
Notre équation (qul) devient donc enfin
1
[2] = ql=
P.

Il est clair d’ailleurs qu’en agissant d’'une maniére analogue, on trou-
verait pour les poids dey, z....

B2 = d2 = —
P2
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Remarquons que la recherche des poids des inconnues, dont nous
venons d’expliquer assez longuement la théorie, exige dans la pra-
tique peu de calculs nouveaux ; car les coefficients des équations du
poids sont les memes que ceux des équations normales; et I'on na
d’autre travail que celui de I'élimination, pour trouver gl ou g2
ou q"3...

Tous les développements qui précédent se résument donc dans
cette regle pratique bien simple :

« Pour trouver le poids Pn d'une inconnue, x, on remplace, dans
« |'équation normale relative ax, la quantité toute connue par— 1;
« dans toutes les autres équations normales, on remplace la quantité
« toute connue par zéro. — En méme temps, on met qn a la place
«de x, et’on élimine toutes les inconnues restantes.» On trouve ainsi
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Remarque. — Les équations du poids ne différant des équations
normales que par les termes tout connus que renferment ces dernieres,
il s’ensuit que si, dans chacun de ces deux systémes, on éliminait suc-
cessivement toutes les inconnues sauf une seule, x, le coefficient de
X serait identiquement le méme dans les deux équations finales : or,
d’apres ce que viennent de nous montrer les équations du poids, ce
coefficient est précisément le poids de x.

Il suit de la que I’'on peut se dispenser d'opérer sur les équations
du poids, et éliminer simplement entre les équations normales (en
ayant soin de n’introduire aucun facteur d’élimination). Le coefficient
de I'inconnue qui reste la derniere est le poids de celte inconnue.
Ainsi le poids de v (§ 124) est [dd. 5] ; et pour obtenir ceux de z,y,X,
il suffirait de former les coefficients [cc. 3], [bb. 3], [aa. 3].

Cette méthode, qui est celle de Gauss (Theor. motus corpor.
ceel.,$182), fournil donc ala fois les inconnues etleurs poids. Ou peut,
nous semble-t-il, la justifier directement par le raisonnement qui
suit. Dans la résolution d'un groupe d’équations par la méthode des
moindres carrés, on remplace I'ensemble des relations qui existent
entre une inconnue, x, et toutes les autres inconnues, par une rela-
tion unique (I’équation normale relative a x) dans laquelle chacun
des coefficients primitifs de x a été remplacé par son carré. Sous le
rapport du poids des observations, les équations normales ne sont
donc pas la traduction exacte des équations primitives : ellesexagérent
I'importance de celles-ci.

Or, quand on élimine entre les équations normales toutes les in-
connues, sauf x (en évitant soigneusement I'introduction ou la sup-
pression de tout facteur), on arrive a une expression de la forme

Px = k,
dans laquelle le poids de x est P2($ 118). Mais comme le poids de
cette inconnue, eu égard aux équations primitives, doit étre réduit
dans le rapport de la seconde puissance a la premiéere, il devient par
conséquent P.

Ce raisonnement si simple paraitra peut-étre insuffisant a quelques
esprits rigoureux : nous le croyons toutefois tres-propre a graver le
principe dans la mémoire, et méme ajeter quelque clartésur la théorie
précédente.

$129. — Comme application, calculons les poids des inconnues
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dont nous avons déterminé ($ 126) les valeurs les plus probables.
Les équations du poids de x sont ici

On en déduit par I'élimination ordinaire

d'ou P1= 24596 ... poids de x.
On trouverait, par une marche analogue,

P2= 13,649, ... poids dey.

P3 = 53,927, .. » z.
Cette derniére valeur n'est autre chose que celle du facteur [cc. 2].

Quant a I’erreur moyenne de chaque inconnue, elle se calculera

en fonction de son poids, et de I’erreur moyenne (§ 127) de I'unité
de poids.

On aura donc (kv) €' = 0,057 erreur moyenne de X
e" = 0,077 » y
e = 0,039 » » z.

$ 130.— Ajoutons quelques exemples pour familiariser le lecteur
avec I'application de la méthode des moindres carrés. —

1° On doit faire passer une droite par quatre points dont les coor-
données n'ont pu étre mesurées qu'approximativement : quelle est
I’équation la plus probable de la droite?

Les coordonnées approximatives des quatre points sont

X = 0 ...y= 3,5
x= 88 ..y= 57
x = 182 ... y= 82
X = 274 ... y= 10,3.

Puisque la ligne est droite, elle doit satisfaire a I'équation
Y= aX+ B,
dans laquelle a et B sont les inconnues a déterminer. La mettant
sous la forme
0= aX+ B—Y,
et la comparant a la forme générale
0= ax + by+ i,
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on a pour équations normales :
[XX] a+ [X .1] B - [XY]= O,
[X] aff B- [Y] =0.

Substituantauxquatre groupes de coordonnées leurs valeurs observées,

on trouve [XX] = 115944
[XY] = 4816,2
[X] = 544
[yr = 27,7
[q = 4
d'ou 115944 a + 544 3 — 4816,2= O,
544 a + 43— 27,7= 0.
L’élimination donne a = 0,02500
B = 3,52475;

et I’équation la plus probable de la droite est
Y = 0,025 X + 3,525.
Comparant ce résultat avec les observations, on trouve

Calcul. Observations. Erreurs. Carrés des erreurs.

pour x = 0 ...y= 3,525... 3,500 + 0,025 0,000 625
= 88 ..y= 5,725... 5,700 + 0,025 0,000 625
= 182 ..y= 8,075... 8,200 — 0,125 0,015 625
= 274 ...y = 10,375 ... 10,300 + 0,075 0,005 625

[A2 ¥ 0,022 500.

L’erreur moyenne est donc

2° On veut représenter I’équation de la trajectoire d’'un projectile
par une expression de la forme

Y= aX+ BX2+ y X3:

et I'on demande a l'observation la valeur la plus probable des coeffi-
cients a, B,

Pour cela, on placera de distance en distance un certain nombre,
n, d’écrans, contre lesquels on tirera; on fera le relevé du coup, et
I'on obtiendra ainsi n ordonnées de la trajectoire, correspondant a
des abscisses mesurées d’avance, ou n équations de condition analo-
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gués a la premiére. Les résolvant par la méthodedes moindres carrés,
exactement comme dans I’exemple précédent, on obtiendra la valeur
la plus probable des constantes cherchées. L’erreur moyenne du ré-
sultat montrera jusqu’a quel point I’hypothése dont on est parti est
admissible; c’est-a-dire qu’elle décidera si I’on peut assimiler la tra-
jectoire a une courbe parabolique du troisieme degré.

Il est clair que, pour se soustraire aux causes accidentelles d'er-
reur, on ne se contentera pas d'une seule expérience : on en fera
plusieurs, dans des circonstances identiques de charge et de poin-
tage, et I'on prendra, sur chaque écran, la hauteur moyenne du point
d’'impacte. On aura ainsi l'ordonnée moyenne correspondant a
I’abscisse de I’écran; et c’est I'erreur moyenne de celte espece d’ob-
servations qu’il faudra comparer a celle du calcul, pour juger de la
légitimité de I’hypothése admise.

Nous nous dispenserons d’appliquer les nombres a cet exemple,
parce que les données d’observation nous manquent : il n'offre du reste
rien de particulier, et sa solution rentre tout a fait dans celles de
I’'exemple qui précede et de celui qui suit.

30 Les expériences suivantes, faites par Hagen, ont eu pour but
de trouver I’expression de la résistance que I’air oppose a un mobile,
en fonction de la vitesse de ce mobile. (Voy. Grundziige der
Wahrscheinlichkeits-liechnung, 8 38). V exprime la vitesse (en
pieds) et R la résistance de I'air (en demi-onces) sur I'unité de surface
(un pouce carré).

Il a trouvé pour

Un simple coup d’ceil jeté sur ces nombres montre que la résistance
n'est pas exactement proportionnelle au carré de la vitesse, comme
on a coutume de 'admettre ; et que I'on doit, pour exprimer R en
fonction de V, introduire encore un terme qui renferme la vitesse a
la premiére puissance. Malgré cette correction, les résultats ne con-
cordent pas encore d'une maniére entierement satisfaisante, et

22
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Hagen a introduit dans sa formule un troisieme terme ayant pour fac-
teur V3. Nous posons donc -

ce qui donnerait des équations aux erreurs, de la forme

Mais en agissant directement sur cette espece d'équations, nous ac-
corderions trop d’'importance aux observations qui se rapportent aux
fortes résistances, parce que les erreurs absolues y sont les plus
considérables. Pour donner une égale influence a toutes les observa-
tions, nous appliquerons la méthode des moindres carrés aux erreurs

2\
relativesB et nos équations aux erreurs seront de la forme

Comparant a I'équation type du § 124, nous voyons qu’il faut ici
remplacer, dans les formules de ce paragraphe,

Les coefficients sommatoires ont donc les valeurs numeériques sui-
vantes
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Les substituant dans les trois équations normales, on obtient par
I’élimination
a = + 0,000 06473
B =+ 0,000 29221
y = + 0,000 00598 :

et la formule empirique exprimant la résistance de I'air devient ainsi
R = 0,000 0647 V + 0.000 2922 V2+ 0.000 00398 V3.

L’employant a calculer les résistances correspondantes aux vitesses
observées, on trouverait

o
I
o

000 214
000 370
000 718
001 423
002 820
005 634
= 0, 04l 499.

Les erreurs restantes seraient donc
A = + 0, 000 003
011
0, 000 002
, 000 020
0, 000 006
0, 000 052
= + 0, 000 026.

1
(ol e]

1l
O O«

1
o e]

|
o
o
o
o

1
+ o+
o

Pour obtenir I'erreur moyenne, nous devons revenir aux erreurs
relatives, c’'est-a-dire, diviser chaque M par le R correspondant.

On trouve ainsi

d’ou I’erreur moyenne

L’erreur probable
Quant aux erreurs probables relatives a chacune des trois inconnues
en particulier, on trouve

pour a ... r = 0, 000 00816
» B ..r= 0, 00000937
» Y ..r= 0,000 00182

La valeur absolue de la premiere constante est environ huit fois plus
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forte que son erreur probable : il y a donc plus d’un million a parier
contre un que la nécessité d’introduire un terme renfermant la pre-
miere puissance de la vitesse ne provient pas d’erreurs accidentelles
dans les expériences. La nécessité du terme en V3 nous parait beau-
coup plus contestable.

4° Les formules de la mécanique, d'accord avec les résultats de
I'expérience, nous apprennent que la longueur, /, du pendule a se-
condes varie avec la latitude, A, du lieu d'observation; et que ces
deux quantités sont liées entre elles par la relation
I= A+ Bsin2A
A et R sont deux constantes a déterminer.

Pour A= 0° .. ona A=1
et pour A 90° ... » B= | —A;

de sorte que A est la longueur du pendule a I’équateur, et B la diffé-
rence entre les longueurs du pendule au péle et a I’équateur. Deux
observations, faites sous des latitudes trés-différentes, suffiraient a la
rigueur pour déterminer les valeurs de nos deux constantes ; mais le
résultatsera évidemment d’autant plus exact, que I’on fera concourir a
cette détermination un plus grand nombre d’expériences, en les trai-
tant par la méthode des moindres carrés.

Or, on trouve dans I’Astronomie de Biot (t. IIl, p. 104) les obser-
vations suivantes de la longueur du pendule a secondes centésimales.

Substituant aux sinus des latitudes leurs valeurs numériques, on
obtient six équations de condition, savoir:
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Al 5= 0,741 2517— A 0,390 3417 B
A2 = 0,741 6243— A - 0,494 2370 B
A3= 0741 6151- A — 0,497 2122 B
A4= 0,741 7157— A — 0,513 6117 B
A5 = 0,741 9262— A — 0,566 7721 B
A6 = 0,742 0865— A — 0,604 5628 B

qui conduisent facilement aux deux équations normales

— 4,450 2195 + 6 A+ 3,065 7375 B= 0

— 2,273 97288 -j- 3,065 7375 A + 1,593 39312 B= 0.
Les divisant par 6, et éliminant ensuite par la méthode ordinaire,
on trouve A = 0m,739 703526
B = 0m,003 913689.

Par conséquent, la formule numérique qui donne la longueur du pen-
dule centésimal, sous la latitude A, est

I= 0m,739 703526 + 0Om,003 913689 sin2 A.
Recalculant par cette formule les six observations du tableau précé-
dent, on trouverait les valeurs des A, et par suite I'erreur moyenne
d'une observation; puis on calculerait séparément, comme dans
I'exemple précédent, Terreur moyenne de A et celle de B.

Le tableau suivant, extrait de I’Astronomie de Bobnenberger, pré-
sente les longueurs du pendule a secondes sexagésimales, observées
sous des latitudes tres-différentes. On a pris pour unité la longueur
du pendule a Paris, qui, suivant Borda, est de 440lig-,559.

LONGUEURS

OBSERVATEURS LIEUX LATITUDES. 28}
PENDULE
Bouguer . . . Pérou .. .. o 0 0,996 69
» Portobello . . 9 34 0,996 89
Le Gentil . . Pondichéry . 11 56 0.997 10
Campbell. . . .Jamaique . . 8 0 0.997 45
Bouguer . . . Petit-Goave . 18 27 0.997 28
Lacaille . . . Cap....... 33 55 0.998 77
— Formentera . 38 40 0,999 08
Darquier. . . Toulouse. . . 43 36 0.999 50
Liesganig . . Vienne. . . . 48 13 0,999 87
Bouguer. . . Paris............. 48 50 1,000 00
Zach............. Gotha . . .. 50 56 1,000 06
Graham . . . Londres . . . 51 31 1,000 18
Grischow. . . Arensberg . . 58 15 1.000 74
Mallet . . . . Pétersbourg . 59 56 1001 01
Maupertuis .  Pello . 66 48 1.001 37

Mallet . . . . Ponoi.... 67 5 1.001 48
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Ces observations (a I’exception de celle de Formenlera) ont été cal-
culées par Puissant (Traité de géodésie, t. Il, p. 341), d'apres la
méthode des moindres carrés. Le résultat qu'il trouve conduit a la
formule

1= 0m,739 5752 + 0m,004 07830 sin2A .

pour exprimer la longueur du pendule a secondes centésimales.

5° Pour évaluer en secondes une division du niveau a bulle d’air,
on attache le niveau a la lunette d’un cercle méridien, de maniere que
I’axe du tube soit parallele au plan du cercle; puis on pointe succes-
sivement a différentes hauteurs, et I'on fait sur le cercle les lectures
a, a', a"... correspondantes aux positions n, n*, n"... du milieu de
la bulle. L’observation étant tres-délicate, on la répéte plusieurs fois,
et I'on calcule le résultat le plus probable par la méthode des moin-
dres carrés.

Faisons, pour simplifier, a = 0, ce qui revient a supposer que la
lecture faite sur le cercle donne zéro, lorsque le centre de la bulle
occupe la position n : de celte maniere, I'arc a' — a, parcouru par la
bulle entre ses deux positions n et n', sera simplement désigné par a‘,
et ainsi de suite ; soit de plus y la valeur, en secondes, d’une division
du niveau; x le nombre de secondes qui correspond any, ou l'incli-
naison de I'axe du niveau, par rapport au diametre initial du cercle,
lorsque la bulle donne la lecture n; on aura les équations suivantes :

0 = x+ ny
a'' = x+ nvy . @
a"= x + n"y ..

L expression qu’il faut rendre un minimum est donc
(+ x+ ny)2+ (—a'+ x + n'y)2+ (—a"+ x + n"y)2+

La différentiant successivement par rapport a x et par rapportay, et
égalant a zéro les coefficients différentiels, on a

0= (+ x+ ny)+ (- a+ x+ ny)+ (—a"+ x + n"y) +
0= (+ nx+ n)+ (—a'n'+ n'x+ n'2)+ [—a"n"+ n"x"+ n"*y)+ ..

qui se réduisent a deux équations normales de la forme générale

[an] = [aa] x + [ab]y
[bn] = [ab] x + [bb] y.

Dans le cas actuel, ces deux équations deviennent
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L1x + [n]y —{fa] = 0.
[l x + [nn]y — [an] = O;

et la premiére provient de I’addition immédiate des équations (1) ; la
seconde, de |'addition de ces mémes équations, aprés avoir préalable-
ment multiplié chacune d’elles par le coefficient de y. — L’élimination
de x fera connaitre la valeur la plus probable de y.

Application. — Pour déterminer la valeur d’une division d’un ni-
veau a bulle d’air, on I'a attaché a la lunette d’un cercle méridien, et
I’on a fait les observations suivantes.

Les équations normales sont donc

+ 3,508 = 5x — 185y
+ 13,702 = - 1,85x + 1634875y ;

d’ou I'on déduitx = 0,73470;y = 0,090097.

Six séries analogues ont été faites par Baeyer au cercle méridien
de I’Observatoire de Konigsberg : il a obtenu pour y les valeurs
suivantes :

y = 0,090 097
0,090 052
0,088 077
0,088 830
0.087 307
0,088 523

valeur moyenne y = 0,089 526.
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Un tour de vis de I'appareil micrométrique était pris pour unité: ce
tour de vis vaut d'ailleurs 34",239; il s'ensuit qu’'une division du
niveau = 5",065.

Ea somme des carrés des erreurs des six déterminations de y est
0,000010257104; par suite I’erreur moyenne

€=V B= + 0,0013075= * 0",045

§ 131. — La méthode des moindres carrés, telle que nous |'avons
développée, suppose que les relations primitives qui existent entre
les inconnues sont de forme linéaire. Elle se compliquerait beaucoup
et deviendrait matériellement inapplicable, pour toute autre forme.
Heureusement on peut, au moyen d'une solution indirecte, ramener
ce dernier cas au premier.

Pour cela, parmi toutes les équations fournies par I'observation, on
en choisit autant qu’il y a d’inconnues, et I’'on détermine les valeurs
de ces inconnues par les procédés ordinaires de l'algébre. Trés-sou-
vent méme, ce travail préparatoire est inutile, car on connait déja les
valeurs approximatives des inconnues, et les observations n’ont
pour but que de corriger ces valeurs. C'est le cas qui se présente,
par exemple, lorsque I'on emploie les observations des planétes,
pour corriger les tables de leur mouvement.

Soient donc X, Y, Z... les valeurs approximatives de x, y, z...
données a priori, ou déduites d’'un premier calcul purement algé-

brique : il s'agit de calculer les corrections x*, y’,

z'... dont ont

besoin ces premieres suppositions. On a par conséquent
x= X+ x'; y= Y+ vy, z=z+ 72" ..
Introduisons les valeurs provisoires dans les équations proposées;
elles donneront
Vo =F (X,Y,Z..)
Vo= F (X,Y,Z..)
V"0= F" (X,Y,Z ..)
c'est-a-dire e équations entre i inconnues, qui permettront de cal-
culer les valeurs numériques des fonctions VO, V'0, V"0...
Si nous introduisons X + x', Y+ y', Z + Zz'... dans nos équa-
tions primitives, au lieu de x, y, z... nous obtiendrons :
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V. = F (X+ X', Y+y' Z+1%

VIZEU(X X Y+ yn Z+ 2.)
V= F"(X +x' Y + Yy, Z+ 2 ptc.;

ou bien, en développant d’aprés le théorémede Taylor, et négligeant
les puissances supérieures des petites corrections x', y*, z'...

ne sont autre chose que les dérivées partielles
de la fonction primitive V, dans laquelle on a substitué X, Y, Z...
a X, Yy, z...; il en est de méme de etc. Désignant

ces quantités connues par a, b, c..., a‘, b*, c'..., on obtient entre les
corrections x’,y’, z'... des équations de la forme

vV = VO + B by+ cz' +
V= Vo + ax' + by'+ Cz'+
V"= V"0+ a"x'+ b"y'+ c¢c"z'+ .. etc.

Soit O la valeur de V fournie par I'observation; nous aurons
O—V= 0—V0— (@x"+ by + cz'..):

faisons V — 0 = A, quantité inconnue;
Vo— O= n, quantité connue :

ilviendra A = ax' + by'+ cz'+ ...+
Onauraitde méme A' = a'x" + by' + c¢'z'+ ..+ n'
A= a"x'+ b''+ 'zl + -

Systeme entierement semblable au groupe (p') du 8 124. Chaque
observation fournit donc entre les corrections x', y', z"... une équa-
tion linéaire; et I'’ensemble de ces équations se traitera par la meé-
thode exposée précédemment.

23
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§ 132. — 1° On trouve en géodésie de fréquentes occasions d’ap-

Soit, par exemple :

AOB =
AOC =
AOD =
BOC =
' BOD =
COD =

pliqguer la méthode qui vient d’étre ex-
posée. Admettons, par exemple, qu'un
observateur, en station au point O, dé-
couvre quatre sommets A, B, C, D de la
triangulation : il pourra, pour déterminer
les directions relatives des quatre rayons
visuels OA, OB, OC, OD, mesurer les
six angles horizontaux AOB, AOC, AOD,
BOC, BOD, COD; et en déduire, de plu-
sieurs manieres différentes, lesvaleursdes
angles cherchés *. 1l y a donc lieu d’opérer
ici la compensation des observations; et de
chercher, par la méthode des moindres
carrés, la valeur la plus probable du résultat.

48° 17" 1"4 = x
9652 16 8=y
152 546 8=z
4835 14 3=y—x
104 37 7 8=z —x
56 148 9= z—y.

Dans le cas actuel, les valeurs approximatives des fonctions pro-

posées se trouvent sans aucun calcul, en les supposant a peu pres

égales aux résultats immédiats de I'observation. Soient donc les sup-

positions suivantes, que nous écrivons en supprimant les degrés et les

minutes :

X = 1"+ X'
y= 17"+ y’
z= 7"+ Zz

*Cette méthode d’'observation, recommandée par les auteurs allemands, est
désignée par eux sous le nom de « Horizont-Abschluss»; locution qu’il ne faut pas
confond re avec I'’expression frangaise « tour d’horizon. »
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Nos équations de condition seront

—0"4+ X' =0
+ 02+ vy =0
+ 0,2+ 2z =0
+ 1,7+ y' —x'=0
— 18t 72 —x"=0

+ 1 1+ z2 —y' = 0.

Les coefficients sommatoires et auxiliaires seront

[aa] 3 [an] = —0",3
[ab] = — 1 [bn) =+ 0,8
[ac] = — 1 [ecn] = —0 5
[bb] = 3
[b] =—1
[cc] = 3.
[cc.2] = 2. [ecn.2] = — 0",25.
On aura donc pour équations finales :
1 1
X ' MR z' — 01 = 0
3 3
1
y'-—mm z'+ 0"26 = O0;
2

2= + 0125
— 0,20
"=+ 0,07

D’ou

X

Eu nous bornant au dixieme de la seconde, les valeurs les plus pro-
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bables des inconnues seront donc :

z = 152054' 7",1,
y = 9% 52 16 ,8.
x= 4 17 1.1

Si I'on compare ces éléments corrigés aux résultats immédiats four-
nis par I'observation, on trouvera les erreurs

La somme des carrés de ces erreurs est 7",94 : le nombre des élé-
ments a déterminer étant 3, on a donc, pour I'erreur moyenne d’une

observation.

La forme des équations de condition suffit pour montrer que les trois
inconnues sont déterminées avec une égale précision : les équations
du poids sont d'ailleurs trés-faciles a former; on aurait, par exemple,

pour celles qui sont relatives a x,

31— q@2— g3 -1=0
—Qi+ @ -§ =0

— Q1l— R+ 30g3 = 0.
Doublant la premiére et I'ajoutant aux deux autres, on obtient immé-

diatement Q, = d'ou P1= 2.

L'observation simple a été prise pour unité de poids; il s’ensuit
que I'erreur moyenne de chaque détermination est (kv)
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Nous traiterons plus loin le cas ou les angles observés formeraient
un tour d horizon.

2° On veut rattacher la position
d’un point inaccessible, K, ala base AP:
pour cela, on a mesuré les trois angles
KAP, KBP, KCP, ainsi que les dis-
tances AB, BC. Il s'agit de trouver la
valeur la plus exacte de I|'ordonnée
KP = 'y, et de I'abscisse AP = x.

Les données de la question sont

Nos équations primitives sont

Au moyen de la premiére et de la troisieme, calculons les valeurs pro-
visoires de x et de y : nous trouvons ainsi

X = + 20, 414:

Y = + 36, 946.
Soient o, o', 0", les valeurs de 0,0, 0"que I'on calculerait au moyen
des éléments provisoires X et Y : nous avons
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Différentianl la premiére de ces trois relations, nous avons

On peut transformer cette expression, en y introduisant les valeurs

de CK = r; BK = r'; AK = r", qui sont faciles a calculer, et qui
ne sont autre chose que (X — D) cos 0; (X — D') cos 0'; X cos 0".
Nous remplacons en outre Y par rsin o = r'sin o = r"sino"; et

nous multiplions le second membre par sin 1" pour réduire do en
secondes. Il vient

Nous en déduisons

Retranchant les angles observés des angles calculés, on trouve
o —0=n =+lss
o0 —0O=n=+ 0,9
o"—0"=n"= + 1,24

Nos équations linéaires sont donc

A = — 55616x'+ 3445y'+ 1,55
A' = — 51257 x’+ 1530,9y'+ 0,90
A" = —4277,1 x' + 2363,3y'+ 1,24.

A la rigueur il était inutile de les transcrire; il était méme superflu
de former les nombres n, b, etc.: leurs logarithmes nous suffisaient.
Au moyen de ces logarithmes et de ceux des n, on formera les coeffi-
cients des équations normales, qui sont
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Si nous voulons que x' et y' soient exprimés en millimétres, il
suffira de diviser par 1000 leurs coefficients. Nos équations normales

0
0;

seront donc 75498 x' — 19874 y' — 48537,13
— 19871 x" + 8047 y' + 4842,12

et I'on en tire x'" =+ 0,24896
y' = + 0,01305.
Nos coordonnées définitives sont donc
x = 20,414249
y = 36,946013.

Voulons-nous subsidiairement voir quelles sont les corrections que
devraient subir nos observations, remplagons x' et y' par leurs va-
leurs dans les équations de condition, et nous trouverons

A = + 047
A" = — 0",36 [AZ = 0",2026.
A" = + 0"21.

Valeurs que nous pourrions aussi trouver, en recommengant, avec les
éléments définitifs, le calcul de o, o', o".

Pour trouver la précision de notre résultat, formons les équations
du poids au moyen des équations normales; ce qui nous donne :

75498 QI 49871q2-1 = 0 ]

Eliminant, on trouve

Remarquons que |'unité de poids se rapporte a la seconde pour les
angles et au metre pour les longueurs; Q1 Q2 étant exprimés en
millimetres, il faut commencer par les diviser par 1000. Cela posé,
I’erreur moyenne de I’observation est
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donc

L 'abscisse est doncdéterminée trois fois plus exactement que l'ordonnée.

§133.— Il nous reste encore une question importante a résoudre:
c'est de trouver la précision de certaines quantités qui doivent elles-
mémes étre calculées en fonction des éléments qui ont été déterminés
par la méthode des moindres carrés. La solution ne présente aucune
difficulté.

Soit u une fonction des éléments x, y, z.... Celte fonction est con-
nue, de sorte que l'on a

Fux,y. z..)=0.
Nommons h', h", h"' les coefficients différentiels: nous aurons
du= hdx+ h"dy h"dz ..

et par suite, en nommant I'erreur moyenne de u, et P son poids,
nous aurons, comme au § 120,

Application. — Nous avons trouvé dans I’exemple précédent
X = 20,414249; e = + 0,00008755.
y = 36,946013 ; e"= + 0,00026818.
Or notre but définitif était de calculer les éléments nécessaires pour
réduire au signal K, comme centre, les angles observés ala station A :
ces éléments sont I'angle de direction KAP = V, et la distance
AK = R etl'ona, pour les déterminer, les relations
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Reste maintenant a calculer I’erreur moyenne de ces deux quantités :
la différentiation des deux dernieres fonctions donne

Appliquant les nombres, on obtient

Les éléments de la réduction au centre ne comportent donc que des
erreurs insensibles, et cet exemple nous autorise a conclure que,
dans les opérations géodésiques, « la grandeur des réductions au
«centre n'a, par elle-méme, aucun désavantage, pourvu que I’on
« mette tous ses soins a bien mesurer les éléments de cette réduc-
« tion. »

§ 134. — La méthode du paragraphe précédent suppose que
& e'"... sont les véritables erreurs des inconnues, et que celles-
ci sont indépendantes entre elles. Mais dans la réalité on ne connait
que les erreurs les plus probables; et les inconnues dépendent,
jusqu’a un certain point, I'une de I’autre, puisqu’elles sont fournies
simultanément par les mémes observations. Au lieu donc d’admettre
les poids individuels calculés pour x, y, z..., il vaut mieux recourir
aux observations, pour trouver d’un seul coup le poids de la fonction.

Supposons cette fonction de la forme

u= ax+ By+ yz,

en bornant le nombre des inconnues a trois, pour fixer les idées.
Nous aurions, en admettant I'indépendance de ces inconnues,
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en faisant aQl= A, BQ2= B, yQ3= C. Reste a déterminer si-
multanément les valeurs de A, B, C.

Dans ce but, recourons aux trois groupes des équations du poids
(§ 128), et considérons-les comme simultanés, c'est-a-dire comme
formant un systéme unique, duquel il faut éliminer les coefficients
indéterminés (qg). Multiplions le premier groupe par a, le second
par B et le troisieme par y; puis, ajoutons entre elles les équations
qui occupent le méme rang dans chacun des trois groupes. Il viendra :

Egalant & zéro les secondes lignes de chaque équation, qui en réalité
ne renferment que trois coefficients indéterminés, savoir(q2 + g2 ),
@3 +9'3, {q'1+9g"1) on obtiendra entre les trois inconnues A, B, C
les équations simultanées

D’ou I’on déduit la regle suivante :
« Si des inconnues x, y, z... sontdonnées par les équations normales

[aa] x + [ab]y+ [ac]z ..+ [an] = O
[ab] x + [bb]y + [bc]z ... + [bn]= O
[ac] x + [bc] y+ [cclz ... + [cen]= O ;

« et qu'on cherche le poids P d'une expression
u= ax + By + yz+

« tirée de ces équations, on le trouve par la formule
1

-P:aA+ BB +yC+

« dans laquelle A, B, C... sont des quantités qui satisfont aux équa-
« lions (iv), et qui peuvent en étre déduites. »

§ 135. — Lorsque les observations sont d'inégale précision.
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chacune d’elles a son poids particulier, p', p”, p"'... cl son erreur

"

moyenne particuliere €',€”, €” ... Maintenant, la quantité a rendre
un minimum sera, non plus [A 2, mais (8§ 104) la quantité [p A2 =
[A Vv p AYVp], etparsuite les équations normales seront, comme

nous l'avons déja fait pressentir dans la note du § 124,

[paa] x + [pab] y+ [pac] z .. [pan] = 0
[pab] x + [pbb] y+ f[pbc] z .. + [pbn] = 0
[pac] x + [pbc] y+ [pcclz... + [pcn] = 0 ... etc

La légéere modification aapporterau procédé général, se traduit
donc par cette regle pratique trés-simple :

« Lorsque les observations sont d’inégale précision, on forme, pour
« le passage des équations de condition aux équations normales, les
« produits individuels (pVl), comme dans le cas d’une égale précision;
«mais avant de les additionner, on multiplie chacun d'eux par le
« poids de I'observation correspondante. »

Comme application numérique, reprenons le second exemple
du § 132, en ayant égard a cette circonstance, que I'angle O a été
observé 20 fois, I’angle O', 35 fois et I'angle O", 48 fois.

Comme la détermination pratique des poids laisse toujours un peu
de vague, on peut les altérer légérement, dans la vue de simplifierles
calculs, et poser

p'= 22; p"= 33: p"= 44
Ou bien, comme ['unité de poids est arbitraire, adopter
pt= 2; p"= 3; p= 4
Les coefficients des équations normales deviennent alors :
[paa] [pab] [pbn] [pbb] [pan]
+ 213855200; — 67803660 ; + 16922.82;+ 29608070 ;- 52294,62.
Et I’on a pour équations normales ;

213855 x' — 67804 y' — 52294,62 = O,
- 67804 x' + 29608 y' + 1692282 =

|
e

d’ou I'on tire par élimination

X' =+ 0,23114
y' = — 0,04225.

On adonc pour valeurs définitives des coordonnées
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X = 20,414231
y = 36,945958.

Quant aux erreurs d’observation,elles deviennent, dans le cas actuel,

A' = + 0"25

"

A = — 0"35
A "= + 0"15.

Pour trouver la précision des observations individuelles, nous de-
vons d’abord calculer I’erreur moyenne,n, de I'unité de poids. Il
suffira évidemment, a cet effet, de remplacer, dans la formule de la
fin du § 132, la quantité [A2] par [pAZ.

Quant a la précision des éléments, elle se calculera exactement
d’apres la régle du § 128, en se rappelant toutefois que les q1, g2,
se rapportent maintenant a I'unité de poids.

Pour continuer notre exemple numérique, nous avons ici

[pA2] = 0,5825;

d’ou

Telle serait I'’erreur moyenne de |'unité de poids, c'est-a-dire de
I’angle obtenu par 11 répétitions. Quant a celles des angles O', 0", O™,
elles sont respectivement

Le poids des éléments cherchés s'obtiendra en formant les équations
du poids au moyen des équations normales : on a
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On en déduit Q, = = 0mm,00001707 ;

Q2 = — = 0mm,00012329 .

d’ols, comme a la fin du § 132,

€' = +-0m,00009971 ;
€' = +- 0m,00026799.

On voit que I'on n'a rien gagné du cété dela précision aaccorder aux
trois observations des poids différents, et c’est ce qui arrive trés-sou-
vent dans la pratique. De la cette regle importante, que suivent
scrupuleusement tous les bons observateurs : «Lorsque vous pouvez
« disposer des circonstances, faites tout votre possible pour que vos
« observations puissent étre considérées comme également précises. »

Si nous n’avions adopté que comme une simple hypothése la pro-
portionnalité des poids aux nombres de répétitions, nous aurions dd,
une fois arrivés aux valeurs de nLn 2,n 3, voir si elles étaient a peu
prés proportionnelles a celles de A', A", A'™. Dans la négative, nous
aurions cherché a corriger les poids au moyen de la relation

p'A'2= p'A2 = pmAT2;
et, en conservant p'=20, nous eussions trouvé p"=10, p''= 56.
Recommencant le calcul avec ces nouveaux poids, a partir de la for-

mation des équations normales, nous eussions continué jusqu’a ce que
nos n fussent a peu prés proportionnels aux A obtenus.

gepdesoque.

8 — Les elrreurs queXomporte B mesure d’une base géodé-
sique peuvent provenir de trois causes distinctes :

1°D’une erreur commise dans la comparaison des regles entre elles;

20D’une erreur commise dans |’étalonnage de la régle moyenne;

3°D’erreurs accidentelles commises dans le placement des réegles.

Nous allons chercher les formules propres a calculer I'erreur
moyenne due a chacune de ces trois causes séparément, pour en dé-
duire ensuite I'erreur moyenne totale. Nous supposons d’ailleurs que

24
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la hase soit mesurée d’aprés la méthode allemande, suivie en Belgique
par le Dépét de la guerre (voyez Bessel's und Baeyer's Gradmessung
in Ostpreussen; et Baeyer, die Kustenvermessung und ihre Verbin~
dung, etc.). —

PREMIERE CAUSE D'ERREUR

Soit m la dilatation linéaire d’une régle, |, pour chacune des divi-
sions du thermometre métallique ; a le nombre de ces divisions
correspondant a la température actuelle de la régle; désignons par A
la longueur (maximum) de celle-ci, pour la température marquée
par a = 0 : on aura, en général,

= A— am;

et en particulier, pour chacune des quatre regles qui servent alamesure,

Posons A+ AT+ AT+ N = 4L . (@

L sera la longueur de la regle moyenne, et nous pourrons écrire

d’ou X' x" + x'"+ XIv= 0 B )]
Nos équations (a) deviennent donc

regen° | ..I' = L+ x — am'

Dans ces formules on connait a, b, ¢, d: ce sont les divisions des
thermometres métalliques, indiquées par le prisme en verre. Dés que
I’on connaitra les valeurs de x', x"
relatives des quatre regles pour une température quelconque ; leurs
valeurs absolues s’en déduiront facilement lorsqu’on aura déterminé L.

Le comparateur de Bessel donne, pour la longueur d'une regle,

.. m', m".... on aura les valeurs

I’expression
I= L+ C—n,
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dans laquelle C est une constante inconnue qu’il faut éliminer, et n
un intervalle connu, mesuré par le prisme en verre faisant fonction de
vernier. On a donc pour les quatre régles :

ou bien, en vertu des équations (4),

Le systéme (6) renferme neuf inconnues, savoir : la constante C,
les quatre x et les quatre m; mais elles se réduisent a huit en vertu
de la relation (3) qui permet d’éliminer un x.

Cela posé, comme |'appareil ne reste pas dans les mémes condi-
tions de température, lorsque I'on passe d’'une comparaison des quatre
regles a la comparaison suivante, chaque systéme analogue a (6) ren-
fermera une nouvelle constante, C; de sorte que p comparaisons
fourniront 4p équations entre (p + 7) inconnues.

Les comparaisons faites par Bessel, en 1832, lui ont donné neuf
systemes (6), dont chacun est fourni par la moyenne entre trois ou
quatre opérations : il s'est donc ainsi procuré 5G équations entre
16 inconnues, qu’il a résolues par la méthode des moindres carrés.
Eliminant les C entre les 16 équations normales, et introduisant en-
suite la relation (5), il obtient entre les 8 inconnues x', x", x'"", x'V,
m', m", m"™, m'V, 8 équations de la forme

Les résolvant, et substituant dans (4), il trouve les valeurs de
I, I" Mexprimées en régle moyenne.

Les neuf valeurs C1; C2... C9seraient inutiles a calculer, si I'on ne
voulait apprécier I’erreur moyenne d’une comparaison individuelle;
mais cette donnée est nécessaire, pour en déduire plus tard I'erreur
moyenne de la base. On calculera donc les C, et on les substituera,
avec les m et les x, dans les neuf systémes (6) ; ce qui fournira 56 er-
reurs, A1, A2... etc. On fera la somme [A 2] des carrés de ces erreurs,
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et comme 36 équations ont servi & déterminer 16 inconnues, l'erreur
moyenne de chacune de ces équations sera (§ 127)

ou, plus généralement,

Pour apprécier I'influence de cette premiére cause d’erreur sur la
mesure de la base, nous avons maintenant a exprimer la longueur de cette
hase, de maniere ay mettre en évidence les quantités x', x".. .m',m"...

Si les quatre régles ont été portées respectivement Y
fois, la longueur de la hase sera représentée par

formule dans laquelle [a], [b], [c], [d] expriment la somme des indi-
cations des thermomeétres métalliques, pour chacune des regles en
particulier; et ou R englobe toutes les autres corrections, telles que
la réduction a I’horizon, les intervalles entre les régles, et les dis-
tances des deux regles extrémes aux points de départ et d’arrivée.
Si I'étalonnage a donné pour la regle moyenne la valeur
L= R'—x'+ alm',

la longueur de la hase deviendra

On pourra donc, en faisant abstraction des termes extrémes, mettre

sous la forme

I’expression qui indique de quelle maniére les quantités x', x
m,m"... ontinfluencé la mesure de la base. Par conséquent I'erreur
moyenne de cette expression sera en méme temps |’erreur moyenne
de la hase, due ala premiére cause que nous envisageons. — Calcu-
lant, d'aprés le § 134, le poids, P, de cette fonction, on aura pour

son erreur moyenne
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E étant I'’erreur moyenne fournie par la formule (10).

DEUXIEME CAUSE D ERREUR.

Pour trouver la longueur de la régle moyenne, L, en toises du
Pérou, Bessel a comparé I'une de ses quatre regles, par exemple,
a la double toise 2T, a I'aide du méme appareil qui avait déja servi
a comparer les quatre regles entre elles. Dans ce cas, on a, par une
premiére comparaison, les équations

2T = L+ G—n
= L+ C—n';

mais comme on a aussi, par les formules (4),

I'= L+ x'— am’

on trouvera, en retranchant les deux premiéres, et substituant ensuite
cette valeur de I',

L= 2T —x’ am'+ n—n". .. (12)

Si I’on répétep fois les expériences qui ont conduitauxformules(11),
on trouvera, pour L, p valeurs dont on prendra la moyenne ; puis on
calculera les différences A', A"... entre cette moyenne et chacune des
p valeurs de L : nommant e I'’erreur moyenne d’'une comparaison de
la regle avec la double toise, on aura

Maintenant, soit k le nombre de régles moyennes contenues dans
la base : comme la valeur de L repose sur un nombre, p, de déter-
minations, on aura (§ 118) pour I'erreur moyenne duc a la 2ecause

TROISIEME CAUSE d’eRREUR

L’influence des erreurs accidentelles commises dans le placement
24.
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des regles s'apprécie en comparant entre eux les résultats de la double
mesure de chacune des deux parties de la base.
Soit d la différence entre les deux mesures de la premiére partie :

2 d2
la somme des carrés des erreurs sera ; et I'erreur moyenne

d’'une mesure, (8 109, k").
Si celle premiére partie renferme n régles, le poids de sa mesure
1
sera 1/n, en prenant pour unité de poids celui de la pose d'une regle
n

(8117, nlx). Pour la méme raison, I’erreur moyenne d’une mesure de

1
la seconde partie sera d/v2 avec le poidslr. Donc I’erreur moyenne,

M", de la somme des deux parties, dont le poids est sera

donnée par la formule (nv), aprés avoir tout réduit a la méme unité de
poids ; et I'on aura

ou, puisque la base a été mesurée deux fois,

Telle est I’erreur moyenne due a la 3ecause.

ERREUR MOYENNE TOTALE.

Les trois causes d’erreur que nous venons de passer en revue
étant indépendantes I'une de |'autre, I'erreur totale de la base, résul-
tant de leur combinaison, sera

La base Trenk-Mednicken, mesurée parBessel, a une longueur de
935 toises; son erreur moyenne totale, calculée d’aprés les formules
précédentes, ne s’éléeve qu’a 1lig,816, c’est-a-dire au 445000e de sa
longueur. L’influence de cette erreur sur la longueur d'un degré ne
serait que de 0T,13. La base mesurée par le colonel Baeyer, pres de
Berlin, en 1846, ne présente qu’'une erreur moyenne de 1lig,341 sur
une longueur de 1198 toises.
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APPLICATION A LA MEASURE DES ANGLES GEODESIQUES.

§137 . — La mesure de I'angle simple compris entre deux signaux
AetBsecompose de quatre opérations a exécuter dans |’ordre suivant :

1° On fixe I'alidade : I'index du vernier correspond a un point (u)
de la division du limbe, pour lequel la lecture donne m. Le poids de
cette opération est b.

2° Sans changer le point (u), on améne, par le mouvement général
du limbe, la croisée des fils sur le point A : la distance angulaire de
ce point a I'origine (y) des graduations est donc égale a (u). Le poids
de ce pointé est a

3° On fixe le point (y), et l’on tourne l'alidade de maniere a la
pointer sur le signal B : I'index est donc amené sur un autre point de
division (u'), dont la distance angulaire a I'origine des graduations
est y+ Xx. Le poids de cette troisieme opération est encore a.

4° Enfin on fait une seconde lecture, m', dont le poids est égal a b.

On aura donc, pour déterminer la valeur de I'angle simple, quatre
équations correspondantes aux quatre opérations précédentes, savoir :

u= m .. poids = b; erreur moyenne = f
y = u » = a » » = a
y+ x = u.»= a » » =a
u=m" .. » = b « » = B.

Elles renferment quatre inconnues et donnent, pour valeur déter-
minée de x,
X= m-—m
Si nous voulons trouver le poids de cette expression, observons
que I’équation du minimum du carré des erreurs est

Egalant & zéro les différentielles prises par rapport a chacune des
guatre inconnues, on obtient les quatre équations normales

Eliminant successivement toutes les inconnues a I'exception de x, on
trouve pour équation finale,
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Ainsi le poids de x est le coefficient

et I'erreur moyenne correspondante est

Conclusion alaquelle on aurait pu parvenir immédiatement, en se rap-
pelant (§ 117) qu'un résultat soumis a différentes causes d’erreur
indépendantes I'une de I'autre, dont les erreurs moyennes sont respec-
tivement a, B, y... a lui-méme pour erreur moyenne I'expression

Nous venons de considérer une observation unique, et indépen-
dante de toutes les observations de méme espece que I'on pourrait
faire. Mais ce qui caractérise la répétition des angles, c’est que chaque
observation dépend de celle qui précede, le (u') de celle-ci servant
de (u) pour celle-la. Peu importe d’ailleurs que la quatrieme opéra-
tion, la lecture, ait été faite ou omise. Dans ce cas, nous aurons,
conformément aux notations précédentes,

Poids = a Poids = a u = m Poids = b ;
u =y u=y+ X; u =m « = b
U=y, ut= y't o x; o u"= m" » = b";

C’est pour la généralité de la discussion que nous accordons des
poids différents b, b’, b"... aux différentes lectures : nous nous ré-
servons d’égaler plus tard a zéro ceux qui correspondraient a des lec-
tures qui n'auraient pas été faites, et d’égaler tous les autres a b.

Le systeme précédent renferme toujours plus d’équations que d’in-
connues, sauf le cas ou I'on n’aurait fait que deux lectures, I'une au
commencement, |'autre a la fin de I’opération.

Si I'on différentie, par rapport aux y, |’équation du minimum du
carré des erreurs, on a :
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La différentiant par rapport aux (u), on obtient :

Enfin la différentiation par rapport a x donne

Si des n premiéres équations on tire lesvaleurs dey, y',y" .. yh
pour les substituer dans toutes les autres, et qu’on divise celles-ci, a
I’exception de la derniére, par 1/2 a (ce qui est permis puisque |'on
cherche seulement le poids de (x), et non celui des divers (u), on ob-
tiendra :

et enfin

Supposons que les lectures aient été faites apres

0 h i, I, ... mn
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observations, et qu’elles aient donné les nombres
correspondant aux divisions
Il suffira de faire, dans les équations générales qui précedent,

égaux entre eux, et les autres b égaux a zéro. Les équations pour les-
quelles celte derniére circonstance a lieu, par exemple celles depuis
le rang 2 jusqu’au rang (h— 1) inclusivement, deviennent :

—Uu + 2u" —u" = 0; ou u —u=u" —u

—u'+ 2u"—u"m= 0; ou u'"—u'=u “—u"

On en déduit que
u, u', u", u'... forment donc une progression arithmétique de (h + 1)

termes, dont la raison est (u' — u), et le dernier terme u(h). Celui-ci
est donc égal au + h (u'—u); d’ou

On aurait d’'une maniére analogue

Par suite de ces conditions, les équations restantes, c’est-a-dire celles
qui correspondent aux rangs 1, h, i, /... se changent en celles-ci :
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Ces équations permettent d’exprimer trés-simplement u(n) et u en
fonction de x et des lectures faites. Car si I’'on divise la premiere

par , et qu'on ajoute le quotient ala seconde, la somme ne

contiendra plus u. Si I'on divise cette somme par le coefficient dont
le terme u(h) y est affecté, et par (i— h), et qu’on ajoute le quotient
a la troisieme équation, la somme obtenue ne renfermera plus u(h);
et ainsi de suite jusqu’a la derniére équation qui sera de la forme

Luin) = M+ Nx.

Appliquant le méme procédé en sens inverse, c'est-a-dire en commen-
cant par la derniére équation et finissant par la premiére, on aura
L'u= M+ Nx.

Substituant les valeurs de [t de u, déduites de ces deux expres-

sions, dans I'équation

on aura I'équation finale

d’ou

le poids de cette détermination étant

On peut simplifier ces expressions générales de x et de P, soit en
supposant que les lectures aient été faites a des intervalles égaux,
soit en regardant comme nulle I'une des erreurs moyennes a ou f.

La premiere hypothése peut toujours se réaliser dans la pratique :
soient donc nh observations pour lesquelles on ait fait n lectures éga-
lement espacées; on aura h= i—h=1- m Multipliant
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par h, et faisant on transformera donc les équa-

tions (H) en celles-ci :

On déduira de ce systeme la valeur de u(nh)—u, et on la substituera
dans I’équation

pour en conclure la valeur et le poids de x.

Dans le cas ou I'on n’emploie que les deux lectures faites au com-
mencement et a la fin de 'opération, les équations (H') se réduisent
a deux ; et en supposant n répétitions, elles deviennent

2k —1)u—un= 2k—1)m —nx;
—u+ 2k— HYu(m= 2k —1)mmn + nx.

Soustrayant la premiére de la seconde, on a

ce qui permet de calculer immédiatement la valeur et le poids de x.
Ce dernier, dont nous aurons besoin plus loin, est égal au coefficient
de xdans I'équation (K'), aprés y avoir remplacé nh par n et u(n)— u
par sa valeur; ou a...

Quant a la valeur la plus probable de x, on trouve ici

c’est-a-dire la différence des lectures au commencement et a la fin des
observations, divisée par le nombre d’observations. Cette méthode
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est trés-souvent employée : elle a été suivie dans la grande triangu-
lation frangaise et dans plusieurs autres.

La valeur de x fournie par la formule précédente est précisément
celle qu'on déduirait d’un nombre quelconque d'équations (H'), en
supposant nulle I’erreur de lecture. Dans ce cas en effeton ab= o,
d'ol k = «, et ces équations donnent

2ku= 2k m;

2ku(h) = 2km(h) ;

2k u(nh)= 2k m(nh).

Donc u(nh) — u = m(nh)— m: et I'’équation (K') devient.

Si I’on suppose nulle I'erreur de pointé, soit d(n)la différence entre la
premiere et la derniére lecture; d(n—2) la différence entre la seconde
et l’avant-derniere, etc... L’équation du minimum du carré des er-
reurs sera évidemment

d’ou, en différentiant et en égalant a zéro,

formule un peu moins simple que la précédente, mais beaucoup plus
commode que la formule générale que I’on déduirait de I’élimination
entre les équations (H").

Pour décider laquelle des deux formules (K™ ou KIV) on emploiera
de préférence, il faut voir si, pour un instrument donné, I'erreur
moyenne d’'un pointé est supérieure ou inférieure a l’erreur moyenne
d’une lecture.

Dans la pratique, ou obtient séparément chacune des deux erreurs
moyennes a et 3 par une suite d’expériences propres a donner direc-
tement I’erreur moyenne d’un pointé, a, ainsi que I’erreur moyenne
Vv 2a2+ 2B2de la mesure d'un angle, due au concours des er-
reurs de pointé et de lecture.

25



294 THEORIE DES ERREURS.

Celle derniére s'obtiendra aisément en mesurant un grand nombre
de fois I’angle entre deux objets terrestres qui puissent s’apercevoir
avec une tres-grande netteté. Car si I'on désigne par v2la somme des
carrés des erreurs qui répondent a cette série d’observations, au
nombre de n, on aura I'erreur moyenne correspondante, m, par la

formule

d'ou

Pour déterminer a on pointera le fil vertical du théodolite surcelui
d’une lunette méridienne douée d’un fort grossissement ; puis, regar-
dant a travers la lunette méridienne, on trouvera généralement que
la coincidence des deux fils n’existe plus, I'écart étant rendu sen-
sible par la supériorité optique du second instrument. On mesurera
cet écart a I’aide du systeme micrométrique de la lunette méridienne,
et I'on aura une premiere différence.

Cette différence provient de trois causes, savoir : les erreurs de
pointé de l'une et de l'autre lunette, et I'imperfection de la lecture du
microscope. On peut tenir compte de cette derniére cause, en appré-
ciant son erreur moyenne par des lectures réitérées; quant aux deux
premiéres, on peut les séparer, en admettant que la précision du
pointé est proportionnelle au grossissement de la lunette.

Supposons que I’'on ait répété p fois I'expérience précédente, et

. . . ... C2 .
soit c2 la somme des carrés des écarts observés; - sera le carré de
P
I’erreur moyenne d’'une observation ; le diminuant du carré A2 de
I’erreur moyenne due a la lecture du microscope, il restera

pour le carré de I'erreur moyenne provenant de I'incertitude des deux
pointés réunis.
Soit a2 le carré de I'erreur moyenne d'un pointé de la lunette du
théodolite; g son grossissement;
a'2et G les mémes quantités pour la lunette méridienne

on aura d'ou



ERREURS DE POINTE ET DE LECTURE. 295

Mais (a2 + a'2) estprécisément la quantité donc enfin

et par suite

C’est en suivant cette marche que Bessel a déterminé les erreurs
moyennes d'un pointé et d’une lecture, pour un théodolite de 12 pou-
ces, muni de 4 verniers, dont chacun donnait les 5" : la lunette de
cet instrument avait 16 pouces de foyer, 16 lignes d’ouverture, et
grossissait 27 fois. Il a mesuré un angle 53 fois, en employant diffé-
rentes parties de la graduation : la somme des carrés des écarts de la
moyenne a été de 397", 60; donc le carré de I'erreur moyenne =
7",6461 = m2; dou

a2+ B2=3",8231L.

Il a pris ensuite 23 pointés réciproques sur le fil d’'une lunette méri-
dienne grossissant 280 fois : la somme des carrés des différences a
été 9",3041; d'ou le carré de la différence moyenne = 0",4045.
L’erreur moyenne d’une lecture micrométrique lui avait donné A2=
0",0842 : il restait donc 0",3203 pour le carré de I'erreur moyenne
des deux pointés combinés; et pour un pointé du théodolite on a par
conséquent

Retranchant cette valeur de celle dea2+ (2, il reste

Les erreurs moyennes d'un pointé et d’une lecture du théodolite sont
donc respectivement

a= 0"563: p= 1"872.

Dans les observations géodésiques, le pointé n’est jamais entouré
de circonstances aussi favorables que dans les expériences que nous

a
venons de citer. Aussi Bessel a-t-il porté a 0,2 le rapport , qui

n'est en réalité que de 0,09. Conservant pour la lecture le nombre
B2= 3",5058, il en déduit pour le pointé, a2= 0",701, dou
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a= 0",837. Nous doutons (Jue celle correction soit suffisante ; car
I’expérience montre que, dans la mesure des angles, ce sont ordinai-
rement les erreurs dans le pointé qui sont les plus considérables,
quelgue soin que I'on mette d’ailleurs a cette opération.

Il s’agit de savoir maintenant s'il est plus avantageux de prendre
les angles par répétition que par réitération, ce dernier procédé con-
sistant a mesurer plusieurs fois I’angle simple, d’abord dans un sens,
puis en sens contraire. Il est clair que la comparaison des erreurs
moyennes, correspondant aux résultats obtenus par I'un et |’autre pro-
cédé, pourra seule donner des lumiéres sur ce point.

Le poids d'un angle, x, obtenu par n répétitions et par les deux
lectures extrémes, étant

son erreur moyenne sera

D’ailleurs I'erreur moyenne du méme angle, réitéré par n observa-
tions indépendantes, est

donc l'avantage de la premiére méthode sur la seconde sera mesuré
par la différence

guantité toujours positive.

On voit par cette formule que la méthode par répétition, méme
dans le cas ou I'on ne fait que les lectures extrémes, a de |'avantage
sur la méthode par réitération, et que cet avantage croit avec 3,
c’est-a-dire avec I'erreur moyenne d’une lecture : il est par consé-
quent d’autant plus grand que le limbe est gradué d’une maniere plus
imparfaite, et que les indications des verniers sont moins précises; il
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diminue a mesure que la division est plus exacte et la lecture plus
rigoureuse.

Jusqu’ici nous avons admis que la lecture d’un angle n’était sujette
gu’a deux sources d’erreur, celle du pointé et celle de la lecture :
c’est cette hypothése qui donne a la méthode par répétition un avan-
tage constant sur la méthode par réitération ; mais est-elle bien
fondée?

La mesure simple d'un angle géodésique ne comporte, suivant
I'opinion de Bessel, aucune autre cause d’erreur que l'imperfection
du pointé et celle de la lecture (cette derniére comprenant les erreurs
de graduation de l'instrument). En effet, cette opération est tout &
fait symétrique pour les deux points de visée : on fixe d'abord le
cercle, et I'on fait mouvoir, dans un méme sens, l'alidade rendue
libre, de maniére a couvrir successivement les deux points.

Il nen est pas de méme dans la répétition des angles : elle exige,
pour conserver son avantage théorique, que, pendant les deux mou -
vements de l'instrument, les points que nous avons désignés par (u)
et (y) restent parfaitement immobiles. Les artistes ont cherché a ga-
rantir cette immobilité; mais on n’est jamais sOr qu’en tournant le
cercle avec I'alidade qui lui est fixée, leur position relative reste in-
variable (.); .. qu’en tournant l|'alidade seule, le cercle n'éprouve
aucun changement de position (y).

La répétition permet certainement de compenser les erreurs acci-
dentelles en moins de temps que la réitération; mais de deux résul-
tats ayant des erreurs moyennes peu différentes, et obtenus I'un par
la premiére méthode, l'autre par la seconde, celui-ci méritera incon-
testablement la préférence. Pour se prononcer en faveur de I'un ou
de I'autre procédé, il faudra donc décider, dans chaque cas particu-
lier, si I'avantage que nous venons de reconnaitre a la répétition
I'emporte sur I'inconvénient possible résultant d’une erreur constante
de l'instrument.

En général, si I'instrument est divisé avec une grande perfection,
s'il permet de faire les lectures avec beaucoup d’exactitude, la va-
leur de €' —e¢, trouvée précédemment, sera treés-faible a cause de la
petitesse de I’erreur moyenne B : dans ce cas, on devra préférer ala
méthode par répétition, celle par réitération dans les deux sens, en
employant successivement les diverses parties de la graduation. C’est
ce qu’ont fait Bessel et Baeyer, al’égard du théodolite de 15 pouces,

25.



298 THEORIE DES ERREURS.

construit parErtel, dont ils se sont servis pour la triangulation de la
Prusse Orientale, et pour le levé du littoral de la mer Baltique. Cet
instrument donnait directement les deux secondes.

§ 138. — Il nous reste a traiter le dernier des trois cas spécifiés
dans le § 123, celui ou le probléme offre des conditions qui doivent
étre rigoureusement satisfaites.

Lorsqu’il existe entrem quantités observées isolément un nombre ¢
de relations nécessaires, il arrivera presque toujours que les condi-
tions qui résultent de ces relations ne seront pas strictement satis-
faites. Il faudra donc d’'abord assujettir les corrections cherchées, A,
a faire remplir ces conditions aux observations corrigées; puis ren-
dre [A2Z un minimum relatif. Dans une triangulation géodésique.
par exemple, il faut, avant d’employer les angles observés, les mo-
difier de maniére a transformer le réseau trigonométrique en un vé-
ritable polygone mathématique; et cela, en altérantle moins possible
les résultats immédiats des observations. Les modifications a faire
reposent donc sur I’emploi de la méthode des moindres carrés, et
elles portent sur trois points principaux, savoir :

1° Les trois angles d’un triangle quelconque ayant été observés, il
faut que leur somme, diminuée de I'excés sphérique, forme exacte-
ment 180°. Cette premiére condition est la plus simple, et I'ony a eu
égard deés I’enfance de la géodésie.

2° Il faut qu’a chaque station ou I'on a observé un tour d’horizon,
la somme des angles soit égale a 360°. Mais cette condition, qui pa-
rait si facile a remplir, cesse de I'étre lorsqu’on la combine avec la
précédente, et que I'on envisage, non pas un triangle isolé, mais le
réseau dans son ensemble. En effet, la correction relative a la ferme-
ture du tour d’horizon , faite au sommet A d'un triangle A B C.
entraine pour la fermeture du triangle une certaine correction de-
angles B et C. Mais ceux-ci peuvent également faire partie d'un tour
d’horizon, et toute correction qu’on leur appliquerait de ce chef réagi-
rait sur celle qui est déja faite au point A : il en est de méme de
proche en proche pour les triangles adjacents. On voit donc que ces
deux espéces de corrections sont liées I'une a l'autre, et qu’elles
donnent lieu a des équations de condition simultanées, qui doivent
embrasser toute I'étendue de la triangulation.

3° Le réseau géodésique serait maintenant composé de triangles
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mathématiques, si chagque sommet n’était déterminé que par l'inter-
section de deux rayons visuels. Mais chaque fois que I'on est en sta-
tion, il est de régle que l'on vise sur tous les sommets qui peuvent
étre convenablement observés ; de sorte que trois, quatre, ou méme
un plus grand nombre de rayons sont quelquefois dirigés vers un
méme signal. Or, ici encore, il faut modifier ces directions, le moins
possible il est vrai, mais de maniére cependant a les faire concourir
toutes en un méme point géométrique; et ces corrections, influant sur
celles des deux premiéres classes, ne peuvent pas étre faites indépen-
damment de celles-ci, mais doivent étre combinées avec elles dans un
systeme unique d’équations de condition. On voit que, pour une trian-
gulation de quelque étendue, la question s'élargit et se complique
singulierement. Quand toutes ces corrections auront été déterminées,
et qu’on les aura appliquées au réseau géodésique, chaque coté calculé
ne pourra offrir qu’une seule et méme valeur, quel que soit le che-
min qu’on ail suivi pour obtenir sa longueur en fonction de celle de la
base. Il en sera de méme évidemment des coordonnées de chaque
sommet.

En général, lorsque |'on observe directement certaines quantités
qui pourraient immédiatement étre calculées en fonction d’autres
quantités déja observées, on fait des observations que nous nommons
surabondantes ou de contrble (Uberschussige oder Control-Beobach-
lungen).

La dépendance entre un résultat dobservation surabondante et
les autres résultats qui permettent de le calculer, s'exprimera par des
équations de la forme

chaque équation ne renfermant qu’une seule observation surabon-
dante. Si nous substituons aux véritables valeurs, V, des inconnues,
leurs valeurs réellement observées, o, nous obtiendrons, au lieu de
zéro pour le premier membre de nos équations (r), des quanti-
tés n'h n'"... provenant des erreurs d’observation, et pouvant
étre considérées comme les différentielles des grandeurs, o. Nous dé-
duirons donc de nos observations ;
n" = F (0.0" 0" ..);
(r) ... n" = F' (o, 0", 0™ ..);

n™= F" (0, 0", 0" ..).
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Soient x', x", x"'... les corrections les plus probables (encore
inconnues) a faire subir aux quantités observées, o', 0", o'"... pour
qu'elles satisfassent aux conditions (r) : les valeurs les plus probables
des inconnues seront alors

o = v
o = e
o"'+ X AR

et nos équations (r) deviendront

ou bien, en faisant

Telles sont les équations de condition, linéaires, qui existent entre
les erreurs, et qu’il faut satisfaire rigoureusement. Elles sont en
nombre ¢, et chacune d’elles contient m inconnues, c¢ étant m. Si
d’ailleurs quelques inconnues manquaient dans certaines équations, il
suffirait d'y supposer leurs coefficients égaux a zéro.

Les m observations immédiates ont fourni les valeurs provisoires
de o', 0", 0"'... Om; et la somme des carrés des erreurs doit étre un
minimum, de sorte que
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S'il n’existait pas d’équation de condition entre les x, le premier
membre renfermerait des termes entierement indépendants les uns
des autres; le coefficient de chaque différentielle devrait étre séparé-
ment égaléa zéro,et par suitelescorrectionsles plus probables seraient

Xx'= x"= x"= ..= xm=0;

ce qui d’ailleurs est évident pour le cas du minimum absolu.

Mais il ne peut étre ici question d’obtenir un pareil minimum : celui
gue nous cherchons est relatif, et astreint a cette condition, que les
seuls x admissibles sont ceux qui satisfont exactement auxéquations (r").

Pour exprimer que les seconds membres de ces dernieres équations
conservent des valeurs constantes, lorsqu’on y introdui les systemes
convenables de valeurs de x, il faut égaler leurs différentielles a zéro.
Nous aurons donc

a'dx'+ a"dx" + a"dx"' + ..+ a nmdxm= 0;
(riv) ... bdx' + b"dx" + b"dx”'+ ..+ bnmdxm= O0;
c'dx'+ c¢"dx" + c¢'™dx™ + ..+ cmdxm= 0.

Ces équations, en nombre ¢, montrent que c différentielles peuvent
étre exprimées au moyen des (m — c) restantes. Si I'on effectue cette
élimination, et que I'on substitue dans (r'") les valeurs de ces c diffé-
rentielles, il y restera encore (m — c) différentielles indépen-
dantes, dont les coefficients seront des fonctions de a', a", a'"...
b', b",b ""'...etc. En égalant chacun de ces derniers a zéro, on
obtiendra (m — c) équations, qui, jointes aux c équations (r"), four-
niront un systeme de m équations, d’ou I’on pourra déduire les valeurs
des m inconnues. Le probleme est donc théoriquement résolu.

Mais cette marche, assez longue en général, aurait en outre I'in-
convénient de laisser purement arbitraire le choix des c différentielles
que nous considérons comme surabondantes, et dépendantes des
autres : ici encore, comme au § 128, on remplacera avec avantage le
procédé ordinaire d’élimination par celui descoefficients indéterminés.

Dans ce but, prenons c coefficients arbitraires, k', k", k'".... par
lesquels nous multiplierons respectivement les c équations (rlv); ajou-
tant ensuite ces équations entre elles, et identifiant chacun des coef-
ficients des dx au coefficient correspondant de I’équation (r') (puisque
les dx sont indéterminés), nous obtiendrons, entre les c coefficients A,
m équations que nous nommons corrélatives et qui sont :
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X' - akt bk ¢ k" '+ Fke
(ry X" = a'k' +b"k"+ c'k™ + f'kc
X'™ = a"k'+ b"k"+ cmk" + f'"kc..etc

Jusqu’a présent:, les k sont exprimés simplement en fonction linéaire
des x encore inconnus ; mais on les déterminera en substituant aux x,
dans les équations de condition, leurs valeurs tirées des équations
corrélatives : nous obtiendrons ainsi ¢ équations normales entre les
c coefficients corrélatifs : ce sont

0 = n'+ [aa] k+ [ablk" + [ac] k™ + ...+ [af] ke
(rM)- 0 = n"+ [ab] k' + [bblk" + [bc] k™ + ...+ [bf] ke

0 = n"™+ J[ac] k'+ [bclk" + [cc] k * ...+ [cf] ke.

Déterminant parvoie d’élimination les valeurs numériques des k, il
ne nous restera plus qu’a les substituer dans (rv), et nous aurons ainsi

les corrections x', x . qui, tout en satisfaisant rigoureusement
aux équations de condition, donnent la plus petite somme de carrés

, X
qu'il soit possible d’obtenir.

§ 139. — La somme des carrés de ces corrections nous donnera
[« 21 o u, POUr sSUivre la notation que nous avons adoptée jusqu’ici, &3
Nous en avons besoin pour calculer, comme au § 127, la précision
des observations; I'erreur moyenne sera donnée par la formule (kx)
de ce §; remarquons seulement que les équations surabondantes, qui
étaient alors en nombre (e— i), sont ici en nombre c, de sorte que l'on a

§ 140. — Premier exemple. — On a mesuré un tour d’horizon
au moyen de cing angles, et I'on a obtenu les valeurs

o' = 40- 29 17
o" = 80 3526
o™ = 96 2438
olV=30 7 26
oV = 112 2348.

La condition nécessaire que nous avons a remplir est que la somme
de ces cing angles forme exactement 36 0. Or I'observation a donné
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3600+ 35". Nous avons donc ici une équation de condition, qui est
r") .. X"+ x"+ x'™+ xW+ xy+ 35"= 0.

Les cing équations corrélatives deviennent

x' = kK
x" = K
(ry ... x L K
xhv = k'
xVv = k'

La substitution dans I’équation de condition donne une égquation normale

(rv.) ... 0= 35+ B5A}
d'ou k'= —7;
et par suite X'= x"= x"= x1I V. = 7"

[x2= [Ad = 5X 49= 245"
et par conséquent, puisque ¢ = 1,
€= v 245 = + 15",65.

Cet exemple confirme la regle pratique suivante : « Quand un tour
« d’horizon ne ferme pas exactement, et que les observations sont
« d’égale précision, on doit répartir I'erreur également sur tous les
« angles, sans s'inquiéter de leur grandeur. »

Deuxieme exemple. — Soit un triangle dans lequel on a mesuré
les trois angles

o' = 36° 25 47"
o" = 90 36 28
o™ = 52 57 57.
Ici I'incompatibilité a faire disparaitre, c’est la différence de la somme
des trois angles a 180° : elle est + 12"; I'équation de condition
est donc x'+ x"+ x"'+ 12" = 0.
Equations corrélatives. Equation normale.
x'" = + K
X" =+ K 12+ 3k'= 0.
X" = o+ K.
On en déduit k'= — 4; x'= x"= x" = — 4"

[A2 = 48, €= V 48 = + 6",93.

Ainsi se trouve justifié ce principe connu :
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« L’erreur commise sur la somme des trois angles d’un triangle
« doit étre répartie également
« sur chacun d’eux, en admettant
« que les observations soient éga-
« lemenl exactes. »

Troisieme exemple, — La
marche précédente s’applique
aussi au cas d'une chaine de
triangles. Supposons qu’on ait
obtenu

o, = 36025'47", 04 = 50026'13";07= 70043'28";
04 =9036 28; 05=42 4 7, 08=56 19 37,

03 =5257 57: 06= 87 29 25 o9 = 52 56 34
1800 0'12"; 179 59'45"; 179"59'39".

Les trois équations de condition a satisfaire sont donc :

x1+ x2+ x3 + 12=0
X4 + x5t X6 — 15 =0
X7 +x8+ x9 - 24 = 0

En les traitant comme ci-dessus, on obtient

Equations corrélatives. Equations normales.

x1= x2= x3=kl + 12 + 3K =0

X4= X5 =6 = k2 — 15 + 3k2 =0

X7=x8=x9 B — 2 + 3A3= 0
D’ou I’on déduit x1= Xx2=-= x3=-= — 4%

X4= x3=x6=+ 5"
Xx7= X8=yx9=+ 7"

[Ad= 3.16+ 3.25+ 3.49= 270,

Admettons que, pour fermer le tour d’horizon au point 1, on ait
mesuré I’angle extérieur formé entre les deux directions 1 . 2 et 1 .5;
et qu'on Il'ait trouvé de 228° 33' 52" = 010, Le comparant avec la
somme des trois angles 01, 05, 09, on trouvera que I'excés sur 360°
est de + 20"; et I'on aura une quatrieme équation de condition

x1l+ x3+ x9+ x10+ 20= 0.
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Les équations corrélatives seront maintenant

x1 = kL +
x2= x3= k1

x4=x6=k2

x5= k2 + Rk

x7 = x8= k3

x9 = k3 + k4

et les équations normales

0
0=
0
0

Eliminant, on trouve

d’ou I'on déduit

+

= — 21

x10=k4
12 + 3kiL + ka4
— 15 + 3k2 + k4
+ 3k3 + k4
= + 20+ KL+ k2+ k3+ 4k4.
kK= — 089
k= + 8,11
k3 = + 10,11
k4 = - 9,33;
x1l= — 10",22
X2 38 x2~x=— 0,89
X4 = Bx4 =x6 = + 8 ,11
X5 = —122
x7= X7 =8 + 1011
X9 = + 0,78
xI0= — 9 ,33.

305

Appliquant ces corrections, on fera fermersimultanément les triangles

et le tour d’horizon.

$ 141. — Lorsque les observations ont des précisions différentes,
ce n'est plus [x2, mais bien [px2 qui doit étre rendu un minimum.
L’équation (r'") deviendra donc dans ce cas

p'x'dx'+ p"x"dx" + p"'x"'dx"+pnmxmdxm=

Joignons-la aux équations (rlv) qui ne changent pas, comme expri-
mant des relations géométriques, nous obtiendrons les équations

corrélatives

26
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qui, substituées dans les équations de condition, conduisent aux
équations normales

L ‘élimination et la substitution restent naturellement les mémes :
donc le changement apporté au procédé du § 138 se traduit ainsi :

« Avant le passage des équations corrélatives aux équations nor-
« males, on divise le second membre de chacune des premieres par
« le poids correspondant. »

$ 142. — Pour apprécier I’exactitude des observations, nous au-
rons, comme au § 139, a calculer d’abord une somme de carrés qui
est ici [pAZ = [px3; dapres cela, I'erreur moyenne de I'unité de
poids sera

et I’'on aura pour celles des observations les valeurs

$ 143. — 1° Pour application, reprenons notre 2e exemple du
$ 140 : nous supposons maintenant que le nombre des répétitions est
différent pour chacun des angles du triangle, et que I'on a



FERMETURE D'UN TRIANGLE.

p'=4; p"=2; p"= 3.

L’équation de condition ne change pas; c’est

X'+ X"+ x4 12= 0.
Equations corrélatives. Equation normale.
On en déduit
et par suite X' = — 2".77
x" = — 5 54
x"'= — 3 ,69.

On voit que I’erreur commise sur la somme des trois angles doit s
répartir ici sur chacun d’eux en raison inverse des poids.
Le calcul de I'erreur moyenne donnera

d’ou

2° Puissant (Nouvelle description géométrique de laFrance, 1re par-
tie, p. 65) suit une marche particuliére, tres-élémentaire et trés-
simple, pour corriger un tour d’horizon : sa formule, du reste, revient
a celle que I’'on déduirait de notre procédé général.

Soient A, B, C, D quatre angles horizontaux tels que I'on ait

A+ B+ C+ D= 360°+ e @

e désignant I'erreur du tour d’horizon. Si I'on représente par
x', x", x"", xIv les corrections respectives de ces angles, elles seront
évidemment proportionnelles a I'erreur totale, e, et réciproques aux
nombres de répétitions p", p", p"', p'V qui leur correspondent ;
c’est-a-dire qu’'on aura

k'e k'e K'e k'e

k' étant un facteur commun a déterminer. Or, en appelant A',B',C",D"
les angles corrigés, on devra avoir exactement

A"+ B'+ C + D'= 3600;
et par conséquent x' + x" + x "+xIV=—e¢e .. (@
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ou bien K'

Il vient donc en définitive

3o0Quand on a observé la somme ou la différence de certains angles
géodésiques entrant dans un tour d’horizon (Horizont-Abschluss), il
est facile, avons-nous vu (8§ 132), de trouver les valeurs les plus pro-
bables de chacun d’eux : il reste ensuite a assujettir la somme des
angles corrigés a former exactement 360°, en répartissant I’'erreur
sur chacun d’eux, en raison inverse de son poids.

Ici le nombre des répétitions ne fournit pas directement le poids des
angles, parce qu’ils n'ont pas seulement été observés individuellement,
mais gu’en outre plusieurs ont été combinés entre eux.On devra donc
déduire ces poids, du nombre de fois que chaque direction a été observée.

Reprenons notre exemple du § précité, dans lequel nous avons sup-
posé, pour la simplicité des calculs, que chaque angle avait été
observé un méme nombre de fois; et mettons entre parenthéses, a coté
de lindication de chaque angle, le nombre de fois qu'il a été réelle-
ment observé : nous aurons
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Xx= A.B (30
y= A.C (20
z= A.D (26
y—x= B.C (2
z—Xx =B.D (29
z—y =C.D (49.
Il s'ensuit que ladirection A aété pointée 76 fois.
» » B » 83 »
» » C « 89 »
» » D » 98 »

Si donc nous prenons pour unité de poids |'observation d’'une direc-
tion, il nous sera aisé de calculer le poids de I'observation d’un angle,
qui est la différence des deux directions, et il viendra ($ 115)

Pour l'angle AOB ... P

» BOC ... P

» cobD ... P

Puissant (a I’endroit cité plus haut) indique aussi un moyen de
répartir dans ce cas I'erreur sur les différents angles; son procédé
est plus simple que celui du $ 132, mais il ne donne pas les correc-
tions les plus probables, et n'a d’autre but que d’introduire, dans la
recherche des corrections, une marche directe et exempte d’arbitraire.

Supposons avec lui que, outre les quatre angles A, B, C, D (20), on
ait mesuré la somme A B — E : on aurait la nouvelle relation

E+ C+ D= 360 + ¢ .. 9

Alors, en représentant par XVla correction de I'angle E et par pVlie
nombre de fois qu’il a été mesuré, on aurait
X"+ xlv+ xV= — ¢’ . 4);

ou bien (4 ... X"+ x"= — e —xV;

et comme la relation (2) donne

(29 X7 xXIV- - e —x' - X",

il s’ensuit que X'+ x" - XM= e' - e= e".

26.
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On a d’ailleurs

donc

Tel est le facteur qu’il conviendrait d'adopter dans ce cas. Il servirait
a déterminer x', x", x\/ puisque les erreurs e, e' seraient connues.
Ensuite I’équation (4') ou (2') procurerait x'" et x v : en effet soit

X "txN= —e —xV= e

on aurait

Cette marche peut d’ailleurs étre suivie, quel que soit le nombre des
relations analogues a (1) et a (3).

4° La question suivante, relative au nivellement topographique,
présente une application utile des principales formules que nous avons
trouvées dans les 8§ précédents. Elle a été traitée par M. Meyer
(Mémoires de I’Académie royale de Belgique, t. xxi).

On part dun point D dont la cote
est donnée, et I'on se propose de déter-
miner par un nivellement topogra-
phique la cote d'un point A. — A cet
effet, on chemine de D vers A par deux
polygones différents, D 12 5 4... A;
D 1' 2' 3'... A; et I'on obtient ainsi
deux cotes différentes pour le point A.
Il s’agit de déterminer :

1° La cote la plus probable du point A ;

2° Les cotes les plus probables des sommets de chacun des chemi-
nements,

Nous supposons d’ailleurs que les différences de niveau de tous les
points sont déterminées avec le méme soin et a I’aide du méme instru-
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ment; et que les cOtés des deux polygones de cheminement sont dif-
férents en grandeur et en nombre.

Nous désignerons par dD, d1, d2... dA les cotes des points
D, 1, 2... A; par nl n2... na les différences de niveau aux points
1,2, ... A, et nous aurons :

(di = dD+ nl;

( dA= dD+ nl+ n2+ n3.. nA

Ainsi les différences de niveau aux sommets des polygones sont des
fonctions linéaires des observations. Il est d'ailleurs inutile de faire
remarquer que les n doivent étre pris avec leurs signes.

En accentuant les lettres on aurait des valeurs analogues pour le
second cheminement.

L’erreur moyenne, e, d'une différence de niveau dépendant de
I'instrument, et de la distance des deux points observés (distance au
milieu de laquelle on est supposé en station), il faudra commencer
par construire, au moyen de |I'observation, une table de ces erreurs,
dont I'argument sera la distance. Dans ce but on choisira, sur un ter-
rain uni, une station, O, convenable, a partir de laquelle on mesurera

3 2' 1 0 1 2 3
des distances égales 01 = O1'; 02 = 02'... etc. Puis on enfoncera
des piquets aux points 1, 2,... 1', 2'.... ; on fera ensuite dix visées

et dix lectures, 1° pour chaque distance 01, 01'; 02, 02';... 2° poul-
ies distances 1 — 1'; 2 — 2", 3 — 3'....

Soient N', N", N'™.... les différences de niveau correspondantes a
la distance 01 = 01", par exemple; N leur valeur moyenne : on re-
tranchera de cette moyenne chacune des dix différences particulieres
qui I'ont fournie, ce qui donnera les erreurs €', €",e'"'... ; et I'on
aura ($ 109), pour la distance 01, I'erreur moyenne

Le poids de ce résultat sera
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Si I'on construil deux tables analogues, I'une pour les distances
01, 02..., relative aux différences de niveau; I'autre pour les dis-
tances 1 — 1', 2 — 2'..., relative aux hauteurs de mire, la premiére
servira pour le nivellement par cheminement, la seconde pour le ni-
vellement par rayonnement.

Cela posé, I'erreur moyenne de la cote du point A sera ($ 117)

et le poids du résultat

€l €2, €3...; pl p2 p3... étant les erreurs moyennes, et les poids
correspondants, tirés de la table.

On trouverait deux formules analogues pour I’erreur moyenne € et
le poids P' de la cote d'A obtenue par le second cheminement.

Si les cotés du premier polygone étaient égaux entre eux, et que la
méme particularité se présentat pour les cotés du second, il viendrait,
dans le cas de la figure,

Si les cotés des deux polygones étaient tous égaux, on aurait

Connaissant maintenant les poids et les erreurs moyennes des deux
déterminations dA d'A cherchons la cote la plus probable, a, du
point A, son poids P1, et son erreur moyenne E2.— Il suffit évidem-
ment d’invoquer la formule (F') du § 110, qui donne ici

Dans le cas ou les deux cheminements se composeraient d’'un méme
nombre de points équidistants, cette valeur deviendrait
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Pour trouver I'erreur moyenne de la cote la plus probable, repré-

sentons parg I’erreur moyenne de |'observation qui aurait pour
poids I'unité : il viendra (k )
ajoutant

Comme d’ailleurs le nombre d’observations ayant I'unité pour poids
est représenté par (P+ P'), I'erreur moyenne d’'une de ces observa-
tions sera a celle, E2, du résultat moyen, comme v (P+ P') : 1;
d’ou

Nous arrivons maintenant a la seconde partie de notre ques-
tion, celle qui a pour but de déterminer les valeurs les plus proba-
bles des cotes des différents sommets :

Pour résoudre ce probléme nous supposerons exacte la cote, a,
obtenue ci-dessus pour le point A.— Désignons parax, x2,.... xA
les petites corrections inconnues a apporter aux différences de ni-
veau nl, n2... nAj; nous aurons, pour les cotes corrigées, les expres-
sions suivantes :

Cote corrigée du point 1... dD+ nl+ x1= d1
» » 2..dD+ nl+ n2+ x1+x2= d2
» » A..dMrnl+n2..n A + aA dA
qui deviennent, en vertu des équations (A),
di= di1+ x1
d2= d2+ x1+ x2

dA= dA+ x1+ x2+ x3 .. + XA
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La question est ramenée par la a déterminer les valeurs les plus
probables des inconnues x1, x2... xA sous la condition que dA= a,
ou bien que

x 1 +%+xA=a—dA= A
Notre équation de condition (§ 141) est donc

x1+x2+ -+ XA—A= 0.

Nos équations corrélatives, eu égard aux poids, deviennent

et notre équation normale est

On a donc

On voit aisément ce que deviendraient ces formules, 1°si a la place
des poids on introduisait les erreurs moyennes; 2° si I’'on supposait
les sommets du polygone équidistants, ce qui revient a faire tous les
poids égaux entre eux et a l'unité.
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Ordinairement on vient se fermer au point D, pour lequel on doit
retrouver la cote de départ dD L’'équation de condition serait alors

x1+82 + ..+ xD= dD—dD= A

Et le développement des calculs resterait le méme.

§ 144. — Chaque fois qu’'une mesure angulaire n’est pas isolée;
chaque fois, en d'autres termes, que I’on fait un systémed’observations
combinées, il vautmieuxcorrigerindividuellementlesdirectionsdes c6-
tés des angles, que de corriger d'un seul coup I'amplitude del’angle lui-
méme. Nous entendons par direction d'un c6té, I’angle qu’il fait avec
une droite arbitraire, passant parle sommet, et prise comme origine
des directions. Nous supposerons toujours que cette direction initiale
tombe a gauche de toutes les directions qu’on lui rapporte.

Pour exposer le plus simplement possible cette méthode de la
compensation des directions, nous croyons utile d’introduire ici avec
Gerling quelques notations nouvelles, pro-
pres a abréger le discours.

Nous désignerons les sommets par des
chiffres, de sorte que le triangle ABC sera
nommé 12 3.

La direction de Cvu d A sera notée

5; celle de A vu de C serait 1 ; celle de

B vu de C, 2, et ainsi de suite.

Un angle sera désigné par trois chiffres disposés dans le méme
ordre que les sommets correspondants.

Ainsi on aura BAC = CBA ACB =

De ces conventions résultent les équations suivantes :

Les longueurs des cotés s’indiqueront en séparant par un point les
chiffres de leurs extrémités.

Ainsi AB= 1.2; BC= 2.3: CA= 3.1,

Enfin les corrections des directions et des longueurs se noteront
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comme les directions et les longueurs observées, mais seront enfer-
mées entre des parenthéses.

Ainsi :

Ces prémisses posées, reprenons notre second exemple du $ 140 :
I’équation de condition deviendra maintenant :

Equations corrélatives.

Equation normale.

0= + 12+ 6kL

On en déduit k1= — 2, et par conséquent

L es angles compensés sont donc, comme dans le premier cas,

0 + X = 36°25 43"
0" + «~<" = 90 36 24
0" + A™ = 52 57 53,

Voulons-nous apprécier I’exactitude de notre maniere d'observer,
cherchons I’erreur moyenne d'une direction. Ici [AZ = 6 X 22= 24;
dolie= Vv 24 = £ 4 ",90. Ce résultat sSaccorde avec celui qui a été
trouvé précédemment; car les erreurs moyennes d’'une direction et
d’'un angle doivent étre entre elles (§ 115) comme 1: Vv 2.

Quoique cette nouvelle maniére de compenser les angles d’un
triangle observé isolément soit identique, quant au résultat, avec celle
du § 140, elle en difféere néanmoins en principe. En effet, au lieu de
compenser trois angles, en faisant varier leurs deux cotés a la fois,
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elle opére la compensation de six angles, dont chacun a un coté in-
variable de position. Dans I’exemple que nous venons de traiter,
comme |'erreur totale + 12" est positive, chaque direction de
gauche a laissé fautivement a droite le véritable point de visée ; cha-
que direction de droite I’a laissé d’autant a gauche : de sorte que les
corrections d'une direction, aux

deux extrémités de laquelle on a

fait des visées réciproques, sont

égales et de signes contraires. Les

petits triangles d’erreur, formés

par les directions compensées (mar-

quées en traits pleins dans la figure

ci-jointe), et par les directions ob-

servées (marquées en traits ponc-

tués), sont isoceles, semblables, et extérieurs a la figure :ils lui se-
raient intérieurs si I'erreur totale était négative.

$ 145. — Reprenons maintenant notre troisieme exemple du
$ 140, qui se rapporte a un systéeme de triangles liés entre eux. Nous
avons les trois équations de condition

qui conduisent aux quatorze équations corrélatives :

27
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Substituant dans les équations de condition, nous obtenons les équa-
tions normales

= + 12 + 6kl — 2k2;
= — 15— 2K + 6kz — 2k3;
= —2 — 2K + 6k3.

© O o

On voit que ces équations, aussi bien que les équations de condition,
ne sont plus séparées, comme dans le $ 140. La raison de cette
différence, c'est que nous supposions alors tacitement que l'erreur
d’une direction commune & deux triangles pouvait varier, suivant
qu’on la considérait comme appartenant a I'un ou a l'autre de ces
triangles. Dans I’hypothese actuelle, cette erreur est nécessairement
unique.

L’'élimination donne k1= — 0,71; R+3,86; k3= + 4,79.
Substituant ces valeurs dans les équations corrélatives, on a

Les corrections a faire subir aux angles sont donc :

et par suite
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L’erreur moyenne d'un angle estdonc e v 2 = +: 10",55. On
voit qu’elle est supérieure a celle du § 140, calculée dans I'hypothése
qu’'une seule et méme direction, commune a deux triangles, pouvait
subir des corrections différentes, suivant qu’elle appartenait a I'un
ou al’autre de ces triangles.

Les résultats de nos calculs peuvent étre consignés dans un tableau
de la forme suivante :

Triangles. Sommets. Angles mesurés Corrections A\ Angles cor igés

Il est inutile de faire observer que, dans la derniére colonne, les
petits exces 0",02 proviennent de ce qu'on a arrondi les fractions
décimales.

Dans la figure ci-contre, nous avons
ponctué les directions observées , et
marqué en traits pleins les directions
compensées.On voit que les petits trian-
gles d’erreur sont encore isoceles, mais
que maintenant ils ne sont plus sem-
blables.

Remarquons que, dans le cas actuel,
ou les angles ont été observés par différence avec une direction
azimutale initiale (ou sont traités comme tels), on ne peut plus,
comme au § 140, poser une équation de condition relative au tour
d’horizon ; car elle est remplie naturellement par la méthode d’ob-
servation ou de compensation. C'est ce qui résulte d'ailleurs de la
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forme de I’équation elle-méme qui, dans I'exemple cité, conduirait
a I’absurdité

Nous aurons encore occasion de faire une remarque analogue, pour
le cas ou le point 1 appartiendrait & un réseau qui se fermerait au-
tour de lui.

$ 146 . — 1° La compensation des angles, au moyen des direc-
tions individuelles de leurs cotés, est toujours a recommander dés
que I'on considere plus de deux directions; car elle repose sur ce
principe, que l'observateur a toujours voulu pointer sur un seul et
méme point du signal, quel que soit I'angle auquel il appartienne.
Dans ce cas les erreurs commises sur la somme des trois angles des
triangles ne doivent plus étre réparties également; il peut méme ar-
river que la répartition se fasse avec des signes contraires.

20 Les équations corrélatives et normales nous montrent d'une
maniére générale que les corrections réciproques d'une méme direc-
tion sont égales et de signes contraires. En effet, si la correc-

tion ,parexemple, apparait avec le signe moins dans la premiére

équation de condition (ce qui donne pour la premiere

équation corrélative), c est que la direction  est le coté gauche d’'un
angle. Mais puisque le triangle est fermé, la direction  sera le coté
droit d’un autre angle; donc apparaitra dans la premiere équa-
tion de condition avec le signe plus, d’'ou résulte une équation corré-
lative

Il en est de méme pour les directions qui sont communes a plu-
sieurs triangles, comme ! et 3 seulement alors il y a lieu décon-

sidérer plusieurs équations corrélatives et plusieurs coefficients cor-
rélatifs.

3° L’inspection des équations corrélatives montre que la somme
des corrections de direction doit toujours étre nulle , pour un
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méme point de station. Pour la station 1, par exemple, nous avons

La raison géométrique de ce fait est encore que, dans chaque triangle,
une direction de gauche correspond toujours a une direction de
droite, qui lui est opposée.

§ 147. — Occupons-nous maintenant d’une autre espéce d'équa-
tions de condition, ayant pour but de faire disparaitre les contradic-
tions qui existent entre les rapports de certaines lignes, lorsque le
calcul de celles-ci repose sur des observations qui ont besoin d’elre
corrigées. Nous les nommerons équations aux cOtés, réservant a
celles qui viennent de nous occuper le nom d'équations aux angles.
Soit un triangle plan 12 3, supposé parfaitement exact : ses angles

sont

Pour fixer la position du point 4, on a mesuré les angles

En outre, on a pris au point 3 une direction devérification 1, q.]l a

donné I'angle

Puisque nous considérons le triangle de base 12 3 comme par-
faitement exact, la compensation a ici pour but de trouver les quatre
27
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corrections de direction et . Partons de I'iden

tité

nous pouvons, sous la réserve des corrections ultérieures a faire aux
angles, en déduire |I'équation

Deux de ces six angles doivent étre considérés comme exacts ; trois
autres ont été mesurés et doivent étre corrigés; enfin le sixieme doit
d’abord étre calculé en fonction des angles observés, et ensuite étre
corrigé d'apres eux.

Orona

et en outre

d'ou

Au point de vue du calculateur, faisons ici une remarque trés-utile
dans la pratique, en ce qu’elle évite les différentiations. Si I’'on donne
A=N+ X tantune petite correction), on aura logA = logN+ A x,
A étant la différence tabulaire pour une unité de N, et x étant exprime
en fonction de cette unité. Si donc A est un angle, on posera, pat
exemple, log sin (N + x) = log sin N+ Ax; la quantité x étant
exprimée en minutes, et A étant la différence tabulaire pour une
minute. — D’apres cela il vient :
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L'équation de condition est donc

Equations corrélatives :

Equation normale :

Les angles corrigés sont donc

et I'angle qu’ils servent a calculer est

Au moyen de ces valeurs, les logarithmes corrigés sont

323
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Résultats concordants a la derniére décimale prés, laquelle n'est
jamais sure. — Tous les cotés que I'on calculera dans la figure au-
ront maintenant la méme valeur, quel que soit le triangle dont on les

déduira.

$ 148 — Autre exemple. — Il arrive fréquemment, dans les tra-
vaux topographiques ou géodésiques, que I'on doit déterminer trés-

exactement la position d'un point
inaccessible. Dans ce cas, il faut
rayonner sur lui de trois stations au
moins , et compenser ensuite les
directions qui y aboutissent.
Supposons, par exemple, qu'un
polygone 12 3 4 5 ail été levé,
et qu'on veuille lui rattacher un
sommet géodésique, 6, ou l'on ne

peut stationner. Dans ce but, on a recoupé le point 6 de tous les
sommets du polygone, et I'on a obtenu

25° 47" 23"

56 31 22

85 28 57

83 12 39

41 16 15

Les angles du polygone, que I’'on suppose parfaitement exacts, sont

d’ailleurs

5

76" 0 17"

105 23 24

147 26 59

121 37 46

89 31 34,



CALCULS NUMERIQUES DE LA COMPENSATION. 325

d’ou I'on déduit par le calcul

Pour corriger les directions aboutissant au point 6. nous partons de
I'identité

et calculant comme dans I'exemple précédent, nous trouvons

L’équation de condition est donc

qui nous conduit a I'’équation normale

Il en résulte
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ce qui donne en définitive pour les angles

corrigés. calcules.

Si I'on recommence les calculs avec ces éléments, les résultats de-
vront s'accorder, ala derniere décimale pres ; c'est-a-dire que les rap-
ports entre les cotés de la figure resteront les mémes, quels que soient
les triangles qui aient servi a les calculer.

La compensation des directions allant vers le point 6 a pour ré-
sultat de les faire passer toutes simultanément par ce point : si donc
les angles avaient été observés en cette station, I’équation de condi -
tion relative au tour d’horizon aurait été superflue ; car elle est néces-
sairement satisfaite lorsque toutes les directions passent exactement
par le point 6.

Avant qu’on e(t introduit en géodésie le calcul des compensations,
on vérifiait I’exactitude des opérations, en mesurant toujours les trois
angles des triangles principaux : on était donc forcé parfois de ne pas
étre trop sévere dans la maniere d’établir I'instrument au point de
station. Mais aujourd’hui, I’expérience a prouvé qu’'un bon établisse-
ment est essentiel a I'’exactitude des observations; et d’ailleurs la mé-
thode des compensations permet déjuger de la précision du travail,
mieux que la fermeture des triangles a 180°. Il est donc prudent,
chaque fois que certains sommets principaux d’une triangulation ne
fournissent pas un bon établissement, de les rejeter comme stations,
pourvu qu’on puisse les relier, comme signaux, au reste du systéme,
en visant sur eux de trois autres sommets au moins. On juge alors



CALCULS NUMERIQUES DE LA COMPENSATION. 327

de I'exactitude des opérations en compensant les directions et en
cherchant I'erreur moyenne; et si le point a déterminer est tres-im-
porlant, on n’admet plus comme rigoureusement exactes les directions
entre les points de station, mais on les compense toutes par un seul

et méme calcul.

8§ 149~ L'exemple suivant four-
nit a la fois les deux especes d’'équa-
tions de condi lion , que nous avons,
dans ce qui précede , considérées sé-
parément.

Supposons que le sommet 4 ne
puisse servir de station : il a été
observé des points 1, 2, 3 etl'on
a obtenu les directions suivantes :

DIRECTIONS OBSERVEES-

Station 1. Station 2. Station 3.
2. A 3.A 4. A
3 A+ 47035'26"4.A + 53037'20"1A + 24028 45"
4. A+ 95 23 17 1 .A+ 8 10 42 2 A+ 75 42 25

Nous avons donc d’abord un triangle formé par les points 4, 2, 3;
et, pour abréger, nous le considérons comme plan. |l donne

243 = 47035'26"

81 10 42
1 32= 51 13 40

179 '59 48;

différence a 180o= — 12" = — 0',2. La premiere équation de
condition est donc

Pour avoir la seconde, nous poserons |’identité



328 THEORIE DES ERREURS.

c'est-a-dire que nous devrions avoir, si toutes les directions étaient

parfaitement exactes,

ou bien, en nombres,
sin 27°33'22" X sin 75° 42' 25" X sin 47° 47' 51" = sin 95° 23" 17"
X sin 53° 27' 20" X sin 24°28' 45",

Prenant les logarithmes, comme nous I’avons fait ci-dessus :

Notre seconde équation de condition est donc

Ces deux équations de condition conduisent aux équations corrélatives

Pour avoir les équations normales, nous formons d’abord

[ool = + 6
[ab] = - 3§
[bb] = + 3430 ;
et nous obtenons
0= — 0.2+ §k1 — 36k
0= + 8 — 36kl + 3430k2:

d’ol nous déduisons par élimination
k= + 0,02064 : k2= — 0.00212:

ce qui donne en définitive :
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Telles sont les corrections a faire subir aux directions. Pour simpli-
fier, nous pouvons supposer que |I'azimut indéterminé, que nous avons
désigné par A, reste encore A apres la correction ; ce qui revient a
retrancher de chaque correction celle qui est relative a |I'azimut ini-
tial correspondant. Il vient par ce moyen

Nous avons donc :

DIRECTIONS COMPENSEES
Station 1. Station 2. Station 3.
2. A .3, A 4 A
3. A+ 47035'27",21 ... 4.A + 53027'15",89 ... 1.A+24028'37",02
4. A+95 2319 90 ... 1.A+ 84 40 46 ,38 ... 2. A+ 75 42 23 ,44.
Lorsqu’il faut relier ce systétme a d’autres, il reste encore a faire
une opération, étrangére, si I'on veut, au calcul des compensations :
c’est l'orientation, ou la détermination de l'un des A précédents.
Supposons que, pour la station 2, on ait eu A = 273° 39' 50" :
les deux autres directions, pour cette station, s-obtiendront par la
simple substitution de ce nombre. Pour la station 1, il suffit (toujours

dans I’hypothese d’un systéeme plan) d’ajouter 180° ala direction pour
avoir la direction , qui est le A de cette premiére station. Enfin,

la direction ou bien
On a donc :

DIRECTIONS DEFINITIVES

Station 4. Station 2. Station 3.
2 .174050'36",38 ...3.27389'50",00 ...4.17057'26",56
3.222 26 3,59 ..4327 7 5,89 ..1.42 26 3 ,58

4.270 13 56 ,28 ...1.354 50 36 ,38 ...2.93 39 50 ,00.
28
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Observons que, dans la pratique, lorsque I'on veut obtenir la préci-
sion de la seconde, il faut employer les tables a 7 décimales pour
calculer les termes connus des équations de condition.

Si I'on avait pu stationner au point 4, on aurait fermé deux trian-
gles de plus, et obtenu deux nouvelles équations de condition aux

angles. Ce cas se présente fréquemment au
commencement d'une triangulation : on relie
la base mesurée, 1.2, a deux autres points,
3, 4, situés dans une direction a peu prés
perpendiculaire a la premiére ; on observe
tous les angles de la figure 1, 2, 3, 4, etla
longueur 3 . 4 forme la base calculée. On la
relie aux sommets adjacents de la triangulation
par des triangles aussi bien conformés que pos-
sible.

La compensation du systeme 1, 2, 3, 4 offre
donc ici trois équations aux angles, et une équa-
tion aux coOtés; mais, sauf cette différence, le

probléme est identique avec celui que nous venons de résoudre.

§ 150. —Prenons enfin un exemple facile dans lequel se rencon-
trent a la fois des mesures linéaires et des mesures angulaires.
On a observé les éléments suivants du triangle 1 2 3.

243 = 57055 2.3= 69m38
3 80 3.1 = 60 4
132= 75 36 1.2= 80 ,1

Ici, comme nous avons des quantités hétérogénes a traiter, il faut
commencer par chercher I’erreur moyenne de chaque espéce de me-
sure. Supposons, pour simplifier, qu’elle soit de 1' pour les angles
etdeOm,1 pour les cotés : alors il nous suffira, comme nous I’avons
vu déja ($121), d’exprimer les grandeurs linéaires en décimetres, et
de traiter des erreurs comme de simples nombres inconnus.

Notre premiére équation de condition, par rapport aux angles, est

C=+1-(3+@3-(3+0-(5+ 3



CALCULS NUMERIQUES DE LA COMPENSATION. 331

De plus, en divisant les cotés par les sinus des angles opposés, on
devra obtenir des quotients égaux.

log2 3 = 2 8438 + 62,5 (2.3)

log3.1 = 2, 78104 + 72 (3.1)

log1.2 = 2, 90363 + 54 (1.2

Retranchant du second résultat le premier et le troisieme, nous
aurons deux nouvelles équations de condition, que nous multiplions
par 2, pour chasser les décimales de la derniere; il viendra donc :

Les équations corrélatives sont donc

On a d’ailleurs

[aa] = + 6 [bb] = + 37963
[ab] = — 18 [bc] = + 21888
[ac] = — 34 [cc] = + 33650:

et les équations normales sont
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0 = + 1+ 6kl—18k2 — 34k3
0= + 690 - 18kl + 37963k2 + 21888k5
0= + 358 - 34Kl + 21888k2 + 33650k3.

L’élimination donne kKl = — 1,8912
k2= - 0,01894
k3 = — 0,000203 ;

et la substitution dans les équations corrélatives

Appliquant ces corrections, nous obtiendrons pour éléments du
triangle compensé :

§ 151. — La compensation des observations conditionnelles mé-
rite toute notre attention, a cause des applications fréquentes qu’elle
trouve dans la haute topographie et dans la géodésie. Les exemples
précédents nous ont montré comment on peut, dans les cas les plus
simples, former les équations de condition et les traduire en nombres.
Mais dés que le probleme se complique, il arrive trés-souvent que I'on
omet certaines équations nécessaires, ou que |I'on en pose de super-
flues. Il est donc intéressant de savoir déterminer, a priori, quel est
le nombre d’équations de condition, indépendantes les unes des autres,
qui doivent exister en général entre un certain nombre de données
d’observation.

La question comporte trois cas différents, suivant que les données
d’observation renferment des mesures angulaires seulement, ou des
mesures linéaires seulement, ou enfin des mesures angulaires jointes
a des mesures linéaires. Nous ne nous occuperons que du premier de
ces trois cas, parce qu'il est le plus important pour nous, et que les
deux autres s'y rameneraient facilement, au moyen de légeres modi-
fications.



NOMBRE D'EQUATIONS DE CONDITION. 333

Les observations angulaires peuvent offrir trois classes d’équations
de condition.

La premiére classe se présente lorsqu’on a observé tous les angles
simples qui forment un tour d'horizon. Le nombre de ces équations
est si facile a reconnaltre, leur formation est si simple, que nous nous
dispenserons d’en rien dire, renvoyant toutefois aux deux remarques
faites 145 et 148).

On obtient des équations de condition de seconde classe, celles que
nous avons nommeées équations aux angles (Winkelgleichungen des au-
teurs allemands), lorsqu'on a observé les angles aux sommets d'un
polygone fermé; car la théorie permet de calculer la somme de ces
angles. Le nombre d’équations de condition de cette espece repose sur
le théoréme suivant, di a Gauss :

« Lorsque p points formant systéme sont reliés réciproquement
« par | lignes, le nombre d'équations aux angles qu’offre le systeme
«estégala/ —p+ 1.»

Supposons d’abordp points reliés deux a deux par p lignes : ils for-
meront un polygone fermé qui donnera une équation de condition,
relative a la somme de ses angles intérieurs.

A ces p lignes, que nous pouvons considérer comme formant le
contour du polygone, ajoutons une diagonale quelconque : elle divi-
sera le polygone en deux autres, et fournira deux nouvelles équations
de condition aux angles; mais, par ce fait, la premiére équation sera
annulée; car elle est évidemment satisfaite lorsque les deux autres
le sont.

Chaque nouvelle diagonale amenera ainsi une nouvelle équation,
de sorte que tout systeme linéaire, contenant u lignes de trop, of-
frira (u + 1) équations aux angles.

Soit donc | le nombre de lignes que présente le systeme ; p le nombre
de points qu’elles relient deux adeux : onau = /— p; et le nombre
d’équations de condition devient / — p + 1.

| doit étre an moins égal a p, et au plus égal a le
nombre d’équations aux angles est donc au moins de une, et au plus
de

Dans la figure ci-jointe, par exemple, on ap = 10, | = 21 : il
y a donc équations aux angles. Une fois leur nombre connu, on
28.
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n' éprouvera pas grande difficulté a les former : ainsi, en procédant
a partir de la ligne
3 .10, et en marchant
circulairement vers la
gauche, on trouvera ,
jusqu’a la ligne 4.9,
une chaine de huit
triangles contigus, qui
doivent se fermer a
180°. Reste encore a
découvrir quatre équa-
tions de condition.

Le petit quadrilatére
5.4 .9.10, entreles
sommets duquel il existe six lignes, en fournira trois, qui se déduiront
de la fermeture a 180° de trois quelconques des quatre triangles ayant
mémes sommets que le quadrilatére.

Enfin la derniere équation de condition est donnée par le quadrila-
tere 1.3 .4 .5. dont la somme des angles doit former 560°.

L ’expression numérique de ces douze équations n’'offrirait rien de
particulier.

Enfin nous avons dit déja que les équations de condition de troi-
sieme classe (équations aux coOtés, Seitengleichungen) ont pour but
de corriger les angles observés, de maniére a les rendre compatibles
entre eux, sous le rapport des longueurs relatives des cotés que ces
angles servent a calculer. Par ce moyen on obtiendra, pour une lon-
gueur relative quelconque, des valeurs identiques, quels que soient
les angles qui aient servi a la calculer.

Pour trouver le nombre des équations aux cotés que présente un
systeme linéaire, nous emploierons un second théoreme di a Gauss,
savoir :

« Si p points d'une triangulation sont reliés par | lignes (dont les
« directions ne sont observées qu'a une seule extrémité), il y a
«/ — 2p + 5 lignes de trop ; ce qui conduit a| — 2p + 3 équa-
« lions de condition aux cotés. »

Prenons d’abord deux points du systéeme : la direction de la ligne
qui les joint est nécessaire pour orienter le systeme, ou pour le relier
aun autre.
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Un troisiéeme point, pour étre relié trigonométriquement aux deux
premiers, demande qu’on mesure deux nouvelles directions ; et chaque
nouveau point exige deux directions nouvelles et n’en exige que deux
(dont une au moins doit étre rapportée, médiatement ou immédiate-
ment, ala direction initiale).

Par conséquent, pour déterminer trigpnométriquement un systéme
de p points, il faut 2 (p — 2) directions, outre la direction initiale,
qui sert al’orientation ; donc 2p — 3 lignes.

Chaque ligne que I'on ajoutera maintenant aux précédentes donnera
lieu a une équation de condition aux cotés, puisque sa longueur peut
se calculer indépendamment de toute nouvelle donnée. Si donc on a
mené | lignes entre les p points, il existera | — 2p + 3 équations
aux cotés.

Ce qui précéde suppose que chaque ligne surabondante n'a été ob-
servée qu’a une seule de ses extrémités : si elle I'avait été aux deux,
elle donnerait lieu en outre, comme nous le savons déja, a une équa-
tion aux angles.

Les trois premiers points du réseau exigent au moins trois direc-
tions, et les (p — 3) restants, 2 (p — 3); il s’ensuit que / est nu

moins égal & 2p — 3 : il est d'ailleurs égal au plus a

donc le nombre des équations aux cOtés peut varier depuis zéro jus—

qu a + 3.
Posons ce dernier nombre égal a I'unité : il vientp = 4 (nous re-
jetons la racine p = 1, qui ne peut s’appliquer a aucun systeme de

points). 1 faut donc au moins quatre points reliés par six lignes,
pour qu’il y ait lieu a rechercher les équations de condition de la troi-
sieme classe.

Aprés avoir calculé le nombre d’équations de condition de chaque
espéce qui doivent exister dans un systteme de triangles, il faudra
former chacune d’elles, sans commettre d’omission ni de double em-
ploi; et ce travail ne laisse pas quelquefois de présenter des difficultés.
La marche la plus sure sera de parcourir le réseau, en partant de la
base, et en suivant de proche en proche les observations qui ont
été faites aux sommets consécutifs de la triangulation. On remarquera
que, pour fixer la position d’un point N, il faut deux directions éma-
nant de deux points connus, A et B. Si les observations fournissent
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plus de deux données, le nombre excédant exprimera celui des équa-
tions de condition, provenant de la jonction du point N au réseau de
triangles. Ainsi I'angle entre A et B, observé du point N, apporte
une troisiéme donnée, donc une premiére équation de condition, qui
est ici angulaire.

Le point N est-il observé de trois stations connues A, B, C, les-
quelles, a leur tour, sont observées de N? Nous aurons dans ce cas
cing données; donc trois équations de condition (deux aux angles et
une aux cotés).

Et en général, si le point N est observé de m points connus, et que
réciproquement ceux-ci soient observés du pointN, il y aura (2m— 1)
données,donc (2m — 3) équations de condition, savoir (m — 1) pour
les angles et (m — 2) pour les cotés.

Bessel a résumé ce qui précede dans larégle que voici : « Pour
« rattacher un point, il estnécessaire et suffisant d’observer deux di-
« rections simples. L’observation d’une nouvelle direction introduit
« une équation aux cotés; et celle de I'angle entre deux directions,
« une équation aux angles. »

Nous allons, comme exemple, chercher les équations de condition
que fournit la triangulation faite par ce grand observateur entre Trunz
et Memel (voyez Gradmessung in Ostpreussen), en faisant abstraction
des petits triangles qui rattachent la base mesurée a la base calculée,
et en parlant du cété 1 . 2 (Galtgarben-Condehnen).

A partir de ce premier coté, lesommet 4 est déterminé seule-
ment par deux directions; mais il a servidestalion pour prendre

, 1,2 . . .
I’angle , Ce qui donne une équation aux angles

dans le triangle désigné par ces trois chiffres.
3 a été observé de trois points 1, 2, 4; ce qui donne une équation
aux cOtés entre ces quatre points : cl= 1.2.3.4.

4 2 N .
L 'angle est surabondant, d’'ou a2= 1.2 .3. — La direc-

tion 33n a pas été observée.

A Trunz l'angle observé est surabondant; d'ou a3= 1.4 .5.
Au nord du co6té de départ, nous avons d’'abord quatre triangles
dont les trois angles ont été observés, et qui donnent :
a4d=1.2.8, ab= 2.6.8; a6b= 6.7.8; ar= 7.8.9.
Ensuite le point 10 est déterminé par quatre directions, au lieu
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de deux, et ces directions sont réciproques; ce qui donne trois équa-

tions aux angles et deux aux coétés: a8= 7 .8 .10; a9= 8.9.10;
alo= 1.8.10;c2= 7.8.9.10;c3=1.2.6.7.10.8.

Viennent maintenant all = 9 . 10. 11; al2 = 10 . 11 . 12;
al3=10 .12 . 14(on n'a pas observé du point 13). Enfin ce dernier
point, 13, ayant été recoupé de trois autres,on ac4= 10.12.14.13.
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Le nombre des équations de condition que nous venons de trouver
s’accorde avec les deux théorémes de Gauss, que nous avons énoncés
plus haut. En effet, pour les équations aux angles, on ap = 13 (le
point 13 ne compte pas, puisqu’on n'a fait que rayonner vers lui);
/| = 25, nombre de directions observées réciproquement; d’'ou
l-p+ 1= 13.

Pour les équations aux cotés on ap = 14 ;/ = 29 (nombre des
directions simples); donc | — 2p + 3 = 4.

DIRECTIONS LES PLUS PROBABLES DEDUITES DES OBSERVATIONS

FAITES A UNE STATION.

§152.—Si, lorsque I’'on esten station, on pouvait toujours observer
I’un apres I’autre tous les signaux environnants, la moyenne de toutes les
lectures conduirait bien simplement aux directions les plus probables.
Mais il est rarement possible d’opérer ainsi : on doit n’observer que
dans des circonstances favorables, et ne viser que sur les signaux
qui sont nettement éclairés et qui ne paraissent pas ondulants.
Voyons comment, dans ce cas, le calcul peut conduire au résultat le
plus probable.

Soient le nombre des signaux 1 2 3_  m
« les directions observées 0 a b...
« « les plus probables 0 A B...
retranchantlesderniéresdes premiéres: o; a—A; b—B,...

Ces différences doivent étre égales entre elles, puisqu’elles se rappor-
tent a des signaux qui ont été observés un méme nombre de fois
dans des circonstances identiques ; les égalant donc Qune inconnue, x,
on obtiendra autant d’équations que l'on a observé de signaux,
savoir,

0 =x; a—A=x; b—B= x

Pour un autre nombre de signaux, on obtient d’autres équations
et d’autres valeurs pour x : ainsi, par exemple , pour 4 signaux,
ona:

0= x'"; a—A=x"; B—B=x"'; y—C= x".

Supposons maintenant que |'on ait répété plusieurs fois |'obser-
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vation des trois premiers signaux, et plusieurs fois aussi celle des
quatre signaux : il résultera, de ces deux séries, deux groupes d’é-
quations, savoir :

Ajoutant ces dernieres équations, on obtient

d’ou

m représente ici le nombre des signaux observés, et n celui des ob-
servations du groupe.
Le second groupe sera

Additionnons et tirons la valeur de n'x"; il viendra :
Le nombre des inconnues x, x'... est égal a celui des groupes que
les observations ont fournis. Dans le cas actuel, il y a donc cinq

inconnues, x, x', A, B, C; et pour les déterminer, nous avons les six
équations du premier groupe et les douze du second, nombre que I'ob-
servateur pourrait encore augmenter a volonté. C’est donc ici le cas
d’appliquer la méthode des moindres carrés.

Représentons par 2 S la somme des carrés des erreurs dans les deux
groupes, nous aurons :
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La différentiation par rapport ax et a x' donne :

De ces deux équations on déduit pour nx et n'x' les mémes valeurs
qui ont été fournies plus simplement par la somme des équations (1)
et (2). De plus, en différentiant par rapport a A, B, C, on obtient :

Substituant dans ces trois derniéres équations les valeurs précédentes
de nx etde n'x', on obtient les équations finales. Par exemple celle
qui se déduit de (5) sera

ou bien, en additionnant et en désignant par [aa], [ab], [ac] les

sommes des coefficients de A, B, C; et par [an] le terme tout connu :
[an] = [aa] A — [ab] B — [ac] C

Opérant de méme sur les équations (G) et (7) on obtiendrait des résul-

tats analogues; de sorte que le systéme des équations finales est
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et I’élimination ordinaire fera connaitre les directions les plus proba-
bles A, B, C.
Si I’'on a chaque fois observé tous les signaux, le second groupe

n'existe pas; donc n'=0, et par suite [aal=[bb]=[cc]= n—#

Quant aux autres coefficients, ils sont tous égaux entre eux et a rm

Pour simplifier les calculs, et n’avoir affaire qu’a de petits nom-
bres, on peut attribuer aux directions observées des valeurs ap-
proximatives, que |'on exclut du calcul; de sorte, par exemple, que
A, B, C ne représentent que les variations qui peuvent avoir lieu
dans les unités de seconde. Ainsi supposons que la direction du pre-
mier signal soit représentée par 0°; celle du second par 56° 30'
24", 5: on posera celle-ci égale a 56° 30' 20"+ A; et |'on obtiendra
dans le groupe (1) I’équation correspondante x + A= 4" 5. — De
méme pour les autres signaux.

Les équations (9) sont symétriques; et I’on voit que pour déduire,
par exemple, la seconde de la premiere, il suffit de changer dans
celle-ci aet A en b et B. Par suite, on peut leur donner cette autre
forme symétrique

dans laquelle [aa], [aB], [ay]... sont des coefficients qui se dédui-
sent de ceux des équations (9) de la maniére suivante.

Substituons d’abord a [an], [bn], [en] leurs valeurstirées des équa-
tions (9); il vient
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Ordonnons maintenant les seconds membres par rapport a A, B, C,
nous aurons :

Ces équations devant étre identiques avec les équations (10), la va-
leur de A doit étre indépendante de B et de C; celle de B, indépen-
dante de A et de C... etc. Ce qui exige que, dans la premiére équa-
tion, les coefficients de B et de C soient identiguement nuls; que,
dans la seconde, les coefficients de A et de C soient identiquement
nuls, et ainsi de suite. Chaque équation en fournit donc trois pour la
détermination des coefficients inconnus, savoir :

et a chacun des groupes on appliquera le procédé d'élimination de
Gauss, que nous avons exposé au § 124.

§ 153. — La détermination de A, B, C..., au moyen des équa-
tions (9) ou (10), est tout ce que peuvent donner les observations de
direction faites a une station unique. Mais comme les observations de
plusieurs stations, combinées entre elles, constituent un réseau qui
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doit rigoureusement satisfaire a de nouvelles conditions, il en résulte
que les directions A, B, C... doivent subir de nouvelles corrections,
encore inconnues, que nous représentons par (1), (2), (3)... Or,
quand on remplace, dans les seconds membres des équations (9),
A, B, C... parA'+ (1), B'+ (2), C'+(3)... les premiers membres
subissent eux-mémes des changements, et se transforment par exemple
en [an]+ [1], [bn]+ [2], [en]+ [3]. Faisant ces substitutions dans
les équations (9) et réduisant, nous aurons

(1= + [aal(D- [ab] () - [ac] B
2= - [ab] @)+ [bb] (2 - [bc] 3) - (12)
Bl = — [ac]()— [bc] (9 + [cc] ().
Si I'on fait les mémes substitutions dans les équations (10),et qu’on
y remplace ensuite A, B, C par leurs valeurs les plus probables, ces
équations deviennent

® = [aa] [1+ [af][2] + [ay] [3]
@ = [aB] [T+ [BB][2] + [BY] 3] -(13)
@ = [ayl [9+ [Byl[2] + [yyl 8]

Les équations (12) et (13) se rapportent donc uniqguement a la com-
pensation du réseau trigonométrique, et expriment la dépendance qui
existe entre les corrections de A, B, C... par suite de la maniére dont
ces directions ont été observées du pointde station. Nous reviendrons
plus tard a ces deux groupes.

Lorsque I'on suit la marche adoptée par le colonel Baeyer, les cal-
culs qu’exigent les observations faites a chaque station consistent :

1° A résoudre les équations (9) pour déterminer les directions pro-
bables, A, B, C...;

20 A résoudre les équations (11) pour déterminer les coefficients
des équations (13);

3° A transporter dans le groupe (13) les valeurs numériques de
ces coefficients.

8§ 154. — Pour éclaircir ce qui précede nous allons effectuer le
développement des calculs, en traitant un exemple numérique fort
simple. Les données sont extraites de la triangulation effectuée
en 1850, sous la direction du colonel Nerenbirger, pour relier la
petite base de Linthouta I'observatoire royal de Bruxelles.
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Station an terme B de la base.
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Dans la derniére colonne de ce tableau, on a, conformément a la
remarque faite p. 341, attribué aux directions observées des valeurs
approximatives, afin de n’avoir a chercher que de petites corrections.
Il est bon de remarquer toutefois que cette marche revient (§ 131) a
assimiler les corrections a de véritables différentielles, et a négliger
les ordres supérieurs : il faut donc que les suppositions ne s'écartent
pas trop des valeurs moyennes. Ainsi, par exemple, on a supposé,
dans la premiére série, que la direction du signal B était de
94G,7670",00; ou, plus simplement, de 70",00, en n'ayant égard
qu'a l'ordre des chiffres variables dans la série. Cette hypothese
donne 840",00 pour la somme des 12 observations; dans la réalité,
cette somme n’est que de 793",75 : la différence (— 46,25) est le
nombre porté dans la troisieme colonne, sous la premiere série. On
congoit d'aprés cela la formation des équations inscrites dans la der-
niere colonne : elles correspondent aux équations (1Y), (2') du § 152.

Nous avons maintenant a former les équations finales, d’apres
(5), (6), (7) et (8) du méme paragraphe. Remarquons que, pour A.
nous avons a faire dans la formule (8)

n= 12 n= 0 m= 3
a a'+ .. = + 27,550
b b+ .. = — 46,25.

|
Il vient donc 0= 12A - 27,5000 - - (18,75) - 4A - 4B,
3

ou bien (a) ... + 33,7500 = + 8,0000 A — 4,0000 B
Pour la direction B, nous avons en outre n' = 12, m'= 2 et
B+B'+B"+... = — 26,25. Il vient donc

|
0= 12B + 46,2500- - (18,75) — 4A — 4B
3

+ DB+ 262500- - (2625 — 6B ..,
2

ou bien (b)... — 53,1250 = — 4,0000 A + 14,0000 B.
Les équations a résoudre, (a) et (b), comparées au type (9), donnent:

[an] = + 33,7500; [aa] = + 8,0000: [ab] = — 4,0000 :
[bon] = — 53,1250; [bb] =+ 14,0000.
Les calculs numériques sont exposés dans le tableau suivant.
20.
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Il suit de la que les directions probables sont

Terme A .. = 0G0000",000
Woluwe-St.-Pierre. 66 ,2802 ,708+ (1)
Woluwe-St.-Lambert . . = 94 7666 ,979 + (2).

On n'oubliera pas que les corrections (1) et (2) résultent des condi-
tions ultérieures, dues a la liaison réciproque des diverses lignes de la

triangulation. — Les équations (12) deviennent donc
[1] = + 8,0000 (1) — 4,0000 (2)
[2] = — 4,0000 (1) 14.0000 (2); @z,

et les équations (15)

(1) = 0,14583 [1] + 0,04167 [2]
(@ = 0,04167 [1] + 0,08333 [2]. ®

Pour la compensation générale du réseau trigonométrique, Baeyer
(die Kustenvermessung, etc.) n’emploie que les équations (13'), et
les équations (12") lui sont inutiles.Bessel au contraire(Gradmessung
in Ostpreussen) n’emploie que le groupe (12') et ne fait aucun usage
de I'autre. Nous suivrons la méthode de Baeyer, qui a été adoptée en
Belgique par le Dépdt de la guerre.

THEORIE DE LA COMPENSATION D'UN RESEAU TRIGONOMETHIQUE

$ 155. — Lorsque les directions et les angles, pris a une méme
station, peuvent étre considérés comme des grandeurs observées im-
médiatement, et indépendantes les unes des autres, le calcul de leurs
corrections n’offre aucune difficulté. En effet, les observations des
diverses stations étant reliées entre elles de maniere a former des
triangles, des quadrilatéres, etc., il en résulte un systéme polygonal
qui présente plus ou moins d’équations surabondantes; de la naissent
des conditions qui doivent étre exactement remplies, pour que le ré-
seau soit mathématiquement formé, et la solution du probléme tombe
dans le cas que nous avons traité, 8§ 138 et suivants. Celle marche
estcelle qu’ont suivie Gauss, Hansen, Gerling, etc., dans leurs calculs
géodésiques.

Mais il en est autrement lorsque I'on regarde, avec Bessel et
Baeyer, les directions observées a chaque station comme liées entre
elles par des équations (9) : c’est dans celle hypothése que nous allons
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exposer la théorie de la compensation d’un réseau trigonométrique.
Soient les équations de condition suivantes, tirées de la constitu-
tion polygonale du réseau :

Multiplions-les successivement par les coefficients corrélatifs I, 11, 111...
(poursuivre la notation de Bessel et de Baeyer); différentions-les
par rapport a A, B, C..., et ajoutons-les aux équations (5), (6), (7);
il viendra

Comme les valeurs de ne sont autre chose que les expres-

sions (9), et qu’eu outre

précédent se transformera en

Eliminant A, B, C... de ces équations, et les exprimant en fonction
des coefficients indéterminés I, I, Ill... on trouve une expression
de la forme

A= P+ gl+ r Il + sl

Si maintenant I'on substitue ces valeurs dans les équations (14), on
fera disparaitre A, B,C..., et I'on obtiendra autant d’'équations que
de coefficients corrélatifs : leur solution donnera donc les valeurs de
I, 11, 111...; et ces derniers, remplacés dans (17), permettront de cal-
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culer les directions les plus probables A, B, C... qui satisfont al’en-
semble des conditions.

Telle est la marche la plus simple en théorie : mais lorsqu’on veut
I"appliquer, on doit attendre, pour commencer les calculs, que toutes
les observations soient terminées. Or ces calculs sont si longs que,
pour une triangulation un peu considérable, leur accumulation pré-
sente un travail effrayant. Baeyer a cherché a éviter cette accumula-
tion, en disposant les calculs de telle sorte qu’on puisse opérer par
parties successives, sans nuire a |'exactitude de la solution.

Dans ce but, on commence par calculer, comme nous |'avons fait
($ 153), les directions probables A’, B', C'..., eu égard seulement
aux observations faites a la station ; puis on forme les expressions (42)
et (13) relatives aux équations de condition qui résulteront plus tard
de la constitution géométrique du réseau. Jusqu’ici donc, les calculs
peuvent étre conduits indépendamment les uns des autres, pour
chaque station individuelle, et se faire d’année en année, aprés la cam-
pagne d’observations.

Dans les équations (14), les valeurs de A, B, C... embrassent
toutes les conditions; mais si I'on veut séparer les directions proba-
bles fournies a chaque station, des corrections dues a la forme poly-
gonale du réseau, il faudra remplacer A, B... parA'+ (1), B'+ (2)...
Les équations de condition (44) ne renfermeront donc plus les incon-
nues A, B, C... En effet, puisque I'on part, pour leur formation, des
valeurs probables obtenues a chaque station, la premiére de ces équa-
tions devient

en remplagant par A ' la quantité toute connue

De méme pour le reste du groupe (44) qui sera remplacé par le
suivant

Dans la méme hypothese, c’est-a-dire en partant des directions pro-



350 THEORIE DES ERREURS.
bables observées aux diverses stations, la premiére des équations (16)
se transforme en celle-ci :

[aa] A' — [ab] B' — [ac] C'...+ [aa]l - [ab] (29 — [ac] () ...

Mais par suite de notre hypothése, nous avons (9):
[aa] A" — [ab] B' — [ac] C' ... = [an]
et de plus (12)
[aa] () - [ab] @ — [ac] () ...

[1].
Il s’ensuit que le groupe (16) deviendra

M= atl+ B+ yll ..
[2]= a'l + B'11-f-y'1I .. ..(19)
B = a"t+ B+ y"Il

Si I'on transporte les valeurs de [1], [2], [3]... dans les équations (13),

on obtient les corrections (1), (2), (3)... exprimées en I, II, Ill. Les
introduisant dans (18), on obtient les équations finales, dont la réso-
lution fait connaitre les valeurs de I, I, Il1l... Enfin, transportant ces

coefficients connus dans les expressions (13) des corrections, on en
déduit les valeurs de ces derniéres. Ces valeurs doivent rendre les
équations (18) identiqguement nulles.

$ 156. — Les directions corrigées que I'on trouve de cette ma-
niére pour chaque station, se rapportent a la direction arbitraire du
premier objet, prise comme point zéro : cette direction est en effet
indifférente lorsqu’on ne considére que la valeur des angles des
triangles, ou I'accord des séries d’observation ; mais on a besoin de
connaitre I'influence que la compensation des directions a exercée sur
le point zéro, pour apprécier la grandeur des changements que doivent
subir les directions, observées a un sommet quelconque. Dans ce but
laissons la direction initiale indéterminée et désignons-la par z :
alors les autres directions deviendront z+ A, z+ B... et nos pre-
mieres équations ($ 152) seront remplacées par celles-ci :

Directions observées
» probables

Différences
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Ces différences, égalées a une variable x, donnent les équations
O=x+z; 0=z + A+ x3 0=1z+ B+x—bh..etc

et si I’'on pose

on trouve

Remplacant A par A + (1); R par B+ (2)... et détruisant les quan-
tités qui s’annulent en vertu des équations (3) et (4), on obtient

0= (M+ mn)z+ N+ nN)@Q+ (Mt n)Y@+ n' (3).

Or mn exprime le nombre total de tous les pointés dans le groupe (1)

m'n’' » » » )
n+n  » » » de A

n+ n'" » » » de B

n' » » » deC.

Si donc on désigne par h le nombre de tous les pointés du pre-
mier objet pour chaque station ; par h' le nombre des pointés de A :
par h" le nombre des pointés de B, etc., on aura

0= z(h+ h+ h"+ h"') W @O+ @2+ h" @ ..

Mettant pour(l), (2), (3)... les corrections trouvées, on déduit de
cette équation la valeur de z. Ce procédé est évidemment applicable a
chaque station.

La marche compléte du calcul de la compensation d’'un réseau trigo-
nométrique se résume donc ainsi :

1° Rechercher les équations de condition (18);

2° Formerleséquations (19 ), qui donnent les quantités[1], [2], [3]...
en fonction des coefficients I, II, Ill...;

3° Exprimer les corrections (1), (2), (3)... au moyen des facteurs
I, 1, Ill... d’apres les équations (13) ;

4o Substituer les valeurs de (1), (2), (3)... dans les équations de
condition, pour obtenir les équations finales, en nombre égal a celui
des coefficients corrélatifs;
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5° Résoudre les équations finales, ou déterminer les coefficients
[ I T I 1

6° Transporter ces valeurs dans les expressions trouvées (3°) pour
la détermination de (1), (2), (3)...;

7° Déterminer les changements a apporter au point zéro pour chaque
station;

8° Enfin ajouter les corrections précédentes a celles déja trouvées,
pour que les directions définitives satisfassent a toutes les conditions,
et que I'observation de chacune d'elles ait le méme poids.

THEORIE DUN nivELLEMENt t RIGONOMETRIQUE.

§ 157. — La détermination de la différence de niveau entre deux
sommetsgéodésiques s'obtient par I’'observation des distances zénithales.
La méthode des distances zénithales réciprogues et simultanées re-
pose sur I’hypothése que la trajectoire lumineuse fait des angles égaux
avec la droite qui joint ses deux extrémités .. les observations de
Bessel (Gradmessung, p. 172) et celles de Baeyer (Nivellement
zwischen Swinemunde und Berlin) ont prouvé que cette méthode est
la plus exacte de toutes celles que I'on connait aujourd’hui. Elle
part cependant d’une hypothése évidemment inexacte, puisqu’elle
admet une réfraction égale en des points ou la densité de l'air est

différente; mais I'erreur est trés-peu
sensible, lorsque les différences de ni-
veau ne sont pas considérables.

Soient h, h' les hauteurs de deux
points A et B au-dessus du niveau de la
mer; Clepointde rencontre de leurs ver-
ticales; les distances zénithales des points
B et A, observées des points A et B, sont
respectivement z + dz, z' + dz', en
représentant par dz et dz' les petits an-
gles de réfraction aux points A et B.

Or. le triangle rectiligne AB C donne

I'angle A = 180°— z — dz
B= 180 — z' — dz’
» C= C

180o= 360°+ C — (z + dz+ z'+ dz');
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d’ou I'on déduit
1 ..180°+C= z+ dz+ z'+ dz'

1 1
(2)...- (A+ B)= 90°- - C

Si I’on désigne par s la distance entre les verticales de A et de B,
réduite au niveau de la mer, et par r le rayon de courbure moyeu de
I’arc s, on obtient, pour le cas ou I’angle C est trés-petit,

R" étant, comme I'on sait, égal au nombre de secondes compris dans
I’arc égal au rayon, ou a 206264",8.

Faisons en outre dz + dz'= kC : la quantité k est ce que Gauss
nomme le coefficient de réfraction *. Introduisant kC dans I'équa-
tion (1), et substituant a C sa valeur trouvée plus haut, on obtient

formule qui donne le coefficient de réfraction en fonction de la dis-
tance s, et des distances zénithales réciproques et correspondantes
observées aux points A et B.

Dans le triangle ABC, il existe entre les deux cotésr+ h , r+ h'
et I'angle compris C, la relation connue

2r+ h+ h:h"—h= tang- (A+ B):tang - (A— B)
2 2

= cotg - C:tang - (z'+ dz' —z — d2);
2 2

* 1l est bon d'observer que les auteurs francais donnent le nom de coefficient
Je réfraction a la quantité n dans I'équation

de sorte que
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Comme h et h' sont négligeables par rapport a r, et que C est un
angle tres-petit, on peut faire la premiere parenthese égale a l'unité,

1
et remplacer 2r tang - C par ladistance s. Transportant ces valeurs,

1
et celles (3) de 12(A— B), dans la derniére équation, on obtient, pour

la différence de niveau entre A et B, les expressions:

En outre, si I'on admet que I'angle de réfraction est le méme en A et
en B, on a

et les formules précédentes deviennent

On pourrait introduire, au lieu de la distance zénithale, I’angle de
hauteur, e, que la droite A B fait avec I’horizon de A :on a

d’ou
et par suite :
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ou bien, en remplagant la tangente par I’arc, ce qui est permis vu la
petitesse de I'angle e :

Lorsque, d'un point A, on a observé la distance zénithale de I’ho-
rizon de la mer, AB devient une tangente au point B; par suite
h'= Oet z'=90°. Dans ce cas on tire de |'équation (4)

et de I’équation (6)

ou (9) ...

Prenant la valeur de z dans I'équation (8), et la transportant dans la
deuxiéme des équations (6), on trouve

ou bien, en remplagant la tangente par |'arc,

Transportant enfin cette valeur de s= v2rh/1-k dans I’équation (9),

on obtient, en fonction de la distance zénithale de I’horizon de la
mer, lahauteur du point de station A, indépendamment de la distance:
savoir :

Lorsqu’on égale entre elles les expressions (10) et (11), on obtient
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Dans la derniére expression, e est négatif par lui-méme, puisqu’il in-
dique la dépression de I'horizon de la mer. La valeur de s est donc

toujours positive.
Les formules que nous venons de trouver renferment tout ce qui

est nécessaire au calcul d’'un nivellement trigonométrique.

Quand on a observé plusieurs fois les distances zénithales récipro-
ques et correspondantes entre deux stations, on calculera de la ma-
niére suivante I'erreur probable des observations.

M étant la valeur moyenne de R (zr—z) dans I'équation (6), I'er-

reur de chaque valeur particuliére est

A= M—- (2'- 2);
2

I’erreur moyenne n étant le nombre des observa-
tions; I'erreur probable r" = 0,6745 ¢, en secondes;

ou bien en fonction de la distance s.
Soientr', r", r'''.. les erreurs probables relatives a différents cou-

ples de stations successives: I’erreur probable du résultat définitif sera

R= Vv  [r2+ r'2+ r"2..]

C o M P E N S A T 1 o N
THRIGONOMETRIQUE

D'APRES LA M E T H O D E D E S

$158.— Lorsque, dans une chaine de triangles, on a mesuré plus de
distances zénithales qu’il n’est absolument nécessaire pour la détermi-
nation des différences de niveau entre les sommets, il en résulte des
équations de condition, comme dans la mesure des angles horizon-
taux; et ces équations doivent étre rigoureusement satisfaites, si I'on
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veut que les hauteurs déterminées, comparées entre elles, ne présen-
tent aucune contradiction. Ces conditions sont exprimées en fonction
des erreurs, c'est-a-dire des différences qui existent entre les dé-
terminations qui sont indispensables et celles qui sont superflues :
elles peuvent par conséquent, comme les équations de condition
d'un réseau horizontal, étre traitées par la méthode des moindres
carrés.

La premiere chose a faire, pour former ces conditions, est de
chercher une regle qui en fasse connaitre le nombre, de maniere a
n’introduire dans le calcul ni trop ni trop peu de conditions.

Dans un triangle A B C on peut observer trois différences de ni-
veau, savoir: entre A et B, entre A et C, et entre B et C. Prenons
pour point de départ le sommet A (dont la cote est supposée connue ) :
les deux premiéres différences de niveau détermineront les cotes des
points B et C : la troisieme fournit donc une équation de condition,
tout comme la mesure du troisiéme angle d'un triangle. Ainsi «lors-
* que, dans un triangle, on a observé les différences de niveau entre

les sommets pris deux a deux, il existe une équation de condition

relative au nivellement(eine Hohenbedingung). »

La formation de celte espéce d’équation est bien simple. En effet
supposons que I’'on parte d’'un sommet du triangle, et qu’on en suive le
contour, de maniére a revenir au point de départ; soient hl, h2, I3
les cotes des trois sommets : la somme de leurs différences de niveau
sera

valeur identiquement nulle. Par suite a somme des différences
» de niveau entre les trois sommets
«d'un triangle doit étre égale a zéro. »
La méme relation a lieu évidemment
pour tous les sommets d’un polygone
quelconque.
De plus « cette relation sera néces-
« sairement satisfaite dés que la con-
«dition précédente sera remplie pour
«les triangles qui composent le po-
«lygone. » Soit en effet le pentagone 1. 2. 3. 4. 5 et supposons
que l'on donne
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et de méme pour un polygone quelconque.

Cette considération facilite beaucoup la formation des équations de
condition; car il en résulte que, dans toute figure composée de trian-
gles, il suffit de chercher les équations de condition dans ces triangles
mémes : des qu’elles seront satisfaites, il en sera de méme pour toutes
celles que peut présenter la figure; et chaque sommet, abaissé d'une
gquantité égale a sa cote, se trouvera sur une seule et méme surface
de niveau, celle de comparaison.

On n’éprouvera donc aucune difficulté & déterminer le nombre d’é-
quations de condition qui existent dans une triangulation : il est égal
au nombre de différences de niveau observées, moins le nombre de
différences de niveau qui (a partir d'un point initial)est strictement
nécessaire pour la détermination des autres points. Supposons que la
triangulation ait n sommets ; elle exige (n— 1) différences de niveau :
si donc on en a réellement observé m, il y aura m—n + 1équations
de condition.

Pour le triangle, m =3, n=3 :il y a donc 1 équation de condi-
tion.

Pour le quadrilatére avec deux diagonales, m= 6,n= 4: donc 5
équations.

Pour le quadrilatére avec 1 point intérieur, m= 8, n= 5:donc 4
équations, etc.

Représentons par H la difféerence de niveau entre deux points A
et B; par z la distance zénithale de B observée de A : nous aurons
d’apres I’équation (6)

Pour connaitre la variation de différence de niveau qui correspond a
une erreur sur la distance zénithale observée, différentions I'expres-
sion précédente par rapport a H et az; il vient
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Mais dans les observations géodésiques, |’angle

s’écarte toujours trés-peu de 900; et I'on peut, sans erreur sensible,
faire son sinus égal al’unité : il vient donc

dH = — sdz.

Si dz exprime des secondes, il faudra le diviser par R", et alors dH
sera exprimé dans la meme

unité que la distance s. On a

donc en définitive

sdz
d H

Cette formule s’explique
géométriquement d’une ma-
niére trés-simple. Z A B' étant
I'angle z; B'A B" I'erreur dz,
on aura, en supposant le trian-
gle différentiel B' A B" rectan-
gle en B',

B'B" = B"A sin dz ;

mais B'B" n'est autre chose que dH; B"A differe trés-peu de s.
donc

Telle est la valeur absolue de dH. Quant aux signes, on voit que,
lorsque z augmente, H diminue; c’est-a-dire que dH et dz sont tou-
jours de signes contraires.

D’aprés cela, si les différences de niveau des trois sommets d'un
triangle sont + H1 + H 2, — H3; les longueurs des cotés s1, s2, s3;
les corrections inconnues a faire subir aux distances zénithales

(1),(2),(3); on formera I'équation de condition en ajoutant — (I)
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ou bien, en remplacant parA la quantité toute connue H1+ H2— H3,
et par a, a', a" les coefticients des corrections,

0= A+a@+ a@+ a @3

Pour généraliser la question, nous admettrons que le nombre des
distances zénithales observées n’est pas le méme aux différentes sta-
tions : il faudra donc accorder aux résultats des poids p 1 pB.
proportionnels aux nombres d'observations, et il s'agira de réduire a
un minimum relatif la fonction

2S= pl (1)2+ p2 (22+ p3(3)2... .. (D),
eu égard aux conditions suivantes

u 0= A+ a@yf a @+ a" @
U= 0=B + b@+ b @+ b" (3).. etc.

Si I'on multiplie respectivement ces équations par les facteurs indé-
terminés I, Il...; qu'on les differentie par rapport a (1), (2), (3)...:
et qu'on ajoute les coefficients différentiels (qui, d’aprés la condition
du minimum, doivent étre égaux a zéro) aux coefficients différentiels
analogues tirés de (1), on aura:

Mais, d’apres I'équation (1),

En outre on a

Ces valeurs, substituées dans les équations précédentes, les transfor-
ment en.
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0= pl (1) Hb Il + ...
0=p2(2)+ a o+ b
0= p3@) + a"l+ b"ll +

et I'on a

Transportant ces valeurs de (1), (2), (3)...... dans les équations (2),
on pourra déterminer les coefficients I, Il ..; et ceux-ci, introduits
dans les équations (4), permettront de déterminer les corrections
(1).(2), (3)...

Pour opérer avec facilité, on négligera le signe moins qui pré-
céde le second membre des équations (4), en transportant les valeurs
de (1), (2), (3) dans les équations (2) : on obtiendra ainsi les équa-
tions finales

La résolution de ces équations donne les valeurs des coellicienls
I, 1l...; etsion les substitue dans les équations (4), débarrassées de
leurs signes moins, on aura les corrections (1), (2),(3)...

Ces corrections expriment, en secondes, les changements qu’il faut
faire subir aux distances zénithales observées, pour que le nivelle-
ment trigonomeétrique soit exactement compensé. Les variations de ni-
veau correspondantes, que nous désignons par A 1LA2,A3,.... s’ob-
tiendront par la formule
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$ 159. — Pour déterminer la hauteur du Miiggelsberg, Baeyer en
a observé la distance zénithale, en sept stations dont les cotes étaient

déja connues : les différences de niveau qu’il a obtenues sont consi-
gnées dans le tableau suivant.
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Comme sept différences de niveau ont été observées, et qu’il n’y aqu’un
seul pointa déterminer, les équations de condition sont au nombre

de six savoir :
1°B .M .C

Les cing autres équations de condition ont été formées d'une ma-
niére analogue : ce sont
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40 .. B. M .D

50 ... D.F. M

6) .. A.D.M

Les valeurs de s sont données par leurs logarithmes dans le tableau
suivant, ce qui permet de former les expressions numériques des
corrections (1), (2), (3)... (7) en fonction des coefficients indétermi-
nés |, Il, Ill... VI.

BM ... 3,984 0791
CM ... 3,832 4575
DM ... 3,966 4442
EM ... 3,858 3222
FM ... 4,128 3087
GM ... 4,085 4495
AM ... 4,277 2733.
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Les équations finales a résoudre pour la détermination des facteurs
sont donc

+ 0,075= + 0,000490001 + 0,00021835 [Il + Il + V]
- 0361 = + 0,0006263611 + 0,00021835 [IIl + V]

— 0.196 = + 0,000 79898111 + 0,00021835 IV

- 0,596 = + 0,000442121V + 0,00022377 [V - VI]

+ 0,199 = + 0,002 34573V — 0.00022377 VI

— 0,290 = + 0,004 43750 V1.

Et I'élimination donne

I = + 1152,853 ... IV = — 2015,226
I = — 301,041 ... V =+ 262,409
"= + 72,630... VI = — 153,740.

Substituant enfin ces valeurs dans les expressions des corrections,
on trouve d’abord les corrections des distances zénithales ; et celles-ci,

multipliées par les 9R, correspondants, font connaitre ensuite les

corrections des différences de niveau. Les dz et les dH doivent étre
ici affectés des mémes signes, puisqu'on a déja eu égard a leur oppo-
sition naturelle, dans la formation des équations de condition. On
obtient ainsi

CORRECTION DES

distances zénithales. différences de niveau.
(1) = + 5" 097 + 07,238
2= + 9 ,500 + 0,313
B= —7 974 — 0 .358
(4= - 3 511 — 0 .123
(5)= - 8 548 — 0,557
6)= + 0,714 + 0,042
7)= + 7 .057. + 0 ,648.

Ces corrections feront concorder entre elles toutes les différences
de niveau portées dans le premier tableau, et donneront une cote
unique au Miggelsberg.

La figure qui vient de nous servir (p. 562) montre, d’'une maniere tres-
heureuse, comment on peut agrandir successivement, par le calcul, la
base mesurée bb', et la rattacher au triangle de premier ordre A B K.
On vy distingue, enveloppés I'un dans I'autre, trois quadrilatéres avec
leurs diagonales, savoir : 1°bCb"'H; 22 CDHE; 3°DMGF; et

31
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les sommets du dernier servent de stations pour déterminer les som-
mets du premier triangle géodésique.

$ 160.— Souvent, dans une triangulation, le nivellement des som-
mets n’est qu’'une opération d’une importance secondaire. Dans ce
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cas, on peut procéder a la compensation des résultats par un moyen
moins rigoureux, mais beaucoup plus expéditif que le précédent.
C'est ce qu'a fait Bessel (Gradmessung in Ostpreussen, p. 203).
Nous allons exposer la marche qu’il a suivie pour compenser le
systeme pentagonal formé par les cinqg premiers sommets de sa trian-
gulation.

Les résultats immédiats de ses distances zénithales lui ont fourni
les différences de niveau suivantes.

Il commence par réunir en un seul chaque double résultat prove-
nant des observations réciproques de deux sommets : pour cela il
prend la moyenne des deux différences de niveau, en ayant égard au



368 THEORIE, DES ERREURS.

nombre des observations. Soit donc T la hauteur absolue de Trenk,
M celle de Mednicken, etc., il obtient

Qu’on imagine maintenant un point dont la cote, S, soit la moyenne
arithmétique de celles des cing points en question : on aura, pour
Trenk, par exemple :

5 T= (T+ M+ F+ W+ G)— 0,533 — 17,994 - 5,110 — 38.862 :

ou T = S — 12500
On aurait de méme M= s — 12,032
F= S+ 5,437
W= S— 7,374

G S+ 26,468.

Ces équations font connaitre les différences de niveau des cing points
en question. Pour avoir la cote absolue, S, du point fictif, il suffit de
rattacher I'un ou l'autre des cing points a un point dont la cote abso-
lue, H, soit déja connue. Ainsi, Ressel atrouvé d'autre part

F= H - 6,994= S+ 5,437

W= H — 19626= S— 7,374

G= H+ 14,182= S+ 26,468

Moyenne ... S= H— 12,323.

Enfin pour déterminer les cotes des autres points de sa triangulation,
qui ont été observés de plusieurs sommets connus, Ressel prend la
moyenne des résultats, en supposant les poids proportionnels aux
nombres d’observations, et réciproques aux distances.

La figure de la page 366 offre un nouvel exemple de la maniére
dont on peut relier une petite base au premier coté géodésique d’'une
triangulation. La base Trenk-Mednicken, de 955 toises, est commune
a deux triangles, dont les sommets, Fuchsberqg et W argelitten, sont
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dislants de 2955 toises. La droite qui joint ceux-ci sert elle-méme
de base a deux triangles dont les sommets, Galtgarben et Haferbery,
sont éloignés I’'un de |'autre de 10782 toises ; enfin la ligne qui unit
ces deux derniers points, aussi bien que les lignes Galtgarben-Fuchs-
berg et Fuchsberg-Haferberg, déterminent le plus petit coté, Galt-
garben-Condehnen, du triangle de ler ordre, Galtgarben-Condehnen-
Wildenhof. On a donc mesuré 25 angles au lieu de 10 qui auraient
suffi & la rigueur, ce qui donne 15 équations de condition entre les
angles observés : la précision des angles nécessaires a la construction
du réseau est ainsi considérablement augmentée.

Bessel ne doute pas de I'exactitude du coté Galtgnrben'Condehnen.
Les principales raisons qu’il en donne sont : 1° la précision avec la-
quelle la petite base a pu étre mesurée; 2° celle avec laquelle son
théodolite permettait d’observer les angles; 3° enfin les vérifications
nombreuses qu’offre le petit réseau destiné a dilater la base jusqu’a la
longueur du premier coté.

§ 161.— Lorsqu’il existe quelque doute sur la valeur du coeffi-
cient de réfraction, I'incertitude qui en rejaillit sur les différences de
niveau est d'autant plus grande que I'on opeére sur des points plus
éloignés : elle croit, avons-nous vu ($ 157, formule 10), comme le
carré de la distance. Si donc on veut joindre deux points A et B par
un nivellement compoisé, I'erreur probable qu’entraine, a chaque sta-
tion, I'incertitude du coefficient k, est inversement proportionnelle
au carré du nombre n de parties dans lesquelles on a partagé la dis-
tance A B. D’ailleurs I'erreur probable du résultat définitif est (§ 117)
directement proportionnelle a la racine carrée du nombre n : on peut

von
donc la représenter par : et I'on voit qu’elle diminue

rapidement lorsqu’on augmente le nombre des stations intermédiaires.
C’est le moyen qu'a adopté le colonel Corabceuf, dans son nivellement
des Pyrénées entre la Méditerranée et 'Océan, et il lui a parfaitement
réussi. Il est vrai que cet habile observateur avait en outre |'avan-
tage d’opérer dans une région trés-élevée, et que ses rayons visuels
étaient ordinairement trés-éloignés de la surface du sol.

Dans la pratique, on détermine la valeur du coefficient de réfrac-
tion, k, par des distances zénithales réciproques et simultanées: et
on la calcule au moyen de la formule (4), $ 157 :

31.
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Baeyer adopte, dans le voisinage des cOtes de la mer, la valeur

R
k= 0,1362; dou log — (1 — k) = 2,45458; et, dans |'intérieur

des terres, il prend

Ces valeurs nous paraissent devoir convenir & notre pays.

Il 'y a quelque chose de forcément arbitraire dans la fixation du
poids d’une série d'observations, faites dans le but de déterminer la
valeur de A, par des distances zénithales.

Si k, en effet, était une grandeur constante, dont I’erreur ne put
dépendre que des erreurs d’observation, dz, I'erreur probable d’une
détermination fondée sur un nombre a d’observations serait (§ 120)

et I'erreur probable déduite de a observations faites a une station, et
de b observations faites a la station réciproque, serait

Le poids correspondant serait donc

D'ailleurs, comme les poids sont simplement des quantités relatives.

on peut supprimer la constante et prendre pour poids

Mais d’un autre coté, si I'inconstance de A était la seule cause d’in-
cerlilude, le poids P serait indépendant de la distance, et I|'on

aurait proportionnel a , ou bien
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at+ b
« Il n'est pas douteux, dit Bessel, que I'incertitude provenant de
« I'inconstance de k ne soit plus a craindre que les erreurs commises
< dans la mesure des distances zénithales; ainsi, pour avoir égard a la
« fois aux deux causes d’erreurs, nous admettrons
abV s
«p=
a+ b
Dans le cas ou les observations sont réciproques et simultanées, on a
nécessairement a = b: le poids d’une série est donc alors

a
P=

$162.— Les observations conditionnelles, que nous avons appris
a compenser (§138), servent en général a calculer d'autres quantités
qui en sont des fonctions connues : il nous faut apprécier la précision
de ces fonctions.

Celte question doit étre envisagée sous un point de vue tout parti-
culier. Comme, par hypothése, les observations sont en nombre sura-
bondant, la quantité acalculer ne doit renfermer extérieurement, dans
son expression, que les observations strictement nécessaires, et les
observations surabondantes n'y apparafitront pas:cependant, puisque
la compensation a été opérée au moyen de toutes les observations, les
résultats surabondants se trouvent implicitement dans la fonction.

Soit donc u la fonction acalculer, liée a un certain nombre d’ob-
servations (non a toutes) par la relation directe

u= f(vV, V", V" ) - (9)
On a calculé exactement

u= f(o"x"; o"+ x"; o™+ x"™ ...
en remplacgant les V par des (0 + x).
Si ces V seuls avaient été observés, et s'ils étaient indépendants les

uns des autres, nous n’'aurions qu’a poser (§ 120)

du= I'dv'+ /"dV"+V¥V . (8)
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et, eu supposant les observations également exactes, nous en dédui-
rions immédiatement

en prenant pour unité de poids I'observation elle-méme.

Mais tel n'est pas le cas. Nous ne pouvons employer I'équation (s')
que pour déduire, des variations données des V, les variations cor-
respondantes de u : elle n'est donc plus applicable ici, dans le sens
du $ 120, parce que les dX ne sont plus indépendants les uns des
autres, mais sont liés aux V et dV qui n’apparaissent pas dans la for-
mule (s), et par conséquent liés aussi entre eux, par les équations

qui ne sont autre chose que les différentielles des équations (r) du
§ 138, dans lesquelles nous faisons les df = 0, puisque les équations
de condition (r") sont satisfaites par la compensation que nous sup-
posons avoir été effectuée. N'oublions pas d’ailleurs que nous ne pou-
vons admettre pour les dX que des valeurs qui rendent [A 2 un mi-
nimum pour toutes les observations.

Si donc nous voulons, de I'erreur moyenne des observations,
conclure I'erreur moyenne de la quantité u, nous ne devons pas
conserver les équations (s) et (s'); mais nous devons d’abord chercher
a former une autre équation

u= (VL VYV VML) - (™
qui jouisse de la double propriété : 1° de renfermer toutes les quan-
tités observées et compensées; 2° de donner pour u, lorsqu'on y
remplace les V par les (0+ x), la méme valeur que I'équation (s).

On peut trouver un nombre infini de pareilles équations : il suffit
pour cela d’'ajouter a I’équation (s) les équations (r), apres avoir mul-
tiplié chacune de ces derniéres par un coefficient arbitraire, r; on
obtient ainsi

us F(V, V", V') + rifl+ 22+ r3f3........ sV

Or, si I'on remplace dans cette équation les V par des (o+ x), les
derniers termes s’évanouiront d’eux-memes, par le fait de la compen-
sation supposée effectuée.
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Nous verrons tout al'heure comment il faut déterminer les r con-
venables : pour le moment, remarquons que I'équation (slV), étant
différentiée, donnera une équation de la forme générale

du= L'dV'+ L"dV"+ L"dV"' + LMIVNV e (sV)

qui differe de I'équation (s') en ce qu’elle contient tous les V. Si donc
nous pouvions déterminer tous les L, le probleme serait résolu, car
nous aurions

qui nous feraient connaitre I'erreur moyenne ou le poids de la
fonction.
Or, en égalant (sV) a la différentielle de (slv), on a

ou bien, d'aprés (s') et (s"),

Egalant les coefficients; des différents dV, on a

Reste a déterminer les valeurs convenables des .

Pour cela, nous savons que les seuls d \ admissibles sont ceux qui,
dans le cas particulier ot dv = — x', dV" = — x"... rendent [xZ
un minimum pour toutes les observations. Nous avons donc a diffé-
rentier de nouveau (sv) en regardant du comme constant, et en faisant
d.dV = — dx. Il vient ainsi

Comparons cette expression avec I’équation (r'") déja satisfaite,
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et nous en conclurons que les L jouissent de I'importante propriété
d'étre proportionnels aux x; en d’autres termes que [L 2 doit aussi
&tre un minimum. Telle est la condition qui doit nous servir a déter-
miner les r.

Nous emploierons a cette détermination les équations (su), en
posant

et elles deviendront

Substituant dans ces derniéres expressions les valeurs des L, tirées
de (svl), nous obtenons en définitive, pour déterminer les r (qui sont
en nombre c), les équations suivantes qui sont aussi en nombre c.

Ces équations, que nous appellerons, avec Gerling, équations de
transport (Uebertragungs-Gleichungen), sont bien faciles a former;
car elles ont les mémes coefficients que les équations normales, et
n’en different que par le terme constant. Ayant trouvé les valeurs
numériques des r (coefficients de transport), on les transportera dans
les équations (svl), et I’on en déduira les valeurs des L. Il ne restera
plus alors qu’a calculer

Insistons, en terminant ce sujet, sur ce que [LZ est un minimum, et
par suite P un maximum. Il en résulte que « la compensation des
« observations conditionnelles rend aussi grande que possible la pré-
« cision de toutes les quantités qu'elles doivent servir a calculer. »

$163. — Comme exemple de calcul, reprenons notre triangle
A B C [81 40, 2eexemple], et calculons le c6té AC = u, en fonction
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du cété connu B C= a = 50000m, et des angles compensés. Nous
avons ici

0" = A= 36°25'43"
o" = B= 90 36 24
o"= C= 52 57 53.

La formule (s) est maintenant

u=

u

84198m.

D’apres la remarque qui termine le § précédent, nous savons déja que
cette valeur de u estla plus exacte que I'on puisse tirer des observa-
tions données. Pour estimer son degré de précision, calculons son
erreur moyenne.

a sin o"
L ’équation U= e ,
sin o'
étant différentiée, devient
du sin 1" = — u cotg o' do' + u cotg 0" do” .

Il faut maintenant traduire en nombres cette équation différentielle :

nous avons
u
log--------- = 9,61087
sin 1" —eeeeeemeeeee
log cotg o' = 0,01392 ... log I' = 9,62479n ... /' = — 0,421491
log cotg 0 "= 8,02484n ... log I"= 7,63571n .. I" = - 0,004322

E 0.

Comme nous n'avons ici qu'une seule équation de condition, dans la-
quelle a* = a" = a™ = + 1, sel
440 nous conduit donc a I'équation
de transport
— 0,425813 + 3rl= O0;

d’ou ri= + 0,141938.
Nos équations (svl) deviennent par la :
L' = - 0,279553
L” = + 0,137616
L"'= + 0,141938.
D’ou [LY = 0,117234,

par élévation au carié et addition.
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Comme nous avons trouvé, dans le § 140, l'erreur moyenne d'un
angle = +- 6",93, il vient

S= + 6,93V 0117234 = + 2m37.

Telle est I'erreur a craindre sur le calcul d'un coété : elle provient
uniquement de ce que les angles employés a ce calcul sont affectés
d’erreurs inévitables, et de ce que la compensation n'est pas absolu-
ment rigoureuse; mais la base a est supposée parfaitement exacte.
Nous avons ici, en petit, ce qui se passe en grand dans une triangu-
lation : la base, adoptée comme exacte, est transportée par le calcul
sur tous les autres cotés du réseau, et I'on obtient pour ces cotes une
précision plus ou moins grande, suivant le nombre et la qualité des
angles intermédiaires; mais si la base est affectée d'une erreur, cette
erreur se transporte sur les cotés calculés, proportionnellement a leur
grandeur, et s'ajoute ala premiére.

Voulons-nous nous convaincre, d'une maniere pratique, de ce qui-
nous avons gagné en précision par I'observation des trois angles et
par la compensation? calculons le [/2] que nous aurions di employer,
d’aprés le § 120, s'il n'y avait pas eu d'observations surabondantes :
on a dans ce cas

[12]'= 0,177679,
d'ou

Ainsi, la compensation des deux angles indispensables, au moyen du
troisieme angle surabondant, a augmenté de prés de 1/5 la précision
du coté calculé.
Une marche analogue a la précédente permettrait de calculer, dans
le 3eexemple du § 140, le c6té 4.5 = u, en fonction du coté 1.2
- a, au moyeu de la chaine de triangles qui réunit ces deux cotés.
L’équation (s) serait ici
sin 02 sin 04sin 09

u= a -- S—
sin 03 sin 06 sin o

§ 164. — Lorsque les observations sont de diverses précisions,
les formules a employer pour calculer I’erreur moyenne et le poids
dela fonction n seront (§ 120, nXdl et nXvll)
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reste a savoir comment il faut déterminer, dans ce cas, les coefficients
de transport. Or, I’équation (sMl), qui ne change pas, doit maintenant
étre comparée a

0 = p'x'dx'+ p"x"dx" + p'x'™tdx"

d'ou il résulte que les L doivent étre proportionnels aux px, les L2

L4
aux p2 2, elles — aux px2. Ceci nous montre que les r doivent main-

) ) L2 ) .
tenant étre déterminés de maniére que —  soit un minimum : on

en conclut facilement que les équations (svlll) doivent étre rempla-
cées par

Transportant dans ces équations les valeurs des L, tirées des équa-
tions (svl) non modifiées, nous trouvons, pour les nouvelles équations
de transport,

Reste a éliminer les r et & les substituer dans (svl). On voit qu’il n'y a
rien de changé a la marche tracée dans le § 162, sauf I'introduction
du diviseur p.

32



CONCLUSION

$165. — lIci setermine notre exposition de la méthode des moin-
dres carrés et de ses applications. On peut juger maintenant de sa
haute utilité, et des précieuses ressources qu’elle offre dans un ordre
trés-étendu de questions. Pourquoi donc son usage est-il si peu ré-
pandu, que la plupart des calculateurs ne la connaissent pour ainsi
dire que de nom? Cette espéce d’antipathie que I'on éprouve en gé-
néral contre la méthode des moindres carrés s’explique, a notre avis,
par les calculs longs et pénibles qu’exige son emploi, et par l'as-
pect compliqué sous lequel on présente souvent ses formules. Ces deux
inconvénients sont réels: aussi les plus grands géometres de I'Alle-
magne, Gauss, Jacobi, Encke, Besset, etc., n'ont-ils pas dédaigné de
descendre, a ce sujet, dans de minutieux détails de calcul, pour cher-
cher les moyens d’abréger ou de régulariser le travail.

Grace aux notations de Gauss, les formules littérales sont aujour-
d’hui aussi simples qu’élégantes; mais leurs applications numériques
sont encore trés-laborieuses. Cependant, ici comme en toutes choses,
les premiers pas sont les plus pénibles: il faut avoir la force, ou plu-
tot le courage de les faire, et tel calcul, qui parait effrayant dans les
commencements, se simplifie a mesure qu’on le pratique, et enfin ne
devient plus qu’un jeu.

Un point trés-important pour le calculateur qui veut opérer
promptement et avec une exactitude suffisante, c’est de choisir une
table de logarithmes convenable : j’entends par la qu’elle ne doit pas
renfermer plus de décimales qu’il n’en faut; car les tables volumi-
neuses sont longues a feuilleter. Encke, que I’on peut citer comme
I'un des calculateurs les plus habiles et les plus expérimentés de no-
tre époque, dit a ce sujet : « Les durées d’un méme calcul, fait avec
« des tables a7, 6 ou 5 décimales, sont comme les nombres 3,2,1. »

Quand on s’arréte a la minute dans le calcul des angles, et
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a 1/4000 dans celui des longueurs, des tables a 4 décimales sont
suffisantes. Elles doivent aller & 5 décimales, si I'on veut avoir les
angles exacts a 5" pres, et les longueurs avec |'approximation
de 1/40000 — 6 décimales donnent presque sdrement la demi-
seconde, et 7 décimales le vingtieme de la seconde.

Un bon calculateur doit bien connaitre son sujet. Lorsqu’il s'en
sera suffisamment pénétré, il distinguera avec tact ce qui est essen-
tiel de ce qui ne I'est pas; ce qui est indispensable a la rigueur du ré-
sultat, de ce qui ne conduirait qu’'a une exactitude apparente et illu-
soire.

L 'ordre, la division du travail, facilitent singulierement les calculs
les plus compliqués. Les calculateurs exacts peuvent en général tra-
vailler longtemps sans fatigue, parce qu’ils introduisent dans la con-
duite de leur ouvrage une régularité pour ainsi dire mécanique.

Evitez de faire des opérations de téte, & moins que vous n’ayez
pour elles une aptitude particuliére. En général il sera plus sdr, et par
conséquent plus court, d'écrire tous les calculs que vous avez a faire.

Donnez-vous des moyens fréquents de vérification, surtout dans
les commencements d’un long calcul : c’est alors que les erreurs sont
les plus communes et les plus facheuses.

Enfin, faites d’une seule traite chaque genre d’opérations. Ainsi con-
sacrez plusieurs heures, s'il le faut, rien qu'a former les canevas de
vos tableaux numériques ; puis transcrivez tous vos logarithmes; une
fois occupé acalculer, effectuez tous vos calculs (ordinairement ce ne
sont que des additions et des soustractions) ; enfin ouvrez de nouveau
les tables, pour chercher tous les nombres correspondants aux loga-
rithmes calculés.

La solution d’une question par la méthode des moindres carrés
comporte en général quatre parties distinctes : on doit

1° Déterminer les indices de précision, h, h', h"... et multiplier
par eux les équations primitives.

2° Etablir les équations du minimum, ce qui exige le calcul- des
coefficients sommatoires.

3° Eliminer les inconnues, ce qui exige le calcul des coefficients
auxiliaires.

4° Enfin calculer les poids des inconnues.

Nous allons entrer dans quelques développements sur les trois pre-
miers points, le dernier n'exigeant aucune considération nouvelle.
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DETERMINATION DES INDICES DE PRECISION.

La détermination des divers indices de précision (), ou, ce qui
revient au méme, des erreurs probables (r), ou des poids (p), a attri-
buer a chaque observation, doit précéder les calculs. Si les h sont
donnés, on remplacera les équations littérales (p', § 124) par les
suivantes :

h A=ahx+ bhy+ chz+ dhv .. + nh

h A'= ah'x+ bhy+ chz+ dhv.. + n'h

h'A"=a"h"x+b"h"y + ¢"h"z+ d"h"v.. + n"h"... etc. :
et il faudra rendre un minimum la somme des carrés des seconds
membres. Il est clair d’ailleurs que, pour la détermination des va-
leurs absolues de x, Y, a... il est indifférent de rapporter h a telle
ou telle unité; de sorte qu’il ne s’'agit que d’effectuer les multiplica-
tions par une suite de nombres proportionnels a

h, hl,h" o
ou a , "
r r r

ou enfin a Vvop Vop, Vop"o..

La détermination de ces différents h est la seule partie de la
méthode qui laisse un certain arbitraire : c’est assurément la plus dé-
licate, et celle qui exige le plus de tact et d’expérience. Elle est tres-
aisée lorsque les résultats fournis sont des moyennes entre plusieurs
observations également précises : dans ce cas, les h sont proportion-
nels a la racine carrée du nombre des observations (8 104). Mais il
devient tres-difficile d’exprimer numériquement |’exactitude relative,
pour des observations d’especes différentes; et plus difficile encore
d’apprécier I'influence des circonstances extérieures, ou bien de tra-
duire par un h convenable ce sentiment intime qui fait qu'un obser-
vateur se juge mieux disposé a tel instant qu’a tel autre.

L 'exemple des observateurs les plus distingués montre combien
est réelle celte difficulté d’estimer exactement la mesure de précision :
Gauss, Bessel, Struve, dans leurs observations géodésiques, parais-
sent avoir pris pour principe de n’observer, autant que possible, que
laou les circonstances étaient completement favorables. Souvent, lors-
qu’ils auraient pu faire un grand nombre d’observations de valeur iné-
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gale, ils abandonnaient cette occasion pour ne pas étre forcés d’ap-
précier numériquement les précisions relatives de leurs résultats.

«Nous avons pris pour regle invariable, dit Ressel (Gradmessung
«in Ostpreussen) de regarder |'existence méme des observations
«comme un indice suffisant des circonstances favorables qui les
« accompagnaient; c’est-a-dire que nous avons fait concourir a lafor-
« mation du résultat, et avec des poids égaux, toutes les observa-
«tions qui ont été faites; sans regarder comme un motif d’exclusion,
« la coincidence fortuite entre des circonstances défavorables pour
«observer, et un écart considérable dans le résultat. Il n'y a,
« croyons-nous, que la stricte observance de celte regle, qui puisse
« bannir tout arbitraire de nos calculs. D’ailleurs, si les observa-
« tions faites par des circonstances tres-favorables présentent souvent
«un remarquable accord, il arrive aussi parfois que cet accord n’'est
« pas plus grand que pour le cas de circonstances défavorables. Il
« semble que le temps plus long que I'on emploie, et que I'on doit
« employer aux observations dans ce dernier cas, compense en grande
« partie les influences extérieures; et que souvent certaines causes
«d’erreur, dont I'observateur ne se doute pas, n'ont pas moins d’ac-
« lion que celles qui se manifestent ouvertement a lui. »

Quand on n’est pas libre de choisir les circonstances, comme cela
arrive dans la plupart des observations astronomiques, il vaudra
mieux, dans les modifications a apporter aux grandeurs de h, faire
trop peu que trop. Si I’on ne juge pas certaines observations assez
douteuses pour devoir étre rejetées, il ne faut pas leur accorder des
poids tellement faibles, qu’elles soient pouf ainsi dire annulées par le
fait. En ne laissant ainsi varier les h que dans d’étroites limites, on
aura du moins I’avantage de n’altérer sensiblement ni les observations
ni les conséquences qu’on en tire; car, il faut le dire, cette altération
se fait rarement avec une entiére bonne foi; et I'on ne saurait trop
se défier de la tendance ordinaire, et pour ainsi dire instinctive, qui
entraine I’observateur et le calculateur vers les résultats qui parais-
sent leur offrir le plus de concordance.

CALCUL DES COEFFICIENTS SOMMATOIRES.

Le calcul des coefficients sommatoires [aa], [bb]... [ab], [ac], etc.,
est une opération trés-laborieuse, qui exige beaucoup d’ordre.

32.



382 THEORIE DES ERREURS.

Voici lamarche que Encke recommande pour celte partie du travail.
Ou commence par remplir le tableau suivant.

Puis, sur le bord inférieur d’une feuille de papier, on inscrit les
logn, logn'... lognN, de maniére qu’ils puissent correspondre aux
colonnes du tableau, log n au-dessus de log n; logn' au-dessus de
log n'.... etc. Additionnant les deux logarithmes qui se correspon-
dent verticalement, on aura log nn; log n'n';... log nivnIV.

On glisse ensuite le papier une ligne plus bas, log n du papier au-
dessus de log a du tableau; log n' au-dessus de log a'.... On ob-
tient ainsi log an; log dn';... log avn'V. En continuant de méme
jusqu’a log dn; log d'n'... on aura épuisé toutes les multiplications
par n.

On inscrit ensuite sur le bord inférieur d’une feuille de papier les
log n, log a'... log alV; on commence par placer cette feuille au-
dessus de la ligne du tableau qui renferme les log a; on additionne,
et I'on a les logaa; puis, baissant successivement le papier, on va
jusqu’aux log ad, ce qui termine les multiplications par a. On con-
tinue ainsi jusqu’a la derniére ligne, qui donne les log dd.

Passant aux nombres, et additionnant ceux qui correspondent a
une méme position du papier mobile, on trouve les quantités que
nous avons représentées par [nn], [an], [bn], [aa].....jusqu’a [dd].

Faisons ici quelques remarques pratiques.

Lorsqu’on doit ajouter ou soustraire deux logarithmes, il est avan-
tageux de faire |’opération de gauche a droite, et non de droite a
gauche comme on la fait ordinairement. De cette maniere on obtient
en premier lieu les chiffres les plus importants, et I’on écrit le nom-
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bre plus vite et plus régulierement. Quant aux reports, un peu d’ha-
bitude permet d’en tenir compte a vue, tant qu’'on n’opére que sur
deux logarithmes.

Pour les signes des quantités, dans le calcul logarithmique, la
meilleure méthode, employée par les calculateurs allemands et an-
glais, consiste a placer un petit n adroite du logarithme d’'un nombre
négatif. Un nombre pair de n se détruisent dans la combinaison
des logarithmes; un nombre impair laissent subsister le n au ré-
sultat.

Le calcul des coefficients sommatoires, servant de base au reste
de I'opération, a besoin d’une preuve facile et exacte. Dans ce but, on
fera, pour chaque équation, la somme algébrique de tous les coeffi-
cients des inconnues

a+b + ¢+ d..= s
a + b'+ c'+ d..= s .. et;

et I'on traitera les s comme les coefficients d’une cinquiéme inconnue
(puisque nous raisonnons dans I’hypothese de quatre inconnues, pour
fixer le discours). Les placant a la derniére ligne du tableau précé-
dent, on formera les nombres

sn = an + bn + cn + dn
s'n"= a'n' B'n"+ c'n't d'n'... etc;
de sorte que

[sn]= [an] + [bn] + [cn} [dn]
[as] = [aa] + [abl + [ac]+ [ad]
[bs] = [ab] + [bb] + [bc] + [bd]
[cs] == [ac] ~ fbc] + [cc] + [ed]
[ds] = [ad] + [bd] + [cd] + [dd].

De cette maniére, par la formation de cinqg nouvelles sommes, on
vérifie toutes les autres, a I'exception de [nn]; et cela, d’autant plus
sGrement que la plupart d’entre elles se présentent deux fois, dans
deux différentes sommations.

Apprécions enfin la longueur du travail qu’entraine le calcul des
coefficients sommatoires, dans le cas de m inconnues. Le nombre de
ces coefficients est égal au nombre de combinaisons deux a deux de

(m + 1) éléments (avec répétition) = 2(m + 1) (m+ 2).Silya
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A équations, chacun de ces coefficients renfermera A termes, de sorte

qu’il faut faire ZA (m + 1) (m+ 2) carrés ou produits, et les

réuniren2(m+ 1) (m+ 2) sommes.

Les coefficients primitifs a, b, c... n; a', b', c' n'... peuvent

étre donnés directement, ou par leurs logarithmes. Dans le premier
cas, on doit d’abord chercher leurs logarithmes, et ensuite PA (m+ 1)
(m + 2) nombres correspondants : on doit par conséquent ouvrir les

tables un nombre de fois représenté par (m + 1A + RA(m+ 1)

(m+ 2)= X (m+ 1) (m + 4). Dans le second cas, on est dis-
pensé de la premiere partie du travail, et I’on ne doit ouvrir les ta-

blés que 1/2 gm+ 1 ) (m + 2) fois.

CALCL. OES COEFFICIENTS AUXILIAIRES.

Pour procéder a I'élimination des inconnues entre les équations
du minimum (équations normales), et pour calculer les poids, on doit
former, avons-nous vu, les coefficients auxiliaires de Gauss, depuis
[bb.1] jusqu’a [dd.3]. « En considérant leur forme, dit Encke, on
« reconnait facilement une loi simple, d'apres laquelle ces coefficients
« dérivent les uns des autres. Tous ceux qui renferment dans la pa-
«renthese le chiffre let la lettre b, sont formés par la différence en-
« tre la parenthése renfermant les mémes lettres sans chiffre, et un

<produit dont I'un des facteurs, &ja est le méme pour tous, tandis
aa

« que l'autre facteur présente les combinaisons successives de la
« lettre a avec toutes les autres lettres. — Une régle analogue a lieu
«pour les lettres c, d,...

« Les coefficients qui renferment dans la parenthese le chiffre 2
« se forment de la méme maniére, par le moyen de ceux qui sont af-
« fectés du chiffre 1. »

La disposition suivante se comprendra donc d’elle-méme. On écrit
d’abord sur une ligne horizontale les quantités
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[aa] [ab] [ac] [ad] .. [..] [as] [an],

et au-dessous leurs logarithmes.
Sous ces logarithmes, apartir du second, on place les quantités

[bb] [bc] [bd] ... [...] [bs] [bn].
On prend alors le logarithme de [d}fad, et on I'ajoute successivement aux

logarithmes de [ab], [ac]... [an], c'est-a-dire a tous les logarithmes
qui sont adroite du numérateur de cette fraction, y compris le numé-
rateur méme. On place le nombre correspondant a la somme de ces
deux logarithmes sous la quantité qui lui correspond verticalement ;
en d’autres termes, on place le produit

On retranche ces deux nombres |'un de I'autre et I'on obtient les quan-
tites  [bb.1]; [bc.1]; [bd.1] ... [bs. 1; [bn.1],

sous chacune desquelles on inscrit son logarithme.
On traite ensuite de la méme maniere les quantités
[cc] [ed] ... [...] [cs] [en];

c’est-a-dire que I'on place le produit
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Puis, par une simple soustraction, on obtient les produits
[cc.1; [cd.1]; [es.1]: f[en .1 ;
et ainsi de suite.

Ici encore, le calcul se vérifie au moyen de la quantité s. En effet,

comme
[as] = [aa] + [ab] + [ac]+ [ad]
et que [bs] = [ab] + [bb] + [bc] + [bd]; on a
[ab]
[bs. 1] = bs ] - [as]
[aa]
[ab] [ab]
= [bb] ------ - [ab] + [bc ]--------m-- [ac] +
[aal [aa]
ab]
+ [bd]---mmoee- [ad] +
[aa]

[bb.1] + [bc.1] + [bd .1]

L 'analogie suffit pour montrer comment on calculerait les parenthéses
renfermant les chiffres 2, S... etc.



PRINCIPES ET FORMULES

RESUMANT

LE CALCUL DES PROBABILITES,

ET

LA THEORIE DES ERREURS.

1) La probabilité mathématique d'un événement est re-
présentée par une fraction dont le numérateurestle nombre
de cas ou de chances favorables & I'événement, et dont le
dénominateur est le nombre de toutes les chances —
Celles-ci sont supposées également possibles.

2) La certitude est représentée par tunité.

3) La somme de la probabilité d’'un événement et de sa
probabilité contraire est égale a Iunité.

4) La probabilité ne varie pas lorsque, le nombre des
chances variant, leur rapport reste le méme.

5) Le nombre de combinaisons distinctes que lon peut
former avec M éléments pris N anest

mm—1) (mMm—2 .. (Mm—nk
mcCn

Le nombre d'arrangements est
mAn=m(MmM—Y)(mM—2) .. m—n+ 1
f.e nombre de permutations de n éléments est
An= 1.2 .3..n

Remarque. — Les combinaisons de [m ) éléments
mam nun an sont en méme nombre
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6) Le nombre d'arrangements avec répétition de m élé-
ments pris Nan est
mAA N= M
Le nombre des combinaisons avec répétition est

mm+ )(m+ 2).. (m+ n—1)
mCCn= .

1.2 .3 ..n

Remarque— Les combinaisons avec répétition de m élé-
ments n an, etde (n+ 1)éléments (m — 1)a (M— 1), sont
en méme nombre.

7) La probabilité d'un événement qui peut arriver dans
diverses hypothéses est la SOMMeE des probabilités prises
par rapport a chaque hypothése.

8) La probabilité relative d'un événement est le quotient
qu'on obtient, en divisant la probabilité absolue de cet évé-
nement par la somme des probabilités absolues des événe-
ments que l'on compare.

9) La probabilité COMpPosEe est le produit des probabilités
simples. Ces derniéres sont absolues, si les événements sim-
ples sont indépendants les uns des autres ; relatives, si Lun
quelconque des événements dépendde l'arrivée des autres

10) Soient A et B deux événements simples ayant res-
pectivement p et ( pour probabilités. Dans le développe-
ment du bindme (p + )M, chaque terme exprime la pro-
babilité d'un événement COMPOSEde A, répété autant de fois
que le marque l'exposant de la lettre P, et de B, répété
autant de fois que le marque I'exposant de la lettre Q.

La SOMMe des termes du développement, depuis le pre-
mier jusqu'au terme général inclusivement, exprime donc
la probabilité que, sur M épreuves, I'événement A n'arri-
vera pas moins de (m — n) fois (arrivera (M — n) fois, ou
plus); ou, ce qui revient au méme, la probabilité que I'évé-
nement contraire, B, narrivera pas plus de N fois (arrivera
N fois ou moins).

11) Le plus grand terme du développement de [p + Q)M
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est de la forme MpnmP ONG|, et correspond par conséquent a
la combinaison pour laquelle le rapport du nombre des
événements A, au nombre des événements contradictoires
B, est précisément le méme que celui de la probabilité de
I'événement A a la probabilité de I'événement B.

1L en résulte que I'événement COMPOSE le plus probable
est celui dans lequel le nombre des événements simples A
est au nombre des événements simples B, dans le rapport
de la probabilité de A a celle de B.

12) A mesure qu'on s'approche des extrémités du déve-
loppement de (p + Q)M on arrive & des termes dont le rap-
port avec le terme maximum décroit; de maniere qu'on
peut toujours assigner a M une valeur assez grande pour
que ce rapport devienne aussi petit qu'on voudra.

13) D'ou il résulte que l'on peut toujours assigner un
nombre d'épreuves tel, qu’il donne une probabilité aussi
approchante de la certitude qu'on le voudra, que le rapport
du nombre de répétitions du méme événement, au nombre
total des épreuves, ne s’écartera pas de la probabilité simple
de cet événement, au dela de certaines limites données,
quelque resserrées qu'on suppose ces limites.

14) Dans tout jeu équitable, les enjeux doivent étre
proportionnels aux nombres de chances qu’ils ont en leur
faveur

15) La mise de chaque joueur doit étre égale a lespé
rance mathématique qu'il a sur le fonds du jeu. — L'espé-
rance mathématique est le produit qu'on obtient en multi-
pliant la valeur d une chose, en unités monétaires, par la
fraction qui exprime la probabilité mathématique du gain
de cette chose

16) Lorsque l'on rompt une partie avant qu elle ne soit
terminée, les joueurs doivent se partager l'enjeu dans la
proportion des probabilités de gain qu ils ont en leur faveur,
a linstant ou la partie est rompue.

17) Lorsque les mises de deux joueurs sont proportion-
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nelles a leurs chances de gain, I'événement le plus pro-
bable, aprés un certain nombre de parties, est qu’aucun
des deux n'ait perdu ni gagné. — Il s'ensuit qu'en multi-
pliant suffisamment le nombre des parties, la perte ou le
gain de chaque joueur pourra étre représenté par une frac-
tion aussi petite qu'on voudra de sa mise totale.

18) Mais il y aura une probabilité toujours croissante
que la perte ou le gain surpassera une SOMME donnée,
quelque considérable que soit cette somme.

19) Quelque petite que l'on suppose la différence entre
les espérances mathématiques des deux joueurs, on pourra
toujours, en multipliant suffisamment le nombre des
épreuves, obtenir telle probabilité qu'on le voudra que le
joueur favorisé sera en gain et l'autre en perte.

20) Le jeu le plus égal entraine toujours Uune perte ab-
solue d'aisance.

21) Buffon prend pour mesure de l'importance morale
d une somme ajoutée a un bien quelconque, le rapport de
lI'une a l'autre.

22) D. Bernoulli pose en principe que la valeur mo-
rale dy, d'un accroissement, dX, du capital X, est direc-
tement proportionnelle a cet accroissement, et inversement
proportionnelle a la valeur absolue du bien physique de

k dx .
son possesseur. On a donc dy = kdx/x ; d'ou

y= klog x + log h,

en représentant par K et log h deux constantes arbitraires.

23) La fortune morale éventuelle correspondant a un bien
physique, A, susceptible de recevoir des variations a, a,a"...
dont les probabilités sont p, p', p"... est

Y = pklog (A + a) + p'klog (A + a+ ...+ logh.

24) La fortune physique éventuelle correspondant au bien

physique A, sera
X= A+ ap . A+ a)p'. (A+ a")p"..

-
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On n'oubliera pas quep+ p'+ p" += 1, et que, parmi
les variations @, &, a"..., il peut y en avoir de positives,
de négatives ou de nulles.

La différence X — A est I'espérance morale : sa valeur
se confond avec celle de l'espérance mathématique, lorsque
la fortune A peut étre considérée comme infiniment grande
en présence des pertes ou des gains éventuels &, a; a". .

25) Les probabilités des causes (ou des hypothéses) sont
proportionnelles aux probabilités que ces causes donnent
pour les événements observés. La probabilité de | une de
ces causes ou hypothéses €St une fraction qui a pour numé-
rateur la probabilité de I'événement par suite de cette cause,
et pour dénominateur la somme de toutes les probabilités
semblables, relatives a toutes les causes ou hypothéses.

26) La probabilité d un nouvel événement simple s'ob-
tient en calculant dapres les événements passés, la pro-
babilité des diverses hypothéses possibles, et faisant la
somme des produits de ces probabilités par celles de I'évé-
nement prises dans chaque hypothése.

27) Soient A et B deux événements contradictoires, dont
I'un a été observé M fois et I'autre N fois. La probabilité de
I'hypothése attribuant & A la probabilité x sera

S [xm(@ — x)n]
pour le cas de la discontinuité, et

xmdx (1 — x)n

pour le cas de la continuité.

On peut aussi dire que la probabilité de I'hypothése est
égale au rapport de la probabilité particuliere de I'événe-
ment, a sa probabilité MOyenne, prise dans toutes les hypo-
theses possibles.
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28) La probabilit¢é de larrivée d'un nouvel événe-
ment A est
m+ 1
m+ n+ 2
et celle de l'arrivée d’'un nouvel événement R,
n+1

m+ n+ 2
Si I'événement A a été observé m fois de suite, la proba-

bilité qu il se reproduise encore une fois sera m+1/m;2; eten
m +

général, la probabilité qu'il se reproduise P fois de suite
m+ 1
m+ p+ 1

29) La plus probable de toutes les hypothéses est celle
ou les probabilités simples des événements A et B sont
égales au rapport du nombre de fois que chacun des événe-
ments est arrivé, avec leur nombre total

Elle peut étre regardée comme s'approchant sans cesse
de la véritable probabilité, a mesure que le nombre des ob-
servations devient plus considérable.

30) Quand un événement a été observé M fois sans inter-

ruption. la probabilité qu'il existe une cause facilitant sa
2m + 1-1

sera

reproduction est

31) Si les différentes valeurs d'une variable, X, sont
inégalement probables, la valeur mMoyenne se formera en
multipliant chaque valeur particuliére par sa probabilité, Y,
et en divisant la somme des produits par la somme des
probabilités.

Si X varie d'une maniére continue, la moyenne deviendra
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32)  Lapossibilité d’'une erreur accidentelle est sa proba-
bilité relative a celle d’une erreur nulle; elle est fonction de
la grandeur de lerreur.

La loi suivant laquelle se répartissent les erreurs est
représentée par la courbe de possibilité. — Soit y la possi-
bilité d’'une erreur X ; Y l'ordonnée a l'origine, dont la lon-
gueur est arbitraire; h un paramétre proportionnel a la
précision du genre d'observation. L’équation de la courbe
de possibilité sera

33) Si l'on prend Y précisément égal a la probabilité d’une
erreur nulle, la courbe de possibilité se change en courbe

Oe probabilité. Dans ce cason aY = h/Vm, et la surface de

la courbe est égale a I'unité. L'équation de la courbe de
probabilité est donc

34) La probabilité infiniment petite d’'une erreur déter-
minée, X, est

La probabilité d une erreur qui ne dépasse pas la limite a.
est la quantité finie

ou

35) Si l'on fait hx = t, il vient
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qui exprime la probabilité qu’une erreur, t, tombe entre les
limites 0 et + ah.

36) Dans deux espéces d'observations,

1° Les erreurs qui ont des possibilités égales varient en
raison inverse de la précision des observations ;

2° Les limites d'erreurs qui ont des probabilités égales
varient aussi en raison inverse de la précision des observa-
tions.

Autrement dit : lorsqu’'une urne contient des boules
blanches et des boules noires en nombre égal,

1° Les écarts relatifs également possibles varient en
raison inverse de la racine carrée du nombre de boules qui
entrent dans les tirages;

2° Les limites relatives, qui correspondent & des probabi-
lités égales, varient dans le méme rapport

37) Pour deux genres d'observations, les mesures de pré-
cision sont inversement proportionnelles aux erreurs éga-
lement possibles.

38) Si dans l'expression

on fait P =1/2, on trouve

d’ou

Cette valeur remarquable de X est lI'erreur probable de
I'espéce d'observations dont la précision est h. Il est aussi
probable de commettre une erreur supérieurequ’une erreur

4
inférieure a . — Sa probabilité est a peu pres les 4%5 de

celle d’'une erreur nulle.
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39) De

on déduit r:r'=h"':h;
c'est-a-dire que « les erreurs probables sont en raison in-
« verse des mesures de précision. »

40) Soit M le rapport des probabilités de deux erreurs

X et X':on aura

d'oti I'on peut calculer h par logarithmes. Si l'on fait x = 0,
il vient

Ainsi « quand la probabilité d'une erreur nulle est a celle
« d'une erreur X' cémme 1:e—pXx?2, on doit, pour l'espece
« d'observations, prendre la mesure de précision égale
« a\/ p »

41) La valeur la plus probable d'une inconnue, déter-
minée par plusieurs observations, est la moyenne entre tous
les résultats immédiats fournis par l'observation. — Dans
ce cas, la somme des carrés des erreurs est un minimum.

42) hV p est la mesure de précision de la moyenne
entre p observations dont la précision individuelle est h.
Ainsi « la précision d'une moyenne croit comme la racine
« carrée du nombre dobservations qui ont concouru a la
« former. »

43) On nomme POIdS d’'un résultat le nombre d'observa-
tions également précises, requis pour que leur moyenne ait
la méme précision que ce résultat ; la précision de chaque
observation simple étant prise pour unité de précision.

44) Le poids d'une valeur est donc proportionnel au carré
de sa mesure de précision.

45) On raméne différents résultats a lu méme unité de
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précision, en les multipliant par les racines carrées de leurs
poids.

46) Si plusieurs observations, o, 0, 0'... ont des poids
différentsp, p',p"... leur véritable moyenne est

47) L’erreur moyenne, €2, est la quantité qu'on obtient
en divisant la somme des carrés des erreurs réelles, par le
nombre des observations, et en extrayant ensuite la racine
carrée du quotient.

Autrement dit, c'est une erreur telle, que si elle existait
seule dans chacune des P observations indistinctement, la
somme des carrés de ces P erreurs égales serait la méme
que la somme des carrés des p erreurs inégales réellement
commises.

48) Le carré de la mesure de précision, multiplié par le

carré de l'erreur moyenne, est égal a P

49) L'erreur probable est égale a I'erreur moyenne mul-

tipliée par p Vv 2 = 2B €2, en nombres ronds. D'ou l'erreur

moyenne = Rde l'erreur probable.

50) Au point qui correspond a lerreur moyenne, la
courbe de probabilité présente un point d’inflexion, et la

tangente s'approche le plus de la verticale.

1
51) Lexpression h= revient a celle-ci
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en représentant par [0] la somme des résultats d'observa-
tion. Ainsi, «lecarré de  Ist égal au double de I'exces de

« la valeur moyenne du carré de la variable, sur le carré
« de sa valeur moyenne. »

Lorsque l'on passe a la continuité, lexpression précé-
dente devient :

52) Les poids sont réciproquement proportionnels aux
carrés des erreurs moyennes ou des erreurs probables.

53) 1y a un a parier contre un que la véritable valeur
de hest comprise entre

et

ou que la véritable valeur de I est comprise entre les
limites

54) Dans I'équation pe2= [e], le second membre ex-
prime la somme des carrés des écarts de la moyenne, et 2
représente & la rigueur I'écart moyen. — La véritable erreur
moyenne est donnée plus exactement par la formule
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55) L'erreur moyenne E2 de la moyenne entre P obser-

vations est

et son poids ~ P= pl+ p2+ p3..= [0

56) Soit 2 I'erreur moyenne de lI'unité de poids . on a

57) Soit une fonction U= 0+ O

€ l'erreur moyenne de U ; P son poids;
g » » o,; p »
e » » o"; p" »

On a

Et en général, quel que soit le nombre des observations.

Si elles sont en nombre N, et d'égale précision, on a

58) Soit u= a'o';

on a



RESUME GENERAL. 399

59) Soit u = a'o'+ a'o"+ a"o" + ..
on a
60) Soit, u= f(o', 0"'0'”)“.

on plus généralement
F(u, o,0"0"..)=0

Les erreurs moyennes sont de véritables différentielles, et
il vient

ou

On en déduit

61 )Soient M équations linéaires entre (M—n) inconnues :
ax+ by+ cz+ dv+ ..+ n = A
a'x +b'y+ Cz+ dv+ ..+ n = A
a'x + b'y+ c'z+ dv+ .+ n" = A" etc
Leur résolution par la méthode des moindres carrés con-
duit & (M —n) équations normales de la forme
o] x+ [y +[cz +[d v+ .+ [an]
[ab] x+ [Do]y +[bz +[bod v+ ..+ [br]
[ac] x + [by +[cc]z  + [cd] v+... + [en] =

entre lesquelles il suffit d’éliminer par la méthode ordi-
naire.

N.b . Si les équations primitives n'étaient pas linéaires,
on ramenerait cé cas au précédent au moyen d’'une solution
indirecte

62) L'erreur moyenne d'une observation est

o

.. etc.
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63) Pour trouver le poids, Pn. d’une inconnue, z, on
remplace, dans I'égquation normale relative a Z, la quantité
toute connue par — 1; dans les autres équations normales,
on la remplace par zéro; en méme temps, on met Qna la
place de z, et I'on élimine toutes les inconnues restantes.
On trouve ainsi

L erreur moyenne de linconnue z est donc

64) Une autre régle pour trouver le poids d'une in-
connue, consiste a éliminer simplement entre les équations
normales, en ayant soin de n’introduire aucun facteur
d'élimination. Le coefficient de I'inconnue qui reste la der-
niére estle poids de cette inconnue.

65) Si des inconnues X, Y, Z.... sont données par les
équations normales (61 ), et qu’on veuille chercher le poids P
d’une expression

u= cixt By + yz,

tirée de ces équations, on le trouvera par la formule
P= aA #B+ yC...
P *

dans laquelle A, B, C... sont des quantités qui satisfont
aux équations suivantes et qui peuvent s'en déduire

66) Lorsque les observations a traiter sont d inégale pré-
cision, les équations normales (61) se changent en
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67) Entre M quantités observées isolément, il existe C
relations nécessaires : ces relations sont telles, que les m
erreurs x', x", x ... sont liées entre elles par les équa—

tions de condition suivantes

0= n'+ a'x '+ n"x" + a"'x" amxm
0= n"+ bx'+ b"x" + b"x"" ...+ bnxm
0= nc+ h'x'+ h"x" + h"'x"™ ..+ hmxm

Les corrections les plus probables sont alors déterminées
par les m équations corrélatives

X' = ak+ bk'+ ck™ ..+ h ke
X" = a"k'+ b"k" + c"k' ... + h"kc

xm= ank + brk" 4- ocnk ...+ hnkc

Les c coefficients corrélatifs k', k*, k™... kc sont dailleurs
fournis par voie d'élimination entre les C égquations nor-

males

0 p'+ [aa] k'+ [ab] k" + [ac] k ' .- + [ah] kc
0= n"+ [ab] k'+ [bb] k" + [bc] k" + [bh] ke

0= nc + [ah] k' + [bh] k" + [ch] k™ + ...+ [hh] kc.

68) L'erreur moyenne d’'une observation est, dans ce cas,

69) Lorsque les observations sont de précisions diffé-
rentes, les équations corrélatives deviennent

a'k’ b'k" ck'™" h'ke

etc.
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et les équations normales

70) L'erreur moyenne de l'unité de poids est, dans ee cas.

et celles des observations sont

71) Soit U = F (V', V", V™) une fonction de certaines
observations qui ont été compensées a l'aide des Céquations
de condition (67).

On tire d'abord, de la fonction donnée, les coefficients
différentiels /', /', /""" .. par la formule

du+l'dVvV'+I1'"dV "+1'"'dV "
Puis on forme les C équations de transport
0= [al] + [aa] r1+ [ab] r2+ [ac] r3+
o= [bl] + [abr 1+ [bb]r2 + [bd r3+
0= [hi] + [ahjr1+ [bh] r2+[ch] r3 + ..

qui permettent de déterminer par élimination les ¢ coeffi-

cients de transport, r — Transportant ceux-ci dans les
équations

L' = I'+ a'rl+ b'r2+ cr3+

L" = I" + a"rl1+ b"r2+ c"r3+

LNV= ... aM1+ bw2 cu3+

on en déduit les valeurs des L; puis on a
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72) Lorsque les observations sont d’inégale précision,
on a

Dans ce cas, les équations de transport sont

Les valeurs de L', L", L™....

sont fournies par les équa-
tions (71 ) non modifiées.

FIN.
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Table n° 1.

VALEURS DE LA FONCTION

Dans la formule, I'unité des abscisses est la mesure de précision

Quand on prend une autre unité, il faut remplacer les valeurs de x par
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Table no 2.

VALEURS DE L INTEGRALE DEFINIE

Celte table s'applique immédiatement aux observations pour lesquelles la
mesure de précision, h, est égale a I'unité. On y voit que la probabilité qu'une
erreur d'observation ne dépassera pas +- 0,1, est exprimée par le nombre
0,112, etc. En d’autres termes, on peut espérer que, sur 1000 erreurs commises,
il en tombera 112 entre + 0,1 et — 0,1 ; 223 entre + 0,2 et— 0,2, etc. Ou bien
encore, on peut parier 112 contre 888 que l'erreur d’'une observation subsé-
quente sera moindre que 0,1 ; 223contre 777, qu’elle sera moindre que 0,2, etc.

Quand h n'est pas égal a l'unité, il faut partout, a la place de 0,1 ; 0,2..,

01 02

A

mettre
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Table n° 3.

VALEURS DE L INTEGRALE DEFINIE POUR DES

VALEURS DE t EXPRIMEES EN FONCTION DE P PRIS POUR UNITE

Cette table est indépendante de la précision des observations : elle donne
la probabilité¢ que I'erreur, pour une espéce quelconque d'observations, ne
dépasse pas une certaine valeur exprimée en fonction de I'erreur probable.

Elle montre que, sur 1000 erreurs, il en reste 54 au-dessous de 0,1 de I'erreur
probable; 107 au-dessous de 0,2, etc. En d'autres termes, on peut parier 54
contre 946 que I'erreur que I'on commettra, dans une espéce quelconque d'ob-
servations, sera moindre que 0,1 de I'erreur probable ; 107 contre 893 qu’elle
sera moindre qu e 0,2 de I'erreur probable, etc.



Table des M atieres.

PAO.
P réface 5
PREMIERE SECTION.
PARTIE THEORIQUE. — PROBABILITES A PRIORI
GHAAITRE FREVIER
NOTIONS PRELIMINAIRES. — DES COMBINAISONS ET. I)E L'ORDRE

§ 1 Définition et mesure de la probabilité mathématique ... 13
2. Des chances.......ccccceeenee. 14

3. De la probabilité contraire. 16

4. Probabilités a priori et & posteriori 17

5 a 10. Rappel des principales formules relatives aux permu-

tations et aux COMDINAISONS ........ccooviviiiiiiiece e 18
11. Permutations avec répétition........cccceveeveeveneeiineeiiesennne 23
12. Combinaisons avec répétition..................... 23
13. Formule du bindme.......oceeiiiiiiiiie e 24
14. Exemples NUMEriqUEeS........ccoecvvvveeneeeninenne 25
CHAATRE CEMEME

DE LA PROBABILITE ABSOLUE ET RELATIVE; SIMPLE ET COMPOSEE.

15. Autre définition de la probabilité, applicable au cas ou le

nombre des chances est iNfiNi.......ccocoviiiiiiiiieniens 28
16. Probabilité absolue et relative.........cccocveeiecieccieeceecieen, 29
17. Probabilité de I'existence simultanée d’'un certain nombre

d’événements dépendants les uns des autres................ 30

18. Probabilité du concours de plusieurs événements indépen-
dants les uns des autres.........ccvveveeeieenieinennienns

19. Applications des probabilités composeées............ccoevueereennes 32

20. Probléme relatif au recrutement militaire...........cc.ccccc..... 35

21. Maniére d'évaluer la probabilité, dans certains cas, sans
avoir recours a I'énumération des chances................... 36



408 TABLE DES MATIERES.

§ 22. Questions de probabilité résolues a I'aide de considérations
JEOMELIIQUES ... it 37

DES LOIS DE LA PROBABILITE MATHEMATIQUE DANS LA REPETITION

DES EVENEMENTS

$ 23. Développement du bindme appliqué aux probabilités . . 41
24. Exemples NUMETIQUES........cccoviiiiiiicieie e 43
25. Détermination du nombre d'épreuves nécessaire pour qu’un

événement acquiére une probabilité donnée. ............ 4
26. Paradoxe de d'Alembert.... 45
27. Probabilité de gain d’un joueur qui peut rendre un certain ,

nombre de points & son adversaire............ccoceeeeenae. 46
28. Recherche du plus grand terme du développement du bi-

néme. — Propriété remarquable de ce terme................ 46
29. Rapport du plus grand terme avec les termes voisins. . . 48

30. Agglomération des termes les plus forts du développement,
dans le voisinage du terme maximum, & mesure que I'ex-
posant du bindme augmente. — Loi des grands nombres. 49

31. Traduction graphique des résultats précédents................ 53

32. Théoréme de Bernoulli sur la marche de la probabilité
dans les grands nombres d'épreuves

33. Notions générales sur la courbe de possibilité..

34. Cas de deux événements ayant la méme probabilité. —

Equation de la courbe de possibilité.............ccocccrvenennne. 60
35. Recherche de la constante par la méthode de Cauchy . 64
36. Equation de la courbe de probabilité.........c...ccccueee. 66
37. Assimilation au cas d'une urne renfermant des boules blan-

ches et des boules noires en nombre égal. . . . . . .. 67
38. Rapport entre la précision des observations et la grandeur

des erreurs également possibles..........ccooeiniiiiinnn. 68
39. Echelles de possibilité et de précision.........ccccoeevereneenne. 71
40. Formule relative aux tirages répétés, lorsque les boules

extraites ne sont pas replacées dans l'urne................... 72

CHAATRE QUATRIEVE

DE LA VALEUR VENALE DES CHANCES ET DES PROBABILITES. —

DU MARCHE ALEATOIRE ET DU JEU EN GENERAL

& 41. De I'espérance mathématique. — Régle des paris 76



TABLE DES MATIERES. 409

$ 42. Régle des partis
43. Applications des deux regles précédentes.
44. Evénement le plus probable lorsque les espérances mathe—
matiques des joueurs sont €gales ...........ccocerieiriiiniinnins 80
45. Probabilité de perte ou de gain de I'un des joueurs, apres
un certain nombre de parties, lorsque les conditions du

JEU SONt EQalesS....cciiiiiiiieie e 80
46. Méme question, lorsque les conditions du jeu sont iné-
QAIES .. 82

47. Nécessité de faire entrer la répétition des épreuves dans
I'évaluation du degré de confiance qu’on doit accorder a
la probabilité mathématique..........cccccovevvrieererinieeene 83
48. Dans un jeu égal, il y a une probabilité, croissant avec le
nombre des parties, que la perte absolue de chaque
joueur surpassera une somme donnée, quelque considé-
rable que soit cette SOMME........c.cccvverieriiiiie e 83
49. Application de la formule de I'espérance mathématique au
cas ou il y a plus de deux événements a chaque épreuve. 85

50. De la valeur morale d’'un bien quelconque. — Régle de
85
51. Regle de Daniel Bernoulli 87
52. De la fortune morale éventuelle. — Fortune physique éven-
tuelle. — Espérance morale.... 88

53. Applications numériques de la réglede Daniel Bernoulli. 90
54. Probleme de Pétersbourg
55. Considérations générales sur le jeu ....

DEUXIEME SECTION.

PARTIE PHYSIQUE. — PROBABILITES A POSTERIORI

CHAPITRE CINQUIEVE

DETERMINATION DE LA PROBABILITE DES CAUSES PAR LES OBSERVATIONS.—

PROBABILITE d’'un NOUVEL EVENEMENT

$ 56. Probabilité des causes ou des hypothéses.— Régle de Bayes. 97
57. Exemple NUMErique.......cccoceevveeveeieenenns 9
58. Probabilité des événements qui ont lieu dans chaque hypo-

59.




410 TABLE DES MATIERES.

§ 60. Valeur de lintégrale L 102
61. Probabilité des événements futurs.........cccooceveiiieiereneennn. 103
62. Probabilité de la reproduction d'un événement observé m

OIS dB SUTTE ..o 104
63. Probabilité d'un événement composé, sur un certain nom-
bre de renouvellements du méme hasard..................... 106
64. Formule qui réunit dans une seule expression toutes les
probabilités des divers événements composés............... 107
65. Les probabilités a posteriori sont une sorte de probabilités
moyennes

66. Hypothése la plus probable..
67. Elle s'approche sans cesse de la véritable probabilitéa me-
sure que le nombre des épreuves devient plus considé-

rable. ., ) e 11
68. Limites de I'écart.......ccooeeivineene 114
69. Probabilité de I'existence d'une cause qui facilite I'arrivée

d'un événement observé plusieurs fois.......ccoeverenee 115
70. Cas ou I'événement a été observé plusieursfois de suite. . 116

71. La probabilité de I'existence d’une cause croit beaucoup
plus rapidement que la probabilité du prochain retour

de "EVENEMENT........ccoiiieeiirccce et 117
CHAFITRE SXBEVE
ETUDE DES CAUSES. — MOYENNES ET LIMITES. — APPLICATIONS

§ 72. Causes constantes, variables et accidentelles....................... 120
73. Considérations sur la MOYeNNe........ccooceeeerererieeieneene e hibal

e 74. Cas ou les valeurs qui concourent a la formation de la
moyenne sont inégalement probables.............ccccoenenen 123

75. Exemples ou la courbe de possibilité perd sa forme symé-
trique. — Variation diurne de la température.................. 125
76. Application au prix des grains . . . . I . 126

77. Les causes accidentelles disparaissent a la longue vis-a-vis
des causes constantes. — Prédominance des naissances
masculines sur les naissances féminines

78. Causes variables qui ont un caractére de périodicité. —
Applications aux naissances et aux déces en Belgique . . 131

79. Discussion des documents statistiques. — Application aux
mMOrt-nés en Belgique..........ccviriiiiiciiceceeeeeee 134




TABLE DES MATIERES 4n

§ 80. Utilité des constructions graphiques pour représenter la
marche d’une variable. — Application aux températures. 135

CHPITRE SPTIBVE

DES LOIS DE LA MORTALITE ET DE LA POPULATION. — DES ASSOCIATIONS.

— DES ASSURANCES SUR LA VIE ET LES CHOSES

$ 81. Des tables demortalité. — De lavie probable....
82. Tables de population .
83. Vie moyenne. — Table de la vie moyenne en Belglque —
Courbes de la mortalité et cg la vie moyenne
84. Questions relatives a la population des Etats....
85. De la loi de mortalité. — Nouvelle table de mortalité pour
12 BEIGIQUE. ..ottt 149
86. De la loi de population. — Calcul de la vie moyenne en
fonction du chiffre de la population et de celui des nais-
SANCES ANNUETIES. .....oviiiiieieie e
87. Recherches sur la marche de lapopulation
88. Equation de la courbe depopulation
89. Application a la Belgique..........ccceeiiiniiiiiniie e,
90. Probabilité de la coexistence de plusieurs individus . ... 160
91, RENES VIAGRIES. ...cuecueiieeiiii et 161
92. Tontines
93. Caisses de prévoyance, de secours, de retraite. — Caisses de
VEBUVES ..ottt st s s e s 165
94. Assurances sur les Chose s .........cccevvvvniiiiececie e, 168
Note sur la densité de la population dans les différents Etats
de I'Europe, et dans les différentes provinces de la Bel-
[o Lo 18 L= PRSP RRTRPN 173

TROISIEME SECTION.

PARTIE PRATIQUE. — PROBABILITES APPLIQUEES
CHAATRE HUTIBVE
THEORIE DES ERREURS. — PRECISION DES OBSERVATIONS
§ 95. Différentes eSpeces d'erreUIS.......cccoveevierieeieereeseee e 175

96. Observations compensées



412 TABLE DES MATIERES,

$ 97. Les erreurs accidentelles se répartissent suivant la loi de "

POSSIDIITE oo 177

98. Mesure de précision oumodule deconvergence..........ccceeeeenne. 178

99. Erreur probable..........ccoiiiiii e 180

100. Tracé géométriquede la courbedes erreurs.........cccccceevenneen. 183
101. Exemple de I'accord qui regne entre la théorie et I'obser-

VALION ittt 184

CHFTRE NAMEMVE

DETERMINATION DU RESULTAT LE PLUS EXACT DEDUIT DE PLUSIEURS

OBSERVATIONS. —— PRECISION DE CE RESULTAT

(une seule inconnue a DETERMINER.)

$102. La valeur la plus probable de I'inconnue est la moyenne
entre tous les résultats d'observation.............c.cccceevenne 187
103. Précision de la moyenne. — Elle croft comme la racine
carrée du nombre d’'observations qui ont concouru a
former 1a MOYENNE......cccoiviiiieiecee e 189
104. Poids d'une valeur. — Comment il sert & ramener a la
méme unité de précision des mesures inégalement pré-
cises
105. Erreur moyenne.
106. Expression du poids et de la mesure de précision, en fonc-

190

tion de I'erreur moyenne ................ 192
107. Valeur de la mesure de précision, lorsque le nombre des
observations est illimité. ... ... 193
108. Limites probables de la mesure de précision et de I'erreur
Probable. ... 196
'109. Distinction entre I'erreur moyenne et I'écart moyen . . .198
110. Considérations sur le poids.........ccccoveiiiiiicicniicceene 199
111. De I'unité de poids........cceveerieerieenns 201
112. Erreur moyenne de I'unité de poids........ccccoceveieneiieinencns 202
113. Divers exemples numériques.
ler exemple. Application & la mesured’'un angle.........c.cccceveniennnne 202
.2 » » a la détermination d’une latitude. . . . 204
3e » » a la recherche de la densité moyenne
delate rre . 205
4e  » » alarecherche de la composition de I'eau. 205
5e  » » aux observations astronomiques . ... 206
6e » Poids d’'un angle mesuré dans des circonstances dif-

FEIENTES  oeeieiice e 207



TABLE DES MATIERES. 413

7e ex 7e e exemple. Application numérique, et réduction des poids.—
Calcul de I'erreur moyenne, en n’employant que

les premiéres puissancesdes erreurs............ccoeeeen. 208
8 8 Détermination du poids d'un c6té d'une triangu-
JATION. ¢ 21

9e & e a 12e ex. Equation de la courbe de possibilité: valeurs de
I'erreur moyenne et de I'indice de précision, dans

différents cas particuliers............... 214
§ 14. Application a I'essai des armes a feu. — Exemple relatif
au tir du fuSil.......cccooviiii, 219
CHAATRE DIXEMVE

PRECISION DES FONCTIONS DE QUANTITES OBSERVEES.

$ 115. Connaissant les erreurs moyennes de deux quantités oeto’,
observées directement, trouver I'erreur moyenne de la
fonction u= o +-o0° 226
116. Application a la mesure d’'un angle composé de la somme
de deUX AULIES ....c..oiiiiiieieiecice e 227
Application a la détermination des longitudes par la mé-
thode des SIgNAUX........ccco e 228
117. Précision de la somme algébrique d’un nombre quelcon-
que de quantités 0bServees.........ccovvenineeienene e 229
118 Détermination du poids de la fonction u= a' o'.............. - 232
119. Poids de la fonction linéaire u= a'o'+a"o" £a'o'"...
Application ala mesure d'une base topographique . 233

120. Poids d’'une fonction quelconque u= F (o', 0", 0™...). —
Application au calcul trigonométrique d’un triangle . . 235

121. Remarques relatives a la détermination de I'unité de poids. 238

122. Considérations pratiques sur le poids a accorder aux ob-
SEIVALIONS. . ioiiiiiiciie ettt 239

DETERMINATION DU RESULTAT LE PLUS EXACT DEDUIT DE PLUSIEURS

OBSERVATIONS.- - - PRECISION DE CE RESULTAT

(PLUSIEURS INCONNUES A DETERMINER.— METHODE DES MOINDRES CARRES.)

$123. Division des observations en immédiates, médiates et condi-
HONNEIIES ... 241

124. Principe des moindres carrés. — Son application, ou mé-
thode des MoINAres Carrés..........ccovvveeiivenieeeiieneesienieen 243



414

§125.

126.

131

132.

133.

134.
135.

136.

137.

139.

. Questions relatives a la méthode des moindres carrés :

TABLE DES MATIERES.

Remarques sur la formation des équations normales. — ™

Tableau des calculs, suivant la méthode de Gauss. . . . 250
Exemple numérique. — Résolution de quatre équations

entre trois INCONNUES.........cocveviiiienieeee e e 251

. Calcul de I'erreur moyenne des observations..............cccc...... 252

Poids des inconnues déterminées d'aprés la méthode des
MOINAIES CATTES....oiiiiiieiiee e 253

Application a I'exemple du §126 . . .°

1° Trouver I'équation de la droite qui satisfait le plus exac-
tement possible a la condition de passer par quatre

POINES AONNES.....oiiiee e e 259
2° Trouver, par expérience, I'équation approchée de la

trajectoire d’un Projectile.........cccceveviniiienenieicncnecee 260
3° Exprimer la résistance que l'air oppose aun mobile, en

fonction de la vitesse dece mobile..........ccccccveiiiiiininne 261

4° Faire concourir a la détermination de la longueur du
pendule les expériences faites sous différentes latitudes. 264

5° Evaluer en secondes la valeur d'une division du niveau
abulle d'air

Modification a apporter a la méthode générale des moin-
dres carrés, lorsque les équations primitives ne sont pas

TINBAITES. ...ttt 268
Application a la mesure des angles horizontaux................ 270
» a la réduction au centre de lastation............ 273

Précision des quantités calculées en fonction des inconnues
qui ont été déterminées par la méthode des moindres
carrés. — Exemple NUMETNIQUE........ccovvvvieeriinieeiienie e 276
Poids d'une fonction linéaire deces inconnues.................. 277
Modification a apporter a la méthode générale des moin-
dres carrés, lorsque les observations sont d'inégale pré-
cision. — Exemple nuUMérique........cccoeoninrinicncinnnne 278

Application au calcul de lI'erreur moyenne d'une
base géodésigUEe ... 281

Application ala mesure des angles géodésiques

Exposé théorique du principe de la répétition. — Déter-
mination des erreurs de pointé et de lecture. — Compa-
raison des méthodes par répétition et par réitération . . 287

. Observations surabondantes ou ce controle. — Résolution

des équatioNScon dition Nelles .o euereeeeriesiereeeiereeeieeneas 298
Calcul de I'erreur moyenne des observations...........c.c..c... 302



§140.

141.
142.
143.

144.
145.
146.

147.
148.

149,

150.

151

152.

153.

156.

157.

TABLE DES MATIERES.

ler exemple. Fermeture d’'un tour d’horizon
2 » Fermeture d'un triangle

3e » Fermeture d'une chaine de triangles
Observations conditionnelles d‘inégale précision....
Erreur moyenne de ces observations...........ccccoccevveenen.
1° Application a la fermeture d’un triangle . . . .

2° » » d’'un tour d’horizon.
3° Cas ou I'on a observé surabondamment la somme de cer-
tains angles entrant dans le tour d’horizon................... 308
4° Question relative au nivellement topographique . . . .310
Compensation des directions..........ccoccoiviiiiiinciieieecenn. 315
Application aune chaine de triangles...........c..cccccceoeiiiine 317
Avantages et propriétés de lacompensation des directions. 320
Equations de condition aux angles et aux cotes................ 321
Déterminer la position d'un point inaccessible, sur lequel
on a visé de trois stations au MOINS.........c.cccovevvevrrceennns 324
Exemple présentant simultanément les deux espéces d’'é-
guations de condition................ 327
Exemple dans lequel se trouvent a la fois des mesures
linéaires et des mesures angulaires............ccccocevevrenene. 330
Division des équations de condition en trois classes. Théo-

remes de Gauss relatifs au nombre d'égquations de condi-
tion que présente un systeme de points reliés entre eux
par un certain nombre de lignes. — Exemple tiré de la
triangulation de laPrusse orientale, par Bessel etBaeyer. 332

Détermination des directions les plus probables
fournies par les observations faites a une sta-

TION GEOAESTQUE evrereeeeeeieiiiiiiee e e e et ee e e e eibeeeeeee e 338

Corrections a faire subir a ces directions, par suite des
conditions géométriques auxquelles doit satisfaire le
réseau trigoNOMEtriqUe. ........ccceveeerverieeieineeseens 342

. Exemple numérique tiré de la petite triangulation faite

par le Dépot dela guerre aux environs de Bruxelles. 343

. Théorie générale de lacompensation d'un réseau

trigonNOMELriQUE....ociiiiiiiie et e 347

Calcul de la correction a faire subir a la direction initiale,
servant d’origine aux angles observés achaque station. 350

Théorie du nivellement trigonométrique 352



416 TABLE DES MATIERES.

§158. Compensation deserreur*d’'un nivellement trigo-

nométrique, d'apres la méthode des moindres
CB T T €S uuueieieeeeeaatitteeeeeeese bbb et eeeeseasbebbeeeeeessnanbeeeeeeessnnbnneeees 356

159. Application numérique tirée de la triangulation faite en
Prusse par le colonelBaeyer............... 362
160. Méthode particuliere employée par Bessel, pour compen-
ser un nivellement trigonométrique. — Exemple tiré
de la triangulation delaPrusse orientale.......................... 366
161. Valeur la plus probable du coefficient de réfraction, dé-
duite des distances zénithales réciproques et simul-

TANEES. ...ttt et s 369
162. Précision des quantités calculées en fonction d’observations
conditionnelles.......cocooeiiiiiiiiis e e 371

163. Exemple numérique. Précision d'un coté de triangle, cal-
culé en fonction d'un autre coté, et de deux angles
compensés . l'aide de I'observation du troisieme angle . 374

164. Cas ou les observations conditionnelles, qui ont servi a la

. compensation, sont d‘inégale précision. 376
165. conclusion. — Préceptes pratiques relatifs a la con-
duite des calculs, dans la méthode des moindres carrés. 378
Détermination des indices de précision.........cccocevvvevneennen. 380
Calcul des coefficients SOMMatoires........cccocveeeeevieesiesiieennnn. 381
Calcul des coefficients auxiliaires........cccccceevevevviiiieiiesiennns 384

Principes et formules résumant le calcul des proba-
bilités et la théorie des erreursS o eeeiieeennnnens 387

TablesS NUMETIQUES........cccciereiiiieieireece et 404

UN DE LA TABLE DES MATIERES.












	PREMIÈRE PAGE
	PREFACE.
	THÉORIE DES PROBABILITÉSBTCALCUL DE LA RÉPARTITION DES ERREURS.PREMIÈRE SECTION.PARTIE THEORIQUE. — PROBABILITES A PRIORI.CHAPITRE PREMIERNotions preliminaires. — Des combinaisons et de l’ordre.
	§ 1. Définition et mesure de la probabilité mathématique
	§ 2. Des chances
	§ 3. De la probabilité contraire
	§4. Probabilités a priori et a posteriori 
	§ 5. à 10.  Rappel des principales formules relatives aux permutations et aux combinaisons 
	§ 11. Permutations avec répétition
	§ 12. Combinaisons avec répétition
	§ 13. Formule du binôme
	§ 14. Exemples numeriques
	CHAPITRE DEUXIÈME. De la probabilité absolue et relative : simple et composée.§ 15. Autre définition de la probabilité, applicable au cas ou le nombre des chances est infini
	§ 16 . Probabilité absolue et relative
	§ 17. Probabilité de l'existence simultanee d'un certain nombre d'événements dépendants les uns des autres
	§ 18. Probabilité du concours de plusieurs événements indépendants les uns des autres
	§ 19. Applications des probabilités composées 
	§ 20. Problème relatif au recrutement militaire
	§ 21. Manière d'evaluer la probabilité, dans certains cas, sans avoir recours a l'énumération des chances
	§ 22. Questions de probabilité résolues a l'aide de considérations géométriques
	CHAPITRE TROISIÈME.
Des lois de la probabilité mathématique dans la répétition des événements.
§ 23. Développement du binome appliqué aux probabilités 
	§ 24. Exemples numériques
	§ 25. Determination du nombre d'épreuves nécessaire pour qu'un événement acquière une probabilitè donnée
	§ 26. Paradoxe de d'Alembert
	§ 27. Probabilité de gain d'un joueur qui peut rendre un certain nombre de points a son adversaire
	§ 28. Recherche du plus grand terme du développement du binome. - Propriété remarquable de ce terme
	§ 29. Rapport du plus grand terme avec les termes voisions
	§ 30. Agglomération des termes les plus forts du développement, dans le voisinage du terme maximum, a mesure que l' exposant du binome augmente. - Loi des grand nombres
	§ 31.Traduction graphique des résultats précédents
	§ 32. Théoreme de Bernoulli sur la marche de la probabilité dans les grands nombres d'épreuves
	§ 33. Notions générales sur la courbe de possibilité
	§  34. Cas de deux événements ayant la meme probabilité. - Equation de la courbe de possibilité
	§ 35. Recherche de la constante par la méthode de Cauchy 
	§ 36. Equation de la courbe de probabité 
	§ 37.  Assimilation au cas d'une urne renfermant des boules blanches et des boules noires en nombre égal
	§ 38. Rapport entre la precision des observations de la grandeur des erreurs également possibles
	§ 39. Echelles de possiblité et de précision
	§ 40. Formule relative aux tirages répétes, lorsque les boules extraites ne sont pas replacées dans l'urne
	CHAPITRE QUATRIÈME. De la valeur vénale des chances ou des probabilités. -Du marché aléatoire et du jeu en général.§ 41. De l'espérance mathématique. - Regle des paris
	§ 42. Regle des partis
	§ 43. Applications des deux regles précédentes
	§ 44. Evenement le plus probable lorsque les esperances mathematiques des joueurs sont égales 
	§ 45. Probabilité de perte ou de gain de l'un des joueurs, apres un certain nombre de parties, lorsque les conditions du jeu sont égales
	§ 46. Méme question, lorsque les conditions du jeu sont inégales
	§ 47. Nécessité de faire entrer la répétition des épreuves dans l'évalutation du degré de confiance qu'on doit accorder a la probabilité mathématiques
	§ 48. Dans un jeu égal, il y a une probabilité, croissant avec le nombre des parties, que la perte absolue de chaque joueur surpassera une somme donnée, quelque considérable que soit cette somme 
	§ 49. Application de la formule de l' espérance mathématique au cas ou il y a plus de deux évenements a chaque épreuve
	§ 50. De la valeur morale d'un bien quelconque. - Regle de Buffon
	§ 51.  Regle de Daniel Bernoulli
	§ 52. De la fortune morale éventuelle.- Fortune physique éventuelle. - Espérance morale
	§ 53. Applications numeriques de la regle de Daniel Bernoulli
	§ 54. Probleme de Petersbourg
	§ 55. Considération générales sur le jeu
	DEUXIÈME SECTION.PARTIE ΡΗYSIQUE .- PROBAILITÉS A POSTERIORI.CHAPITRE CINQUIÈME.Détermination de la probabilité des causes par les observations. — Probabilité d'un nouvel événement.§ 56. Probabilité des causes ou des hypotheses, - Régle de Bayes
	§ 57. Exemple numérique
	§ 58. Probabilité  des événements qui ont lieu dans chaque hypothese
	§ 59. Cas ou le nombre des chances est infini
	§ 60. Valeur de l'ntégrale...
	§ 61. Probabilité des événements futurs
	§ 62. Probabilité de la reproduction d'un événement observé m fois de suite 
	§ 63. Probabilité d'un événement composé, sur un certain nombre de renouvellements du meme hasard
	§ 64. Formule qui réunit dans une seule expression toutes les probabitiés des divers événements composés
	§ 65. Les probabilités à posteriori sont une sorte de probabilités moyennes
	§ 66. Hypothese la plus probable
	§ 67. Elle s'approche sans cesse de la véritable probabilité, a mesure que le nombre des épreuves devient plus considérable
	§ 68. Limites de l'écart
	§ 69. Probabilité de l'existence d'une cause qui facilite l'arrivée d'un événement  observé plusieurs fois
	§ 70. Cas ou l'événement a été observé plusieurs fois de suite
	§ 71. La probabilité de l'existence d'une cause croit beacoup plus rapidement que la probabilité du prochain retour de l'événement
	CHAPITRE SIXIÈME. Etude des causes. —Moyennes et limites.— Applications .§72. — Causes constantes, variables et accidentelles
	§ 73. Cosidérations sur la moyenne
	§ 74. Cas ou les valeurs qui concourent a la formation de la moyenne sont inegalement probables
	§ 75. Exemples ou la courbe de possibilite perd sa forme symétrique. - Variation diurne de la température 
	§ 76. Application au prix des grains
	§ 77. Les causes accidentelles disparaissent a la longue vis-a-vis des causes constantes. - Predominance des naissances masculines sur les naissances feminines
	§ 78. Causes variables qui ont un caractere de periodicite. Applications aux naissances et aux deces en Belgique
	§ 79. Discussion des documents statistiques. - Application aux mort-nes en Belgique
	§ 80. Utilite des constructions graphiques pour representer la marche d'une variable. - Application aux temperatures
	CHAPITRE SEPTIÈME. Des lois de la mortalité et de la population. — Des associations.—Des assurances sur la vie et les choses.§ 81. —Des tables de mortalite. - De la vie probable
	§ 82. Tables de population
	§ 83. Vie moyenne. - Table de la vie moyenne en Belgique. - Courbes de la mortalite et de la vie moyenne
	§ 84. Questions relatives à la population des Etats
	§ 85 De la loi mortalite. - Nouvelle table de moralite pour la Belgique
	§ 86. De la loi de population. - Calcul de la vie moyenne en fonction du chiffre de la population et de celui des naissances annuelles
	§ 87. Recherches sur la marche de la population
	§ 88. Equation de la courbe de population
	§ 89. Application a la Belgique
	§ 90. Probabilite de la coexistence de plusieurs individus
	§ 91. Rentes viageres
	§ 92. Tontines
	§ 93. Caisses de prévoyance, de secours, de retraite. - Caisses de veuves
	§ 94. Assurances sur les choses
	Note relative au § 85
	TROISIÈME SECTION. PARTIE PRATIQUE. - PROBAILITES APPLIQUEES. CHAPITRE HUITIÈME. Théorie des erreurs. — Précision des observations. § 95. Differentes especes d'erreurs
	§ 96. Observations compensees
	§ 97. Les erreurs accidentelles se repartissent suivant la loi de possibilite

	§ 98. Mesure de precision ou module de convergence
	§ 99. Erreur probable
	§ 1oo. Trace geometrique de la courbe des erreurs
	§ 101. Exemple de l'accord qui regne entre la theorie et l'observation
	CHAPITRE NEUVIÈME. Détermination du résultat le plus exact déduit de plusieurs observations. — Précision de ce résultat. (UNE SEULE INC0NNUE A DETERMINER.) § 102. La valeur la plus probable de l'inconnue est la moyenne entre tous les resultats d'observation
	§ 103. Precison de la moyenne. - Elle croit comme la racine carree du nombre d'observations qui ont concouru a former la moyenne
	§ 104. Poids d’une valeur. - Comment il sert a ramener a la meme unite de precision des mesures inegalement precises
	§ 105. Erreur moyenne
	§ 106. Expression du poids et de la mesure de precision, en fonction de l'erreur moyenne
	§ 107. Valeur de la mesure de precision, lorsque le nombre des observations est illimite
	§ 108. Limites probables de la mesure de precision et de l'erreur probable
	§ 109.  Distinction entre l'erreur moyenne et  l'ecart moyen
	§ 110. Considerations sur le poids
	§ 111. De l'unité de poids
	§ 112. Erreur moyenne de l'unité de poids
	§ 113. Divers exemples numériques
	§ 114. Application a l'essai des armes a feu. - Exemple relatif au tir du fusil
	CHAPITRE DIXIEME. Precision des fonctions de quantites observees. § 115. Connaissant les erreurs moyennes de deux quantites o et o'...
	§ 116. Application a la mesure d'un angle compose de la somme de deux autres
	§ 117. Précision de la somme algebrique d'un nombre quelconque de quantites observees
	§ 118. Determination du poids de la fonction u=a'o'
	§ 119. Poids de la fonction lineaire...
	§120. Poids d'une fonction quelconque u=F(o',o'',o'''...). - Application au calcul trigonometrique d'un triangle
	§ 121. Remarques relatives a la determination de l'unite de poids
	§ 122. Considerations pratiques sur le poids a accorder aux observations
	CHAPITRE ONZIÈME. Détermination du résultat le plus exact déduit de plusieurs observations.— Précision de ce résultat. PLUSIEURS INCONNUES A DÉTERMINER. METHODE DES MOINDRES CARRES. §123. Division des observations en immediates, mediates et conditionnelles
	§ 124. Principe des moindres carres. - Son application, ou methode des moindres carres 
	§ 125. Remarques sur la formation des equations normales. - Tableau des calculs, suivant la methode de Gauss
	§ 126. Exemple numerique. - Resolution de quatre equations entre trois inconnues
	§ 127. Calcul de l'erreur moyenne des observations
	§ 128. Poids des inconnues determinees d'apres la methode des moindres carres
	§129. Application a l'exemple du §126
	§ 130. Questions relatives a la methode des moindres carres
	§ 131. Modification a apporter a la  méthode generale des moindres carres, lorsque les equations primitives ne sont pas lineaires
	§ 132. Application a la mesure des angles horizontaux
	§ 133. Precision des quantites calculees en fonction des inconnues ...
	§ 134. Poids d'une fonction linéaire de ces inconnues
	§ 135. Modification a apporter a la methode generale des moindres carres, lorsque les observations sont d'inegale precision. - Exemple numerigue
	§ 136. Application au calcul de l'erreur moyenne d'une base geodesique
	§137. APPLICATION A LA MESURE DES ANGLES GÉODÉSIQUES
	§ 138. Observations surabondantes ou de controle.- Resolution des equations conditionnelles
	§ 139. Calcul de l'erreur moyenne des observations
	§ 140. Premier exemple.
	§ 141. Observations conditionnelles d'inegale precision
	§ 142. Erreur moyenne de ces observations
	§ 143. 1° Application...
	§ 144. Compensation des directions
	§ 145. Application a une chaine de triangles
	§ 146. Avantages et proprietes de la compensation des directions
	§ 147. Equations de condition aux angles et aux cotes
	§ 148. Determiner la position d'un point inaccessible, sur lequel on a vise de trois stations au moins
	§ 149. Exemple presentant simultanement les deux especes d'equations de condition
	§ 150. Exemple dans lequel se trouvent a la fois des mesures lineaires et des mesures angulaires
	§ 151. Division des equations de condition en trois classes.
	§ 152. Determination des directions les plus probables fournies par les observations faites a une station geodesique
	§ 153. Corrections a faire subir a ces directions, par suite des conditions geometriques auxquelles doit satisfaire le reseau trigonometrique
	§ 154. Exemple numerique trie de la petite triangulation faite par le Depot de la guerre aux environs de Bruxelles
	§ 155. Theorie generale de la compensation d'un reseau trigonometrique
	§ 156. Calcul de la correction a faire subir a la direction initiale, servant d'origine aux angles observes a chaque station
	§ 157. Theorie du nivellement trigonometrique
	§ 158. Compensation des erreurs d'un nivellement trigonometrique, d'apres la methode des moindres carres
	§ 159. Application numerique tiree de la triangulation faite en Prusse par le colonel Baeyer
	§ 160. Methode particuliere employee par Bessel, pour compenser un nivellement trigonometrique. - Exemple tire de la triangulation de la Prusse orientale
	§ 161. Valeur la plus probable du coefficient de refraction, deduite des distance zenithales reciproques et simultanees
	§ 162. Precision des quantites calculees en fonction d'observations conditionnelles
	§ 163. Exemple numerique. Precision d'un cote de triangle, calcule en fonction d'un autre cote, et de deux angles...
	§ 164. Cas ou les observations conditionnelles, qui ont servi a la compensation, sont d'inegale precision
	§ 165. Conclusion
	DETERMINATION DES INDICES DE PRÉCISION
	CALCUL DES COEFFICIENTS SOMMATOIRES.
	CALCUL DES COEFFICIENTS AUXILIAIRES
	PRINCIPES ET FORMULES RESUMANT LE CALCUL DES PROBABILITÉS ET LA THÉORIE DES ERREURS
	Table numeriques
	Table des Matieres.



