MISCELLANEA.

Okolnik Board of Education o nauczaniu gieometrji i algiebry.

Jak wiadomo, sprawa nauczania matematyki elementarnej znajduje sie
obecnie w Anglji w fazie przejsciowej. Przed kilkoma laty coraz liczniej-
szych zwolennikéw zaczela zyskiwaé metoda ,doswiadezalna“ Perry’ego; jak-
kolwiek wiele szkol, zwlaszeza srednich, trzymalo sie zdala od tego ruchu,
mozna jednak powiedzieé, ze ,perryzm‘ stal si¢ modnym w Anglji. Obecnie
daje sie zauwazyé coraz wyrazniejsza reakcja przeciw skrajnie ,doswiadczal-
nemu” kierunkowi; wybitni nauczyciele poszukujg jakiejs drogi posredniej, na
ktérej daloby sie przeprowadzi¢ reforme nauczania, z zachowaniem jednak te-
go, co w dawnym systemie, szczegélnie w tradycyjnym Euklidesie, bylo dobre-
go. Jedng z préb w tym kierunku jest okdlnik Board of Education o wykta-
dzie gieometrji i algiebry, ktéry tu obszernie streszczamy.

W nauczaniu gieometrji okdlnik rozréznia trzy stopuie, z ktérych pierw-
sze dwa odpowiadaja, mniej wiecej, temu, co my nazywamy propedeutyka
gieometrji. Na pierwszym stopniu trzeba zapozna¢ ucznia z podstawowemi
pojeciami (bryly, powierzchni, kata i t. p.) i wdrozy¢ go do poslugiwania si¢ °
przyrzadami matematycznemi., Chodzi tu oczywiscie nie o definjowanie pojec,
leez o wyrobienie jasnych, dokladnych wyobrazen; jedyna wige wskazana me-
toda jest obserwacja i doswiadczenie. Okdlnik radzi nawet unikaé z poczat-
ku wszelkich definicji i przestrzegaé¢ tylko poprawnego uzywania nazw. Cwi-
czenia maja polega¢ na budowaniu bryl z kartonu i na wykreslaniu ich w naj-
prostszych polozeniach. Jaka metode stosowaé przy wykreslaniu — okdlnik
przemileza, widocznie pozostawiajac to do uznania nauczyciela, natomiast za-
znacza, ze zatrzymywanie sig nad konstrukeja figur plaskich, objetych budo-
wa bryly, jest zbyteczne, ze nalezy pozostawi¢ tu jaknajszersze pole inicja-
tywie i pomystowosei ucznia.

Po tych wstepnych wykladach, gdy uczen oswoil si¢ juz z wyobrazeniem
bryty, powierzchni i linji, nalezy, zdaniem okdlnika, przej$é do pojecia kierun-
ku. ,Dzieci wytwarzaja sobie pojecia barw przez spostrzeganie ich i nazy-
wanie; tak samo zdobeda jasne pojecie kierunku przez spostrzeganie i nazy-
wanie kierunkéw zasadniczyech. 7 poczatku nalezy unikaé kreslenia; lepiej
jest zadawaé uezniom takie np. pytania: wskaz mi linj¢ pionowa; jak spraw-
dzisz, czy jest rzeczywiscie pionowa? wskaz pozioma; jak sprawdzisz, cay jest
pozioma? To drugie sprawdzenie musi by¢ niezalezne od pojecia pionowej;
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w ten sposéb uczen pezna uzycie pionu i libeli. Pytamy dalej, ezy mozna na-
kresli¢ pionowg lub poziomg na $cianie, na podlodze; ile przez dany punkt
mozna poprowadzi¢ pionowych lub poziomych i t. p.... Nastepnie naueczyciel
moze zapytaé, czy wszystkie pionowe lub poziome maja ten sam kierunek;
w ten sposéb wprowadzi pojecie réwnoleglych, jako prostyech o tym samym
kierunku. Dalej przechodzimy do kata, ktéry powinien by¢ $cigle zwiazany
z pojeciem obrotu, i to nie tylko obrotu prostej, ale i cial (chodzi wiec o in-
tuicyjne pojecie kata dwusciennego); pytanie: ,o0 jaki kat obracasz sie na ko-
mende: na lewo zwrot?“ moze wiecej przyezynié sie do jasnego pojecia kata,
niz niezliczone ¢wiczenia z przenosnikiem. Z-mierzeniem katéw mozna i na-
lezy polaczyé konstrukeje najprostszych figur plaskich. O ile czas pozwala,
mozna juz na tym poziomie rozpoczaé kreslenie planéw, elewacji, przekrojéw
prostych bryl i t. p. Co si¢ tyezy strony metodycznej, to okélnik, jak zazna-
czyliSmy, radzi unikaé¢ definicji, wyglaszanie za$ postulatéw czy pewnikéw sta-
nowezo potepia, gdyz dziecko nie moze odezuwaé potrzeby ani rozumieé do-
nioslosci wyraznego ich formulowania, a przytym, jak wskazuje doéwiadeze-
nie, powolywanie sie na te czy inne pewniki nic a niec nie ulatwia dziecku
poprawnego wnioskowania.

Na drugim stopniu nauczania mamy juz zasadnicze twierdzenia o katach
i trojkatach. Rozumowanie zaczyna odgrywaé coraz wieksza role, intuicja jed-
nak ma weiaz jeszeze przewage nad $cisla dedukeja. Co sie tyezy poszeze-
golnyeh wskazéwek dydaktycznych, to okdlnik radzi dowodzié réwnosei troj-
katow przez konstrukecje, twierdzenia zas o sumie katéw zewnetrznych przez
obrét.

Dopiero na trzecim stopniu przechodzimy do systematyeznego kursu gie-
ometrji ,rozumowej“, jak ja Wlosi nazywaja. Wybdér materjalu i uklad po-
zostaja naogdl dawne, a wiec odpowiadaja pierwszym sze$ciu ksiegom Eukli-
desa, poniewaz stereometrja, jak wiadomo, nie jest objeta programem szkdt
$rednich angielskich. Zmiany maja dotyezeé tylko sposobu przerabiania ma-
terjalu. A wige przedewszystkim twierdzenia nie powinny ukazywaé sig jak
‘deus ex machina, lecz majg by¢ odgadniete, niejako odkryte przez ucznia.
Rozwigzywanie zadan, ktérego szkola Perry’ego czesto naduzywa, powinno byé
zredukowane: zadanie ma mieé¢ role pomoenicza — wyjasniania pojeé, szczegdl-
nie nowych i trudnych, gléwnie za$ uwage zwrécié nalezy na powigzanie lo-
giczne twierdzen. Wielki nacisk klada autorowie okélnika na rozwazanie zmian
ciaglych figur w zaleznosci od zmiany pewnych ich czeéci; przy kazdej spo-
sobnosci nalezy do badania wprowadzaé pojecie zmiany i ruchu i w ten ‘wla-
snie sposéb traktowaé miejsca gieometryezne i obwiednie.

Tyle o gieometrji. O wiele dla nas ciekawsza jest cze$é druga, poswie-
cona specjalnie wykresom w poczatkowym kursie algiebry. Podajemy ja tu
W przekiadzie ze wzgledu na donioslo$¢ kwestji poruszonyech i na brak w tej
mierze doswiadczenia w naszych szkolach,

»Do kursu algiebry dodaja dzi$ zwykle mniejsza lub wieksza porcje kre-
slenia. W ten sposéb do przedmiotu nieraz bardzo oderwanego i nierealne-
go wprowadza si¢ pierwiastek realnosei, co moze daé dobre wyniki. Rzadko
jednak spotyka sie ezlowieka, majacego dokladne pojecie o tym, jakie miejsce
powinno zajmowaé¢ kreslenie i ezego mozna od niego oczekiwaé. Nazbyt cze-
sto uwazajg wykresy za dodatkowy cigzar, nieomal za balast, dla ktérego trze-
ba poswigcié¢ inne zagadnienia. Pochodzi to przewaznie z niewlasciwego spo-
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sobu traktowania tej sprawy w podrecznikach, ktére dla nauczyciela niespe-
cjalisty sa prawie jedynemi przewodnikami. Zwykle zaczynaja od wyznacza-
nia poszezegélnych punktéw, obliczania pol trojkatow i wielokatéw, utworzonych
przez te punkty; nastepnie przedstawia sie graficznie réwnanie pierwszego stop-
nia po sprowadzeniu go do prostej postaci i wreszeie rozwiazuje sie uklad dwuch
réwnan stopnia pierwszego. Niema w tym nic prawie takiego, co mogloby
wywrze¢ gruntowny wplyw na poznanie zasad algiebry. Rozwigzywanie gra-
ficzne prostych réwnan wywoluje nieraz u uczniéw zarzut, ze niema powodu
poslugiwaé sie metoda wzglednie zlozona tam, gdzie na zwyklej drodze mozna
‘znalezé rozwigzanie o wiele predzej. Do réwnan drugiego stopnia stosuje sie
metode graficzng dopiero przy ogdélnym badaniu tych réwnan. [ tu zbyt wie-
le zajmuja sie rozwiagzywaniem réwnan, ktére latwiej i predzej dadza sig roz-
wigzaé algiebraicznie, natomiast bardzo rzadko wskazujg uczniom, Ze metode
graficzng mozna stosowaé do réwnan stopnia 3-go lub wyzszych i nawet wogo-
le do réwnan, ktoryech algiebraicznie rozwigzaé nie umiemy. Czasem nauczy- -
ciel stawia sobie za cel przedstawienie rdwnania stopnia drugiego w formie
kanonicznej oraz poszukiwanie ¢rodka, osi i asymptot. Takie badanie wkra-
cza juz w dziedzine gieometrji analitycznej i w tej formie, w jakiej bywa
przeprowadzane w podrecznikach, jest przedweze$nie podanym rozdzialem
gieometrji. Przy takim traktowaniu sprawy wykresy staja sie rzeczywiscie
dodatkiem do zwyklego wykladu algiebry, a przytym dodatkiem, ktéry weale
sie nie przyczynia do ulatwienia lub wyjasnienia tego wykladu, lepiej wiec
byloby nie zajmowaé¢ sie niemi wecale. Istnieje natomiast inna metoda, o ile
sie zdaje, malo znana $réd nauczycieli. Calkowity jej wyklad wymagalby nie
uzupelnienia istniejacych podrecznikéw, lecz stworzenia zupeinie nowego kur-
su algiebry. Przekraczaloby to ramy okélnika, musimy wige poprzesta¢ na
podkreslenin kilku najwazniejszych punktéw.

Metode graficzna mozna wprowadzié¢ bardzo wezesnie, juz przy przejsciu
od arytmetyki do algiebry. Nalezy wtedy wyjasnié wykreslanie danych sta-
tystycznych i oprzeé na tym kilka ¢wiczen, poprzestajgc na takich danych, kto-
re maja zwiazek z faktycznemi wiadomo$ciami ueznia. Na podstawie doswiad-
czenia powinno sie u$wiadomié uezniom réznice miedzy obrazem szeregu war-
tosci nieciagglych a wykresem ciaglym, przy ktorym mozliwa staje sie inter-
polacja. Od danych statystycznych przechodzimy do takich np. pytan: ,odle-
gto$é miedzy Londynem a Bristolem wynosi 120 mil; jakie sa $rednie pred-
kosei pociagéw, ktére przebiegaja te przestrzen w 2, 3, 4. godziny? Przed-
staw wyniki graficznie“. W dalszym ciaggu zmieniamy czas przebiegu i, od-
dalajac sie coraz bardziej od rzeczywistej predkoseci pociggu, mozemy wykre-
gli¢ tuk krzywej, przyjmujac w jednym jego korncu za spdirzedng np. pred-
kos¢ glosu, w drugim za$ predko$é eyklisty lub piechura. W ten sposéb mo-
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zna naocznie pokazaé¢ uzytecznosé wyrazenia algiebraicznego 6 a zarazem

w sposéb jasny i pouczajacy wprowadzié nowe pojecia zera i nieskonczonosei.
Innych przykladéw dostarczyé mogg zwykle zadania arytmetyczne, szczegélnie
z dzialu proporeji. Do zagadnien tych naleza, oczywiscie, zadania na procen-
ty zwyczajne, w ktérych mamy do ezynienia z przyrostem proporcjonalnym,
i na procenty skladane, gdzie proporcjonalnosci juz niema.

Metoda ta ma wielka wartos¢ dla arytmetyki, gdyz wyjasnia znaczenie
proporcjonalnosei zwyczajnej i odwrotnej, a zarazem pozwala unaocznié fakt,
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ze taka proporejonalnosé nie zawsze zachodzi. Ueczen nabiera wprawy w ra-
chunku pamigeciowym i przekonywa sie, Zze dokladnemu rachunkowi odpowia-

da wykres racjonalny, a zarazem stopniowo oswaja sie z pojeciem cigglosei,

Po zbadaniu wyrazenia algiebraicznego w rodzaju %'*, mozna dawac uez-
niom jakiekolwiek wyrazenia i kazaé je wykreslaé. Dobrym przykladem na
poczatek byloby wyrazenie (z—2) (z —4), ktére odrazu pociaga za sobg kil-
ka uwag, jako to: o uzyciu nawiasu, o regule znakéw przy mnozeniu, o przed-
stawieniu graficznym wartodei ujemnych, o rozpowszechnieniu symbolu ,z“
na wartosci ujemne i t. p. Z poczatku lepiej nie wprowadzaé litery y jako
nazwy dla funkeji x.

Ueczniowie beda popelniali wiele bledéw badz w rachunku, bgdZz w in-
terpretacji, lecz te trudnosei dadza sie predko pokonaé; z chwilg gdy uczen
przekona si¢ z wlasnego doswiadczenia, ze przy dokladnej robocie otrzymuje
sie krzywa ciagla, sprawa zostala wygrana.

Trzeba, . naturalnie, urozmaica¢ prace. Slaby uczen moze poprzesta¢ na
prostych funkejach, lepszym mozna dawaé wyrazenia bardziej zlozone, jak

(2 — 2) (x— 4) (z — 6) albo L= (@ —6)

najg sie, ze moga wykresli¢ kazda funkeje algiebraiczng wyrazna. Lepiej jest
~dawaé¢ wielomiany rozlozone na czynniki; przez to mniej czasu traci sie na
rachunki, uczen moze bardziej skupi¢ uwage na wlasciwym zagadnieniu—na
kresleniu krzywej i predzej osiagnie cel, ktérym jest poznanie cigglosci
i stwierdzenie, ze prawa arytmetyki i algiebry sa racjonalne i wiaza sie z so-
bg. Taka robota moze bardzo dobrze zastapi¢ nudne wyznaczanie wartosei
liczebnych wyrazen algiebraicznych, na ktére zwykle podreczniki algiebry po-
swiecajg pierwszy rozdzial.

Skoro uczniowie naucza sig¢ robienia wykreséw, mozna im daé funkeje
linjowa. Lepiej jest nie zaczynaé wprost od tych funkeji, jak sie to zwykle
dzieje, gdyz jest rzecza wazna, zeby uczen odrazu przywykl uwazaé wszel-
kie funkeje za dostepne dla siebie. Zreszty fakt, ze obrazem funkeji linjowej
jest prosta, uczyni glebsze wrazenie na uezniu, ktéry juz poznal przyklady
innych funkeji i ich obrazy.

Z poczatku obliczamy wartosci funkeji dla wartosei catkowitych na z,
co w prostych przypadkach wystarcza do uwidoeznienia ksztaltu krzywej. Ze-
by jednak utrwali¢ w umysle ueznia pojecie ciaglosci, nalezy wprowadzaé war-
tosci utamkowe na x. Mozna np. postawi¢ pytanie, jakg wartoéé przybiera
funkeja dla x=3,5; uczen powinien znalezé ja na wykresie, a potym spraw-
dzi¢ za pomocag rachunku,

Gdy uezniowie wykreslili krzywa, np. (z—2) (x—4), trzeba im daé do
rozwigzania odpowiednie réwnanie, np. (z—2) (z—4)=5. To rzuca nowe §wia-
tlo na waZne pojecie réwnania. Rozwiazanie otrzymajg przyblizone; trzeba
je sprawdzié arytmetycznie i przez poréwnanie wynikéw rachunku z krzywa
okreslié, w jakim kierunku popelniono blad. Moze nawet zaj$é potrzeba wy-
kreslenia na nowo krzywej — np. w innej skali; lepsi uezniowie moga otrzy-
maé wynik z dokladnoéciag do 0,01. Taka robota przyczynia sie do poznania
dzialari na ulamkach, a zarazem przyzwyeczaja do dokladnosei w rysunku i po-
miarach. Lepszym uczniom mozna daé tez kilka réwnan stopnia 3-go lub
Wyiszego, przez co przekonajg sie o potedze metody.

W ten sposéb uczniowie przeko-



122 Wektor. Ne 2

Wszystko to da’sie wprowadzi¢ odrazu w poczatkach nauczania algiebry,
niezaleznie od normalnego jej kursu. Ulatwi to uwezniowi opanowanie zasad-
niczych pojeé algiebry, szezegdlnie znaczenia réwnan.

Na tym mozna poprzestaé¢ (na razie), gdyz wykreslanie nie jest celem,
lecz $rodkiem. Metody specjalne, jak réowniez zglebianie szeczegdlnych pray-
padkéw nalezy odlozyé na poézniej. Zaznaczamy tez, ze z poczatku lepiej jest
nie robié wykreséw na papierze kratkowanym. Niech uczen wyznacza odein-
ki ,na oko” lub za pomoca linjalu z podzialka, dopiero gdy przewodnig mysl
uchwyei, mozna mu pokazaé, jak uzycie papierun kratkowanego znakomicie
ulatwia robote.

- Gdy metoda graficzna zostala opanowana, trzeba ja od czasu do czasu
przypomina¢, dajae odpowiednie zadanie, najlepiej réwnanie do rozwiazania.
Zreszta ma ona wazne zastosowanie w kursie teoretycznym algiebry.

Mozemy na przykladzie pokazaé, jak nalezy traktowaé kwestje, uchodza-
ca za trudna. np. wykladniki ulamkowe i ujemne... Przypusémy. ze chodzi
o zapoznanie klasy z uogélnieniem pojecia wykladnika. Jezeli nauczyciel ka-
ze wykreslié krzywa 27, uczen znajdzie oczywiscie wartosci funkeji, odpowia-
dajace x=2, 4, 8, 16... i polaczy te punkty krzywa. Tu odrazu nasuwa sig
pytanie, jakim prawem kreélimy krzywa. co oznacza np. y=2152 Wyrazenie
to niema dla ucznia sensu, ale krzywa daje mu wartosé y=2,8. Wobec tego
pytamy, skad mogloby powstaé¢ wyrazenie 23/2, czy nie przez wyecigganie pier-
wiastka kwadratowego z 23?2 Wynik odpowiada wartosci, wskazanej przez krzy-
wa. Bierzemy kilka innych przypadkéw, jak o', 2'h i . p. Nastepnie zwra-
camy uwage na to, 7e krzywa raptownie urywa sie przy xz=1. Dotad nie
mieliémy krzywych, ktéreby sie urywaly. Dokadze krzywa zmierza? Oczy-
wista rzecz, ze nie do poczatku spélrzednych., To prowadzi nas do badania
wyrazen takich, jak 2° 211 t d.

Taka metoda wyrobi w uczniach jasne pojecie i przekonanie o potrze-
bie i racjonalno$ei uogélniania definicji, czego trudno osiagnaé przy zwyklej
metodzie, a zarazem pozwoli nam na razie nie dowodzi¢ jeszcze, Ze przy no-
wych definicjach zachowuja si¢ prawa wykladnikéw; dowody takie sg na tym
poziomie jeszceze zbyt trudne, a wiec dla ucznia malo przekonywujgce i psy-
chologicznie mylne,

Skoro ustaliliSmy znaczenie wykladnikéw ulamkowych i ujemnyeh, uezen
moze wykresli¢ krzywa 10% i odszukaé wartosei na x, przy ktérych funkeja
przybiera wartosei calkowite. Mamy w ten sposéb szkic tablic logarytmicz-
nych; z latwosciag mozna otrzymaé logarytmy z dwoma znakami. Wprowadze-
nie tablic czterocyfrowych okaze sie potym zupelnie ratwym.

Tak samo przy badaniu funkecji stopnia drugiego trzeba podaé ich wykre-
sy. Réwnanie zy=c? powinno jur by¢ znane, wypadnie natomiast zbadaé
x?-}y?=c® Nie nalezy zapuszczaé sig bardzo daleko, trzeba jednak rozpa-
trzeé przypadek réwnosci pierwiastkéw i wogdle przeciecie w punktach rze-
czywistyeh i urojonyeh, gdyz przy dawnej metodzie caly rozdzial o pierwiast-
kach funkeji drugiego stopnia jest nudny i nie posiada Zadnego zgola zwiaz-
ku z doswiadezeniem?”. w. w.
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