O zasadzie logarytm6w naturalnych.

W niniejszym szkicu usilowalem zapelni¢ pewna luke, ktora odczu-
wac sie daje przy wykladzie teorji logarytmow; mianowicie chodzilo mi
o to, aby, wychodzac z konkretnego zagadnienia kinematycznego, dopro-
wadzi¢ ucznia do pojecia o zasadzie logarytméw naturalnych tudziez wy-
kaza¢, w jaki sposob moznaby obliczy¢ z zadana dokladnoscia wartosé
tej zasady. Droga, jaka w tym celu obralem, wydaje mi sie prostsza
1 odpowiedniejsza od tej, ktora zazwyczaj spotykamy w podrecznikach;
ta okolicznos¢ osmielita mnie do wystapienia w omawianej sprawie.

Punkt M porusza sig¢ po torze PQ (fig. 1) w ten spo-
s6b, ze jego predkosé¢ w kazdym polozeniu jest licz

I ]

P .= ; @
A ¢
t=o0 t=1
Fig 1

bowo réwna odleglosci od pewnegopoczagtkowego punk-
tu toru 4. Znalezié polozenie punktu w czasie dowol-
nym t. Obieramy za poczatkowy moment, od ktérego bedziemy liczyli
czas, ten, w ktérym punkt ruchomy znajdowal sie w C w odleglosci=1
od 4, za dodatni kierunek ruchu bedziemy uwazaii kierunek od P ku @,
wreszcie odleglos¢ i czas mierzy¢ bedziemy w ukladzie ,cm. sek.“.
Przedewszystkim zastanowmy sie¢ nad tym, gdzie znajdowac sie be-
dzie punkt po uplywie 1 sek. od poczatkowego momentu. W tym celu
dzielimy te wlasnie sekunde na bardzo wielka liczbe n réwnych cze-
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sci 6 (6=7 sek.) —nazwijmy je elementami czasu—1 uwazamy ruch

punktu w ciggu kazdego takiego elementu za jednostajny, odbywajacy
sie z predkoscia, jaka posiada punkt w poczatkowym momencie tego
elementu. Taki ruch, skladajacy sie z » ruchow jednostajnych ze sko-
kami predkosci na granicy dwuch sasiednich elementéw, rozni¢ sie be-
dzie od rzeczywistego; ale w miare zwiekszania n roznica miedzy niemi
bedzie coraz mniejsza: skoro n rosna¢ bedzie nieskonczenie i jednocze-
snie 6 dazy¢ bedzie nieograniczenie do zera, wowczas w granicy obydwa
ruchy beda identyczne.

W ciagu 1-go elementu punkt,- poruszajac si¢ z predkoscig 1 scenli
(predkos¢ w C=1 —;—:;n—', gdyz AC=1 cm.) przebiegnie droge="H cm., a wigc

w koncu tegoz elementu odleglosé punktu od 4 bedzie=1--6 i predkosc¢
rowniez=1--6.

W ciagu 2-go elementu punkt przebiegnie droge=(1-6)f, a wiec
w koncu 2-go elementu okaze sie od 4 w odleglosci=1-64(1+6)6 =
=(1+46)2

W ciagu 3-go elementu przebiegnie droge=(1--6)*), a wiec po uply-
wie 3-ch elementow odleglos¢ od A bedzie=(1-6)2+-(14-6)20=(1+-6).

Rozumujac w dalszym ciagu, jak wyzej, dowiedziemy, ze w koncu
4-go elementu odleglos¢ od A4 bedzie=(1-+6)* i t. d., co ogoélnie bardzo
latwo uzasadni¢ metoda indukcji zupelnej,—w ogole po uplywie % elemen-
tow (k<n) odleglosé ta wyniesie (1-4-6)% a wigc po uplywie calej se-
kundy, zawierajacej n elementow, punkt ruchomy bedzie w odleglosci

—=(146)r = (1—{—%)” cm. od A. Jezeli pozwolimy n rosna¢ do nieskonczo-

nosci, liczba (1 —f—%)" zmienia¢ sie bedzie; o ile przytym dazyé bedzie do

pewnej skornczonej granicy, — nazwijmy ja, jak to;przyjeto_ogolnie, litera
e,— w takim razie bedziemy mogli powiedzie¢, ze punkt nasz M, p o-
ruszajacy sie z predkoscia, liczbowo réowna odleglosci
od pewnego punktu toru 4, pouplywie 1 sekundy od po-
czatkowej chwili—obranej tak, ze przy t=0 odleglos¢=1,
znajdowac sie bedzie od 4 wilodleglosci=e=lim (14 )"

fn=00
Wykazmy, ze granica (1 712 )* przy n=oo istnieje.
Poniewaz punkt ruchomy M w kazdym momencie gdzies na swym
torze znajdowaé¢ sie musi, przytym w jednym tylko zupelnie okreslonym
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punkcie, — co wynika z natury takiego zjawiska, jak ruch, — wigc oile okaze
sig, ze przy t=1 sek. odleglos¢ jego od A nie jest nieskonczenie wielka,
dowiedziemy tym samym slusznosci naszego twierdzenia.

“ 1 . .
Aby wykazac, ze (1+—ﬁ—)" przy m=co nie moze rosna¢ do nieskon-

czonosci, zobaczmy, gdzie punkt znajdowal sie przy t=-—1 sek.; niech
odleglos¢ jego od A bedzie wowczas=u; dzielac sekunde od momentu
t=—1 do t=0 na n réwnych czesci i rozumujac, jak wyzej, przekonamy
sie, ze po uplywie 1 sekundy od ¢=-—1, odleglos¢ punktu od A4 bylaby

z. (1 —{——nl—)”; w granicy przy n=oco odleglosc¢ rownac sie¢ bedzie x.lim(l-{—%)”

(x od n nie zalezy), co=1 (gdyz przy t=0 odleglos¢ punktu 4C=1), stad

T =k Wy Otoz gdybysmy przypuscili, ze lim(1-} ;z) jest nieskon-

czenie wielka, w takim razie otrzymalibySmy =0, to znaczy, ze punkt
nasz przy t=—1 bylby w poczatkowym punkcie 4 toru, co jest niemo-
zliwe, jak to niebawem okazemy. Istotnie, gdyby punkt ruchomy mogt
by¢ w A4, musialby mie¢ tam predkos¢=0 i przyspieszenie=0!); nie po-
siadajac zas ani predkosci ani przyspieszenia, bylby, oczywiscie, pozba-
wiony ruchu: nie moglby sie nigdy ruszy¢ z A i wogdle ruch jego byl-

by niemozliwy. Tak wiec lim(l—{_%)" przy m=co nie moze by¢ nieskon-
czenie wielka, to znaczy, ze przy t=1 punkt bedzie w odleglosci skori-
czonej od 4; poniewaz zas$ moze on by¢ tylko w jednym, jedynym punkcie,
wiec lim(l—}——;—)” ma Scisle okreslona skonczona wartos¢é. Nizej poda-

my sposéb wyznaczania tej granicy z pozadana dokladnoscia, obecnie
wracamy do naszego zagadnienia i wykazemy, ze w dowolnym czasie ¢
odleglos¢ pnnktu ruchomego od A=e¢. Przypusémy, ze twierdzenie to
jest sluszne dla t=Fk, gdzie k jest liczba calkowita, wykazemy, ze sluszne
bedzie i dla ¢ =k |+ 1, oraz dla ¢ = k— 1; dzielac sekunde od ¢t =%k do
t=k-+1 na n czesci rownych i rozumujac, jak poprzednio, przekonamy

si¢ ze przy t=k-1 odleglos¢ od 4 bedzie e lim(l—k%):e"'l'l; w drugim

1) Bedac w dowolnej odleglosci @ od A punkt posiada predkosé — a, przebie-
ga wiec w elemencie czasu droge af) i wtedy ma predkosé = a - afj, przyrost wiec
predkosci w czasie § wynosi af), a wiec przySpieszenie = a, to znaczy, ze predkosé
i przyspieszenie (oczywiscie, liczbowo) sg ciagle réwne.
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za$ wypadku oznaczamy odleglos¢ przy t=k—1 przez y i stosujac rozu-
mowanie powyzsze przekonamy sig, ze y.lim(l—%%)”:e", skad =&

Poniewaz zas przy i=1 twierdzenie nasze, jak wykazalismy, jest sluszne,
wiec stad wynika, ze dla wszelkich calkowitych wartosci ¢ odleglos¢ punk-
tu od A bedzie .

Jezeli ¢ nie jest calkowite, lecz wymierne, mozemy przedstawic¢ je

pod postacia r+€*, gdzie » jest liczba calkowita i ¢ >p. W czasie t=r

odleglosé¢ na zasadzic powyzszego = ¢, dzielimy sekundg od {=1r do
t=r+1 na taka liczbe n elementow 6, ktéra bylaby wielokrotnoscia ¢;
w takim razie !/, cze$¢ sekundy zawiera¢ bedzie calkowita liczbe ele-
mentéw, np. m, jezeli n=mgq; po uplywie Z sekund czyli pm elementow

od momentu #=r odleglos¢ punktu ruchomego od A bedzie e (14 6)"—
pn P . Py g

=g 0y —er, {(1 4+ ﬁ)"lq; w granicy przy rzeczywistym ruchu odle-

P P P

1 4
lom (1 + L t=eret=¢""y,

glos¢ ta wyniesie e”.[
n=co

Slusznos¢ wiec twierdzenia o zaleznosci odleglosci punktu od czasu
(odleglos¢ s=¢') zostala uzasadniona dla wszelkich wymiernych wartosci #.
Traktujac liczby niewymierne jako granice pewnych ciagow liczb wy-
miernych i majac dla kazdej liczby wymiernej twierdzenie uzasadnione,
mozemy ogoélnie powiedzie¢, ze dla kazdej rzeczywistej warto-
$§ci czasu t odleglos¢ punktu od 4 przedstawi sig jako
¢ i odwrotnie: kazdemu polozeniu punktu na torze w odle-
glosci dodatniej s od A') odpowiada pewien oznaczony
moment czasu t taki, iz e/=s; ze taki moment bedzie, przytym tylko
jeden, wynika z nastepujacych rozwazan:

a) kierunku ruchu punkt zmieni¢ nie moze, gdyz w takim razie nie
byloby wykonane zasadnicze zadanie, aby liczbowo predkosé=odleglosci,
albowiem zmiana kierunku musialaby wywola¢ zatrzymanie sie punktu
w pewnym miejscu, co jest niemozliwe; z tego wynika, ze w kazdym
punkcie toru (oczywiscie pod warunkiem s> 0) punkt ruchomy moze
znajdowac sie tylko raz jeden.

) Poruszajac sie w kierunku dodatnim punkt nie moze znajdowac sie w od-
leglosci ujemnej od A, gdyz majac byé przy {=0 w odleglosci = 1, musialby przejsé
przedtym przez A, co jest niemozliwe,
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b) z biegiem czasu predkos¢ punktu ruchomego rosnie jednoczesnie
z oddalaniem sig jego od 4; to zwigkszanie sig predkosci i odleglosci jest
ciagle, a wobec rosnacego ciagle . przyspieszenia, ktore liczbowo=pred-
kosci, drogi, ktore przebiega punkt w tych samych okresach czasu, stale
rosna, stad wynika, ze punkt ruchomy po pewnym czasie przybedzie do
kazdego punktu toru (s> 0), jakkolwiek daleko lezacego od A, przytym
raz. tylko jeden.

W zaleznosci s=e! czas t jest logarytmem odleglosci s przy zasadzie

e:lim(l—k%)”, czyli t. zw. logarytmem naturalnym. Ostatnie

twierdzenie w zwiazku z poprzedniemi wynikami glosi, ze kazda do-
datnia liczba rzeczywista ma jeden rzeczywisty loga-
rytm naturalny; jest on wiekszy lub mniejszy od zera zaleznie od
tego czy liczba jest wieksza lub mniejsza od 1; logarytm 1=0.

Nic latwiejszego, jak, korzystajac z dotychczasowych rozwazan, wy-
kaza¢ wszystkie ogolne wlasnosci logarytmoéow. Tak np. jezeli punkt znaj-
dzie sig w odleglosci s=s,.s,.5,.....5, ktorej wartos¢ liczebna = iloczy-
nowi dowolnej liczby czynnikow i jezeli do odleglosci s, moglby dojsé
w czasie t,, do odleglosci s, w czasie ¢, i t. d., wowczas s=e '.¢’.... &

AR R ; : :
== czyli log s=t,-+-t,+...-+t,, mamy wiec twierdzenie o loga-
rytmie iloczynu. Wykazanie innych wlasnosci, dotyczacych logarytmow
ilorazu, potegi, pierwiastka, nie przedstawia zgola zadnych trudnosci.

Przechodzimy do wykazania sposobu wyznaczenia wartosci e. W tym
celu zastosujemy metode graficzng. Obieramy sobie osie spolrzednych—
pozioma os$ czasu O7 (fig. 2) i pionowa os$ predkosci OV, poczym gra-
ficznie przedstawimy prawo ruchu punktu w ciagu sekundy od ¢=0 do
t=1=0Of w przypuszczeniu, ze sekunda ta podzielona zostala na pewng
liczbe n réwnych czesci (Oa=ab=be—=cd..—ef="0) i ze w ciagu kazdego
takiego elementu 6 ruch punktu jest jednostajny.

W ciggu 1-go elementu predkos¢ =1=0h=ar; w ciagu 2-go=1--0=
=aa'=bs, graficznie latwo wykresli¢ odpowiedniej dlugosci odcinek od-
kladajac » elementow w kierunku ujemnym osi czasu: Ok=Fkl=....=pq="0
i laczac koniec ostatniego ¢ z & prosta do przeciecia z aa’ w punkcie
tak samo laczac koniec p przedostatniego elementu z @' do przeciecia z na-
stepng rzedna bb', otrzymamy w przecieciu b’; dalej laczac koniec 3-go
od korica elementu n z ' otrzymamy w przecigciu z nastepna rzedna
punkt ¢’ i t. d., wreszcie lgczac koniec 1-go k z koncem przedostatniej
rzednej €' otrzymamy w przecigciu z ostatnia punkt f; oczywiscie Oh=1,
aa'=1+0, bb'=(1-+6), cc'=(1+0),....e¢ =(1+0)1, beda predkosci w po-
czatkach kolejnych elementow, pola zas prostokatow Ohra, aa'sh, bb'te,...
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ee'wf liczbowo przedstawia¢ bedg drogi, jakie punkt przebiegnie w ciagu
tych elementow czasu. Laczac punkty A, a', b, ¢, &,..f' kolejno prosto-
linjowemi odcinkami, otrzymamy lamang ha'b'c'...e'f’, ktéra w sposéb przy-
blizony przedstawi nam graficznie prawo zmian predkosci punktu w cza-
sie od t=0 do t=1 sec.; w granicy przy =0 lamana ta, jak réwniez
linja hra'sh't..véw zamienia sig na krzywa logarytmiczng EAF (fig. 3) kto-
rej cze$¢ hF odpowiada czasowi od t=0 do t=1=0f. Poniewaz f’ (fig. 2)

Fig2

=(1-+-6)", wiec fF (fig: 3) :lim(H—:—l)": e; pole figury ORFf (fig. 3)

liczbowo jest=drodze, jaka przebiegl punkt w ciagu pierwszej sekundy;
poniewaz za$ w koncu 1-¢j sekundy odleglos¢ punktu od 4 (fig. 1)=e,
w poczatkowej - za$ chwili=1, wiec oczywiscie droga w czasie od t=0 do
t=1 bedzie =e—1 czyli ze pole figury OhFf=e—1 jednostek.
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Wracajac na chwile do lamanej ha'v'c..f' (fig. 2), twierdzimy prze-
dewszystkim, ze kazdy nastepny jej odcinek tworzy wigkszy kat z osia
czasu OT), niz poprzednie; istotnie wezmy pod uwage trzy kolejne rzed-
ne, np. (14-6), (101, (14642, gdzie k42 <n; odcinek lamanej, 13-
czacy korice dwuch pierwszych rzednych, niech tworzy z osia czasu kat

, TR k :
a, odcinek nastepny—Kkatp; oczywiscie tga:f(vl»i@—e—(—lﬂ = (1 4 0},
A2 k- ) : i F
top= LT WHOPT () 4 bprs, poniewaz zas (14815 (156,
wigc B> a, co bylo do dowiedzenia.
:

Z powyzszego wynika, ze lamana ha'b'd..f, niezaleznie od liczby
tworzacych ja odcinkow, jest wypukla ku osi odcietych, a stad wniosek,
ze taki sam charakter posiada i krzywa logarytmiczna EhF (fig. 3).

Laczymy h z F prosta i w & prowadzimy styczna, tworzaca oczy-

e e

wiscie kat 45° z osig 7' (gdyz jego tg = ME Pl niezaleznie od
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wartosci 6). Z poprzedniej uwagi o ksztalcie krzywej wynika, ze pole

trapezu OhFf > pola S figury OhFf— ograniczonej z jednej strony krzywa

(Oh+Ff)Of _ (1+e).1_
2 2

i 8= pola trapezu OhF'f. Pole trapezu OhFf=

= Qg—l, pole S=e—1, jak to wykazaliSmy wyzej, wreszcie pole OhE'f=
1£\1) =
= (0h+§f} sz ( 22)-'—1;—3/2, stad %1>e—— 1 >3/, co daje nam
3 =et=Ph:

Granice, miedzy ktoremi znajduje sie wartos¢ e, mozemy zblizy¢ tak
dalece, jak tylko sobie zyczymy. W tym celu wezmy pod uwage mniej-
sza czesé pola S, np. OhCe, odpowiadajacego odcietej Oc='/,; laczac h
i C prosta, otrzymamy: pole trapezu OhCe > pola figury krzywol. OhCec>

:
pola trap. OhC'c czyli, zauwazywszy, ze Cc:e/2, C'c = ?/,, pole krzyw.

Y
1 o ) 1 L8
fig. OhCe = e 5 1, mie¢ bedziemy L—'w,e—~>e/2 ] t £ , stad
o
{3t b o e
S <e <?1

2577 == = 2804
Biorac pod uwage jeszcze mniejsza czes¢ pola S, np. OhBb, odpo-
wiadajaca ob="1/, otrzymamy, postepujac w sposob, wyzej podany, jeszcze
blizsze granice dla e, mianowicie

1
icr ¢ >el/“’—1>~1—+—4/—3 stad
6 6 :
7 e PO Ry
T> e >T§ 1

9,744 > e>>2,679...

Wogole biorac pod uwage czes¢ pola, odpowiadajaca rzednej = ik se-

kundy, otrzymamy

Uk
e !k 24+
A e el . stad

) Ffi0h=2:1, gdyz Of=¢0 =1,
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