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PRZEDMOWA.

Spotczesna teorja funkcji rzeczywistych wylonita
sie w drugiej potowie ub. stulecia z luZznych badan z dziedziny
podstaw Analizy i z dorywczych konstrukcji tworéw analitycz-
nych o dziwacznych i nieoczekiwanych wiasno$ciach. Nieufnosc,
z jakg spotkat sie ten kierunek zainteresowan, najlepiej maluje
poglad Poincare’go: ,,Niegdys, kiedy wynajdywano nowg funkcje,
robiono to ze wzgledu na jaki$ praktyczny cel; dziS wynajduje sie
je umys$lnie po to, by wystawi¢ na szwank rozumowania naszych
ojcow, i nie wydobedzie sie z nich nigdy nic ponadto”.

Poglad ten nie byt odosobniony. Hermite wyrazat sie
bardziej jeszcze dosadnie. ,,Odwracam sie ze wstretem — pisat
w liscie do Stieltjesa — od tego, pozatowania godnego, trze-
sawiska funkcji bez pochodnych”. W badaniach, wprowadzajacych
w zakres rozwazan funkcje nie-analityczne, wytamujace sie krngbr-
nie z praw, ktére uwaza¢ chciano za ogolne, widziato sie niele-
dwie-ze przekorne -szerzenie nieporzadku i anarchji tam, gdzie
poprzednie pokolenia zabiegaty o tad i harmonje. A nawet
i pierwsze préby zbudowania teorji pozytywnej przyjete byty
raczej sceptycznie: obawiano sie, czy zbyt pedantyczna skrupu-
latnos¢ w formutowaniu zatozen nie zniszczy elegancji klasycznych
metod i czy rozwazania poswiecone szczegOtom nie przestonig
przewodnich idei Analizy. Prawda, ze pierwsze te badania nie
wykraczaty istotnie poza tradycyjny aparat, ktéry — ustalony od
czasow Cauch y’ego i Riemanna — z trudem naginat sie do
nowych problematéw. Ale badZ-co-badZz otworzy¢ juz zdotaty
furtke do Analizy metodom teorji mnogosci, a wielki autorytet
Kamilla Jor dana ,dat — wedlug stbw Lebesgue’al —

D) Z przeméwienia inauguracyjnego w College de France (prze-
ktad polski S. Dicksteina w ,,Wiadom. Matemat., (1922), t. 26).
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nowej szkole cenng zachete, ktéra szczodrze wynagrodzita jej za-
rzuty, jakim podlegata™.

Baire, Borel, Lebesgue — oto nazwiska, ktore repre-
zentujg teorje funkcji rzeczywistych juz nietylko jako temat badan,
lecz rowniez — i jako metode. Nazwiska te wskazujg zarazem
rozne kierunki teorji. Imiona Baire’a i Borela zwigzane sg
nazawsze z metodg rozbudowy — w pozaskonczong herarchje —
klasy funkcji lub zbioréw elementarnych, przez poddawanie ich
pewnym ustalonym i prostym operacjom. Kierunek ten jest juz
doskonale reprezentowany i w naszej literaturze podrecznikowe;j:
wystarczy wspomnie¢ tu tylko monografje Wactawa Sierpin-
skiego: ,Funkcje przedstawialne analitycznie oraz ,,Topologja
Ogdlna“ {Zarys teorji mnogosci. T. Il). W naszym wyktadzie temat
ten pozostawiamy na uboczu.

Kierunek drugi, wylaniajac sie bezposrednio z badan nad
podstawami teorji catki, Scislej sie moze jeszcze zbiega z nurtem
Analizy poprzedniego stulecia. Uogdlnienia dawnego procesu Cau-
chy-Riemanna podejmowane byly wielokrotnie, istotny jednak
postep zawdzieczamy dopiero Lebesgue’ow. Lecz zastugi Le-
besgue’a nie nalezy tu upatrywaé tylko w zbudowaniu nowej,
ogolniejszej definicji catki, w Scistem zwigzaniu jej z teorjg
miary. O priorytet tego uogoélnienia toczyta sie zreszta, przed
niespetna dziesieciu laty, drazliwa nader polemika z Borelem.
O wartosci dzieta Lebesgue’a zdecydowata w pierwszym rze-
dzie jego teorja rozniczkowalnosci, zbudowana réwnolegle
z teorjg catki. Dzieki temu jedynie, odkrycie Lebesgue’a zna-
lazto tyle zastosowan w najréznorodniejszych dziatach Analizy,
a z punktu widzenia metodologicznego umozliwito zblizenie oby-
dwu podstawowych idei catki — catki oznaczonej i funkcji pier-
wotnej — rozdzielonych, zdawatoby sie, definitywnie z chwilg
wyjscia poza catkowanie funkcji ciagtych.

Teorja Lebesgue’a stanowi temat tego podrecznika. Wy-
odrebniajac jg od kierunku bair e’owskiego, nie chcemy wszakze
wznosi¢ sztucznych przegréd miedzy ideami, ktére, z natury rze-
czy, muszg sie nawzajem przenika¢. Przeciwnie, w koncowych
rozdziatach tych wykfaddéw znajdziemy jeszcze sposobnosc, by
podkresli¢, jak w dalszych swych etapach kierunek lebesgue’ow-
ski nawigzuje nietylko do wynikéw, lecz i do metod teorji
Baire’a Czyz zreszta pomyst catki Denjoy nie jest w istocie
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rzeczy smiatem zastosowaniem idei, ktérg odnajdujemy u B aire’a?
Gdy Baire przez kolejne stosowanie przejscia do granicy cig-
géw — czy szeregow — funkcji rozszerza klase funkcji ciggtych,
Denjoy buduje analogiczng pozaskonczong herarchie algoryt-
mow catkowych, i wychodzac z algorytmu Lebesgue’a wigze
kolejne szczeble herarchji przez stosowanie dwu uogolniajgcych
operacji, z ktorych jedna odpowiada doktadnie catce niewdasciwej
Cauchy’ego, druga zaS — calce niewtasciwej Harnacka
iJordana

Dzisiaj, gdy — tracac, by¢ moze, ,SwiezosC pierwszej mio-
dosci* — teorja funkcji rzeczywistych przestata juz by¢ nauka
»,NOWa", zbyteczne jest omawianie, raz jeszcze, jej znaczenia.
Wiemy, ze pozwolita wykry¢ regularno$¢ (istnienie granicy, po-
chodnej, stycznej) tam czesto, gdzie dawne metody nie pozwalaty
niczego oczekiwac. Wystarczy tu wspomnieé tylko, dla przyktadu,
0 pospolitych juz dzi$ twierdzeniach, zwigzanych z zachowaniem
sie funkcji holomorficznych na brzegu — lub przy zblizaniu sie
do brzegu — kofa zbieznoSci. A liczne gatezie Analizy — ze
wymienimy chocby analize harmoniczng, rownania catkowe, ope-
racje funkcjonalne — bynajmniej nie stracity swych waloréw
estetycznych tam, gdzie przenikna¢ je zdotaty metody teorji fun-
kcji rzeczywistych. NauczyliSmy sie conajwyzej podziwia¢ w ro-
zumowaniach nietylko zreczny rachunek, lecz rowniez i ogoInosc,
ktéra na drodze pozornej abstrakcji pozwala wytuska¢ niejedno-
krotnie istotng treS¢ problematu.

Celem uwag powyzszych byto wskazanie miejsca, jakie w teorji
funkcji rzeczywistych zajmuje przedmiot tych wykladdéw. Na
zakonczenie — stow pare o budowie samego podrecznika. Wy-
ktad nosi charakter elementarny. Zakkada sie jednak, iz czytel-
nik — ktory opanowat oczywiscie elementy Analizy (rachunek
rozniczkowy i catkowy) w zakresie zwykiego kursu uniwersytec-
kiego — obyty jest z podstawowemi metodami i znakowaniem
teorji mnogosci. Ksigzka prof. Sierpinskiego ,Wstep do
teorji mnogosci i topologji*“ stanowi tu najzupetniej dostateczne
przygotowanie. Paragrafy, wzgl. grupy paragraféw, ktére — lu-
Zniej zwigzane z catoscig podrecznika —mogg by¢ przy poczat-
kowem czytaniu pominiete, oznaczone zostaty gwiazdka (*).
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Pie¢ pierwszych rozdziatbw obejmuje wiasciwg teorje Le-
besgue’a a wiec temat, ktory nalezy juz dziS do ogdlnego
wyksztatcenia matematycznego i wchodzi nawet w skiad progra-
mu pewnych grup naszych egzaminéw magisterskich. Uzupehnia
te czes$¢ podrecznika rozdziat VI, poswiecony zastosowaniu catki
Lebesgue’a w podstawach ogélnej teorji rozwinie¢ ortogonal-
nych. Wiadomo, iz zastosowanie to — wigzace sie $cile z zu-
petnosciag przestrzeni funkcji o kwadracie, sumowalnym —
stanowito jedno z pierwszych kryterjum wartosci odkrycia Le-
besgueda, a twierdzenia Riesza i Fischera otworzyty
nowej catce droge do wielu zagadnien Analizy. Rzecz prosta,
w jednym rozdziale nie moze by¢ mowy o gtebszem ujeciu tematu,
ktory stanowiC winien przedmiot specjalnej monografji, przygoto-
wywanej—o ile wiemy—przez osobe najbardziej tu kompetentna,
bo przez prof. Hugo Steinhausa.

Cztery ostatnie rozdziaty obejmujg dalsze badania (teorje
Perrona i Denjoy). Poprzedza je — w rozdz. VIl —paragraf
zawierajgcy o0golny poglad na rozwoj idei catki. Nie chcac roz-
szerzaC zbytnio ram tego podrecznika, zmuszony bytem—niestety—
zrezygnowa¢ z uwzglednienia teorji funkcji wielu zmiennych,
ktora — pogtebiona ostatnio dzieki pracom Banacha, Rado
i Tonelli’ego — prowadzi do nowych, nierozwigzanych dotad,
zagadnien.

Noty bibljograficzne majg na celu ufatwienie czytelnikowi
orjentacji w rozwoju teorji. Mogtem cytowaé zresztg tylko ,,zrodfa”
publikowane. Winienem wszakze podkresli¢, iz, jako stuchacz
Uniwersytetu Warszawskiego, i pozniej jeszcze, korzystatem wiele
ze znakomitych wyktaddéw i seminarjum, prowadzonych przez
prof. Wactawa Sierpinskiego. Wpltyw tych wyktadow odnaj-
dzie czytelnik na wielu stronach tej ksigzki.

Wiekszg cze$C rekopisu zechciat byt przejrze¢ prof. A Zyg-
mund, dzielac sie ze mng niejedng uwagg i Spostrzezeniem
Za pomoc te skfadam mu tu serdeczne podziekowanie.

Podrecznik obejmuje wykiady na Uniwersytecie Warszaw-
skim z ub. r. ak. oraz z dwu semestrow r. ak. 1927/28.
Uprzejma pomoc i ofiarno$¢ Kasy im Mianowskiego umozli-
wita mi oddanie tych wyktadow do rgk szerszego grona czytel-
nikbw. Niechze mi wolno tedy bedzie ztozy¢ tu Komitetowi
Kasy wyrazy prawdziwej wdziecznosci.

5. 5.
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ROZDZIAL |.

Funkcje figury elementarnej.

Funkcje zbioru. Uwagi wstepne.

§ 1. Przedmiotem niniejszego Zarysu bedg obok funkcji,
ktorych argumentem jest liczba zmienna, lub ogolniej uktad n-liczb
(punkt przestrzeni n-wymiarowej), rowniez i takie funkcje, w kto-
rych role zmiennej niezaleznej odgrywajg pewne zbiory punktow.
Charakter tych zbiorow —innemi stowy zakres ich zmiennosci —
zostanie w 8 5 blizej sprecyzowany. Tymczasem zauwazymy, iz
funkcje takie byty juz, w wielu szczegolnych i waznych przypad-
kach, rozwazane przez analize klasyczna, jakkolwiek badanie ich
w catej ogolnosci rozpoczyna sie dopiero w zwigzku z rozwojem
teorji mnogosci i tych dziatow analizy, ktore bezposrednio sie na
teorji mnogos$ci opieraja.

Jesli np. dana jest funkcja f{x) catkowalna w kazdym prze-
dziale, wowczas przez przyporzadkowanie kazdemu przedziatowi
| wartosci catki funkcji f(x) w tym przedziale, otrzymujemy
pewng funkcje F(I), ktdéra jest funkcjg przedziatu. Zupetnie ana-
logicznie, rozwazanie catek wielokrotnych funkcji f (x1 x2 ... ,xD
n-zmiennych prowadzi do funkcji zbioréw, potozonych w prze-
strzeniach o wyzszej liczbie wymiardéw; argumentem / w stosunku
do takiej funkcji F(I) moze by¢ kazdy zbior, na ktérym catka
ustalonej funkcji f(x1x2 ..., xn) jest okreSlona ). Zwracamy na¥

) Oczywiscie, ze zbiory, ktdre moga by¢ w ten sposob uwazane za war-
tosci argumentu / funkcji F(l) stanowig wezsza lub szersza klase, zaleznie od
tego, jakg przyjmiemy definicje catki. Zawsze jednak, jakgkolwiek przyjeli-
bysmy ze znanych dotad definicji catki, jesli funkcja f(x1x2 ... xn) jest w pe-
wnym obszarze catkowalna, wowczas catkowalna jest rowniez w kazdej kostce,
zawartej w tym obszarze.
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przyktady te uwage, by podkresli¢ naturalny zwigzek, jaki zachodzi
miedzy pojeciem catki (w jakimkolwiekbadz sensie) a funkcjg
zbioru. Mozna oczywiscie poda¢ wiele innych przyktadéw funkcji
zbioru: geometrja elementarna rozwaza np. dtugo$¢ odcinka lub
pole wielokata; zakresem zmienno$ci argumentu dla tych funkcji
(dtugos¢, pole) jest w pierwszym przypadku klasa odcinkow,
w drugim —Kklasa wielokatow. Zagadnienie rozszerzenia tych
zakresOw zmiennosci doprowadzito do stworzenia ogolniejszych
teorji miary, uogolniajgcych pojecia dtugosci, pola, objetosci,
okreslonych dla pewnej, do$¢ waskiej, klasy figur przez geo-
metrje elementarng, na znacznie rozleglejsze kategorje zbioréw
punktowych *:

Réwniez elementarne rozwazania fizyki niejednokrotnie kryja
w sobie pojecie funkcji zbioru. JesSli np. w przestrzeni znajduje
sie pewne ciato C wdwczas, przyporzadkowujac kazdej kostce /
miare masy tej czesci ciata C ktora zawarta jest w /, otrzymamy
pewng funkcje F(I) kostki. Zdefinjowana w ten sposéb funkcja
posiada pewne wiasnosci, ktore znajdujg rOwniez interpretacje
fizyczng; wychodzac z okreSlenia pochodnej funkcji zbioru,
(ktore podamy w 8§ 1 rozdziatu Ill), czytelnik z tatwoscig zau-
wazy, iz pochodna rozwazanej funkcji F(I) w jakim$§ punkcie
oznacza gestos$c¢ ciala C w tym punkcie.

Znakowanie, terminologja.

8 2. Zanim przystapimy do sprecyzowania poje¢, o ktorych
wspominaliSmy ogodlnikowo w § poprzednim, ustalimy, dla uni-
kniecia nieporozumienia, sens Kilku termindw i znakdw, uzywanych
powszechnie w teorji mnogosci?.

Jezeli A i B sg dwoma zbiorami jakichkolwiek przedmiotow,
wowczas A(® B oznacza, iz zbior A zawiera sie w B, t. j. iz kazdy
element zbioru A nalezy do B.

A= B oznacza, iz zbiory A i B skfadajg sie z tych samych
przedmiotow, t. j., iz jednoczesnie A(® B i B("_A.

Znak ae.A oznacza, iz a jest elementem zbioru A.

Jesli dana jest rodzina (zbior) 31 zbioréw, wowczas sumag
zbiorow, nalezacych do rodziny 31 nazywac bedziemy zbior tych

#® p.rozdz. I, § L
# Korzysta¢ tu bedziemy przewaznie z terminologji i znakowania, przy®
jetych w podrecznikach Sierpinskiego (L P, i T. O).
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wszystkich przedmiotdéw, z ktorych kazdy nalezy przynajmniej
do jednego ze zbioréw rodziny 51; sume te oznacza¢ bedziemy
znakiem £51. Iloczynem zbioréw, nalezacych do 51, bedziemy
nazywali zbior tych wszystkich przedmiotow, ktére nalezg jed-
noczesnie do wszystkich zbioréw rodziny 51; iloczyn ten oznaczaé
bedziemy przez 1151.

Moze sie oczywiscie zdarzyC, iz niema wogdle takich przed-
miotdéw, ktdre nalezg jednoczesnie do wszystkich zbiorow rozwa-
zanej rodziny. W przypadku tym iloczynem zbiordw rozwazanej
rodziny jest zbior pusty. Przez zbidr pusty rozumiemy zbior
ktéry nie zawiera zadnego przedmiotul); oznaczaC go bedziemy
czesto symbolem O.

Jesli zbiory, nalezace do rodziny 51, tworzg cigg skornczony
Ax A2 eee»Am lub nieskonczony Ax A2 ..., Am... , wowczas dla
oznaczenia sumy tych zbioréw uzywaé bedziemy znakow

analogicznie, iloczyn oznacza¢ bedziemy przez

Jesli, dla kazdego n, An(ZAnH, wzgl. AnZ) An\i, wowczas ciagg
zbiorbw An nazywa sie monotonicznym, wstepujacym
lub niemalejgcym, wzgl. zstepujgcym lub nierosng-
cym. Sume, wzgl. iloczyn, ciggu wstepujgcego, wzgl. zstepuja-

® Niektérzy matematycy uwazaja, iz nie moze istnie¢ ,,zbidr, nie zawie-
rajacy zadnego przedmiotu*, a wiec termin ,,zbiér pusty*4 nie ma sensu. Nie
wchodzimy tu w dyskusje tych kwestji. Czytelnik zauwazy z tatwoscia, iz
pojecie ,,zbioru pustego* moze by¢ usuniete ze wszystkich naszych, rozumowan
w ktérych wystepuje, przez zwykle omoéwienie pewnych przypadkow szczegdl-
nych.
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cego, zbiorbw An nazywamy réwniez granicg tego ciagu, ozna-
czajac przez lim An
Tl

Dwa zbiory, ktérych iloczyn jest pusty, t. j. ktdére nie po-
siadajg elementow wspolnych, nazywac bedziemy roztgcznemi.

Ro6znicg dwu zbiorow A i B, nazywaC bedziemy zbior
tych wszystkich przedmiotow, ktore nalezg do A, ale nie nalezg
do B\ oznacza¢ jg bedziemy symbolem A —B.

Zbiér A nazywa sie przeliczalny, jesli istnieje jedno*
jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy elementami zbioru A a cia-
giem liczb naturalnych 1,2,...,7.,.; lub, co jest réwnowazne,
jesli istnieje cigg nieskonczony a2...,an.. , taki, iz zbior
jego elementéw jest identyczny ze zbiorem A.

§ 3. Definicje ustalone w § poprzednim nalezg do t. zw
abstrakcyjnej teorji mnogosci, zajmujgcej sie wiasnosciami zbio-
row, rozwazanych w catej ogdlnosci. Zbiory, ktoremi zajmowat
sie bedziemy w dalszym ciggu, beda przewaznie zbiorami punk-
towe mi zawartemi w przestrzeni euklidesowej. Przez prze-
strzen euklidesowg /z-wymiarowg 9% rozumie¢ bedziemy zbidr
wszystkich uktadow rt-liczb (xux2 ..., xn), gdzie Xi (i= 1, 2,... n)
oznacza dowolng liczbe rzeczywistg. Kazdy taki uktad nazywac
sie¢ bedzie punktem w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej.
OdlegtosScig dwu punktow

potozonych w tej przestrzeni nazywac bedziemy liczbe nieujemng

ktérg oznaczaC bedziemy przez p (a, b).

Jezeli M jest dowolnym zbiorem, wdwczas gorny kres odle-
gtosci dwuch dowolnych punktow tego zbioru t j. gorny kres
liczb p(a,b) dla a bzM, nazywac sie bedzie Srednicg zbioru M;
oznaczaC jg bedziemy przez d(M). Jesli d(M) jest liczbg skon-
czong, wowczas zbiér M nazywa sie ograniczony.

Wreszcie, jezeli p jest pewnym ustalonym punktem, za§ M
pewnym zbiorem, wdwczas dolny kres wszystkich liczb p(x,p),
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gdzie x jest dowolnym punktem zbioru M, nazywac sie bedzie
odlegtos$ciag punktu p od zbioru M; odlegtos¢ te oznacza¢ be-
dziemy przez p(M,p).

Otoczeniem punktu a o promieniu r> 0, nazywa¢ bedzie-
my zbidr wszystkich punktow & takich, iz p(a,x)<r. Punkt a
nazywac sie bedzie punktem skupienia zbioru A, jesli w kaz-
dem swem otoczeniu zawiera conajmniej dwa rdzne punkty
zbioru A. Zbior, ztozony ze wszystkich punktow zbioru A oraz
ze wszystkich jego punktow skupienia, nazywa¢ bedziemy dom-
knieciem zbioru A i oznaczaC przez A.

Jesli: A—A, wdwczas zbidér A nazywaé sie bedzie zbiorem
domknietym; zbiory domkniete nazywac bedziemy czesto zbio-
rami typu F (ferme).

Punkt a nazywa sie punktem wewnetrznym zbioru A,
jesli istnieje takie otoczenie punktu a, ktore zawiera sie w A.
Zbidr wszystkich punktow wewnetrznych zbioru nazywa sie wne-
trzem zbioru A; oznaczamy je przez J(A).

Jesli: A=J(A), wolwczas zbior A nazywa sie zbiorem
otwartym; zbiory otwarte oznacza¢ bedziemy ogdlnie literg G
(Gebiet).

Uzupetnieniem zbioru A, rozwazanego W pewnej prze-
strzeni 9l«, w stosunku do tej przestrzeni, nazywaC bedziemy
roznice —A; oznaczaC jg bedziemy przez CA.

Z definicji zbiorow F (domknietych) oraz G (otwartych) wy-
nika natychmiast, iz kazdy zbiér CF jest zbiorem G, oraz, iz od-
wrotnie, kazdy zbiér CG jest zbiorem F.

Sumy i iloczyny skonczonej liczby zbiordw domknietych, wzgl.
otwartych, sg rowniez zbiorami domknietemi, wzgl. otwartemi.
Suma ciggu (skonczonego lub nieskonczonego) zbioréw otwartych
jest nadal zbiorem otwartym; iloczyn ciggu (skonczonego lub nie-
skonczonego) zbioréw domknietych jest domkniety.

Natomiast iloczyn ciggu (nieskonczonego) zbiorow otwartych
moze nie byC otwarty; zbiory, ktére sg iloczynami ciggu zbiorow
otwartych, nazywa¢ bedziemy zbiorami G§; analogicznie, zbiory,
ktore s sumami ciggu zbioréw domknietych, nazywac bedziemy
zbiorami FO:). Miedzy zbiorami Gbi F. zachodzg analogiczne zwigz-
ki jak miedzy zbiorami F\G\ uzupetnienie zbioru Fajest pewnym
zbiorem Gg, i odwrotnie.

) Znakowanie to wprowadzone zostato przez Hausdorffa (M. 1)
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8 4. Bedziemy opierali sie¢ w dalszym ciggu na nastepuja-
cych twierdzeniach teorji mnogosci:

1 Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa. Kazdy
zbidr ograniczony nieskonczony posiada punkty skupienia.

2. Twierdzenie Cantora (Durchschnitssatz). Jezeli
AuA2 ... A, *** jest ciggiem zstepujagcym zbiorow domknietych
i ograniczonych, wolwczas istnieje punkt, nalezgcy do wszystkich
zbioréw tego ciagu.

3 Twierdzenie Borela-Lebesgue'a. Jezeli rodzina
£2 zbiorow otwartych pokrywa zbior domkniety i ograniczony F
t. j. jesli Q, wowczas istnieje w £ uktad skonczony zbiorow
Gv G2 ... , &, rowniez pokrywajacych gcznie zbior F, t. j. takich, iz:

Pomijamy tu dowody powyzszych trzech twierdzen; znaj-
dzie je Czytelnik w kazdym podreczniku teorji mnogosci punkto-
wych oraz w obszerniejszych kursach analizy elementarne;j.

Przedziat, figura elementarna.

§ 5. Przystgpimy obecnie do okreSlenia pewnych klas ele-
mentarnych zbioréw punktowych.

Jezeli flj, bx a2 bz ... ;an bn stanowi ukiad 2n liczb rzeczy-
wistych takich, iz ai<bi\i= 1, 2,..., n|, wowczas przedziatem
/= @\ ba2bz...;a,bn) w przestrzeni nazywac bedziemy zbior
wszystkich punktow (xi}x2 ... , xn), ktérych spotrzedne czynig za-
do$¢ warunkom: a, Xi<!bi |/ =1 2,.,.,n| W szczegolnosci,
w przypadku n = 1 (prostej) przedziat oznacza odcinek, w przy-
padku n = 2 (ptaszczyzny) —prostokat o bokach réwnolegtych do
osi spoOtrzednych. Polem przedzialu / nazywac sie bedzie ilo-
czyn (jd —aj (b2—a? ... (h,—aj), ktoéry oznacza¢ bedziemy przez
M. W przypadku, gdy bl—ax=b2—a2—... = bn—an przedziat
nazywa sie kostkag /z-wymiarowa, w szczeg6lnosci dla n—2
kwadratem; w przypadku n = 1 termin ,kostka" pokrywa sie—
rzecz prosta —z terminem ,,przedziat".

Zbior, ktory jest pusty lub jest sumg skonczonej liczby prze-
dziatbw, nazywaé bedziemy figura elementarng. Widoczne
jest, iz suma skonczonej liczby figur elementarnych jest znowuz
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figura elementarng, natomiast iloczyn, wzgl. réznica, dwu figur
elementarnych moze nie byC figurg elementarna.

Woprowadzimy tu dwie operacje, analogiczne do operacji ilo-
czynu i odejmowania zbioréw, posiadajace ponadto jednak te wia-
sno$¢, iz wykonane na figurach elementarnych dajg w wyniku
zawsze znowuz figury elementarne. Jako symbole tych operacji
przyjmiemy znaki x oraz —; definiujemy je, dla dwu dowolnych
figur elementarnych A i B, przez zwigzki:

Zwigzek A x B —0 wyraza, w szczegolnosci, iz figury A i B nie
majg wspolnych punktéw wewnetrznych; w tym przypadku méwic
sie bedzie, iz figury A i B na siebie nie zachodzg.

W wielu dalszych rozwazaniach postugiwac sie bedziemy
pewnemi uktadami kostek (kwadratow) w przestrzeni.

Nazywa¢ mianowicie bedziemy siatkg kwadratowg o
krawedzi £ w przestrzeni S¥ kazdy ukiad niezachodzacych
na siebie kostek o krawedzi s, pokrywajacych tacznie przestrzen 9tw

Ciag siatek nazywaC bedziemy regularnym, jesli
1° kazda kostka siatki ">l («>0) zawiera sie w jednej z kostek
siatki i jesli 2° dhugos¢ krawedzi siatki dazy do zera,
gdy n*oo.

Jesli dana jest kostka K, wdwczas przez siatke kwadra-
tow g o krawedzi £ na tej kostce rozumieC bedziemy kazdy ukfad
kostek o krawedziach rownych £ ztozony z kostek, zawartych
w K, niezachodzacych na siebie i pokrywajacych facznie K

Analogicznie, jak poprzednio dla siatek, pokrywajgcych prze-
strzen, okre$la sie cigg regularny siatek na kostce K

Zauwazymy wreszcie, iz kazda siatka kwadratowa, pokrywa-
jaca przestrzen, sktada sie z przeliczalnej mnogosci kostek; kazda
natomiast siatka kwadratowa, pokrywajgca kostke, zawiera zawsze
tylko skonczong liczbe kostek.

Funkcja figury elementarnej.

8 6. Jesli kazdej figurze elementarnej R, wzgl. przedziatowi /,
w pewnej przestrzeni 94n przyporzadkowana zostata jednoznacz-
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nie pewna liczba skonczonal) F(R), wzgl. F(I), wowczas F(R),
wzgl. F(1), nazywaé sie bedzie funkcjg figury elementar-
nej, wzgl. przedziatu, w te] przestrzeni. Zamiast w catej
przestrzeni, rozwaza sie niekiedy tylko figury elementarne (prze-
dzialy) zawarte w pewnej figurze elementarnej RQ w przedziale /0,
wzgl. w jakim$ zbiorze otwartym G Bedziemy moéwili wowczas
o funkcji F okre$lonej w RQ /Q wzgl. w G

Funkcje ciggte.

8 7. Funkcja F figury elementarnej lub przedziatu, nazy-
waC sie bedzie ciggtg w pewnym przedziale 10, w ktérym
jest okreslona, jesli, oznaczajac przez / dowolny przedziat, zawar-
ty w 10 wartos¢ F(I) dazy do 0, gdy pole / dazy do zera (t. j.
jesli kazdemu e>0 odpowiada takie 7]>0, iz, dla kazdego prze-
dziatu IC_/Q |/i <7] pocigga za sobg \F(I)\<z). Jesli funkcja F(R)
jest okreslona w calej przestrzeni, wowczas zdanie, iz F(R) jest
ciggta w catej przestrzeni, oznacza, iz funkcja ta jest ciggta w kaz-
dym przedziale tej przestrzeni.

NazywaC bedziemy oscylacjg funkcji F w przedziale /0
gorny kres wartosci 1/(/)1 dla przedziatow /CA>; oscylacje te
oznaczaC bedziemy przez O(F;10, lub wprost przez O(/0, jesli
funkcja F jest ustalona.

Oscylacja 0(1) funkcji F jest zndw pewng funkcjg przedziatu;
ciggtos¢ jej jest oczywiscie rownowazna ciggtosci funkcji F

Z terminow tych korzysta¢ bedziemy obszernie w rozdz. dal-
szych (VI, VII, Vi) tego wykiadu.

Funkcje addytywne.

8 8 Funkcja figury elementarnej F(R) nazywa sie addy-
tywnag, jesli dla kazdych dwu niezachodzacych na siebie figur
elementarnych Ru R2 ma miejsce zwigzek:

a) [N+ [N = [+IN + [+]%).2

) Jako wartosci funkcji przedziatu, wzgl. figury elementar-
nej przyjmujemy w dalszym ciggu zawsze liczby skorczone, natomiast funkcje
punktu (por. rozdz. Il, 88 9—11) bedg mogly przyjmowa¢ réwniez wartosci
nieskonczone.

2 Z definicji tej wynika w szczeg6lnosci, iz warto$¢ kazdej funkcji nddy-
tywnej na zbiorze pustym jest zerem. - ]
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Niekiedy za punkt wyjscia wyktadu teorji funkcji przyjmuje sie funkcje
addytywne przedziatu, t. j. funkcje F (1), ktérych argumentem jest przedziat
i ktore zwigzek (1) spetnia¢ maja w przypadku, gdy RuR,, /?,4*R2 sg prze-
dziatami. Jednakze widoczne jest, iz kazda funkcja addytywna przedziatu daje
sie natychmiast —i to w sposéb jednoznaczny —rozszerzy¢ na funkcje addy-
tywna figury elementarnej. Przyktadem takiego rozszerzenia funkcji addyty-
wnej przedziatu na funkcje dowolnej figury elementarnej, moze by¢ rozszerzenie
pojecia pola, ktoére—zgodnie z definicja § 5—jest pewnag funkcjg addy-
tywng przedziatu. Rozbijamy w tym celu figure elementarng na skonczong
liczbe niezaehodzacych na siebie przedziatéw i sume ich pol, ktéra, rzecz
prosta, nie zalezy od sposobu, w jaki rozbicie zostato dokonane, nazywamy
polem rozwazanej figury elementarne;j.

Jak zaznaczyliSmy juz w 8 6, rozwazamy naogot funkcje
figury elementarnej, a wiec w szczegolnosci funkcje addytywne,
okreslone badz dla wszystkich figur elementarnych jakiejs prze-
strzeni, badZ tez dla wszystkich figur zawartych w jakim$ zbio-
rze otwartym, wzgl. w jakiej$ figurze elementarnej. W kazdym
z tych trzech przypadkéw zakres rozwazanych figur elementar-
nych, t. j. zakres zmiennosci argumentu rozwazanej funkcji, spet-
nia dwa nastepujace warunki:

(1) jesli jaka$ figura elementarna R nalezy do rozwazanego
zakresu, wowczas nalezy don kazda figura elementarna

(2) jesli dwie figury elementarne RIf R2 nalezag do rozwaza-
nego zakresu, wowczas nalezy don rowniez figura Rx+ R2

Moznaby byto (i niekiedy bytaby nawet ogélno$¢ ta dogod-
na) rozwaza¢ jako dopuszczalny zakres dowolnej funkcji addytyw-
nej kazda klase figur elementarnych, spetniajacych warunki (1),
(. Wszystkie twierdzenia tego rozdziatu (i nastepnych), jak
rowniez i ich dowody pozostatyby nadal w mocy.

Wahania funkcji addytywnycli.

8 9. Niech- F(R) oznacza funkcje addytywng figury elemen-
-arnej i1 niech RO bedzie dowolng figurg elementarna, nalezacg do
zakresu, w ktorym funkcja F jest okresSlona.

Nazywaé bedziemy odp. gornym i dolnym wahaniem
funkcji F na figurze RO, gorny, wzgl. dolny, kres wartosci, jakie
funkcja ta przyjmuje na figurach elementarnych R(ZRO Wahania
‘e (ktére mogg by¢ nieskonczone) oznacza¢ bedziemy odpowiednio
przez

W(F;R0, W(F;RO.
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Poniewaz na zbiorze pustym F znika, przeto:

Wahaniem bezwzglednem funkcji F na RO nazywac sie
bedzie liczba, widocznie nieujemna:

ktorg oznaczaC bedziemy przez W(F;RO).

Funkcja F(R) dla ktorej W(F;R0 jest liczbg skonczong, na-
zywaé sie bedzie funkcja o wahaniu skonczonem na RQ
Widoczne jest, iz jesli funkcja F jest o wahaniu skoriczonem na RQ
wowczas jest rowniez o wahaniu skonczonem na kazdej figurze
elementarnej Ri(ZRQ poniewaz wowczas:

Widoczne jest réwniez, ze suma, réznica —i ogolniej kazda kom-
binacja linjowa at Ft + a2F2 — dwu funkcji Fu F2 addytywnych,
0 wahaniu skoniczonem, jest réwniez funkcja o wahaniu skonczonem.

Wprowadzimy tu jeszcze wyraznie pewne rozroznienie ter-
minologiczne miedzy wyrazeniami: wahanie funkcji F na
pewnej figurze elementarnej RO i wahanie funkcji
Fw pewnej figurze elementarnej RO Pierwsze z tych
wyrazen oznacza, zgodnie z naszg definicjg wprost liczbe W{F]RO);
drugie—oznacza¢ bedzie funkcje addytywng W (F;R), okres$long dla
figur elementarnych R(*R0. Analogiczne rozrdznienie stosowac
bedziemy do wahari wzglednych oraz odchylen (p. niz. § 12) funk-
cji addytywnej.

Rozktad kanoniczny Jordana.

8 10. Z definicji funkcji addytywnej o wahaniu skoriczonem
wynika, iz kazda taka funkcja posiada skonczone obydwa wahania
wzgledne (gbrne i dolne). Odwrotnie, tatwo zauwazyc€, iz, jesli
jedno z tych dwu wahan jest skonczone, wowczas skonczone jest
1 drugie, a wiec skonczone jest réwniez wahanie bezwzgledne.
W samej rzeczy, jesli np.
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wowczas skonczony musi by¢ réwniez, dla R(ffRQ kres dolny liczb

a wiec:

Ostatnig nierdwno$¢ napisa¢ mozna réwniez w postaci:

Zastepujgc funkcje F przez —F, otrzymujemy stad nierownos¢
przeciwna;

a wiec ostatecznie rownosc:

Kazda funkcja addytywna jest tedy na kazdej figurze elemen-
tarnej, na ktorej jest o wahaniu skonczonem, sumg swych dwuch
wahan wzglednych.

Rozktad funkcji, okreSlony przez rownanie (1), nazwiemy
pierwszym rozktadem kanonicznym funkcji addytywnej
0 wahaniu skonczonem albo rozktadem Jordan a

Funkcje monotoniczne.

§ 11. Funkcje addytywna, ktéra przyjmuje stale wartosci
nieujemne, wzgl. stale wartosci niedodatnie, nazywa¢ bedziemy
funkcjg monofoniczng. Funkcje monofoniczng nieujemng na-
zywaC bedziemy rowniez funkcja niemalejacg, poniewaz dla
kazdej takiej funkcji

pocigga za soDg

Analogicznie, funkcja monofoniczna nieujemng nazywac sie
bedzie rowniez funkcjg nierosngcg, poniewaz dla kazdej takiej
funkcji zwigzek (1) pocigga za sobg
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Kazda funkcja monofoniczna jest funkcjg o wahaniu skon-
czonem. Istotnie, dla kazdej funkcji F(R) monofonicznej, .nieujem-
nej zachodzg zwigzki:

Analogiczne zwigzki majg miejsce dla funkcji monofonicznej nie-
dodatniej.

Skoro kazda funkcja monofoniczna jest o wahaniu skornczo-
nem, przeto (8 9) kazda roznica dwu funkcji monofonicznych jest
rowniez funkcjg o wahaniu skonczonem. Twierdzenie to mozna
odwréci¢: w samej rzeczy, jesli funkcja addytywna F(R) jest
o wahaniu skoficzonem na figurze elementarnej RO, wowczas obydwa
jej wahania W(R), W(R)I) sg pewnemi funkcjami addytywnemi,
monotonicznemi. Rozkiad Jor dana (8 10)

pozwala tedy przedstawi¢ kazda funkcje o wahaniu skoriczonem
jako roznice dwu funkcji monofonicznych niemalejacych. Otrzy-
mujemy tedy nastepujgce twierdzenie (Jordana):

Twierdzenie /. Na to, aby funkcja addytywna figury ele-
mentarnej byla o wahaniu skonczonem, trzeba i wystarcza, aby byla
roznica dwu funkcji monotonicznych niemalejgcych.

Odchylenia funkcji, funkcje bezwzglednie ciggte.

8 12 Wprowadzimy obok wahan funkcji jeszcze trzy inne
liczby, ktére nazwiemy odchyleniami funkcji.

Niech F(R) bedzie dowolng funkcjg addytywng i RO figurg
elementarng nalezaca do zakresu zmiennosci jej argumentu. Ozna-
czymy, dla dowolnej liczby e> 0, przez Et(F; R0 kres, Rg()rny war-
tosci, jakie funkcja F(R) przyjmuje na figurach R(f 0> o polu
< e Tak okre$lona liczba Ez maleje wraz z € granice

) W przypadku, gdy niema obawy nieporozumienia, gdy np. funkcja F
jest ustalona, bedziemy opuszczali symbol tej funkcji w znakach W(F; R).
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nazywa¢ bedziemy odchyleniem gdérnem funkcji F(R) na
figurze RO
Analogicznie definiujemy liczby EAF; RO, ktérych granica

nazywa¢ sie bedzie odchyleniem dolnem funkcji F na RO.
Liczbe

nazwiemy wreszcie odchyleniem bezwzglednem funkcjil.
Miedzy odchyleniami a wahaniami funkcji zachodzg zwigzki
oczywiste

W szczegolnosci, wynika z nich, iz, dla funkcji o wahaniu
skonczonem, skonczone sg réwniez wszystkie trzy odchylenia,,
i, jak tatwo zauwazy¢, sg réwniez pewnemi funkcjami addytyw-
nemi.

Rowniez odwrotnie, jesli ktorekolwiek z odchylen funkcji
addytywnej jest skonczone na pewnej figurze R wowczas funkcja
jest o wahaniu skonczonem na tej figurze. W samej rzeczy, jesli
np. £,(/?0)<+ 00t wowczas skonczona jest rowniez dla pewnego
e> 0 liczba EZRQ. Podzielmy RO na skonczong liczbe przedzia-
ow lu...,In o polu < e kazdy. Mamy wowczas dla kazdego
k=212..n W(h)< EZRO< + oo, a wiec liczba

jest skonczona. Stad za$ (8 10) wynika juz, iz funkcja F jest
0 wahaniu skoriczonem.

Jesli odchylenie bezwzgledne funkcji F na RO réwne jest
zeru, wowczas funkcja “nazywa sie bezwzglednie ciggta

% Innemi stowy, odchylenie gérne (dolne) na Ro jest granicg gérng (dol-
ng) wartosci F (/?), gdy pole figury Rcro dazy do zera.
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na RO Jest wowczas oczywiscie bezwzglednie ciggta réwniez
i na kazdej figurze elementarnej Ri(ZRO

Funkcja F(R) nazywa sie bezwzglednie ciggta w ca-
tej przestrzeni, jesli jest ciggta bezwzglednie w kazdej figurze
elementarnej przestrzeni.

Z rozwazan tego 8 wynika, iz kazda funkcja bezwzglednie
ciggla, jako posiadajaca odchylenia réwne zeru, a wiec skonczo-
ne, jest funkcjg o wahaniu skonczonem. Nie kazda jednak funkcja
o wahaniu skonczonem jest bezwzglednie ciggta. Klasa funkcji
bezwzglednie ciggtych stanowi tedy pewng pod-klase klasy funkcji
0 wahaniu skonczonem, istotnie od klasy tej wezsza.

Czytelnik zauwazy z tatwoscia, iz definicje funkcji bezwzglednie ciagtej
otrzyma¢ mozna, zastepujac w podanej w § 7 definicji ciagtosci zwyktej termin
, przedziak* przez termin ,figura elementarna™. Modyfikacja ta jest
istotna: klasa funkcji addytywnych bezwzglednie ciggtych jest istotnie wezsza
od klasy funkcji addytywnych i ciggtych w sensie zwyktym.

Mozna tatwo poda¢ przykiady funkcji addytywnych, ciggtych, o wahaniu
skonczonem, figury elementarnej na ptaszczyznie, ktore nie sg bez-
wzglednie ciagte.

Niech w tym celu KO oznacza kwadrat o wierzchotkach przeciwlegtych
0,0), (1,1), | zas przekatnie kwadratu, aczaca te wierzchotki. Dla dowolnego
prostokata 1QK0 przez F(1) oznaczymy dtugo$¢ odcinka prostej / zawartego
w /. Tak okreslong funkcje przedzialu rozszerzamy nastepnie na dowolne
figury elementarne RCKO, i otrzymujemy w ten sposéb funkcje addytywna,
ciggla, nieujemna, (@ wiec o wahaniu skonczonem), na K(Q funkcja ta jednak
nie jest bezwzglednie ciggta, poniewaz, jak tatwo zauwazyc:

E (F; Ko) = E(F; K= V2> 0.

Konstrukcja analogicznego przyktadu na linji prostej jest juz bardziej
skomplikowana (p. rozdz. Ill, § 8).

Ze zwigzku:
E(kFI+ IFi;R)K\k\.F(FLR) + \N.LE(FZR)t

gdzie Fu F3sg dwiema funkcjami addytywnemi, /, k, spdtczynni-
kami statemi, wynika, iz kazda kombinacja linjowa — a wiec
w szczegblnosci suma i réznica—dwu funkcji bezwzglednie cig-
gtych jest bezwzglednie ciagta.

Funkcje osobliwe. Rozkiad kanoniczny Lebesgue’a.

8 13. Sume odchylern wzglednych funkcji addytywnej F(R)
o wahaniu skonczonem nazwiemy funkcjg osobliwos$ci danej
funkcji; oznaczaC jg bedziemy przez 5 (F;R), lub —gdy nie bedzie
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nieporozumienia —wprost przez S (R). Funkcja S(R) jest oczy-
wiscie funkcja addytywna, o wahaniu skonczonem.

Funkcja addytywna F(R), ktora na kazdej figurze elementar-
nej jest identyczna ze swojg funkcjg osobliwosci t. . spetnia
warunek

F(R) = S(F;R)y

nazywa¢ sie bedzie funkcjg osobliwg (w sensie Lebes-
gue’a). Jak wynika z tej definicji, funkcja bezwzglednie ciggta
jest wtedy i tylko wtedy osobliwa, gdy jest tozsamo$ciowo zerem.

Pokazemy w tym §, ze kazda funkcja o wahaniu skonczonem
jest sumg pewnej funkcji bezwzglednie ciagtej i funkcji osobliwej.

W tym celu udowodni¢ nalezy uprzednio pare drobnych
twierdzen pomocniczych.

Twierdzenie 2 Odchylenie gérne (dolne) wahania gornego
(dolnego) funkcji addytywnej o wahaniu skoriczonem, jest identyczne
z odchyleniem gornem (dolnem) funkcji danej, t. j.:

E(W:R) = E(F; R)
F(W;R) = E(F:R).

Dowod: Niech, RO bedzie dowolng figurg elementarng,
£ liczbg dodatnig. Istnieje takie

Q@ R'CR» \R'\<*

Iz

(%) W(F-,R")>E(W-,R9 -
Istnieje z kolei takie

(3) R" C R\

74

F(R")> W(F; R’ - e
Stad, oraz z (1), (2) i (3):
_ Z (F;RO> F(R")>E(W;R0 - 2
a wiec:
() E(F;RO>E(W;RO.
Poniewaz za$ stale:

F(R) < W(R),
- zatem rowniez
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E(F;R)<E(W;R),
skad z uwagi na (4) otrzymujemy rownosc:
£(F;/?0 —E(W\ RO.

Twierdzenie 3. Na to, aby funkcja addytywna o wahaniu
skonczonem byta bezwzglednie ciggta, konieczne jest i wystarcza,
aby bezwzglednie ciagte byly obydwa jej wahania wzgledne.

Dowadd: Jesli funkcja F(R) jest bezwzglednie ciggta, wowczas
znikajg jej obydwa odchylenia, a wiec — na zasadzie twierdzenia
poprzedniego — znikajg temsamem réwniez i odchylenia jej wa-
han, ktére sg tedy ciggte bezwzglednie.

Odwrotnie, jesli bezwzglednie ciagte sg wahania wzgledne
funkcji, wéwczas bezwzglednie ciggta jest rowniez sama funkcja,
jako iz —w mysl twierdzenia § 10 —jest sumg swych wahan.

Twierdzenie 4. Na to, aby funkcja addytywna o wahaniu
skoficzonem byla osobliwa, konieczne jest i wystarcza, aby osobliwe
byly jej obydwa wahania wzgledne.

Dowdd: Niech F(R) bedzie funkcjg osobliwg, RO dowolng
figurg elementarng. Dla kazdego R C RO

E(W;R0 = E(F;R0 > E(F; R) > S(F; R) = F(R),
poniewaz za$ IF(/20) jest ,gérn),/n_] kresem \_/vartoéci F(R) dla R (f RQ
przeto z powyzszej nierdwnosci otrzymujemy:

E(W;R0O> W(RO,
E(W;RQ= W(RO,

S(W;R0 =E(W;R0 = W(RO.

Poniewaz za$ RO jest dowolng figurg elementarng, réwno$¢ ta
oznacza tedy, iz W(R) jest funkcja osobliwa.

Odwrotnie, jesli obydwa wahania — gérne i dolne funkcji
F(R) —sa osobliwe, wowczas na zasadzie twierdzenia 2 mamy
na kazdej figurze elementarnej:

F(R) = W(R) + W(R) = E(W;R) + E(W; R) =
= E(F;R) + E(F;R) = S(F;R),

a wiec:

skad:

a wiec funkcja F(R) jest osobliwa.
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Twierdzenie 5 Warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, aby funkcja addytywna F(R) o wahaniu skonczonem byta oso-
bliwa, jest kazdy z dwu warunkéw nastepujacych:

(A) dla kazdej figury elementarnej R i kazdego e>0 istnieje
figura elementarna R\ taka, iz:

(B) dla kazdej figury elementarnej R i kazdego e> O istnieje
figura elementarna R', tcika, iz:

Dowdd: Wystarczy oczywiscie udowodni¢ dostateczno$¢ wa-
runku (A) i konieczno$¢ warunku (B).

1°  Zakiadamy, iz warunek (A) jest spetniony. Dla kazdego
e>0 oraz dla kazdych dwu figur elementarnych RCZRo istnieje
tedy figura elementarna R' taka, iz

Przeto:

Poniewaz zas UZ() jest kresem gornym liczb F(R), gdy R(fRQ
zatem:

a wiec, poniewaz e jest dowolng liczbg dodatnig i

Zupenie analogicznie:

a wiec na kazdej figurze elementarnej
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F(R) jest tedy funkcjg osobliwa.

2° Zaktadamy z kolei, iz funkcja F(R) jest osobliwa. Obydwa
wahania jej sg tedy (tw. 4) rowniez osobliwe. Zatem, dla kaz-
dej figury elementarnej RO

a wiec dla kazdego e> 0 istniejg takie figury elementarne
Ru R2C.RO, iz

Stad, kiadac

a Wwiec:

gdzie

Warunek (B) jest tedy spetniony.

Twierdzenie 6 Kombinacja linjowa o statych spotczynni-
kach dwu funkcji osobliwych, jest funkcjg osobliwa.

Dowdd: Woystarczy oczywiscie udowodni¢, iz suma dwu
funkcji osobliwych Fu F2 jest rowniez osobliwa.

Niech: F = Fx+ F2 i niechW, Wx W2 oznaczajg odp. wahania
bezwzgledne funkcji F, Fu F2

Niech RO bedzie dowolng figurg elementarng, e— liczbg do-
datnia. Na zasadzie twierdzenia poprzedniego istniejg tedy dwie
figury elementarne RIt R2 takie, iz
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Kiadac tedy: R = R{ R2 otrzymujemy:

Funkcja F spetnia zatem warunek (B) twierdzenia poprze-
dniego i jest temsamem osobliwa.

Twierdzenie 7. Odchylenia oraz funkcja osobliwosci do-
wolnej funkcji addytywnej o wahaniu skornczonem sg funkcjami oso-
bliwemi.

Dowdd: Niech E{R) oznacza odchylenie gérne funkcji ad-
dytywnej F(R) o wahaniu skonczonem; niech RObedzie dowolng
figurg elementarng, s—Iliczbg dodatnig. Dla kazdej figury ele-
mentarnej R1G Ro takiej, iz

mamy:

R' ustali¢ mozna tak, aby:

Stad oraz z (5):

Funkcja E(R) spetnia przeto warunek (A) twierdzenia 5, a wiec
jest osobliwa.

Podobnie zupetnie dowodzi sie, iz odchylenie dolne rozwa-
zanej funkcji jest funkcjg osobliwg. Stad za$ juz — na zasadzie
twierdzenia poprzedniego —wynika, iz osobliwemi sg odchyle-
nie bezwzgledne E(R) —E{R) —E(R), oraz funkcja osobliwosci
S(R) =E(R) + E(R).

Twierdzenie 8 Dla kazdych dwu funkcji monotonicznych
nieujemnych Fx i F2 mamy:
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Dowod: Niech F= Fx+ F2 Ze wzgledu na nieujemno$é
obydwu funkcji Fu F2 mamy dla kazdych dwu figur elementar-
nych Ru R2

a wiec dla kazdej figury elementarnej R i kazdego £>0:

a wiec réwniez, skoro £->0:

Skadinad, dla kazdych dwu funkcji addytywnych Fu F2
ma miejsce zwigzek:

zatem zgdana rownos¢ (6) wynika z nierownosci (7).

Twierdzenie 9. Kazda funkcja addytywna o wahaniu skon-
czonem jest sumg swej funkcji osobliwosci oraz pewnej funkcji bez-
wzglednie cigglej. Rozkiad taki jest jedynym sposobem przedsta-
wienia funkcji jako sumy funkcji osobliwej oraz funkcji bezwzgle-
dnie ciagtej.

Dowdd: Niech F(R) bedzie funkcjg o wahaniu skonczo-
nem i niech W(R), W(R), E(R), E(R) oznaczajg odp. jej waha-
nia i odchylenia. Potézmy:

Poniewaz stale W (R) >-E(R), przeto &(R) jest funkcjg mo-
nofoniczng, nieujemng i na zasadzie twierdzenia poprzedniego

Ale (tw. tw. 2, 7):

zatem z (9):

a wiec funkcja @ jest bezwzglednie ciggla.
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Podobnie, kiadac:
(10) 4>(?7)= N(R)-E(R),

stwierdzamy, iz <X(/?) jest funkcjg bezwzglednie ciggla.

Niech teraz: &(R) = $(/?) + ¢(R); funkcja  jest tedy bez-
wzglednie ciggta i réwnosci (8) i (10), przez dodanie ich strona-
mi, daja:

(12) F(R)= W(R)+W(R) =<P(R) + E(R)+E(R)
=*(R) + S(R),

co stanowi zadany rozkiad funkcji E(R).

Jest to jedyny rozkiad funkcji na sume funkcji bezwzglednie
ciagtej i osobliwej. W samej rzeczy, zatézmy, iz ma miejsce inny
jeszcze taki rozkiad:

(12) F(R)= ¢, (R) + St(R);
odejmujac te réwnos¢ od (11), otrzymujemy:
*(1?)-*1(R) =SI(R)-S(R),

jest funkcjg bezwzglediie ciggla, za§ —S (tw. tw. 7, 6)
funkcjg osobliwg. Rdéwnos¢ ta moze byC¢ tedy spetniona jedynie
w przypadku, gdy obie jej strony tozsamosciowo znikajg. Rozkiad
(12) jest tedy identyczny z rozktadem (11), c. b. d. d.

Rozktad funkcji addytywmj o wahaniu skonczonem na sume
funkcji bezwzglednie ciggtej i finkcji osobliwej (ktdéra jest—w mysl
ostatniego twierdzenia — zarazem funkcjg osobliwosci funkcji da-
nej) nazywa¢ bedziemy drugim rozktadem kanonicznym
funkcji albo rozktadem Lebesgue'a.

Definicje funkcji osobliwosci fuikcji o wahaniu skoficzonem zawdzieczamy
Lebesgue’owi’), termin: funkcja osobliwa (f. singuliere) wpro-
wadzit de la Vallée-Poussin, ktory przez rozwazanie ogélnych funkcji
zbioru pogtebit i wyjasnit wiasciwy sens rozkladu Lebesgue’a dla teorji
catki9. Obydwaj wymienieni Autorowe postugujg sie zreszta dla wyprowadzenia
rozktadu kanonicznego rozwinieta jui uprzednio tg teorja.

W wyktadzie naszym nadaliSmy charakter elementarny definicjom funkcji
osobliwej i funkcji osobliwosci, oraz masadnieniu rozktadu kanonicznego funkcji,

) Lebesgue, Integration desfonctions discontinues, Ann. Ec. Norm. 1910.
sy Por. de la Vallee-Poussin (I. L p. 94).
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zamierzajac z kolei oprzeé¢ sie na tym rozkiladzie w rozwazaniach dalszych,
tyczacych sie calki.

Jako prosty przyklad funkcji ciagtej monotonicznej i osobliwej stuzyé
moze — w dziedzinie funkcji figury elementarnej na ptaszczyZznie — funkcja,
ktora podaliSmy na koncu § 12 jako przykfad funkcji monotonicznej, nie beda-
cej funkcja bezwzglednie ciagta.

Analogiczny przyktad na linji prostej (lub — co jest réwnowazne —
w dziedzinie funkcji ciggtych jednej zmiennej rzeczywistej) podany bedzie
w rozdz. Il (8 8).

Funkcje jednej zmiennej rzeczywistej.

§ 14. Najwazniejsze z twierdzen i definicji tego rozdziatu
podane byly poczatkowo w innej nieco formie; odnosity sie mia-
nowicie nie do funkcji addytywnych przedziatu (lub—co jest row-
nowazne — figury elementarnej), lecz do funkcji jednej zmiennej
rzeczywistej.

Mozna jednak tatwo ustali¢ miedzy funkcjami jednej zmien-
nej rzeczywistej a funkcjami addytywnemi przedziatu linjowego
pewng odpowiednio$¢, ktora czyni rdwnoznacznem rozwazanie tych
dwu klas funkcji.

Niech mianowicie f(x) bedzie dowolng funkcjg rzeczywista,
okreSlong w przedziale /0 i przyjmujaca tylko wartosci skonczone.
Nazwiemy przyrostem funkcji f(x) na dowolnym przedziale
/ = (a b), zawartym w /Q roznice: f(b) —/(a). OkreSlone w ten
sposdb wyrazenie jest pewng funkcjg addytywng przedziatu linjo-
wego 7r~/0Q przyporzadkowang jednoznacznie funkcji f(x). Od-
wrotnie, skoro dana jest dowolna funkcja addytywna przedziatu,
F (/), wowczas okre$lona jest temsamem, z doktadnoscig do sta-
tej addytywnej, funkcja f(x), ktorej przyrosty na przedziatach 1
pokrywaja sie z wartoSciami odpowiedniemi funkcji F{I).

tatwo zauwazyc, iz funkcja f(x) jest ciggta w przedziate 0
w sensie zwyktej definicji Cauchy’ego, wtedy i tylko wtedy,
jesli przyrost jej jest funkcjg ciagty przedziatu w sensie definicji,
ktorg podalisSmy wyzej w § 7. Podobniez stwierdzamy natych-
miast, iz oscylacja przyrostu funkcji f(x) w jakim$ przedziale
7 pokrywa sie z réznicg kresow—gornego i dolnego—funkcji f(x)
w przedziale 7 Liczbe te bedziemy nazywali réwniez oscylacja
funkcji f(x) w 7 podobnie, jak oscylacje funkcji przedziatu, ozna-
czaC sie jg bedzie przez O[/;/].

Przyjmiemy dalej nastepujgce definicje: przez wahanie
gorne, dolne, bezwzgledne, odchylenie gdrne it d
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na jakim$ przedziale / funkcji zmiennej rzeczywistej f(x) rozu-
mie¢ bedziemy odp. wahanie gbrne, dolne, bezwzgledne, odchy-
lenie gdrne i t d. przyrostu funkcji f (X) na tym przedziale. Dla
oznaczenia tych liczb uzywa¢ bedziemy symboli analogicznych do
tych, ktdre ustalone zostaty dla funkcji addytywnych, t. j. W(f; /),
W(f; /), W(f\ /), E(f; 1) it d.

Jesli wahania funkcji f{x) sg skonczone, funkcja f{x) nazywa
sie funkcjg o wahaniu skonczonem, jesli odchylenia jej w ja-
kims przedziale znikaja, wowczas nazywa sie ciggta bezwzgle,
dnie w tym przedziale. Widoczne jest, iz, zgodnie z tg definicja,
funkcja f(x) jest wtedy i tylko wtedy funkcjg o wahaniu skon-
czonem, wzgl. ciggta bezwzglednie, w jakim$ przedziale, gdy jej
przyrost jest funkcjg przedzialu o wahaniu skonczonem, wzgl.
ciggtg bezwzglednie, w tym przedziale.

Jak zaznaczyliémy na poczatku tego §, definicje funkcji o wahaniu skoni-
czonem oraz funkcji bezwzglednie ciaglej ustalone byly pierwotnie dla funkcji
jednej zmiennej rzeczywistejj, pézniej za$ uogolnione zostaty na funkcje addy-
tywne przedziatu (figury elementarnej) w przestrzeni o dowolnej ilosci wymiarow.

Pojecie funkcji o wahaniu skoriczonem wprowadzone zostato do Anglizy
przez C. Jordan a w jego znakomitym wykladzie ,,Coars d’Analyse de 1Zcole
Polytechnique™ 1)

Funkcje bezwzglednie ciggte zostaty w istocie wyréznione po raz pierwszy
jeszcze przez Lebesgue’a ktory w odsytaczu, u dotu str. 129, swych ,Leeons
sur I'integration® (1904), zauwazyl, iz whasnos¢, ktorg postugujemy sie dzi§ celem
okreslenia funkcji ciggtej bezwzglednie, stanowi warunek konieczny i dosta-
teczny na to, aby funkcja byla catkg nieoznaczong w sensie ustalonej przez
Lebesgue’a definicji. Termin ,funkcja bezwzglednie ciggta"™ zostat
wprowadzony dopiero nieco pézniej przez G. Vitali’ego2.

Zauwazylismy juz wyzej (8 8 9, 12), iz kazda kombinacja
linjowa dwu funkcji addytywnych o wahaniu skonczonem, resp.
ciggtych bezwzglednie, jest funkcjg o wahaniu skonczonem, resp.
ciaggta bezwzglednie. Uwaga ta zachowuje sie oczywiscie dla
funkcji zmiennej rzeczywistej, nadto jednak mozemy jg rozszerzy¢
w tym przypadku tatwo na iloczyn dwu takich funkcji.

Niech, w tym celu, F(X) i G(x) bedg dwiema funkcjami
0 wahaniu skonczonem w przedziale (a b). Jak tatwo zauwazyc,
kazda funkcja o wahaniu skonczonem w jakim$ przedziale jest

J Ostatnie wydanie tego dzieta (t. 1) ukazato sie w r. 1909.
) Vitali, Atti Accad. Torino, t. 40, (1905), p. 1021
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ograniczona w tym przedziale, i istnieje temsamem liczba skon-
czona M, ograniczajaca z gory wartosci bezwzgledne funkcji F(x)
i G(X) jednoczesnie.

Niech teraz

I niech W, Wx W2 oznaczajg odp. wahania bezwzgledne funkc;ji
H, F, Gna (a b) oraz E, Eu E2 odchylenia bezwzgledne tych trzech
funkcji na tym samym przedziale.

Mamy dla kazdego uktadu niezachodzacych na siebie prze-
dziatow («/, bi) zawartych w (a, b):

skad:

Z dwu tych nieréwnosci wynika natychmiast, iz jesli funkcje
F(X) i G(x) s o wahaniu skonczonem, resp. bezwzglednie ciggte,
wowczas iloczyn ich jest réwniez funkcjg o wahaniu skorfczonem,
resp. funkcjg bezwzglednie ciagta.

Na zakonczenie tego 8§ podamy jeszcze pewne proste, ale
czesto pozyteczne twierdzenie, orzekajace, iz kazda funkcja zmien-
nej rzeczywistej o wahaniu skonczonem posiada tylko conajwyzej
przeliczalng mnogo$¢ punktow nieciagtoscil). Ze wzgledu na twier-
dzenie Jordana (8 11) o pierwszym rozkfadzie kanonicznym
funkcji o wahaniu skonczonem, wystarczy udowodni¢ wymienione
twierdzenie tylko dla funkcji monotonicznej niemalejace;j.

Niech tedy H oznacza mnogos¢ punktow nieciaggtosci funkcji
monotonicznej niemalejacej F(x). Oznaczajac, jak zwykle, przez
F(a—0), /tf+ 0) odp. granice lewostronng i prawostronng funkcji

#® Twierdzenie to moznaby — rozmaitemi zresztg sposobami—rozszerzy¢
na funkcje addytywne przedzialu w przestrzeni dowolnej; pomijamy te—tatwe
do$¢—uogolnienia, poniewaz nie bedg nam w dalszym ciggu tego wyktadu po-
trzebne; czytelnik znajdzie je np. w podreczniku Hahna (R. F.).
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F(x) w punkcie a, mozemy kazdemu punktowi ae H przyporzad-
kowac liczbe wymierng r{a) taka, iz

F{a-0) <r(@ <F (a+ 0).

Latwo zauwazy¢, ze wzgledu na monotoniczny charakter
funkcji F(x), iz dwum roéznym punktom a b€H odpowiadajg
wowczas dwie rozne liczby wymierne r(a),r(b). Poniewaz za$
zbior liczb wymiernych jest przeliczalny, przeto temsamem prze-
liczalna jest mnogos¢ H, co nalezato uzasadnic.



ROZDZIAL 1I.

Miara Lebesgue’a.
Zbiory mierzalne, funkcje mierzalne.

Uwagi wstepne.

§ 1. Uwazajmy dowolng przestrzen euklidesowg, —dla usta-
lenia terminologii —ptaszczyzne. Geometrja elementarna przypo-
rzadkowuje jednoznacznie pewnej klasie zbioréw o prostej stru-
kturze okreSlone liczby, ktére nazywa ,polami* tych zbioréw.
»Pole* jest tedy pewng funkcjg zbioru, okreSlong w zakresie
»figur geometrji elementarnej*. Zakres ten nie jest w zwyktych
wykladach geometrji elementarnej catkiem wyraznie sprecyzowa-
ny, obejmujac, w kazdym razie, zawsze wielokaty i, ogdlniej, cze-
§ci plaszczyzny, ograniczone przez skonczong liczbe linji wielo-
katnych; nalezg don tedy, w szczegdlnosci, zbiory, ktére w roz-
dziale poprzednim nazwalismy figurami elementarnemi. Pole, ktdre
przyporzadkowalisSmy tam kazdej figurze elementarnej, pokrywa
sie z jej polem, rozumianem w sensie geometrji zwykiej.

Poza temi zbiorami, geometrja elementarna, przy pomocy
dodatkowych definicji, przyporzadkowuje pola jeszcze i innym
figurom (kotu, elipsie i t. d.). Dopiero jednak badaniom og6lnym,
nalezacym do zakresu ogdlnej teorji mnogosci, zawdzieczamy roz-
szerzenie, w sposob systematyczny, pojecia pola na bardziej roz-
legte klasy zbioréw. Jest uwagi godne, iz badania te, z ktorych
wylonity sie spotczesne teorje miary zbiordw, rozwinety sie
nietyle z zagadnien natury geometrycznej, ile w zwiazku z po-
trzebami Analizy, a — przedewszystkiem —z dazeniem do uogol-
nienia i sprecyzowania pojecia catki oznaczonej ).

% Znajduje to swoj wyraz niejednokrotnie w terminologji: du Bois-Rey
mond nazywa zbiorami catkowalnemi zbiory, ktére nazywamy dzi$ zbio-
rami miary zero wedtug Jordana
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W rozwoju swym teorje miary ulegaly pewnym mody-
fikacjom réwnolegle do zmieniajacych sie wymagan teorji funkcji.
Dla nas, w wykladzie tym, najwazniejsza role odgrywac bedzie
teorja zbudowana przez Lebesgue’a—i jej poswiecony bedzie
niniejszy rozdziat.Nalezy jednak zaznaczyc¢, iz dla Lebesgue ’ow-
skiej teorji miary przygotowaty juz grunt whasciwy dawniejsze
teorje, zwigzane z nazwiskami Cantora, Stolza, Harnacka,
du Bois-Reymonda, Peano Jordana i in, dzi§ juz
wszakze posiadajace znaczenie raczej tylko historyczne. W szcze-
golnosci, na rozwéj pomystow Lebesgue’a wptynety w sposéb
decydujacy idee Jordana.

Dla wyjasnienia postepu dokonanego przez Lebesgue’a zatrzymamy
sie chwile w celu zestawienia teorji lebesgue’owskiej z teorjg Jordana.

Sposéb, w jaki geometrja elementarna okresla pole (objetos¢) figur nie-
prostolinjowych, polega, jak wiadomo, na aproksymowaniu ich przez pewne —
ad hoc zbudowane — ciggi figur, ktérych pola (objetosci) zostaty zdefinjo-
wane juz wczesniej. Metode te podejmujg réwniez ogdlne teorje miary, usuwa-
jac z niej jednak pewng dowolnos$¢ i sztuczno$¢ w wyborze sposobéw aproksy-
macji, przez ustalenie jednego, a*wiasciwie dwu, sposobdw aproksymacji dla
wszystkich zbioréw jednocze$nie. Dwa te sposoby aproksymacji w ogolnej
teorji miary zbioréw odpowiadaja dwum, znanym i stosowanym w geometrji
elementarnej, metodom przyblizania figur (bryl) krzywolinjowych (krzywopo-
wierzchniowych): od wnetrza przez pewne figury wpisane, i od zewngtrz—
przez figury opisane. W przypadkach, rozwazanych w geometrji elementarnej,
dwie te metody dajg w rezultacie te same wartosci na pole (wzgl. objetosc),
ktore obliczamy. Zgodno$¢ ta znika wszakze z chwilg, gdy przechodzimy do
zbioréw dowolnych: stad konieczno$¢—w teorjach ogélnych—rozrézniania dwu
~miar® zwanych najczeSciej miara ,zewnetrzna* i ,wewnetrzn g“_

W teorji miary Peano-Jordana miare zewnetrzng dowolnego zbioru
ograniczonego E okresla sie w sposdb nastepujacy: niech {S,,} bedzie dowolnym
ciggiem regularnym siatek kwadratowych; oznaczamy przez aw sume pdl tych
wszystkich kwadratéw siatki Sn, ktére zawierajg punkty zbioru E. Liczby {ofl }
tworza cigg monotoniczny, nierosngcy, a wiec zbiezny do pewnej liczby o,
ktora"jest — ex de~finitione — miarg zewnetrzng zbioru E °).

Okres$lona w ten sposéb liczba o zalezy pozornie od sposobu ustalenia
ciggu regularnego siatek {£,}. To tez dogodnie jest zdefinjowal te liczbe
w sposéb nieco odmienny, lecz, jak tatwo zauwazy¢, catkowicie rownowazny:
rozwazamy dla danego zbioru ograniczonego E wszystkie uktady  skonczonej
liczby prostokatow, pokrywajacych tacznie zbiér E; oznaczamy dla kazdego
takiego uktadu <© przez a(%) sume pdl wszystkich prostokagtéw, nalezacych
do ukiadu dolny kres a wszystkich liczb a(3%) jest wowczas miarg
zewnetrzng zbioru E w sensie Peano-Jordana.

# Definicja ta rézni sie nieco formalnie od definicji oryginalnych
Peano i Jordana, jest jednak im réwnowazna.
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Szczesliwy pomyst Lebesgue’a polegat na usunieciu z powyzszej defi-
nicji zastrzezenia, iz, pokrywajace rozwazany zbiér E, rodziny prostokagtéw
majg by¢ zawsze skonczone; ta drobna napozér modyfikacja, zastepujgca
skonczone rodziny <© przez ,,skonczone lub przeliczalne™, stanowita
jednak krok decydujacy w rozwoju teorji miary; jej konsekwencja okazaty sie
istotnie nowe wiasnosci, ktérych nie posiadata zadna z miar dawniejszych
i ktére pozwolity staé sie mierze lebesgue’owskiej podstawg doniostego uog6l-
nienia dawnych metod catkowania.

Miara Lebesgue’a w ciggu ostatnich lat kilkunastu, ulegata dalszym
jeszcze uogo6lnieniom, polegajacym na jej relatywizacji w roznych kierun-
kach. Miara Lebesgue’a polega bowiem na rozszerzeniu na dowolne zbiory,
w pewien okre$lony sposéb, ,,pola™ kwadratu, wzgl. ogélniej — w przestrzeni

— ,,0bjetosci™ n-wymiarowej kostki. Wychodzac z innych — anizeli
pole (dtugos$¢, objetos¢) — funkcji przedziatlu, mozna dojs¢ metodami
analogicznemi (cho¢, niemniej, stosownie zmodyfikowanemu) do ,,mi ar“ innych.
Jesli wiec, jako funkcje podstawowa, wezmiemy dowolng funkcje addytywna,
nieujemng, woéwczas—zamiast miary zewnetrznej Le besgue’a—otrzymujemy
jej uogolnienie w postaci pewnej funkcji zbioru, nazwanej przez de la Vallée-
Poussina waga zewnetrzng (poids exterieur); relatywizacja ta
stanowi¢ moze podstawe naturalng dla t. zw. catki Stieltjesa—Lebesgue’a

Inne znéw uogoblnienia otrzymujemy, okres$lajac funkcje podstawowa
przedziatlu jako roéwng dlugosci jego przekatni; osiggamy wowczas — dla
zbioréw potozonych w dowolnej przestrzeni euklidesowej — liczbe, ktora jest
uogolnieniem dtugosci; w sposéb podobny dochodzimy ogélnie do miary
»N-wymiarowej" w przestrzeniach m-wymiarowych (n< m), ktéra w przypadku
n—m pokrywa sie ze zwyklag miarg Lebesgue’a Pigkne te uogdlnienia
zawdzieczamy Caratheodory’emu; poglebit je i rozwingt, otrzymujac zarazem
nowe uogoélnienia le besgue’owskiej teorji funkcji, Bezikowicz.

Zakres tego podrecznika nie pozwoli omowié blizej tych kwestji; czytelnik
zechce sie tedy zwr6ci¢ bezposrednio do prac oryginalnychd.

Miara Lebesgue*a.

§ 2. RoOwniez i w dalszym ciggu (podobnie, jak w § poprze-
dnim) rozwazaC bedziemy wylacznie zbiory w przestrzeni
t. j. polozone na ptaszczyznie. Czynimy to zresztg wytgcznie dla
tatwiejszego sposobu wystowienia twierdzen i definicji; wszystkie
rozwazania tyczyC sie bedg w istocie w rownej mierze linji pro-
stej (9?71), jak i przestrzeni o wyzszej liczbie wymiar6w; chcac

® Dc la Vallee-Poussin, I. L. (Chap. VI) oraz Trans. Americ. Math.
Soc., t. 16, (1915).

Carathc¢odory, Nachr. Gesellsch. Wissensch. Gottingen, (1914), pp. 404—426.

Hausdorff, Math. Annal, t. 79, (1918), pp. 157—79.

Sierpinski, Fund. Math., t. 9, (1927), pp. 172—185.

Besicovitch, Math. Annal., t 98, (1928), pp. 422—464.
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przej$¢ do nich, nalezy tylko uczyni¢ zmiany o charakterze for-
malnym i terminologicznym.

Niech O bedzie dowolnym skonczonym lub przeliczalnym
uktadem prostokatow; bedziemy oznaczali przez a(Cr) sume pdl
prostokatow, nalezacych do C jest to oczywiscie zawsze pewna
liczba nieujemna, ktéra moze byC zresztg rowna + o=

Nazywamy miarg zewnetrzng zbioru E dolny kres
wszystkich liczb a(Cr), gdzie O oznacza dowolny uktad skoriczony
lub przeliczalny prostokagtéw, pokrywajgcych tacznie zbior E;
miare te oznaczamy przez me(E)X.

Pokazemy przedewszystkiem, iz miara zewnetrzna uogolnia
w samej rzeczy pole przedziatu, t. j., iz dla prostokata, lub —
ogolniej nieco — dla kazdej figury elementarnej, pokrywa sie
z polem.

Niech tedy R bedzie dowolng figurg elementarng i niech O
bedzie dowolnym uktadem, skonczonym lub przeliczalnym, pro-
stokatoéw, pokrywajacych facznie R. Niech e bedzie dowolng liczbg
dodatnig. Zastapmy w uktadzie Cr kazdy prostokat K przez inny,
K*, zawierajagcy K wewnatrz, i taki przytem, iz

Whnetrza otrzymanych w ten sposéb prostokagtow K* stano-

wig pewien ukiad zbiorow otwartych, pokrywajacych tgcznie R,

a wiec, na mocy twierdzenia Borela-Lebesgue’a (por. § 4,

rozdz. poprzedniego), istnieje skonczona liczba prostokatow
Kn— takich, iz

Z prostego tedy rozwazania o charakterze elementarnym
wynika, na mocy (1), iz

# Znak tne (wprowadzony przez Lebesgu e’a) pochodzi od terminu
francuskiego: mesure exterieure
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poniewaz za$ £ jest liczbg dowolng i C dowolnym uktadem pro-
stokatow, pokrywajacych R, przeto temsamem:

Z drugiej strony, rozbijajac R, w jakikolwiekbadZ' sposdb,
na skonczong liczbe niezachodzacych na siebie prostokatow, otrzy-
mujemy pewien, pokrywajacy R, ukfad (*0prostokatow, przyczem
0(S0 =\R\, skad:

co facznie z (2) daje:

Symbol |  uzywany byt dotychczas tylko dla figur elemen-
tarnych. W dalszym ciggu bedziemy uzywali dogodnego tego spo-
sobu znakowania dla dowolnych zbioréw, rozumiejac ogdlnie przez
JZ| miare zewnetrzng zbioru E, t. j. liczbe me{E)\ wynik, powy-
zej ustalony, umozliwia to uogdlnienie.

Zbiory 0 mierze zewnetrznej rownej zeru nazywac bedziemy
krotko zbiorami miary zero. W przypadku, gdy wszystkie
punkty pewnego zbioru E, z wyjatkiem tylko mnogosci punktow,
tworzacych zbior miary zero, posiadajg pewng wiasnos¢ (W), mo-
wimy (wraz z Lebesgue’m), iz prawie wszystkie punkty
zbioru E posiadajg witasnos¢ (W), lub iz warunek (W) spetniony
jest w zbiorze E prawie wszedzie.

Z definicji miary zewnetrznej wynika natychmiast, iz kazdy
zbior skonczony jest miary zero; z twierdzenia 8 nastepnego
wynika¢ bedzie, iz kazdy zbior przeliczalny jest rdwniez miary
zero, co zresztg fatwo jest udowodni¢ bezposrednio.

§ 3. Twierdzenie 1 Dla kazdego ciggu skonczonego lub
nieskonczonego zbiorow {E,}

Dowo6d. Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig. Przypo-
rzadkujemy kazdemu zbiorowi Entaki, pokrywajacy go, uklad &n
prostokatow, iz



Niech:

Uktad prostokatow O pokrywa oczywiscie sume zbioréw En,
mamy wiec, na mocy (2)

co, z uwagi na to, iz e jest dowolng liczbg dodatnig, daje zgdang
nierdownos¢ (1).

Twierdzenie 2 Dla kazdego zbioru E i kazdej liczby do-
datniej e istnieje zawsze taki zbior otwarty G iz

oraz taki zbior (A H, iz

Dowdd. 1° Niech E bedzie dowolnym zbiorem, £ dowolng
liczbg dodatnig i O = (Ku K2 ..., Kn, ...) takim ukfadem przeli-
czalnym prostokatoéw, pokrywajgcych tacznie E, iz

Kazdemu z prostokatow Kn mozemy przyporzadkowac zawie-
rajacy go wewnatrz prostokat kKn w ten sposéb, by:

Mamy wodwczas, ktadac

i, z drugiej strony, z uwagi na (3) i (4):
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2° Chcac otrzymac z kolei zadany zbiér G§ przyporzadko-
wujemy zbiorowi E, dla kazdego n, taki zbior otwarty Gn, iz

co jest mozliwe na zasadzie udowodnionej juz czesci twierdzenia.
Mnogos¢

jest oczywiscie pewnym zbiorem G§ spetniajgcym zadane wa-
runki.

8 4. Z twierdzenia poprzedniego nie mozna bynajmniej
wnioskowacé, ze dla kazdego zbioru E i kazdej liczby e> 0, ist-
nieje taka mnogos¢ otwarta G, iz

Dowodzi sie, w same] rzeczy, iz istniejg zbiory E, ktdre nie po-
siadajg powyzsze] wiasnosci. Mimo to klasa zbioréw, spetniaja-
cych rozwazany warunek, jest nader rozlegta, obejmujac wszyst-
kie mnogosci o prostszej budowie, spotykane w zagadnieniach
analizy. Zbiory te nazywamy mierzalnemi; zbiér E jest tedy
mierzalny, jesli dla kazdej liczby e>0 istnieje zbior otwarty
G spetniajacy warunki (1) 1). _ )

Miare zewnetrzng zbioru mierzalnego E nazywa sie wprost
jego miarg, oznaczajac jg przez m(E) (t. j. pomijajac znaczek
e w symbolu me); w dalszym ciggu, bedziemy jednak uzywali za-
zwyczaj nadal znaku E| dla oznaczenia miary zewnetrznej, za-
rowno zbiorow mierzalnych, jak i niemierzalnych.

Jak wynika bezposrednio z podanej powyzej definicji, wszyst-
kie zbiory otwarte sg mierzalne; widoczne jest réwniez natych-
miast (z uwagi na tw. 2), iz mierzalne sa wszystkie zbiory miary
zero. Pokazemy, ze mierzalne sg rowniez wszystkie zbiory dom-
kniete oraz iz najprostsze operacje — dodawania i mnozenia

9 Pierwszy przykilad zbioru niemierzalnego podat Vitali (1905). Jak-
kolwiek dzi$ juz rozporzadzamy wielkg iloscig metod, prowadzacych do zbiordw
niemierzalnych, niemniej jednak wszystkie te metody opierajg sie na t. zw.
aksjomacie wyboru Zerme1li i nie znamy dotad przyktadu efektywnego
zbioru, ktéryby nie byt mierzalny. Blizsze szczegoly: Sierpinski, L'Axiome
de M. Zermelo, Buli. Ac. Sc. Cracovie, A, (1918), pp. 97—152.



— 3B — § 4

ciggu zbioréw, oraz odejmowania —nie wyprowadzajg poza klase
zbioréw mierzalnych.

Twierdzenie 3 Suma ciggu (skonczonego lub przeliczal-
nego) zbiorow mierzalnych jest mierzalna.

Dowod. Niech {/U} bedzie ciagiem zbiorow mierzalnych,

0o

A — An i s dowolng liczbg dodatnia. Dla kazdego n istnieje
n—i
tedy zbidér otwarty Gn taki, iz

Kladac

bedziemy mieli

I, Z uwagi na tw. 1,

Zbior A jest tedy mierzalny.

Udowodnimy teraz pewien lemmat, ktdry pdzniej zresztg zo-
stanie znacznie uogolniony.

Lemmat. Jezeli FltFt sg dwoma zbiorami dom-
knietemi, ograniczonemi i roztgcznemi, wodwczas:

Dowdd. Poniewaz zbiory Flt F2sg domkniete, ograniczone
I rozkgczne, przeto istnieje taka liczba dodatnia 8 iz dla kazdej
pary punktow X,y
)] xeFxy cF2 pocigga za sobg p(x,y) >- 8

Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig, i niech  bedzie
takim uktadem prostokatow, pokrywajacych +acznie mnogoscé
F+ Fo iz

Mozemy zatozyC oczywiscie, iz rodzina (% skiada sie wy-
tacznie z prostokatow o Srednicy mniejszej niz 8 Woweczas, zaden
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z prostokagtow tej rodziny nie zawiera, z uwagi na (2), jednoczesnie
punktow obydwu zbiorow Ft i F2 Oznaczajac tedy, przez (Sj,
wzgl. (*2 zbior tych prostokatéw rodziny (5, ktére zawierajg
punkty zbioru Fu wzgl. F2 bedziemy mieli:

am > °

I, “poniewaz rodziny (5%, G2 pokrywajg odp. catkowicie zbiory
Fxi F2 zatem z uwagi na (3):

IA+ F%>a(@)- e> a(«,) + o(@,)- e> | |+ |B4]- e
Stad za$, skoro e jest dowolng liczbg dodatnia:
I"+AU HAM+ 1M,
a wiec, na mocy tw. 1, wprost:
WM+AM="1+1"F =

Twierdzenie 4. Wszystkie zbiory domkniete sg mierzalne.

Dowdd. Poniewaz kazdy zbior domkniety przedstawi¢ mo-
zna jako sume ciggu zbiorow domknietych i ograniczonych, przeto,
z uwagi na twierdzenie 3, zatozy¢ mozemy, iz zbior F, ktorego
mierzalno$¢ nalezy udowodnié, jest ograniczony.

Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig i G takim zbiorem
otwartym, iz

@) FCG i |0|<1/7+e
Zbior
H=G-F
jest oczywiscie réwniez pewnym, zbiorem otwartym i przedstawic

go tedy mozna jako sume ciggu niezachodzacych na siebie pro-
stokatow: Ku K2 ,Kn, ...%.

* Cigg ten mozemy okre$li¢ w sposéb nastepujacy: niech bedzie
ciggiem regularnym siatek kwadratowych (por. § 5 rozdz. poprzedniego).
Oznaczmy przez {Kh} ciag, skoniczony lub przeliczalny, tych kwadratdw siatki

ktére zawierajg sie w //, — przez {/("} ciag, zawartych w H, tych kwadra-
téw siatki 'V2 ktére nie zawierajg si¢ w zadnym z kwadratéw Kh i t. d. Uklad

wszystkich kwadratéw Kh sklada sie, jak tatwo zauwazy¢, z kwadratéw, nie-
zachodzacych na siebie i pokrywajacych tacznie zbiér H.
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Bedziemy mieli dla kazdego n

a wiec, na mocy lemmatu poprzedniego oraz (4),

skad

co, tacznie z (4), stwierdza mierzalno$¢ zbioru F.

Niech teraz A bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym i B—CA
jego uzupetnieniem. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje zatem
taki zbior otwarty Gn iz

Kladac tedy Fn—CGn otrzymujemy ciag zbiorow domknie-
tych Fn takich, iz dla kazdego n

Mamy tedy:

a wiec mozemy potozyé
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gdzie Q jest pewnym zbiorem miary zero, a wieC napewno mie-
rzalnym. Poniewaz za$, na mocy twierdzenia poprzedniego, mie-
rzalny jest kazdy zbiér domkniety, przeto z rownosci (6), z uwagi
na twierdzenie 3, wynika mierzalno$¢ zbioru B, a wiec uzupetnie-
nia kazdego zbioru mierzalnego.

Niech teraz B bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym; jego
uzupetnieniem jest tedy rowniez zbidr mierzalny, lub —co jest
rownowazne — B jest uzupetnieniem zbioru mierzalnego. Dla kaz-
dego n istnieje tedy zbidér domkniety Fn spetniajacy warunek (5);
odwrotnie, jesli dla jakiego$ zbioru B, istnieje dla kazdej liczby
naturalnej n, zbior domkniety Fn, spetniajgcy warunek (5), wow-
czas spetniona jest a fortiori réwnosS¢ (6), gdzie Q jest pew-
nym zbiorem miary zero, — i mnogos¢ B, jest, na mocy twier-
dzen 3, 4 — mierzalna.

UdowodniliSmy w ten sposdb dwa twierdzenia nastepujgce:

Twierdzenie 5 Uzupelnienie zbioru mierzalnego jest zbio-
rem mierzalnym.

Twierdzenie 6. Ma to, aby zbior E byl mierzalny, konieczne
jest i wystarcza, aby dla kazdej liczby s> 0 istniat taki zbioér dom-
kniety F, iz

FF oraz |E—F\<e.)

Twierdzenia 4 i 5 mozemy jeszcze uzupetniC nastepujacem
twierdzeniem, ktore jest ich natychmiastowg prawie konsekwencja:

Twierdzenie 7. lloczyn ciggu zbioréw mierzalnych oraz
roznica dwu zbioréw mierzalnych sg zbiorami mierzalnemi.

Dowdd. 1° Niech {An} bedzie ciggiem mnogosci mierzal-
nych i

Woweczas:

i dzieki twierdzeniom 4 i 5, stwierdzamy kolejno mierzalncsé

b Wiasnos¢ charakterystyczna zbioréw mierzalnych, wyrazona w tem
twierdzeniu, uwazana by¢é moze za odpowiednik definicji mierzalnosci: definnja,
ktorg podaliSmy, méwi o pewnym sposobie aproksymacji zbioréw mierzalnych
od zewnatrz, przez zawierajace je zbiory otwarte, obecne za$ twierdze-
nie — o aproksymacji od wewnatrz, przez zbiory domkniete.
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2° Druga cze$¢ twierdzenia wynika natychmiast juz z pierw-
szej, z uwagi na tw. 5 oraz rowno$¢

Poniewaz wszystkie zbiory otwarte sg mierzalne, przeto
z twierdzen 3, 5, 6 wynika, iz mierzalne sg réwniez wszystkie
zbiory G3 oraz uzupetnienia ich, Fa Czytelnik, ktéremu znana
jest ogdlna definicja mnogosci borelowskich, stwierdzi tu na-
tychmiast, iz wszystkie te mnogosci sg mierzalne.

85. Twierdzenie 8 1° Miara sumy ciggu zbiorow mie-
rzalnych roztgcznych rézona jest sumie miar tych zbiorézo.

2°.  Miara granicy ciggu monotonicznego zbioréw mierzalnych
0 mierze skofczonej réwna jest granicy ciggu miar tych zbiorow.

Dowdd. 1° Niech {An} bedzie ciggiem zbioréw mierzalnych
roztgcznych, i

Zatozymy najpierw, iz
a) kazdy ze zbiordw An jest ograniczony.

Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnia. W mysl twierdze-
nia 6 istnieje, dla kazdego n, taki zbior domkniety Fn iz

Mamy, na zasadzie lemmatu 8 4, dla kazdego m:

przechodzac tedy do granicy, gdy m-=>00, otrzymujemy
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*dla kazdego e>0, co z uwagi na twierdzenie 1 (8 3) daje rownosc¢

b) Mozemy fatwo teraz usungC chwilowe zastrzezenie, iz zbio-
ry An sg ograniczone, przedstawiajgc kazdy z nich jako sume
zbiorow mierzalnych, roztgcznych i ograniczonych, t. j. kfadac

gdzie kazdy ze zbiorébw AR jest ograniczony ®; mamy wowczas:

a wiec z uwagi na wynik juz otrzymany:

co nalezato udowodnic.
2°. Niech {5«} bedzie ciggiem monotonicznym zbioréw mie-
rzalnych o mierze skonczonej, i niech

Rozréznimy dwa przypadki:
a) Rozwazany cigg jest wstepujacy.
Wowczas:

a wiec na mocy udowodnionej pierwszej czesci twierdzenia

) Rozkiad ten otrzymujemy np., ktadac og6lnie An—An. (Sk—5A X,
gdzie Sk oznacza koto o promieniu k i srodku w poczatku uktadu dla £/>1,
oraz zbiér pusty — dla K—o0.
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c b dd
b) Rozwazany ciagg jest zstepujacy.
Wowczas:

a wiec, na mocy pierwszej czesci twierdzenia:

skad

co nalezato udowodnié.

8 6. Twierdzenie ostatnie uogolnia sie czesciowo na zbiory
dowolne t. j. niekoniecznie mierzalne; mamy mianowicie naste-
pujace

Twierdzenie 9 Miara zewnetrzna sumy ciggu monofo-
nicznego, wstepujacego zbioréw réwna jest granicy ciggu miar ze-
wnetrznych tych zbiorow.

Dowdd. Niech {An} bedzie ciggiem wstepujagcym zbiorow

nalezy udowodni¢, iz A |=limjAn|, przyczem —ze wzgledu na
n
zwigzek A A, a wiec \A\ >\ Anj —wystarczy pokazac tylko, iz

Niech, w tym celu, {G,} bedzie ciggiem zbioréw otwartych
takich, iz dla kazdego n:



Pot6zmy:

Zbiory Hn tworzg cigg wstepujacy zbiorow Cg a wiec mie-
rzalnych; na zasadzie przeto twierdzenia poprzedniego (8 5)

poniewaz za$, ze wzgledu na (2), dla kazdego n,

otrzymujemy tedy z réwnosci (3), zwigzek

ktory zawiera zadang nierdwnos¢ (1).

8 7. Twierdzenie 10. Warunkiem koniecznym i dostatecz-
nym mierzalnosci zbioru E jest kazdy z trzech warunkdéw naste-
pujacych:

(A) Istnieje pewna mnogos¢ Cg, zawierajgca zbior E i roznigca
sie oden conajwyzej o zbiér miary zero;

(B) Istnieje pewna mnogo$¢ FQ zawarta w zbiorze E i rdznigca
sie oden conajwyzej o zbi6r miary zero;

(C) (warunek Carathedory’ego). Dla kazdego zbioru Q

DowoOd. Dwa pierwsze warunki sg natychmiastowemi kon-
sekwencjami — (.4) — definicji zbiorow mierzalnych (8§ 4), (B) —
twierdzenia 6. Pozostaje tedy udowodnié tylko trzeci.

1°. Zakdzmy, iz warunek ten jest spetniony dla pewnego
zbioru E.

Niech S,, oznacza koto o promieniu n oraz Srodku w poczat-
ku uktadu.
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Dla kazdego n istnieje (tw. 2, § 3) taki zbiér @5 Hn, iz

Poniewaz warunek (C) jest spetniony, przeto

a wiec ze wzgledu na (1) oraz na

Kfadac tedy:

mamy réwniez

i mnogo$¢ H, zawierajagca zbior E, rézni sie od E conajwyzej
0 zbiér miary zero. Poniewaz za$ H, jako suma ciggu zbiorow
Gs, jest oczywiscie zbiorem mierzalnym, przeto temsamem mie-
rzalny jest rowniez zbior E.

2°. Zaktadamy z kolei odwrotnie, iz zbior E jest mierzalny.
Niech Q bedzie dowolnym zbiorem, H —pewng zawierajaca go
mnogoscig Os, taka, iz

Na mocy twierdzenia 8 (8§ 5), bedziemy mieli wtedy:

poniewaz za$ oczywiscie (tw. 1, 8 3)
przeto ostatecznie

co nalezato udowodnié.

Warunek (¢) podany zostat przez Caratheodory’ego w zwigzku
z 0g6lng, abstrakcyjng teorjg miary, w ktorej warunek ten stuzy dla definicji
zbioréw mierzalnych (por. Caratheodory, R. F, Kap. V, oraz Halin, R. F,
Kap. VI, §85-7).
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Z warunku (C) wynika natychmiast nastepujgce uogdlnienie
twierdzenia 8 (8§ 5):

Twierdzenie 8bis. 1° Jezeli {En} jest ciggiem zbiorow
mierzalnych, roztgcznych, woéwczas dla kazdego zbiora Q

2° Jezeli {En}jest ciggiem monotonicznym zbioréw mierzalnych
i E —lim En, wowczas dla kazdego zbioru Q o skonczonej mierze ze-
n

wnetrznej

Dowd6d. Mamy istotnie, na mocy twierdzenia poprzedniego,
dla kazdego zbioru Q i kazdych dwu zbiorow A, B mierzalnych
i roztgcznych

Stad, przez indukcje, dla kazdego ciggu Eu E2 ... ,En ... zbioréw
mierzalnych, roztgcznych,

dla kazdego n; zatem

I z uwagi na tw. 1 (8§ 3)

Druga cze$¢ twierdzenia dowodzi sie z kolei w ten sam spo-
sob, jak analogiczna cze$¢ tw. 8.
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Mozemy zaostrzyC teraz tatwo drugg czes¢ tw. 2 (8 3):
Twierdzenie 11 Dla kazdego zbioru E istnieje taki, za-
wierajacy go zbior G H, iz dla dowolnego zbioru mierzalnego A

DowoOd. Woystarczy oczywiscie pokazaC tylko, iz istnieje
zbiér mierzalny H~jj)E, speiniajgcy warunek (2) dla kazdej
mnogosci mierzalnej A; zbidr taki, mozemy bowiem z kolei (tw. 10)
zastgpi€¢ zawsze w rownosci (2) przez zawierajacy go zbior
ktory roznitby sie oden conajwyzej o zbidr miary zero.

Zbior dany E posiadaC moze miare zewnetrzng nieskonczo-
ng. Przedstawimy go tedy przedewszystkiem jako sume ciggu
niemalejagcego zbiorow En ograniczonych. Kazdemu z tych
zbioréw, En przyporzadkujemy zawierajacy go zbior (/5 Kn taki,
iz

Niech

Zbior H, jako suma ciggu zbioréw ¢/5 a wiec zbiorow mie-
rzalnych, jest réwniez mierzalny. Powiadamy, iz spetnia waru-
nek (1).

Niech, w tym celu, A bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym.
Mamy wowczas, na mocy twierdzenia 10 (C) i z uwagi na (3)
oraz na skonczonos$¢ liczb |En|, jHNn\

a wi"c, w mysl twierdzenia 8 (2°),

€O, z uwagi na
daje zadang rowno$¢ (2).

0 Jesli A oznacza calg ptaszczyzne, wowczas otrzymujemy drugg czesé
twierczenia 2.
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Twierdzenie Vitali’ego.

§ 8. W rozwazaniach teorji funkcji rzeczywistych odgry-
wajg wielokrotnie wazng role t. zw. twierdzenia o pokry-
waniu zbioréw; do takich twierdzen nalezy np. cytowane
w rozdz. | (84), twierdzenie Borela-Lebesgue’a Zajmiemy
sie obecnie pewnem twierdzeniem tego typu, zwanem twierdze-
niem Vitali’ego, ktére odgrywa zasadniczg role w teorji Le-
besgue’a rézniczkowalnosci i catkowalnosci funkcji (por. 88 2, 3
rozdz. IlI).

Bedziemy mowili, iz rodzina kwadratow (&pokrywa w sensie
Vitaii®go pewien zbior E, jesli dla kazdego punktu x cE i do-
wolnej liczby e>0, istnieje zawsze w rodzinie (r kwadrat o Sred-
nicy <£, zawierajgcy punkt x.

Z definicji tej wynika natychmiast, iz, jesli zbioér E zawiera
sie w pewnym zbiorze otwartym G i przez oznaczymy ukiad
tych wszystkich kwadratow rodziny C% ktére zawierajg sie w G
wowczas rodzina  pokrywa réwniez zbidr E w sensie Vital i’ego.

Twierdzenie 12 (Vital i’ego)*. Jesli rodzina kwadratow 0?
pokrywa w sensie Vitalitgo zbiér ograniczony® E, wowczas
istnieje zawsze cigg, skonczony albo przeliczalny, kwadratow roztgcz-
nych rodziny 0% Kx K2 ..., taki, iz

Dowdd. Niech H bedzie dowolnym kwadratem, zawieraja-
cym wewnatrz zbior E.  Mozemy zatozy¢, nie zwezajac ogolnosci
twierdzenia, iz rodzina kwadratow (* zawiera sie réwniez catko-
wicie w kwadracie H.

Wybierzemy, przez indukcje, z rodziny tej cigg kwadratow
roztgcznych, ktore pokrywac beda prawie catkowicie mno-
gos¢ E.

) Sam Vitali podat dowod swego twierdzenia tylko dla mnogosci linjo-
wych (Atti Ac. Toiino, t. 43, (1907/8)); uogélnienie na przestrzenie wyzszego
wymiaru dokonane zostalo przez Lebesgue’a (Ann. Ec. Norm. (3), t 27,
(1910), p. 365).

Dowdd, ktéry podajemy w tek$cie, zawdzieczamy Banachowi (Fund.
Math., t. 5, (1924), p. 130).

2 Zaltozenie ograniczonos$ci zbioru nie jest istotne i moze by¢ tatwo
usuniete.
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W tym celu, niech k x oznacza dowolny kwadrat rodziny
zaktadajac zas$, iz ustalonych zostato n pierwszych kwadratow roz-
tacznych K2  kn, oznaczymy przez rn kres gorny dhugosci
bokow wszystkich tych kwadratow rozwazanej rodziny, ktdére nie
posiadajg punktow wspolnych z zadnym z wybranych juz kwadra-
tow Ki (i=1 2 ... ,n), i jako Kn+ ustalimy jakikolwiek kwadrat
roztgczny z kwadratami ki (i= 1, 2 ...,n), 0 boku wiekszym

od e Kwadrat taki istnieje zawsze, jesli tylko kwadraty K x, K2..., kn

nie pokrywajg juz same catkowicie zbioru E; w tym jednak przy-
padku, kwadraty te stanowityby same juz cigg skonczony, spet-
niajacy wymagane warunki. Mozemy przeto zatozy¢, iz indukcja
nasza nie urywa sie dla zadnej wartosci naturalnej n, t. j. okresla
pewien cigg istotnie nieskonczony kwadratdw rozigcznych {Knj
pokazemy, iz cigg ten pokrywa prawie caty zbiér E.

Niech tedy

(1)
i zatozmy, iz

(2)

Szereg

N=1

jest widocznie zbiezny; oznaczajac tedy, dla kazdego n, przez p,
bok kwadratu kn, oraz przez k*n —kwadrat spotsrodkowy z kn
0 boku réwnym 5p«, mozemy ustali¢ taka liczbe N, iz

Wowczas

a wiec istniejg napewno punkty zawarte w P, a nienalezace do
zadnego z kwadratow Kn dla Af+1. Niech x0 bedzie dowol-
nym takim punktem.



§ 8 46

Poniewaz x0, nalezac do P, znajduje sig, na mocy (1), poza
wszystkiemi  kwadratami Kn, rzeto przyporzadkowa¢ mu mozna
taki zawierajacy go kwadrat As©, iz

©)) KXKn=0 dla n=1,2,..., N

Powiadamy, iz kwadrat K musi mie¢ jednak punkty wspdlne
z jednym przynajmniej z kwadratéw Kt w samej rzeczy, w przy-
padku przeciwnym, mielibysmy, oznaczajac przez p bok kwadratu A,
dla kazdego n:
PA enx. 2phfl

a wiec, ze wzgledu na “W pn= 0, réwniez p= 0, co jest oczywiscie

niemozliwe. Niech tedy nO bedzie najmniejsza z wartosci wskaz-
nika n, dla ktorych

KX Kn¥=0.

Z uwagi na (3), mamy oczywiscie n0> N, a wiec kwadrat K
posiada punkty, lezace zewnatrz kwadratu K’TQ mianowicie punkt xQ
Wynika stagd natychmiast, jako, iz jednocze$nie KX Kn,," 0,

Z drugiej wszakze strony
a wiec

Co sprzeczne jest z nieréwnoscig poprzednig. Zatozenie (2) pro-
wadzi tedy do sprzecznosci. Zbiér P jest przeto miary zero i tem-
samem ciag {KN} spetnia zadane warunki.

Twierdzenie Vitali’ego stosuje sie czesto w odmiennej
nieco postaci, ktorag podamy jako nastepujacy

Wniosek. Jezeli rodzina kwadratbw & pokrywa w sensie
Vitali'ego zbior ograniczony E, wowczas, dla kazdej liczby >0,
istnieje w rodzinie (f taki skoriczony uktad kwadratow K3 K>,... KPR iz

@
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Dowo6d. Niech G bedzie zbiorem otwartym, zawierajgcym
E i takim, iz
JG\ < |E\+
Mozemy zatozyC, iz rodzina kwadratow (£ mieSci sie catkowicie

w G. Oznaczajgc tedy przez {Kn} cigg kwadratow rozigcznych,
wybranych z @ w ten sposéb, by

)

bedziemy mieli przedewszystkiem

Niech p bedzie liczbg naturalng, dla ktorej

Otrzymujemy wodwczas z (5)

co, tacznie z (6), pokazuje, iz uktad skonczony kwadratéw
Ku K2 ..., KP, czyni zadoSC zadanemu warunkowi (4).

Funkcje punktu.

8 9. Bedziemy mowili, iz f(x) jest funkcjg punktu
w przestrzeni 9%, jesli kazdemu punktowi x tej przestrzeni odpo-
wiada doktadnie jedna liczba —skonczona, lub nieskorczona okre-
$lonego znaku (+ co lub —co). Bedziemy rozwazaC najczesciej
w dalszym ciggu funkcje, okreSlone w catej przestrzeni, wzgl. na
jakiej$ figurze elementarne;j.

Dwie funkcje, ktore roznig sie conajwyzej w punktach, two-
rzacych zbiér miary zero, nazywaé sie bedg réwnowazne.
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Whprowadzenie w zakres rozwazan funkcji, przyjmujacych réwniez wartosci
nieskonczone, nastrecza¢ moze pewne trudnosci w przypadku wykonywania
dzialan elementarnych na tych funkcjach. Uogélnienie dziatan elementarnych
na liczby nieskonczone narzuca sie jednak catkiem naturalnie w wielu przy-
padkach tak, ze zbyteczne sie staje precyzowanie tego uogélnienia w postaci
oddzielnej definicji. Tak np. jasne jest, co rozumie¢ nalezy przez sume a-f- b,
gdy jedna z liczb a, b jest skonczona, lub obydwie nieskoriczone, lecz jednako-
wego znaku, lub przez nieréwnosci a”b, a>b it d, gdy jedna, lub nawet
obydwie, z tych liczb sg nieskoriczone.

W przypadku, gdy wynik dzialania na , nieskonczonosci acli®
mogtby budzi¢ jakiekolwiek watpliwosci, bedzie nalezato domysla¢ sie zawsze
stosownych zastrzezen, chocby nawet zastrzezenia te nie byly explicite
formutowane.

Tak np. gdy mowa jest o sumie dwu funkcji /+<p, nalezy zaktada¢, iz
punkty nieskoriczonosci rdéznych znakéw tych dwu funkcji wzajemnie sie
wymijaja.

W dalszym ciggu, naogét (cho¢ niezawsze) bedziemy mieli do czynienia
tylko z takiemi funkcjami, ktore wartosci nieskonczone przyjmujg wykacznie
w zbiorze miary zero.

Rozwazanie funkcji punktu f(x) w przestrzeni 9l« réwno-
znaczne jest oczywiscie rozwazaniu funkcji f(x 1, x2 ... xn n zmien-
nych rzeczywistych.

Funkcje mierzalne.

§ 10. Zakladamy, iz ustalona jest przestrzen 92« (wzgl. jakis$
zbiér pewnej przestrzeni), w ktérej rozwazamy funkcje punktu.

Jesli A (x) oznacza ogOlnie pewien warunek, tyczacy sie
punktdw & rozwazanej przestrzeni, wowczas symbol XE[A(x)]

oznacza¢ bedzie zbidr wszystkich punktow, spetniajacych waru-
nek A. Np., jesli f{x) oznacza funkcje punktu, a —jakakolwiek
liczbe, wowczas

(1) E[f(x)>d\

oznacza zbior punktow x, w ktérych f (x) > a

Funkcje f(x) nazywamy mierzalna, jesli dla kazdej licz-
by skonczonej a, zbior okreSlony przez (1) jest mierzalny.

Zauwazy¢ tu mozna tatwo, iz dla mierzalno$ci funkcji f(x)
wystarczy juz tylko, aby zbidr (1) byt mierzalny dla liczb a wy-
miernych; w samej rzeczy, dla kazdej liczby rzeczywistej a moz-
na okreslio cigg monotoniczny, malejagcy liczb wymiernych {%g;
zdazajacy do a.  Wowczas:
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skoro za$ kazdy ze zbior6w, wystepujagcych pod znakiem 2, po
prawej stronie rownosci, jest mierzalny, zatem (8 4) mierzalna jest
rowniez ich suma, t. j. zbiér (1) dla dowolnej liczby a

Wynika dalej natychmiast z definicji funkcji mierzalnej, iz
kazda funkcja réwnowazna funkcji mierzalnej jest rowniez mie-
rzalna. W samej bowiem rzeczy, jeSli wartosci funkcji ulegng
modyfikacji w zbiorze hiiary zero, wowczas, dla kazdej liczby ay
zbior (1) zmieni sie rowniez tylko o zbior miary zero.

Zwigzki wreszcie:

pokazuja, iz dla funkcji mierzalnej f(x) i dowolnej liczby a (wzgl.
pary liczb a, b) zbiory, wystepujgce po lewych stronach row-
nosci (2), sa wszystkie mierzalne.

Udowodnimy teraz pare prostych twierdzen o funkcjach
mierzalnych, ktore pokazujg, iz mierzalnoSC jest wiasnoscia, za-
chowujacy sie przy elementarnych operacjach na funkcjach.

Twierdzenie 13 Dla kazdych dwu funkcji mierzalnych
g (x), h(x) zbiory

sg mierzalne.
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Dowdd. Twierdzenie wynika natychmiast ze wzorow:

Twierdzenie 14 Jesli f(x) jest funkcjg mierzalna, wow-
czas |f{x) |a jest rowniez funkcjg mierzalna.
Dowdd wynika ze wzoru:

ktory zachodzi dla kazdego a 0; dla a< 0 zbidr, stojacy po
lewej stronie rownosci, oznacza calg przestrzen, a wiec jest row-
niez mierzalny.

Twierdzenie 15 Kombinacja linjowa o statych spdtczyn-
c.ikcich oraz iloczyn dwu funkcji mierzalnych sg mierzalne.

Dowdd 1° Z wzorow:

ktore zachodza dla kazdej funkcji g (x) i dowolnych liczb a A, B
(44=0), wynika, iz, jesli g (x) jest funkcjg mierzalng, wowczas
mierzalna jest rowniez kazda funkcja Ag (x) + B.

2° JeSli mierzalne sg dwie funkcje g (x) i h(x), wowczas
mierzalno$¢ ich kombinacji linjowej Ag + Bh wynika — na pod-
stawie 1° oraz tw. 13 —ze wzoru:

ktory ma miejsce dla kazdego A > 0. Przypadek A < 0 rozstrzy-
ga sie analogicznie.
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3 Jesli funkcje g i h sg mierzalne, wowczas mierzalnos¢ ich
iloczynu wynika, na podstawie 2° i twierdzenia 14, z tozsamosci:

gh=-4\(g+hf-(g-hf]-‘)

Twierdzenie 16. Kresy-gorny supfn(a-) i dolny inffn(x)-
oraz granice-gorna lim supfn(a) i dolna I|m inf/m(x)- mqgu funkcji

mierzalnych fn(a) sg rownlez funkcjami mlerzalneml
Dowdd 1° Niech: F(x) =sup fn(x). Mierzalno$¢ funkcji F(x)
n

w przypadku, gdy wszystkie funkcje fn(x) sg mierzalne, wynika
Z rownosci:

Przez zmiang znaku otrzymujemy dowdd mierzalno$ci kresu
dolnego.

2° Niech: F,(*) = sup [frH (x), / w2(\V),
Wobweczas: lim supfn(x) = lim Fn(x) = inf Fn(x). Na zasadzie 1°

wynika juz stqd mierzalno$¢ funkcji I|m sup fn( )

Przez zmiane znaku funkcji fn{x) otrzymulemy mierzalno$¢
granicy dolnej.

W wielu zastosowaniach uzyteczne bedzie jeszcze nastepujace

Twierdzenie 17. Kazda funkcja mierzalna nieujemna jest
granicg monofonicznego niemalejgcego ciagu funkcji  mierzalnych,
nieujemnych, skonczonych i przyjmujacych tylko skoniczong liczbe
wartosci roznych.

Dowdd. Niech f{x) bedzie dowolng funkcjg mierzalng nie-
ujemng. Potézmy dla kazdej wartosci n naturalnej:

) Dowdd ten wymaga w przypadku, gdy g i h przyjmuja wartosci nie-
skonczone, drobnego uzupetnienia, ktére nie przedstawia trudnosci i ktére mo-
zemy pozostawi¢ czytelnikowi.
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Funkcje fn(x) tworzg widocznie cigg monotoniczny niemale-
jacy. Powiadamy, iz w kazdym punkcie:

W samej rzeczy, niech
Mamy wowczas dla kazdego

zatem:

Wobwczas, dla kazdego n,

Wszystkie powyzsze rozwazania zachowujg sie, rzecz prosta,
bez zmiany, jesli zamiast funkcji, okreSlonych w catej przestrzeni,
rozwazaé funkcje, okreslone tylko w jakim$ zbiorze mierzalnym,
np. na figurze elementarnej.

Funkcje ciggte, poitciagte.

§ 11. Niech f(x) oznacza funkcje punktu, okreSlong w calej
przestrzeni wzgt. tylko w jakim$ zbiorze Z tej przestrzeni.
Niech x bedzie dowolnym punktem, nalezacym do zakresu, w kto-
rym funkcja jest zdefinjowana. Oznaczmy przez K(x,r) kotol
0 srodku w punkcie a; i promieniu r> 0. Oznaczymy dalej przez
M{f, x, n, wzgl. m(/, a; 1), kres gorny, wzgl. dolny, wartosci, jakie
funkcja / przyjmuje w punktach potozonych wewnatrz kota K(xr).
Gdy r >0, liczby M (/, x, r), m(/, x, r) dazag monotonicznie do pew-
nych granic, ktére moga byC zresztg nieskonczone. Nazwiemy
granice te odp. maximum i minimum funkcji / w punkcie a;,
oznaczajagc je odp. przez M(f;x), m(/; X), — pomijajac zreszta
czesto znak /, jesli mowa bedzie o jednej ustalonej funkcji. Réz-
nice Ai(f; x) —m(f; x) oznacza¢ bedziemy przez O(f; X) i nazy-
waé oscylacja funkcji / w punkcie a;.

Widoczne jest, iz w kazdym punkcie a, w ktorym funkcja
jest okre$lona

) Przyjmujemy i tu terminologie ptaszczyzny, jakkolwiek rozwazania
tycza sie dowolnej przestrzeni.
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Jesli w jakims$ punkcie a
M(x)=f(x), wzgl. f(x) =m(x),

wowczas funkcja / nazywa sie w tym punkcie potciggta
z gory, wzgl. z dotu. Funkcja, ktora w jakim$ punkcie jest
potciagta z gory i z dotu jednocze$nie, nazywa sie ciggtg w tym
punkcie.

Funkcja, ktdéra jest poiciaglta z gory, wzgl. z dotu, wzgl.
ciggta, w kazdym punkcie zbioru, w ktérym jest okre$lona, nazywa
sie wprost potciggta z gory, wzgl. z dotu, wzgl. ciggta,
w tym zbiorze.

Zgodnie z tg definicjg funkcja ciggta moze przyjmowaé war-
tosci nieskonczone. Jednakze w dalszym ciggu tego wykiadu,
mowigc o funkcjach ciggtych na jakim$ zbiorze, bedziemy zwykle
zaktadali, iz funkcje te przyjmuja wszedzie w rozwazanym zbiorze
warto$ci wylgcznie skonczone.

Z definicji powyzszych wynika natychmiast, iz, jesli g(x) jest
funkcjg poitcigglty z gory (z dotu), wowczas funkcja —g(x) jest
potciagla z dotu (z gory); dalej, iz suma dwu funkcji potciagtych
z gory (z dotu) jest réwniez funkcjg poiciagta z gory (z dotu);
oczywiscie, aby umozliwi¢ dodawanie, musimy zatozy¢, iz w zad-
nym punkcie funkcje, ktoére dodajemy, nie osiggajg wartosci nie-
skonczonych réznych znakow.

Bedziemy mowili w dalszym ciagu, dla wiekszej prostoty
wystowienia, o funkcjach potciggtych, okreslonych w calej
przestrzeni; fatwo jednakze spostrzec, iz wszystkie rozwazania
tego 8 zachowujg sie bez zmian istotnych dla funkcji, okreSlonych
na dowolnych zbiorach domknietych.

Z uwagi tej skorzystamy w przysztosci, poniewaz — nieje-
dnokrotnie—bedzie sie miato do czynienia z funkcjami, okreslo-
nemi tylko na jakiej$ figurze elementarnej.

Twierdzenie 18 Na to, aby funkcja f(x) byla poiciggta
z gory (wzgl. z dotu), konieczne jest i wystarcza, aby, dla kazdej
liczby rzeczywistej a, zbior

@) E[f{x)>a\  (wzgl. E[f{x) < &)

byt domkniety.
Dowd6d. Wystarczy oczywiscie udowodni¢ twierdzenie nasze
tylko dla funkcji potciagtych z gory; przejscie do funkcji poicia-
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gtych z dotu uskutecznia sie natychmiast przez zmiane znaku
funkcji.

1°. Warunek jest konieczny. Niech f(x) bedzie funkcjg
potciagla z gory i niech x0 bedzie punktem skupienia zbioru
E[f{x) a]. Dla kazdego zatem r >0, kolo K ("O) zawiera
wewnatrz punkty zbioru E[f*>a\, a wiec: M(@0r) >-a i row-
niei: M (xQ a Poniewaz zaS M(x0 —f(x0, zatem f(x0Q”"a
i punkt x0 nalezy do rozwazanego zbioru (2), ktory jest tedy
domkniety.

2° Warunek jest wystarczajgcy. Niech x0 bedzie dowol-
nym punktem oraz €>0. Potozmy:

Ze wzgledu na warunek nasz, ktory — zaktadamy — jest spet-
niony, zbiér E (6) jest domkniety dla kazdego e poniewaz za$
nie zawiera oczywiscie punktu x0, przeto dla dostatecznie matego r
koto K(xQ r) jest roztgczne ze zbiorem E (). Mamy wtedy:

poniewaz za$ £ jest dowolng liczbg dodatnig, zatem:

co — ze wzgledu na (1) — daje:

W przypadku f(x0) = —=>druga czes¢ dowodu wymaga modyfikacji for-
malnej. We wzorze (3) nalezy podstawi¢ na miejsce f(x0-{- £ liczbe —n, gdzie n
jest dowolng liczbg naturalng. Otrzymamy wodwczas:

W przypadku /(.rQ = -|-°° réwnos$¢: M (xQ = f (jf0)= -|~ 00 jest oczywista
jako konsekwencja (1).

Whniosek. Kazda funkcja pdlciagta (a wiec, w szczegélnosci,
funkcja ciggta) jest mierzalna.

Istotnie bowiem, na zasadzie twierdzenia poprzedniego, zbiory
E[f{x) > a] sg dla kazdej funkcji pdicigglej z gory domkniete

a wiec mierzalne. Temsamem mierzalne sg zbiory
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ktore sg zbiorami Fa.

Pojecie pdtciggtosci wprowadzone zostato do Analizy przez R Baire’a
w jego Tezie doktorskiej (Ann. di Matematica, (3), t. 3. 1899). Ograniczylismy sie
tu tylko do wskazania tych wiasnosci funkcji poéitciagtych, ktoére uzyteczne
beda w dalszych zastosowaniach. Blizsze szczegéty o funkcjach potciggtych
i ich uogolnieniach znajdzie czytelnik w dzietach Hahna (R. F., rozdz. Il),
Hausdorffa (Af Il, rozdz. IX), Sierpinskiego (F. A, rozdz. II).

Badania lat ostatnich podkreslity role pojecia péitciagtosci réwniez i w tych
dziatach Analizy, ktore nie nalezg juz do wiasciwej teorji funkcji zmiennej
rzeczywistej, np. w rachunku warjacyjnym (por. L. Tone1li, Calcolo delle
Variazioni. 1921).

Twierdzenie Egoroff’a

8 12 Rozdziat ten zakonczy pare twierdzen, ktére — nale-
zac juz dzi$ do rezultatdbw Kklasycznych teorji — odegraty w ro-
zwoju, jej wazng role. Dwa pierwsze z tych twierdzen — twier-
dzenia Egoroffa i Luzina —zapoczatkowatly serje badan nad
budowa ogdlnej funkcji mierzalnej. Twierdzenie trzecie, ktore
zawdzieczamy F. Riesz’owi, stato sie podstawg zastosowar catki
Lebesgue’a do ogdlnej teorji rozwinie¢ ortogonalnych.

Metody dowodu trzech tych twierdzen znajdujg sie ze sobg
w widocznym zwigzku. Rozpoczniemy od udowodnienia twier-
dzenia Egoroffia

Lemmat. Jesli Qjest pewnym zbiorem mierzalnym, o mierze
skonczonej, i jesli {fn(a)} jest ciagiem funkcji mierzalnych i skonczo-
nych na Q zbieznym na tym zbiorze do pewnej funkcji mierzalnej
i skoriczonej f(x), wowczas dla kazdej pary liczb dodatnich e o
istnieje taka liczba N oraz taki zbior P o mierze mniejszej od r iz
nierownosc¢

zachodzi dla kazdego wskaznika n>N i kazdego punktu x e Q —P.
Dowod. Oznaczymy ogoélnie przez Qm zbior tych wszyst-
kich punktow x £ Q dla ktérych nierownos¢
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spetniona jest dla kazdej liczby n> m. Okre$lone w ten sposéb
mnogosci Qm sg mierzalne i tworzg cigg monotoniczny niemate*
jacy, mamy bowiem dla kazdego m

Nadto, z uwagi na zbiezno$¢ ciggu \fn(¥} do f(x) na catym
zbiorze Q mamy

«kad (8 5, tw. 8):

lub:

Ktadagc N —m0 i P = QW otrzymujemy zadang liczbe N i zgdang
mnogos¢ P.

Twierdzenie 19 (EgoroffaX). Jezeli Qjest dowolnym
zbiorem mierzalnym o mierze skoniczonej i {/,, (x)}jest ciagiem funkcji
mierzalnych i prawie wszedzie skonczonych na Q zbieznym prawie
wszedzie na tym zbiorze do pewnej funkcji mierzalnej i skonczonej
f (X), wéwczas, dla kazdej liczby e> 0, istnieje podzbiér domkniety F
zbioru Qtaki, iz funkcje /,, (a) sg zbiezne jednostajnie dof(x) na F oraz

Dowdd. Usuwajac ewent. ze zbioru Q zbiér miary zero,
zatozy¢ mozemy przedewszystkiem, iz funkcje fn(x) sa wszystkie
wszedzie skonczone i wszedzie na Q zbiezne do funkcji / (X).
W mysl tedy poprzedniego lemmatu bedziemy mogli dla kazdej

- -, - - - . - . E
liczby m ustali¢ taki zbiér Pm o mierze mniejszej od oraz
taki wskaznik Nm iz nierownosc:

b Egoroff, Comptes Rendus, t. 152, (1911), pp. 244 — 246.
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spetniona jest dla kazdego ti> Nmoraz kazdego punktu x € Q—Pm
Niech:

Bedziemy mieli:

Z uwagi na nierownos¢ (1), spetniong dla n> Nm we wszyst-
kich punktach zbioru Q (ZQ~ Pm ciag {fn(*%)} jest zbiezny jedno-
stajnie na Q do f(x). Oznaczajac tedy przez F podzbiér domkniety
(84, tw. 6) tego zbioru taki, iz

otrzymujemy zadany zbior domkniety, poniewaz, z uwagi na (2) i (3),

ciag zas {/«(-v)}, jako zbiezny jednostajnie na Q, jest tembardziej
jednostajnie zbiezny na zbiorze F Q.

Twierdzenie Luzina o funkcjach mierzalnych.

8 13. Niech Q bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym, ogra-
niczonym, w dowolnej przestrzeni euklidesowej, i f(x) dowolng
funkcja, okreslong w punktach tego zbioru. Bedziemy moéwili, iz
funkcja f (x) posiada na tym zbiorze wiasno$¢ (C), jesli dla kaz-
dej liczby e>0 istnieje zbiér domkniety H* Q taki, iz

funkcja za$ f(x) jest ciggta i skonczona wszedzie na F

Luzin udowodnit), iz wiasno$¢ (C) jest rownowazna mie-
rzalnosci funkcji f(x) na Q

Udowodnimy najpierw jedng cze$¢ tego twierdzenia w przy-
padku szczegllnym.

) Luzin, C /2, t. 154, (1912), p. 1689. Por. takze: Sierpinski, Sur
les fonctions mesurables, Fund. Math., t. 3, (1922), p. 320.



Lem mat. Jezeli funkcja f(x) okre$lona, skorczona i mierzalna
na pewnym zbiorze mierzalnym Q, o mierze skonczonej, przyjmuje
tylko skoriczong liczbe wartosci roznych, wéwczas posiada na Q wia-
snosc (C).

Dowdd. Niech lu 12 ... , L bedzie ciggiem wszystkich war-
tosci roznych, jakie f{x) przyjmuje na Q i niech Q bedzie mno-
goscig tych wszystkich punktow x £ Q w ktorych

f(x) =L.

Kazdy ze zbioréw Q jest mierzalny, istnieje tedy (8§ 4, tw. 6),
dla kazdej liczby e>0 i dla kazdej wartosci /=1, 2,..., n, taki
zbior domkniety R (f Q, iz

Niech:

Funkcja f{x), jako stata na kazdym ze zbioréw H, jest oczy-
wiscie ciggla na zbiorze F, poniewaz za$, z uwagi na (1),

przeto spetnia temsamem warunek (C).

Twierdzenie 20 (Luzina). Na to, aby funkcja f(x), okre-
$lona i skonczona wszedzie na pewnym zbiorze mierzalnym, ograni-
czonym Q byla mierzalna na tym zbiorze, potrzeba i wystarcza, aby
posiadata na Q witasnos¢ (C).

Dowdd. 1° Warunek jest wystarczajgcy. Niech,
dla kazdej liczby naturalnej n, Fnoznacza zbiér domkniety, zawarty
w Qi taki, iz funkcja f{x) jest ciggta na F,, a nadto

Zbidr taki istnieje zawsze jako, iz funkcja f(x) posiada wtasnosc (C).
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Mamy tedy

gdzie P jest pewnym zbiorem miary zero.

Niech teraz a bedzie dowolng liczbg rzeczywista; oznaczmy
ogolnie przez Qa), Fn(a), P(a) zbior tych punktow x €Q wzgl.
xzFn wzgl. xzP, w ktorych f(x)> a Wowczas, z uwagi na (2):

ale kazdy ze zbiorow Fn(a) jest mierzalny, poniewaz funkcja f(x)
jest ciagta, a wiec tembardziej (8 11) mierzalna, na kazdym ze
zbioréw F,, nadto, zbior P(a) (f P jest miary zero. Z (3) wynika
tedy, iz mierzalny jest roéwniez zbior Q(a), a wiec, iz funkcja
f(x) jest na Q mierzalna.

2> Warunek jest konieczny.

Niech / (.r) bedzie funkcjg mierzalng na Q

Istnieje wowczas (tw. 17, 8 10), zbiezny do f(x), cigg funkgcji
mierzalnych i skonczonych, {/«(*)}, z ktérych kazda przyjmuje
tylko skonczong liczbe wartosci roznych, a wiec — na mocy
lemmatu poprzedniego — spetnia warunek (C). Istnieje tedy,
dla kazdej liczby dodatniej e>0 i kazdego «>-1, zbioér Fn(Z Q
na ktorym funkcja fn(x) jest ciagta i taki przytein, iz

Wreszcie, w mysl twierdzenia Egoroffa (812), funkcje
fnE) dazg jednostajnie do/ (g) na pewnym zbiorze domknie-
tym FO takim, iz

Niech:

Na zbiorze F funkcja f (x) jest tedy granicg jednostajnie
zbieznego ciggu funkcji ciggtych, jest wiec réwniez ciagta na



§ 14 60

tym zbiorze. Poniewaz za$ zbior F jest widocznie domkniety
i —zuwagi na 4 i 5) —

przeto funkcja / (X) posiada na Q wiasnos¢ (C).

Zbieznos¢ asymptotyczna ciggéw funkcji.

8 14. Bedziemy moéwili, iz cigg funkcji mierzalnych {/« (*)},
okreslonych i skofAczonych na pewnym zbiorze mierzalnym Q
dazy na tym zbiorze asymptotycznie do pewnej
funkcji f(x), jesli dla kazdej liczby e>0 miara zbioru punktow
x €Q w ktorych

dazy do zera, gdi* n—*00. Bedziemy pisali wdwczas:

Definicje te mozemy podaé jeszcze w innej nieco formie,
uzywajac dogodnego w wielu przypadkach sposobu znakowania:
jesli W (a) oznacza, iz liczba a spetnia pewien warunek W, wowczas

oznacza¢ bedzie, iz zbiér punktéw x e Q w ktdrych / (x) warunku
W nie spetnia, jest miary mniejszej niz e. Mozemy wowczas po-
wiedzie€, iz cigg funkcji fn(x), mierzalnych i skofnczonych na Q
dazy asymptotycznie na tym zbiorze do f (x) wtedy i tylko wtedy,
jesli dla kazdej pary liczb dodatnich e 7 istnieje taka liczba N,
iz dla kazdego n> N:

tatwo zauwazy€, iz granica asymptotyczna jest jednoznacznie
okre$lona zawsze, jesli pomijaC zbiory miary zero; inn. stowy,
wszystkie funkcje, ktére sg jednoczesnie granicami asymptotycz-
nemi tego samego ciggu funkcji fn(x) na zbiorze Q sg sobie
rownowazne na tym zbiorze: w samej rzeczy, jeSli f (X) i @ sg
dwiema takiemi funkcjami i jesli e jest dowolng liczbg, wowczas
istnie¢ bedzie napewno liczba n taka, iz
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skad

poniewaz za$ e jest dowolng liczbg dodatnig, zatem / (X) = (9
prawie wszedzie na Q.

Podobnie dowodzimy fatwo, iz granica asymptotyczna posiada
rowniez i inne wiasnosci podstawowe granicy w sensie zwyktym,
np. iz suma i iloczyn dwu ciagéw funkcji mierzalnych, asympto-
tycznie zbieznych na jakim$ zbiorze, sg réwniez asymptotycznie
zbiezne na tym zbiorze, oraz iz ich granice asymptotyczne sg
odp. réwne sumie i iloczynowi granic ciggéw danych.

Z lemmatu 8 12 wynika bezposrednio, iz, jesli ciag funkcji
mierzalnych i skonczonych na zbiorze mierzalnym Q o mierze
skonczonej, jest zbiezny na tym zbiorze (w zwyklym sensie) do
pewnej funkcji skonczonej, wowczas jest temsamem zbiezny do
niej asymptotycznie. Twierdzenie odwrotne bytoby oczywiscie
fatszywe, jak wida¢ na przyktadzie nastepujgcym: oznaczmy dla
kazdej liczby naturalnej n, przez k (n) \ h(n) dwie liczby catko-
wite takie, iz

oraz

Niech teraz, dla kazdego n, fn(x) oznacza funkcje jednej

zmiennej rzeczywistej, réwng 0 w przedziale

i jednosci poza tym przedziatem. Widoczne jest wowczas, iz
funkcje fn(**) dazg asymptotycznie na catej osi x do funkcji
f (x) = 1 jakkolwiek tworzg cigg rozbiezny w znaczeniu zwyklem
w kazdym poszczeg6lnym punkcie.

Natomiast okaze sig, iz z kazdego, zbieznego asymptotycznie,
ciagu funkcji wyjag¢é mozna zawsze cigg prawie wszedzie zbiezny
w sensie zwyklym.

Twierdzenie F. Riesz’a.

§ 15. Twierdzenie, o ktérem wspomnieliSmy w § poprzednim,
udowodnimy w zwigzku z innem zagadnieniem.

Niech fn(x) bedzie ciggiem funkcji mierzalnych i skonczonych
na pewnym zbiorze Q bedziemy mowili, iz cigg ten spetnia
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asymptotycznie warunek Cauchy’ego, jesli, dla kazdej
liczby dodatniej e miara zbioru punktéw Q, w ktorych

dazy do zera, gdy n, m—%*co; inn. stowy, — jesli kazdej parze
liczb dodatnich € 4 odpowiada taka liczba N, iz

dla kazdej pary wskaznikow n, m> N.
Widoczne jest, iz warunek ten jest konieczny na to, aby
ciag {fn(a)} byt zbiezny asymptotycznie. W samej rzeczy, jesli

woéwczas, dla kazdej pary liczb e A> 0 okresli¢, mozna taka liczbe
N, iz dla n> N:

Jedli tedy jest jednocze$nie m> N i n> N, wdwczas, obok
(2), zachodzi réwniez zwigzek

ktory, dodany do (2), daje ().

Udowodnimy, iz — analogicznie, jak w dziedzinie -ciagow
liczbowych—rozwazany przez nas warunek jest nietylko konieczny,
ale — zarazem — i dostateczny. W tym celu udowodnimy
uprzednio nastepujacy

Lem mat. Jesli ciag {fn(x)} funkcji mierzalnych i skonczo-
nych na pewnym zbiorze Q spetnia na tym zbiorze asymptotycznie
warunek Cauchy®go, wéwczas istnieje taki cigg wskaznikow
Ni < N2< ... <Nk<—, it cigg funkcji {fyk(*} jest w zbiorze Q
zbiezny asymptotycznie, a zarazem prawie wszedzie zbiezny.
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Dowdd. Mozemy kazde] liczbie naturalnej k przyporzad-
kowac taka liczbe A iz dla dowolnej pary wskaznikow n,m>NKk:

mozemy zatozyC przytem oczywiscie, iz liczby AA tworzg ciag
rosnacy.

Oznaczajac przeto przez pk zbidr tych wszystkich punktéw a;
zbioru Q w ktorych .

bedziemy mieli:

Kiadac tedy:

bedziemy mieli:

Niech teraz x0 bedzie dowolnym punktem zbioru Q—R.
Poniewaz

istnieje zatem taka warto$¢ kO wskaznika k, dla ktorej

skad, z uwagi na (3) i definicje zbioréw Rk, Pk, wynika, iz nierdwnos¢
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spetniona jest dla kazdego k " k G; stad jednak otrzymujemy na-
tychmiast zbiezno$¢ szeregu

ktéra réwnowazna jest zbieznosci ciggu fjvk (xOr
Cigg fNk(X) jest tedy zbiezny we wszystkich punktach zbioru
Q—R, a wiec —ze wzgledu na (4) —prawie wszedzie w Q
Oznaczajgc teraz przez f(x) granice ciggu funkcji fxk(x)
(w tych punktach, w ktorych granica ta istnieje), mamy dla
kazdego kK,

w kazdym punkcie x z Q—Rk, a wiec, z uwagi na (4),

skad wynika, iz ciag {fxk(jQ} dazy rowniez i asymptotycznie do
funkcji f(x) na zbiorze Q

Twierdzenie 21 (F. Riesz’a). 1° Na to, aby ciag
funkcji {fn(x)}, mierzalnych i skoriczonych na pewnym zbiorze mie-
rzalnym Q byt asymptotycznie zbiezny na tym zbiorze, konieczne
jest i wystarcza, aby cigg ten spelniat asymptotycznie warunek
Cauc hygo.

o 2° Jezeli cigg funkcji fn(x) jest asymptotycznie zbiezny na
zbiorze Q wowczas wyjac zen mozna cigg {fxk(x)} zbiezny prawie
wszedzie na Q

Dowdéd. Konieczno$¢ warunku sformutowanego w pierw-
szej czesci twierdzenia zostata juz udowodniona na poczatku tego
§ pozostaje tedy udowodnic, iz warunek ten jest rowniez dosta-
teczny.

Niech tedy ciag {/«(X)} spetnia asymptotycznie na Q waru-
nek Cauchy’ego. Na zasadzie lemmatu poprzedniego istnieje
rosngcy cigg wskaznikow Nk taki, iz ciag funkcji fijvk(X) jest
zbiezny asymptotycznie na Q Oznaczymy przez f (x) funkcje,
ktéra jest na Q granica asymptotyczng tego ciggu wyjetego,
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I pokazemy, iz jest ona zarazem granicg asymptotyczng ciggu
danego.
Niech w tym celu ¢ 7 bedg dwiema dowolnemi liczbami

dodatniemi. Niech A*0bedzie liczbg taka, iz nierdbwno$¢ n> NK,
pocigga za soba

Poniewaz wszakze cigg f#k(x), dgzy sam asymptotycznie do
funkcji f(x), przeto zatozy¢ mozna, iz liczba Nk, jest obrana
jednocze$nie w ten sposob, iz

Dodajac te nierébwno$¢ do (5), otrzymujemy dla kazdego
n> Nk

skad wynika, iz
Cze$¢ druga naszego twierdzenia jest —z uwagi na udowo-

dniong juz cze$¢ pierwsza—tylko innem sformutowaniem poprze-
dniego lemmatu.



ROZDZIAL III.

Funkcje o wahaniu skonczonem.

Pochodne funkcji przedziatu.

8 1 Rozwazania tego rozdziatu poswiecone bedg zagadnie-
niom elementarnym rézniczkowalnosci funkcji o wahaniu skonczo-
nem. Wsrod twierdzen, ktére podamy, naczelne miejsce zajmowac
bedzie twierdzenie Lebesgue’a o rozniczkowalnosci prawie
wszedzie funkcji o wahaniu skonczonem; znajdowac sie z niem
bedg w Scistym zwigzku, i inne twierdzenia, — i to zaréwno ze
wzgledu na swa tres¢, jak i na metode dowodu. Nalezy przytem
zauwazy¢, iz wiekszo$C twierdzen tego rozdziatu zawdzieczamy
rowniez Lebesgue’owi.

Jesdli F(R) jest dowolng funkcjg figury elementarnej, wowczas
przez jej pochodng gdrna, wzgl. dolng, w punkcie a rozu-
F(K)

|

mie¢ bedziemy granice gorna, wzgl. dolng, wyrazenia 4, gdzie

K oznacza dowolny kwadrat, zawierajacy punkt x, o polu daZa-
cem do zera. Pochodne te oznacza¢ sie bedzie odp. przez

W przypadku, gdy

wspdlna warto$¢ tych dwu liczb nazywa sie pochodng ozna-
czong lub wprost krotko pochodng funkcji w punkcie w Po-
chodng te oznacza¢ bedziemy przez F'(X).

Gdy funkcja F(R) posiada w jakim$ punkcie x pochodng
oznaczong i skonczong, wowczas mowiC sie bedzie, iz jest
w tym punkcie rozniczkowalna.
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Dla funkcji przedziatu linjowego, opr6cz wymienionych juz
powyzej pochodnych, definjuje sie jeszcze cztery inne pochodne,
zwane pochodne mi Dini’ego.

NazywaC bedziemy prawostronng gorng (wzgl. pra-
wostronng dolng) pochodng Dini’ego funkcji F(/) prze-
dziatu / na linji prostej, w punkcie x, granice gérng (wzgl. dolng)

ilorazu “A" | gdzie / oznacza przedziat, ktérego lewy kraniec usta-

lony jest w punkcie x i ktérego dtugos¢ dazy do zera; dwie te
pochodne oznacza¢ bedziemy odp. symbolami

Zupetnie analogicznie definjuje sie dwie pozostate pochodne
jednostronne, ktore nazywaC sie bedg odp. gdérng i dolng
lewostronng pochodng Dini’ego 1 oznaczane beda odp.
przez

Wreszcie, prawostronng (wzgl. lewostronng) liczba
pochodng posSrednig funkcji F (/) w punkcie X nazywaé
bedziemy kazdg liczbe X dla ktorej istnieje taki ciag zdazajacych
do zera przedziatow /,, o lewym (wzgl. prawym) krancu ustalo-
nym w punkcie a;, iz

Zauwazmy, iz, jesli funkcja F(/) jest addytywna, wdwczas
jej pochodna gdrna (dolna) jest réwna wiekszej (mniejszej)
z posréd jej dwu pochodnych goérnych (dolnych) Dini’ego.

Ustalone wyzej definicje pochodnych funkcji przedziatu lin-
jowego przenoszg sie, rzecz prosta, bezposrednio na funkcje jed-
nej zmiennej rzeczywistej.

8 2. Rozpoczniemy rozwazania tego rozdziatu od udowo-
dnienia pewnego o0golnego twierdzenia, Ktore rozstrzyga sprawe
mierzalnosci pochodnych dowolnej funkcji figury elementarnej,
niekoniecznie nawet addytywnej.

Twierdzenie |1). Obydwie pochodne — gdrna i dolna —
dowolnej funkcji figury elementarnej sg mierzalne.

* Banach, Fund. Math., t. 6, (1924), p. 174
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Dowdd. Niech F(R) bedzie dowolng funkcjg figury ele-
mentarnej R. Udowodnimy mierzalno$¢ jej pochodnej gornej F(x).
Niech w tym celu a oznacza dowolng liczbe i n, m niech beda
dwiema dowolnemi liczbami naturalnemi. Przyjmiemy nastepujace

oznaczenia:

Niech (8nm oznacza rodzine wszystkich kwadratow K
0 $rednicy < o dla ktérych:

Widoczne jest, iz dla kazdej pary liczb n, m rodzina Qnm
pokrywa zbior AN w sensie Vitali’ego (p. rozdz. Il, § 8). Na
zasadzie tedy twierdzenia V itali’ego istnieje cigg przeliczalny
kwadratow rodziny 6«,«, pokrywajacy prawie caty zbiér A,.
Oznaczajac tedy przez OfNM sume kwadratéw tego ciggu, mamy

gdzie Tn,m oznacza pewien zbior miary zero. Niech teraz:

Mamy oczywiscie:
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Z drugiej strony, zbiory S\M sg wszystkie zbiorami F§ sa wiec
mierzalne; ze wzgledu tedy na wyrazenia (3), mierzalny jest row-
niez zhior o

Ze wzoru (2), poniewaz zachodzi dla dowolnego m, mamy:

Odwrotnie, jesli jaki$ punkt x nalezy do Sn wowczas, dla
kazdej liczby naturalnej m, istnieje zawierajgcy go kwadrat rodziny

O, zatem F{x)'*>a-\- Fya wiec X e Bn. Mamy tedy:

Stad oraz z (5) otrzymujemy na zasadzie (3):

a wiec, z uwagi na (4):

Zbior A rdzni sie tedy od zbioru mierzalnego S o zbiér miary
zero, jest wiec rowniez mierzalny; skoro za$ zbior (1) jest mierzalny
dla kazdej wartosci a, przeto mierzalna jest temsamem funkcja F(x).

Twierdzenie Lebesgue’a

83. Poprzedzimy twierdzenie Lebesgue’a o rdzniczko-
walnosci funkcji o wahaniu skofnczonem pewnym lemmatem, ktory
uzyteczny bedzie i w wielu innych jeszcze rozwazaniach.

Lemm.at 1 Jesli F(R) jest fiinkjg addytywng nieujemng
i jesli w kazdym punkcie x zbioru F (jj RO

wowczas:

Dowdd. Mozemy zatozy¢, nie zwezajac ogolnosci twierdze-
nia, iz zbiér E miesci sie catkowicie wewnatrz poniewaz
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przez ew. usuniecie zen punktow, znajdujgcych sie na brzegu /20,
zmniejszamy go tylko o zbiér miary zero.

Oznaczmy przez (rodzine kwadratow K, zawartych wewnatrz
/01 takich, iz

(2) F{K)>a\K\.

Rodzina @ pokrywa oczywiscie zbior E w sensie V itali’ego,
istnieje tedy (rozdz. Il, 8 8 wniosek), dla kazdego ?]>0, ukfad
skonczony roztgcznych kwadratéw tej rodziny (Ku K2 ee. , Kp)
taki, iz

Poniewaz za$ funkcja F(R) jest monotoniczna, niemalejaca,
przeto z (2) i (3) otrzymujemy:

1 jest dowolng liczbg dodatnig, przeto wynika stad natychmiast
juz nieréwnos¢ (2).

Lemmat 2 Jesli F(R) jest funkcjg addytywng monotoniczng
nieujemna, wowczas prawie wszedzie
%) F(x)<-\- co.

Dowdd. Woystarczy oczywiscie udowodnié, iz nierdwnos¢ (4)
ma miejsce prawie wszedzie, w kazdym kwadracie. Niech KObedzie
tedy dowolnym kwadratem i niech:

E:IXE x) =+ X e Ka.

Na zasadzie leinmatu poprzedniego mamy dla kazdej liczby
naturalnej n:
F(K,)>n\E\,

skad oczywiscie jJE =0.

Twierdzenie 2 (Lebesgue’a). Kazda funkcja addytywm,
o wahaniu skonficzonem, F(R) jest prawie wszedzie rézniczkowalia.
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Dowdd. Poniewaz — wedlug twierdzenia Jordana —
kazda funkcja o wahaniu skonczonem jest roznicg dwu funkcji
monofonicznych, nieujemnych, przeto zatozy¢ mozemy odrazu, iz
funkcja F(R) jest stale nieujemna.

Niech w tym celu

i zatozmy, iz

Niech dla dowolnej pary liczb naturalnych m, n:

Mamy oczywiscie:

Z (5) wynika tedy, ze istnieje jedna przynajmniej para liczb
(mQ n0), dla ktorej:

Zbior E,X,0moze by¢ nieograniczony; zawiera jednak napewno
pewien podzbiér ograniczonyl), A, ktéry jest roéwniez miary
zewnetrznej > 0.

Oznaczmy przez O rodzine wszystkich kwadratow K takich, iz

Z uwagi na (6), rodzina O pokrywa mnogo$¢ A w sensie
Vitali’ego; istnieje tedy (I, 8 8, wniosek), dla kazdej liczby
Y> 0, skonczony uktad kwadratow rozigcznych rodziny Q,
(Kif K>, , KP taki, iz

") Poniewaz kazda mnogo$¢ moze byé przedstawiona jako suma ciggu
przeliczalnego mnogosci ograniczonych.



oraz.

Kladac teraz:

otrzymujemy z (8) i (9):

Z drugiej strony, na zasadzie lemmatu 1, otrzymujemy
z (6) i (10):

Stad jednak i z (11):

co dla 7->0 daje, z uwagi na |A|> 0, widoczng sprzecznos¢.

Nierownos¢ (5) jest zatem sprzeczna. Funkcja F(R) posiada,
tedy prawie wszedzie pochodng oznaczong. Skonczonos$¢ pra-
wie wszedzie tej pochodnej, a wiec rdzniczkowalno$¢ prawie
wszedzie funkcji F(R), jest z kolei bezposrednig konsekwencija
lemmatu poprzedniego.

Twierdzenie powyzsze podane bylo poraz pierwszy przez Lebesguea
(L. 1.) dla funkcji jednej zmiennej rzeczywistej, pozniej za$ (1910) uogélnione na
funkcje addytywne w przestrzeni dowolnego wymiaru. Na szerszg klase funkcji,
anizeli funkcje addytywne, uogélnit je Banach {Fund. Math., t. 4, (1924), p. 177).
Dowdd, ktéry podalismy w tekscie, przenosi sie, bez zmian istotnych, réwniez
i na twierdzenie Banacha. Por. takze inne uogdlnienia: Fund. Math., t. 10,
(1027), p. 211

8 4. Twierdzenie Lebesgue’a o rézniczkowalnosci funk-
cji o wahaniu skonczonem uzupetnimy jeszcze dla funkcji bez-
wzglednie ciggtych twierdzeniem nastepujgcem:
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Twierdzenie 3. Na to, aby funkcja addytywna bezwzgle-
dnie ciggta F(R) byla stale niedodatnia (wzgl. nieujemna), konieczne
jest i wystarcza, aby w prawie kazdym punkcie

@) F(x)< O (wzgl. F'(X) > 0).

Dowdd. Konieczno$¢ wymienionego w twierdzeniu
warunku jest widoczna, pozostaje udowodnic¢ tylko jego wystar-
czalnosc.

Niech w tym celu R bedzie dowolng figurg elementarna,
E zbiorem tych wszystkich punktéw XeR, w ktorych funkcja F
jest rézniczkowalna i spetnia (1). Zaktadamy, iz

\R\ = \E\.

Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig. Poniewaz F jest
funkcjg bezwzglednie ciggta, przeto istnieje taka liczba 1, iz

@ R R oraz |R'| 1 pocigga za sobg \F(Rj\<t.

Oznaczmy teraz przez O rodzing wszystkich kwadratow K
zawartych w R, dla ktoérych

©) F(K)<s\R\.
Rodzina Or pokrywa widocznie zfoior E w sensie V itali’ego.

Na zasadzie tedy twierdzenia V itali’ego, istnieje skonczony
uktad kwadratéw roztgcznych rodziny Qr, (Kx ... , Kn), takich, iz:

skad:

Stad, oraz z (2) i (3), otrzymujemy:



Poniewaz za$ s jest dowolng liczbg 0, zatem
F(R) <0.

Natychmiastowym wnioskiem z udowodnionego twierdzenia
jest

Twierdzenie 3 his. Na to, aby funkcja addytywna bez-
wzglednie ciggta byla tozsamosciowo zerem, konieczne jest i wystar-
cza, aby pochodna jej znikata prawie wszedzie.

Twierdzenie to wyraza, iz funkcja bezwzglednie ciggta jest
okre$lona przez wartosci swej pochodnej, dane prawie wszedzie.
Uogdlnienie tego twierdzenia na dowolne funkcje o wahaniu skon-
czonem bytoby oczywiscie falszywe.

Ciggi monotoniczne funkcji addytywnych.

8 5 Twierdzenie 4. Jezeli {Fn{R)} jest ciggiem monoto-
tonicznym funkcji addytywnych prawie wszedzie rézniczkowalnych,
zbieznym do pewnej funkcji F(R), wowczas funkcja F(R) jest row-
niez prawie wszedzie rozniczkowalna i prawie wszedzie

F' &) = lim Fri (x).

Dowdd. Mozemy zatozyC, iz cigg Fn jest monotoniczny
niemalejgey t. j. iz na kazdej figurze R

® Fn(R)<CFn+L(R) <F(R).
Niech:
%) ¥nR) = F(R)-Fn(R).

Z uwagi na (1) oraz na F(R) = UmF,(R), mamy:

3 (R) >- ;> 0, dla kazdego n,
oraz
@ lip Wh@) = 0.

Funkcje (R), jako monotoniczne (co wynika z (3)), sg na
zasadzie twierdzenia 2 wszystkie rozniczkowalne prawie wszedzie.
Pochodne tych funkcji, w kazdym punkcie, w ktérym istniejg, —
a wiec prawie wszedzie, — tworzg cigg monotoniczny nierosngcy
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liczb nieujemnych, mamy bowiem w kazdym takim punkcie na

zasadzie (3):

Prawie wszedzie zatem istnieje granica ciggu tych pochodnych

Udowodnimy o niej, iz znika prawie wszedzie.
Oznaczmy w tym celu, przez E zbior tych punktéw, w kto-
rych granica (5) jest dodatnia, przez Ep zaS mnogos¢ tych punktéw,

w ktorych granica ta jest > F Mamy oczywiscie
Zatozmy, iz
istnieje tedy, ze wzgledu na (6), liczba naturalna pO taka, iz

Zbior Ep. moze by¢ oczywiscie nieograniczony; posiada je-
dnak napewno podzbiér ograniczony A, ktory jest rowniez miary
zewnetrznej dodatniej. Niech K bedzie dowolnym kwadratem,
zawierajacym A. Mamy dla kazdego n, w kazdym punkcie x e A:

zatem, na zasadzie lemmatu 1 (§ 2),
a wiec réwniez:

co sprzeczne jest widocznie z (4).
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Zatozenie (7) prowadzi tedy do sprzecznosci, skad wynika,
iz prawie wszedzie "W \PY (x) = 0.

Stad za$, z uwagi na (2), wynika juz bezposrednio Zzadane
twierdzenie.

W dziedzinie funkcji zmiennej rzeczywistej, z twierdzenia, ktore
udowodniliSmy, wynika nastepujgce twierdzenie Fubini’ego
jesli szereg

jest szeregiem zbieznym funkcji monotonicznych niematejgcych,
wowczas szereg ten jest rozniczkowalny prawie wszedzie wyraz za
wyrazem, t. j. prawie wszedzie

Dowdd. Niech F(R), wzgl. Hn{R), oznaczajg funkcje addy-
tywne figury elementarnej odpowiadajgce (por. rozdz. I, § 14)
funkeji f(x), wzgl. hn(x). Poniewaz funkcje hn(x) sa monofoniczne
niemalejace, przeto na kazdej figurze elementarnej R

Niech dalej:

Funkcje Fk(R) sg z uwagi na (9) monofoniczne (a wiec pra-
wie wszedzie rdzniczkowalne) i tworzg nadto cigg monofoniczny.
Na mocy tedy udowodnionego twierdzenia, prawie wszedzie:

co, dla funkcji f(x), hn(x), rownowazne jest zwigzkowi (8).

9 Rend. Acc. Linc., (5), t. 24, (1915), p. 204.
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Punkty gestosci zbioru.

§ 6. Niech E oznacza dowolny zbior przestrzeni. Nazwiemy
funkcjg miary zewnetrznej tego zbioru, i oznaczymy
przez funkcje réwna na kazdej figurze elementarnej R
liczbie |[E XR].

Z twierdzenia 10 (C) rozdz. Il (8 7), wynika, iz funkcja miary
zewnetrznej dowolnego zbioru jest funkcjg addytywng. Nadto,
nierdwnos¢:

@) O<ATE(?) = |/?XT|<|/?]

pokazuje, iz funkcja miary zewnetrznej jest funkcjg bezwzglednie
ciagla, stale nieujemng. Mamy dalej, jak wynika z (1), w kazdym
punkcie x:

0< Me(x)< ME(X) < 1,

przyczem — z uwagi na twierdzenie Lebesgue’a — pochodna
Mel(x) prawie wszedzie istnieje.

Liczby Me(x) i ME(x) nazywa¢ sie bedg odp. g6rng i dolng
gestoScig zewnetrzng zbioru E w punkcie x, w przy-
padku zas, gdy Me (x) = ME(X), wprost—gestos$cig ze-
wnetrzng zbioru E w punkcie a.

W przypadku, gdy mnogo$¢ E jest linjowa i rozwazana na
linji prostej (w przestrzeni 97), odpowiadajgca jej funkcja miary
zewnetrznej Me(R) jest funkcjg addytywng figury elementarnej
na linji prostej i (8 1) rozwazac mozemy w kazdym punkcie &
cztery jej liczby pochodne Dini’ego M+ (a), ME(x), M~ (x), M~ (x),
ktore nazywac sie bedg odp. prawostronng—gorng i dolng—
oraz lewostronng —gdérng i dolng — gestos$ciag ze-
wnetrzng zbioru E w punkcie x.

Punkty, w ktérych ME(x) istnieje i

Me (&) =1, wzgl. =0,
f
nazywaC sie bedg punktami gestosci zewnetrznej, wzgl
rozrzedzenia zewnetrznego, zbioru.
Jesli zbior E jest mierzalny, wyraz ,,zewnetrzny* we
wszystkich wyzej ustalonych terminach bedzie opuszczony.
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Dla zbiorow mierzalnych E miedzy funkcjami miary zbioru
i miary jego uzupetnienia zachodzi zwigzek:

skad —w kazdym punkcie a;—

a wiec —prawie wszedzie —

Zwigzek ten w twierdzeniu 5bis sprecyzujemy jeszcze do-
ktadniej.

Twierdzenie 5 (Lebesgue’a o punktach gestosci zbio-
ru). Prawie kazdy punkt zbioru jest punktem jego gestosci zewnetrznej.

Dowdd. 1° Twierdzenie jest niemal oczywiste dla zbioru
otwartego G. Istotnie, jesli x e G wowczas, x e K pocigga zawsze,
dla dostatecznie matego kwadratu K, KCZG, a wiec Mg(K) — /CX G\
—\K\ stagd: Mo (x) = 1 w kazdym punkcie x z G

2° Niech, z kolei H bedzie dowolnym zbiorem Gy Mozemy
wiec potozyc

gdzie {G,} jest ciggiem zstepujgcym zbiorow otwartych.
Oznaczajac tedy przez Mn(R) funkcje miary zbioru Gn mamy
z (3), na zasadzie tw. 8 (2°) rozdz. Il (8§ 5):

przyczem funkcje Mn(R) tworzg cigg nierosnacy.
Z twierdzenia 4 (85) wynika tedy, prawie wszedzie,

poniewaz za$, na zasadzie 1°, dla kazdego x £H (jj Gh mamy
Mn (*) = 1, zatem

prawie wszedzie w H.
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3® Niech wreszcie E bedzie dowolnym zbiorem. Istnieje
wowczas (I, §7, tw. 11) pewien zbior Gy H, zawierajacy zbior
E i posiadajgcy z nim wspdlng funkcje miary zewnetrznej. Ze
wzgledu wiec na 1°

Me' (x) = Mh'(x) =1

prawie wszedzie w H, a wiec temsamem w E (ff H.

Dla zbiorow mierzalnych udowodnione twierdzenie ujaé
mozna jeszcze w taka forme, bardziej nieco doktadna:

Twierdzenie is. Jezeli zbior E jest mierzalny, wowczas
prawie kazdy punkt x UE jest jego punktem gestosci, prawie kazdy
zas$ punkt x ¢ CE jest jego punktem rozrzedzenia.

Twierdzenie to jest natychmiastowg konsekwencjg twierdze-
nia poprzedniego oraz rownosci (2).

Luzin {Teza, p. 17) w taki oto, pogladowy sposob wyjasnia sens twier-
dzenia Lebesgue’a o gestosci zbioréw mierzalnych: ,,Spotykamy sie tu z inte-
resujgca okolicznoscia, iz zaden zbiér mierzalny M miary & (O< [ < 1), nie moze
byé — z geometrycznego punktu widzenia — rozmieszczony jednorodnie na odcinku
(0,2). Istotnie, dla kazdego takiego zbioru, istnieje — na mocy cytowanego twier-
dzenia — przynajmniej jeden punkt gestosci i jeden przynajmniej punki rozrze-
dzenia B2 Wnosimy stad, iz na odcinku (0,1) istnieja dwa roztgczne odcinki 8, o2
0 réwnych dhlugosciach, przyczem jeden z nich obfituje wyraznie w punkty zhioru II,
drugi za§ — przeciwnie — jest w punkty tego zbioru ubogi. Zaden zatem zbior
mierzalny, miary réznej od O i 1, nie moze pokrywa¢ jednorodnie odcinka (0,1),
1 kazdy taki zbior jest niejako rozmieszczony niejednorodnie, skupienia mi,
w pewnych miejscach odcinka nadmiernie sie zageszczajac, w innych znéw — zbyt
sie rozrzedzajac".

O budowie zbioréw linjowych por. réwniez Knopp {Math. Ann., t 95,
(1926), pp. 409 —426).

Funkcje osobliwe.

8§ 7. Twierdzenie 6. Na to, aby funkcja addytywna F(R)
0 wahaniu skonficzonem byla osobliwa, konieczne jest i wystarcza,
aby pochodna jej byla prawie wszedzie rowna zeru.

Dowdd. 1° Warunek jest wystarczajacy. Niech
istotnie F(R) bedzie funkcjg addytywng o wahaniu skonczonem
taka, iz prawie wszedzie

1)



i niech RO bedzie dowolng figurg elementarng. Oznaczmy, dla
dowolnie obranej liczby e>0, przez C rodzine wszystkich kwa-
dratdow K, zawartych w RQ, dla ktérych

(2

Rodzina (5, z uwagi na (1), pokrywa, w sensie V itali’ego,
prawie catg® figure RGO istnieje tedy ukiad skoriczonej liczby
roztgcznych kwadratow tej rodziny (Ku K2 mm, Kp) takich, iz

Kladac teraz: bedziemy mieli,

z uwagi na ostatnig nierownos¢,

a z uwagi na (2)

Funkcja F(R) spetnia tedy udowodniony w rozdz. | (§ 13,
tw. 5 (/4)), warunek dostateczny (i konieczny zarazem) na to, aby
funkcja byta osobliwa.

2° Warunek, podany w twierdzeniu, jest ko-
nieczny.

Niech, w samej rzeczy, F(R) bedzie funkcjg osobliwa. Ponie-
waz kazda funkcja osobliwa jest sumg dwu funkcji osobliwych
monofonicznych (mianowicie swych wahan, por. rozdz. |, § 13, tw. 4),
przeto mozemy odrazu zatozyC, iz funkcja F(R) jest monofonicz-
na nieujemna.

J t j. z pominieciem ew. zbioru miary zero, obejmujacego te punkty /70,
w ktorych (1) nie ma miejsca.
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Niech teraz

®)
Zatbzmy, iz
(4)
Poniewaz M — Mn, przeto istnieje liczba naturalna nQ dla

ktorej

Oznaczmy przez A dowolny podzbidr ograniczony zbioru M,Q
0 mierze zewnetrznej roznej od zera, i przez K dowolny kwadrat,
zawierajacy A.

Niech R bedzie dowolng figurg elementarng taka, iz

Mamy wowczas na zasadzie lemmatu 1 (83), z uwagi na (3):

a Wiec:

Zwigzek (5) pocigga zatem za sobg zawsze (6), a wiec

(gdzie E(F;K) jest-odchyleniem, i S(F;K) —funkcjg osobliwosci
funkcji F na K), co jednak oznacza, iz funkcja F nie jest osobliwa.
Nierownos$¢ (4) prowadzi tedy do sprzecznosci.
Zatem: \M|= 0 i pochodna F (x) prawie wszedzie znika.
Zauwazmy, iz z udowodnionego twierdzenia wynika rowniez twierdzenie

5-bis (86), poniewaz funkcja bezwzglednie ciggta jest wtedy i tylko wtedy
osobliwa, gdy znika tozsamosciowo.
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*§ 8%, Podamy w tym 8§ pewng ogdlng metode konstrukcji
funkcji osobliwych przedziatu linjowego, lub — co jest rowno-
wazne — jednej zmiennej rzeczywistej.

1° Niech P bedzie dowolnym zbiorem doskonatym, nigdzie-
niegestym zawartym w przedziale (a b); przedziatem przyle-
gtym do zbioru P nazywa¢ bedziemy kazdy przedziat, ktérego
krance naleza do P i ktory nie zawiera wewnatrz punktéw zbioru P.
Oznaczajgc przez m i n odp. lewy i prawy kres mnogosci P,
nazywac bedziemy przedziaty (a m) i (n, b) (ktore moga sie zre-
sztg redukowaC do punktu, jesli a=m, lub n=b) przedziatami
pét-przylegtemi do P w przedziale (a, b).

Kazdemu zbiorowi doskonatemu, nigdzieniegestemu P w prze-
dziale {a, b) mozna przyporzadkowaC funkcje to(x), spetniajaca
warunki nastepujace:

a) jest ciaggta i niemalejgca w catym przedziale (a b);
@ =0, () —1;

B jest stata w kazdym przedziale przylegtym lub
przylegtym do P,

y) nie jest stata w zadnym przedziale, zawierajgcym we-
wnatrz punkty zbioru P.

Istnienie takich funkcji (ktére noszg nazwe funkcji monofo-
nicznych o wszedziegestym zbiorze przedziatéw sta-
tosci) wynika natychmiast z rozwazania nastepujacego:

przedziaty przylegte do P tworzg pewien zbidr uporzadko-
wany linjowo, wszedziegesty, nie posiadajacy pierwszego, ani
ostatniego elementu; na mocy tedy znanego twierdzenia teorji
mnogoscid, mozna ustali¢ jedno -jednoznaczng odpowiedniosé
miedzy liczbami wymiernemi u (O<tf<l) a zbiorem przedziatow
przylegtych, w ten sposob, iz, jesSli ux «, sg dwiema liczbami wy-
miernemi i Q<ux<u2<\, woéwczas przedziat odpowiadajacy licz-
bie ux znajduje sie na lewo od przedziatu, przyporzadkowanego
liczbie u2

OkresSlamy teraz funkcje (&), jako réwng w kazdym prze-
dziale przylegtym do P tej liczbie wymiernej, ktora danemu prze-
dziatowi odpowiada, w przedziatach za$ po6t-przylegtych kiadziemy

% W 8§ tym, korzystamy z paru terminéw (zbiér nigdzieniegesty,
zbior Cantora), ktére nie byly omawiane w rozdz. I; czytelnik znajdzie nie-
zbedne wyjasnienia w podrecznikach Sierpinskiego (F O. lub Wstep).

2 Por. np. Sierpinski: L. P, p. 150, lub Wstep, p. 54.

pot-



odp. w(x) = 0 (w przedziale lewym) oraz to(x) = 1 (w przedziale
prawym). Wreszcie, w punktach zbioru P, ktore nie nalezg do
zadnego z przedziatdw przylegtych, ani pot-przylegtych, okreslamy
funkcje t(x) w ten sposob, aby ciagtos¢ jej byta zachowana;
widoczne jest, iz w kazdym takim punkcie nalezy nada¢ funkcji
warto$¢ rowng kresowi gornemu wszystkich tych liczb wymier-
nych, ktore przyporzadkowane sg przedziatom przylegtym, znaj-
dujagcym sie na lewo od rozwazanego punktu.

Funkcja to(a) okreSlona jest w ten sposdb w catym prze-
dziale (a b), i widoczne jest, iz spetnia wszystkie trzy warunki
@Ry g . .

2° Jezeli dany zbior doskonaty P jest miary zero,
woéwczas odpowiadajgca mu funkcja to(a)), ktéra spetnia warunki
(a, P<T), jest funkcjg osobliwg wedlug Lebesgue’a W samej
rzeczy: kazdy punkt przedziatu (a, b), nie nalezacy do P, znajduje
sie wewnatrz jednego z przedziatdbw statosci funkcji (),
a wiec pochodna to'(a) w kazdym takim punkcie jest rowna zeru.
Skoro tedy |P| = 0, przeto, na mocy twierdzenia 6 (8§ 7), funkcja
to(a) jest funkcjg osobliwgl).

Konstrukcja zbiorow doskonatych o mierze zero nie przed-
stawia, jak wiadomo, zadnych trudnosci?; rozwazania powyzsze
daja tedy ogo6lng metode budowania pewnych funkcji osobli-
wych, monofonicznych i ciggtych (nie redukujgcych sie do statej).'
Struktura funkcji, ktére metoda powyzsza pozwala otrzymac,
jest przytem b. prosta. Z tego tez powodu Vitali, zajmujac sie
0g6lng budowg funkcji osobliwych, wyrdznia z posrdéd ogdtu
wszystkich funkcji osobliwych klase tych funkcji, ktore spetniajg
w stosunku do zbiorow doskonatych P o0 mierze zero, warunki
(@, P Y);, funkcje te obejmuje nazwa funkcji osobliwych ele-
mentarnych (scarto elementare)3.

3 Metoda, podana powyzej, pozwala budowac funkcje oso-
bliwe, ciagle, nie redukujace sie do statej w calym przedziale

9 Opieramy sie tu na wylozonej w tym rozdziale teorji rdézniczkowal-
nosci. Moznaby jednak tatwo nada¢ rozwazaniom tego § charakter bardziej
jeszcze elementarny, nawigzujac je bezposrednio do definicji funkcji osobliwej
podanej w rozdz. I

2 Najprostszym przyktadem takiego zbioru jest klasyczny zbiér Can-
tora, przy pomocy ktérego Lebesgue zbudowat pierwszy przykiad funkcji
monofonicznej osobliwej, niebedacej stata.

3 Vitali, Rend. Circ. Matem. Palermo, t. 46, (1922), p. 388.



84 § 8

(& b); funkcje wszakze, przy pomocy jej otrzymane, posiadaja
zawsze pewne przedziaty statosci, a nawet — jako funkcje ele-
mentarne — posiadajg wszedziegeste zbiory takich przedziatw.

Przez czesto stosowane w analizie t. zw. ,,zageszczenie
zbioréw osobliwos$¢ i“ mozna jednak podaC tatwo o0gdlng
metode konstrukcji funkcji ciagtych, osobliwych i rosngcych
w kazdym przedziale X.

Niech ~ kn bedzie dowolnym szeregiem liczbowym bez-

wzglednie zbieznym, i {w,(X)} dowolnym ciggiem funkcji osobli-
wych elementarnych; szereg

jest wowczas zbiezny (poniewaz dla kazdego n:0<lLun(x) 1),
I przedstawia pewng funkcje osobliwa. Istotnie, mozemy .zatozyc,
iz spbtczynniki kn wyrazow szeregu (1) s wszystkie nieujemne,
poniewaz szereg o spotczynnikach kn o znakach réznych, mozna
przedstawi¢ zawsze jako réznice dwu szeregow, réwniez zbiez-
nych, o spdtczynnikach dodatnich. Zaktadajgc zas, iz kn sg licz-
bami dodatniemi, stwierdzamy natychmiast, iz &(g), jako suma
szeregu funkcji monofonicznych niemalejacych, jest rowniez funk-
cja niemalejgca; z drugiej strony, na mocy twierdzenia Fubi-
ni’ego (8 5), mamy prawie wszedzie:

P(a) jest tedy funkcjg osobliwa.
Jesli teraz oznaczymy przez rn dtugosS¢ najwiekszego z prze-
dziatéw statosci funkcji  (x) i zatozymy, iz

J Przykfady takich funkcji podawane byty wielokrotnie; por. np. Den-
joy, Journ. des Math., (1915); Sierpinski, Giorn. di Matematiche, t. 54,
(1916); Hahn, R. F, p. 533; Rajchman, Fund. Math., t. 2, (1921), p. 50.
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wowczas, dla kazdych dwu punktow c<d przedzialu (a, b),
istnie¢ bedzie taka wartos¢ m, iz rm< d —c, a wiec, z uwagi na
warunki (a) i (y): d(d)> iom(c). Jesli tedy zatozymy, iz wszyst-
kie spotczynniki kn sg dodatnie, wowczas:

fi(d- fi(©> (d\-Um(c)> 0;

funkcja Q(x), przy ustalonych w stosunku do #,1  zatozeniach,
bedzie tedy nietylko osobliwa, ale réwniez rosngca (wasci-
wie) w kazdym przedziale.

Funkcje ta, (*), spetniajgce warunek (2), mozna zresztg efe-
ktywnie ustali¢, jesli dana jest jakakolwiek elementarna funkcja
osobliwa w(X); funkcje t(x), okre$long np. w przedziale (0,1),
mozna rozszerzy¢ przedewszystkiem na calg prostg, kladac

) (X 1) = to (x)f L.
Funkcje to, (a:) = to (NX) speiniajg woOwczas widocznie waru-
@

nek (2) i funkcja &(x) = knto(tix), o spotczynnikach kn do-
n=l
datnich i tworzacych szereg zbiezny, posiada oczywiscie zadane
wiasnosci.
Mozna réwniez pokaza¢ *), iz, odwrotnie, kazda funkcja oso-
bliwa w przedziale (a b) daje sie przedstawi¢ w postaci sumy
szeregu

\ C+ knan(x),
n—+

gdzie  (x) sg elementarnemi funkcjami osobliwemi w tym prze-
dziale, za§ C oraz kn statemi spdtczynnikami, ktérych szereg jest
zbiezny bezwzglednie.

Latwo jest wreszcie podaC przyktad funkcji ciaglej, ktéra
posiada wprawdzie prawie wszedzie pochodng rowng zeru, lecz
nie jest funkcja o wahaniu skonczonem, a wiec nie jest funkcja
osobliwa.

Istotnie, jesli y(x) oznacza dowolng funkcje ciggta o waha-

niu nieskoficzonem w przedziale (0,1) (np. @(x) —x sin X—), zas

) Vitali, 1c
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m(x) jest dowolng funkcjg osobliwg elementarng w przedziale
(@ b), wéwczas funkcja ztozona [w(a)] spetnia zgdane warunki;
dowod nie przedstawia trudnosci.

Zauwazymy przytem, iz mozna zbudowaé przykiad funkcji,
posiadajgcej pochodng réwng prawie wszedzie zeru, a nie beda-
cej osobliwg w zadnym przedziale.

*Krzywe prostowalne.

8 9. Uzupetnimy wyniki, wytozone w tym rozdziale, naj-
prostszemu ich zastosowaniami do teorji krzywych prostowalnych.
Nazywa¢ bedziemy krzywa, okreSlong w przedziale (a, b),
kzzzdy ukiad dwu funkcji ¥
u i, .
X =X (t),
© (a< t< h).
y = V()

Zmienna t nazywa sie parametrem krzywej C o0 punkcie
X{t)\i{t)\ ptaszczyzny (a*t"Cb) mowic sie bedzie, iz lezy na
krzywej C odpowiadajgc wartosSci t jej parame-
tru; mozliwe jest oczywiscie, iz jeden punkt odpowiada wielu —
a nawet nieskonczenie wielu — wartosciom parametru. Punkt
krzywej C odpowiadajacy wartosci t parametru, oznacza¢ sie be-
dzie —dla skrdécenia —przez p (C;t).

Niech /= (a, p) bedzie dowolnym przedziatem. Nazwiemy
tancuchem miedzy krancami a, @tego przedziatu kazdy cigg

* = (to, tIf.. ., tn) taki, iz

«=t< < ..<MWh=p

W przypadku, gdy przedziat (a, 3) zawarty jest w prze-
dziale (a, b), w ktorym okre$lona jest krzywa C, kazdemu tancu-
chowi T=(a=t0tu...,tn= [3 przyporzadkowa¢ mozemy liczbe
(,,dtugos¢ wielokgta wpisanego w krzywa G odpo-
wiadajgcego tancuchowi r warto$ci parametru*):

1) Ogdlnie, w przestrzeni n-wymiarowej, krzywa jest ukladem n funkcji
xi=xi(t) @~ t-~b;i=12,..., n). Wszystkie rozumowania tego § prze-
nosza sie oczywiscie, bez zmian, na krzywe, rozwazane w dowolnej prze-
strzeni euklidesowej. Zauwazymy, iz krzywe, ktére tu rozwazamy moga by¢
nieciggte (tj. nieciagte mogg by¢ funkcje x (), y (t), przez ktore krzywe
sg okreslone).
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gdzie pi=p(Cti) (/=0,1...,n), zaS Pei-i. p) oznacza—jak
zwykle — odlegto$¢ punktéw pi-\, pi- Gorny kres wszystkich,
okreslonych w ten sposob, liczb A (C; « —gdzie « jest dowolnym
fancuchem miedzy punktami a, @—nazywa sie dtugoscig tuku
krzywej C w przedziale /= (a S 1 oznacza sie przez
LQ ,» lub L (c; D).

W przypadku, gdy liczba L (C; /) jest skonczona, krzywa C
nazywa sie prostowalna w przedziale /.

Z definicji tej wynika natychmiast, iz dla kazdego prze-
dziatu (a, ® w ktéorym krzywa C jest okre$lona,

(,,dhugos¢ tuku krzywej jest niemniejsza od diugosci odpowiadajgcej
jej cieciwy™).

Mamy dalej, dla kazdych trzech punktow a< B< 7 prze-
dziatu, w ktérym krzywa C jest okreSlona, i kazdych dwu fan-
cuchow T  miedzy odp. punktami a ¢ oraz P, 7:

lub, zastepujac wyrazenia, stojgce po lewej stronie tej nierdw-
nosci, przez ich kresy gorne,

Z drugiej strony, niech n= (@ =1tQ tlt...,tn=y) bedzie do-
wolnym tafcuchem miedzy punktami a, 7, i niech h bedzie taka
liczbg naturalng, iz

oznaczajac tedy odp. przez rJ, iZ' fancuchy (a= tQtu...,th1, P
i (P th ..., tn=7), bedziemy mieli

* Opuszczamy tu, jak réwniez we wzorach dalszych, symbol C rozwa-
zanej krzywej w znakach L (C;a,”, p (C; a) i t. p., co oczywiscie nie moze tu
prowadzi¢ do nieporozumienia.
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a wiec rowniez

co, tagcznie z (1), daje réwnosc

dla kazdych trzech punktow a <P<Y -

Twierdzenie 7. 1 Na to, aby krzywa C x =x (t), y =y(t),
okreSlona w przedziale /0= (g, b), byta w tym przedziale prosto-
walna, konieczna jest i wystarcza, aby obydwie funkcje x (t),y (t)
byly o wahaniu skorczonem w /0.

2. Jesli krzywa C jest prostowalna w przedziale /, = g, b),
wowczas prostowalna jest réwniez w kazdym przedziale | »
i dhugos¢ jej, L (C; 1), jest funkcjg addytywng nieujemng prze-
dziatu 1C /,; na t>> uby funkcja ta byta ponadto funkcjg bezwzgle-
dnie ciggta przedziatu I, konieczne jest i wystarcza, aby bezwzgle-
dnie ciggte byly obydwie funkcje x (1), y (t).

Dowdd. Niech | —(a, p) bedzie dowolnym przedziatem za-
wartym w {a, b). Dla kazdego tancucha x Z4(a=tQtu...,th=P
miedzy punktami a, B mamy

a wiec, z jednej strony

z drugiej za$
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Oznaczajac tedy przez Wx(!) oraz W2(/) odp. wahania funk-
cji x(t), y(t) w przedziale /, otrzymujemy nierownos¢

dla kazdego tancucha %miedzy krancami przedziatu /; stad wresz-
cie, zastepujac liczby A (z) przez ich kres gérny L (/)

co uzasadnia w szczegdlnosci pierwsza czeSC naszego twierdzenia.

Jesli krzywa C jest prostowalna w /Q wowczas jak wynika
ze zwigzku (2) —prostowalna jest zarazem w kazdym przedziale
| CA), dhugos¢ zas$ jej, 1 (/), jest funkcjg addytywng (oczywiscie—
monotoniczng, nieujemng) przedziatu /. Nierdwnos$¢ (3) pokazuje
wowczas, iz funkcja ta jest wtedy i tylko wtedy ciggta bezwzgle-
dnie, gdy bezwzglednie ciggte sa wahania Wx(/) i W2(/), a wiec
(I, 8 13 tw. 3) wtedy i tylko wtedy, gdy ciggte bezwzglednie sg
obydwie funkcje x (t), y (t).

Udowodniona jest w ten sposob rowniez i druga cze$¢ na-
szego twierdzenia.

Pierwsza cze$¢ powyzszego twierdzenia udowodniona zostata jeszcze
przez Jordan a. Z czesSci drugieji skorzystamy w rozdz. nastepnjm w celu
wyrazenia dtugosci krzywej przez caitke oznaczona.

Twierdzenie 8 Jesli krzywa C x = x (t), y =y (t), jest
prostowalna w przedziale /0={(a, b), wéwczas w prawie kazdym
punkcie t tego przedziatu

Dowod. Zauwazmy prz.edewszystkiem, iz, skoro krzywa C
jest prostowalna, przeto—z uwagi na twierdzenie poprzednie
oraz tw. Lebesguea (83)— wszystkie trzy funkcje x(t),y(t),
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L (/) sa prawie wszedzie rozniczkowatne w przedziale (a, b).
Pokazemy najpierw, iz prawie wszedzie

Mamy, w samej rzeczy, dla kazdego przedziatu (/, t -\-h)
\a< /<t+ h< b\,

dzielagc obydwie strony tej nierdwnosci przez h i przechodzac do
granicy dla h—*0, otrzymujemy w kazdym punkcie t rozniczko-
walnosci wszystkich trzech funkcji x(t),y(t), | (/) —a wiec pra-
wie wszedzie w (a, b) —zadany zwigzek (5).

Oznaczmy z kolei przez Q mnogos¢ tych wszystkich punk-
tow t, w ktorych istniejg pochodne x' (/), y' (t), L (t) i spelniaja
nierdbwnos¢

oraz — przez (k dla kazdej liczby naturalnej k, mnogos¢ tych
wszystkich punktow t e Q dla ktérych nieréwnosci

pociagaja za sobg, dla kazdego przedziatu (a, 3, zawartego
w (a, b), nierbwnosc¢

lub, co jest réwnowazne, nierbwno$c¢

Mamy wowczas, jak fatwo zauwazyc,
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Niech k bedzie teraz dowolng liczbg naturalng i £ dowolng
liczbg dodatnig. Istnieje taki tancuch %—(@=tQtu.. ., th=h)
miedzy punktami (a, b), iz

a wiec

Mozemy zatozyC przytem, iz dtugosci wszystkich przedzia-
Yow (ti—, ti) s3 mniejsze od %' .

Dla kazdego przedziatu (ti—h ti) mamy zawsze

oznaczajac tedy przez ~  sumowanie rozciggnigte na te tylko

i
wartosci wskaznika i, dla ktorych odpowiednie przedziaty ("-i, ti)
zawierajg punkty zbioru Qk, bedziemy mieli, z uwagi na (6) i (9),

) W samej bowiem rzeczy, jesliby diugosci niektérych z tych przedzia-
tow nie byly mniejsze od 7>W(’)WCZ&S mogliby$my uzupetni¢ tancuch n skon-
czong liczbg punktow, tak, aby w otrzymanym w ten sposéb nowym tancu-

1
chu 1 odleglosé kazdych dwu Jkolejnych punktéw byta juz napewno od —

mniejsza.
Bedziemy mieli wowczas A (u") A (u), a wiec fancuch n' spetniaé bedzie
réwniez nieréwnos¢ (8), jesli podstawimy go w niej zamiast fancucha re
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skad, poniewaz e jest dowolng liczbg dodatnia,

dla kazdej liczby naturalnej k, a wiec réwniez, na mocy (7),

Mamy tedy prawie wszedzie

co, tacznie z (5), daje —prawie wszedzie —zgdang rownos¢ (4).



ROZDZIAL V.

Catka Lebesgue’a

(definicja opisowa).

Funkcje sumowalne.

§ 1. Niech f{x) bedzie dowolng funkcjg punktu w prze-
strzeni Bedziemy mowili, iz funkcja ta jest catkowalna
w sensie Lebesgue’a catkowalna (£), lub — krétko —
sumowalna, jesli jest prawie wszedzie pochodng jakiej$ funkcji
addytywnej 1 bezwzglednie ciggtej F (R) figury elementarnej;
piszemy wowczas

i funkcja F(R) nazywa sie catka (w sensie Lebesgue’a)
funkcji f(x).

Punkt zmienny & przestrzeni 9in okreSlamy czesto przez n
jego spotrzednych (xt,x2 ... ,xn) i, stosownie do tego, funkcje/ (i9—
przez | (xlfx3 ..., xn), catke za$ jej — przez symbol catki
wielokrotnej:

wskazujacy explicite na wymiar przestrzeni, w ktorej funkcja /
i jej catka sg rozwazane.

Zauwazymy, iz definicje powyzsze moga byC¢ natychmiast
zrelatywizowane dla funkcji /, okre$lonych — zamiast w calej
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przestrzeni — tylko prawie wszedzie na pewnej figurze elemen-
tarnej RO. Mozna tedy moéwi¢ o funkcji sumowalnej na pewnej
figurze elementarnej RO®; jej catka jest wowczas pewng funkcja
addytywng i bezwzglednie ciggtg figury elementarnej Rd RO

Niekiedy odréznia sie catke nieoznaczong Lebesgue’a od
catki oznaczonej Lebesgue’a rozumiejgc przez catke aieoznaczong
okreslong wyzej funkcje addytywng i bezwzglednie ciaglg F {R), przez calki
oznaczone natomiast — warto$ci tej funkcji na indywidualnych figurach
elementarnych.

W przypadku, jesli f (x) jest funkcja sumowalng jednej zmiennej rzeczy-
wistej, catka jej jest funkcja figury elementarnej na linji prostej; catce tej
odpowiada wowczas, z dokiadnoscia do dowolnej statej addytywnej, pewna
funkcja bezwzglednie ciagta zmiennej rzeczywistej F (x) (I, §14), ktérg nazy-
wamy roéwniez catkg nieoznaczona Lebesgue’a funkcji f(x).

§ 2. Z definicji catki Lebesgue’a oraz rozwazan rozdzia-
tow poprzednich wynikajg natychmiast nastepujgce elementarne
wiasnosci funkcji sumowalnych.

Twierdzenie 1 Kazda funkcja sumowalna posiada dokta-
dnie jedng catke.

Jezeli z dwu funkcji réownowaznych jedna jest sumowalna,
wowczas jest sumowalna réwniez i druga, i catki tych dwu funkcji
sg identyczne; odwrotnie, jesli dwie funkcje sg sumowalne i majg
catki identyczne, woéwczas sg réwnowazne.

Pierwsza cze$¢ twierdzenia jest konsekwencjg tw. 3bis rozdz.
poprzedniego (8 4). Druga — wynika natychmiast z samej juz
definicji catki. Z definicji tej wynika takze bezposrednio

Twierdzenie 2 Kombinacja linjowa o statych spétczynni-
kach A+ Bf2 dwu funkcji sumowalnych fu f2jest réwniez sumo-
walna, przyczem

na kazdej figurze elementarnej R.

Twierdzenie 3. Jesli funkcja sumowalna f(x) jest prawie
wszedzie nieujemna (wzgl. niedodatnia), wowczas catka jej jest row-

) O uogodlnieniu definicji catki na funkcje okreslone na dowolnych
zbiorach mierzalnych — p. rozdz. nastepny.
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niez stale nieujemna (wzgl. niedodatnia). Ogolniej, jesli dwie funk-
cje sumowalne fx /2 spetniajg prawie wszedzie nieréwnos¢ fy<;/2
wowczas na kazdej figurze elementarnej R

Twierdzenie to jest natychmiastowg konsekwencjg tw. 2
oraz tw. 3 rozdz. poprzedniego (8 4).

Twierdzenie 4. Jedli funkcja sumowalna f{x) jest nieujemna
prawie wszedzie na pewnej figurze elementarnej RO j/ (X) dx =0,

wowczas funkcja f(x) znika prawie wszedzie w RO

Dowdd. Z uwagi na twierdzenie poprzednie, catka funkcji
f(x) jest nieujemna na wszystkich figurach R RO; poniewaz
za$ znika na RO, przeto znika zarazem na kazdej figurze R(jfRO.
Funkcja f(x), ktora jest prawie wszedzie pochodng swej cakki,
znika tedy réwniez prawie wszedzie w RO.

Twierdzenie 5 Kazda funkcja sumowalna jest mierzalna
i prawie wszedzie skoriczona.

Twierdzenie to wynika bezpo$rednio z tw. 1 rozdziatu po-
przedniego (§ 2).

Twierdzenie 6. Jesli {fn(x)} jest ciggiem prawie wsze-
dzie niemalejgcym funkcji sumowalnych na pewnej figurze elementar-

nej RO jesli cigg catek jfndx jest ograniczony z gory, wowczas

Ro
funkcja f(x) = Iirr]nfn(.*) jest réwniez sumowalna na RQ i

ciag monotoniczny (tw. 3), ograniczony z zatozenia na R0, awiec i na
kazdej figurze R (z "o> dagza zatem do pewnej granicy skonczonej
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F(R), ktdra jest rowniez pewna funkcjg addytywng. Powiadamy,
iz funkcja ta jest bezwzglednie ciggta na RO. Istotnie, oznaczajc,
jak zwykle (por. rozdz. I, § 12), przez E(F;R), E(Fn;R) odchy-
lenia bezwzgledne odp. funkcji E Fn, mamy, z uwagi na bez-
wzgledng ciggtos¢ funkcji Fn,

_ F(Fn;R0Q =0,
a wiec:
E(E; RO < E(Fn;RO+ E(F-Fn;R0) < F(RO - Fn(RO.
Poniewaz zas$:
@ Iirp Fn(RO = F(RO,

zatem E(F; RO = 0 i funkcja F(R) jest bezwzglednie ciggta na RQ.
W mysl tedy definicji catki

€)) F(R) = F'(x) dx, dla kazdego R(ZROQ
u

Z drugiej strony, na zasadzie twierdzenia o rdzniczkowal-
nosci ciggdbw monotonicznych (lll, 8§ 5 tw. 4), prawie wszedzie

F (9= limPFi() = limfn() =f (4

Wzor (3) oznacza wiec sumowalno$¢ funkcji f{x), w zesta-
wieniu za$ ze wzorem (2) daje zwiazek (1).

Twierdzenie powyzsze nosi czesto nazwe twierdzenia Lebesguea
o catkowaniu wyraz za wyrazem monotonicznych ciggéw funkcji. Twierdzenie to
wyroznia w sposob istotny catke Lebesgue’a od catki Riemanna, dla
ktorej analogiczne twierdzenie bytoby fatszywe: mozna tatwo podaé przyktad
monotonicznego ciggu funkcji catkowalnych w sensie Rieman.na, wspélnie
ograniczonych, ktérych granica nie jest jednak bynajmniej w sensie Rieman-
na catkowalna.

Lebesgue, przypisujac stusznie doniosta wage temu twierdzeniu,
umiescit je (w cokolwiek innej formie niz ta, ktérg podaliSmy wyzej w tekscie)
wérod pewnikow swej aksjomatycznej definicji catki (L. /., 1, rozdz. V).

Twierdzenie 7. Pochodna funkcji o wahaniu skonczonem
jest sumowalna.

Kazda funkcja o wahaniu skonczonem jest sumg dwu funkcji,
z ktorych jedna jest calka jej pochodnej, druga zas — jej funkcja
osobliwosci.
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Dowdd. Niech F(R) bedzie dowolng funkcja o wahaniu
skonczonem, S(R)—jej funkcjg osobliwosci. Mamy (I, § 13, tw. 9):

4 F(R) = W(R) + S(R),

gdzie 'F(R) jest pewng funkcjg bezwzglednie ciggta. Zatem,
w prawie kazdym punkcie &

poniewaz funkcja S(R), jako osobliwa, posiada prawie wszedzie
pochodng rowng zeru (lll, 8 7, tw. 6). Mamy wiec z (4) i (5):

na kazdej figurze elementarnej R.

Funkcja charakterystyczna zbioru.

8 3. Nazywamy funkcjg charakterystyczng dowol-
nego zbioru Z w przestrzeni 9% funkcje réwng jednosci w punk-
tach zbioru Z oraz zeru poza tym zbiorem®. Funkcje te ozna-
cza¢ bedziemy zwykle symbolem ez (X), gdzie a; o0znacza punkt
zmienny przestrzeni.

Widoczne jest, iz funkcja charakterystyczna sumy skonczo-
nego lub przeliczalnego ciggu zbioréw roztgcznych jest sumg funk-
cji charakterystycznych tych zbioréw. Podobniez, jesli {Z,} jest
ciggiem monotonicznym (wstepujacym lub zstepujacym) zbiordw,
1 Z= Iign Zn, wowczas réwniez

Twierdzenie 8 1° Funkcja charakterystyczna dowolnego
zbioru mierzalnego jest sumowalna i catka jej jest funkcjg miary
tego zbioru.

2> Na to, aby funkcja charakterystyczna zbioru byta sumo-
walna, konieczne jest i wystarcza, aby zbidr ten byt mierzalny.

) De la Vallee-Poussin (Trans. Am. Math. Soc. 1915; réwniez
I L, p. 7).
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Dowdd. Pierwsza cze$¢ twierdzenia jest tylko innem sfor-
mutowaniem twierdzenia Lebesgue’a o punktaeh gestosci zbio-
row mierzalnych (Ill, 8§ 6, tw. 5 bis). DostatecznoS¢ warunku,
wypowiedzianego w czesci drugiej twierdzenia, zawiera sie oczy-
wiscie w czeSci pierwszej, konieczno$¢ — wynika natychmiast
z tw. 5 § poprzedniego.

Pierwszg cze$¢ udowodnionego twierdzenia mozemy jeszcze
wyrazi¢ w postaci ogoélniejszej.

Twierdzenie 8bis. Jesli funkcja mierzalna i skonczona f(x)
przyjmuje skofczong tylko liczbe wartosci réznych f, 12 ... , In kazdg
z nich odp. w zbiorze ZhZ2 ... ,Zn wbwczas funkcja f(x) jest
sumowalna oraz

gdzie MIf oznaczajg odp. funkcje miary zbioréw Zx
Z2 ... .,7Zn

Dowdd. Twierdzenie wynika natychmiast z twierdzenia 8
oraz z twierdzenia 2 § poprzedniego, poniewaz funkcja f{x) jest
w przypadku rozwazanym kombinacjg linjowg funkcji charaktery-
stycznych odp. zbioréw ZIf Z2 ... , Z,, o spoétczynnikach rownych
I 12 ..., Ine

Twierdzenie 9. Jezeli funkcja addytywna F(R) jest catkg
funkcji f(x), wowczas w kazdym punkcie x0 w ktérym funkcja f
jest potciggta z gory (wzgl. z dotu)

W szczegolnosci, w kazdym punkcie, w ktérym funkcja f(x)
jest ciggla, catka jej F(R) ma pochodng oznaczong, réwng wartosci
funkcji f.

Dowdd. Niech f{x) bedzie funkcjg poitciaggta z gory (Il
8 11) w pewnym punkcie x0 i niech e bedzie dowolng liczbg do-
datnig. Jesli K jest jakimkolwiek, byle dostatecznie matym, kwa-
dratem zawierajagcym x0 wowczas, dla x e K bedzie / (x) / (xQ fe
Zatem (tw. tw. 3, 8):

a wiec réwniez



Poniewaz £ jest dowolng liczbg dodatnia, przeto otrzymujemy
stad nieréwnosc (1).

Jesli funkcja f (x) jest cigglta w punkcie xQ t. zn.—pdiciggta
z obydwu stron jednoczesnie, wdwczas, na zasadzie poprzednie-
go: F(xOQ<f(;x0 <F(x0, a wiec F (x0 = F(x0 = F(x0 =f(x0,
co byto do dowiedzenia.

Sumowalnos$¢ bezwzgledna funkcji.

§ 4. Niech f(x) bedzie dowolng funkcjg punktu. Przypo-
rzadkujemy jej dwie funkcje, ktore nazywac bedziemy odp. cze-
§cig nieujemna/(jc) i czeScig niedodatnig f(x) funkcji
f(x); definjujemy je w sposGb nastepujacy:

Miedzy funkcjg /, jej wartoscig bezwzgledng oraz funkcjami
[, 1 zachodza nastepujace oczywiste zwigzki:

skad:

Twierdzenie 10. Jesli funkcja f(x) jest mierzalna i jesli
prawie wszedzie

gdzie y(x) jest funkcjg sumowalng, woéwczas f{x) jest rowniez
funkcjg sumowalna.

Dowdéd. Poniewaz—jak wskazuje (1)—kazda funkcja mie-
rzalna jest roznica dwu funkcji mierzalnych nieujemnych, ktore—
jesli/ spetnia zwigzek (2) —rowniez spetniajg ten zwigzek, przeto
mozemy odrazu zatozyC, iz funkcja f(x) sama jest nieujemna.

Istnieje zatem (I1,*§ 10, tw. 17) cigg monotoniczny niemale-
jacy funkcji mierzalnych /,,, z ktorych kazda przyjmuje tylko
skonczong liczbe wartosci roznych, i ktore dazg wszedzie do
funkcji /.
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Mamy tedy z uwagi na (2), dla kazdego n, prawie wszedzie

ale, na zasadzie twierdzenia 8§ poprzedniego, kazda z funkcji /,, (X)
jest sumowalna, a wiec z uwagi na tw. 3 (8 2), na kazdej figu-
rze /?,

Z twierdzenia Lebesgue’a o catkowaniu ciggbw monoto-
nicznych funkcji (8 2, tw. 6) wynika tedy, iz sumowalna jest row-
niez funkcja granictzna f{x) = IirEnfn(x).

W szczegolnosci z udowodnionego twierdzenia wynika, iz
kazda funkcja mierzalna ograniczona jest sumowalna, t. j. iz dla
funkcji ograniczonych warunki mierzalnosci i sumowat-
nosci sg rownowazne. Wynika zen réwniez natychmiast,
iz iloczyn funkcji sumowalnej przez funkcje mierzalng, ogra-
niczong na jakiej$ figurze elementarnej, jest na tej figurze sumo-
walny.

Twierdzenie 11 Jedli funkcja f(x) jest sumowalna oraz

> MK ~ S

wzgledna oraz obydwie czesci, niedodatnia i nieujemna, funkcji f,
przyczem:

gdzie W, W, W oznaczajg odp. wahania funkcji F.

Dowdéd. Mamy istotnie w kazdym punkcie x, w ktéorym po-
chodna W'(x) istnieje oraz f(x) =F'(X):

Nierownos¢ powyzsza zachodzi tedy prawie wszedzie. Ponie-
waz zaS W(R) jest, wraz z F(f?) (I, 8 13 tw. 3), funkcjg bez-
wzglednie ciggty, przeto, na mocy twierdzenia poprzedniego oraz



— 101 — § 4

tw. 3 (8 2), funkcja f*(x) jest sumowalna i na kazdej figurze ele-
mentarnej RO

Z drugiej strony, niech R bedzie dowolng figurg elemen-
tarng, zawartg w RO Poniewaz stale:

przeto:

Stad za$, zwazywszy, iz W (RO jest kresem gornym war-
tosci F (R) dla R (Z Ro, otrzymujemy:

co —Ww zestawieniu z (3) — daje réwnosé:

Analogicznie (wzgl. przez zmiane znaku funkcji /) dowodzi
sie rownosci:

Z odjecia tej réwnosci od (4), otrzymuje sie bezposrednio
juz zwigzek

Twierdzenie poprzednie mozemy jeszcze w pewnym stopniu rozszerzy¢
na dowolne funkcje addytywne o wahaniu skoriczonem.
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Twierdzenie 11bis. Jesli F(R) jest funkcjg addytywng o wahaniu skon-
czonem i W(R), W(R), W (R) oznaczaja odp. jej wahania, wéwczas w prawie
kazdym punkcie x

Dowdéd. Z uwagi na twierdzenie o rozktadzie kanonicznym funkcji
o0 wahaniu skonczonem (I, § 13)

gdzie &>(R) jest pewna funkcjg bezwzglednie ciggla, za$ 5 (R) pewng funkcjag
osobliwg. Pochodna funkcji S (/?) znika zatem prawie wszedzie (lll, § 7, tw. 6),
a wiec prawie wszedzie:

Z drugiej strony, oznaczajac odp. przez Wj (R), W2(R) wahania bezwzgle-
dne funkcji < (R) i S (R), otrzymujemy z (6)

a wiec — prawie wszedzie —

Ale funkcja W2(/?), jako wahanie bezwzgledne funkcji osobliwej, jest
rowniez (I, § 13, tw. 4) funkcja osobliwg, a wiec pochodna jej znika prawie
wszedzie; zwigzek (8) daje tedy prawie wszedzie

lub, ze wzgledu na twierdzenie poprzednie oraz (7),

Udowodniony jest w ten spos6b pierwszy ze zwigzkéw (5); pozostate
wynikajg zenn natychmiast, z uwagi na réwnosci:

z ktorych dwie gorne sg rownowazne rozkladowi kanonicznemu Jordana
(I, § 10) funkcji o wahaniu skonczonem, dolne za$ sa bezposrednig konsekwen*
cja definicji czesci nieujemnej i niedodatniej funkcji punktu.

Twierdzenie ,,0 catkowaniu przez czesci™.

§ 5. Definicja catki Lebesgue’a w postaci, jakg przyje-
liSmy w tym rozdziale, pozwala uzasadni¢ tatwo t. zw. twierdze-
nie ,,0 catkowaniu przez czes$ci”. Twierdzenie to, jak

* F F ' oznaczajg odp. cze$¢ nieujemna i niedodatnig pochodnej F.
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wiadomo, znajduje zastosowanie nietylko w technice catkowania
funkcji elementarnych (gdzie — rzecz prosta — aparat catki Le-
besgue’a jest catkiem zbedny), ale rowniez i w wielu rozwazaniach
Analizy, w ktérych catka Lebesgue’a odgrywa role istotnego
narzedzia.

Poniewaz twierdzenie ,0 catkowaniu przez czes$ci”
stosuje sie do funkcji punktu na prostej, t j. do funkcji,
ktorych catki sg funkcjami przedziatu linjowego, przeto w sfor-
mutowaniu tego twierdzenia uwazaC bedziemy catke jako funkcje
zmiennej rzeczywistej.

Twierdzenie 12 (,,0 catkowaniu przez czesci"). Jesli F(x)
jest funkcja ciggta bezwzglednie w przedziale (a, b) i @ (x)—funkcja
sumowalng w tym przedziale, wowczas funkcja F{x)y(x) jest row-
niez sumowalna w (a, b), przyczem

(1)
gdzie:

Dowdd. Zauwazmy przedewszystkiem, iz funkcja d>(x) F' (),
jako iloczyn funkcji sumowalnej F'(x) przez funkcje ciggla ” (&),
jest napewno sumowalna ®. Potozmy:

(2)

Poniewaz funkcia /=) (a;), jako iloczyn dwu funkcji bez-
wzglednie ciggtych, jest ciggta bezwzglednied), przeto temsamem
bezwzglednie ciagta jest rowniez funkcja H(x). Rdzniczkujac ja,
otrzymujemy z (2), prawie wszedzie:

¥ por. § poprzedni.
2 por. rozdz. |, § 14.
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skad:

co nalezato udowodnié.

W rozdziale koncowym podamy uog6lnienie tego twierdzenia na calki
Denjoy; uogblnienie poprowadzone bedzie jeszcze i w innym kierunku: zastg-
pimy mianowicie, w prawej stronie réwnosci (1) catke Lebesgue’a przez
calke Riemanna-Stieltje s’a co pozwala rozszerzy¢ twierdzenie ,0 cat-
kowaniu przez czes$ci" na dowolne funkcje F (x) . wahaniu skonczonem.

Catki wielokrotne. Twierdzenie Fubini’ego.
§ 6. Niech Kn#m (n, m> 1) oznacza kostke (a az ..., dMN;

blLb2..., bntm) w (n+ m)-wymiarowej przestrzeni Oznacz-
my przez Kn kostke (alt a2..., an\ bu b2..., bn) w przestrzeni 9l
przez Km kostke (a,+1,..., amm; bnj-i,..., bnHr) w przestrzeni

/N-wymiarowej 97™

Niech g(xIf x2 ... , xnjm) bedzie funkcjg ciggtg punktu, okre-
$long w kostce Kn\-m. Przy ustalonych warto$ciach (X1, X2, ... Xh)
ti pierwszych spotrzednych, tworzacych pewien punkt w kostce
Kn, funkcja jest funkcjg ciggta m pozostatych spotrzednych,
inn. stowy — funkcja ciagta punktu w kostce Km- Jako funkcja
ciagta posiada tedy rozciggnietg na Km catke, przyczem catka ta
rozwazana by¢ moze nawet w sensie Cauchy’egoX. Catka ta
jest funkcja punktu (x\, x\, ... , &”) e Kn i mozemy potozyc:

Wiadomo — od czasébw Cauchy’ego — iz dla funkcji cig-
gtych (o ktérych tylko dotychczas méwimy) catka w kostce Kn\m
moze by¢ sprowadzona do dwu kolejnych catkowan w kostkach
odp. Kmi Kn- Mamy mianowicie, jak wiadomo:

Por. rozdz. VII, § 1.
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gdzie funkcja h okre$lona jest przez wzér (1). Przez kolejne ite-
racje tego przeksztatcenia mozna kazda catke w kostce przestrzeni
p -wymiarowej sprowadzi¢ do p kolejnych catkowan na odcinkach
linji prostej.

Niema potrzeby wyjasniaC, jak wazna jest ta whasnosSC catek
przestrzennych funkcji ciggtych i Jak doniostg role odegrata i od-
grywa w zastosowaniach. To tez, wprowadzenie nowej catki
Lebesgue’a narzuci¢ musiato pytanie, czy omawiane wyzej
twierdzenie analizy klasycznej pozwoli sie rozszerzy¢ na dowolne
funkcje sumowalne.

OdpowiedzZ jest pozytywna, wymaga jednak pewnych zastrze-
zen. Funkcja @ moze by¢ bowiem sumowalna w kostce Kn-m
natomiast funkcja o (*“, ... ,x@ xny\, ... ,xn\1), uwazana, przy
ustalonych dowolnie n pierwszych spotrzednych, za funkcje punktu
w kostce Km, moze by¢ nie tylko niesumowalna, ale nawet
i niemierzalna w Km. Funkcja h moze by¢ tedy dla pe-
wnych punktéw (jd, ..., ¥ kostki Kn wogodle, przez wzoér (1),
niezdefinjowana.

Jednakze okazuje sie, iz zbior tych punktéw wyjgtkowych
(v ..., x°) kostki Kn, dla ktérych funkcja o jest w kostce Km
niesumowalna, stanowi w kostce Kn zbior miary zero ®; funkcja h
jest tedy przez wzor (1) zdefinjowana w Kn prawie wszedzie
i okazuje sie, iz wzdr (2) ma istotnie miejsce 3.

Wazny ten dla teorji catki Lebesgue’a wynik zawdziecza-
my Fubini’emu 3; nosi tez zwykle nazwe twierdzenia Fu-
bini'ego o catce wielokrotnej.

Przystagpimy obecnie do dowodu tego twierdzenia. Dla
uproszczenia znakowania przyjmiemy m=n=1; rzecz prosta,
pozorne to zwezenie twierdzenia nie jest istotne; wszystkie po-
nizsze rozwazania przenoszg sie natychmiast na przypadek ogolny,
gdy n i m sg dowolnemi liczbami naturalnemi.

§ 7. Niech K oznacza na ptaszczyznie (x,y) prostokat (0,0;
a, b). Bedziemy mowili, iz funkcja o (X, y), okreSlona w catym
prostokgcie K i sumowalna na nim> spetnia warunek (F), jesli:

® Rzecz prosta w sensie miary n-wymiarowej.

2 Zauwazmy, iz dla okreSlenia catki, wystepujacej po prawej stronie
wzoru (2), potrzeba tylko, aby funkcja h byta okreSlona prawie wsze-
dzie w Kn. t

3 Rend. Acc. Linc., (5), t. 161, (1907), p. 608.
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1°) dla prawie wszystkich wartosci x przedziatu (O a)
funkcja @(x,y), uwazana jako funkcja zmiennej y w przedziale
@ b), jest w (O b) sumowalna;

2°)

gdzie h(x) jest funkcjg zmiennej X, okreSlong — ze wzgledu na
10—prawie wszedzie w (O a) przez wzér

Zadaniem naszem bedzie dowies¢, iz kazda funkcja, okre$lona
i sumowalna w K, spetnia warunek (F). Dowod, dla wiekszej
przejrzystosci, rozbijemy na bardziej elementarne ogniwa.

Lemmat 1 Kombinacja linjowa o spdtczynnikach statych
skonczonej liczby funkcji, spetniajgcych warunek (F), spetnia rowniez
ten warunek.

Lemmat ten wynika natychmiast z tw. 2 (8§ 2).

Lemmat 2 Jezeli funkcja sumowalna <p(x,y) jest granicg
(w catym prostokacie K) monotonicznego ciggu funkcji <, spet-
niajacych warunek (F), wowczas funkcja @ spethia rowniez ten
warunek.

Dowdd. Mozemy zatozy¢ odrazu, iz cigg  jest niemale-
jacy;. przez zmiane znaku przechodzimy natychmiast do przypadku,
gdy  tworzg cigg nierosnacy.

Niech:

Kazda z funkcji hn(x) jest okre$lona prawie wszedzie w (0, @),
wszystkie wiec okre$lone sg jednocze$nie w catym tym pj’ze-
dziale, z wyjatkiem “conajwyzej pewnego zbioru N miary (linjo-
wej) zero.



Funkcje hn(x) tworza—wraz z funkcjami 'fn(x,y) —w kaz-
dym punkcie x, w ktorym sg okreslone, a wiec prawie wszedzie,
cigg monotoniczny niemalejacy; potdzmy:

Mamy ponadto, dla kazdego n

*Z twierdzenia tedy Lebesgue’a o catkowaniu wyraz za
wyrazem ciggdbw monotonicznych (82) wynika, iz funkcja h(x)
jest w (0, a) sumowalna oraz, iz

Oznaczmy przez M zbior wartosci x, w ktorych h(x) =+ 0.
Zbior ten (tw. 5 8§ 2) jest miary zero. W kazdym przeto punk-
cie x przedziatu (0, @), z wyjatkiem punktéw zbioru M+ W, ktory
jest jednak, jak udowodnilismy, miary zero, wszystkie funk-
cje hn(x) sa okreSlone i tworzg cigg ograniczony z gory przez
liczbe skonczong h(X). Na zasadzie tedy cytowanego przed
chwilg twierdzenia Lebesgue’a mamy w kazdym punkcie, nie
nalezacym do M+ N,

co, wraz z (2), wyraza, iz funkcja ® spetnia warunek (F)a

Lemmat 3 Funkcja charakterystyczna zbioru %, ztozonego
ze skonczonej liczby odcinkéw réwnolegtych do osi spolrzednych,
spejnia warunek (F).

Moéwimy w tym § zawsze tylko o zbiorach, zawartych w prosto-
kacie K.

4
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DowoOd. Niech Z bedzie mnogoScia, zawartg w prostoka-
cie K i zlozong ze skonczonej liczby odcinkow. Mamy: \Z\= 0,
a wiec, jesli e(x,y) oznacza funkcje charakterystyczng zbioru Z
wowczas (tw. 8, § 3):

Z drugiej strony, funkcja e(x,y), uwazana jako funkcja
zmiennej y, jest zawsze funkcjg charakterystyczng zbioru pustego
lub ztozonego ze skonczonej liczby punktow, — z wyjatkiem
skonczonej conajwyzej liczby wartosci x, dla ktérych e (x,y) moze
by¢ funkcjg charakterystyczng odcinka. W kazdym razie catka

istnieje zawsze, i —wyjawszy conajwyzej skonczong liczbe war-
tosci a; — jest réwna zeru. Zatem:

Lemmat 4. Funkcja charakterystyczna dowolnego prostokata
otwartego ¥ spetnia warunek (F).

Dowdd. Niech P bedzie prostokatem otwartym t. j. wne-
trzem pewnego prostokata domknietego (a Y, p. 6), zawartego w K
Niech dalej e (X, y) bedZIe jego funkcjg charakterystyczng. Mamy
zatem (tw. 8 8 3

Funkcja e(x,y), przy statym x, jest zawsze funkcjg charakte-
rystyczng zbioru pustego lub odcinka otwartego 2. Catka

9 t. j.wnetrza zwyklego prostokata.
2 t j. odcinka zwyklego pozbawionego korcow.
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istnieje tedy zawsze i mamy nadto:

oraz:

Zatem (tw. 8):

Lemmat 5. Funkcja charakterystyczna dowolnej figury ele-
mentarnej spetnia warunek (F).

Dowo6d. Kazda figura elementarna jest sumg skonczonej
liczby niezachodzacych na siebie przedziatow (prostokgtow), a wiec
uwazana byC moze réwniez za sume roztgcznych prostokatow
otwartych oraz — roztgcznego z temi prostokgtami —zbioru, zio-
zonego ze skonczonej liczby odcinkow.

Funkcja charakterystyczna kazdej figury elementarnej jest tedy
sumg skonczonej liczby funkcji, ktore —na zasadzie dwu poprze-
dnich lemmatéw—spetniajg warunek (F), a wiec, z uwagi na lem-
mat 1, spetnia réwniez ten warunek.

Lemmat 6. Funkcja charakterystyczna dowolnego zbioru Gy
spetnia warunek (F).

Dowdd. Kazdy zbiér otwarty G jest granicg pewnego
ciggu wstepujgcego figur elementarnych *), jego funkcja charakte-
rystyczna jest tedy granicg niemalejgcego ciggu funkcji charaktery-
stycznych figur elementarnych, a wiec Munkcji, spetniajgcych —
na zasadzie lemmatu 5 — warunek (F); z uwagi na lemmat 2 —
spetnia przeto réwniez rozwazany warunek.

Z kolei, kazdy zbiér Gy jest granicg ciggu zstepujacego zbio-
row G, jego funkcja charakterystyczna jest granicg niemalejgcego
ciggu funkcji charakterystycznych zbioréw otwartych i—z uwagi
na tenze sam lemmat 2 —spetnia takze warunek (F).

Lemmat 7. 1°. Kazdy zbior miary zero (ptaskiej) jest miary
zero (linjowej) na prawie kazdej prostej rownoleglej do osi spot-
rzednych 2.

J Por. odsytacz u dotu p. 34
2 t zn. na kazdej prostej x —\, wzgl. y =y, z wyjatkiem conajwyzej
prostych, odpowiadajgcych wartosciom  wzgl.  tworzacym zbiory miary zero.
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2°. Funkcja charakterystyczna dowolnego zbioru miary zero
spetnia warunek (F).

Dowdd. 1°. W czeSci pierwszej twierdzenia, zatozy¢é mozna,
iz rozwazany zbidr miary zero jest zbiorem poniewaz kazdy
zbiér miary zero zamkng¢ mozna zawsze w zbior Cﬁ tej samej
miary. Na zasadzie tedy lemmatu poprzedniego, oznaczajac przez
e (x,y) funkcje charakterystyczng zbioru H, ktory jest zbiorem
miary zero (ptaskiej), mamy:

Zatem (tw. 4), dla prawie wszystkich wartosci

co jednak (tw. 4) oznacza, iz zbior H jest miary zero na prawie
kazdej prostej rownolegtej do osi y.

2°. Niech H (jj K bedzie dowolnym zbiorem miary zero
(ptaskiej), e(x,y) jego funkcjg charakterystyczng. Na zasadzie
1°, e(x,y) jest funkcjg charakterystyczng zbioru miary zero (lin-
jowej) na prawie kazdej prostej réwnolegtej do osi y-6w, a wiec
dla prawie kazdej wartosci a; istnieje i jest rowna zeru catka

zatem:

Lemmat 8. Funkcja charakterystyczna dowolnego zbioru mie-
rzalnego spetnia warunek (F).

Dowod. Niech Z bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym,
zawartym w K\ istnieje tedy pewien zbidr Gg, H, taki, iz
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Oznaczajac przez e (x,y), el (x,y), e2(x,y) funkcje charaktery-
styczne odp. zbioréw Z, H, H—Z, mamy:

Poniewaz za§ — z uwagi na dwa poprzednie lemmaty —s
obydwie funkcje el i e2 spetniajg warunek (F), przeto (lemmat 1)
spetnia go rowniez funkcja e, ktdra jest ich rdznica.

Twierdze nie 13 (Fubin i’ego). Kazda funkcja sumowalna
w prostokacie K spetnia warunek (F).

Dowdd. Poniewaz kazda funkcja sumowalna jest réznicg
dwu funkcji nieujemnych, rowniez sumowalnych (tw. 11), przeto—
z uwagi na lemmat 1 —mozemy odrazu zatozyC, iz rozwazamy
funkcje 'sumowalng nieujeinng @

1°.  Zakbézmy najpierw, iz 9 przyjmuje tylko skonczong liczbe
wartosci roznych Ix/2 ...,k odp. w zbiorach ZuZz2...,Zn
Oznaczajac odp. przez elte2 ...,en funkcje charakterystyczne
tych zbioréw, mamy:

= e+ ..FfIn&t

a wiec, z uwagi na lemmat poprzedni oraz lemmat 1, funkcja 9
spetnia warunek (F).

2°. Kazda funkcja sumowalna nieujemna jest (ll, § 10, tw. 17)
granicg monotonicznego ciggu funkcji mierzalnych, przyjmujacych
tylko skonczong liczbe wartosci roznych, a wiec — ze wzgledu
na lemmat 2 — spetnia réwniez warunek (F).

Poniewaz role obydwu zmiennych x iy sg w rozumowa-
niach powyzszych zupetnie réwnorzedne, przeto z twierdzenia
Fubini’ego wynika natychmiast nastepujacy wniosek o prze-
niiennosci porzagdku catkowania w catkach wielokrotnych:

Wniosek. Jezeli funkcja qafx y) jest sumowalna w prosto-
a b
kacie K = (0, 0; a, b), wowczas cakki J X y) dx, ‘ (x,y) dy istnie-

ja dla prawie wszystkich wartosci y,owzgl. X, oraz:

(4)
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Z istnienia obydwu pierwszych catek, wystepujagcych w row-
nosci (4), nie mozna nic jednak wnosi¢ naogdt o istnieniu catki

powierzchniowej | j @dx dy. Jak pokazat Sierpinski, funkcja

P moze nie byé W(’)ﬁNCZ&S nawet mierzalna na pfaszczyznie, a wiec
tembardziej nie musi by¢ sumowalna.])

Mozna jednak poda¢ réwniez tatwo przyktad funkcji mie-
rzalnej, dla ktorej obydwie catki iterowane wystepujace w row-
nosci (4) istniejg i sg réwne, podczas gdy sama funkcja pnie jest
sumowalna w prostokacie.

Niech wsamej rzeczy K bedzie kwadratem (0, 0,1,1) i niech DIt D2 ... ,Dn, ...
bedzie ciggiem nieskonczonym niezachodzacych na siebie i zawartych w K
kwadratéw, takich przytem, iz gtéwne ich przekatne? lezg na gtdwnej prze-
katnej kwadratu K.

Kazdy z kwadratow Dn dzielimy na cztery kwadraty, przyczem we wne-
trzach jednej pary kwadratow przeciwlegtych, na ktére Dn zostat podzielony,
klad.2|emy <AxY) o we wnetrzach za$ drugiej pary <€(x,Yy) 121«I.We
wszystkich pozostatych punktach kwadratu K, w ktérych funkcja <Hx,y) nie
zostata okreslona przez powyzsza definicje, ktadziemy wprost: Qx, y) = 0.

tatwo zauwazy¢, iz obydwie catki J @x, y) dy, J(ﬂx,y) dx istniejg dla

[o] [o]
wszystkich wartosci x, wzgl.y, i sa réwne zeru. Obydwie caltki iterowane,
wystepujace w relacji (4), istniejg tedy réwniez i sa réwne zeru. Natomiast,
funkcja. ﬂx, y) nie jest sumowalna w kwadracie K. Istotnie w przypadku
przeciwnym, jej warto$¢ bezwzgledna bytaby réwniez sumowalna (8 4, tw. 11);
woweczas jednak mielibySmy dla kazdego k:

co oczywiscie jest niemozliwed.

# Fund. Math., 1.1, (1920), p. 112. Konstrukcja Sierpinskiego polega
na zbudowaniu (przy pomocy pewnika Zermeli) zbioru ptaskiego, niemie-
rzalnego, ktéry z kazdag prostg rownolegta do osi spotrzednych ma dokladnie
jeden punkt wspélny. Funkcja charakterystyczna tego zbioru jest funkcjg
zgdana.

2 Przez przekatng gtowng prostokata rozumiemy te przekatna,
ktéra taczy lewy kraniec dolny z prawym gérnym.

3 Powyzszy prosty przykiad podat p. Zygmund.
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Zauwazmy wreszcie, iz Fichtenholz1 podat przykiad, duzo mocniej-
szy, funkcji €(x,y), dla ktérej obydwie catki iterowane istniejg i sg rowne,
a ktora nie jest wszakze sumowalna w zadnym prostokacie; przyklad ten
jest jednak dbs¢ skomplikowany.

Prawdziwe jest natomiast nastepujgce

Twierdzenie 142. Dla funkcji mierzalnej, stale nieujemnej
istnienie ktorejkolwiek z catek, wystepujacych w réwnosci (4), po-
cigga za sobg istnienie obydwu pozostatych.

Dowo6d. W samej rzeczy, niech . ....y) bedzie funkcja
mierzalng, stale nieujemng w prostokacie K =(0,0; a b). Zatdz-
my, iz catka

istnieje dla prawie kazdej wartosci a; oraz iz funkcja h(x) jest
sumowalna w przedziale (0, a). Oznaczmy, dla kazdej liczby na-
turalnej n, przez «, (2, y) funkcje rowng o (a;, y) w kazdym punk-
cie {x, y), w ktorym o (x, y) n, — oraz rébwng n we wszystkich
punktach pozostatych. Kazda, z okreslonych w ten sposéb, funkcji
¢p, jest mierzalna i ograniczona, a wiec napewno (8 4) sumowal-
na (ptasko) w prostokacie K. W mysl przeto tw. Fubini’ego, dla
kazdego n,

z drugiej strony, poniewaz funkcje <« tworza cigg monotoniczny,
niemalejacy i zbiezny do funkcji 9 zatem, z ustalonej przez po-
wyzszg nierdwnos$¢ ograniczonosci ciggu catek funkcji g wynika
(82, tw. 6) sumowalno$¢ funkcji <?(x,y) w prostokacie K, co na-
lezato udowodnic.

*Dtugos¢ tuku krzywej.

88 Whytozone w koncowym § rozdz. poprzedniego wia-
snosci krzywych prostowalnych mozemy uzupetni¢ obecnie, korzy-
stajac z pojecia catki, twierdzeniem nastepujgcem:

Twierdzenie 15 Jezeli C. x =x (t), y =y (t), jest krzy-
wa prostowalng w przedziale 10= (a, b) oraz L9 oznacza dtugosc

") Fund. Math., t. 6, (1924), p. 30.
2 Tone 11i, Rend. Acc. Linc., 18, I, (1909), p. 246.
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jej w tym przedziale, wowczas

u

przyczem rowno$C zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy obydwie funkcje
X (O, y (t) & ciagte bezwzglednie.

Dowo6d. Oznaczajgc og6lnie przez L (/) dtugos¢ krzywej C
w przedziale /(f 10 oraz przez 5 (/) — funkcje osobliwosci
funkcji L (/), mamy, w mysl tw. 7 (8§ 2),

zwigzek ten staje sie réwnosScig wtedy i tylko wtedy, gdy

funkcja 5 (/) jest jednak stale nieujemna, warunek (3) jest tedy
rownowazny znikaniu tozsamosciowemu funkcji 5 (/) w przedziale
0= {a b), a wiec — ciggtosci bezwzglednej funkcji L (/); to za§ —
z kolei — rownowazne jest (lll, § 9, tw. 7) ciggtoSci bezwzgled-
nej obydwu funkcji x {t) iy (t) jednoczesnie.

Poniewaz, z drugiej strony, (Ill, 8 9, tw. 8), prawie wszedzie

przeto nierdbwnos$¢ (1) rownowazna jest zwigzkowi (2) i twierdze-
nie nasze jest w ten sposéb udowodnione.

Twierdzenie powyzsze, udowodnione przez Lebesgue’a jako uzupet-
nienie dawnych wynikéw, dotyczacych krzywych prostowalnych, stanowito
jedno z pierwszych — i fatwiejszych zarazem — zastosowan nowej metody
catkowania; metody dawne pozwalaty udowodni¢ wzor na dtugosé tuku

»
tylko przy pewnych specjalnych zatozeniach, dotyczgcych pochodnych  t),
y'(t) (np. przy zatozeniu, iz pochodne te istniejg wszedzie i sg ciagte); catka
Lebesgue’a nietylko, ze wzér ten uogélnita, ale — zarazem — pozwolita
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poda¢ prosty warunek konieczny i dostateczny na to, aby réwnos¢ (4) byla
spetniona.

Analogiczne badania dla powierzchni prostowalnych sg juz bardziej
skomplikowane, jakkolwiek — jedli chodzi o powierzchnie, dane w postaci
z —f (x,y) — sprowadzajg si¢ réwniez do rozwazan, nalezacych do lebes-
g ue’owskiej teorji funkcji, i nie przedstawiajg trudnosci geometrycznych lub
topologicznych. Badania te wykraczajg jednak poza zakres tego podrecznika
i czytelnik zechce sie zwroci¢ bezposrednio do prac oryginalnych; przedewszyst-
kiem: Banach, Fund. Math., t 7, (1925), p.225. Rado, Fund. Math., t. 10,
(1927), p. 197;Math. Ann., t. 100, (1928), p. 445; Acta Litt. Scient. Szeged, t. 3,
(1927), p. 131 Schauder, Fund.Math.,, t.8, (1926), p. 1. Tonell$ Rend.
Acc. Linc., S. 6a, t. 3, (1926), p. 357,445, 633,714. Young, Proc. Land. Roy.
Soc., A, t. 96, (1920), p. 72



ROZDZIAL V.

Catka Lebesgue’a

(definicja geometryczna).

Wykres i pola funkcji.

§ 1. Przedmiotem rozwazan tego rozdziatu bedzie przede-
wszystkiem uzgodnienie definicji catki rozdz. poprzedniego z de-
finicja geometryczng, podang réwniez przez Lebesgue’a
Definicja ta nawigzuje do najdawniejszej i najbardziej naturalnej
idei catki, — catki, rozumianej jako miara pola, przyporzadko-
wanego funkcji w pewien, dobrze znany, sposob.

Ustalimy przedewszystkiem terminologje.

Niech a; oznacza jakikolwiek punkt (xux2 ... X,,) przestrzeni

ffin  JeSli y oznacza dowolng liczbe rzeczywista, wowczas przez
(x,y) oznacza¢ sie bedzie punkt przestrzeni 0 spbtrzednych
*], ¥y >eeee .
( Niech terg)z f (x) bedzie funkcjg okre$long na pewnym zbio-
rze Q(Z 9« NazywaC bedziemy jej wykresem na tym zbiorze
zbidr wszystkich punktow [x,f (x)\ dla ktérych x z Q i f (x) ==00;
wykres ten oznacza¢ bedziemy przez W (Q; f).

Nazwiemy dalej polem go6rnem (wzgl. dolnem) funkcji /
na Q zbior wszystkich punktow (x,y) takich, iz xe Q oraz

gdzie / (wzgl. /) oznacza cze$¢ nieujemng (niedodatnig) funkcji /
(v, §4).

Pole to oznacza¢ bedziemy przez S(Q;f) (wzgl. S(Q;f)).
W przypadku, gdy funkcja / jest nieujemng (niedodatnia), jej
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pole gorne (dolne) nazywac¢ bedziemy wprost je] polem i ozna-
czaC przez S(Q;f) (bez gwiazdki). Widoczne jest, iz pole gérne
(dolne) funkcji jest identyczne z polem jej czesci nieujemnej
(niedodatniej), t. j.

Wykres i pola funkcji, okreSlonej w przestrzeni 9, (wzgl.
w jakims zbiorze, zawartym w tej przestrzeni), sg oczywiscie pew-
nemi zbiorami w przestrzeni 9t,+i. Poniewaz mogtaby niekiedy
powstawa¢ watpliwos¢, w jakiej przestrzeni rozwazamy zbiory
I — stosownie do tego — o jakiej mierze jest mowa, przeto
w przypadkach takich, dla unikniecia nieporozumienia, bedziemy
miare zbioru Q w przestrzeni /A-wymiarowej oznaczali w ni-
niejszym rozdziale przez mk (Q).

Celem uproszczenia wystowien twierdzen, do ktérych dowo-
du obecnie przystepujemy, rozwaza¢ bedziemy funkcje punktu,
okre$lone na linji prostej. Oczywiscie, wystarczy tylko formal-
nej zmiany termindw, aby przejs¢ do twierdzen w przestrzeni
0 dowolnej liczbie wymiarowl).

82 Lemmat 1 Jezeli Q oznacza dowolny zbidr linjowy
1 @ zbidr ptaski wszystkich tych punktow (x,y), dla ktérych x e Q
oraz (/>0), woéwczas mierzalno$¢ (ptaska) zbioru Q
réwnowazna jest mierzalnosci (linjowej) zbioru Q, przyczem w przy-
padku rriierzalnoscid tych dwu zbioréw

Dowd6d. Mozemy odrazu zatozy¢, iz mnogos¢ Q jest ogra-
niczona, zawsze bowiem przedstawi¢ jg mozna, jako sume ciggu
niemalejgcego mnogosci ograniczonych.

Zatbézmy tedy, iz Q zawiera sie w pewnym przedziale (0, a),
a wiec @ w prostokgcie K= (0, 0; a, I).

Uwazajmy funkcje charakterystyczne eQ(x), eQ(x, y) odp.
zbiorow Q, Q.

b Za wyjatkiem drugiego twierdzenia o wartos$ci S$red-
niej (85, tw. 6), zwigzanego —z natury rzeczy — z funkcjami jednej zmien-
nej rzeczywistej.

b Mozna zreszta pomingé mierzalnos¢, zastepujac miare zwykig przez
miare zewnetrzna.



1° Niech Q bedzie zbiorem mierzalnym ptasko.
Mamy woéwczas, ze wzgledu na twierdzenie Fubini’ego (IV, 8 7)),

| a

przyczem funkcja eQ(x, y) jest na prawie kazdej prostej y —i]
sumowalna, a wiec temsamem —mierzalna, wzgledem a,. Ale, jak
fatwo zauwazy¢, mamy, w catym prostokacie K, eQ(x,y) = eQx),
zatem funkcja eQ@x) jest mierzalna wzgledem a:; zbior Q jest tem-
samem mierzalny linjowo. Wz6r (1) daje zarazem:

2° Pozostaje jeszcze udowodni¢, iz, odwrotnie mierzal-
no$¢ zbioru Q pocigga za sobg mierzalnos$¢
zbioru Q.

W samej rzeczy, jesli zbior Q jest mierzalny, wéwczas przed-
stawi¢ go mozna zawsze jako sume

gdzie Fk sa pewnemi zbiorami domknietemi, zas N zbiorem miary
zero linjowej. Oznaczajac przez Ff, wzgl. N', zbiér punktow
(x,y) e Q, dla ktorych * c Fk, wzgl. x e N, mamy:

Poniewaz za$ FK sg widocznie zbiorami domknietemi, a A7 jest
miary zero ptaskiej, przeto Q jest zbiorem mierzalnym ptasko.

Twierdzenie 1 Wykres funkcji mierzalnej na zbiorze mie-
rzalnym jest miary zero (ptaskiej).

I) Wystarczy zreszta odwotaé sie tylko do lemmatu 8 tamtego 8.
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Dowo6d. Niech f {X) bedzie funkcjg mierzalng na zbiorze
Q linjowym i niech W = W(Q;f). Zat6zmy chwilowo, iz zbiér Q
jest ograniczony.

Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig, oraz

Zbiory Qn sg oczywiscie mierzalne, poniewaz funkcja / (a)
jest mierzalna na Q — i mamy, na zasadzie lemmatu 1,

Poniewaz za$ mx(Q ma warto$¢ skonczong i e jest dowolng
liczbg dodatnig, zatem:

Przejscie do przypadku, gdy zbior Q jest nieograniczony,
uskutecznia sie natychmiast, przedstawiajgc zbior Q jako sume
ciagu zbioréw mierzalnych ograniczonych.

Lemmat 2 Jesli f (x) jest funkcjg mierzalng, skonczona,
stale nieujemna, przyjmujaca na pewnej figurze elementarnej R skon-
czong tylko liczbe wartosci roznych, wéwczas pole jej jest rowniez
mierzalne oraz

Dowdd. Niech lul2 ..., In bedg wartosciami, jakie funkcja
| (a)) przyjmuje — odp. na zbiorach Qu Q2 ..., QOn — w figurze
elementarnej R. Potdézmy, dla skrocenia:

Mamy (IV, 8§ 3, tw. 8bis):

poniewaz za$, na zasadzie lemmatu 1,
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przeto z (3) wynika réwnos¢ (2).

Twierdzenie 2 1° Warunkiem koniecznym i dostatecznym
mierzalnosci funkcji f (X) na zbiorze mierzalnym Q jest mierzalno$¢
jej obydwu pdl  S(Q;f), S(Q;f).

2° Na to, aby funkcja f{x), okreslona i mierzalna na pewnej
figurze elementarnej R, byla na niej sumowalna, konieczne jest
i wystarcza, aby obydwa jej pola na R mialy miare skonczonag; jesli
warunek ten jest spetniony, wéwczas

Dowod. Zatozy¢ mozemy odrazu — w dowodzie obydwu
czesci twierdzenia — iz funkcja / () jest stale nieujemna; kazda
bowiem funkcja jest sumg swoich dwu czeSci — nieujemnej i nie-
dodatniej.

1°  Udowodnimy najpierw pierwszg cze$¢ twierdzenia.

A) Zakladamy, iz pole S(Q;f) jest mierzalne.

Z twierdzenia Fubini’ego (IV, § 7)) wynika tedy, iz zbior
S(Q;f) jest — dla prawie kazdej wartosci 9 — mierzalny na
prostej y = r; inn. stowy, dla prawie kazdej wartosci rh zbior

jest mierzalny linjowo.
Kazdej tedy liczbie rzeczywistej a przyporzadkowa¢ mozna
taki ciag malejacy liczb rn zbiezny do a, iz kazdy ze zbioréw

jest mierzalny linjowo. Temsamem jednak jest mierzalny réw-
niez zbiér

") Woystarczy zreszta oprze¢ sie tylko na lemmacie 8 tego 8. Wprawdzie
w dowodzie tego lemmatu zaktadato sie, iz rozwazany tam zbiér piaski mie-
rzalny jest ograniczony, ale oczywiscie przejscie do zbioréw nieograniczonych
nie nasuwra zadnych trudnosci.
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i poniewaz liczba a jest dowolna, przeto funkcja / (x) jest na Q
mierzalna.

B) Zaktadamy, iz funkcja f (x) jest mierzalna na Q
jest woweczas (Il, 8 10, tw. 17) granicg pewnego ciggu niemaleja-
cego funkcji nieujemnych, fn(x), mierzalnych i skonczonych na Q
z ktorych kazda przyjmuje skonczong tylko ilos¢ wartosci roz-
nych. Wobwczas

poniewaz za$, w mysl lemmatu poprzedniego, pola funkcji fn(*)
sg wszystkie mierzalne i wykres, W funkcji f (x) na Q
jest (tw. 1) miary zero, przeto z réwnosci powyzszej wynika bez-
posrednio, iz pole S(Q;f) jest réwniez mierzalne.

2° Azeby udowodnié, z kolei, cze$¢ drugg (2°) twierdzenia,
zaktadamy, iz Q jest figurg elementarng i/ (&) funkcjg na niej
mierzalng. Zachowujac ustalong pod 1° (B), definicje ciggu funkcji
fn (X), mamy z (4) na zasadzie lemmatu 2

Jedli teraz pole S(Q;f) ma miare skonczong, wowczas
z twierdzenia Lebesgue’a o catkowaniu ciggbw monotonicznych
funkcji (IV, 8 2, tw. 6) wynika, z uwagi na (5), iz granica / (X)
ciggu funkcji fn(a) jest sumowalna oraz iz

Odwrotnie, jesli funkcja f (x) jest sumowalna na Q wowczas
catki |fndx tworzg cigg z gory ograniczony przez Jf dx i —ze

WngeQdu na (5) —pole S(Q;f) ma miare skohczon%.
Twierdzenie nasze jest tedy udowodnione w catosci.

Definicja geometryczna calki.

§ 3. Twierdzenie 2 § poprzedniego pozwala uogolni¢ dotych-
czasowg definicje catki Lebesgue’a w sposob nastepujacy:

Bedziemy mowili, iz funkcja f(x), okreSlona prawie wszedzie
na pewnym zbiorze mierzalnym E, jest sumowalna na tym
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zbiorze, jezeli obydwa jej pola S(E;f), S(Ef) sg mierzalne
i majg miare skonczona; przez catke jf(x)dx rozumiemy wéwczas
réznice: E

Ze wzgledu na twierdzenie 2, definicja ta — w przypadku,
gdy E jest figurg elementarng — rownowazna jest definicji, przy-
jetej w rozdz. poprzednim (8 1). Mozna jednak rowniez i catke
na dowolnych zbiorach mierzalnych sprowadzi¢ do catki na figu-
rach elementarnych, a wiec do caftki, ktéra okreslona jest zarow-
no przez wyzej podang definicje geometryczng, jak i przez defi-
nicje rozdziatu IV. Mianowicie, jak tatwo zauwazyc, jesli funkcja
f (x) jest sumowalna na pewnym zbiorze E i ffx) jest funkcjg iden-
tyczng z f(x) na E oraz rowng zeru poza E, wowczas dla kazdej
figury elementarnej R:

w szczegolnosci, dla kazdej figury elementarnej R, zawierajgcej E:

Odwrotnie, jesli zbior E jest ograniczony, wéwczas sumowal-
noS¢ funkcji f na E réwnowazna jest sumowalnosci funkcji fl na
jakiejkolwiek figurze elementarnej RffE.

Twierdzenie powyzsze pozwala przenie$¢ natychmiast wszyst-
kie wlasnosci catki Lebesgue’a, ustalone w rozdz. poprzednim,—
na ogolng catke Lebesgue’a zdefinjowang na dowolnych zbio-
rach mierzalnych.

W przypadku funkcji stale nieujemnych dogodnie jest
rozszerzy¢ definicje catki oznaczonej rowniez i na funkcje niesu-
mowalne. Przyjmiemy mianowicie dla kazdej funkcji /, mierzal-

1) Zachowanie sie funkcji / w podzbiorze miary zero zbioru E nie wpty-
wa oczywiscie ani na mierzalno$¢ pdl funkcji /, ani na skonczonos¢ ich miary;
z tego tez powodu w podanej w tek$cie definicji zakladamy tylko, iz funkcja /
jest okre$lona prawie wszedzie na E.



nej, nieujerane] i niesumowalnej na zbiorze mierzal-
nym E,

Formalne to rozszerzenie definicji catki oznaczonej pozwala
zachowaC rownosc

dla wszystkich funkcji / mierzalnych i nieujemnych na
zbiorze mierzalnym E.

Twierdzenie Lebesgue’a o catkowaniu ciggdbw monofonicz-
nych funkcji uogolnia sie réwnolegle w sposéb nastepujacy: jesli
f (x) jest granicg ciggu niemalejgcego funkcji fn()
mierzalnych i nieujemnych na zbiorze mierzal-
nym /wéwczas zawsze

Z uwagi na rownosS¢ (2) oraz tw. 1 § poprzedniego, twier-
dzenie to wynika natychmiast z ogdlnych wiasno$ci miary lebes-
gue’owskiej (Il, § 5, tw. 8 (2°)).

Podkreslimy jeszcze pewne konsekwencje przyjetej definicji
geometrycznej caltki:

1° kazda funkcja jest sumowalna na kazdym zbiorze miary
zero i posiada na nim catke réwng zerw,

2° jesli funkcja f jest sumowalna na pewnym zbiorze mierzal-
nym, wowczas sumowalna jest réwniez na kazdym podzbiorze mie-
rzalnym tego zbioru;

3° jesli funkcja f jest sumowalna na sumie E ciggu (skonczo-
nego lub przeliczalnego) zbioréw mierzalnych i roztgcznych {En};
wowczas:

Jezeli kazdemu zbiorowi mierzalnemu, ograniczonemu E w pewnej
przestrzeni % odpowiada liczba rzeczywista, skonczona F (E), wowczas F (E)
nazywa sie funkcjg zbioru mierzalnego w 9.
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Funkcja F (E) nazywa sie zupetnie addytywna, jesli dla kazdego
ciggu (skonczonego lub przeliczalnego) zbioréw En, mierzalnych i rozigcznych,
ktérych suma jest ograniczona,

Funkcja F (£) nazywa sie ciagta absolutnie, jesli znika dla kaz-
dego zbioru ograniczonego miary zero.

Jesli funkcja punktu f (x) jest sumowalna w jakiej$ przestrzeni Oh1) wow-
czas jest sumowalna na kazdej figurze elementarnej, a wiec temsamem (2°) na
kazdym zbiorze mierzalnym ograniczonym rozwazanej przestrzeni; potdézmy,
dla kazdego zbioru mierzalnego E,

Sformutowane powyzej witasnosci (1°, 2°, 3°) calki mozna teraz wyrazic¢
w sposob nastepujacy: okreslona przez wzér (3) funkcja zbioru mierzalnego E
jest zupetnie addytywna iabsolutnie ciggta.

Mozna dowies¢, iz rowniez odwrotnie, jesli w jakiej§ przestrzeni dana
jest funkcja E(E) zbioru mierzalnego, zupetnie addytywna i absolutnie ciggta, wow-
czas istnieje zawsze funkcja sumowalna f (r) w tej przestrzeni taka, iz

na kazdym zbiorze E mierzalnym, ograniczonym.?

Catkowanie ciggow funkcji.

84. Z definicji catki nieoznaczonej Lebesgue’a jako
funkcji bezwzglednie ciggtej, wynika natychmiast, iz, jeSli funkcja
I (X) jest sumowalna na pewnej figurze elementarnej R, wowczas
catka

) Nalezy odréznia¢ wyrazenie ,funkcja sumowalna w przestrzeni
*I“ od wyrazenia ,funkcja sumowalna na przestrzeni Pierwsze
wyrazenie oznacza tylko — zgodnie z definicjg rozdz. IV — iz funkcja jest
sumowalna na kazdej figurze elementarnej przestrzeni, a wiec réwniez (2°) na
kazdym zbiorze mierzalnym ograniczonym.

Drugie natomiast wyrazenie — w mys$l podanej w tym § definicji geo-
metrycznej —oznacza, iz funkcja posiada catke skonczong rozciggnieta na
calg przestrzen.

2 Por. de la Vallee-Poussin, /. L. (Chap. V, VI); dalsze uog6l-
nienia: Nikodym, Fund. Math., t. 15, (1930), p. 168.
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dazy jednostajnie do zera wraz z polem R', gdy R' oznacza
dowolng figure elementarng, zawarta w R. W zwigzku z rozsze-
rzeniem obszaréw catkowania na dowolne zbiory mierzalne, na-
rzuca sie tu natychmiast uogolnienie powyzszej wiasnosci w ten
sposdb, by figury elementarne R i R' zastgpi¢ przez jakiekolwiek
zbiory mierzalne. Uogolnienie to zawiera nastepujacy

Lemmat. Jesli funkcja f (&) jest sumowalna na pewnym zbiorze
mierzalnym E, wowczas dla kazdej liczby e > 0 istnieje liczba 4> 0,
taka, iz dla kazdego zbioru mierzalnego E'(fE nierownosc¢

nocigga za soba

Dowdd. Oznaczmy przez fn(x) funkcje rowng \f{x)\, jesli
\f (X)\ <n, iréwng n, jesli f {x)\* n. Funkcje fnx) tworza ciag
monotoniczny dagzacy do f{x) \, zatem

i istnieje liczba N taka, iz

Dla kazdego zbioru mierzalnego E'(f E nierdwno$¢ \E' \<t]
pocigga za sobg wodwczas

Z lemmatu powyzszego wynika tatwo nastepujace
Twierdzenie 3. Jezeli cigg funkcji mierzalnych fn(x) na
zbiorze mierzalnym Q dazy prawie wszedzie do funkcji f (x) i jesli



istnieje przytem funkcja g (x) sumowalna na Q taka, iz — prawie
wszedzie —

woéwczas

Dowod. Zauwazmy przedewszystkiem, iz funkcja g (*), jako
sumowalna, jest prawie wszedzie skonczona. Modyfikujac tedy
ewent. warto$ci funkcji fn(x) w zbiorze miary zero (co oczywiscie
na zwigzek (2) nie wpltywa), mozemy zatozyC, iz wszystkie roz-
wazane tu funkcje + (X), f (X), g {X) sa w zbiorze Q wszedzie
skonczone.

Niech teraz e bedzie dowolng liczbg dodatnia. Mozemy prze-
dewszystkiem, w mysl lemmatu poprzedniego, okresli¢ takg liczbe
N> 0O, iz, dla kazdego zbioru mierzalnego Q (jf Q nieréwnosc

Z drugiej strony, mnogo$¢ Q — ktdra mie¢C moze oczywiscie
miare nieskonczong — przedstawi¢ mozna zawsze jako sume
ciggu niemalejgcego zbiorow mierzalnych i ograniczonych QF
mamy woéweczas, jak wynika natychmiast z definicji geometrycznej
catki,

a wiec istnieje napewno w ciggu {(¥4 taki zbiér P= ¢. , iz

Zbior ten, jako ograniczony, zawiera napewno (ll, 8 12) pe-
wien podzbior mierzalny P' miary mniejszej od N, taki iz, poczaw-
szy od pewnej wartosci wskaznika n, niezaleznej od punktu
nierownos¢
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spetniona jest w kazdym punkcie XE P —P.'

Mamy wowczas, zwazywszy na (3), (4) i (5), dla dostatecznie
wysokich wartosci n,

a wiec tembardziej

skad wynika oczywiscie zadany zwigzek (2).

Twierdzenie powyzsze udowodnione zostalo przez Lebesgue’a jako
uog6lnienie dawnych twierdzen (Arzeli i in) o catkowaniu Riemannow-
skiem ciggéw funkcji. De la Vallee-Poussin (/. L, p. 4) uwaza je
za ,,jeden znajpiekniejszych wynikéw teorji. “

Udowodnimy w zwigzku z twierdzeniem poprzedniem pewne
inne jeszcze twierdzenie o catkowaniu ciggow funkcji, znane
zwykle pod nazwg lemmatu Fatou.)

Twierdzenie 4 Jesli cigg funkcji {fn(*)}, mierzalnych
i stale nieujemnych na pewnym zbiorze mierzalnym Q, dazy na tym
zbiorze prawie wszedzie-) do pewnej funkcji f (x), wowczas

#  Znajdujemy je bowiem — po6 raz pierwszy — jako pewng przestanke
pomocniczg w rozprawie Fatou, poswieconej szeregom trygonometrycznym
(Acta Mathematica, t. 30).

2 Ze wzgledu na twierdzenie F. Riesza (Il, § 15, tw. 21 (2°)) mozemy
w sformutowaniu zaréwno twierdzenia Fatou, jak i poprzedniego twierdzenia
Lebesgue’a zastgpic zbieznos¢ prawie wszedzie przez zbieznosé
asymptotyczng; zreszta — w dowodach obydwu tych twierdzen — wy-
starczyto skorzysta¢ tylko ze zbieznosci asymptotycznej rozwazanych ciggow
funkcji.



Dowdd. Zbior Q — ktory moze by¢ naogot miary nieskon-
czonej — przedstawimy przedewszystkiem (podobnie jak w dowo-
dzie twierdzenia poprzedniego) jako granice ciagu niemalejacego
zbiorow mierzalnych i ograniczonych Qm Oznaczymy dalej, dla
kazdej liczby catkowitej m, przez f™(a) funkcje réwng fn(x)
w punktach, w ktorych fn(*) fn, oraz rébwng m w pozostatych
punktach rozwazanego zbioru. Podobnie, oznaczymy przez fm(*)
funkcje rowna f (x), wzgl. rowng m, zaleznie od tego, czy w punk-
cie x mamy / (*)<!'m, czy tez f (x) >m

Okre$lone w ten sposéb funkcje  (X) tworza dla kazdej,
ustalonej wartosci m, cigg funkcji nieujemnych, zbieznych prawie
wszedzie do funkcji f m(x) i wspdlnie ograniczonych przez liczbe
stalg m, ktora jest oczywiscie sumowalna na kazdym zbiorze
mierzalnym ograniczonym; w mys$l przeto twierdzenia po-
przedniego, dla kazdej liczby m,

skad przechodzac do granicy, gdy m—>00, otrzymujemy

co nalezato udowodnié.

Twierdzenia o wartosci $redniej.

§ 5. Osiggniete rezultaty pozwalajg podaC obecnie pewne
dwa twierdzenia, ktére — znane pod nazwa ,,twierdzen o war-
tosci Sredniej“ — znajdujg liczne zastosowania w wielu dzia-
fach Analizy; twierdzenia te nalezg w istocie rzeczy do Analizy

1) Funkcje, wystepujace tu pod znakiem catek, moga by¢ niesumowalne
catki te wszakze sg i w tym przypadku okre$lone (sg nieskoniczone), jako
ze rozwazane funkcje sg z zalozenia nieujemne. Natomiast, ze skonczonosci
granicy po lewej stronie nieréwnosci (6) wynika juz a fortiori, iz funkcja
/ (x) jest sumowalna.
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klasycznej, gdzie dowodzone sg dla catek Cauchy’ego i Rie-
Pierwsze z nich jest niemal oczywiste) i w sformutowaniu
dla catki Lebesgue’a orzeka:

Twierdzenie 5 Jeslig (x) i f (x) sg dwiema funkcjami
sumowalnemi w przedziale {a, b), g (x) jest w tym przedziale funk-
Cjg prawie wszedzie nieujemng, za$ f (x) funkcja ograniczong, wow-
czas funkcja g (X) f (&) jest rowniez w przedziale {a, b) sumowalna,
przyczem

gdzie u oznacza pewng liczbe zawartg miedzy kresami wartosci
funkcji f (X).

Dowdd. Oznaczajac przez Al i m odp. kresy gérny i dolny
funkcji f (X) w (a, b), mamy

przyczem funkcja f (x) g (X) jest sumowalna, jako iloczyn funkcji
sumowalnej przez funkcje mierzalng ograniczona.?
Oznaczajac tedy przez  stosunek

stwierdzamy natychmiast, iz m j mA, co uzasadnia nasze
twierdzenie.

Glebszy juz charakter nosi twierdzenie nastepujace, zwane
drugie mtwierdzeniem o wartosci Sredniej.

9 W 88 (tw. 15) podajemy uogélnienie tego twierdzenia dla catki Ri e-
manna-Stieltjesa.
2 Por. rozdz. IV, §4.
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Twierdzenie 6. Jesli funkcja f (x) jest sumowalna w prze-
dziale (a, b) i g (X) jest funkcjg skorczona, monofoniczng niemate-
jaca w tym przedziale, wéwczas funkcja f {x) g (x) jest rowniez su-
mowalna, przyczem

gdzie i jest pewng liczbg zawartg w przedziale (a, b).)

Dowd6d. Udowodnimy najpierw zwigzek (1) w przypadku
szczegollnym, gdy

A) funkcja (a) jest funkcjg niemalejaca i bez-
wzglednie ciggta w przedziale {a h).

Kladac wowczas

mamy na mocy twierdzenia ,0 catkowaniu przez czesci" (IV, 85)

Na zasadzie ,pierwszego twierdzenia o wartosci Sredniej”,
jako ze pochodna g' (a;) jest nieujemna,

gdzie @ jest pewng liczba, zawarta miedzy kresami funkcji F (X)
w (a, b). Poniewaz jednak funkcja F (x) jest ciggta, zatem w prze-
dziale (a, b) istnieje punkt i taki, iz

i ze zwigzku (2) otrzymujemy

0 Twierdzenie to dotyczy wytgcznie funkcji jednej zmiennej rzeczywistej.
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zn. zwigzek (1).

B) Funkcja g (&) jest dowolng funkcja skon-
czong, niemalejgcg w [a b). Oznaczmy przez G wiekszg
5dwu liczb g (@), g (b) . Niech dla kazdej wartosSci naturalnej n,
gn (0 oznacza funkcje linjowg w kazdym z przedziatow

: identyczng z g (X) na krancach tych przedziatow. Kazda z funkcji
S (a) jest niemalejaca i bezwzglednie ciagta, na zasadzie tedy
A) istnieje dla kazdego n punkt in w przedziale (a, b) taki, iz

3)

Mozemy wyja¢ z ciaggu {£} cigg zbiezny {£ } do pewnego
punktu L

Cigg gn (%) jest, jak tatwo zauwazy¢, zbiezny do funkcji g(.s)
w kazdym punkcie ciggtosci tej funkcji, poniewaz za$ funkcja
monofoniczna moze posiadaC conajwyzej tylko przeliczalng mno-
go$¢ punktow nieciggtosci (1, § 14), zatem, z pominieciem conajwyzej
przeliczalnego zbioru punktow,

I Z uwagi na

oraz na twierdzenie 3 (8 4):
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Z drugiej strony, poniewaz ink—>f, przeto rowniez:

I, kladagc w (3) n—tik, otrzymujemy, przechodzac nastepnie do
granicy dla k —»00,
b i : b

Twierdzenie Vita li'’ego- Caratheodory ’ego.

86. Lemmat. Jezeli dwie funkcje tiieujemne fl(x) if2(x),
mierzalnel) na pewnym zbiorze mierzalnym Q, spetniajg na nim nie-
rownoscé

i jesli pola tych dwu funkcji na Q rdznig sie conajwyzej o zbidr
miary zero, wowczas prawie wszedzie w Q

Dowdd. Oznaczmy przez A, wzgl. A, zbidr tych wszyst-
kich punktow x ¢ Q w ktorych

wzgl.

* Twierdzenie to jest zresztg prawdziwe dla dowolnych funkcji, nieko-
niecznie mierzalnych.
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Mamy oczywiscie

Zatdzmy, iz

Istnieje tedy para liczb nQ pO taka, iz

Oznaczajagc tedy przez Sx i S2 odp. pola funkcji f i/2na Q
oraz przez S zbior tych punktow (a;, y), dla ktérych

otrzymujemy z uwagi na lemmat 1 (§ 2):

co oczywiscie sprzeczne jest z zatozeniem, iz pola S1i S2rdznig
sie conajwyzej o zbiér miary zero.

Twierdzenie 7 (Vitaliego - Car at heodory ’ego).

Jedli f [X) jest funkcjg mierzalng na pewnej figurze elemen-
tarnej R, wowczas istniejg zawsze dwa ciggi monotoniczne funkcji
potcigglych, zbiezne prawie wszedzie dof (g) —ciag nierosnacy funkcji
potciggtych z dotu {un(a;)} oraz cigg niemalejacy funkcji pétciaglych
z gory {vn(a;)} — spetniajace warunki nastepujace:

1° kazda z funkcji unjest ograniczona z dotu, kazda z funkcji
vnjest ograniczona z gory;

2° dla kazdego n, w kazdym punkcie x e R:

3° jesli ponadto funkcja f (x) jest sumowalna na R, wowczas
funkcje uni vn mogg byC okreSlone w ten sposdb, aby wszystkie
byly suméwalne i wdwczas:
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Dowdd. A) Udowodnimy najpierw twierdzenie nasze
w przypadku, gdy funkcja / (*) jest stale nieujemna.

Al Rozpoczniemy od zbudowania ciggu un(*).

Oznaczmy w tym celu przez R' zbidr tych wszystkich punk-
tow (x,y), dla ktorych x cR oraz y >- 0. Oznaczmy dalej przez 5
pole funkcji / (X). Poniewaz pole to jest mierzalne (82, tw. 2(1°)),
przeto istnieje pewien zbior Gg, H, taki, iz

Zbior H przedstawi¢ mozemy w postaci

gdzie {Gn} jest pewnym ciggiem zstepujacym zbioréw otwartych.
Niech

Zbiory Fn tworza oczywiscie cigg wstepujacy zbiorow
domknietych; mamy przytem dla kazdego n:

#® Warunek (3°) zastgpicby tu mozna warunkiem ogoélniejszym, nieza-
leznym od sumowalnosci funkcji /:

Dowéd — w istocie rzeczy — tensam, wymaga tylko nastepujacego uogdl-
nienia lemmatu poprzedniego: jesli fu f2 (x> fj) sa dwiema funkcjami mierzal-
nemi na zhiorze Q, i Su S2oznaczaja odp. ich pola na Q, wéwczas
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Okreslimy teraz funkcje un(x) w sposob nastepujacy:

dla kazdego punktu x = £ un(£) oznacza rzedng najnizsze-
go punktu zbioru Fn na prostej x = 4 jesli zbiér Fn nie posiada
wogole punktéw wspdlnych z tg prosta, wowczas kiadziemy

Funkcje un(a) sa w ten sposdb okreSlone. Poniewaz zbiory
Fn tworza cigg wstepujacy, przeto funkcje untworzg cigg nie-
rosngcy. Dalej, kazda z funkcji un jako stale nieujemna, jest
napewno ograniczona z dotu i spetnia temsamem warunek 1°.
Zwigzek (2) pociaga za soba z kolei

w kazdym punkcie x figury elementarnej R, a wiec spetniony
jest rowniez warunek 2°.
Latwo wreszcie zauwazyC, iz zbidr

jest, dla kazdej liczby rzeczywistej a, rzutem na 0$ a-ow czesci
zbioru Fn zawartej w pasie 0<Cy -< g, a wiec rzutem zbioru dom-
knietego, ograniczonego, i temsamem jest rowniez domkniety.
Stad oczywiscie (Il, § 11, tw. 18) wynika, iz funkcje un(x) sa
wszystkie potciggte z dotu.

Pozostaje udowodnic jeszcze tylko, iz prawie wszedzie

oraz, iz w przypadku, gdy f (x) jest funkcjg sumowalna, funkcje
lin(x) moga by¢ tak okreslone, aby byly réwniez sumowalne na R.

Oznaczmy w tym celu przez u(x) granice ciagu funkcji un,
przez T—pole funkcji u{x) na R, wreszcie —przez Tni Wn odp.
pola i wykresy funkcji un. Mamy woéwczas, dla kazdego n,

skad:
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Ale funkcje un jako pofciiggte, sa (I, § 11) mierzalne, wy-
kresy ich Wn majg tedy (8 2, t\w. 1) miare (ptaskg) rowng zeru
i z (4), zuwagi na (1), otrzymujmy:

t. . pola funkcji f(x) i a (&) roizmig sie conajwyzej o zbidr miary
zero i na mocy lemmatu poprzedniego funkcje te sg rownowazne
na R, a wiec prawie wszedzie

Jesli wreszcie funkcja f (x)) jjest sumowalna na R, wowczas
AN MW A ma miar§ skonczmma, teinsamem miare  skoriczong
ma zbior H, i zbiory otwarte Gn mnogg by¢ okreSlone w ten sposob,
aby wszystkie posiadaty rowniie>z miare skonczong. Wowczas,
z uwagi na (3), funkcje nn majg ttakze pola o mierze skonczonej,
sg tedy (tw. 2) sumowalne oraz

Funkcje un(x) spetniajg zaiteem wszystkie zgdane warunki.
A2 lstnienie ciggu funkcji ‘v,n(jg dla funkcji nieujemnej / (*)
moglibysmy ustali¢ w sposob podlolbny do konstrukcji funkcji un{x).
Mozna jednak wyprowadzi¢ je wfpirost z otrzymanego juz wyniku,
dotyczacego funkcji un(x). Niecili w tym celu th(x) oznacza ciag
nierosnacy funkcji nieujemnych,, jpdtciaglycb z dotu, zbieznych

prawie wszedzie do funkcji \L i spetniajacych wsze-
dzie, dla kazdego nf nierowno$éc:

Cigg taki istnieje na zasadzie (.4)).. Potozmy:
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Cigg {vn} jest wolwczas widocznie ciggiem niemalejgcym
funkcji potciaghtycli z gory, zbieznym prawie wszedzie do J (X).
Dla kazdego n, w kazdym pumkcie x e R,

funkcje vn spetniajg zatem ..,... warun i > ’
jesli funkcja f {x) jest sumowalna, wowczas sumowane $
niez funkcje vn(x), jako ze

I, na zasadzie twierdzenia L<et>esguea o catkowaniu wyraz za
wyrazem ciggow monofonicznych funkcji, ciag ich catek dazy do
catki funkcji / (X).

B) Niech teraz/(jo bedzie dowolng funkcjg mierzalng na
figurze elementarnej R.  Manny.

gdzie /, f oznaczajg, jak zwykle, czeS¢ nieujemng i niedodatnig
funkcji /. W mysl udowodniiomego juz wyniku dla funkcji nieu-
jemnych, istnieje cigg monotcon iczny nierosnacy funkcji potciggtych
i ograniczonych z dotu uip (xc) oraz cigg monofoniczny niemalejacy
funkcji potciggtych i ograniczonych z goéry (x), zbieznych pra-
wie wszedzie odp. do funkcjii /\x) 1 —/(*), itakich przytem, iz,
dla kazdego n,

Nadto, jesli funkcja f(xj) — a wiec rowniez obydwie jej
czesci f i f — sg sumowalnee, wowczas funkcje uR* (x) oraz VW (£

moga by¢ tak okreSlone, aby/ wszystkie byty réwniez sumowalne.
Kladac teraz

b Jakkolwiek funkcje uf) (;x),, W moga przyjmowac wartosci nieskon-
c;one, niemniej,'jedna z nich niee przyjmuje nigdy wartosci —co, druga —
wartosci + o ;. ROznica <<ﬁ1)—nr/22) jeset tedy catkowicie okreslona.
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otrzymujemy cigg funkcji, spetniajagcych —w stosunku do funkcji
/ (v) — wszystkie warunki naszego twierdzenia. Analogicznie
okreslamy ciag funkcji vn(X).

Twierdzenie powyzsze byto udowodnione, po raz pierwszy, przez Vita-
1Tego (Rend. Ist. Lomb., (2), t. 38, (1905)) w postaci nastepujacej: ,,Kazda funkcja
mierzalna jest réwna prawie wszedzie pewnej funkcji klasy drugiej Baire’a.”
Caratheodory (R. F., p. 406, (Kap. VI)) uzupetnit wynik ten w sposéb
istotny, pokazujac, iz kazda funkcja mierzalna / pokrywa sie prawie wszedzie
z dwiema funkcjami klasy drugiej, z ktorych jedna jest granicg niemalejgcego
ciggu funkcji potciagtych z géry, nigdzie niewiekszych od /, druga za§ — jest
granica nierosngcego ciggu funkcji pdiciggtych z dotu nigdzie od / niemniej-
szych.

Twierdzenie Vitali’ego, w swem dawnem sformutowaniu, byto jednem
z pierwszych twierdzen, ktdre pokazywaty, iz og6lna funkcja mierzalna, z po-
minieciem zbioru miary zero, pokrywa sie z funkcjami o budowie elementar-
nej. Dzisiaj twierdzen takich znamy duzo wiecej.) Dla nas, twierdzenie V i-
tali’ego bedzie tu miato to przedewszystkiem znaczenie, iz pozwDli tatwo
ustali¢ zwiazek miedzy catkg Lebesgue’a acaltkg Perrona; w zastosowa-
niu tem istotng role odgrywa uzupetnienie twierdzenia VitalTego, wprowa-
dzone przez Caratheodor y’ego.

Catka Riemanna-Stieltjesa.

§ 7. Zakonczymy rozdziat ten ustaleniem zwigzku miedzy
catkg Lebesgue’a a catkg Riemanna. Skorzystamy tu row-
niez ze sposobnosci, by rozwazy¢ operacje o0golniejsza od catki
Riemanna, mianowicie — t. zw. catke Riemanna-Stiel-
tjesa. Calka ta odgrywa wazng role w wielu dziatach Analizy;
w rozdz. X podamy zastosowanie jej do uogolnienia twierdze-
nia o catkowaniu przez czeSci oraz do dowodu drugie-
go twierdzenia o wartos$ci Sredniej dlacatek Denjoy.

Przyjmiemy definicje nastepujace.

Niech F(x) bedzie dowolng funkcjg o wahaniu skoriczonem
I g (v) dowolng funkcjg ograniczong w przedziale (a, b).

Oznaczmy przez D dowolny podziat przedziatu (a, b) na
skonczony uktad niezachodzacych na siebie podprzedziatow; niech;
a—al< ai < a2< ... < an=b bedg punktami tego podziatu; przez
/ (D) oznaczymy najwiekszg z liczb ai+l—ai (i=0, 1,... n—1).

Niech dalej, dla kazdego i =0, 1,... 1—1, M oznacza kres
gorny, wzgl. dolny, funkcji g (X) w przedziale (aly ui+l), zaleznie
od tego, czy F (a/+i) —F () jest >0, czy O; analogicznie, ni

) Por. np. Sierpinski, Fund. Nlath, t. 3, (1922), p. 314
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#znaczaC bedzie kres dolny, lub gérny, funkcji g (x) w przedziale
i, diAi) zaleznie od tego, czy roznica F (a”i) —F (ai) jest, lub
lie jest, dodatnia.

Ustaliwszy funkcje F (x) i g (x), przyporzadkowa¢ mozemy
tazdemu podziatowi D przedziatu (a, b) dwie liczby:

Draz

przyczem widoczne jest, iz dla kazdego podziatu D

gdzie przez K oznaczamy kres gérny wartosci bezwzglednych funk-
cji S (x) w przedziale (a, b), zas$-przez W — wahanie bezwzgledne
funkcji F na tym samym przedziale.

Nazwiemy catkg gdérng Riemanna-Stielljesa funk-
cji 8 (x) wzgledem funkcji F(*) w przedziale (a b)
granice gorng sum 5 (D), gdy liczba | (D) dazy do zera; catke te
oznaczaC bedziemy przez

analogicznie, catke dolng Riemanna-Stieltjesa funkcji
g (X) wzgledem funkcji F (x), definjujemy jako granice dolng sum
s (D), gdy I (D)—>0; oznaczymy ja, podobnie, przez

Z (1) wynika, iz okreSlone w powyzszy sposéb catki sg
zawsze skonczone i spetniajg warunek



w przypadku, gdy sg sobie rowne, méwimy, iz funkcja g (x) jest
w przedziale (a, b) catkowalna wedtug Riemanna-Stiel-
tjesa wzgledem funkcji 2Z™), i przez

oznaczamy wspolng warto$¢ obydwu catek (2) i (3), ktére nazywa-
my wowczas wprost catkg Riemanna-Stieltjesa funkcji
N(x) w przedziale {a b); jesli nie bedzie obawy niejasnosci,
bedziemy przytem zwykle opuszczali znak («) przed symbolem
catki.

Jezeli F(x) =x, wbéwczas wyrazenia (2), (3) i (4) nazywaja
sie odp. catkg gérng Riemann a catkg dolng Rie man-
ila, wreszcie, catkg Riemanna funkcji g(X) w prze-
dziale (a b); oznaczamy je odpowiednio przez:

Jezeli istnieje trzecia z wypisanych wyzej catek, wdéwczas
funkcja g (x) nazywa sie catkowalna wedlug Riemanna.

Catka Riemanna jest oczywiscie starsza od uogoélniajacej ja catki
Riemanna-Stieltjesa; uog6lnienie to. ktére stanowi pewng relatywi-
zacje catki Riemanna (wzgledem dowolnej funkcji o wahaniu skon-
czonem), zawdzieczamy Stielljesowi.) W podobny sposéb zrelatywizo-
wac i uogdlni¢ mozna catke Lebesgue’a otrzymujac t zw. catke Lebes-
gue’a-Stielljesa;? uogdblnienie to wigze sie w sposéb istotny i naturalny
z uogo6lnieniem — zapomocg analogicznej relatywizacji — pojecia miary Le-
besgue’a

Interesujgce i oryginalne uogdlnienie calki Lebesguea w kierunku
stielljes’owskiin, odbiegajgce od uogélnien zwyklych tego typu, znajdzie
czytelnik w fadnej pracy Niny Bary i Menchoffa: Sur lintegrale de Le-
besgue-Stieltjes et les fonctions absolument continues de fonctions absolu-
ment continues (Ann. di Mat. (IV), t. 5, (1927-8)).

W przypadku, gdy funkcja F (x), wzgledem ktdrej catkujemy,
jest ciagta bezwzglednie, mozemy wyrazi¢ obydwie catki kranco-

® T.J Stielljes, Ann. Fac. Sc. de Toulouse, (I), t. 8, (1894), pp. 68—75.
2 Por. np. Lebesgue, L./, Il, Chap. XI; Hobson, /2. F., p. 662
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we Riemanna-Stieltjesa tatwo zapomocg catki Lebes-
gue’a. Udowodnimy mianowicie

Twierdzenie 8 Jesli funkcja F (x) jest ciggla bezwzgled-
nie w przedziale (a, b) i g (x) jest dowolng funkcjg ograniczong
w tym przedziale, wowczas:

®)

gdzie N o) (wzgl. n(x)) oznacza ma ximum lub minimum (wzgl.
minimum lub maximum)?* funkcji g (x) w punkcie x, zalez-
nie od tego, czy F'(x) < Q czy F(x)* Q2

Dowod. Twierdzenie nasze bedzie dowiedzione, skoro po-
kazemy, iz — dla dowolnego ciagu podziatow {Dn} — | (Dn —>0
pocigga za sobg

gdzie liczby S (Dn), 5(Dn) sg okreSlone w sposob, ustalony na

poczatku tego § dla funkcji g (x), F (x) i podziatbw Dn.
Wystarczy udowodni¢ tylko pierwszg z podanych wyzej row-

nosci; dowod drugiej prz;eprzeprowadza sie w sposéb identyczny.
Niech

b p. rozdz. I, § 11

2 Funkcje N (x), n(x) s g okreslone w ten sposéb prawie wszedzie w (a, b),
mianowicie — w punktach roézniczkowalnosci funkcji F (*); warto$¢ ich w po-
zostatych punktach przedzialu moze by¢ ustalona dowolnie, jako ze cakki,
wystepujace po stronie praiwej rownosci (5), sa rozumiane w sensie Le-
besguea
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bedg punktami podziatu Dn. Oznaczymy ogélnie przez MW, wzgl.
mV, (n=1 2...;1=0 1 —1) kres gorny, wzgl. dolny,
funkcji g (X) w przedziale (aW, a\h)\ NW oznacza¢ bedzie liczbe
MW lub mW zaleznie od tego czy réznica F (at") —F (aW) jest
>0, czy <!0.

Niech teraz, dla kazdego n,

Mamy wowczas:

Oznaczajgc przez K kres gérny wartosci bezwzglednych
funkcji g (x) w (a, b), bedziemy mieli, prawie wszedzie, dla kaz-
dego n,

Powiadamy, iz ponadto w kazdym punkcie xQ w ktorym
funkcja F (x) jest rdzniczkowalna i ktéry nie jest jednoczesnie
zadnym z punktéw podziatow Dth

W samej rzeczy, zwigzek ten jest widoczny, jesli F'(xQ = G;
zatozmy tedy, iz F'(xQ 4=0, np. iz F'(xQ > 0.
Wowczas, z jednej strony,

gdzie M (v) oznacza maximum funkcji g (X) w punkcie X
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z drugiej za$ —jesli tylko n jest dostatecznie duza liczbg —
nierownosc¢

pocigga za soba

a wiec

z uwagi przeto na (9)

i rownos$¢ (8) jest temsamem udowodniona.

Ze wzgledu na (7), mozemy tedy — w mysl twierdzenia
Lebesgue”) — dokona¢ pod znakiem catki w wyrazeniu (6)
przejscia do granicy — otrzymujac:

co nalezalo udowodnié.

Twierdzenie 9. Na to, aby funkcja ograniczona g (x) byla
catkowalna w {a, b) w sensie Rie manna -Stieltjesa wzgle-
dem pewnej funkcji bezwzglednie ciagtej F(x) w tym przedziale,
konieczne jest i wystarcza, aby funkcja g (X) byla ciggta w prawie
kazdym punkcie, w ktorym funkcja F (X) posiada pochodng rozng
od zera.

Jesli warunek ten jest spetniony, wowczas

Dowdd. Pierwsza cze$¢ twierdzenia wynika natychmiast
z réwnosci

A tw. 3 (§ 4).
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ktorg otrzymujemy, odejmujgc stronami zwigzki (5) i oznaczajac
przez o (x) oscylacjed funkcji g (&) w punkcie a.

Czes¢ druga wynika z kolei z pierwszej, oraz z rownosci
(5), jako iz w kazdym punkcie ciagtosci funkcji g (a)

Nx)=n()=g®x).

Kiadac F (x) = x, otrzymujemy z udowodnionego twierdze-
nia jeszcze nastepujace

Twierdzenie 10. Na to, aby funkcja g (x) ograniczona
w przedziale {a, b) byta w tym przedziale catkowalna w sensie
Riemanna, konieczne jest i wystarcza, aby funkcja ta byla pra-
wie wszedzie ciagha.

Jesli warunek ten jest spetniony, wowczas funkcja g (a) jest
sumowalna, ijej catki Riemanna 1 Lebesgue'a sie pokrywaja})

Z Twierdzenia 9, ze wzgledu na twierdzenie 11 rozdz. poprzedniego (8 4),
wynika jeszcze, iz, jesli funkcja g (x) jest catkowalna wzgledem pewnej funk-
cji F (x) bezwzglednie ciagtej, wowczas catkowalna jest zarazem wzgledem
kazdego z trzech wahan tej funkcji. Uwage te mozna rozszerzy¢ na dowolne
funkcje F (x) o wahaniu skoriczonem: na to, aby funkcja ograniczona g (x) byla
catkowalna wzgledem pewnej funkcji F (x) o wahaniu skonczonem, konieczne jest
i wystarcza, aby catkowalna byla wzgledem obydwu jej wahan, gérnego i dolnego.

Twierdzenie to wynika z tozsamosci:

w ktérych W (x), W (x) oznaczajg odp. wahania — gorne i dolne — funkcji F (x).

8 8 Podamy jeszcze pare elementarnych twierdzen o catce
Riemanna-Stieltjesa, ktore wynikaja bezposrednio z jej
definicji. Przedewszystkiem

J p. rozdz. 1l, § 1L

2 Warunek ten podat Lebesgue w swej tezie doktorskiej.

Inne warunki, oparte na dawniejszych teorjach miary, podawali wcze-
$niej Volterra (Giorn. di Mat., 1.19, (1881), p. 85); Harnack (Math. Ann., 1.19).
(1882), p. 242).



Twierdzenie 1L Jesli funkcje g, gv g2 sg ograniczone
w przedziale (a, b), i funkcje F, Fx F2 sg 0 wahaniu skonczonem
w tym przedziale, wowczas:

Wynika stad natychmiast

Twierdzenie 12 Jesli funkcje gi(x), g2(x) sa ograniczo-
ne i catkowalne w przedziale {a, b) wzgledem kazdej z dwu funkcji
Fx(X), F2(X)) o wahaniu skonczonem, wowczas kazda kombinacja
linjowa ™ gx(x) + u2g2(a) jest catkowalna wzgledem kazdej kom-
binacji linjowej

oraz

Twierdzenie 13 Jesli funkcja ograniczona g (x) jest cal-
kowalna w pewnym przedziale 10 wzgledem pewnej funkcji F ()
0 wahaniu skoriczonem, wowczas catkowalna jest réwniez wzgledem
F (x) w kazdym podprzedziale przedziatu /0 i catka

) Gdy méwimy o catkowalnosci funkcji wzgledem innej funkcji, mamy
tu :awsze na mysli catke Riemanna-Stieltjesa.

10
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jest funkcjg addytywng przedziatu 1Cf /0.])

Twierdzenie 14 Kazda funkcja ciggta jest catkowalna
w sensie Riemanna-Stieltjesa wzgledem kazdej funkcji o wa-
haniu skoriczonem.

Dowdd nie rézni sie istotnie od dowodu twierdzenia, ktdre
orzeka, iz kazda funkcja ciagta jest catkowalna w zwyklym sen-
sie Riemanna, i ktére wchodzi w skiad kazdego elementar-
nego wykiadu Analizy.

Zauwazy¢ tu mozna, iz klasa funkcji ciaggtych stanowi najszerszg
klase funkcji catkowalnych wzgledem kazdej funkcji o wahaniu skoriczonem.
Istotnie, tatwo spostrzec, iz, jesli funkcja g (x) jest nieciggta w pewnym
punkcie a, wéwczas nie jest juz catkowalna wzgledem funkcji réwnej zeru
w punkcie a i jednosci poza tym punktem.

Twierdzenie 15 Jezeli g (x) jest funkcjg ograniczong cal-
kowalng w przedziale (a, b) wzgledem pewnej funkcji monotonicznej
niemalejacej F (X) w tym przedziale, wowczas

gdzie a jest pewng liczbg, zawartg miedzy kresami wartosci funkcji
g(x) w (a b).

Dowdd. Mamy istotnie, oznaczajac przez.M i m odp. kresy
gorny i dolny funkcji g () w {a b):

Kladac:

otrzymujemy zadang liczbe  zawartg miedzy mi M

* Nie jest jednak naog6t funkcja ciggta przedziatu, jesli nie jest ciggta
funkcja F (j9. *
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Twierdzenie 16. Jesli funkcja g (x) jest ciggta i F (x) jest
funkcjg o wahaniu skonczonem w {a, b), wowczas funkcja

jest prawie wszedzie rozniczkowalna w {a, b) i prawie wszedzie

Dow6d. Z uwagi na twierdzenia 12 i 14 oraz rozkfad Kka-
noniczny Jor dana funkcji o wahaniu skonczonein ®» mozna za-
tozyC, nie zwezajagc ogolnosci twierdzenia, iz funkcja F(x) jest
monotoniczna niemalejaca.

Niech x0bedzie dowolnym punktem rézniczkowalnosci funkcji
F(x), zawartym wewnatrz przedziatu (a, b). Mamy:

a wiec, na mocy twierdzenia poprzedniego,

gdzie sh jest pewnag liczbg zawartg miedzy kresami funkcji
git)- g (x0 dla 11- x01< |h|.

Z uwagi na ciagtos¢ funkcji g (t), sh dazy do zera wraz
z h, i przechodzac w réwnosci (1) do granicy dla h—»0, otrzy-
mujemy
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#Poniewaz, na mocy twierdzenia Lebesgue’a prawie kazdy
punkt przedziatu (a, b) jest punktem rozniczkowalno$ci funkcji
F (X), przeto rownosC ostatnia spetniona jest prawie wszedzie
I twierdzenie nasze jest udowodnione.

Rozwazania dwu ostatnich §§ — podobnie jak i wszystkie inne rozwa-
zania tego rozdzialu — przeprowadzilismy dla funkcji okreslonych na linji
prostej. Rozwazania te jednak przenosza sie automatycznie, bez istotnych
trudnosci, na przestrzen o dowolnej ilosci wymiaréw. Przechodzac w rozwa-
zaniach, dotyczacych catki Riemanna-Stieltjesa, do przestrzeni n-wy-
miarowych nalezy rozumieé: przez g (funkcje catkowalng) — funkcje
punktu okreslong w pewnej figurze elementarnej /?; przez /7 (funkcje, wzgle-
dem ktorej catkujemy) — funkcje addytywng o wahaniu skon-
czonem; przez D — dowolny rozktad figury R na skonczona liczbe prze-
dziatow (ogdlnie n-wymiarowych), wreszcie — przez | (D) —maximum Sre-
dnic przedziatdw, wystepujacych w podziale D. Z chwila, gdy dokonamy
tych zmian formalnych, wszystkie rozwazania dotychczasowe pozostajg nadal
w mocy.



* ROZDZIAL VI.

Uktady ortogonalne funkcji.

Uwagi wstepne.

8 1 Jedno z najwczesniejszych, a zarazem i najpiekniejszych
zastosowan catki Lebesgue’a znajdujemy w ogolnej teorji roz-
winie¢ ortogonalnych; mozna powiedzie¢ nawet, iz catka lebes-
gueowska umozliwita powstanie tej teorji, ktérej metody prze-
nikajg dzi§ gleboko do najréznorodniejszych dziedzin analizy
i staty sie punktem wyjscia dla spdtczesnej teorji operacji funkcjo-
nalnych. W rozdziale tym, luzniej zresztg zwigzanym z catoScig
tego podrecznika, nie mozemy da¢ nawet najogolniejszego zarysu
odpowiadajgcego obecnemu stanowi teorji szeregdéw ortogonal-
nych.) Ograniczymy sie tez do wytozenia tu wytgcznie jednego
tylko, podstawowego wyniku tej teorji, na ktory skkadajg sie
t. zw. twierdzenia Riesz’a-Fischera i Parsevala. Idea isto-
tna tego wyniku staje sie jasna, skoro rozwaza¢ go w ptaszczyznie
pewnych poje¢ ogolnych, nalezacych do teorji mnogosci; rozpo-
czniemy tedy rozdziat niniejszy pewnemi rozwazaniami 0 charak-
terze bardziej nieco abstrakcyjnym.

) Nie posiadamy dotad w literaturze matematycznej wyktadu systema-
tycznego tej teorji, ktdrej wyniki rozrzucone sg po licznych pracach oryginal-
nych. Wyklad taki, w formie podrecznika — monografji, przygotowywany jest
przez p.p. Steinhausa i Orlicza Wiele interesujacego materjatu z tej
dziedziny znajdzie réwniez czytelnik w czasopiSmie polskiem Studia Ma-
thematica.



Przestrzenie metryczne.

§2. Zbior 93? nazywamy przestrzenig metryczna,
jesli kazdej parze a b jego elementéw przyporzadkowana jest
liczba nieujemna p(a, b), zwana ich odlegtosciag i spehnia-
jaca trzy warunki nastepujgce:

(D Dla kazdej pary elementow a, b e 93?7, rowno$¢ p(a, b) =0
spetniona jest wtedy i tylko wtedy, gdy a= b
(1) (warunek symetrji) dla kazdejpary elementéw a,be*0i

(1) (warunek tréjkata) dla kazdych trzech elementow
abcg P
P(@ ¢ < p(@ b+ p(b, o).

Odpowiednio$¢ jedno-jednoznaczng miedzy dwiema przestrze-
niami metrycznemi nazywamy izometryczng, jezeli odlegtosci
odpowiadajacych sobie par elementow tych dwu przestrzeni sg
zawsze sobie réwne. Dwie przestrzenie metryczne, miedzy Kkto-
remi ustali¢ mozna odpowiednio$C izometryczng, nazywajg Sie
izometryczne.

Jedli a jest elementem przestrzeni metrycznej 93?, r dowolng
liczbg dodatnig, wowczas otoczeniem punktu a o promieniu r
(w przestrzeni 93?) nazywamy zbior wszystkich elementéw x e 93?,
dla ktorych

p@ x)<r.

Zbior 51, zawarty w przestrzeni 93? nazywa sie wszedzie-
gesty w tej przestrzeni, jezeli kazde otoczenie kazdego elementu
przestrzeni 93? zawiera elementy zbioru 51

Mowimy, iz element a przestrzeni metrycznej jest granicg
mocna) ciggu elementéw {an} tej przestrzeni, jezeli

) Uzywamy tu terminu granica ,mocna“, poniewaz dla wielu prze-
strzeni metrycznych rozwaza sie réwniez granice, okreslone w sposéb odmienny.
Np. w polu funkcji o kwadracie sumowalnym (p. niz § 4) rozréznia¢ bedziemy
pare rodzajow zbieznosci ciggéw funkcji, odpowiednio do réznych definicji
granicy: zbiezno$¢ prawie wszedzie, zbiezno$¢ asymptotyczna,
zbiezno$¢ mocna; termin zbiezno$¢ mocna pochodzi z ogélnej teorji ope-
racji funkcjonalnych, w ktérej rozwaza sie jeszcze inny rodzaj zbieznosci, zwa-
ny zbieznoscig stabg.
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piszemy wowczas

Ciag, ktory posiada granice mocng, nazywa sie ciggiem mo-
cno zbieznym.

Bedziemy mowili, iz cigg {an} elementéw przestrzeni me-
trycznej spetnia mocno warunek Cauchy’ego, jesli dla
kazdej liczby e> 0 istnieje taka liczba N, iz nierownos¢ n, m> N
pocigga za sobg zawsze

Widoczne jest, iz warunek ten jest konieczny na to, aby
ciag {an} byt mocno zbiezny, nie jest jednak — naog6t — dosta-
teczny. JeSli, w pewnej przestrzeni metrycznej, kazdy ciag, spet-
niajagcy mocno warunek Cauchy’ego, jest zarazem mocno zbiezny,
wowczas przestrzen nazywa sie zupeina.

Twierdzenie 1 Jesli {an} jest ciagiem elementow prze-
strzeni metrycznej 9)?, zbieznym mocno do pewnego elementu a tej
przestrzeni, wowczas dla kazdego punktu be

Dowdd. Mamy istotnie, z uwagi na warunek ,tréjkata”,
dla kazdego elementu b

Skoro wiec, z zatozenia

przeto

co nalezato udowodnidé.

Nierownoséci Schwarza.

8 3. Zanim okreslimy przestrzenie metryczne, ktdre stano-
wi¢ beda gtowny przedmiot rozwazan tego rozdziatu, przypomni-
my przedewszystkiem pewne dwie nierownosci, zwane nierdw-
nosciami Schwarza.
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A) Jezeli {jc}, {«¢ sa dwoma ciggami liczbowemi i sSzeregi

ANyl sg zbiezne, wowczas szereg A xnyn jest réwniez
n . n n
zbiezny, przyczem

B) Jezeli x (t), y (t) sa dwiema funkcjami mierzalnemi na pe-
wnym zbiorze mierzalnym P i kwadraty ich sg sumowalne na P, wow-
czas funkcja x{t)y(t) jest réwniez sumowalna na P, przyczem

Udowodnimy tylko jedng cze$é, np. (B), powyzszego twier-
dzenia; czes¢ (A) uzasadnia sie w sposOb najzupetniej analogiczny.

Przedewszystkiem, z uwagi na mierzalno$¢ obydwu fumkgji
X (1), y (t), funkcja x(t)y(t) jest rowniez mierzalna; a wiec, po-
niewaz funkcje [x (6)]2 [y )]2 sa nadto jeszcze sumowalne n;a P
oraz

zatem funkcja x(t)y{t) jest takze sumowalna na P, a wraz z nig
rowniez i kazda funkcja postaci [X.. (t) + py (t)Y, gdzie X [u sg
dowolnemi spdtczynnikami liczbowemi. Mamy

wyrazenie przeto

jest pewng formg kwadratowg, nieujemng, parametrow X (i; Ww-
roznik jej jest przeto niedodatni, t. j.

co réwnowazne jest nierdwnosci (2).
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Przestrzen Hilberta.

84. Nazywamy przestrzenig Hilberta albo, krocej,
przestrzenig ”>, zbiér wszystkich ciggow nieskonczonych
liczb rzeczywistych, ktorych szereg kwadratow jest zbiezny;
odleglto$¢ miedzy dwoma elementami x —(xIf x2 ... ,xn..),
v = (yi> o) tej przestrzeni okreSlamy przez wzor

Widoczne jest, iz zdefinjowana w ten sposob odlegto$¢ spetnia
dwa pierwsze warunki podane w § 2; pokazemy, iz spetnia row-
niez i trzeci z tych warunkéw (,trdéjkagta®); uwazajmy w tym
celu trzy dowolne elementy

przestrzeni Nierownosc

mozemy wowczas, ktadac ogolnie

naipisa¢ w postaci

kttora rownowazna jest widocznie zwigzkowi

wynikajgcemu juz bezpo$rednio z nieréwnosci Schwarza § po-
przedniego.

# Liczba ta jest zawsze skonczona, jako ze szeregi

z zalozenia zbiezne.
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Elementy przestrzeni Hilb er ta nazywamy jej punktami
lub wektorami. Jesli x = (xu X2 ... X,, ...) jest punktem (we-
ktorem) tej przestrzeni, wéwczas liczby Xi (i=1, 2 ...) nazywa"
my spOtrzedneini punktu g lub sktadowemi wektora x.

Sens tej terminologji jest zrozumiaty, jesli zwazy€, iz przestrzen $)
(wprowadzona przez Hilberta (1906) w zwigzku z jego teorjg rownan catko-
wych) stanowi naturalne i bezposrednie uogoélnienie przestrzeni euklidesowych

wzor (1), okreslajacy odlegtos¢ w przestrzeni $, jest— w szczeg6lnosci —
bezposredniem przeniesieniem definicji odlegtosci geometrji analitycznej
przestrzeni euklidesowych wymiaru skonczonego ) (por. I, § 3).

Z drugiej strony, dogodnie jest czesto rozumie¢ przestrzen Hilk
berta jako uogdlnienie pola wektoréw przestrzeni e-uklidesowych; ujecie
to prowadzi natychmiast do przeniesienia na przestrzen Sj definicji iloczynu
skalarnego oraz ortogonalnos$ci (prostopadtosci) wektoréw prze-
strzeni euklidesowych.

Mozemy np. nazwra¢ iloczynem skalarnym dwu wektoréw
* = (XU X7, ... ,xn ...),y = (ylty2 ... ,yn,...) przestrzeni liczbe

2)

i z kolei dwa wektory tejze przestrzeni nazwaé ortogonalnemi, jesli ich
iloczyn skalarny jest zerem.

Zbiezno$¢ szeregu, wystepujgcego po prawej stronie roéwnosci (2), wynika
z nierownosci Schwarza, ktorg rozumie¢ mozemy obecnie jako uogélnienie
znanego twierdzenia geometrji: warto$¢ bezwzgledna iloczynu skalarnego dwu
wektoréw jest conajwyzej réwna iloczynowi ich dtugosci.

Uwagi te wyjasniajg sens niektdrych termindéw i twierdzen tego roz-
dzialu. W szczegblnosci, z narzucajacej sie analogji z przestrzeniami euklideso-
wemi wynika definicja ortogonalnos$ci funkcji (p. niz. 8 7). Analogja
ta zyskuje doktadniejsze jeszcze uzasadnienie dla pola funkcji o kwa-
dracie sumowalnym, jako ze pole to jest wprost izometryczne z prze-
strzenig Hilberta (8 11).

Pole funkcji o kwadracie sumowalnym.

85. Obok przestrzeni Hilberta, okreslonej w 8 poprze-
dnim, rozwaza¢ tu bedziemy jeszcze pewne przestrzenie funkcyjne,
0 ktorych udowodnimy nastepnie, iz sg wszystkie izometryczne
z przestrzenig Hilberta.

Niech mianowicie P bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym,
0 mierze skonczonej lub nieskoriczonej, roznej wszakze od zera.¥

% Systematyczny wyktad geometrji (elementarnej i rézniczkowej) prze-
strzeni znalez¢ mozna w ksigzce Vitali’ego: Spazio hilbertiano. 1929.
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Nazwiemy polem albo przestrzenig funkcji o kwadra-
cie sumOwalnym na zbiorze P mnogo$¢ wszystkich funk-
cji * (), okreSlonych i mierzalnych na P, ktérych kwadrat [x (t)]2
jest na zbiorze P sumowalny;® przestrzen te oznacza¢ bedziemy
przez £2(P),9 przyczem dwie funkcje réwnowazne na P i nale-
zace do wymienionego pola, uwaza¢ bedziemy za ten sam jego
element. Odlegtos¢ kazdych dwu funkcji x (t), y (t) e S2(P) okre-
Slamy przez wzér

(1)

Definicja ta spetnia widocznie dwa pierwsze warunki § 2
Azeby pokazac, iz spetnia rowniez warunek trzeci — trojkata —
postepujemy podobnie, jak w § poprzednim. Niech x 1),y (t), z (t)
bedag trzema dowolnemi funkcjami pola 8 2(P). Kiadac

napisa¢ mozemy nierébwnos¢

wyrazajgcg warunek trojkata, w postaci

) W przypadku, gdy zbiér P ma miare skonczong, z sumowalnosci kwa-
dratu funkcji mierzalnej x (t) wynika natychmiast, iz sumowalna jest na P
rowniez i sama funkcja x (t); jesli jednak zbiér P ma miare nieskonczona,
wowczas funkcja x () moze by¢ niesumowalna pomimo, iz sumowalny jest jej
kwadrat. Np. funkcja * sumowalna jest na przedziale (1, + oc), funkcja za$
— posiada na tym samym przedziale catke nieskoriczona.
a.

2 W teorjach ogolniejszych wprowadza sie przestrzenie ogdlniejsze (20
funkcji o /7-tej (/?>0) potedze sumowalnej; stad wskaznik 2w oznaczeniu prze-
strzeni, ktérg rozwazamy w tekscie.



ktora, z kolei, rbwnowazna jest zwigzkowi

wynikajacemu juz bezposrednio z nieréwnosci Schwarza (dla
funkciji).

W dalszym ciagu, dla uproszczenia znakowania, zatozymy,
iz zbior P pokrywa sie z przestrzenig SN, t. j. linjg prosta; odpo-
wiadajace pole funkcji o kwadracie sumowalnym 82(9?!) ozna-
czaC bedziemy wprost przez £2% podobniez, w przypadku, gdy
rozwazane bedg w tym rozdziale catki rozciggniete na calg linje
prosta, bedziemy — dla skrocenia, — pomijali w symbolu catki znak
obszaru catkowania. Rzecz prosta, wszystkie ponizsze rozwaza-
nia przenoszg sie natychmiast na pola funkcji o kwadracie sumo-
walnym na dowolnym zbiorze mierzalnym (0 mierze dodatniej)
w przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru.

W przestrzeni £2 jako pewnej przestrzeni metrycznej z usta-
long przez wzdr (1) odlegtoscia, okreSlona jest temsamem defi-
nicja zbieznosci mocnej (8 2) ciggdw funkcyjnych. Bedziemy
mowili tu ponadto, iz szereg funkcji x,, (t) pola £2jest mocno
zbiezny, jeSli mocno zbiezny jest ciagg jego sum czastkowych

nalezacych oczywiscie rowniez do pola 8 2 granice mocng tego ciggu

nazywa¢ bedziemy granicg mocng albo suma mocng sze-
regu funkcji xn(t)

W przypadku, gdy szereg A xn(t) redukuje sie do sumy

n
skonczonej (t. j. gdy wyrazy jego, poczawszy od pewnego miejsca,
sg zerami), wOwczas Suma mocna réwnowazna jest oczywiscie
sumie w znaczeniu zwykiem.

1) Mowiac tedy w dalszym ciggu tego rozdziatlu o funkcjach o kwadra-
cie sumowalnym, bedziemy rozumieli, iz kwadrat ich posiada catke skonczong
rozciggnietg na catg linje prosta.
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86. Twierdzenie 2.0 /° Przestrzen & jest zupetna,
2° Jezeli cigg funkcji xn(t) e «2jest mocno zbiezny, wowczas
jest temsamem zbiezny asymptotycznie oraz

Dowdd. Niech {xn(ol bedzie ciggiem funkcji pola 22
spetniajgcym mocno warunek Cauchy'ego (82). Pokazemy, iz
cigg ten jest zbiezny asymptotycznie, oraz iz jego granica asym-
ptotyczna jest zarazem granicg mocng. W ten sposob udowodnione
zostang jednocze$nie obydwie czesci twierdzenia.

Pokazemy najpierw, iz

A) ciag xn(t) jest zbiezny asymptotycznie.

Niech w tym celu e bedzie dowolng liczbg dodatnig i oznacz-
my przez Qmn(e) mnogos¢ wszystkich punktow t, w ktérych

Mamy wowczas:

a wiec, poniewaz p[xm(t), xn(tj] dazy z zatozenia do zera, gdy
m, n—>@Cy zatem réwniez, dla kazdego e,

cigg {*.(E)} spetnia tedy asymptotycznie warunek Cauchy ’ego,

a wiec (I, 8§ 15, tw. 21) jest temsamem zbiezny asymptotycznie.
B) Pokazemy, z kolei, iz granica asymptotyczna

ciggu {xn()} jest zarazem jego granicg mocnag.
Niech, w samej rzeczy,

i niech 4 bedzie dowolng liczbg dodatnig. Istnieje taka liczba N,
izdlan m>N

¥ Pewne uogdlnienia tego twierdzenia (korzystajgce zresztg z metod
analogicznych) —w pracy Kaczmarza i Nikliborca, Fund. Math., t. 11,
1928), p. 151.
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a wiec, przechodzac do granicy, gdy n—>co, otrzymujemy w mysl
lemmatu Fatou (V, § 4, tw. 4), dla kazdego m> N,

skad wynika oczywiscie, iz funkcja a (t) jest o kwadracie sumo-
walnym oraz iz jest granicg mocng ciggu {x, ("}

Twierdzenie 3 Jezeli ciggi «n(0}, { (01 funkcji o kwa-
dracie sumowalnym sg mocno zbiezne odp. do funkcji x (t), y (t),
wowczas

Dowdd. Mamy z zatozenia

a, z uwagi na tw. 1 (8 1), rdwniez

Z drugiej strony, z nieréwnosci Schwarza

skad — z uwagi na (1) i (2) — wynika juz bezposrednio zadana
rownosc.

Uktady ortogonalne i normalne.

8 7. Dwie funkcje x (t), y (t), okreSlone na pewnym zbiorze
mierzalnym Q, nazywajg sie wzajemnie ortogonalne na
nim, jesli iloczyn ich jest sumowalny na tym zbiorze oraz
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Funkcja x (t) nazywa sie normalna na zbiorze Q jesli

Dla uproszczenia, méwigc w dalszym ciggu o funkcjach or-
togonalnych, wzgl. normalnych, bedziemy zakiadali, iz zbior Q
jest linjg prostg (przestrzenia SAJ;, w przypadku przeciwnym,
bedziemy zaznaczali zawsze wyraznie mnogos¢, na ktérej funkcje
sg rozwazane. Oczywiscie, nie bedzie to wptywacé bynajmniej na
zwezenie ogolnosci rozumowan.

Kazda funkcja normalna nalezy oczywiscie do pola £2 z dru-
giej strony jasne jest, iz, jesli tylko funkcja x {t), zawarta w polu
£2 nie znika prawie wszedzie, wowczas uczyni¢ jg mozna nor-
malng przez pomnozenie przez stosowng statg normujgcg row-

ng odwrotnosci pierwiastka kwadratowego z catki  [x (t)]2dt.
Rodzina funkcji, z ktérych kazde dwie — rozne — sg wzgle-
dem siebie ortogonalne, nazywa sie uktadem ortogonalnym;
jesli ponadto wszystkie nalezagce do ukfadu tego funkcje sg nor-
malne, uktad nazywa sie ortogonalny i normalny.
Jesli cigg (skonczony lub przeliczalny) funkcji

(1

jest uktadem ortogonalnym i normalnym, wowczas kazdy szereg
postaci

(gdzie an oznaczajg dowolne spotczynniki liczbowe) nazywa sie
szeregiem ortogonalnym postepujgcym wedle funkcji ukta-
du (1). Szereg taki nazywa sie ponadto rozwinieciem Fou-
rier’owskiem lub ortogonalnem pewnej funkcji x (t), wedle
uktadu (1), jesli spotczynniki an dane sg przez wzory

(2)
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okres$lone w ten sposob liczby an noszg nazwe spoétczynni-
kow Fouriera funkcji x (t) wzgledem ukfadu (1).

W przypadku, gdy funkcja x (t) jest o kwadracie sumowalnym, catki wy-
stepujgce w réwnosci (2) sa zawsze (§ 3) okreslone; funkcje o kwadracie sumo-
walnym posiadajg tedy zawsze rozwiniecie Fourierowskie wedle dowolnego
ukfadu ortogonalnego i normalnego. Jesli jednak funkcje &n(t) uktadu (1)
spetniajg jeszcze pewne dodatkowe warunki (np. sg ograniczone, ciagte, lub posia-
daja pochodna ciagtg i t. p.) wowczas catki (2) mogg by¢ okreslone réwniez
i dla pewnej szerszej klasy funkcji x (f) anizeli pole S2 Moze sie réwniez
zdarzyé¢, iz catki (2), nie istniejgc w sensie Lebesgue’a okreslone sg jednak
w pewnem znaczeniu ogolniejszem, np. w sensie Perrona, Denjoy (p. rozdz. X).
Moéwimy woéwczas o rozwinieciach Fouriera-Perrona, Fouriera-
Denjoy, odrozniajagc je w ten sposéb od rozwinie¢ Fouriera-Lebes-
gue’a, o ktérych zaktadamy wyraznie, iz spotczynniki ich okreslone sg przez
catki le besgue’owskie. Nie bedziemy korzystali nadal z tych rozroznien
terminologicznych, jako Ze rozumiemy tu, jak zawsze dotychczas, catke w sen-
sie definicji Lebesgue’a Ograniczymy sie réwniez wylacznie do rozwinie¢
funkcji o kwadracie sumowalnym; rozwiniecia te sg bowiem w prosty nader
sposob scharakteryzowane przez wynik Riesza-Fischera, ktory zawiera
zarazem warunek konieczny i dostateczny na to, aby szereg ortogonalny byt
mocno zbiezny.

Zbiezno$¢ mocna szeregu ortogonalnego pocigga za sobg oczywiscie —
w mysl tw. 2 — zawsze zbiezno$¢ asymptotyczng, nie wynika z niej jednak
bynajmniej zbiezno$¢ prawie wszedzie. Istniejg pewne warunki na to, aby
szereg ortogonalny mocno zbiezny byt zarazem zbiezny prawie wszedzie; kry-
terja te wykraczajg jednak poza ramy tego wykiadu; czytelnik znajdzie je
w pracach oryginalnych.])

Najdawniej systematycznie rozwazanym ukiadem ortogonalnym funkcji
‘est t. zw. ukiad trygonometryczny

ortogonalny i normalny w przedziale (—n, i:); w $lad za nim rozwazane byty

wytonita sie w, naturalny sposob teorja ogélna.

") Zwr6cimy tu uwage przedewszystkiem na prace nastepujgce: Ra de-
mach er, Math. Ann, t 87, (1922), p. 112; Menchoff, Fund. Math., t. 4,
(1923), p. 82; t. 8, (1926), p. 56; t. 10, (1928), p. 375, Kaczmarz, Math. Ann,
t. 96, (1925), p. 148; Studia Mathematica, t. 1, (1929), p. 87; Orlic z, Buli. Ac.
Pol., (1927), p. 8L

2 Wiele przykifadéw systemoéw ortogonalnych rozwazanych w analizie
znajdzie czytelnik w dziele Couranta-Hilberta: Methoden der Matherr.a-
tischen Physik. t. 1 (1924).
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Twierdzenie 4. /° Jesli {$«(0} jest uktadem ortogonalnym
i normalnym funkcji, wowczas warunkiem koniecznym i dostatecznym
zbieznosci mocnej szeregu

jest zbieznos¢ szeregu

2° Jesli warunek ten jest spetniony i a(t) jest sumg mocna
szeregu (3), wowczas szereg tenjest rozwinieciem Fourie rowskiem
funkcji a (t), przyczem

Dowdd. 1° Z uwagi na tw. 2 (8 6), na to, aby szereg (3)
byt mocno zbiezny, konieczne jest i wystarcza, aby ciag jego sum
czastkowych spetniat mocno warunek Cauchy’ego, t j. aby wy-
razenie

dazyto do zera, gdy min (n>m) dazg do nieskoniczonosci; to jednak
rownowazne jest oczywiscie zbieznosci szeregu liczbowego  &h

i, temsamem, uzasadnia pierwszg cze$C naszego twierdzenia.

2> Zaldzmy, iz szereg (3) jest mocno zbiezny oraz iz a(t)
jest jego mocng suma. Oznaczajac tedy przez sn(t) n-tg sume
czastkowg tego szeregu, mamy

a wiec, na mocy tw. 3 (§ 6), dla kazdego Kk,

Ale, zwazywszy na normalnos¢ i ortogonalno$¢ rozwazanego
uktadu funkcji, mamy dla kazdego n k
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a wiec, z (6),

i szereg (3) jest rozwinigciem ortogonalnem funkcji a {t).
Wreszcie, z uwagi, raz jeszcze, na tw. 3, otrzymujemy z (5)

Twierdzenie nasze jest tedy udowodnione w catosci.

Twierdzenie Riesza-Fischera.

§ 8. Z twierdzenia § poprzedniego wynika, iz, jeSli suma
kwadratow spotczynnikéw szeregu ortogonalnego jest skoriczona,
wowczas szereg ten jest rozwinieciem pewnej funkcji o kwadra-
cie sumowalnym; odwrdcenie tego wyniku zawiera sie w naste-
pujacem twierdzeniu, wyrazajgcemt. zw. nierownos$¢ BesseTa.

Twierdzenie 5 Jesli szereg

jest rozwinieciem funkcji a (t) o kwadracie sumowalnym, wedle ukia-
du ortogonalnego i normalnego funkcji {8,,(/)}, wowczas

Dowod. Uwzgledniajagc definicje spdtczynnikdéw an przez
rownosci

otrzymujemy natychmiast, dla kazdego m, tozsamosc¢
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skad — jako ze wyrazenie po lewej stronie réwnosci jest na-
pewno nieujemne —

Przechodzac do granicy (jesli rozwazany ukfad jest nieskon-
czony), gdy m —>co, otrzymujemy zgdang nierdwnos¢.

Wynik powyzszy, tacznie z drugg czescig twierdzenia po-
przedniego, daje natychmiast nastepujgce twierdzenie Riesza-
Fischer a.)

Twierdzenie 6. Warunkiem koniecznym i dostatecznym

na to, aby szereg ortogonalny ~ an&(t) byt rozwinieciem ortogo-
n
nalnem funkcji o kwadracie suméwalnym, jest zbieznos¢ szeregu N af
n
Uktady zupetne. Tozsamo$¢ Parsevala.

8 9. Szereg ortogonalny, spetniajacy warunek twierdzenia
Riesza-Fischera, moze byC naogdt rozwinieciem wielu funkcji
0 kwadracie sumowalnym; w szczegolnosci, jesli istnieje — rdzna
od zera — funkcja (t) o kwadracie sumowalnym, ortogonalna
wzgledem wszystkich funkcji rozwazanego uktadu ortogonalnego

(0}> woweczas szereg o wszystkich spotczynnikach réwnych zeru,
jest rozwinieciem ortogonalnem zaréwno zera, jak i funkcji *(*).
Przeciwnie, spostrzegamy natychmiast, iz, jesli kazda funkcja ortogo-
nalna wzgledem wszystkich funkcji uktadu {$n(0} znika prawie wsze-

dzie, wéwczas szereg A an (t) moze byC conajwyzej rozwinie-

n
ciem jednej tylko funkcji o kwadracie sumowalnym.?
Uwagi powyzsze prowadza do ustalenia definicji nastepujacej.
Uktad U funkcji, okre$lonych na pewnym zbiorze mierzal-
nym Q nazywamy zupetnym na tym zbiorze wzgledem pewnej
Klasy & funkcji, okreslonych réwniez na Q jesli
1° iloczyn kazdej funkcji ukiadu U przez dowolng funkcje
klasy ™ jest catkowalny na Q oraz jesli

® F. Riesz, Comptes Rendus, t. 144, (1907), pp. 615, 734. Fischer, ibid.,
pp. 1022, 1148.
2 Oczywiscie — funkcji rownowaznych nie traktujemy tu jako réznych.
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2° kazda funkcja klasy M ortogonalna na Q wzgledem
wszystkich funkcji uktadu U, znika na Q prawie wszedzie.

W rozdziale tym zaktada¢ bedziemy przewaznie, iz klasa &
jest polem funkcji o kwadracie sumowalnym; uktad U, ktéry jest
zupetny na pewnym zbiorze mierzalnym Q wzgledem pola funkcji
0 kwadracie sumowalnym na tym zbiorze, bedziemy nazywali
wprost zupetnym na Q

Jesli zbior, na ktérym rozwazamy ukfad zupetny funkcji, nie
bedzie wyraznie wymieniony, wowczas rozumie¢ bedziemy zawsze,
iz zbior ten pokrywa sie z linjg prosta, t j. z przedzialem
(=0, 4- a9 zmiennej rzeczywistej.

Jesli iloczyn funkcji x (t) przez dowolng funkcje o kwadracie sumowalnym
jest zawsze sumowalny, woéwczas funkcja x (t) jest réwniez o kwadracie sumowal-

nym. Pomijamy tu dowdd tego twierdzenia,]) z ktérego wynika natychmiast,
iz kazdy uktad zupelny wzgledem pola 22 zawiera sie réwniez sam w tem polu.

W § nastepnym podamy przyktady uktadow zupeinych. Tym-
czasem udowodnimy nastepujgce

Twierdzenie 7. Jesli ciag {$«(£)} jest uktadem ortogonal-
nym i normalnym funkcji, wowczas trzy nastepujgce warunki sg
rownowazne:

(A) ukiad {3, (M} jest zupetny,

(B) kazda funkcja o kwadracie sumowalnym jest sumg mocng
swego rozwiniecia wedle tego uktadu;

(C) dla kazdej funkcji a (t) o kwadracie sumowalnym:

gdzie an oznaczajg spétczynniki Fouriera funkcji a(t) wzgledem
uktadu {$n(0}*

h) Twierdzenie to jest czesto podawane w postaci réwnowaznej twier-

dzenia z teorji szeregow liczbowych: jesli szereg '~ a nxn jest zbiezny dla kaz-

dego ciggu liczb xn o zbieznej sumie kwadratéw, wowczas szereg "a- jest row-

niez zbiezny (Hellinger-Toeplitz, Nachr. Ges. Wiss.,, Gottingen, (1906),
p. 351; Riesz (F.), Les systemes d'equations lineaires. Paris. 1913. p. 47).
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Dowdd. Pokazemy kolejno, iz z warunku (A) wynika wa-
runek (B), z warunku (B) — warunek (C), wreszcie z (C) — wa-
runek (i4). Temsamem twierdzenie nasze bedzie udowodnione
w catosci.

1°. Zakfadamy, iz spetniony jest warunek (A).

Niech a{t) bedzie dowolng funkcjag o kwadracie sumo-
walnym,

jej rozwinieciem ortogonalnem. W mysl tw. Riesza-Fischera
kwadraty liczb an tworzg szereg zbiezny, a wiec, na mocy tw. 4
(8 7), szereg (2) jest mocno zbiezny do pewnej funkcji b {t) o kwa-
dracie sumowalnym, i jest zarazem jej rozwinieciem. Funkcje a{t),
b (t) posiadajg tedy odp. identyczne spoétczynniki Fourier’a
wzgledem funkcji ukfadu {8 ()}, lub — co jest réwnowazne —
roznica a (t) — b (") jest ortogonalna wzgledem wszystkich funkcji
tego ukiadu. Poniewaz jednak ukfad {&,(E)} jest —z zatozenia —
zupetny, zatem roznica ta znika prawie wszedzie, funkcje a (t)
i b(t) sg rownowazne, a temsamem funkcja a (t) jest sumag mocng
szeregu (2).

Uktad rozwazany spetnia zatem warunek (B).

2°. Zaktadamy, iz spetniony jest warunek (B).

Niech znéw a (t) bedzie dowolng funkcjg o kwadracie sumo-
walnym, szereg (2) jej rozwinieciem ortogonalnem. Mamy, z za-
tozenia,

Ale calka, stojaca powyzej pod znakiem granicy, jest réwna
roznicy

RownosC (3) rownowazna jest tedy rownosci (1) i warunek
(C) jest spetniony.

3. Zaktadamy wreszcie,iz spetniony jest warunek (C).
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Wowczas, dla kazdej funkcji a(t) o kwadracie sumowalnym,
ortogonalnej wzgledem wszystkich funkcji uktadu ma-

my z (1)

a wiec, prawie wszedzie, a(t) = 0.

Ukfad {"«(0} jest tedy zupeiny, t. zn. spetniony jest waru-
nek (/).

Tozsamos¢ (1), ktora, jak udowodniliSmy, charakteryzuje ukia-
dy ortogonalne, normalne i zupetne, nosi nazwe tozsamosci Par-
sevala. Podaje sie jg czesto w postaci formalnie nieco o0gol-
niejszej

(@), b(t) — funkcje o kwadracie sumowalnym, an, bn odp. ich
spotczynniki Fourier’a wzgledem dowolnego ukfadu ortogonal-
nego, normalnego i zupetnego funkcji).

Mamy, w samej rzeczy, z tozsamosci (1), zastepujac w niej
a(t) przez a(t) £ b(t)

Odejmujac od siebie stronami réwnosci, zawarte w powyz-
szym zwigzku, otrzymujemy tozsamos¢ (4).

Mozna tu zauwazy¢, iz tozsamo$¢ (4) otrzymuje sie przez przyréwnanie
iloczynu funkcji a(t), b(t) do iloczynu formalnego ich rozwinie¢ ortogonalnych,
i przecatkowanie — réwniez formalne — obydwu stron uzyskanej w ten spo-
sob réwnosci. Metoda ta, uzyta przez Parsevala wr. 1805 (w zastosowa-
niu zresztg tylko do ukfadu trygonometrycznego), wymaga jednak istotnego
uzasadnienia, ktére — jak widzieliSmy — siega dos¢ geboko w nowoczesng
teorje funkcji rzeczywistych.

Poprawne dowody tozsamosci Parsevala dla ukfadu trygonometrycz-
nego podali dopiero Liapunoff oraz Hurwitz.)

Uogolnienie na dowolne uktady ortogonalne zawdzieczamy Rie s zowi
i Fischer owi.

8 10. Twierdzenie 8 Kazdy uktad zupetny funkcji jest
nieskonczony.

) Hurwitz, Math. Annal, t 57, (1903), p. 429.
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Dowod. Wystarczy pokazaé, iz dla kazdego uktadu skon-
czonego funkcji mozna zbudowaé funkcje, ktoéra nie znika prawie
wszedzie i jest ortogonalna wzgledem wszystkich funkcji danego
uktada.

Niech, w samej rzeczy, dany bedzie uktad n funkcji sumo-
walnych
@ g2{t), ee*> Sn(t).

Pot6zmy

Uklad n rownan jednorodnych z n+ 1 niewiadomemi

posiada oczywiscie zawsze rozwigzania niezerowe;® niech

bedzie pewnem takiem rozwigzaniem. Okreslimy funkcje x (t),
ktadac

oraz

Podstawiajgc teraz w rownaniach (2) Xk zamiast xk, otrzy-
muiemv

co oznacza, iz funkcja x (t) jest ortogonalna wzgledem wszystkich
funkcji ukfadu (1).
Twierdzenie nasze jest w ten sposob udowodnione.

® Por. np. Ruziewie z i Zylinski. Wstep do matematyki. 1. 1927.
p. 135.
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Podamy teraz pewien prosty przyktad przeliczalnej rodziny
funkcji ciggtych, tworzacych uktad zupetny. Niech w tym celu
{(di, b)} (=1, 2,...) bedzie ciggiem wszystkich przedziatow
o krancach wymiernych. Oznaczymy przez &k(t), dla kazdej pary
liczb naturalnych i, k, funkcje réwng jednosci w przedziale (a/, hi),

zeru —dlat-<0/—jr oraz t bi+ -r,ilinjowg w przedziatach

pozostatych jtf;, — , @)j oraz bi+ j. Uklad okreSlonych

w ten sposob funkcji jest zupetny wzgledem pola £2 a nawet —
ogolniej nieco — wzgledem klasy wszystkich funkcji sumowal-
nych. Istotnie, poniewaz kazda z funkcji #*(t) znika tozsamo-
sciowo zewnatrz pewnego skonczonego przedziatu, przeto iloczyn
jej przez dowolng funkcje sumowalng jest sumowalny na catym
przedziale nieskonczonym (—co, -f co); jesli za$ pewna funkcja
sumowalna g (t) jest ortogonalna wzgledem uktadu {Y*(7)}, wow-
czas, dla kazdej pary liczb naturalnych i, k,

lub, przechodzac do granicy, gdy k —peo,

dla kazdego przedziatu (- hi).

Catka funkcji g (t) znika tedy na kazdym przedziale o kran-
cach wymiernych, a wiec — ze wzgledu na swa ciagtos¢ — znika
tozsamosciowo. Teinsamem przeto funkcja podcatkowa g (t) jest
prawie wszedzie zerem, i rozwazany ukfad jest zupeiny.

Warunkowi zupetnos$ci zadoséczynig rowniez liczne ukitady funk-
cyjne rozwazane w analizie; zupeiny jest np. w przedziale (—n, it) ukfad
trygonometryczny (por. § 7), jak réwniez — w kazdym przedziale skoficzonym
zmiennej t — ukiad 1, t t2 ... ,tn,... Sa to oczywiscie uktady bardziej
naturalne anizeli ten, ktéry podaliSmy powyzej i ktory jest widocznie ad
hoc skonstruowany; jednakze dowody, iz uktady te sa zupelne, nosza cha-
rakter mniej bezposredni i wymagaja odwotania sie do pewnych twierdzen
o aproksymacji funkcji ciggltych przez wielomiany trygonometryczne, wzgl.
wielomiany zwykte.
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§ 11. Podany w § poprzednim przyktad ukiadu zupetnego
funkcji nie jest wprawdzie ukfadem ortogonalnym, mozemy fatwo
go jednak zmodyfikowa¢ — korzystajgc z t. zw. metody ,,orto-
gonalizacji“ Schmidtal) — w ten sposéb, aby otrzymac
uktad zarazem ortogonalny, normalny i zupekny.

Woprowadzimy przedewszystkiem definicje nastepujaca:

dwie rodziny funkcji 0 i nazywa¢ sie bedg réwno-
wazne, jezeli kazda funkcja jednej rodziny réwnowazna jest
gewr_lej kombinacji linjowej skonczonej liczby funkcji rodziny

rugiej.

Widoczne jest natychmiast, iz, jesli jedna z dwu rownowaz-
nych sobie rodzin funkcji jest zupetna, woéwczas zupetna jest
takze i druga.

Twierdzenie 9 (Schmidta). Kazdy — skonczony Ilub
przeliczalny — ukfad funkcji o kwadracie sumowalnym rownowazny
jest pewnemu — conajwyzej przeliczalnemu 2 — uktadowi normalne-
mu i ortogonalnemu.

Dowdd.  Niech

(1) g2(t),..., gn(t),...

bedzie ciggiem — skonczonym lub przeliczalnym — funkgcji
0 kwadracie sumowalnym. Mozemy zatozy¢ oczywiscie, iz zadna
z funkcji tego ciggu nie jest rownowazna zadnej kombinacji linjo-
wej funkcji poprzedzajagcych; istotnie, usuwajgc ewent. z ciggu (1)
te funkcje, ktore sg rownowazne kombinacjom linjowym funkcji
poprzednich, otrzymamy uktad réwnowazny ciagowi (1).

Potozmy:

9 Schmidt, Diss., Goettingen, (1905), oraz Math. Ann, t. 63, (1907),
p. 433.

2 Z rozwazan dalszych wynika¢ bedzie zreszta, iz kazdy uklad ortogo-
nalny i normalny jest conajwyzej przeliczalny.
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gdzie X sg pewnemi statemi, ktore poOZniej zostang blizej okre-
Slone. Niezaleznie jednak od obioru tych statych spostrzega sie
natychmiast, iz uktad funkcji ht(t) jest rownowazny zawsze ukita-
dowi (1); w samej rzeczy, rOwnania (2) wyrazajg z jednej strony —
bezposrednio — kazdag funkcje gn(t) jako kombinacje linjowa

funkcji hx(t), h2(t), (), z drugiej zaS§ — przez rekurencje —
kazda funkcje hn(t) jako kombinacje linjowg funkcji gx(t), g2(t),
eee (N (0_

onadto, widoczne jest ze zwigzkow (2), iz zadna z funkcji
hi (t) nie znika prawie wszedzie; w przypadku bowiem, gdyby
funkcja hn(t) byla zerem, woéwczas funkcja gn(t) bytaby réwno-
wazna pewnej kombinacji linjowej funkcji gx(t), ... , g,,-i(t), co
wytaczone jest wszakze przez zatozenie ustalone na poczatku
tego dowodu.

Pokazemy teraz przez indukcje, iz mozliwe jest ustalenie
spotczynnikow X w ten sposob, by funkcje hk (t) tworzyty ukiad
ortogonalny.

Zatézmy, w samej rzeczy, iz spotczynniki X (k=1, 2, ..., n—0)
zostaty juz okreslone w ten sposob, iz funkcje hx(t), h2(t), ..., hn(t)
tworzg ukiad ortogonalny. Azeby wowczas réwniez i funkcja
hnAi(t) byta ortogonalna wzgledem funkcji hx(t), /2(t), ... , hn(t),
wystarczy okre$li¢ spotczynniki X' (i=1,2,..., n) w ten sposéb,
by, dlai—1, 2 ... ,n

t. j. potozyc

co jest oczywiscie mozliwe, poniewaz zadna z funkcji hi(t) nie
znika prawie wszedzie, a wiec catka, wystepujgca w mianowniku
wyrazenia na X, jest od zera rozna.

Mnozac z kolei kazdg z funkcji hi (t) przez stosowny czyn-
nik normujacy (8 7), otrzymujemy ukfad ortogonalny i normalny
funkcji, rownowazny uktadowi (1), co nalezato udowodnic.
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Poniewaz podaliSmy juz w § poprzednim przykiady uktadow
przeliczalnych i zupetnych funkcji o kwadracie sumowalnym,
przeto z udowodnionego twierdzenia wynika, iz istniejg conajwy-
zej przeliczalne uktady zupeine, ortogonalne i normalne funkcji
0 kwadracie sumowalnym; w mysl tw. 8 uktady te nie moga byc
jednak skonczone, sg przeto doktadnie przeliczalne. Otrzymujemy
stad natychmiast nastepujace

Twierdzenie 10. Przestrzen £2 oraz przestrzen Hil-
berta sg izometryczne.

Dowdd. Niech {&/(E)} bedzie dowolnym uktadem ortogo-
nalnym, normalnym i zupetnym funkcji o kwadracie sumowal-
nym. Kazdej funkcji x (t) ¢ £2przyporzadkujemy cigg (xux2 ..., xn...)
jej spotczynnikow Fourier’a wzgledem rozwazanego ukiadu;
zgodnie z tw. Riesza-Fischera (88) ciag ten jest pewnym
punktem przestrzeni Hilberta; odwrotnie, w mysl tegoz twier-
dzenia, kazdy punkt (xu x2...,xn...) przestrzeni " jest cig-
giem spdtczynnikbw Fouriera pewnej — jednej tylko z uwagi
na zupetno$¢ uktadu {*E} — funkcji x () o kwadracie sumo-
walnym. Ustalone w powyzszy sposdb przyporzadkowanie okresla
tedy pewng jedno-jednoznaczng odpowiednios¢ miedzy polem £2
a przestrzenig S& Powiadamy, iz odpowiednio$¢ ta jest izome-
tryczna; w samej rzeczy, jesli x (t), y (t) sa funkcjami o kwadracie
sumowalnym, (xu X2 ..., xn...), (yi,yi, *e *e¢) ciggami spot-
czynnikbw Fourier’a odp. tych dwu funkcji, wowczas liczby
yi—X (i =1 2,.) sg spolczynnikami Fourier’a funkcji
y (t) —x (t) i —z uwagi na tozsamos¢ Parsevala (89) —

Co oznacza, iz odlegto$¢ funkcji x (t), y (t) w polu £2réwna jest
odlegtosci odpowiadajgcych im punktow (ic? x2, ... ,xn, ...),
{y£, y2>=ee>yn, .. 9) W przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie powyzsze pozwala przenosi¢ natychmiast wia-
snosci przestrzeni Hilberta na przestrzen £2 W szczeg6lnosci
widoczne jest natychmiast, iz w przestrzeni Hilberta istnieje
podzbidr przeliczalny wszedziegesty: jest nim np. zbior wszyst-
kich punktéw o spotrzednych wymiernych, z ktérych tylko skon-
czona ilos¢ jest rézna od zera. Temsamem tedy, przestrzen £2
zawiera rowniez pewien podzbior przeliczalny wszedziegesty.
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Wynika stagd natychmiast, dla uktadéw ortogonalnych, nastepujace
uzupetnienie tw. 8 (8§ 9):

Twierdzenie 11 Kazdy ukfad ortogonalny i zupeiny
w przestrzeni £2jest przeliczalny.

Dowdd. Niech 0 bedzie uktadem ortogonalnym i zupet-
nym w polu £2 mozemy zatozy¢ oczywiscie (usuwajac ewent.
z ukfadu Z funkcje prawie wszedzie réwng zeru, a pozostate
funkcje mnozac przez stosowne czynniki normujace), iz uklad
ten jest normalny. Mamy wowczas, dla kazdych dwu funkcji x (t),
y (t) ukiadu O,

Niech teraz 9? bedzie ukladem przeliczalnym funkcji wsze-
dziegestym w polu Kazdej funkcji a;(t) €0 mozemy tedy
przyporzadkowaé pewng funkcje r (t) e 9? tak, aby

Z uwagi na (3) dwum réznym funkcjom uktadu 0 przypo-
rzgdkowane sg w ten sposéb rézne (nie-rbwnowazne) funkcje
uktadu 9?; poniewaz za$ uktad 9J jest z zatozenia przeliczalny,
przeto temsamem conajwyzej przeliczalny jest uktad O.

Ukfad 0 jednak, jako zupeiny, nie moze by¢ na zasadzie
tw. 8 (§8 10) skonczony; jest tedy dokfadnie przeliczalny.])

Udowodnimy jeszcze nastepujgce

Twierdzenie 12 Kazdy uklad O ortogonalny i normalny
funkcji zawarty jest w pewnym ukiadzie ortogonalnym, normalnym
i zupetnym.

Dowdd. Niech

") Twierdzenie, ktérego dowodd bezposredni podaliSmy w tekscie, jest
w gruncie rzeczy natychmiastowa konsekwencjg elementarnego twierdzenia
teorji mnogosci: w przestrzeni metrycznej, posiadajgcej czes¢ przeliczalng wszedzie-
gestg, kazdy zbior odosobniony (t. j. nie posiadajgcy punktéow skupienia) jest
conajwyzej przeliczalny. Istotnie, z rownosci (3) wynika, iz kazdy ukiad nor-
malny, ortogonalny funkcji jest zbiorem odosobnionym w przestrzeni 22 Por.
Riesz, F., Comptes Rendus, t. 143, (1906), p. 738; Hausdorff, M. I, p. 463.
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bedzie ukfadem przeliczalnym wszedziegestym w polu fi2i niech,
ogolnie, d$n oznacza otoczenie punktu rn(t) o promieniu 1A .

Okreslimy przez indukcje ciag liczb nk i — jednocze$nie —
cigg funkcji Xk(t) pola S2

nx jest najmniejsza wartoscig wskaznika n, dla ktorej za-
wiera funkcje normalne, ortogonalne wzgledem wszystkich funk-
cji uktadu 0; xx(t) oznacza z kolei jakgkolwiek funkcje normalng,
zawartg w i ortogonalng wzgledem wszystkich funkcji ukia-
du 0. Ogdlnie, zaktadajac, iz ustalonych juz zostato k pierwszych
elementéw ciggow {«} oraz {*/(£)}, okreslamy liczbg nk\l jako
najnizszg warto$¢ wskaznika n, dla ktorej otoczenie ©,, zawiera
funkcje normalne i ortogonalne *wzgledem wszystkich funkgcji
uktadu 0 oraz funkcji xx(t), x2(t), ... , Xk(t); przez xkai(t) ozna-
czymy, z kolei, jakgkolwiek funkcjag normalna, zawartg w ©/@1
i ortogonalng wzgledem wszystkich funkcji uktadu 0 oraz wzgle-
dem Xx(t), X2(t), ..., Xk(t).

Mozemy zatozyC, iz indukcja powyzsza nie urywa sie dla
zadnej wartosci k, t. j. iz dla kazdej wartosci k ;>0 istnieje
wskaznik nk\i spetniajgcy wymagane warunki; w przypadku prze-
ciwnym juz sam ukiad 0, wzgl. uktad O #gcznie ze skonczong
liczbg funkcji xi(t), bytby zgdanym uktadem zupetnym.

Ciag {tik} jest tedy ciagiem istotnie nieskonczonym: powia-
damy, iz cigg ten jest nieograniczony. W samej bowiem rzeczy,
jesliby cigg {th} byt ograniczony, wowczas, dla pewnych dwu
roznych wartosci i, j, mielibySmy n, =tij, i funkcje Xi(t), Xj(t)
zawieratyby sie w temsamem otoczeniu = CO sprzeczne
jest jednak z zatozeniem, iz promienie wszystkich otoczen s3

. yi2 . x
rowne , podczas gdy — z uwagi na normalno$¢ i ortogonal-

L

nos¢ wzéjemnq funkcji xict), Xj(t) — mamy

Niech teraz a: (t) bedzie dowolng funkcjg, ktéra nie znika
prawie wszedzie, a jest ortogonalna wzgledem wszystkich funkcji
uktadu 0 oraz ciggu {Xk(t)}. Mozemy zatozyC iz funkcja ta jest
normalna. Poniewaz otoczenia pokrywaja tacznie cate pole £2
przeto, dla pewnego h, mamy
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skad wynika, iz dla kazdego k

co jednak jest oczywiscie niemozliwe, jako iz cigg {f*} jest, jak
udowodniliSmy juz powyzej, nieograniczony.

Ukfad, ztozony tedy z funkcji uktadu O i ciggu {*(E)}, jest
zupeiny, poniewaz za$ jest przytem normalny i ortogonalny, przeto
twierdzenie nasze jest udowodnione.

Uwagi uzupetniajace. Twierdzenie Banacha-Ficli-
tenliolza.

812 ZauwazylisSmy juz w 87, iz, jeéli uktad ortogonalny
i normalny spetnia pewne warunki dodatkowe, wdéwczas rozwazac
mozna rozwiniecia — wedle tego uktadu — funkcji nalezacych do
klas szerszych anizeli pole funkcji o kwadracie sumowainym.
Oczywiscie, iz rozwazania te wymagajg innych metod i nie daja
juz tak prostych i zamknietych w sobie wynikéw, jak te, ktére —
zawarte w twierdzeniach Riesza-Fischera i Parsevala—
charakterystyczne sg dla pola S2) Ograniczymy sie tu do po-
dania jednego tylko szczegdlnie elementarnego, a czesto pozy-
tecznego, twierdzenia dotyczacego rozwinie¢ dowolnych funkcji
sumowalnych.

Twierdzenie 13 Jedli ciag nieskonczony {&qE)}jest ukta-
dem ortogonalnym i normalnym w przedziale | funkcji wsp6lnie ogra-
niczonych-) w tym przedziale, wéwczas dla kazdej funkcji sumo-
walnej x (t)

(1)

Dowdd. Niech M oznacza kres gorny wartosci bezwzgled-
nych funkcji dla te/ oraz n=1, 2 ... Z zalozenia liczba M
jest skonczona.

b Badania nad rozwinieciami ortogonalnemi funkcji wykraczajacych
poza pole funkcji o kwadracie sumowainym znajdzie czytelnik w pracach,
zwigzanych $cislej z og6lng teorja operacji funkcjonalnych: Riesz F., Math.
Zeitschr., t. 18, (1923), p. 117; Steinhaus, Buli. Ac. Pol, (A), (1926), p. 11;
Orlic z, Studia Mathematica, t. 1, (1929), pp. 1, 241; Riesz, M, Acta Math,, t. 49,
(1927), p. 465.

b t zn, iz istnieje stala skonczona M taka, iz dla kazdego tz| oraz
n—1, 2 ... mamy: M Cc M.



Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig iy (t) takg funkcjg
mierzalng i ograniczong w przedziale /, iz

Funkcja y (t), jako ograniczona, jest tembardziej o kwadracie su-
mowalnym w rozwazanym przedziale, w mysl tedy tw. 5 (8 8),
szereg kwadratow catek

jest zbiezny, i istnieje taka liczba N, iz dla n> N

Z uwagi przeto na (2), mamy dla kazdego n> N

skad otrzymujemy juz natychmiast zadany zwigzek (2).

Z udowodnionego powyzej twierdzenia wynika bezposrednio, iz sp6tczyn-
niki trygonometryczne Fouriera dowolnej funkcji sumowalnej daza do zera,
t. j. iz dla kazdej funkcji sumowalnej x (t) w przedziale (—, 1.

Analogon tego twierdzenia dla funkcji catkowalnych w sensie Denjoy —
p. niz. rozdz. X, § 6.

8 13. Rozwazanie uktadéw zupetnych wzgledem pewnej
klasy funkcji nasuwa natychmiast pytanie, czy z zupetnosci
uktadu wzgledem pewnej klasy wnioskowa¢ mozna o zu-
petnosci tego uktadu wzgledem klasy innej, ogolniejszej;
w szczegolnosci np., czy zupetnos¢ uktadu wzgledem pola funkcji
0 kwadracie sumowalnym w jakim$ przedziale skofczonym pocigga
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za sobg zupetnos¢ wzgledem klasy funkcji sumowalnych w tym
przedziale.

Rozstrzygniecie negatywne tego pytania zawdzieczamy Ba-
nachowi i Fichtenholzowi;J) udowodnimy mianowicie na-
stepujace

Twierdzenie 14 Jezeli f(t) jest dowolng funkcja, okre-
$long i sumowalng w przedziale (a, b), wowczas istnieje taki uktad
przeliczalny U funkcji ciagtych w tym przedziale, iz kazda funkcja
ortogonalna wzgledem wszystkich funkcji ukladu U, jest (prawie
wszedzie) postaci Cf(t), gdzie Cjest statg dowolna.

Dowdd. W przypadku, gdy funkcja dana f (t) jest prawie
wszedzie zerem, wystarczy (i nalezy) przyja¢ jako ukiad Il do-
wolny ukiad przeliczalny funkcji ciagtych, zupeiny w przedziale
(@& b) wzgledem klasy wszystkich funkcji sumowalnych w tym
przedziale. Uktad taki podaliSmy juz wyzej w § 10. Mozemy
tedy zatozyC odrazu, iz funkcja f (t) nie znika prawie wszedzie.

Niech {(@, @, yif 6)} (i —1, 2,...) bedzie ciggiem wszystkich
czworek liczb wymiernych takich, iz

Oznaczymy, dla skrocenia, przez gi oraz hi odp. catki

a przez £* dla kazdej pary liczb naturalnych i, k, mniejsza z dwu

Mamy woéwczas oczywiscie, dla kazdego i,

Niech teraz &ik(t) oznacza funkcje ciggtg w catym przedziale
(@ b), znikajgca poza przedziatami (a, p/), (7, @, réwna odp.

) Fichtenholz, Rend. Circ. Mat. Palermo, t 50, (1926), p. 4. Banach,
Proc. Lond. Math. Soc., (2), t. 21, (1922), p. 95.

Metode Banacha uproscit i uog6lnit Orlicz (Studia Mathematica,
t. 1, (1929), p. 5).
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hi oraz —gi w przedziatach

lirjowag wreszcie w kazdym z czterech pozostatych przedziatow
Powiadamy, iz

uktad przeliczalny funkcji czyni zado$¢ zadanym warunkom.

Mamy, w samej rzeczy, jesli x (t) jest dowolng funkcjg orto-
gonalng wzgledem wszystkich funkcji dla kazdej pary
liczb i, k,

skad, przechodzac do granicy, gdy k— , otrzymujemy z uwagi
na (1),

lub

Z uwagi na ciggto$¢ catki, uwazanej jako funkcja przedziatu,
zwigzek powyzszy — udowodniony dotychczas tylko dla kazdej
pa’y roztacznych przedziatbw o krancach wymier-
nych — rozszerza sie natychmiast na dowolng pare przedziatow,
zavartych w (a, b); istnieje tedy taka stata C iz, dla kazdego
przedziatu (a, P).

skgd oczywiscie
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prawie wszedzie w (a, b), i rozwazany ukiad funkcji &k(t) spet-
nia zadane warunki.

Funkcje sumowalng / (t), o ktérej mowa jest w sformutowa-
niu udowodnionego powyzej twierdzenia, mozemy w rozmaity
sposob specjalizowac. Jesli np. kwadrat jej nie jest sumowalny,
wowczas odpowiadajacy jej uktad {ha(0} jest uktadem zupetnym
w polu funkcji o kwadracie sumowalnym, nie jest jednak zupetny
wzgledem klasy wszystkich funkcji sumowalnych w rozwazanym
przedziale. JeSli znéw funkcja / (t) jest jakagkolwiek funkcjg
nie-ciggla, lecz o kwadracie sumowalnym, wowczas otrzymujemy
uktad funkcji ciggtych {h*H}» zupeiny wzgiedem klasy funkcji
ciggtych, nie-zupetny natomiast w polu funkcji o kwadracie
sumowalnym.

Ortogonalizujgc uktady {¥*(E)} (metoda Schmidta, 8§11),
otrzymujemy ukiady ortogonalne i normalne funkcji w przedziale

{a, b), posiadajace te same wiasnosci.



ROZDZIAL VII.

Catka Perrona.

Zarys historyczny. Catka Newtona.

§ 1. W rozdziatach poprzednich zamkneliSmy te cze$C wy-
kiadu, ktora poswiecona jest wihasciwej teorji Lebesgue’a
Przystepujgc z kolei do dalszych uogolnien, ustalimy przede-
wszystkiem blizej nieco stosunek catki lebesgue’owskiej do
poprzedzajgcych ja, dawniejszych metod catkowania. Historyczny
ten niejako rzut oka wyjasni zarazem drogi dalszego rozwoju
badan.

Teorja catki rozwijata sie, jak wiadomo, w dwu odmiennych
kierunkach, z ktérych jeden odpowiada pojeciu catki ozna-
czonej, drugi — pojeciu funkcji pierwotnej albo catki
nieoznaczonej.

W Leibnitzu widzi sie zazwyczaj prekursora pojecia cat-
ki oznaczonej, rozumianej jako granica pewnych sum przy-
blizonych; Leibnitz’om zawdzieczamy réwniez powszechnie

uzywany znak |“ktéry Leibnitz wprowadzit, modyfikujac sym-

bol S oznaczajgcy sumy zwykie.

W Newtonie widzimy natomiast raczej przedstawiciela
drugiego kierunku t. j. catki rozumianej jako operacja odwrotna
wzgledem rézniczkowania, jako funkcja pierwotnal). Oczy-
wiscie, rozroznienie to — miedzy ideami Leibnitza i New-

) Termin funkcja pierwotna byt wprowadzony zresztg znacznie
pozniej przez Lagrange’a
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tona — jest raczej konwencjonalne niz Sciste. Zapewne, iz oby-
dwu tym znakomitym twoércom rachunku nieskonczonostkowego
nie byt obcy zwigzek miedzy obydwiema definicjami catki, jak-
kolwiek ich sposdb uzasadnienia tego zwigzku mato maégtby nas
dzi$ zadowalac.

Po Smierci Leibnitza rozwdj teorji catki poszedt raczej
po linji newtonowskiej, co zrozumiate jest, jesli sie zwazy?
iz catka, rozumiana jako operacja odwrotna wzgledem rozniczko-
wania, byla czem$ pojeciowo duzo prostszem anizeli catka ozna-
czona tak jak definjowat jg byt Leibnitz; pozatem odpowiadata
bardziej rachunkom formalnym, ktére rozwinety sie jako konse-
kwencja odkrycia nowego algorytmu.

W tym kierunku szty wiec przedewszystkiem prace Eulera,
ktory wprost definjowat rachunek catkowy jako ,,methodus
ex data differentialium relatione inveniendi re-
lationem ipsarum quantitatum®

Dopiero Cauchy powraca do idei Leibnitza, by przy-
swoi¢ jg analizie nowoczesnej. Nie operujagc juz mglistemi po-
jeciami elementow nieskonczenie matych, Cauchy opiera swa
definicje catki na ogdlnej teorji granic. Pokazuje, iz dla kazdej
funkcji f (x), ciggtej w przedziale (a, b), istnieje granica sum
postaci

(D

gdy dtugos¢ najwiekszego z przedziatow (Xk, X\-) dazy do zera.
Granica ta jest ex definitione wedlug Cauchy’ego catka
oznaczong funkcji f (x) w (a, b).

Definicje swag Cauchy ogranicza dobrowolnie do funkcji
ciaglych. W istocie jednak zasieg wiasciwy tej definicji jest
znacznie szerszy, to tez oddawna juz stosowano algorytm Cau-
chy’ego do catkowania — w miare potrzeby — pewnych funkgcji
nieciaggtych. Dopiero jednak pierwszy Riemann wyroznia e x-
plicite ogdlng klase funkcji ograniczonych, dla ktorych
istnieje granica wyzej okreslonych sum przyblizonych Cauc hy’ego.
Nazywamy dzi$ te funkcje —funkcjami catkowalnemi w sen-

9 A Cauchy. Resume des leeons donnees a I'Zc. R. Polytechnique, t. 1,
(1823). Oeuvres, I, t. 4, p. 122
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sie Riemanna, granice za$ zbudowanych dla nich sum (1) —
catka w sensie Riemanna.)

Badania»ubiegtego stulecia nad uporzadkowaniem i sprecy-
zowaniem podstawowych definicji Analizy poSwiecity sporo uwagi
rowniez i catlce Riemanna. Nie zamierzajgc wchodziC tu blizej
w szczegoty historyczne, ograniczymy sie do podkreslenia konco-
wego momentu tych badan, ktéry zwigzany jest przedewszystkiem
z imieniem C Jordan a. W klasycznym swym wykiadzie Ana-
lizy dla Szkoty Politechnicznej, opiera Jordan teorje catki Rie-
manna na podstawie zbudowanej przez siebie ogdlnej teorji
miary zbiorow. Metoda ta jest zapowiedzig niejako nowoczesnego
rozdziatu w dziejach catki, ktory zwigze systematycznie pojecie
catki z teorjg mnogosci, w szczegblnosci za$ z ogolng teorja
miary.2

Idee Jor dana podejmuje w swej Tezie doktorskiej (1902)
H Lebesgue. Stawiajac sobie jako cel uogolnienie catki Rie-
manna, Lebesgue modyfikuje uprzednio teorje jordanow-
ska miary 3 i na zdobytej w ten sposob nowej podstawie buduje
swg teorje catki. Oto, jak przedstawia sie u samego Lebes-
gue’a definicja catki.

1 B. Riemann, Oher die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine tri-
gonometrische Reihe, (Habilitationsschrift), Gottingen, 1854. (Werke, 1l Aufl.,
Leipzig, 1892, p. 239/41).

Zamiast sum (1) Cauchy’ego rozwaza Riemann sumy ogdlniejszego
nieco typu, mianowicie

w ktérych \k oznacza dowolny punkt przedziatu (xk, & j). Mozna jednak
dowies¢ tatwo, iz istnienie granicy tych sum jest réwnowazne istnieniu gra-
nicy sum Cauchy’ego. By¢ moze, iz Rieman n’owi szczeg6t ten nie byt
znany.

2 Jak wiekszos¢ odkry¢ matematycznych, pomyst Jor dana okazuje
sie — z perspektywy historycznej — przedewszystkiem skupieniem i uporzad-
kowaniem idei, ktoére nie byty obce i innym matematykom spotczesnym. Tak
np. du Bois-Reymond, jeszcze w r. 1880 (Math. Ann., t. 19), wyréznit
klase zbioréw, ktéra réwnowazna jest zbiorom miary zero wedlug Jordan g
zbiory te du Bois-Reymond obejmuje nazwg grup punktowych catko-
walnych i przy pomocy tych zbioréw podaje znany warunek catkowalnosci
funkcji wedtug Riemanna. Blizsze szczegoly w Encykl. Rosenthala
(8§20, 28, 29).

3 Por. I, 81
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Niech f (xX) bedzie dowolng funkcjg mierzalng w {a b),
ktora wartosci nieskonczone przyjmuje tylko conajwyzej w mno-
gosci miary zero, i niech

bedzie dowolnym ciggiem liczb, rozbieznym w obydwu Kierun-
kach do 00, tak jednak, iz rdznice

sg z gory ograniczone. Tworzymy sume
©)

jezeli dla jednego — dowolnego zresztg — ukladu (2) szereg (3)
jest zbiezny bezwzglednie, wlwczas jest bezwzglednie zbiezny
rowniez i dla kazdego innego ciggu {ll), spetniajagcego zadane
warunki, i sumy (3) daza do oznaczonej granicy, gdy kres gorny
roznic //+1-/,- dazy do zera; granica ta jest catka funkcji /(&)
w {a b), sama za$ funkcja nazywa sie w tym przypadku sumO-
walna w przedziale (a, b).)

Sumy (3), stanowigce przyblizenia catki Lebesgue’a sg niewatpliwie
odmiennego typu anizeli sumy wystepujace w definicji Cauchy-Riemanna
i na pierwszy rzut oka wydawaé sie moga nieco sztuczne. Oto jednak, jak
sam Lebesgue wyjasnia — pogladowo i dowcipnie — sens swej definicji,
nawigzujac ja do dawnych metod Cauchy-Riemanna:

»Geometrzy XVII-go stulecia pojmowali catke funkcji f(x) jako sume
nieskonczonej liczby elementéw niepodzielnych (indivisibles), z ktérych
kazdy byt rzedng, dodatnig lub ujemna, funkcji / (x). MySmy natomiast upo-
rzadkowali wprost elementy te wedle ich stosunkowej wielkosci; dokonaliSmy —
jak mowi sie w algebrze — potaczenia, redukcji wyrazéw podobnych. Moznaby
rowniez powiedzieé, iz, calkujgc wedle Riemanna, sumuje sie te elementy
w porzadku odpowiadajgcych im wartosci x i postepuje sie podobnie, jakby
czynit to kupiec, ktéry obliczajac stan kasy rachuje monety i banknoty w przy-
padkowym i dowolnym porzadku, w jakim wpadaja mu w rece. Postepowanie
takie nie byloby wiasciwe: to tez pdjdziemy Sladem kupca bardziej akuratnego
ktéry powiada:

") Definicja ta jest formalnie odmienna od okreslenia, ktére podalisSmy
w tym wykladzie; jednakze, opierajac sie¢ na dotychczasowych rozwazaniach,
czytelnik bez trudu uzgodni obydwie definicje.
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mam m (£\) monet l-koronowych wartosci 1.m (EJ,
mam m (EJ monet 2-koronowych wartosci 2.m (E2,
mam m (EJ monet 3-koronowych wartosci 3.m (EJ

i t. d Ogoélem mam
S=1.m(E)+ 2.m(EJA-3.m(E3+ ... T-

Powrdémy z kolei jednak znéw do idei Newtona, t. zn. de-
finicji catki jako funkcji pierwotnej. Jak zaznaczyliSmy juz wyzej,
idea ta dominowata w Analizie az do czaséw Cauehy'ego. Cau-
chy’emu zawdzieczamy nietylko definicje catki oznaczonej funkcji
ciggtej, w formie odpowiadajgcej spotczesnym wymaganiom Ana-
lizy, ale rowniez pierwszy poprawny dowdd zwigzku miedzy catka
oznaczong a funkcjg pierwotng;, temsamem ustalona jest przez
Cauchy’ego w zakresie funkcji ciggtych — réwnowazno$¢ oby-
dwu idei catki.

Rownowaznos¢ ta znika jednak natychmiast, skoro wykra-
czamy poza funkcje ciggte, przechodzac od catki Cauchy’ego
do catki Riemanna. Istniejg bowiem, z jednej strony (jak
spostrzega sie odrazu), funkcje catkowalne w sensie Riemanna,
ktore nie posiadajg funkcji pierwotnej, z drugiej zas — jak poka-
zat pierwszy Volterra®d — funkcje ograniczone, posiadajgce
funkcje pierwotng, lecz nie - catkowalne w sensie Riemanna.

Zanim zbadamy teraz stosunek catki Lebesgue’a do funkcji
pierwotnej, zauwazymy tu przedewszystkiem, iz definicja funkcji
pierwotnej rozszerza sie natychmiast na funkcje punktu w prze-
strzeni o dowolnej liczbie wymiaréw. Bedziemy mowili mianowi-
cie, iz funkcja f (x) punktu a w przestrzeni 9% jest catkowal-
na w sensie Newtona, jesli istnieje funkcja F (R) addytywna
i ciggta figury elementarnej w tej przestrzeni, wszedzie réznicz-
ko wal nad i posiadajgca w kazdym punkcie pochodng rowng
wartosci funkcji / (xX) w tym punkcie.

® Lebesgue. Sur le developpement de la notion d’integrale (Conference
faite a Copenhague, le 8 mai 1926, a la Soc. Math.), Matematisk Tidsskrift, B,
(1926), pp. 54 — 74.

2 Giorti. di Mat., t. 19, (1881). Roéwniez: Lebesgue, L./, I, p. 9.
3 <Przypominamy, iz w mysl definicji naszej (Ill, 81) r6zniczko-
wa lno$¢ oznacza istnienie pochodnej skonczonej.
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Funkcja F(x) nazywa sie wowczas catkg Newtonal
albo funkcjg pierwotng funkcji f (x); jak wynika z tej de-
finicji, kazda funkcja catkowalna w sensie Newtona jest mie-
rzalna (lll, § 2) i wszedzie skonczona.

Okreslona tak operacja Newtona nie daje sie rozszerzy¢
bezposrednio w ten sposob, by umozliwi¢ catkowanie réwniez
i pewnych funkcji przyjmujgcych wartosci nieskonczone; juz bo-
wiem i funkcja ciagta jednej zmiennej rzeczywistej nie jest nao-
g6t okreslona jednoznacznie (z doktadnoscia do dowolnej statej
addytywnej) przez swa pochodng, jesli pochodna ta — istniejac
nawet wszedzie — moze przyjmowaC wartosci nieskonczone.2
Istniejg mianowicie przykiady funkcji ciggtych, posiadajacych wprze-
dziale (a, b) wszedzie pochodne rowne, a nie - roznigcych sie mimo
to o statg})

1° Pokazemy tu przedewszystkiem, iz, jesli dany jest dowolny zbiér do-
skonaty miary zero H w przedziale (0O, 1), woéwczas istnieje zawsze funkcja stale
rosngca F (x), posiadajgca wszedzie w tym przedziale pochodng — nieskoiczong
w zbiorze H i skonczong poza tym zbiorem.*)

Zatozmy w tym celu, dla prostoty, iz krance przedziatu (0, 1) sa zarazem
kresami zbioru H i niech {(an, bn)} bedzie ciggiem przedziatow przylegtych do-
H (14, § 8); niech, ogdlnie

kn=In~ an

I niech ifin) oznacza cigg liczb dodatnich takich, by

X Calce, ktérg nazwaliSmy w tekscie catka Newtona, wielu autoréw
(np. Lebesgue) nadaje nazwe catki Duhamela. Nie wydaje to sie stuszne,
poniewaz spos6b definjowania catki zapomoca funkcji pierwotnej niewatpliwie
duzo wyprzedza Duhamela. Sadzimy, iz sprawiedliwsze jest nadanie tej
calce imienia Newtona, ktdry w sposéb bezposredni nawigzywat obliczanie
pol do operacji odwrotnej wzgledem procesu rozniczkowania, nie przechodzac
przez algorytm tworzenia catki oznaczonej jako sumy nieskonczenie matyeh
elementow.

2 W dziedzinie funkcji jednej zmiennej rzeczywistej jednoznaczno$é
<z doktadnoscig do statej dowolnej) funkcji pierwotnej otrzymuje sie z elemen-
tarnych twierdzen rachunku rézniczkowego; w dziedzinie funkcji punktu
w przestrzeni n-wymiarowej — jednoznaczno$¢ ta wynika z tw. 1 § naste-
pnego; oczywiscie, twierdzenie o jednoznacznosci catki Newtona zawiera sie
w ©gblniejszem twierdzeniu o jednoznacznosci catki Perrona

3 Hahn, Monatshefte fUr Math. u. Phys., t. 16, (1905), p. 161; Ruzie-
wicz, Fund. Math., t. 1, (1920), p. 148.

4) Zalozenie, iz zbior Fi jest miary zero, jest istotne. Z twierdzen bo-
wiem Denjoy i Pani Young (IX 8 3) wynika, iz zbiér punktow, w ktérych
pochodna staje sie nieskorniczona, posiada zawsze miare zero.
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oraz
Potozmy

Okreslona w ten spos6b funkcja jest nieujemna i ciggta?d w przedziale
(0, 1). Istotnie, ciggtos¢ ta jest oczywista w kazdym punkcie, ktéry nie na-

lezy do H\ z drugiej jednak strony, jesli przez mn oznaczy¢ kres dolny rozwa-
zanej funkcji w przedziale (an, bn), wowczas, z uwagi na (4)

a wiec, dla kazdego punktu
Powiadamy teraz, iz funkcja ta jest zarazem sumowalna w przedziale

0, 1). Mamy istotnie

skad oczywiscie, z uwagi na (5),

Pot6zmy

# Ciagg taki istnieje — jak wiadomo — zawsze z uwagi na zbiezno$¢

szeregu kn; mozemy przyja¢ np. hn — n—1_>§J¥ , gdzie r oznacza n-tg

n
reszte tego szeregu.
2z uwzglednieniem — oczywiscie — wartosci nieskonczonych.
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Funkcja F (x) jest oczywiscie stale rosngca w przedziale (0, 1), a z uwagi
na ciagtos¢ funkcji / (X) mamy w kazdym punkcie tego przedziatu (1V, § 3, tw. 9)

fr(x) =/1(*);

F*) =+ 00> jesli x € H,

w szczeg6lnosci tedy

oraz
F (X) < -j-o00, jeslix € CH.
2> Niech teraz T(X) bedzie dowolng funkcja ciagta, niemalejjica i nie-
redukujacg sie do statej w przedziale (0, 1), stata natomiast — w kazdym
z przedziatéw przylegtych do //. Funkcje takie — jak wiadomo juz (Il1, 88) —
istniejg. Potdzmy
G(x) = F(x) + T(x).

Mamy oczywiscie wewnatrz kazdego z przedziatdw przylegtych
G'(x) = F'(x),

przyczem réwno$¢ ta zachowuje sie réwniez i w punktach zbioru //, jako iz
w punktach tych pochodna funkcji F — a wraz z nig i pochodna funkcji G —
staje sie nieskonczona.

Funkcje F i G majg tedy pochodne identyczne, jakkolwiek nie roéznig
sie o stala.

Okreslenia catki Newtona nie mozna uogdlni¢ réwniez
i w ten sposob, by zastgpi¢ w niem termin ,wszedzie* przez
.prawie wszedzie*, t. zn. rozumie¢ funkcje pierwotng jako
funkcje rdézniczkowalng prawie wszedzie, ktorej pochodna
pokrywa sie prawie wszedzie z funkcjg podcatkows. Za-
rowno przyktad wyzej podany — jak i samo juz istnienie funkcji
osobliwych, nie redukujgcych sie do statej (lll, 8 8) — pokazuja,
iz uogolnienie takie przekreslatoby zasade jednoznacznoS$ci
catki.) Jesli wszakze, rozszerzajac definicje tej catki w kierunku
zastgpienia terminu ,,wszedzie* przez ,prawie wszedzie**
zacie$nic¢ jg jednoczesnie przez ograniczenie zakresu dopuszczal-
nych funkcji pierwotnych do funkcji bezwzglednie ciggtych, wow-
czas rozwazana definicja stanie sie definicjg catki Lebesgue’a
i pokryje sie dokiadnie z okreSleniem, jakie zostato przyjete za
podstawe naszego wyktadu. W ten sposob catke Lebesgue’a
ktora wyrosta sama na gruncie idei catki oznaczonej Leibni-
tza-Cauchy-Riemanna, rozumie¢c mozna rownoczesnie jako
pewng modyfikacje catki newtonowskiej.

) Zwr6ci¢ tu nalezy uwage na tadng, ogdlng konstrukcje Luzina
(Teza, p. 34): dla kazdej funkcji mierzalnej f(x) istnieje funkcja ciggta F(x), kto-
rej pochodng prawie wszedzie jest funkcja f ().
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Nie mozna bynajmniej jednak twierdzi¢, iz catka (£) obej-
muje catke Newtona. ktatwo bowiem pokazaé, iz juz wsréd
funkcji jednej zmiennej rzeczywistej istniejg funkcje, ktére —
posiadajac funkcje pierwotng — nie sg wszakze sumowalne.

W samej rzeczy, niech

F(X) = j&sin (dla x 4=0),

FO= 0.

Funkcja F (x) posiada widocznie wszedzie pochodng F' (x), ktéra nie jest
jednak bynajmniej sumowalna. Istotnie, poniewaz funkcja F'(x) jest ograni-
czona w kazdym przedziale (g, 1) (> 0), funkcja F (x) spetnia w kazdym takim
przedziale t. zw. warunek Lipschitza, jest tedy tembardziej ciggta bez-
wzglednie.

Gdyby tedy funkcja F\x) byta sumowalna w catym przedziale (0, 1),
wowczas jej catka nieoznaczona (S) pokrywataby sie (z doktadnoscig do statej
addytywnej) z funkcjg F (x) w catym przedziale (0, 1). Prowadzi to — rzecz
prosta — do sprzecznosci, poniewaz funkcja F (x) — jakkolwiek bezwzglednie
ciggta w kazdym przedziale (e, 1) > 0) — w przedziale (0, 1) nie jest nawet
funkcjg o wahaniu skoriczonem.

Catka Lesgue’a tedy, cho¢ rozwazana by¢é moze zaréwno
na linji idei Leibnitza jak i Newtona, nie wigze jednak
ostatecznie dwu tych kierunkéw.) Zadanie to rozwigzujg dopiero
dalsze uogdlnienia, ktére zawdzieczamy Perronowi oraz Den-
joy. W rozdziale obecnym rozwazymy metode Perrona, Kkto-
rej stosunek uogodlniajacy do catki Newtona jest bezpo$rednio
widoczny. Mniej juz elementarny charakter, blizszy metodom
lebesgue’owskim, nosi teorja Denjoy: poswiecone jej beda
rozdziaty nastepne.

Twierdzenie podstawowe teorji Perrona.

§ 2. Rozwazania pierwszej czesci tego rozdziatu — podob-
nie jak i rozdziatbw poprzednich — odnoszg sie do przestrzeni
euklidesowych dowolnego wymiaru i jedynie celem formalnego
uproszczenia przyjmiemy tu terminologje ptaszczyzny. Druga
cze$¢ natomiast (8§ § 8 — 10) zwigzana jest istotnie z linjg prosta:
podkreslimy to wyraznie w sformutowaniu wiasciwych twierdzen.

Rozpoczniemy od dowodu pewnego elementarnego twierdze-
nia, podstawowego dla rozwazan, do ktérych obecnie przystepujemy.

¥  Zauwazymy tu, iz sam Lebesgue kiadt juz w pierwszem wydaniu
swych Leeons sur iintegration (rozdz. V, VI) duzy nacisk na problemat zwia-

zania obydwu zasadniczych idei catki. Sposéb postawienia zagadnienia przez
Lebesguea wplynat niewatpliwie na kierunek poézniejszych badan Denjoy
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Przyjmiemy przedewszystkiem definicje nastepujaca:

Bedziemy moéwili, iz niemal wszystkie punkty jakiegos$
zbioru posiadajg pewng wiasnos¢ W, jesli mnogos¢ tych punktow
zbioru, ktére wiasnosci W nie posiadajg, jest conajwyzej prze-
liczalna.

Twierdzenie 1 Jezeli funkcja addytywna i ciggta:) F{R)
posiada w niemal wszystkich punktach pewnej figury elementarnej RO
goérng (wzgl. dolng) pochodng niedodatnig (nieujemng), wowczas

Dowdd. A) Udowodnimy najpierw, iz nierbwnos¢ (1) spet-
niona jest zawsze, jesli RO jest kwadratem i jesSli w nie-
mal kazdym punkcie g tego kwadratu

Zatbzmy, iz

Niech fan} (n= 1, 2 ...) oznacza cigg punktow kwadratu RQ
w ktorych nieréwnos$¢ (2) nie jest spetniona.

Mozemy okresli¢ tatwo przez indukcje cigg kwadratow {Kn}
(n=0, 1,...), spetniajacych warunki nastepujace:

Kn(n 1) nie zawiera zadnego z punktow alf a2 ... ,an;

Zatbzmy, w samej rzeczy, iz okreslony zostat kwadrat
Kn (Z Ro spetniajacy warunki (5), (6). Mozemy — ze wzgledu na
ciggtos¢ funkcji F — podzieli¢ go na skonczong (> 4) liczbe
kwadratow rownych Kh (/= 1, 2,...,/7"), dostatecznie matych na
to, aby dla kazdego / = 1,2,...pn

Y h§ 7
2 F(X i F (x) oznaczajg odp. gorna i dolng pochodng funkcji F (X);
por. IlI, § 1.
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Poniewaz

punkt za$ antl moze naleze¢ jednoczes$nie conajwyzej do czterech
kwadratow z posrod Kh przeto istnieje napewno pewien kwadrat
KIF, ktory nie zawiera punktu anki i na ktérym warto$¢ funkcji
jest > 0. Kwadrat ten oznaczymy przez Kn+i.

Stwierdzamy natychmiast, iz okreSlony w ten sposéb cigg
kwadratoéw jest istotnie nieskonczony i spetnia wszystkie warunki
@, ). ©), ).

Niech teraz x0 bedzie punktem wyznaczonym przez iloczyn
ciggu nieskonczonego kwadratow Kn

Ze wzgledu na (5) i (7) bedziemy mieli:

co jest jednak widocznie sprzeczne z zatozeniem (2), poniewaz —
z uwagi na (6) — punkt a0 nie moze pokrywacC sie z zadnym
z punktow wyjatkowych au a2 Zwigzek (3) prowadzi tedy
do sprzecznosci.

B) Pokazemy teraz, ze nierébwnos$¢ (1) zachodzi przy zato-
zeniu (2) (spetnionym niemal wszedzie), dla kazdej figury
elementarnej /20 Woystarczy udowodni¢ to oczywiscie dla
przypadku, gdy RO jest prostokatem. Niech w tym celu e bedzie
dowolng liczbg dodatnia. Mozemy podzieli¢ zawsze prostokat
RO na skonczong liczbe niezachodzacych na siebie kwadratow
ICQ®, ..., K oraz pewien prostokat P o S$rednicy dostatecznie
matej na to, aby:

Mamy wowczas na zasadzie (,4):

Poniewaz za$ e jest dowolng liczbg > 0, zatem:
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C) Niech wreszcie w niemal kazdym punkcie x £R0
spetniona bedzie nieréwnosé

Oznaczmy przez e dowolng liczbe dodatnig i niech:

Mamy wowczas niemal wszedzie w RO:

I z uwagi na (B):

Poniewaz za$ e jest dowolng liczbg dodatnig, przeto otrzy-
mujemy stad:

i twierdzenie nasze udowodnione jest w catej ogdlnosci.

Funkcje znizszajace i zwyzszajace.

§ 3. Niech / (X) bedzie dowolng funkcjg punktu, okreslong
na pewnej figurze elementarnej RO, Nazwiemy funkcjg zwyz-
szajgcg (wzgl. znizszajgcg) funkcji f (x) na ROkazda funkcje
addytywna i ciagta figury elementarnej R (z Ro* ktérej dolna
(wzgl. gdrna) pochodna jest wszedzie w RO r6zna od —oo
(wzgl. od + 00) i niemniejsza (wzgl. niewieksza) od f (x).

Twierdzenie 2 JeSli UR) i V(R) sg odp. funkcjami
zwyzszajacg 1 znizszajacg funkcji f (X) na pewnej figurze elemen-
tarnej RQ wéwczas dla kazdej figury R (ff RO-

Dowdd. Niech H(R) —LJ(R) —V(R). Mamy wowczas
w kazdym punkcie x £R:

przyczem odejmowanie wskazane po prawej stronie nieréwnosci
jest zawsze wykonalne, poniewaz U(X) —oo i K(*)=£ + oo.
Poniewaz za$ w kazdym punkcie «x
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zatem z (2)

a wiec, na mocy twierdzenia poprzedniego, H (R) >0 na kazde]
figurze elementarnej R d RO co. oczywiscie, rownowazne jest (1).

Catka oznaczona Perrona.

8 4. Jezeli funkcja f (x) posiada na RO funkcje zwyzszajace
i znizszajace, i jesli kres dolny wartosci na RO wszystkich funkcji
zwyzszajacych jest réwny kresowi goérnemu wartosci na RO
wszystkich funkcji znizszajacych funkcje / (x), wéwczas funkcja
f(x) nazywa sie catkowalna w sensie Perrona, albo cat-
kowalna (*P) na RG wspélna warto$¢ obydwu rozwazanych
kresow nazywa si¢ wtedy catkg oznaczong Perrona, albo
catka oznaczong (*), funkcji f (x) na RG* catke te ozna-
cza¢ bedziemy przez

Z definicji powyzszej oraz twierdzenia 2 wynika natychmiast
nastepujace

Twierdzenie 3. 10 Na to, aby liczba L byla catkg Per-
rona funkcji f {x) na RQ konieczne jest i wystarcza, aby dla kazdej
liczby e> 0O funkcja f (x) posiadata takg funkcje zwyzszajacg U (R)
I takg funkcje znizszajaca V (R), iz

2> Jesli funkcja f(x) jest catkowalna w sensie Perrona na
pewnej figurze elementarnej RQ wowczas catkowalna jest réwniez
na kazdej figurze elementarnej R (ff RQ i dla kazdej funkcji zwyz-
szajgcej U oraz znizszajacej V funkcji f (x) na RO

#® Termin ,,oznaczona™ bedziemy zwykle pomijali.
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Catka nieoznaczona Perrona.

§5 Twierdzenie 4. Jezeli funkcja f (x) jest catkowalna
w sensie Perrona na kazdej z dwu niezachodzacych na siebie
figur elementarnych Ru R2 wowczas catkowalna jest réwniez na ich
sumie, przyczem

Dowdd. Niech e bedzie dowolng liczba dodatnia. Z uwagi
na twierdzenie poprzednie istnieje dla kazdej z figur R, (i = 1, 2)
taka funkcja zwyzszajgca Ui{R) oraz taka funkcja znizszajaca
Vi(R) (RC RY), iz

oraz

Potézmy dla kazdego

U jest oczywiscie funkcjg zwyzszajgca, V — funkcjg zniz-
szajgcg funkcji / (X) na R1+ R2 przyczem (2) i (3) daja:

oraz

Dwie nierdwnosci powyzsze — ze wzgledu na twierdzenie
poprzednie — oznaczajg catkowalnos¢ (*P) funkcji f ?X na Rt+
i uzasadniajg zarazem rowno$¢ (1).

Z ostatnich dwu twierdzen wynika, iz, jesli funkcja/ (X) jest
catkowalna w sensie Perrona na pewnej figurze elementarnej
RO, wowczas catkowalna jest rowniez na kazdej figurze R(ZRo
i funkcja
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jest w RO pewng funkcjg addytywng. Nazywamy jg catkg nie-
oznaczong Perrona, albo catka nieoznaczong (*P)
funkcji/(a); jej wartosci na indywidualnych figurach R (Z Ro g
catkami oznaczonemi (*P), zgodnie z definicja podang w 8§
poprzednim.

W przypadku, gdy f(x) jest funkcjg punktu na linji prostej,
jej catka nieoznaczona (*P) jest funkcjg addytywng figury ele-
mentarnej na linji prostej i odpowiadaja jej (I, § 14) pewne funk-
cje zmiennej rzeczywistej, roznigce sie miedzy sobg conajwyzej
0 stalg. Funkcje te (podobnie jak dla catki Lebesgue’a) nazy-
wamy takze catkami nieoznaczonemi (*P) rozwazanej
funkcji / (X). )

Twierdzenie 5 Kombinacja linjowa Ixfx(x) + /,f2(jo dwa
funkcji catkowalnych w sensie Perrona na pewnej figarze elemen-
tarnej ROjest rowniez catkowalna przyczem

Dowdd. A) Jesli funkcja f (x) jest catkowalna w sensie
Perrona, U i V sg odp. jej funkcjami zwyzszajaca i znizszajaca,
i | jest dowolng stata, wowczas 1.U, wzgl. /. V, jest funkcjg zwyz-
szajaca, /. V, wzgl. 1.U, jest funkcjg znizszajacg funkcji 1.f(x) —
zaleznie od tego czy / jest liczbg 0, czy 0. W kazdym razie,
wynika stad na mocy tw. 3 (1°), iz, jesli funkcja f (x) jest catko-
walna na /2?0, wowczas catkowalna jest réwniez funkcja I.f (X) oraz

B) Jesli Ui(R), V/(R) sg odp. funkcjami zwyzszajgcemi
i znizszajgcemi funkcji fi(x) (i=1, 2) na RO wéwczas Ux+ U2
W+ 72 sg odp. funkcjami zwyzszajaca 1 znizszajacag funkcji
/i +/2 na R Z uwagi tedy znéw na twierdzenie 3 (1°), jesli
kazda z dwu funkcji fu /2 jest catkowalna (™), wowczas catko-
walna (*>) jest rowniez ich suma fx+ f2 oraz

13
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Z A) oraz B) wynika juz twierdzenie nasze w catej ogolnosci.

Twier dzenie 6. Jesli funkcja f (x) jest catkowalna (*P) na
pewnej figurze elementarnej RQ wdwczas catkowalna jest rowniez
na kazdej figurze R (f_Rqi jej catka nieoznaczona (*P)

4 F(R) =mjf(x)dx
R

jest, dla R (ff RQ funkcjg addytywna, ciggta, prawie wszedzie roz-
niczkowalng w RQ przyczem prawie wszedzie

5) F\x)=1(x).

Dowdd. Funkcja F{R), okreSlona przez wzor (4), jest —
jako catka nieoznaczona ($) — pewng funkcjg addytywng figu-
ry R (f Ro. Oznaczajagc przez U i V odp. funkcje zwyzszajaca
i znizszajacg funkcji f (x) w RQ mamy, dla kazdej figury R (Z RQ

U(R)>F(R)> V(R),
\F(R)\<WU(R)\ + \V(R)\,

a wiec funkcja F jest ciggta wraz z obydwiema funkcjami U oraz
V, ciggtemi ex definitione.

Pozostaje udowodni¢ jeszcze rézniczkowalnos¢ funkcji F pra-
wie wszedzie oraz rownosc (5).

Niech w tym celu e bedzie dowolng liczbg dodatnig oraz
U (R) takg funkcjg zwyzszajacg funkcji /, iz (tw. 3)

skad

(6) 0< U(Ro)—F(RO <e2
niech:
(") H{R) = U(R)-F(R).

Funkcja H (R) jest oczywiscie pewng funkcjg monofoniczna,
nieujemna, a wiec —w mysl twierdzenia Lebesgue’a (lll, § 3) —
prawie wszedzie rézniczkowalng. Niech

P:EX[H\x)> s; XzZROQ
Mamy wowczas

X Por. rozdz. Ill, § 3, lemmat 1
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i, z uwagi na (6) i (7),
(8)

Z drugiej strony, w kazdym punkcie x, w ktorym funkcja H
jest rdézniczkowalna, mamy

a wiec, w prawie kazdym punkcie x z RO—P,

lub

Zwazywszy tedy na (8) oraz na to, iz e jest dowolng liczbg
dodatnig, otrzymujemy

w prawie kazdym punkcie a e RQ
Analogicznie, mamy prawie wszedzie w RO

co tacznie z (9) daje prawie wszedzie

i uzasadnia nasze twierdzenie.

Temsamem udowodnione zostato, iz kazda funkcja / (x) cal-
kowalna (*P) jest prawie wszedzie skonczona. Poniewaz za$ —
z drugiej strony — kazda funkcja punktu, ktora jest prawie wsze-
dzie pochodng funkcji figury elementarnej, jest mierzalna (lll, 82,
tw. 1), przeto otrzymujemy nastepujgce

Twierdzenie 7. Kazda funkcja catkowalna w sensie Per-
rona jest mierzalna i prawie wszedzie skorczona.
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86. Z okreslenia catki Perrona wynika bezposrednio,
iz operacja ta obejmuje sobg catke Newtona, rozumiang w sen-
sie definicji, przyjetej w 8 1 tego rozdziatu.l) Mniej juz widoczny
jest stosunek catki Perrona do catki Lebesgue’a twierdze-
nie, ktore ponizej podajemy, rozstrzyga te kwestje, pokazujac, iz
catka (*>) obejmuje sobg takze i te catke. Wynika stad natych-
miast (por. 8 1), iz zakres funkcji catkowalnych (*P) jest isto-
tnie szerszy zaréwno od klasy funkcji catkowalnych w sensie
Lebesgue'a, jak i klasy funkcji catkowalnych wedtug Newto-
na, a nawet — od sumy tych dwu Klas.

Twierdzenie 8 Jezeli funkcja jest catkowalna na figurze
elementarnej /% w sensie Le besgue’a wowczas catkowalna jest
rowniez w sensie Perrona, i obydwie jej catki — Lebesgue'a
i Perrona — sg sobie rowne.

Dowaod. Niech / (x) bedzie funkcjg sumowalng (w sensie
Lebesgue’a na Po i niech e bedzie dowolng liczbg dodatnia.
Na mocy twierdzenia Vita li'ego - Caratheodory’ego (V, 86)
istniejg napewno dwie funkcje sumowalne — funkcja pdiciagta
i ograniczona z dotu u(x) oraz funkcja poiciggta i ograniczona
z gory v (x) — takie, iz

@ dla kazdego x e PO,
oraz

(2)
Niech:

Mamy wowczas (IV, 8§ 3, tw. 9) w kazdym punkcie x e RO:
URX) > uX)>—co, VX)< V{X)< +co.

Funkcje U i V sg tedy z uwagi na (1) odp. funkcjg zwyz-
szajacq i znizszajaca funkeji / (X), przyczem z (1) i (2) otrzymu-
jemy:

# Jesli bowiem funkcja addytywna F (/?) jest funkcja pierwotng funkcji
punktu f (x), wéwczas jest jednoczesnie jej funkcja zwyzszajaca i znizszajaca,
a wiec — temsamem — jej catkg nieoznaczong Perrona.
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oraz

Funkcja / ( a) jest tedy —w mysl tw. 3 — catkowalna w sensie
Perrona i jej catka (%) pokrywa sie z catka (8).

W zakresie funkcji, zachowujgcych znak staty, wynik po-
wyzszy mozna uzupetni¢: w zakresie tym obydwie operacje —
Perrona i Lebesgue’a — sg catkowicie rownowazne. Miano-
wicie

Twierdzenie 9. Jesli funkcja / (a), catkowalna (*>) na pewnej
figurze elementarnej RQ jest na niej stale nleujemna,) wowczas jest
sumowalna na tej figurze.

Dowdd. Niech U (R) bedzie jakakolwiek funkcjg zwyzsza-
jaca funkcji / (g). Mamy tedy dla kazdego a e /70

Na mocy przeto tw. 1, U(R) jest funkcjg monotoniczng,
nieujemng i posiada temsamem prawie wszedzie pochodng ozna-
czong, sumowalng na RQ Zwigzek (3) mozemy tedy napisac
prawie wszedzie w postaci

skad, z uwagi na sumowalno$¢ funkcji U\x), wynika (IV, § 4)
sumowalno$¢ funkcji /.

Lemmat. Jedli funkcja f (a) jest funkcjg catkowalng (™>)
na pewnej figurze elementarnej RO i funkcja g () rozni sie od f (a)
conajwytej w punktach, w ktorych /(a) ma warto$¢ nieskorczona,
wowczas g (a) jest roéwniez funkcjg catkowalng (*P) oraz

Dowdd. Woystarczy udowodni¢ oczywiscie nasz lemmat
w przypadku, gdy funkcje / (a) i g (a) réznig sie w tych tylko

¥ Jak wynika¢ bedzie z twierdzenia nastepnego, wystarczy tu zatozy¢
iz funkcja / (je) jest tylko prawie wszedzie nieujemna.
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punktach, w ktérych funkcja f (x) staje sie nieskoficzonoscig usta-
lonego znaku, np. + 00.

Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig. Istnieje napewno
taka funkcja U (R) zwyzszajaca 1 taka funkcja V(R) znizszajaca
funkcje / (x) na RQ iz

Funkcja U(R) jest zarazem funkcjg zwyzszajagca dla g (a) {x).
Zbudujemy jeszcze funkcje znizszajaca dla g (x).

Niech w tym celu h (x) bedzie funkcja rowng —oo W punk-
tach a, w ktorych / (x) —+ oo, i rowng zeru we wszystkich
punktach pozostatych. Poniewaz zbidr E [f{X) —+ oo] jest miary
zero (tw. 7), przeto funkcja h (x) jest catkowalna w sensie Le-
besguea, a temsamem w sensie Perrona (tw. 8), i posiada
catke rowna 0. Niech VXR) bedzie funkcjg znizszajaca funkcji
h (x), spetniajgca warunek

Funkcja
jest wowczas funkcjg znizszajacg funkcji g (&). Istotnie, w tych
punktach x, w ktorych / (x) < + oo,
w punktach za$, w ktorych / (a) = + oo, mamy

a wiec rowniez, zwazywszy, ze V() < + oo,

Z drugiej strony, ze wzgledu na (4) i (5),

oraz
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Funkcja g (x), dla ktorej U oraz V2 sg odp. pewna funkcjg
Zwyzszajacg i znizszajaca, jest tedy catkowalna (*$) (tw. 3 (1°), §4)
i posiada na Ro catke oznaczong rowng catce funkcji / ().

Twierdzenie 10. Jesli z dwu funkcji rownowaznych jedna
jest catkowalna (™>) na pewnej figurze elementarnej Ro, wowczas
catkowalna jest rowniez i druga, i catki tych dwu funkcji sg sobie
rowne.

Dowdd. Niech ffx),fZx) bedg dwiema funkcjami réwno-
waznemi i niech funkcja f1 bedzie catkowalna (*>) na Ro. Oznacz-
my przez g (x) funkcje rowng ffx) wszedzie, gdzie / (x) posiada
warto$¢ skonczong, réwng za$ zeru we wszystkich pozostatych
punktach. Na zasadzie lemmatu poprzedniego funkcja g (X) jest
catkowalna ("P) i

Funkcja f2Ax) —g (x)*» jest prawie wszedzie réwna zeru,
a wiec

* Ro
Prunkcja f2—(J2—q) + g jest tedy (tw. 5 8 5) réwniez cat-
kowalna (P), przyczem

co nalezato udowodnic.

Twierdzenia poprzednie pozwalajg uogdlni¢ natychmiast na
catke Perrona twierdzenie Lebesgue’a (IV, § 2, tw. 6) o cal-
kowaniu wyraz za wyrazem ciggéw monotonicznych funkcji. Otrzy-
mujemy nastepujgce

Twierdzenie 11 Jesli {fn{x)} jest ciagiem prawie wszedzie
niemalejgcym funkcji catkowalnych (P) na pewnej figurze elemen-
tarnej Ro, i ciag catek tych funkcji na RO iest ograniczony z gory,

b Odejmowanie jest wszedzie wykonalne, poniewaz funkcja g (x) przyj-
muje tylko wartosci skonczone:
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wowczas granica f (x) = Ianr(x) jest rowniez catkowalna (P ) na
RQ przyczem

Dowéd. Twierdzenie obecne sprowadza sie natychmiast
do wspomnianego wyzej twierdzenia Lebesgue’a Wystarczy
tylko zamiast funkcji fn(x) wzig¢ pod uwage funkcje fnx) - f1(x),
ktore jako catkowalne (P ) i prawie wszedzie nieujemne, sg zara-
zem (tw. 9, 10) sumowalne w sensie Lebesgue’a

8§87 Twierdzenie 12 1° Jezeli gorna (wzgl. dolina) po-
chodna funkcji addytywnej, ciagtej F (R) jest niemal wszedzie rézna
od +o (wzgl. od —oo ) oraz ograniczona z gory (wzgl. z dotu)

na pewnej figurze elementarnej RO przez funkcje g (x) catkowalng
w sensie Per rona, wowczas

2> Jezeli obydwie pochodne — gorna i dolna — funkcji addy-
tywnej, ciagtej F (R) sa niemal wszedzie skoriczone oraz catkowalnie
(P) na RQ woéwczas funkcja F (R) jest prawie wszedzie w Reordz-
niczkowalna oraz jest calkg nieoznaczong (P ) swej pochodnej.
Dowdd. 1° Zaktadamy, iz niemal wszedzie w Ro

gdzie g (x) jest pewng funkcjg catkowalng (P) na Ro. Niech U (R))
bedzie dowolng funkcjg zwyzszajacg g(x) na RO i niech:

Mamy:

niemal wszedzie na RQ poniewaz niemal wszedzie F (x) < 4o
wszedzie za$ . Stad

(tw. 1, 82):
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Poniewaz za$ U (R) jest dowolng funkcjg zwyZszajaca funkcji

? (X), przeto
mfe(x)dx>F (R 3,

20 nalezato udowodnic.

2° JeSli F(R) spetnia zatozenia drugiej czesci twierdzenia,
wowczas, z uwagi na udowodniong juz czesC pierwsza, mamy
dla kazdego R (ZRo

F o) dx < /' (R) <(3) [PW dx.

Kladac

77 =(<P),f [17(*) —R (#)10x
oraz R
6 ur)=m JhF(x)dX—F(R),

R

otrzymiujemy dwie funkcje monotoniczne niemalejgce, z ktdrych
piervwsza, TfR), jako catka Perrona funkcji stale nieujemnej
F—I/F, je.st zarazem (8 6, tw. 9) jej catkg Lebesgue’a a wiec
fumkecjgi  bezwzglednie ciggla. Temsamem przeto bezwzglednie
cig,gha jefst i druga funkcja TAR) < Tt(R) i réwnos¢ (1) napisaé
mczeimy w postaci
r(JR) = (*P) (F(x)dx- Tm = m \(F- T/ dx,
R R

skgjd — z uwagi na tw. 6 (85) — wynika natychmiast nasze
twiierrdzemie.

Z twierdzenia powyzszego otrzymujemy natychmiast naste-
pujjacce ainailogiczne twierdzenie dla catki Lebesgue’a

Twnerdzenie 13 1° Jezeli gorna (wzgl. dolna) pochodna
funikccji aidcdytywnej i ciggtej F (R) jest niemal wszedzie na ROrdzna
od -ff ((wzgl. od —oo0) i ograniczona z gory (wzgl. z dotu)
przzezz peewma fun-kcje sumowalng g (x), wowczas odchylenie gorne
(w2Zgjl. d(olme) funkcji F (R) na RO jest réwne zeru.
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2° Jezeli obydwie pochodne — gorna i dolna — funkcji addy-
tywnej i cigglej F (R) sa niemal wszedzie na RO skoriczone i sumo-
walne, wéwczas funkcja F (R) jest ciggta bezwzglednie na RO (t. zn.
jest catkg nieoznaczong Lebesgue’a).

DowoOd. 1° Mamy, na zasadzie twierdzenia poprzedniego,
dla kazdego R ( RO

gdzie G(R), jako catka Lebesguea, jest funkcjg bezwzglednie
cigglta. Zatem

(gdzie — jak zwykle — oznaczajg gorne od-
chylenia na RO odp. funkcji F oraz FI), skad oczywiscie

2> Czes¢ druga twierdzenia jest natychmiastowg konsekwen-
Ccja pierwszej.

Lemmat Zygmunda.

§8 W 8§ tym — jak réwniez i w nastepnych — mowa be-
dzie wyigcznie o funkcjach punktu na linji prostej, t. j. o funk-
cjach jednej zmiennej rzeczywistej. Dla funkcji tych niektore
z posrod twierdzenn poprzednio udowodnionych uja¢ sie daja
w forme bardziej dokfadna.

Przyjmiemy przedewszystkiem nastepujgcg definicje.

Jezeli F(x) jest dowolng funkcja, okre$long w przedziale
(@ b), i E dowolnym zbiorem, zawartym w tym przedziale, wow-
czas przez F (E) oznacza¢ bedziemy zbi6r wartosci, jakie rozwa-
zana funkcja przyjmuje w zbiorze E; mnogoSC te nazywac bedzie-
my obrazem zbioru £ okreslonym przez funkcje/7
albo—jesli funkcja Fjest ustalona—wprost obrazem zbioru E

Lemmat (Zygmunda). Jezeli funkcja F (x) jest ciggta
w przedziale (a, b) i obraz zbioru tych wszystkich punktéw x
{a x <h), w ktérych

@
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nie zawiera zadnego odcinka (nie redukujacego sie do punktu) *),
wowczas funkcja F (x) jest w rozwazanym przedziale monotoniczna
niemalejgca.

Dowod. Niech ¢, d (c < d) bedg dwoma puktami przedziatu
(@, b). Zatézmy, iz
) F(c)>F(d).

Niech P bedzie zbiorem tych wszystkich punktéw przedziatu
(& b), w ktérych spetniona jest nierowno$¢ (1). F(P) nie za-
wiera przeto zadnego odcinka, a wiec z uwagi na (2) istnieje
punkt yQ ktory nie nalezy do F (P) i spetnia nierownos¢

3 F(c)>y0> F (d).
Oznaczmy przez Q zbior punktow x przedziatu (c, d), w kto-
rych
F(x) =y0,

i niech  bedzie prawym kresem tego zbioru. Mamy oczywiscie
x0< d.  Ze wzgledu na ciggtos¢ funkcji F punkt x0 nalezy do Q
i — jak wszystkie punkty Q — znajduje sie poza mnogoscig P.
Mamy tedy

@ PP (*,) > 0.

Z drugiej wszakze strony — z uwagi na (3) oraz definicje
punktu Ko — mamy dla kazdego punktu x przedziatu (xQ d)

F () =y0> F(x),
skad oczywiscie
P+(ic) <0,

Co sprzeczne jest jednak z (4).
Zatozenie (2) prowadzi tedy do sprzecznosci i funkcja F (X)
jest stale niemalejgca w (a, b).

Mozemy teraz, dla funkcji jednej zmiennej rzeczywistej, uzu-
petni¢ twierdzenie 1 w sposob nastepujacy:

Twierdzenie 14. Jezeli funkcja F (x), okreslona i ciggta
w przedziale (a, b), posiada w niemal kazdym punkcie x (a”“x<Db)

") Inn. stowy, obraz rozwazanego zbioru ma by¢ punktoksztattny
'w sensie terminologji teorji mnogosci.
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gérng prawostronng pochodng nieujemna, wowczas jest w tym prze-
dziale monotoniczna niemalejaca.

Dowdd. Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig i
Ffx) = F(x) + tx.
Mamy wowczas w kazdym punkcie & rozwazanego przedziatu

F+(x) = F+(x) + e,
a wiec niemal wszedzie
F+(x) > e>0.

Zbior wartosci x, dla ktérych F+(x) < 0, jest przeto conaj-
wyzej przeliczalny; obraz jego jest temsamem réwniez przeliczalny,
a wiec, w zadnym razie, nie zawiera odcinka.) Na mocy tedy
lemmatu Zygmunda, mamy dla kazdej pary punktow c, d
@< c<d< b,

0< FAd) - Ft(c) = F(d) -F(c) +e(d- 0,
a, poniewaz £ jest dowolng liczbg dodatnia,
F{d)"F (c).

*Twierdzenia Scheeffera i Dini’ego.

8 9. Twierdzenie § poprzedniego wigze sie z pewnemi dwo-
ma wynikami, nalezacemi do ubiegtego stulecia i znanemi pod
nazwg twierdzen L. Scheeffera oraz U Dini’ego.

Twierdzenie Scheeffera? orzeka: kazda funkcja ciggla,
skonczona, ktora w niemal kazdym punkcie posiada skonczong po-
chodng prawostronng gorna, jest catkowicie (z doktadnoscig do
statej addytywnej) okreSlona przez pochodng te dang niemal wsze-
dzie; inn. stowy, jesli pochodne prawostronne gérne dwu funkcji
ciggtych i skonczonych F {x) oraz G (a) sg niemal wszedzie skonczone
i sobie rowne, wowczas funkcje te rdznig sie conajwyzej o stala.

Opieramy sie tu na elementarnem twierdzeniu teorji mnogosci, orze-
kajagcem, iz zbiér punktéw dowolnego odcinka (nie redukujgcego sie do punktu)
jest zawsze nieprzeliczalny. Twierdzenie to wynika zreszta natychmiast z teorji
miary Lebesgue’a poniewaz kazda mnogos¢ przeliczalna jest miary zero.

2 Scheeffer, Acta Math., t. 5 (1889).
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Kladac, w samej rzeczy
H(X) = F(a) —G(x),
mamy niemal wszedzie

H+(x) + GH(jo) < F+(X) < HH{X) + GHXx),
skad
; H+(X) < O< H+(x).

Funkcja H (a) jest tedy, na mocy tw. 14, jednocze$nie nie-
malejgca i nierosngca, a wiec stata.

W rozdziatach dalszych (IX i X) podamy wyniki nowsze, siegajace znacz-
nie dalej anizeli twierdzenie Scheeffera. Niemniej, twierdzenie to zastu-
guje na uwage zarowno ze wzgledu na swa prostote, jak i na znaczenie histo-
ryczne: jest prekursorem badan nowoczesnych nad warunkami, pozwalajgcemi
wyznaczy¢ funkcje przez jej liczby pochodne.

Twierdzenie DinFego jest nastepujgce: wszystkie cztery po-
chodne Diniego funkcji F(x) ciggtej i skonczonej w przedziale
(@, b) majg w tym przedziale te same kresy gorne i dolne, — ktdre

sg zarazem kresami stosunku —"------ — , gdzie a i @ oznaczajg

dwa dowolne punkty przedziatu {a, b)})

Azeby udowodni¢ to twierdzenie, wystarczy pokaza¢ tylko,
iz, jeSli jedna z czterech pochodnych Dini’ego, w przedziale
(< b), np. FHX), zawiera sie miedzy granicami A i B, wowczas

. . . . . . P . /’Y?)) _F(cl)
miedzy granicami temi zawiera sie rowniez stosunek — N

To za$ wynika natychmiast z rozwazenia dwu funkcji
F (x) —Ax oraz F (X) —BxX, z ktorych pierwsza ma prawostronng
gérng pochodng stale nieujemna, druga za$ — stale niedodatnia.
Stosujac tedy do obydwu rozwazanych funkcji tw. 14, otrzymujemy:

AP-a< H3-F (a)< B@- 9,

dla dowolnego przedziatu (a, @ zawartego w (a, b).

Z twierdzenia Diniego wynika natychmiast, iz, jesli jedna
z czterech liczb pochodnych funkcji ciaglej jest w jakim$ punkcie
ciggta, wowczas ciggte sg w nim réwniez trzy pozostate, i wszyst-I

I) Dini, Fondamenti per la teoria dellefunzioni di variabili reali. Piza. 1878.
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kie cztery sga sobie réwne, t. zn. iz rozwazana funkcja posiada
w tym punkcie pochodng oznaczona.

Catka Perrona funkcji jednej zmiennej.

§ 10. Opierajac sie na tw. 14 (8§ 8) zaostrzyC mozemy —
dla funkcji jednej zmiennej rzeczywistej — twierdzenia 12 i 13

Twierdzenie 15 1° Jezeli prawostronna pochodna dolna
(wzgl. gorna) funkcji F (x), skonczonej i cigglej w przedziale (a b),
jest niemal wszedzie rozna od f.; (wzgl. od — <. ) i ograniczona
z gory (wzgl. z dotu) przez funkcje h (x) catkowalng (*>) w tym

przedziale, wowczas A

2> Jesli wymieniona w 1° funkcja h (x) jest sumowalna, wow-
czas odchylenie gornet) (wzgl. dolne) funkcji F(x) w (a, b) jest
rowne zeru.

3> Jesli funkcja skoniczona i ciggta F(x) posiada w niemal
kazdym punkcie x przedzialu (a, b) jakg$ liczbe pochodng prawo-
stronng posrednig?d X(x) skonczong i catkowalna (*P) w (a, b),
wowczas funkcja F (x) jest prawie wszedzie rozniczkowalna i

4 Jezeli rozwazana liczba pochodna X(x) jest catkowalna
w sensie Lebesgue'a, wowczas funkcja F(x) jest bezwzglednie
ciagta w (a, b).

Dowdd. Mozemy poming¢ szczegdtowy dowdd dwu pier-
wszych czeSci naszego twierdzenia, zwazywszy, iz dowdd ten jest
zupetnie analogiczny do dowodu twierdzen 12 (1°) i 13; jedynie—
zamiast odwotywac sie do tw. 1 — nalezy obecnie oprze¢ sie na
tw. 14, odpowiadajgcem funkcjom jednej zmiennej rzeczywistej.

Czes¢ 3 naszego twierdzenia wynika natychmiast z 1° jesli
zauwazy¢, iz w kazdym punkcie:

o Por. I, §812, 14
2 Por. lll, §1
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Wreszcie, ostatnia cze$¢, 4°, jest bezposrednig juz konse-
kwencjg czesci 3.

Twierdzenie 15, jak réwniez twierdzenia 12 i 13 § 7 stanowig naturalne
uog6lInienie dawnego twierdzenia Lebesgue’a z 1906 r.: jesli funkcja ciggta
F (jo posiada jedng pochodna Dini’ego wszedzie skoriczong i sumowalng, wowczas
funkcja ta jest prawie wszedzie rdzniczkowalna i jest catkg swej pochodnej. Pewne
niejasne momenty w pierwotnym dowodzie tego twierdzenia wzbudzity dyskusje;
Lebesgue zmuszony byt z tego powodu parokrotnie uzupetniaé swdj dowod
poczatkowy-J)

Rozwinieta przez de la Vallee-Poussina teorja funkcji zwyzszaja-
cych i znizszajacych?) okazata sie najbardziej wiasciwg drogg dowodu rozwa-
zanego twierdzenia Lebesgue’a prowadzacg réwnoczeSnie do dalszych uo-
gélnien. Funkcje te (fonctions majorantes 1 minorantes wedle
de la Vallee-Poussi n’a rédwnowazne sa funkcjom zwyzszajacym i zniz-
szajagcym Perrona (Ober-u. Unterfunktionen);dela Vallee-Pous-
sin traktowat je jednak wytacznie jako narzedzie badania witasnosci catki
Lebesgue’a Perron natomiast opart na nich nowg definicje catki, ktéra
okazata sie w nastepstwie ogolniejsza od definicji 1e b esgue’owskiej.3 Row-
nolegte z definicjg uogodlniaja sie réwniez i pewne twierdzenia dotyczace catki
Lebesgue’a przyktadem takim sg chocby twierdzenia 12, 13, 15 tego roz-
dziatu.

Mozna zauwazy¢ tu ogoélnie, iz — przy dzisiejszym stanie teorji — apa-
rat catki Perrona okazuje sie¢ naturalnym $rodkiem uogdlnienia tych prze-
dewszystkiein twierdzen, opartych na teorji catki Lebesgue’a ktore korzy-
stajg z metody funkcji zwyzszajacych i znizszajacych de la Vallee-Pous-
sina. Wymienimy tu z zastosowan twierdzenie z dziedziny szeregow
Fouriera funkcji sumowalnych, noszace nazwe ,twierdzenia de la
Vallee-Poussina ojednoznaczno$¢ i“; 4 twierdzenie to, z zachowa-
niem dawnej metody dowodu, przenosi sie bez trudu na funkcje catkowalne (*).5

X Lebesgue, Retid. Acc. Linc., (5), t. 15 II, (1906) p. 3—S8; (5), t. 16 |,
(1907), p. 92—100, 283—290; rowniez: Ann. Ec. Norm. Sup., (1910), gdzie rozwazane
twierdzenie uogdlnione jest na funkcje addytywne w przestrzeni o dowolnej
liczbie wymiarow.

2 De la Vallee-Poussin, Cours d’Analyse, t I, 2 ed., (1909),
p. 270—271; 3. ed. (1914), p. 269—72; I. L., p. 74—76.

3 Oryginalna definicja Perrona (Sitzgsber. Heidelberger Ak. Wiss.,,
14. Abh., (1914), A, p. 1—16) dotyczy wytacznie catki funkcji ograniczonych.
Bauer (Monatsh. f. Math. u. Phys., t. 26, (1915)), przenoszac ja na funkcje nie-
ograniczone, pokazat, iz catka (}) obejmuje catkowicie catlke Lebesguea,
i rozszerzyt zarazem definicje Perrona na funkcje punktu w dowolnej
przestrzeni euklidesowej.

Pozniejsze badania ustality rownowazno$¢ catki Perrona ze stabszg
z calek Denjoy (p. niz. rozdz. X).

) DelaVallee-Poussin, ComptesRendus., t. 155, (1912), p. 951—53.

5 Por. Zygmund, Math. Zeitschr., t. 25, (1926), p. 288—90.
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Zwrécimy tu jeszcze uwage czytelnika na pewng natych-
miastowg konsekwencje tw. 15 ktora uogdlnia twierdzenie 14
jesli pochodna prawostronna gorna funkcji skonczonej i ciagtej F{x)
jest niemal wszedzie rézna od —oo i prawie wszedzie nieu-
jemiia, wowczas funkcja F (x) jest niematejgca w (a, b).])

Wynika stad z kolei nastepujgce uogdlnienie twierdzenia
Scheeffera: jesli pochodne prawostronne gorne dwu funkcji cig-
ghych, skonczonych, sg niemal wszedzie skonczone i prawie
wszedzie sobie rowne, wowczas funkcje te roznig sie conajwyzej
0 stata.

W rozdz. X (8 4) podamy pewne twierdzenie Denjoy,
ktore, obejmujac sobg powyzszy wniosek, stanowi dalsze jeszcze
uogdlnienie twierdzenia Scheeffera.

0 Caratheodory, R. F.,, p. 580.
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ROZDZIAL. VIII.

Funkcje o wahaniu skonczonem
uogoélnionem.

Uwagi wstepne.

81. W rozdz. IV i V wylozylismy teorje catki Lebes-
gue’a, przyjmujac za punkt wyjscia t. zw. ,,opisowg” definicje
tej catki jako funkcji bezwzglednie ciagtej, ktdrej pochodna pra-
wie wszedzie réwna sie funkcji podcatkowej.

W rozwoju historycznym definicja catki Lebesgue’a (por.
§ 1 rozdz. poprzedniego) wyprzedza jednak bezposSrednig teorje
funkcji bezwzglednie ciggtych, ktérg wytonita dalsza dopiero ewo-
lucja teorji catki. Podobniez przedstawia si® rozwodj dalszych
uogdlnienn catki Lebesgue’a ktdre zawdzieczamy Denjoy
i Perron’owi: teorja Perrona, jak Czytelnik mogt zauwazyé
w rozdziale poprzednim, pozostawia catkiem na boku teorje funkcji
bezwzglednie ciggtych; podobnie réwniez i Denjoy nie wigzat
poczatkowo swej teorji z uogdlnieniem pojecia funkcji bezwzgled-
nie ciggtej; w swych Notach, przedstawionych Akademji Fran-
cuskiej ® i zawierajacych — znane dzi$ pod nazwg catek Den-
joy — uogolnienie catki Lebesgue’a okresla 3we catki jako
wynik pewnych procesow pozaskonczonych, ktére polegaja na
poddaniu funkcji podcatkowej jednocze$nie operacji catkowej Le-
besgue’a jak rowniez i pewnym operacjom catkowym (nie-
witasciwym) Cauchy’ego i Harnack’a?

®» Denjoy, Comptes Rendus, t. 154, (1912), p. 859, oraz*t. 162, (1916),
p. 377.
2 Por. rozdz. X

14
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Na pomysty Denjoy, zawarte w pierwsze] ze wspomnia-
nych dwu Not, zwrdcili jednak natychmiast uwage matematycy
rosyjscy Luzin i Khintchine,) nawigzujgc do nich badania
swe z podstaw teorji pochodnej i catki. Przedewszyslkiem udato
sie Luzin’owiZ otrzymac takie uogolnienia funkcji o wahaniu
skonczonem oraz funkcji bezwzglednie ciggtych, ktére w stosunku
do catki Denjoy z 1912 r. odgrywaja analogiczng role jak zwy-
kie funkcje o wahaniu skonczonem i funkcje bezwzglednie ciagte
w teorji catki Lebesgue’a Bedziemy w dalszym ciggu nazy-
wali funkcje te — wyrdznione przez Luzina — odp. funk-
cjami ouogOllnionem wahaniu skonczonem w znacze-
niu wezszem oraz uogolnionemi funkcjami bezwzgled-
nie ciggtemi w znaczeniu wezszem})

WKkrotce potem, rozwijajac w sposéb naturalny idee Luzina,
otrzymat Khintchine dalsze jeszcze uogdlnienia, wprowadzajgc
funkcje, ktore — w wykladzie naszym — nazywaC bedziemy
funkcjami o uogé6lnionem wahaniu skonczonem
W znaczeniu szerszem, oraz uogélnionemi funkcjami bez-
wzglednie ciggtemi4 w temsamem znaczeniu. Funkcje te
jednak — w przeciwienstwie do zwyklych funkcji o wahaniu
skonczonem oraz do funkcji wyrdznionych przez Luzina —
nie sg naogot prawie wszedzie rézniczkowalne w sensie zwyklym;
okazuje sie natomiast, iz wiasno$¢ r6zniczkowalnos$ci pra-
wie wszedzie przenosi sie na te funkcje, jesli uogdlni¢ jedno-
cze$nie definicje pochodnej, wprowadzajac t. zw. pochodng
aproksymatywng.j Khintchine pokazat przytem, iz wy-
roznione przezen funkcje sg nietylko prawie wszedzie rézniczko-
walne aproksymatywnie, ale — co wiecej — iz kazda uogdlniona
funkcja bezwzglednie ciggta w znaczeniu szerszem jest jednocze-
$nie okreslona przez swg pochodng aproksymatywng dang prawie
wszedzie.§

# Zachowujemy tu pisownie francuska nazwiska, ktére w tej postaci
jest cytowane zazwyczaj w literaturze.

2 Lusin, Comptes Rendus, t. 284, (1912), p. 1475; réwniez: Teza, p. 62.

3 Por. niz 8§ 15 17.

4 Por. niz. 88 8, 10.

5 Por. niz. 85 termin ,,pochodna aproksymatywn a“ po-
wszechnie dzi$ uzywany, wprowadzony zostat przez Denjoy; Khintchine
uzywat terminu ,,pochodna asymptotyczn a“

6 P. niz. § 11
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Rezultat tych badan doprowadzit do uogdlnienia catki Le-
besgue’a przez zastgpienie w jej definicji — ktorg podalismy
w rozdz. IV — ,funkcji bezwzglednie ciggtej* przez
,u0go0lniong funkcje bezwzglednie ciggta w znaczeniu
szerszem® oraz ,,pochodnej zwyktej" przez ,pochodng
aproksymatywng*. Uogo6lnienie takie zostato sformutowane
wyraznie przez Khintchine’a w Nocie Akademji Paryskiej
z r. 1916;*) jednoczesnie Khintchine zauwazyt, iz tak okre-
slona catka uogolnia dawng catke Denjoy z r. 1912. W ten
spos6b udato sie Khintchine’owi wyprzedzi¢ nieco Denjoy,
ktorego druga Nota z teorji catki, zawierajgca rbwnowazne i nie-
zaleznie otrzymane wyniki, ukazata sie dopiero w pare miesiecy
po pracy Khintchine’a

Hadamard, przedstawiajgc Akademji wspomniang prace Khin-
tchine’a dorzuca do niej — od siebie — uwage nastepujaca: ,,Wiele z posrod
wynikdw, ustalonych definitywnie w tej Nocie, zawartych jest —jak mi wiadomo —
w rozprawie p. Denjoy, ktéra znajduje si¢, od pewnego juz czasu, w druku.
Niemniej, priorytet tycb wynikdw nalezy niewatpliwie do p. Khintchin e'a.”

Wykitad systematyczny swej teorji catki ogtosit Denjoy w t t 33
(1916) i 34 (1917) ,,Annales de TEc. Norm. Sup.“ w pracy p. t Memoire sur
la totalisation des nombres derives non-sommables, ktdrg cytowa¢ bedziemy
w dalszym ciggu krotko, jako: Denjoy, Totalisation. Czes¢ pierwsza tej pracy—
w ktérej uwzglednione sg juz wyniki matematykéw rosyjskich — bedzie gtow-
nym tematem tego rozdziatu. W czesci drugiej Denjoy daje t. zw. okreslenie
konstruktywne swej catki, ktdre oméwione bedzie w rozdz. X

Podkreslimy tu jeszcze wyraznie, iz wszystkie wspomniane
powyzej uogdlnienia odnoszg sie wytacznie do funkcji jednej
zmiennej rzeczywistej i o tych tylko funkcjach mowa be-
dzie zarowno w dalszym ciggu tego rozdziatu, jak i w dwu roz-
dziatach nastepnych.?) Oczywiscie, iz definicje i twierdzenia,
ktore tu ustalimy przenoszg sie automatycznie na funkcje addy-
tywne przedziatu linjowego (I, § 14) i nie beda przeto wymagaty
oddzielnych omdwien w przypadkach, gdy — ze wzgledow for-

# Khintchine, Comptes Rendus, t. 162, (1916), p. 287—91.

2 Istniejg wprawdzie prdby rozszerzenia algorytmu Denjoy na funk-
cje n zmiennych rzeczywistych t. j. punktu w przestrzeni ”~-wymiarowej (por.
np. Looman, Sur la totalisation, Fund. Math., t. 4, (1923), pp. 246—285). ROw-
niez i w rozdz. poprzednim podaliSmy teorje catki Perrona dla przestrzeni
n-wymiarowej. Wszystkie te jednak uogdlnienia, w obecnem swem stadjum,
nie sa na tyle zupetne, aby mozna je byto uwaza¢ za rezultat zakonczony, lub
za pozyteczne narzedzie analityczne w zastosowaniach.
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malnych — okaze* sie dogodniejsze rozwazanie funkcji przedziatu
zamiast funkcji jednej zmiennej rzeczywistej.

Twierdzenie Baire’a.

8§ 2. W rozwazaniach dalszych korzystaC bedziemy paro-
krotnie z pewnego twierdzenia teorji Baire’a. Przyjmiemy prze-
dewszystkiem nastepujaca definicje:

Nazywa¢ bedziemy kawatkiem zbioru E kazdy zbidr po-
staci EXI, gdzie / jest dowolnym przedziatem, zawierajgcym
wewnatrz przynajmniej jeden punkt zbioru E.

Twierdzenie Baire’a sformutowa¢ mozemy teraz w postaci:

Jezeli zbior domkniety F zawarty jest w sumie ciagu {Z7} zbio-
réw domknietych, wéweczas jeden przynajmniej ze zbiorow Fi zawiera
jaki$ kawatek zbioru F.

Dowdd. Zatdzmy, iz zaden ze zbioréw domknietych Fi nie
zawiera zadnego kawatka zbioru F. Mozna ,utworzy¢ tedy —
przez indukcje — ciag zstepujacy kawatkow Ki tego zbioru w ten
sposob, by dla kazdego i

Wowczas jednak rowniez

poniewaz zaS§ — na mocy twierdzenia Cant ora (I, 84) — ilo-
czyn zbiorobw Ki nie jest pusty, przeto zbior F nie zawiera sie
W sumie zbiorow Fi.J)

Granice aproksyniatywne.

8 3. Uogdlnienie pochodnej, o ktérem wspomnieliSmy w § 1,
wigze sie z roéwnolegtem uogo6lnieniem definicji granicy.

Niech F (x) bedzie dowolng funkcja, okreSlong w pewnem
otoczeniu punktu a (z wylgczeniem ewent. samego punktu a,
w ktorym funkcja moze nie by¢ okre$lona?d. Nazwiemy gdrng

¥ Twierdzenie to (ktére rozszerza sie bez trudu na pewne ogo6lniejsze
przestrzenie abstrakcyjne) wigze si¢ z rozroznieniem t. zw. dwu kategorji
zbiorow wedtug Baire’a. Por.np. Sierpinski, T. O, p.218, lub Wstep, p. 105.

2 Przy definicji granic jednostronnych wystarczy oczywiscie rozwazaé
tylko otoczenia jednostronne.
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prawostronng granicg aproksymatywng funkcji F(x)
w punkcie a kres dolny wszystkich liczb L, dla ktorych zbidr
punktéw

(€ E[F(x)>L; x> 4

posiada w punkcie a punkt rozrzedzenia zewnetrznego.J)

Podobnie definjujemy gd6rna lewostronng granice
aproksymatywng funkcji F(Xx) w punkcie a oraz dwie
granice aproksymatywne dolne. Dla oznaczenia okre-
Slonych w ten sposob czterech granic aproksymatywnych uzy-'
wac¢ bedziemy odp. znakow:

lim sup Aflpr F(x), lim sup apr F X)),
lim inf apr F (&),  lim inf apr F(x).

Wiekszg z dwu granic aproksymatywnych gornych nazywac
bedziemy wprost gérng granicg aproksymatywng, ozna-
Czajac ja przez )

lim sup apr F (x).

Analogicznie, definjuje sie dolng granice aproksyma-
tywng -
lim inf apr F (x).

-»a
Mamy, jak tatwo zauwazyC zawsze,

(2 limsup F(x) A limsup apr F(x) A liminfapr F(x) * liminf F(x) ,
x=1ad x-*a- x>a+

oraz zwigzek analogiczny dla granic lewostronnych.

Mozna tu zauwazy¢ — dla doktadniejszego jeszcze wyjasnienia sensu
definicji granic aproksymatywnych — iz cztery granice zwykie mozna zdefi-
njowa¢ w sposob zupetnie analogiczny. Np. granice gérng prawostronng funkcji
F (x) w punkcie a okresli¢ mozna jako kres dolny wszystkich liczb L, dla kté-
rych a jest punktem odosobnionym wzgledem zbioru (1).2 Nieréwnos¢ (2) staje
sie wlwczas oczywista.

# Por. rozdz. Ill, § 6. W przypadku, gdy funkcja F (x) jest mierzalna,
termin ,,punkt rozrzedzenia zewnetrznego 1l zastgpi¢ mozna, rzecz prosta,
wprost przez wyraz ,,punkt rozrzedzenia."

2 t. zn. nie jest jego punktem skupienia.
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Jesli obydwie granice aproksymatywne, gérna i dolna, pra-
wostronne, wzgl. lewostronne, sg sobie rowne, wowczas wspolna ich
warto$¢ nazywa sie wprost prawostronng (wzgl. lewostron-
ng) granicg aproksymatywng; jesli wreszcie, w jakims punkcie,
wszystkie cztery granice aproksymatywne sg réwne, wowczas
wspdlna ich warto$¢ nazywa sie granicg aproksymatywng
funkcji w rozwazanym punkcie.

Z nieréwnosci (2) widac, iz, jesli funkcja F(x) posiada w ja-
kim$§ punkcie granice w znaczeniu zwykiem (prawostronng, lewo —
lub obustronng), wowczas posiada temsamem granice aproksyma-
tywng (prawo —, lewo — lub obustronng); obydwie te granice
sg oczywiscie sobie rowne.

ZauwazyC dalej tatwo, iz, jesli w otoczeniu punktu a istnieje
zbior mierzalny E, posiadajacy w punkcie a gesto$¢ 1 (prawo —,
lewo —, wzgl. obustronng) i jesli istnieje granica funkcji F (x),
gdy & dazy do a przebiegajac punkty zbioru E, wowczas istnieje
rowniez granica aproksymatywna (prawo—, lewo—; wzgl. obustron-
na) funkcji F{x) w punkcie a i obydwie te granice sg sobie rowne.

Twierdzenie odwrotne jest rowniez prawdziwe, jakkolwiek
mniej nieco oczywiste bezposSrednio.

*Ciggtos¢ aproksymatywna.

8 4. Funkcja F{x), okreSlona w przedziale (a, b), nazywa
siec aproksymatywnie ciggta w pewnym punkcie x0 tego
przedziatu, jesli posiada w x0 granice aproksymatywng i granica
ta jest rowna wartosci funkcji w tym punkcie.

Definicje powyzsza zawdzieczamy Denjoy, ktory wskazat
jednoczes$nie na kilka interesujgcych zastosowan tego uogolnienia
ciggtosci zwykitej.) Ograniczymy tu sie tylko do zacytowania
nastepujacego twierdzenia Denjoy:

K~zda funkcja mierzalna i skonczona jest prawie wszedzie
ciggta aproksymatywnie.

Dowdéd? wynika natychmiast z tw. Luzina (Il, § 13).

) Denjoy, Buli. Soc. Math. de France, t. 43, (1915), p. 165.

2 Por. Sierpinski, Fund. Math.,, t 3, (1922), p. 320. Inny dowdd,
bardziej jeszcze bezposredni, podany réwniez przez Sierpinskiego (Fund.
Math., t. 4, (1923), p. 124) i zwigzany z pewnem uogélnieniem definicji Den-
joy, opiera sie na tem, iz ciggto$¢ aproksymatywng zachowuje sie przy jedno-
stajnem przejsciu do granicy, oraz iz kazda funkcje przybliza¢é mozna jedno-
stajnie przez ciag funkcji, ktére przyjmujg conajwyzej przeliczalng ilos¢ war-
tosci réznych i dla ktérych przeto rozwazane twierdzenie jest oczywiste.
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Istotnie — w mysl tego twierdzenia — jesli pewna funkcja
F(x) jest skonczona i mierzalna w pewnym przedziale 1O wow-
czas przedziat ten przedstawi¢ mozna jako sume pewnego zbioru
niary zero, oraz ciggu zbiorébw domknietych {P«} takich, iz na
kazdym z nich funkcja F (x) jest ciggta. Poniewaz za$S prawie
kazdy punkt kazdego ze zbiorow Pn jest punktem gestosci tego
zDioru, zatem prawie wszedzie w kazdym z tych zbiorow —a wiec
prawie wszedzie w D—funkcja F (x) jest ciagta aproksymatywnie.

Twierdzenie powyzsze mozna odwrdci¢: kazda funkcja pra-
vie wszedzie ciggta aproksymatywnie jest mierzalna.])

Pochodne aproksymatywne.

8 5. Jesli F(x) jest dowolng funkcjg okreslong i skonczong
v przedziale (a, b), wowczas, w kazdym punkcie x0 tego prze-
czialu, cztery granice aproksymatywne

lim sup apr, liminfapr, limsup apr, liminfapr
A-> 0 -(-

vyrazenia

lazywamy odp. g6rng i dolng prawostronng, wzgl. le-
wostronng, pochodng aproksyinatywng funkcji F (x)
v punkcie x0; oznacza¢ je bedziemy odp. przez

@ F+(x0), FH (0, K(x0, Ff(x0,

malogicznie jak cztery liczby pochodne Diniego (I, § 1).
Ogdlnie, liczby (1) nazywa¢ bedziemy pochodnemi apro-
tsymatywnemi krancowemi.

Jesli Ff (x) = Ff (x), woéwczas wspdlna wartos¢ tych dwu
Dochodnych aproksymatywnych krancowych nazywa sie po-
ihodng aproksymatywng prawostronng; oznaczamy
g przez Fj (x). Analogicznie, definjuje sie pochodng apro-
csymatywng lewostronng Ff (X).

Wiekszg z liczb Ff(x), Fj (x) nazywaC sie bedzie gdrna
pochodng aproksymatywng obustronng; ozhaczamy
g przez Fa(x). Podobnie okres$la sie dolng pochodng apro-

0 Kamke, Fund. Math., t 10, (1927), p. 431
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ksymatywng obustronng Fa(x) jako mniejszag z posrod
liczb F+(x), Ff (X).

Jesdli wszystkie cztery pochodne aproksymatywne kraficowe
sg sobie rowne, wowczas wspdlng ich warto$¢ nazywamy wprost
pochodng aproksymatywnag funkcji F (a); oznaczaC ja
bedziemy przez Fd(x). Jesli pochodna ta jest nadto jeszcze skon-
czona, wowczas o funkcji F(x) méwi sie, iz jest w rozwazanym
punkcie rézniczkowalna aproksymatywnie.

Widoczne jest, iz, jeSli funkcja F (x) posiada w punkcie x
pochodng zwyklg, wowczas temsamem posiada pochodng aproksy-
matywng i

Fa(x) = F(x);

twierdzenie odwrotne bytoby — rzecz prosta — falszywe.

Podane powyzej uogolnienia pojecia granicy i pochodnej za-
wdzieczamy Denjoy i Khintchine”®wi.) Znaczenie tych uo-
golnien wynika z nastepujacej prostej uwagi: jesli dwie funkcje
F (o i G(a) roznig sie tylko w pewnym zbiorze punktow, ktory
w punkcie a posiada gesto$¢ 0, wowczas ich odp. granice aproksy-
matywne i krafcowe pochodne aproksymatywne w punkcie a sg sobie
rowne. W szczegblnosci wiec, ze wzgledu na twierdzenie Le-
besgue’a o gestosci (lll, 8§ 6), jesli dwie funkcje mierzalne
F(@) i G(a) sa identyczne w pewnym zbiorze E, wowczas odpo-
wiednie ich granice Oraz krancowe pochodne aproksymatywne sg
rowne prawie wszedzie w zbiorze E.

W wyktadzie naszym ograniczamy sie wytacznie do podania definicji
i kilku witasnosci pochodnych aproksymatywnych, ktére wskazujg na role tego
uog6lnienia w teorji catki. Pomijamy natomiast dalsze uogoélnienia, na tej
samej linji, zdefinjowane rowniez przez Denjoy (np. t zw. przez Denjoy
».nhombres derives preponderants* (Totalisation, Chap. I, pp. 198 —
99)), nie wprowadzajgce jednak wraz z sobg nowych metod. Dalsze i giebsze
wiasnosci pochodnych aproksymatywnych znajdzie Czytelnik u Denjoy (L c,

pp. 208—222) oraz w dwu pieknych rozprawach Khintchine’a (Moskowskij
Matiem. Sbornik, t. 31, (1923), pp. 265, 377; oraz Fund. Math., t. 9, (1927), p. 212).

Jesli F(x) jest dowolng funkcjg, okreSlong i skonczong
w punktach pewnego zbioru E, wowczas mowimy, iz funkcja ta
jest r6zniczkowalna w pewnym punkcie aeE wzgledem
zbioru E, skoro istnieje granica skonczona wyrazenia

) Por. §1
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gdy x dazy do a przebiegajac punkty zbioru F, granica ta nazy-
wa sie pochodng funkcji F(x) w punkcie a wzgledem
zbioru E

Jesli zbior E jest mierzalny i a jest jego punktem gestosci,
wowczas rozniczkowalno$¢ funkcji F w rozwazanym punkcie
wzgledem zbioru E pocigga za sobg jej rdézniczkowalno$¢ apro-
ksymatywng, oraz rowno$¢ obydwu pochodnych — pochodnej
aproksymatywnej oraz pochodnej wzgledem zbioru E  Wartosci,
jakie funkcja przyjmuje ewent. poza zbiorem E, nie grajg tu
oczywiscie zadnej roli.

Funkcje o wahaniu skohczonem na zbiorze.

§ 6. Rozwazanie funkcji na zbiorach linjowych prowadzi do
uogolnienia definicji wahania bezwzglednego.

Niech F(x) bedzie dowolng funkcjg, okreslong i skoriczong
w punktach zbioru Q Nazwiemy jej wahaniem slabem)—
albo wprost wahaniem — na Q kres gorny liczb

gdzie {®#, bi)) jest dowolnym ukfadem skonczonej liczby nieza-
chodzacych na siebie przedziatdw, ktorych krance nalezg do Q
Wahanie to oznacza¢ bedziemy przez V (F, Q.

Jedli

wowczas funkcja F nazywa sie funkcjg o wahaniu skonczo-
nem w znaczeniu szerszem?d lub wprost — funkcjg
o wahaniu skonczonem —na zbiorze Q

Widoczne jest natychmiast, iz, jesli zbior Q jest przedzia-
tem, wowczas okre$lona powyzej liczba V(F; Q pokrywa sie
z wahaniem bezwzglednem funkcji F na Q wedle definicji rozdz. |

*® Termin wahanie stabe wprowadzamy tu dla odréznienia od innego
jeszcze wahania, ktére nazwiemy mocnem (p. niz. § 13).

2 Termin w znaczeniu szerszem jest tu uzyty dla odrdznienia
od klasy funkcji, ktére posiadajg skoriczone wahanie mocne.
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(88 9, 14). Podana przeto powyzej definicja uogdlnia (w zakre-
sie funkcji jednej zmiennej rzeczywistej) dotychczasows definicje
funkcji o wahaniu skonczonem w catym przedziale.)

Bezposrednio widoczne sg twierdzenia nastepujace:

1° Kazda funkcja o wahaniu skoficzonem na jakim$ zbiorze
jest na tym zbiorze ograniczona.

2° Jesli funkcja jest o wahaniu skonczonem na jakims zbiorze,
wowczas jest rowniez o wahaniu skoficzonem na kazdym podzbiorze
tego zbioru.

Mamy bowiem dla kazdej funkcji F, okreslonej na zbiorze Q
I kazdego zbioru Q Cj Q

V(p; Q) < v{F- Q.

3° Dowolna kombinacja linjowa o spolczyunikach statych oraz
iloczyn dwu funkcji o wahaniu skorczonem na zbiorze Q sg rowniez
funkcjami o wahaniu skoriczonem na tym zbiorze.

Mamy bowiem dla kazdych dwu funkcji F(x) i G(x), okre-

Slonych na zbiorze Q
AK=EQHM v .

V(KF+10- Q)<
gdzie Xi [i sg dowolnemi statemi; réwniez, jesli
H(x) = F(x).G()

i M oznacza kres gorny wartosci bezwzglednych funkcji Fi G
na zbiorze Q wodwczas?

K({ly;Q)<ALLVI(F;Q)+ V(G Q).

4°  Jesdli funkcja F (x) ciagta w przedziale (a, b) jest o waha-
niu skonczonem na pewnym zbiorze Q zawartym w tym przedziale,
wowczas jest rowniez o wahaniu skonczonem na domknieciu Q tego
zbioru.

Mamy bowiem z uwagi na ciagto$¢ funkcji F

VFEQ=VFEOQ.

® W przypadku, gdy zbidr Q jest figurg elementarng, liczba V (/'; Q)
nie pokrywa sie wprawdzie z wahaniem bezwzglednem funkcji F na Q (moze
by¢ oden wiegksza), spostrzega sie jednak natychmiast, iz skonczono$¢ jednej
z tych liczb pocigga za sobg zawsze skoriczono$é drugiej.

2 Por. I, §14
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8 7. Funkcje F (x), okreslong na zbiorze Q nazywamy mo-
notoniczng niemalejgcg (wzgl. nierosnacg) na tym
zbiorze, jeSli — dla kazdej pary punktow xlt x2 zbioru Q —
nierownosc¢

Xy A X2
pocigga za sobg
F(X) < F(x2 [wzgl. F (%) > F (x)].

Le mmat. Na to, aby funkcja F(a) byta ograniczona i nie-
malejagca na pewnym zbiorze P, zawartym w przedziale (a, b), ko-
nieczne jest i wystarcza, aby na zbiorze tym identyczna byta z fun-
kcjg skonczong i niemalejaca w catym przedziale {a, b).

Dowdd. Dostateczno$¢ warunku jest widoczna. Za-
tozmy tedy, iz funkcja F (x) jest ograniczona i niemalejacg na
zbiorze P. Oznaczmy, dla kazdego punktu x przedziatu (a, b),
przez P[x] zbidr wszystkich punktow y e<x zbioru P, oraz przez
G (x) — liczbe rowng gornemu kresowi wartosci, jakie funkcja F
przyjmuje w punktach odpowiadajgcego zbioru P [g]; jesSli zbior
ten jest pusty, wowczas przez G (a) rozumie¢ bedziemy kres dolny
wartosci funkcji F w punktach catego zbioru P. Okre$lona w ten
sposéb funkcja G(a) jest zadang funkcja wszedzie skonczona,
niemalejacg w catym przedziale (a, b) i identyczng z F (x) w punk-
tach zbioru P.

Twierdzenie 1. Na to, aby funkcja F (x) byla o wahaniu
skoriczonem na pewnym zbiorze Q, zawartym w przedziale {a, b),
konieczne jest i wystarcza, aby identyczna na nim byla z funkcjg
0 wahaniu skonczonem w catym przedziale (a, b).

Dowdd. Dostateczno$¢ powyzszego warunku jest wi-
doczna. Aby udowodni¢ jego koniecznos$ ¢, zatozmy, iz funkcja
F(x) jest o wahaniu skonczonem na Q i niech, dla kazdego
punktu x, V(x) oznacza wahanie funkcji F na czesSci zbioru,
zawartej w przedziale (tf, &); jesli przedziat ten nie zawiera wo-
gole punktow rozwazanego zbioru, wowczas epotozymy wprost
V(x) = 0.

Funkcja V (x) jest monotoniczna i ograniczona w catym
przedziale (a b); spostrzegamy rdwniez natychmiast, iz roznica
V (&) —F (x) jest funkcjg ograniczong i monofoniczng niemalejaca
na zbiorze Q a wiec istnieje — w mysl lemmatu poprzedniego—
funkcja T (&) skonczona i niemalejagcg w catym przedziale (a, b),
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pokrywajgca sie z rozwazang roznicg na zbiorze P. Mamy tedy
w kazdym punkcie x e P

F(x) = V(x)-T(x),

przyczem funkcja po prawej stronie powyzszej rownosci, jako
roznica dwu funkcji skonczonych i monotonicznych w przedziale
(@ b), jest oczywiscie o wahaniu skonczonem w catym tym prze-
dziale.

Twierdzenie nasze jest w ten sposob udowodnione.

Whynika stad natychmiast, z uwagi na twierdzenie Lebes-
gue’a (Ill, § 3), nastepujace uogolnienie tego twierdzenia:

Twierdzenie 2 Funkcja o wahaniu skonczonem na zbiorze
Qjest w prawie kazdym punkcie x e Q roztiiczkowalna wzgledem
tego zbioru.

Twierdzenie 3. Jesli F(*) jest funkcjg mierzalng w prze-
dziale (a, b) i o wahaniu skoficzonem na pewnym zbiorze Q, wow-
czas jest o wahaniu skonczonem na pewnym zbiorze mierzalnym

Q i rozniczkowalna aproksymatywnie w prawie kazdym punkcie
tego zbioru.

Dowdd. W mysl tw. 1 funkcja F (x) o wahaniu skonczo-
nem na zbiorze Q jest na tym zbiorze identyczna z pewng funkcjg
G (a) o wahaniu skonczonem w catym przedziale (a, b). Niech

Q=E[FKX = G()]

Zbior Q — ktory jest oczywiscie mierzalny, jako ze mie-
rzalne sg obydwie funkcje F i G — obejmuje zbior Q i funkcja
F (X) jest na nim, wraz z G(X), o wahaniu skonczonem. Rdznicz-
kowalnos¢ aproksymatywna funkcji F — w prawie kazdym punk-
cie zbioru @ — jest juz bezposrednig konsekwencjg twierdzenia
poprzedniego oraz twierdzenia Lebesgue’a ,0 gestoSci4F
(11, 86, tw. 5 bis).

Funkcje o uogélnionem wahaniu skoriczonem.

88. Funkcje F(x) nazywamy funkcja o uogélnio-
nem wahaniu skonczonem w znaczeniu szerszem, lub
wprost — funkcjg o uogo6lnionem wahaniu skonAczo-
nem — w przedziale (a, b), jeSli przedziatl ten jest sumg ciggu
(skonczonego lub przeliczalnego) zbiorow takich, iz na kazdym
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z nich F(x) jest o wahaniu skonczonem. Funkcje o uogolnionem
wahaniu skonczonem bedziemy —dla skrécenia — nazywali takze
funkcjami (VBG).J))

Widoczne jest, iz funkcje (VBG) stanowig uogoOlnienie zwy-
ktych funkcji o wahaniu skonczonem; spostrzegamy rowniez na-
tychmiast, iz kombinacja linjowa o spdlczynnikach statych oraz
iloczyn dwu funkcji (VBG) jest znowuz pewng funkcja (VBG).

Z twierdzenia 3 8 poprzedniego otrzymujemy bezpo$rednio
nastepujace twierdzenie, ktére w teorji catki Denjoy stanowi
analogon twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowalnosci funkcji
0 wahaniu skonczonem.

Twierdzenie 4 (Denjoy-Khintchine’a). Kazdafunkcja
mierzalna, o uogolnionem wahaniu skoficzonem w jakims przedziuie,
jest prawie wszedzie w tym przedziale rdzniczkowalna aproksy-

matywnie.

Funkcje bezwzglednie ciggte na zbiorze.

8§ 9. Nazywa¢ bedziemy funkcje F (x), okreslong i skoriczong
na pewnym zbiorze Q funkcja bezwzglednie ciggta w zna-
czeniu szerszem, albo wprost — bezwzglednie ciggta —
na tym zbiorze, jeSli kazdej liczbie e>0 odpowiada taka
liczba 4> 0, iz dla dowolnego ukfadu skoriczonego niezachodza-
cych na siebie przedziatdw {(a, bi)}, ktorych krance nalezg do Q
nierownosc

pocigga za sobg

Definicja powyzsza uogdlnia definicje funkcji bezwzglednie
‘ciggtych w przedziale (I, 88 12, 14) i prowadzi do bezposre-
dniego uogdlnienia pewnych podstawowych ich wikasnosci. Mamy
mianowicie:

1° Kazda funkcja bezwzglednie ciggta na zbiorze ograniczo-
nym Qjest na nim zarazem o wahaniu skorczonem (a wiec temsa-
mem (8 6) jest na nim ograniczona).

b Pierwsze litery terminu francuskiego ,variation bornee g¢-
néralisee*
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Istotnie, jesli funkcja F (x) jest bezwzglednie ciagta na pew-
nym zbiorze ograniczonym Q, wowczas istnieje taka liczba rt> 0,
iz dla kazdego ukiadu niezachodzacych na siebie przedziatow
(- bi) takich, iz 6, e Q nierdbwnosé

(1) pocigga za sobg

Niech Qnoznacza cze$€ zbioru Q zawartg w przedziale
[mj, (nFDrj]. W mysl (1) funkcja F(x) jest o wahaniu skon-
czonem na kazdej z mnogosci Q>— poniewaz za$ zbior Q, jako
ograniczony, jest sumg skornczonej liczby mnogosSci Qn przeto
funkcja F (x) jest temsamem o wahaniu skoficzonem na catym
tym zbiorze.

2> Jesli funkcja jest bezwzglednie ciggta na jakim$ zbiorze,
wowczas jest rowniez bezwzglednie ciggta na kazdym podzbiorze
tego zbioru.

3® Kombinacja linjowa oraz iloczyn dwu funkcji bezwzglednie
cigglych na jakim$ zbiorze sga réwniez bezwzglednie ciggle na tym
zbiorze.

Twierdzenie to wynika ze zwyktych oszacowan (por. I, § 14).

4 Jedli funkcja F (x), ciagla w przedziale (a, b), jest bez-
wzglednie ciggta na pewnym zbiorze Q zawartym w tym przedziale,
wowczas jest réwniez ciggta bezwzglednie na domknieciu Q zbioru Q

Uogdlnione funkcje bezwzglednie ciggte.

810. Funkcje F(x) nazywamy uogoOlniong funkcja
bezwzglednie ciggtg w znaczeniu szerszem albo wprost
uogo6lniong funkcjg bezwzglednie ciggtg w prze-
dziale (a, b), jesli jest ciggta w przedziale (a, b) i jeSli przedziat
ten jest sumg ciggu (skonczonego lub przeliczalnego) zbioréw
takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x) jest ciggta bezwzglednie.

Uogolnione funkcje bezwzglednie ciggle nazywac bedziemy
takze czesto — dla skrocenia — funkcjami (ACG) ).

Mamy — na mocy twierdzen § poprzedniego —

1° Kazda uogolniona funkcja bezwzglednie ciggta jest zara-
zem funkcjg o uogdlnionem wahaniu skoriczonem.¥

* Pierwsze litery terminu francuskiego ,(fonction) absolument
continue generalisee™
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2° Kombinacja linjowa oraz iloczyn dwa uogolnionych funkcji
bezwzglednie ciagtych sa réwniez uogdlnionemifunkcjami bezwzgled-
nie cigglemi.

W szczegolnosci, z pierwszego z powyzszych twierdzen wy-
nika, iz kazda uogdlniona funkcja bezwzglednie ciagta jest pra-
wie wszedzie rézniczkowalna aproksymatywnie (§ 8, tw. 4). Okaze
sie, iZ — co wiecej — kazda taka funkcja jest zawsze okre$lona
jednoznacznie (z dokfadnoscia do dowolnej statej addytywnej)
przez swa pochodng aproksymatywna, dang prawie wszedzie. Wia-
snosC ta wigze sie z inng wiasnoscig uogodlnionych funkcji bez-
wzglednie ciggtych, nazwang przez Luzina wiasnoscig (N).

We wspomnianym wyzej twierdzeniu Denjoy-Khintchine’a (88)
nie mozna zastgpi¢ oczywiscie roézniczkowalnosci aproksymatywnej
przez rozniczkowalno$é zwykta; istotnie, kazda funkcja, przyjmujaca conajwy-
zej przeliczalng ilos¢ wartosci roéznych, jest pewna funkcja (VBG); w szczegdl-
nosci tedy np. funkcja, réwna zeru w kazdym punkcie wymiernym i jednosci
w kazdym punkcie niewymiernym, jest pewng funkcjg (VBG) mierzalng, nie
jest za$ nigdzie ciagta, a wiec — tembardziej — rézniczkowalna w sensie
zwykilym.

Mozna jednak poda¢ réwniez tatwo przykiad funkcji (ACG), ktéra nie
jest nigdzie rozniczkowalna (w sensie zwyklym) w zbiorze miary dodatniej.

Niech, w tym celu, H bedzie dowolnym zbiorem doskonatym, nigdzie,
niegestym, o mierze dodatniej; a, b niech oznaczajg odp. jego Kresy,
{In— (arr &)} ~— ciag przylegtych don przedziatéw, cn wreszcie —odp. $rodki prze-
dziatéw In. Oznaczymy dalej, dla kazdego n, przez pm maximum odlegtosci
miedzy dwoma kolejnemi z posrdéd n pierwszych przedziatow /,, /2 ..., In, upo-
rzadkowanych w sposéb naturalny, t. j. od strony lewej do prawej. Widoczne
jest, iz
(&)

Okreslamy teraz pewna funkcje F (x) w spos6b nastepujacy:

3° w kazdym z przedziatéw (an, cn) oraz (cn, bn) funkcja F(x) jest linjowa.

Ze wzgledu na (1), okreslona tak funkcja F(x) jest ciagta w catym prze-
dziale (a, b). Nadto przedziat ten jest sumg zbioru H i ciggu przedziatow In
zarébwno za$ na zhiorze H, jak i na kazdym z przedziatéw In, funkcja F (x)
est ciggta bezwzglednie. Funkcja ta jest wiec w przedziale (a, b) uog6lniong
funkcja bezwzglednie ciagta.

Powiadamy, iz nie jest jednak ro6zniczkowalna w zadnym punkcie x0
zbioru H. Mamy przedewszystkiem — poniewaz funkcja F(x) znika w zbio-
rze H —
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W przypadku, gdy punkt x0 jest lewym krancem ktéregokolwiek z prze-
dziatdbw /w mamy oczywiscie

a wiec — z uwagi na (2) — funkcja F nie jest w tym punkcie napewno rdz-
niczkowalna. Zatézmy tedy, iz punkt x0 nie jest lewym krancem Zzadnego
z tych przedziatdw oraz ii x0” b4; oznaczmy, dla kazdej liczby n, przez kn
wskaznik tego z posréd n pierwszych przedziatow 7P 1 .../”, ktdry — znajdu-
jac sie na prawo wzgledem x0 — potozony jest najblizej tego punktu. Dla do-
statecznie wielkich wartosci n przedziat taki zawsze istnieje i kn dazy, wraz
z« docc.
Woéweczas, dla kazdego n,

a wiec

poniewaz za$ lim ck = x0, przeto
n n

skad —w zestawieniu z (2) —wynika oczywiscie, iz w punkcie x0 funkcja po-
chodnej nie posiada.

Warunek (N) Luzina.

§ 11. Mowimy, iz funkcja F(x), okreslona w pewnym zbio-
rze Q spetnia na tym zbiorze warunek (A), jesSli — dla kaz-
dego zbioru P (Z Q miary zero — mamy réwniez

Nazwe ,warunek (N)“ wprowadzit Luzin, Kktéry — pierwszy —
zwrdcit uwage na role tego warunku w teorji catki.3 tatwo zauwazyé, iz wa-
runek ten — w zakresie funkcji ciagtych — konieczny jest i dostateczny na
to, aby funkcja przyporzadkowywata kazdemu zbiorowi mierzalnemu obraz
mierzalny.4)

" Jesli x0O—b, postepujemy zupetnie analogicznie, rozwazajac tylko
pochodng ze strony lewej.

2 Oznaczamy tu — jak zwykle — przez F (P) obraz zbioru P t. j. zbidr
wartosci przyjmowanych przez funkcje F (x) w punktach P (VII, § 8).

3 Luzin, 7eza, p. 109.

4H Rademacher, Monatshefte f. Math. u. Phys., t. 27, (1916), p. 183.
Hahn, P. F., pp. 586—589.
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Twierdzenie 5 1° Jesli funkcja F(x) jest bezwzglednie
cigglta na zbiorze Q, wowczas spetnia na nim warunek (Al).

2° Jesli F(x) jest uogdlniona funkcjg bezwzglednie ciagla
w przedziale (a, b), wowczas spetnia w tym przedziale warunek (Al).

Dowdd. 1° Niech F(x) bedzie funkcjg bezwzgle-
dnie ciggtg na pewnym zbiorze Qi niech P bedzie do-
wolnym podzbiorem — miary zero — tego zbioru.

Kazdej liczbie e> 0 odpowiada taka liczba N> 0, iz dla kaz-
dego ukladu niezachodzacych na siebie przedziatow {(ak bK)},
ktorych krance nalezg do Q nieréwnos¢

pocigga za sobg

Whynika stad zarazem, iz dla kazdego uktadu niezachodzg-
cych na siebie przedziatow {4}, o sumie dtugosci mniejszej od 4,
mamy

gdzie Mk i mk oznaczajg odp. kresy — gorny i dolny — funkcji
F(X) w zbiorze QX 4.)

Ukfad {4} mozemy wybra¢ oczywiscie w ten sposéb, by po-
krywat zbior P, ktory jest miary zero; uktad przedziatow (nv, Ad)
pokrywa woéwczas obraz F (P) tego zbioru i — z uwagi na (1) —

skad, poniewaz e jest dowolng liczbg dodatnig,

i funkcja F spetnia warunek (Al).
2° Druga cze$¢ twierdzenia wynika natychmiast juz z pierw-
szej, poniewaz funkcja, ktéra spetnia warunek (N) na kazdym

) W przypadku, gdy — dla pewnego k — zbidr ten jest pusty, ktadzie-
my Mk—mk= 0.
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zbiorze pewnego przeliczalnego ciagu zbioréw, spetnia go oczy-
wiscie na ich sumie.

Opierajgc sie na udowodnionej w ten sposéb wiasnosci (iV)
funkcji (ACG), podamy nastepujace uogoélnienie (w zakresie funkcji
jednej zmiennej rzeczywistej) twierdzenia 3 rozdz. 111 (8 4):

Twier dzenie 6. Jesli uogdlniona funkcja bezwzglednie cig-
gta w przedziale {a, b) posiada w tym przedziale prawie wszedzie
pochodng aproksymatywng — lub, ogoélniej, pochodng gérng prawo-
stronng — stale nieujemna, wowczas funkcja ta jest monotoniczna
niemalejgca.

DowoOd. Niech F(x) bedzie uogdlniong funkcjg bezwzgle-
dnie ciggta w przedziale (a, b); zaktadamy, iz — prawie wszedzie —

F+(x)>0.
Niech S bedzie dowolng liczbg dodatnig i niech
G(X) = F(X) + bx.
Prawie wszedzie
(%) Gt(X) = FH(x) +s>.¢>0.

Oznaczajgc tedy przez Q mnogos¢ tych punktéw, w ktorych
nierdbwnos¢ (2) nie jest spetniona, mamy
1Ql =0,
a poniewaz funkcja G (x) jest —wraz z F(x) — uogdlniong funkcja
bezwzglednie ciaglta w (a, b) i spetnia temsamem warunek (A)

w tym przedziale, przeto réwniez

6 (Q=0.

Mnogo$¢ G (Q) nie zawiera tedy napewno zadnego odcinka
i w mysl lemmatu Zygmunda (VII, 8 8) funkcja G(x) jest nie-
malejaca w (a, b). Dla kazdej zatem pary punktow xx< x2 tego
przedziatu

G(xd- G(XD=F(x2d- F(x®+ s(x2- xf) > 0,
poniewaz za$ e jest dowolng liczbg dodatnig, przeto
F(x3- F(x)> 0,
co uzasadnia nasze twierdzenie.
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Analizujac rozumowanie powyzsze, widzimy, iz z zatozenia uogolnionej
bezwzglednej ciggtosci funkcji F (x) korzystato sie w tym tylko celu, by poka-
zaé, iz kazda funkcja postaci F (x) -f-ex (s> 0) spetnia warunek (A). Godne
jest tu uwagi, iz — jak pokazat Mazurkiewicz — sam warunek (A) nie
zachowuje sie naog6t bynajmniej, jesli do funkcji, nawet ciagtej, ktéra go spet-
nia, doda¢ dowolng funkcje linjowg.) Z tego tez powodu rozumowanie po-
wyzsze zawodzi, jesli zamiast zatozenia, iz funkcja F (x) jest uogdlniong funkcja
bezwzglednie ciggla, przyjac tylko, iz posiada wiasnos¢ (A).

Niemniej uogolnienie takie twierdzenia 6 jest prawdziwe: z dalej idgcych
twierdzen, ktére podamy w rozdz. nastepnym, wynika¢ bedzie nawet, iz kaZda
funkcja ciagta, spetniajgca warunek (A) i posiadajgca pochodng nieujemng w prawie
kazdym punkcie, w ktorym jest rdézniczkowalna, jest monotoniczna niemalejgca.

§ 12, Udowodnione zostato w § poprzednim, iz kazda funkcja
bezwzglednie ciggta spetnia warunek (A)). Pokazemy obecnie,
iz — w zakresie funkcji ciggtych o wahaniu skorczonem — wa-
runek (A) jest catkowicie réwnowazny ciagtosci bezwzglednej
funkcji; podobnie, w zakresie funkcji ciggtych o uogo6lnionem
wahaniu skonczonem, warunek (&) okaze sie réwnowazny uogol-
nionej ciggtosci bezwzglednej.

Twierdzenia te wynikaC bedg z pewnych oszacowan na miare
obrazu zbioru.

Lemmat. Jedli funkcja F (x), okreSlona i skorczona w prze-
dziale (a, b), jest rdzniczkowalna w kazdym punkcie x pewnego
zbioru/ Q i pochodne jej spetniajg warunek

wowczas

Dowdd. Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig. Oznaczy-
my, dla kazdej liczby naturalnej n, przez Qhnmnogos¢ tych wszyst-
kich punktow x, dla ktoérych nieréwno$¢

) Mazurkiewicz, Ann. Soc. Polon, de Math., t. 7, (1928), p. 266.
Dawniej jeszcze Lebesgue (Rend. Acc. Linc., t. 16, (1907), p. 285) pokazat, iz
suma dwu funkcji, spetniajacych warunek (A), moze juz warunku tego nie
spetniac.
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pocigga za soba, dla kazdego punktuj przedziatu (a, b), nierdwnosc

Zbiory Q1 tworzg cigg monotoniczny niemalejacy i — z uwagi
na (1) —

skad

Kazdemu ze zbioréw Q1 przyporzadkowa¢ mozemy z Kolei
taki pokrywajacy go ciag przedziatow {/W}, izby

mozemy zatozyC przytem oczywiscie, iz dlugo$¢ zadnego z tych
przedziatdw nie przekracza liczby — Wowczas, ze wzgledu na

definicje zbiorow mamy, dla kazdej pary punktow x, y, nale-
zacych do zbioru X?»,

Srednica ® tedy — a wigc_tembardziej miara zewnetrzna —
zadnego ze zbioréw F(an |T nie przewyzsza dlugosci odpo-
wiadajacego przedziatu/~, pomnozonej przez staty czynnik
Zwazywszy przeto na (4), mamy, dla kazdego n,

skad, przechodzagc — na mocy (3) — do granicy, otrzymujemy

Liczba s jest tu dowolng liczbg dodatnig, z nierébwnosci po-
wyzszej wynika przeto bezposrednio zadana nierownos¢ (2).

b i, 8§83



Twier dzetiie 7. Jezeli funkcja F (x), okreSlona i skoficzona
w przedziale (a, b), jest rozniczkowalna w kazdym punkcie pewnego
zbioru mierzalnego Q zawartego w tym przedziale, wéwczas

T

(5) LfW)l< f
Q

Dowdd. Niech £ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Ozna-
czymy, dla kazdej liczby naturalnej n, przez Qn mnogo$¢ tych
wszystkich puktéw x £ Q w ktdrych

h—s< |F(X)|<m.

Wobwczas, na mocy lemmatu poprzedniego,

©o oo

I F(Ql < '"$8\F(Q¥X 2 ns-IQ»l < / ,
n=1 Q

skad, poniewaz e jest dowolng liczbg dodatnig, wynika juz na-
tychmiast nierébwnos¢ (5).

Twierdzenie 8 Na to, aby funkcja F(x), cigglta i o wa-
haniu skonczonem na pewnym zbiorze domknietym P, byla na nim
bezwzglednie ciggta, konieczne jest i wystarcza, aby funkcja ta spet-
niata na zbiorze P warunek (N).

Dowo6d. Konieczno$¢ warunku (A) zawarta jest juz
w czesSci pierwszej tw. 5 8 poprzedniego. Azeby udowodniC, iz
warunek ten jest takze wystarczajgcy, zatozmy, iz F(x) jest
funkcjg ciggta o wahaniu skonczonem na zbiorze domknigtym P
i spetnia na tym zbiorze warunek (A); oznaczmy przez / prze-
dziat zawarty miedzy kresami zbioru P oraz przez G(a) funkcje
identyczng z F(x) w punktach zbioru P i linjowg w przedziatach

b Oszacowanie (5) wymaga jedynego zastrzezenia, izby pochodna F\x)
byta wszedzie w zbiorze Q skonczona; oczywiscie jednak, oszacowanie to
nie jest banalne tylko w tym przypadku, gdy pochodna F(x) jest na Q
sumowalna.

W nieréwnosci (5) zastgpi¢c mozna pochodng oznaczong przez ktorgkol-
wiek z liczb pochodnych Dini’ego, zakladajac wszakze réwniez, iz uwazana
liczba pochodna jest wszedzie w zbiorze Q skonczona. Dowdd tej nieréwnosci
jest juz bardziej ztozony i wymaga odwotania sie do ogdlnych twierdzenh
0 liczbach pochodnych, ktére podane bedg w rozdz. nastepnym (88 3—5).
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don przylegtych. Funkcja ta jest oczywiscie ciggta i o wahaniu
skonczonem w catym przedziale /, i spetnia w catym tym prze-
dziale warunek (Al).

Niech a, b (a <b) beda dwoma dowolnemi punktami prze-
dziatu /; oznaczmy przez 'E zbiér tych punktow przedziatu (a, b),
w ktorych funkcja G jest rdézniczkowalna i przez E' — mnogo$¢
punktéw pozostatych tego przedziatu. Zbior E’ jest oczywiscie
miary zero, a wiec poniewaz funkcja G spetnia warunek (N),

przeto
|IG(E)[=0.

Z drugiej strony, przedziat [G(a), G(b)\ wzgl. [G(b), G(a)],
jest zawarty widocznie w obrazie przedziatu (g, b), a wiec, w mysl
twierdzenia poprzedniego,

b
|G(O)- G@|< |O<f) |+ |O(E) [=]0(E)[< ] [G(x)\dx.

a

Nierownos$¢ powyzsza spetniona jest dla kazdego przedziatu
(@& b), zawartego w /, a wiec, poniewaz pochodna G(x) jest su-
mowalna w przedziale / (IV, § 2, tw. 7), przeto funkcja G (x) jest
bezwzglednie ciggta w przedziale / i — temsamem — funkcja
F (x) jest bezwzglednie ciagta na zbiorze P, na ktdrym pokrywa
sie z funkcjg G(*).

Czytelnik zauwazy z fatwoscia, iz w przypadku, gdy zbiér P jest sam
przedziatem, rozumowanie powyzsze moze byC zastosowane — bez zmian —
do dowodu twierdzenia mocniejszego: na to, aby funkcja F(x), ciagla w prze-
dziale (a, b), byta w przedziale tym ciagta bezwzglednie, konieczne jest i wystarcza,
aby funkcja ta speiniata w (a, b) warunek (N) iposiadata prawie wszedzie po-
chodng oznaczona, sumowalng w tym przedziale}) Dalej idgce wzmocnienie tego
twierdzenia podamy w rozdz. nastepnym (§ 9).

Z twierdzenia 8 wynika natychmiast nastepujacy analogon
jego dla funkcji (VBG):

Twierdzenie 9. Na to, aby funkcja F (x), ciggta i o uogol-
nionem wahaniu skonczonem w przedziale (a, b), byta w przedziale
tym uogolniong funkcja bezwzglednie ciggla, konieczne jest i wy-
starcza, aby spetniata w (a, b) warunek (N).

Dowdd. Konieczno$¢ warunku (N) zawiera sie juz

) Por. Menchoff, Math. Ann., t. 95 (1926), p. 645. Dalsze uogolnie-
nia: Buli. Ac. Pol., A, (1926), p. 103.
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w drugiej czesci tw. 5 § poprzedniego. Zatézmy tedy odwrotnie,
iz funkcja ciggla F(x) jest w przedziale {a b) funkcjg (VBG),
spetniajgcg warunek (). Przedziat ten jest tedy sumg ciggu
zbioréw {Pn} takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x) jest o wa-
haniu skonczonem. Z uwagi na ciggtos¢ funkcji F(x) mozna
przytem zatozy¢ [8 6, (4°)], iz wszystkie zbiory Pn sg domkniete.
Wowczas — w mysl tw. poprzedniego — funkcja F (x) jest bez-
wzglednie ciggta na kazdym ze zbiorow Pn, a wiec — temsamem —
jest uogodlniong funkcjg bezwzglednie ciggla w catym prze-
ddale (a, bh).

Funkcje o wahaniu skonczonem w znaczeniu wez-
sze m na zbiorze.

§ 13. Rozwazane dotychczas uogolnienia definicji funkcji
0 wahaniu skonczonem, jak rowniez funkcji bezwzglednie ciggtych,
Wr7magaly przejScia od rozniczkowalnosci w znaczeniu zwykiem
dc rozniczkowalnosci aproksymatywnej; réwnoczesne to uogol-
nianie definicji pochodnej bylo — jak widzieliSmy juz wyzej
(810) — niezbednym warunkiem zachowania twierdzenia o roz-
n czkowalnosci prawie wszedzie funkcji o waha-
niu skonczonem.

To tez obok tych — tak daleko idacych — uogdlnien roz-
wizamy i inne jeszcze, stabsze nieco, lecz nie wymagajgce zato
modyfikacji okres$lenia pochodnej. Przystagpimy obecnie do ich
wykfadu, zachowujac przytem tensam porzadek definicji, jak
w rozwazaniach dotychczasowych.

Jezeli F(x) jest funkcja okre$long i skonczong w przedziale
(@ b), wowczas nazywa¢ bedziemy jej wahaniem mocnem
ne pewnym zbiorze Q, zawartym w tym przedziale, gorny kres sum

2 o (=),
k

gezie {4} oznacza dowolny uktad, niezachodzacych na siebie
przedziatdw, ktorych krance nalezg do zbioru Q.) Wahanie to
oziacza¢ bedziemy przez V*(F; Q).

0 O(F Ik) oznacza — jak zwykle (I, §8 7, 14) — oscylacje funkcji F (x)
w przedzliale Ik.
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Jesli V*(F; Q jest liczbg skonczong, woéwczas funkcja F(x)
nazywa¢ sie bedzie funkcjg o wahaniu skonczonem
W znaczeniu wezszem na zbiorze Q

Jesli zbior Q jest przedziatem, wdwczas wahanie mocne
funkcji na Q pokrywa sie z jej wahaniem bezwzglednem; jesli
zbidr Q jest figurg elementarng t. j. sumg skonczonej liczby prze-
dziatbw, mamy wprawdzie naogdt tylko nieréwno$c¢

W(F;Q)<C V*(F;Q),

fatwo wszakze spostrzec, iz—iw tym przypadku — skonczono$¢
liczby W (F; Q pocigga za sobg skoriczono$¢ wahania V* (F, Q).
Podana tedy powyzej definicja funkcji o wahaniu skoriczonem
W znaczeniu wezszem na zbiorze Q réwnowazna jest — w przy-
padku, gdy zbior ten jest figurg elementarng — definicji podanej
w rozdz. |1 (8 9).

tatwo zauwazy¢ dalej, iz zawsze

V(F; Q)< V*(F; Q);

stad, jesli funkcja F (x), okre$lona i skoriczona w pewnym przedziale
(@ b), jest o wahaniu skonczonem w znaczeniu wezszem)
na pewnym zbiorze Q zawartym w tym przedziale, wowczas jest
na nim réwniez o wahaniu skoficzonem w znaczeniu szerszem.

Celem stwierdzenia, iz jaka$ funkcja jest o wahaniu skoriczonem w zna-
czeniu szerszem na pewnym zbiorze Q, uwzgledniamy wytgacznie wartosci funkcji
przyjmowane w tym zbiorze; przeciwnie, okoliczno$¢, iz pewna funkcja jest
0 wahaniu skoriczonem w znaczeniu wezszem na Q, uzalezniona jest od zacho-
wania sie funkcji réwniez i poza Q.

Jesli F(x) i G(x) sa dwiema funkcjami ograniczonemi w prze-
dziale /, a przez M oznaczymy kres gorny wartosci bezwzglednych
tych dwu funkcji w tym przedziale, wowczas

O (KF+ )< |X.OE; )+ |H.O(O; ),
OFGl< M.[OF/+ 0 (@N],

gdzie X [j1 sa dowolnemi statemi spdtczynnikami.

Z oszacowan tych wynika, iz kombinacja linjowa o sp6tczyn-
nikach statych oraz iloczyn dwu funkcji o wahaniu skonczonem
W znaczeniu wezszem na pewnym zbiorze Q jest réwniez o waha-
niu skonczonem na tym zbiorze w temsamem znaczeniu.

) Por. §6.
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Nie przedstawia rowniez trudnosci dowdd nastepujgcego
twierdzenia.

Jesli funkcja F (x), okreSlona w przedziale (a, b) jest funkcjg
0 wahaniu skonczonem w znaczeniu wezszem na pewnym
zbiorze Q zawartym w tym przedziale, wowczas jest nig rowniez
na domknieciu Q zbioru Q.

8 14. Uogolnienie twierdzenia Lebesgue’a dla okreslonej
w § poprzednim klasy funkcji nosi charakter bardziej bezposredni
anizeli uogo6lnienia ustalone w postaci twierdzen 2 i 3 (§ 7) dla
funkcji o wahaniu skonczonem w znaczeniu szerszem.

Udowodnimy mianowicie nastepujgce

Twierdzenie 10. JeSlifunkcja F (x), okreslona w przedziale
(a, b), jest o wahaniu skonczonem w znaczeniu wezszem na
pewnym zbiorze domknietym Q, zawartym w (a, b), wéwczas réz-
niczkowalna jest prawie wszedzie w tym zbiorze i w prawie kazdym
jego punkcie

F(x) = G'(x),

gdzie G(a) oznacza funkcje identyczng z F (&) na zbiorze Q oraz
linjowg w przedziatach do Q przylegtych.

Dowdd. Niech / bedzie przedziatem, zawartym miedzy
kresami zbioru Q, oraz {l,.} ciagiem przedziatow przylegtych do Q
Oznaczymy ogo6lnie przez Mn i mnodp. kresy — gorny i dolny —
funkcji F (x) w przedziale /,. Okre$limy teraz dwie funkcje M (X)
1m(x), kfadac

M (X) = Mn, m{x) = mn,

jesli x jest punktem wewnetrznym przedziatlu In(n=1, 2, ...),

oraz
.M X =m(x) =F(@a), jesli x e Q.

Poniewaz funkcja F (x) jest—z zatozenia—o wahaniu skon-
czonem w znaczeniu wezszem na Q przeto stwierdzamy natych-
miast, iz obydwie funkcje M (x) i m (&) s3 o wahaniu skonczo-
nem w catym przedziale /, s3 wiec prawie wszedzie w tym prze-
dziale rézniczkowalne. Poniewaz za$ identyczne sg na zbiorze Q
przeto w prawie kazdym punkcie x € Q

<D
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Z drugiej strony, w catym przedziale /,

a w szczegolnosci, jesli x £Q wowczas

mamy tedy w kazdym punkcie x e Q w ktorym obydwie funkcje
M (&) oraz m (X) sg rozniczkowalne,

skagd — z uwagi na (1) — w prawie kazdym punkcie x e Q

Analogiczne réwnosci otrzymuje sie dla trzech pozostatych
pochodnych Dini’ego funkcji F (x) oraz G(s). Funkcja F (x) jest
tedy prawie wszedzie rézniczkowalna w zbiorze Q i pochodna
jej, w prawie kazdym punkcie tego zbioru, spetnia rownosé

F'(x) = G'(x) = M'(x) = m'(x).

Funkcje o uog6lnionem wahaniu skonczonem w zna-
czeniu wezsze m.

8 15. MowiC bedziemy, iz funkcja F (x), okreSlona w prze-
dziale (a, b), jest 0 uogo6lnionem wahaniu skonczonem
w znaczeniu wezszem — albo, dla skrécenia, funkcja (VBG*) —
w tym przedziale, jesli przedziat (a, b) jest suma ciggu zbiorow
Qn takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x) jest o wahaniu
skonczonem w znaczeniu wezszem.

ZauwazyliSmy juz poprzednio (8§ 13), iz funkcja, ktora jest
0 wahaniu skonczonem w znaczeniu wezszem na jakims zbiorze,
jest nig rowniez na domknieciu tego zbioru. Wynika stad, iz,
jesli funkcja F (x) jest (VBG*) w przedziale (a, b), wowczas prze-
dziat ten jest zawsze suma ciggu zbiorébw domknietych, na kto-
rych F{x) jest o wahaniu skoficzonem w znaczeniu wezszem.
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Z definicji funkcji (VBG*) oraz rozwazan § 13 wynika bez-
posrednio, iz

1° Kazda funkcja o wahaniu skonczonem w przedziale {a, b),
jest zarazem funkcjg (VBG*) w tym przedziale; kazda funkcja (VBG*)
W przedziale (a, b) jest zarazem funkcjg (VBG).

2° Kombinacja linjowa oraz iloczyn dwu funkcji (VBG?*)
w jakim$ przedziale jest rowniez funkcja (VBG?).

Otrzymujemy wreszcie natychmiast nastepujace uogdlnienie
twierdzenia Lebesgue’a o rdzniczkowalnosci prawie wszedzie
funkcji o wahaniu skoriczonem.

Twierdzenie 11 (Luzina-Denjoy). Kazda funkcja,
0 uogollnionem wahaniu skonczonem w znaczeniu wezszem
w przedziale {a b), jest w tym nrzedziale prawie wszedzie roz-
niczkowalna.

Dowod. Jesli funkcja F (x) jest (VBG*) w przedziale (a, b)y
wowczas przedziat ten jest surmg ciggu zbiorow domknietych
takich, iz na kazdym z nich fmnkcja F (x) jest o wahaniu skon-
czonem W znaczeniu wezszem. Twierdzenie nasze jest tedy na-
tychmiastowg konsekwencjg tw ierdzenia 10 § poprzedniego.

Funkcje bezwzglednie cigglte w znaczeniu wezszem
na zbiorze.

8 16. Mowimy, iz funkcja F (x), okreSlona w przedziale (a, b),
jest bezwzglednie ciggtia w znaczeniu wezszem na pewnym
zbiorze Q, zawartym w tym przedziale, jesli kazdej liczbie e> 0
odpowiada taka liczba §> 0, iz nieréwno$¢

pocigga za sobg — dla kazdego uktadu {4} niezachodzacych na
siebie przedziatow, ktoérych krance nalezg do zbioru Q — nie-
rownosc

W przypadku, gdy mnogos¢ Q jest figurg elementarng, de-
finicja ta réwnowazna jest zwyklej definicji bezwzglednej cia-

* Por. analogiczne twierdzenie Denjoy-Khintchine’a (87).
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gtosci, — stanowi tedy pewne jej uogdlnienie, mniej wszakze
daleko idace, anizeli definicja bezwzglednej ciagtosci w znaczeniu,
szerszem (8 8). Widoczne jest réwniez natychmiast, iz w twier-
dzeniach 1°—4° §9, wyrazajacych podstawowe wiasnosci funkcji
bezwzglednie ciagtych na dowolnych zbiorach, zastapi¢ mozna
wszedzie ,,bezwzgledng ciggtos$¢"” przez ,,bezwzgledng
ciggtos¢ w znaczeniu wezszem

Uogdlnione funkcje bezwzglednie ciggte w znaczeniu
wezszem.

§ 17. Funkcje F (x), okreSlong w przedziale {a, b), nazywa-
my uogoOlniong funkcjg bezwzglednie ciggtg w zna-
czeniu wezszem — albo, krdcej, funkcja (ACG*) — w tym prze-
dziale, jesli funkcja ta jest ciggta w (a, b) i jeSli przedziat ten
jest sumg ciggu zbioréw takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x)
jest bezwzglednie ciggta w znaczeniu wezszem.

Kazda funkcja (ACG¥) jest zarazem funkcjg (VBG*) i (ACG);
jest tedy (8 15, tw. 11) prawie wszedzie rozniczkowalna i okre-
$lona jednoznacznie (z doktadnoscig do dowolnej statej addytyw-
nej) przez wartosci swej pochodnej dane prawie wszedzie (8 11,
tw. 6); twierdzenie 3 rozdz. Il o funkcjach bezwzglednie ciggtych
przenosi sie dostownie na funkcje (ACG*): na to, aby funkcja
(ACG*) byla monotoniczna niemalejgca, konieczne jest i wystarcza,
aby pochodna jej byta prawie wszedzie nieujemna.

§ 18. ZauwazyliSmy juz w 8§ poprzednim, iz kazda funkcja
(ACG*) jest zarazem funkcjg (VBG*) i (ACG). Podamy obecnie
odwrécenie tego twierdzenia; jednocze$nie ustalimy pare prostych
zwigzkow miedzy rozwazanemi w tym rozdziale klasami funkcji.

Lemmat. Jesti a, b sg kresami pewnego zbioru domknietego
P, wlwczas, dla kazdej funkcji F (*), okreSlonej % przedziale
I =(a b),

gdzie {Ik} oznacza cigg przedziatdw przylegtych do zbioru P, za$
MQ mO odp. kresy —gorny i dolny — wartosci funkcji F (x) w pun-
ktach tegoz zbioru.

9 Spétczynnik 2 moze by¢ tu zreszta skreslony przez omdwienie dodat-
kowe pewnego szczeg6tu dowodu.
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Dowdd. Oznaczmy przez M i modp. kresy gorny i dolny
funkcji F (X) w przedziale (a, b). Niech e bedzie dowolng liczbg
dodatnig i xt punktem przedziatu (a, b), w ktérym

Jesli x1e P, wowczas z nierdwnosci tej wynika natychmiast

jes) za$ xx nalezy do jednego z przedziatow przylegtych do P,
np. do /*, wowczas z (2)

W obydwu tedy przypadkach

Analogicznie zupetnie

odejmujac stronami nieréwnos$¢ te od poprzedniej i uwzgledniajac,
iz e jest dowolng liczbg dodatnia, otrzymujemy zgdany zwigzek (1).

Twierdzenie 12 Na to, aby funkcja F (x), okreslona w prze-
dzale (a, b) i (832\’5?3618&@5?3 %?gem na Pewnym zbiorze domkme-

tyn P zawartym w (a, b). byfa na zbiorze tym \@.5&?2%%%%?8 %?Qem

rowniez i w znaczeniu wezszem, konieczne jest i wystarcza,
abj zbiezny byt szereg jej oscylacji na przedziatach przylegtych do P.
Dowdd. Konieczno$¢ podanego w twierdzeniu warunku

jest oczywista, pozostaje tedy udowodni¢ tylko, iz warunek ten
jest dostateczny.

Niech tedv

gdde {lh} oznacza ciag przedziatow przylegtych do zbioru P.
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1° Zaktadamy, iz funkcja F(x) jest o wahaniu skon-
czone m (w znaczeniu szerszeni na P), t. j. iz

Mamy — z uwagi na lemmat poprzedni — dla kazdego
uktadu niezachodzacych na siebie przedziatow {JA ktérych krance
naleza do P,

gdzie MK mk oznaczajg odp. kresy funkcji w zbiorze P X J zatem

skad, z uwagi na (3) i (4),

co oznacza, iz funkcja F (x) jest o wahaniu skoriczonem w zna-
czeniu wezszem na P.

2° Zaktadamy, iz funkcja F (a) jest bezwzglednie cig-
gta (w znaczeniu szerszeni) na P.

Niech £ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Istnieje tedy taka
liczba > 0, iz dla kazdego ukfadu niezachodzacych na siebie
przedziatow {/*}, ktorych krance nalezg do P, nierdbwnosc

gdzie Mk mk oznaczajg odp. kresy funkcji na zbiorze P X J&
Z uwagi na zbieznos$¢ szeregu (3) mamy dla pewnej war-
tosci wskaznika N

Oznaczmy przez §0najmniejszg z N+ 1 liczb v |Ix], |/24,...,
IN|, i niech {7} bedzie dowolnym uktadem niezachodzacych na
siebie przedziatdbw o krancach nalezacych do P i o facznej sumie
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dtugosci mniejsze] od 70 Zaden wowczas z przedziatow X nie
zawiera zadnego z N pierwszych przedziatdw ciggu {*} i na za-
sadzie lemmatu poprzedniego otrzymujemy, z uwagi na (5) oraz (6),

co wyraza, iz funkcja F (x) jest bezwzglednie ciggta na P w zna-
czeniu wezszem.

Z udowodnionego w ten sposob twierdzenia wynika bezpo-
$rednio

Twierdzenie 13 Jesli funkcja o wahaniu skonczonem
W znaczeniu wezszem na pewnym zbiorze domknietym P,J)
jest na nim jednocze$nie bezwzglednie ciggta w znaczeniu

szersze m, wowczas jest na P bezwzglednie cigglta réwniez
iIwW znaczeniu wezszem.

Twierdzenie 14. Jedli funkcja F (x) jest zarazem (VBG*)
oraz (ACG) w pewnym przedziale {a, b,) wowczas jest w tym prze-
dziale funkcja (ACG*).

Dowdd. Przedziat (a, b) jest — z jednej strony — sumg
ciaggu zbioréw Pi, na ktorych funkcja F (x) jest o wahaniu skon-
czonem w znaczeniu wezszem, z drugiej za$ —suma ciggu zbiorow
Qi, na ktdrych funkcja F (x) jest bezwzglednie ciagta w znaczeniu
szerszem. Z uwagi na ciggto$¢ funkcji F (x) (jako funkcji (ACG))
zatozy¢ mozemy, iz wszystkie zbiory P, oraz Qx sg domkniete.
Domkniete sg tedy rowniez wszystkie zbiory P, X Qk i, w mysl
twierdzenia poprzedniego, funkcja F (x) jest na kazdym z nich
bezwzglednie ciagta w znaczeniu wezszem; poniewaz za$ przedziat
(a, b) jest sumg zbioréw PxX Qk, tworzacych pewien ukfad co-
najwyzej przeliczalny, przeto temsamem funkcja F (X) jest (ACG*)
w tym przedziale.

Udowodnione twierdzenie pozwala przenie$¢ natychmiast na
funkcje (Ac6*) twierdzenie 9 (§ 12):

9 W twierdzeniu powyzszem zatozenie domknietos$ci zbioru P jest
istotne. W samej rzeczy, je$li np. przez P rozumie¢ przedziat (—1, 1) pozba-
wiony punktu 0, wéwczas funkcja charakterystyczna tego zbioru jest o waha-
niu skonczonem w znaczeniu wezszem oraz bezwzglednie ciggta w znaczeniu
szerszem na P, a nie jest mimo to bezwzglednie ciggta w znaczeniu wezszem
na tym zbiorze.



8§ 19 — 240 —

Twierdzenie 15. Na to, aby funkcja F (&), ciagtai (VBG*)
w pewnym przedziale (a, b), byla w tym przedziale funkcjg (ACG*)r
konieczne jest i wystarcza, aby spetniata warunek (N).

Definicje Denjoy-tuzina.

8 19. Przyjete w rozdziale tym definicje funkcji (VBG),
(ACG), (VBG*) oraz (ACG*) oparte sg na pomysle Khintchine”.)
Inne definicje — rownowazne definiciom Khintchine’a w za-
kresie funkcji ciggtych — podane zostaty przez Luzina i Den-
joy; sformutujemy je tu w postaci pewnego warunku koniecznego
I dostatecznego na to, aby funkcja nalezata do jednej z klas wy-
zej wymienionych.

Twier dzenie 16. Na to, aby funkcja F(x), skonczona

VBG)
i ciggla w przedziale 10—(a, b), byta w tym przedziale E)\/gg)*)
(ACG*)
konieczne jest i wystarcza, aby kazdy zbior domkniety zawarty w 10
posiadal zawsze pewien taki kawatek, na ktorym funkcja F (j9

o0 wahaniu skonczonem w znaczeniu szersze m,
iest o wahaniu skoriczconem w znaczeniu weZszem,
JEs bezwzglednie ciggla w znaczeniu szersze m,

bezwzglednie ciggta w znaczeniu wezszem

Dowod przeprowadzimy dla funkcji (VBG); rozumowanie
jest zupetnie analogiczne dla pozostatych trzech rodzajow funkcji.

A) Warunek jest dostateczny.

Zakladamy tedy, iz kazdy zbiér domkniety zawarty w /0
posiada kawatek, na ktorym funkcja ciagta F (x) jest o wahaniu
skonczonem. Oznaczmy przez {n} cigg wnetrz tych wszystkich
przedziatbw o krancach wymiernych, ktére zawierajg sie w /0
i w ktorych F (x) jest funkcjg (VBG).

Kazdy z tych przedziatbw otwartych przedstawi¢ mozemy
W postaci

gdzie Qh sa pewnemi zbiorami, na ktérych F (x) jest funkcja
0 wahaniu skonczonem. Niech

) Comptes Rendus, t. 162, (1916), p. 287.
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wiwczas
(D

Powiadamy, iz mnogos¢ P, ktora jest widocznie domknieta
i zawiera krance a, b przedziatu /Q redukuje sie wprost do pary
tych punktow. W samej rzeczy, w przypadku przeciwnym, mno-
g(s¢ ta posiadataby pewien kawatek Pu zawarty catkowicie we-
wnatrz przedziatu /0 i — w mysl naszego zatozenia — zbior Pi
zawieratby znoéw z kolei pewien kawatek P2 na ktorym funkcja
F(x) bylaby o wahaniu skoniczonem. Istniatby tedy pewien prze-
dnat 1(Zlo 0 krancach wymiernych, zawierajgcy wewnatrz
punkty zbioru P2(ZP i taki, iz P2X /=P X/. Funkcja F (&)
bjtaby tedy o wahaniu skonczonem na zbiorze P X/, a ze,
w mysl (1),

pizeto bytaby zarazem (VBG) w catym przedziale /, co sprzeczne
jest jednak z tem, iz przedziat ten zawiera wewnagtrz punkty
ztioru P.

Zbiér P ziozony jest tedy doktadnie z dwu tylko punktow,
a wiec funkcja F (x) jest na nim oczywiscie o wahaniu skonczo-
nem. Z rozktadu (1) wynika zatem, iz funkcja ta jest (VBG)
w przedziale /0= (a, b).

B) Warunek podany w twierdzeniu jest konieczny.

Niech, w samej rzeczy, funkcja ciaggta F (x) bedzie (VBG)
w przedziale /O Przedzial ten przedstawi¢ mozemy tedy jako
sume ciggu zbiorow Qn takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x)
jest o wahaniu skorczonem, przyczem, z uwagi na ciggtos¢ funkcji
F{x), zatozy¢ mozemy, iz wszystkie zbiory Qnsg domkniete. Jesli
pizeto P (2 /0 jest dowolnym zbiorem domknietym, wowczas —
w mysl twierdzenia Baire’a (§2) — zbior ten posiada pewien
kawatek, ktory zawarty jest catkowicie w jednym ze zbioréw Qn
Ni kawatku tym funkcja F (x) jest o wahaniu skonczonem, i wa-
runek nasz jest w ten sposob spetniony.

Rozumowanie zastosowane w drugiej czesci powyzszego dowodu — jak-
kolwiek nader proste — zastuguje na podkreslenie, zbiegaja sie w niem bo-

wiem metody lebesgu e’'owskie z baire’owskiemi. Zwigzanie ze sobg
ty;h dwu odrebnych metod teorji funkcji rzeczywistych stanowi rys charakte-
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rystyczny badan Denjoy i okazalo sie jednym z najbardziej ptodnych pomy-
stbw. Rozumowanie analogiczne spotka czytelnik parokrotnie jeszcze w dal-
szym ciggu tego wykiadu.

Z twierdzenia 16 wynika w szczegdlnosci, iz kazda funkcja ciggta, ktora
jest (VBG) w jakim$ przedziale (a, b), jest zawsze o wahaniu skoriczonem
w pewnym jego podprzedziale; temsamem tedy, dla kazdej funkcji (VBG),
ciaglej, istniejg przedziaty, w ktdrych funkcja ta jest prawie wszedzie réznicz-
kowalna, i przedzialy te tworza pewien uklad wszedziegesty. Z dru-
giej jednak strony — pokazali$my juz wyzej (8 10), iz funkcja (VBG), nawet
ciggta, moze nie mie¢ pochodnej oznaczonej w zbiorze miary dodatniej.



§ 1, 2

ROZDZIAL X

Twierdzenia o liczbach pochodnych.

Uwagi wstepne.

8 1. Rozdziat obecny poswiecony bedzie badaniom z teorji
rozniczkowalnosci, wychodzacym poza zakres funkcji rozniczko-
walnych prawie wszedzie (w sensie zwyklym lub aproksy-
matywnym). Rozpoczniemy od wylozenia tu grupy twierdzen
Denjoy (88 3, 4), ustalajgcych ogolne zwigzki miedzy liczbami
pochodnemi funkcji catkiem dowolnych. Rozwazania dalsze (88 6—9),
ktorych jadro stanowig rezultaty Banacha, obejmowaC beda
wiasnosci funkcji, spetniajagcych pewne warunki, zwigzane z wa-
runkiem (7V) Luzina; badania te —jak spostrzegta Nina Bary —
prowadzg do daleko idgcych uogolnien twierdzen 6 i 9 rozdziatu
poprzedniego (88 11, 12). §8 koncowe wreszcie zawiera¢ bedg wy-
niki o charakterze poniekad odwrotnym: podamy tam pewne kry-
terja Denjoy, ktére — wychodzac z zachowania sie liczb po-
chodnych — pozwalajg wnioskowac¢ o przynaleznosci funkcji do
jednej z klas wyr6znionych w rozdziale poprzednim.

Dwa twierdzenia elementarne.

8§ 2. Mowimy, iz funkcja F (x) osigga w pewnym punkcie x0
maximum (wzgl. minimum) witaSciwe, jesli istnieje taki
przedziat /, zawierajacy wewnatrz punkt aQ iz dla kazdego —
roznego od x0 — punktu & tego przedziatu
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Twierdzenie 1}) Zbior punktéw, w ktorych funkcja F (x)
osigga maximum lub minimum wlasciwe, jest conajwyzej prze-
liczalny.

Dowdd. Oznaczmy przez A mnogo$¢ tych punktow, w kto-
rych funkcja osigga maximum wiasciwe. Kazdemu punktowi
x0e A przyporzadkowa¢ mozna jednoznacznie pewien, zawierajgcy
go, przedziat o krancach wymiernych tak, aby dla kazdego réz-
nego od x0 punktu x tego przedziatu spetniona byta nieréwnos¢

Dwum réznym punktom zbioru A odpowiadajg wowczas zawsze
dwa rozne przedziaty. Poniewaz za$ mnogo$C wszystkich prze-
dziatbw o krancach wymiernych jest oczywiscie przeliczalna,
przeto temsamem conajwyzej przeliczalny jest zbior A.

Analogicznie dowodzi sig, iz conajwyzej przeliczalny jest
rowniez zbior punktow, w ktérych funkcja osigga swoje mini-
mum  whasciwe.

Twierdzenie 2 (Sierpinskiego i G C Young).?
Jesli F (x) jest dowolng funkcjg skonczong w pewnym przedziale,
wolwczas niemal wszedzie

(1)

Dowdd. Niech A oznacza mnogo$¢ punktéw, w ktorych
nie jest spetniona pierwsza z nieréwnosci (1), i Am niech bedzie
zbiorem tych punktow x, w ktérych

Mamy oczywiscie

2

) Schoénflies, Jahresh. d. Deutsch. Math.-Verein., t 8 (1900), p. 158.
Sierpinski, Spraw. Tow. Nauk. Warsz., (1912), p. 236; Prace Matematyczno-
Fizyczne, t. 27, (1916), p. 17.

tatwo zauwazy¢, iz twierdzenie jest prawdziwe w ogélnych przestrze-
niach metrycznych posiadajacych czes¢ przeliczalng wszedziegestg (VI, §2).

2 Sierpinski, Buli. Ac. Sc. Cracovie, (1912), p. 850; G. C Young,
Acta Math., t. 37, (1914), p. 147.
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Niech

Mamy w kazdym punkcie xe.a mn

skad wynika fatwo, iz w kazdym takim punkcie funkcja rm<n 0Sig-
ga swe maximum wihasciwe. Na mocy tedy twierdzenia po-
przedniego kazdy ze zbiorOw amn jest conajwyzej przeliczalny
i temsamem, z uwagi na (2), conajwyzej przeliczalny jest zbior A.

Analogicznie dowodzimy, iz conajwyzej przeliczalny jest zbior
punktow, w ktorych spetniona nie jest druga z nieréwnosci (1).

Twierdzenia Denjoy.

83. Twierdzenie Pani Young i Sierpinskiego wyra-
za jeden ze wspomnianych juz w 8 1 zwiazkdw miedzy liczbami
pochodnemi dowolnej funkcji. Zwigzek ten jest szczegodlnie ele-
mentarny i spetniony jest niemal wszedzie.) Mnigj juz na-
tomiast elementarne i gtebiej siegajace w lebesgue'owska teorje
funkcji, sg juz zaleznosci ustalone — prawie wszedzie —
przez Denjoy dla funkcji ciggtych, a uogolnione nastepnie przez
Panig G. C Young — na dowolne funkcje mierzalne.2 Wypro-
wadzeniem waznych tych i pozytecznych czesto zwiazkéw zaj-
miemy sie w tym 8.

Lemmat 1 Jezeli ajest punktem gestosci zewnetrznej zbio-
ru Q woéwczas kazdej liczbie e> 0 przyporzadkowa¢ mozna taka
liczbe 1> 0, iz, jesli tylko

J Oczywiscie, w kazdym indywidualnym punkcie cztery liczby pocho-
dne sa najzupetniej niezalezne: dajac sobie z gory cztery dowolne liczby /+,

Li- t~, L~ — byleby, rzecz prosta, takie, iz /4-~ Z+ I~ <]L~ — zbudowaé
mozna, bez trudu, funkcje ciggta F (x), dla ktorej, w pewnym punkcie a,
Fj- @ —I1i, Fi-(@ —Li, F~@=/— P-(@= L~.

2 Denjoy, Journ. des Mathem., (7), t. 1, (1915), p. 105; Young, Proc,
Lond. Math. Soc., (2), t. 19, (1917), p. 360). Por. takze: Fund. Math., t. 5 (1924)
p. 98, oraz Ridder, Spraw. Tow. Nauk. Warsz., t 23, p. 1



wowczas zbidr Q zawiera punkty g spetniajace nieréwnosé

1)
Dowdd. Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig, mniejsza
od jednosci. Poniewaz a jest punktem gestosci zewnetrznej zbioru

Q przeto istnieje taka liczba N> O, iz dla kazdej liczby doda-
tniej h < 24

Niech teraz a bedzie dowolnym punktem, spetniajgcym nie-
rownos¢

Mamy wowczas
i podstawi¢ mozemy w (2)

otrzymujac

Poniewaz za$, z drugiej strony, oczywiscie

przeto, odejmujgc stronami te nierébwno$¢ od poprzedniej, otrzy-
mujemy

Istniejg tedy napewno punkty 6e Q spetniajace warunek

lub — co jest rownowazne — zwigzek ().
Lemmat 2 Jesli funkcja F (g), okreslona i skoriczona w prze-
dziale (a, b), posiada w kazdym punkcie pewnego zbioru P o dodatn.ej

mierze zewnetrznej prawostronng goérng (wzgl. dolng) pochodig
FI{x)< + oo, (wzgl. F+(a) > —co), wowczas istnieje pewien zbidr
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Sc P’ 0 mierze zewnetrznej rowniez dodatniej, taki, iz funkcja F(x
w kazdym punkcie x e S jest rézniczkowalna wzgledem S i jej po'
chodna wzgledem tego zbioru réwna jest liczbie pochodnej F~ (*)
(wzgl. F~(x)).

Dowdd. Zatdézmy, iz w kazdym punkcie x e P

Oznaczmy, dla kazdej liczby naturalnej n, przez Pn zbior
tych wszystkich punktow x z P, dla ktérych nierownosc¢

pocigga za sobg — dla dowolnego punktu y — nieréwno$¢

Niech, dalej, dla kazdej liczby catkowitej i, Ph oznacza czes¢
zbioru Pn zawartg w przedziale j° Mamy wolwczas

poniewaz za$ \P > 0, przeto istnieje napewno para wskaznikow
nQ i0 dla ktorych

Oznaczmy przez Q mnogos$¢ tych wszystkich punktow zbioru

Pf) ktére sa punktami jego gestoSci zewnetrznej. Na zasadzie
twierdzenia Lebesgue’a ,0 gestosci” (lll, 8§86, tw. 5),

przyczem zbior Q sklada sie juz wylgcznie z punktow swej ge-
stosci zewnetrznej.

") Zastepujgc funkcje F (x) przez — F (X), otrzymujemy analogiczny wy-
nik dla przypadku, gdy w kazdym punkcie x € P



§ 3 — 248 —

Niech

Z nierownosci (8) wynika wowczas, iz dla kazdej pary punk-
tow x{ x2 takich, iz

spetniona jest nierownosé

a wiec

W szczegdblnosci tedy nierowno$¢ powyzsza spetniona jest
dla kazdej pary punktow x1< x2 zbioru Q jako ze Srednica

tego zbioru jest conajwyzej rowna — e Funkcja G{x) jest tedy

monotoniczna malejagca na Q i z uwagl na twierdzenie Lebes-
gue’a (VIII, 86, tw. 2) posiada w prawie kazdym punkcie x tego
zbioru pochodng skonczong wzgledem Q, pochodng te oznaczymy
tu przez X(*).

Niech teraz ae Q bedzie dowolnym punktem, w ktérym funkcja
G (x) jest rézniczkowalna wzgledem Q i niech e bedzie dowolng
liczbg dodatnig mniejszg od 1 Kazdemu punktowi x < a, poto-
zonemu dostatecznie blisko punktu a, przyporzadkowa¢ mozemy —
w mysl lemmatu poprzedniego — taki punkt x' e Q iz

Mamy woéwczas przedewszystkiem

a wiec, w mysl (4),
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I zwazywszy na (5), otrzymujemy natychmiast

poniewaz za$, gdy punkt x dazy do a ze strony lewej, wowczas,
z uwagi na (5), punkt x' dazy réwniez do a, przebiegajac jednak
tylko punkty zbioru Q przeto

i—jako ze e jest dowolng liczbg dodatnig, mniejszg od jednosci —

Z drugiej strony, mamy oczywiscie

ostatecznie zatem

Przechodzgc teraz do funkcji F (X) —G {x) —nx, stwierdzamy
przedewszystkiem, iz funkcja ta jest, wraz z G(X), rézniczkowalna
prawie wszedzie w Q wzgledem tego zbioru; oznaczajac przez
I (X) pochodng funkcji F(x) wzgledem Q w dowolnym punkcie
x e Q w ktéorym pochodna ta istnieje, mamy oczywiscie

a wiec z (6)

Nierownos¢ ta udowodniona jest w ten sposéb w kazdym
punkcie mnogosci Q w ktorym funkcja G a wiec i F, jest wzgle-
dem Q rdzniczkowalna; usuwajac tedy z Q zbidr — miary zero —
tych wszystkich punktéw, w ktorych funkcja G (*) nie jest wzgle-
dem Q rozniczkowalna, otrzymujemy, jako reszte, pewien zbior S,
0 dodatniej mierze zewnetrznej, w ktorym nierownos$¢ (7) spet-
niona jest juz dokfadnie wszedzie.
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Lemmat nasz jest w ten sposob udowodniony catkowicie

Wynikajg zen natychmiast twierdzenia Denjoy i Pani
Young. W celu uproszczenia ich sformutowania skorzystamy
tu z terminologji, wprowadzonej przez Denjoy, ktéry pochodne
F+(x) i F~(x), jak réwniez pochodne F+(x) oraz F~ (x), nazy-
wa pochodnemi wzajemnie przeciwlegtemi (derives op-
poses).

Mozemy obecnie sformutowaé pierwsze z wymienionych
twierdzen w postaci nastepujacej:

Twierdzenie 3. Jezeli funkcja F (x), skonczona, w prze-
dziale (a, b), posiada w kazdym punkcie pewnego zbioru P, zawar-
tego w tym przedziale, jedng z liczb pochodnych gérnych (wzgl. dol-
nych) Diniego rozng od ~co (wzgl. od —co), wowczas liczba
ta jest prawie wszedzie w P skofczona i réwna swej liczbie pocho-
dnej przeciwlegtej.

Dowéd. Zatézmy, iz w kazdym punkcie P

8) F{x)< + co;
udowodnimy, iz prawie wszedzie w P
©)) - 0< H(X)=F~(x) <+ co.

Analogiczne rozumowanie przeprowadza sie, gdy warunek (8)
zastgpiony jest przez stosowng nieréwnos¢ dla ktorejkolwiek innej
liczby pochodnej D ini’ego.

Oznaczmy przez Q mnogo$¢ tych punktow x e P, w ktdrych
zwiagzek (9) nie jest spetniony, i pokazemy, iz

(10 1Q| = 0.
W samej rzeczy, zatdzmy, iz
1Ql > o.

Wobwczas, z uwagi na lemmat poprzedni, zbiér Q zawieratby
pewien podzbidr 5 o dodatniej mierze zewnetrznej, na ktorym
funkcja F (x) bytaby wszedzie rozniczkowalna wzgledem S i spel-
niata réwnosc¢

(11) F~(x) = 1(*),
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gdzie / (&) oznacza pochodng funkcji F w punkcie x e 5 wzgledem
zbioru 5.

Z ostatniej tej rownosci wynika w szczegolnosci, iz liczba
F~(a) jest wszedzie skonczona w zbiorze S; poniewaz za$ zbior
ten posiada dodatnia miare zewnetrzng, przeto mozemy don oraz
do pochodnej F~(x) raz jeszcze zastosowa¢ lemmat poprzedni
otrzymujac pewien zbior o dodatniej mierze zewnetrznej, T(fSCjQ,
taki, iz liczba Dini’ego przeciwlegta wzgledem ~ (&), t. j. F+(X),
jest w kazdym punkcie x e T rowna pochodnej funkcji F (X)
w tym punkcie wzgledem T, poniewaz jednak T (2 S, przeto po-
chodna ta jest identyczna z pochodng wzgledem zbioru S, a wiec,
z uwagi na (11), mamy dla kazdego punktu x e T(ffS (Z Q

F~(X) =F@)= () =¢o0.

Zbior T, poniewaz jest miary rdéznej od zera, jest napewno
niepusty; dochodzimy tedy do sprzecznosci z zatozeniem, iz zwig-
zek (9) nie jest spetniony w zadnym punkcie zbioru Qfj)T.

Rownos¢ (10) jest w ten sposob udowodniona.

Twierdzenie 4. Jezeli funkcja F(x), okreslona i skoniczo-
na w przedziale (a, b), posiada w kazdym punkcie pewnego zbioru
P dwie liczby pochodne DinTego z jednej strony skonczone, wow-
czas funkcja ta jest w prawie kazdym punkcie tego zbioru roznicz-
kowalna.

Dowdd. Niech Pu wzgl. P2 oznacza zbior tych punktéw
zbioru P, w ktdérych skonczone sg pochodne Diniego F+(x),
F+(x), wzgl. F~(x), F~{x).

Na zasadzie twierdzenia poprzedniego mamy wowczas pra-
wie wszedzie w P+

(12) F+(x) = F~(x), F+(X) =F~(x).
Poniewaz jednak

Fr(x)>F + {x)\ F-(x)>F ~(x),

przeto z réwnosci (12) wynika natychmiast, iz prawie wszedzie
w zbiorze Px wszystkie cztery pochodne Dini’ego sg rowne.
Poniewaz za$§ — przynajmniej dwie z nich — sg, z zalozenia,
skonfczone, przeto temsamem udowodniona jest rézniczkowalno$¢
funkcji F (x) w prawie kazdym punkcie mnogosci Pv
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Analogicznie dowodzi sie rézniczkowalnos¢ rozwazanej funkcji
w prawie kazdym punkcie zbioru P2

Twierdzenie 5 Jezeli funkcja skonczona F (x) posiada
w kazdym punkcie pewnego zbioru P pochodng goérng /=) (wzgl.
dolng F (x)) rozng od + oo (wzgl. od —o0), wowczas funkcja ta
jest rézniczkowalna w prawie kazdym punkcie tego zbioru.

Dowod. Jesli w kazdym punkcie x e P

wowczas temsamem

Z twierdzenia 3 wynika tedy, iz w zbiorze P skonczone sg
prawie wszedzie wszystkie cztery liczby pochodne D ini’ego,
a wiec, na mocy twierdzenia poprzedniego, funkcja ta jest roz-
niczkowalna w prawie kazdym punkcie rozwazanego zbioru.

Zanotujemy tu jeszcze nastepujace

Twierdzenie 6. Dla dowolnej funkcji skonczonej F (X)
kazdy ze zbioréw

jest miary zero.

Dowdd. Twierdzenie to najprosciej wyprowadzi¢ mozna
bezposrednio z lemmatu 2.) Uwazajmy np. pierwszy ze zbioréw
(13); ktadac — dla skrocenia —

(14)
zatozmy, iz

Na zasadzie wspomnianego lemmatu mnogos¢ Q zawierataby
tedy pewien zbior 5 (|s|>0), wzgledem ktorego, w kazdym jego
punkcie, funkcja F (*) bylaby rézniczkowalna, t. j. posiadata po-

# Mozna je udowodnié zresztg tatwo zupetnie bezposrednio; por. Ba-
nach, comptes Rendus, t. 163, (1921), p. 457.
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chodng skonczong. Jest to jednak najwidoczniej sprzeczne z de-
finicja (14) zbioru Q Mnogo$¢ Q jest przeto miary zero, co
nalezato udowodnic.

W szczegolnosci, z udowodnionego twierdzenia wynika, iz
zbior punktéw, w ktorych funkcja posiada pochodng oznaczong nie-
skonczonag, jest zawsze miary zero.

8 4. Zrozwazah § poprzedniego otrzymujemy tatwo naste-
pujace twierdzenie Denjoy, ktore ustala zwigzek miedzy licz-
bami pochodnemi Dini'ego a rozniczkowalnoscig aproksyma-
tywng (VIII, § 5):

Twierdzenie 7. Jedli funkcja skoriczona i mierzalna F (X)
posiada w kazdym punkcie pewnego zbioru P jedng z czterech po-
chodnych Din Tego, np. F+(x), skonczona, wowczas jest rdzniczko-
walna aproksymatywnie prawie wszedzie w tym zbiorze i w prawie
kazdym jego punkcie

Dowdd. Udowodnimy najpierw, iz funkcja F (x) jest w pra-
wie kazdym punkcie zbioru P rdzniczkowalna aproksymatywnie.
Niech — w tym celu — Q oznacza mnogo$¢ tych punktow x
zbioru P, w ktdrych funkcja nie jest aproksymatywnie rozniczko-
walna; zatdzmy, iz

Wobweczas z uwagi na lemmat 2 § poprzedniego mnogos¢ Q
zawiera pewng mnogos¢ 5 o dodatniej mierze zewnetrznej, taka,
iz w kazdym punkcie x e5 funkcja F(x) jest wzgledem 5 rdz-
niczkowalna.

Niech x0 bedzie dowolnym punktem mnogosci S, bedacym
punktem jej gestosci zewnetrznej. Oznaczmy przez / warto$¢
pochodnej funkcji F (x) w punkcie x0 wzgledem mnogosci S.

Widoczne jest wowczas, iz, dla kazdej liczby dodatniej e
zbior

zawiera wszystkie punkty zbioru 5 potozone dostatecznie blisko
punktu xQ Punkt xO0 jest tedy rowniez punktem gestosci zewnetrz-
nej zbioru (3). Ale funkcja F (x) jest mierzalna; mierzalna jest
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tedy rowniez i funkcja F(X)----F-(»%l temsamem — mnogo$¢é
(3); uzupetnienie jej p05|ada zatem w X0 punkt rozrzedzenia,
w szczegolnosci tedy punkt xO0 jest punktem rozrzedzenia obydwu
zbiorow

i z definicji krancowych pochodnych aproksymatywnych (VIII, §5)
wynika natychmiast, iz

skad, poniewaz £ jest dowolng liczbg dodatnia,

Funkcja F (x) jest tedy w punkcie AOc 5 (f Q rézniczkowalna apro-
ksymatywnie, co jednak sprzeczne jest z definicjg zbioru Q
Zatozenie (2) prowadzi tedy do sprzecznosci, i funkcja F (X)
jest prawie wszedzie w zbiorze P rézniczkowalna aproksymatywnie.
Nalezy jeszcze udowodniC, iz w prawie kazdym punkcie
zbioru P spetniona jest réwnos$¢ (1). Jest to jednak natychmia-
stowg konsekwencjg zwigzkow

z ktorych pierwszy zachodzi w kazdym punkcie rozniczkowal-
nosci aproksymatywnej funkcji F(x), drugi za§ — z uwagi na
twierdzenie 3 — prawie wszedzie w zbiorze P.

*§ 5. W rozdz. poprzednim (8 12) podaliSmy juz pewne osza-
cowania na miare obrazu F (Q) dowolnej mnogosci Q w ktorej
funkcja F (x) jest wszedzie rozniczkowalna; z oszacowan tych wy-
nika natychmiast, ii,jesli funkcja F {x) jest rdzniczkowalna w kaz-
dym punkcie pewnego zbioru Q miary zero, wéwczas obraz tego
zbioru jest rowniez miary zero. Dalsze rozwazania tego rozdziatu



255 58

wymagac¢ beda pewnego zaostrzenia tego twierdzenia: pokazemy
mianowicie, iz na to, by spetniona byfa rownosc¢

wystarczy zatozyC, iz w kazdym punkcie x z Q skonczona jest
jedna tylko z czterech pochodnych DinFego funkcji E (*). Uogdl-
nienie to — jakkolwiek formalnie nie odbiegajgce zbyt daleko
od twierdzenia juz udowodnionego — wymaga jednak bardziej
nieco ktopotliwych rozwazan. Udowodnimy przedewszystkiem
nas:epujacy

Lem mat. JeSlifunkcja F(x) okreslonajest i skoriczona w prze-
dziale (a, b) i jesli w kazdym punkcie x pewnego zbioru E, zawar-
tego w tym przedziale,

WOWCzas

Dowdd. Oznaczmy, dla kazdej liczby naturalnej n, przez
En zbior tych wszystkich punktéw x e E, dla ktérych nieréwnos¢
() 0< x'—x <~ pocigga za sobg E (x) —E(X) <N (X' —x)
dla dowolnego punktu x' przedziatu (a, b).

Zbiory En, a wiec réwniez i zbiory E (E,), tworza cigg mo-
notoniczny niemalejacy, przyczem

Stad oczywiscie:

Ustalmy chwilowo warto$¢ wskaZznika n i uwazajmy odpo-
wiedni zbiér E,, Niech Gn bedzie zbiorem otwartym, zawierajg-
cym zbior En i spetniajgcym warunek

Poniewaz, w kazdym punkcie x z E, \F+{x) j< N, przeto kaz-
demu punktowi x z En przyporzadkowa¢ mozemy, dla kazdej licz-
by s> 0, punkt y z Gn spetniajgcy warunki nastepujace:
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Druga z powyzszych nieréwnosci (poniewaz liczba €> 0 moze
by¢ dowolnie mata) pozwala, przez zastosowanie do zbioru F (En)
twierdzenia Vital iego (I, § 8) otrzymac ukiad skonczony prze-
dziatow (xi, yi) (i= 1, 2 ... m), spetniajgcych warunki nastepujgce:

3 przedziaty (xi, yi) zawarte sg wszystkie w Gn;

(5) kazde dwa z posrod przedziatow sg roztgczne;

gdzie P oznacza sume przedziatow

Oznaczmy teraz, dla kazdej pary liczb h, k (=1, 2, ... , m),
przez s (h, k) dtugos¢ wiekszego z posréd przedziatdw (Xh yh),
(xk yk), oraz przez d(h, k) odlegto$¢ wzajemng przedziatow
[F ), Foyml [FXK), F oyl

Pokazemy przedewszystkiem, iz, jeSli przedziaty (xhyi),
(xk, yk) maja punkty wspdlne, wowczas:

W samej rzeczy, zwazywszy na (5), przedziaty [F{xn), F (yh)\,
[F (*®, F(y*)] sa rozigczne, zatozy¢ przeto mozemy, iz pierwszy
z nich poprzedza drugi, a wiec — napewno —

J Dla oznaczenia przedziatu, ktérego krancami sg punkty F(x?), F(y),
uzywamy tu znaku [F(x{), F(y-)]; korzystajac jednak z tego znakowania, nie
przesadzamy bynajmniej, iz F(x() jest lewym, F(y{ za$ prawym krancem tego
przedzialu. W rzeczy samej, jakkolwiek xi<Cyi, nie wiemy nic o porzadku
punktéw F (xt), F(y;).
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Z drugiej strony, przedziaty {xh yh i (xk yu) — na osi od-
cietych — majg punkty wspoélne, a wiec xh< y” i z uwagi na (4)

na mocy przeto (9) oraz (1):

skad wynika juz oczywiscie nierdbwnos¢ (8).

Oznaczymy teraz przez Ix najwiekszy z posrod wszystkich
przedziatdbw (Xi,yd {i—1 2 ..., m), przez /2— najwiekszy z kolei
z posrod przedziatdw (A, y,), mezachodzacych na Ix i t. d.; ogolnie,
okreslimy indukcyjnie przedziat A(j > 1) jako najwiekszy z posrod
tych przedziatdw (xxyi) (i—1, 2, ... /7), ktoére nie zachodzg na
zaden z wybranych poprzednio przedziatow Ix U, ... /y i. Otrzy-
mujemy w ten sposdb skorczony cigg niezachodzacych na siebie
przedziatdw, wyjetych z ciggu przedziatdw (xtyd (/= 1, 2,.../77),

takich, iz kazdy z przedziatdow (x-, y) (/= 1,2,... m) zachodzi na
jeden przynajmniej z przedziatow Ik, od ktérego w zadnym razie
nie jest wiekszy.

Oznaczmy przez Pj (j =1 2,..., /7) sume wszystkich prze-
dziatow (¢ iy, F(yD\ (i- 1 2., /7, odpowiadajacych prze-
dziatom (a/, V), ktére zachodzg na przedziat 4 i ktérych dtugosci
nie przewyzszajg diugosci tego przedziatu. Bedziemy mieli,
z uwagi na (6),

Z drugiej strony z (8) i (7) wynika tatwo, iz Srednica —
a wiec tembardziej miara — zbioru Pj jest rOwna conajwyzej
liczbie 77V.|/yl. Na mocy tedy nieréwnosci poprzedniej oraz (3)

i 2

Zwigzek powyzszy ustalony zostat dla dowolnego ze zbioréw
En] przechodzac tedy do granicy wraz z 7, otrzymujemy
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Twierdzenie 8 Jesli funkcja F (x), okreslona i skonczona
w pewnym przedziale (a, b), posiada w niemal kazdym punkcie pew'-
nego zbiorg E miary zero jedng jakakolwiek z czterech pochodnych
Dini®go skonczong, wowczas

DowoOd. Oznaczmy, dla kazdej liczby naturalnej n, odp.
przez An, B,, On, Dn zbiory punktow x £E, w ktorych odp. liczby

sg mniejsze od n. o _ _
Mamy wowczas na zasadzie leinmatu poprzedniego, dla kaz-

dego n:
\F(An\< 7/i.| 4, =0,

i analogicznie réwniez:

Poniewaz za$

gdzie Q jest pewnym zbiorem przeliczalnym, przeto réwniez:

Twierdzenie nasze jest tedy udowodnione.
Wynika zen, jako natychmiastowy wniosek, nastepujace

Twierdzenie 9. Funkcja skoficzona i okreSlona w prze-
dziale (a, b), ktéra w niemal kazdym punkcie tego przedziatu posiada
skonczong przynajmniej jedna ze swych czterech pochodnych Di-
niego, spetnia w tym przedziate warunek (A).

Bezposrednig konsekwencjg lemmatu tego § jest rowniez twierdzenie

nastepujace: jesli funkcja F (x) w niemal kazdym punkcie pewnego zbioru E posiada
przynajmniej iedng z czterech pochodnych Din tego rowng zeru, wowczas zbidr



F (z) jest miary zero. Dla funkcji ciagtych — lub ogdlniej — dla funkcji cia-
glych w sensie Darboux ') otrzymuje sie stad natychmiast twierdzenie: jesli
funkcja F (x), ciagta — lub ogdlniej — ciggta w sensie Darboux — w prze-
dziile (a, b), posiada w niemal kazdym punkcie tego przedziatu przynajmniej jedng
ze iwych czterech pochodnych Din i’ego réwng zeru, woéwczas funkcja ta jest
staa w (a, b).

Jesli w sformutowaniu powyzszego twierdzenia zatozyé, iz w niemal kaz-
dyn punkcie przedziatu jest zerem jedna z pochodnych Din i’ego z okreslonej
strmy (ustalonej jednakowo dla wszystkich rozwazanych punktéw), wowczas twier-
dzenie to byloby zawarte oczywiscie w twierdzeniu Scheeffera (VII, § 9);
w iformutowaniu ogdlnem jest oden niezalezne.

Zauwazymy tu jeszcze, iz, opierajac sie na twierdzeniach § 3, mozemy
tatvo wzmocni¢ nieréwnos¢ ustalong w lemmacie udowodnionym na poczatku
tego §, zastepujac w niej spoOiczynnik IN wprost przez N; dowdéd — analo-
giczny jak lemmatu podanego w § 12 rozdz. poprzedniego. Mozemy i$¢ w tym
kierunku dalej jeszcze nieco i uogolni¢ twierdzenie 7 rozdz. VI3 jak naste-
pue: jesli funkcja F(x) posiada w kazdym punkcie pewnego zbioru mierzalnego Q
jedia z czterech pochodnych Din iego, np. skonczong, woéwczas

Warunek (TJ Banacha.

§ 6. Mowimy, iz funkcja F(x) spetnia w przedziale (a, b)
wtrunek (7\), jesli prawie kazdg swa warto$¢ przyjmuje w tym
przedziale skonczong tylko ilos¢ razy.

Pokazemy, korzystajac z twierdzeh 88 poprzednich, iz wia-
sn)$¢ ta — wyrdzniona przez Banacha3d — réwnowazna jest
pewnej wihasnosci rézniczkowej funkcji ciggtych. Udowodni-
my przedewszystkiem nastepujacy

Lemmat. Jedli funkcja ciggta F (x) nie posiada w zadnym
puikcie x pewnego zbioru Q pochodnej oznaczonej — skonczonej
ari nieskonczonej — i jesli ponadto kazdy punkt x e Q jest punktem
odosobnionym4 zbioru E [/7(s) = F (*)], wéwczas

1) Funkcja F(x) nazywa sie ciggla w sensie Darboux w przedziale
(a, b), jesli w kazdym podprzedziale (a, j3 tego przedziatu przyjmuje wszystkie
wartosci zawarte miedzy F(a) a F ($).

2) Por. odsytacz u dotu p. 229.

3 Fund. Math., t. 8, (1926), p. 167.

4 t. zn. nie jest jego punktem skupienia.
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Dowdd. Poniewaz funkcja F(x) jest ciaggla, kazdy za$
punkt x e Q jest punktem odosobnionym odpowiadajacego mu
zbioru E [F(E) = F(x)J, przeto kazdemu takiemu punktowi odpo-

wiada pewna taka liczba h> 0, iz wyrazenie F (i) —F (x) zacho-
wuje znak staty, jeSli \i —x \< h i jesli £ znajduje sie z jednej
strony punktu x; wyrazenie to nadto nie zmienia znaku, gdy £
przechodzi z jednej strony punktu x na druga, wtedy tylko, jesli
w punkcie tym funkcja osigga extremum wilasciwe, a wiec
jesli punkt ten nalezy (82 tw. 1) do pewnego przeliczalnego
zbioru punktéw. Niemal wszedzie tedy w zbiorze Q wszystkie
cztery pochodne Dini’ego posiadajg znak wspolny i mozemy
potozy¢

@ Q="+5 +w,

gdzie N jest pewnym zbiorem conajwyzej przeliczalnym, zas A,
wzgl. B, mnogos$cig tych punktéw zbioru Q w ktorych wszystkie
cztery pochodne Dini’ego sg nieujemne, wzgl. niedodatnie. Poka-
zemy, iz
©) \F(A)\ =\A\ =0. *

W samej rzeczy, poniewaz — z zatozenia — funkcja F (X)
nie posiada pochodnej oznaczonej w zadnym punkcie zbioru Q
zatem, w kazdym punkcie x eA (2 Q

4 F(x)> F(X) > 0,
i z twierdzenia 5 (8 3) otrzymujemy
() M |=o.

Nadto, w mys$l nierébwnosci (4), pochodna dolna F(x) jest
skonczona w kazdym punkcie x cA, a wiec, z uwagi na (5) oraz
twierdzenie 8 § poprzedniego,]

17)1 =0,

co tacznie z (5) daje zadany zwigzek (3). Zupetnie analogicznie
dowodzimy, iz

Korzystajagc z metod, stosowanych niz. w 8§ 12, mozna tu unikng¢
odwotlywania sie do twierdzenia 8 i oprze¢ sie na twierdzeniu prostszem,
orzekajgcem, iz kazda funkcja bezwzglednie ciggta na zbiorze spetnia na tym
zbiorze warunek (N) (VIII, § 11).
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"B =|E| =0
i — zwazywszy na (2) — otrzymujemy zadang rownosc ().
Twierdzenie 10. Aa to, aby funkcja F (x), ciggta i skon-
czona w przedziale (a, b), spetniata w tym przedziale warunek (Tj),
konieczne jest i wystarcza, aby obraz zbioru tych punktéw przedziatu,
w ktdrych funkcja F (x) nie posiada pochodnej oznaczonej (skonczo-
nej ani nieskonczonej), byt miary zero.

Dowdd. Oznaczmy przez R zbior tych punktéw przedziatu,
w ktorych funkcja F (x) nie posiada pochodnej oznaczonej, oraz
przez 5 zbidr tych wartosci, ktére F (x) przyjmuje nieskonczenie
wiele razy. Nalezy udowodnic, iz zwigzki

| |=0 oraz | (Mi=0
sg sobie réwnowazne
1° Zatozmy najpierw, iz
6) Vv |S|=.0.

Oznaczmy przez R' zbiér tych wszystkich punktéw x, dla
ktorych F(x) eS. Mamy F(R) ff S, a wiec, z uwagi na (6),

7) 1/7)1 =0,

Z drugiej strony, dla kazdego punktu xe:R—R' zbior
= jest zawsze skonczony, a wiec — temsamem —

odosobniony ¥. Na mocy tedy lemmatu poprzedniego
_ _ \F(R—R)|=0,
co facznie z (7) daje
\F(R)\ =0.

2° Zatozmy, z kolei, odwrotnie, iz
(8) 1/=("M1 = 0.

Pokazemy przedewszystkiem, iz
©) S-F{R) CF(H),

)t zn. iz wszystkie jego punkty sg odosobnione.



gdzie H oznacza mnogo$¢ tych wszystkich punktow przedziatu,
w ktérych funkcja F (x) posiada pochodng oznaczong réwng zeru.
W samej rzeczy, jesli

y €S-F(R),

wowczas — z jednej strony — we wszystkich punktach zbioru
E [F{i) =y\ funkcja F {x) posiada pochodng, z drugiej za§ —

zbidr ten jest nieskonczony i—z uwagi na ciggtos¢ funkcji F (x)}—
domkniety. Niech @ bedzie dowolnym jego punktem skupienia.
Mamy wowczas
/I"Q=0,
a wiec
y =F(tQeH,

. skad wynika oczywiscie zwigzek (9). Poniewaz za$, na mocy
twierdzenia 7 rozdz. poprzedniego (8 12)),

[/~ =0,
przeto réwniez
\S-F(R)\ =0,
I — zwazywszy na (8) —
\S\ =0.

Twierdzenie 11 Kazda faukcja ciagta, o wahaniu skon-
czonem w jakim$ przedziale, spetnia w tym przedziale warunek (7\).

Dowdd. Niech F (x) bedzie dowolng funkcjag ciggta o wa-
haniu skoriczonem w przedziale (a, b). Azeby udowodnic, iz funk-
cja ta spetnia  tym przedziale warunek (7%), wystarczy, w mysl
twierdzenia poprzedniego, pokazaé, iz

(10) [/(I?7)] =0,

gdzie R oznacza mnogo$¢ tych punktow, w ktorych funkcja F (&)
nie posiada pochodnej oznaczonej.?

) Moznaby roéwniez odwota¢ sie do lemmatu § poprzedniego, ktérego
dowod jest wszakze bardziej skomplikowany anizeli cytowanego twierdzenia.

2 Dowod bezposredni w pracach: Banach, Fund. Math., t 7, (1925),
p. 229; Vitali, ibid., t. 8 (1926), p. 181. Por. takze: Jansen, Ober einige steti-
ge Kurven etc., (Inaugural-dissertation), Konigsberg, (1907).
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Oznaczmy w tym celu przez /0 dtugos¢ krzywe] y = F (x)
w przedziale (a, b)®. Z uwagi na ciggtos¢ funkcji F (x), dtugosc¢
tuku rozwazane] krzywe] w przedziale (a, x) przebiega — ro-
sn”™ — wszystkie wartosci przedziatu (0, /0, gdy & zmienia sie
w przedziale (a, b). Oznaczymy, ogolnie, przez X (/) (0<;/ /0
te warto$¢ zmienne] x, ktdére] odpowiada dtugos¢ | tuku; przez
Y{1) oznaczymy z kolei odpowiadajacg wartos¢ funkcji 'y = F (X)y

kj'adq; » Y(1) = F[X()\.
e x=XN), y= Y0

okreslajg krzywa, ktdre] parametr pokrywa sie z dtugoscig jej
tuiu. Mamy tedy, w mysl twierdzenia 8 rozdz. Il (8§ 9), prawie
wszedzie w przedziale (0, /0

(11) [X\D)Y+ [Y{Df =1i.

Spostrzegamy natychmiast, iz, jesli dla pewnej wartosci |
istniejg obydwie pochodne X'(l), Y\L) i nie sg jednoczesnie row-
ne zeru, woéwczas w odpowiadajgcym punkcie x = X (I) funkcja
F(x) posiada pochodng oznaczong rowng ilorazowi Y'{1): X{1)
(ktéry — rzecz prosta — moze byC nieskonczony). Oznaczajac
tely przez L zbior tych wszystkich wartosci parametru |, dla kto-
rych pochodne X\I), Y\L) badz nie istnieja, badZz tez istnieja,
le"z znikajg roéwnoczes$nie, mamy

(12 RC*(£). F(tf)cn);
zarazem, z uwagi na (11),
lil = 0,
i poniewaz parametr / oznacza dtugos¢ tuku, przeto tembardziej
IK(£)| = 0,
skad, na mocy drugiego ze zwiazkéw (12), wynika zadana row-
nos¢ (10).

W twierdzeniu powyzszem zatozenie ciggtos$ci funkcji F(x) nie 'jest
istotne i usuniecie tego warunku wymaga nieznacznego tylko oméwienia. Moz-
ni is¢ dalej jeszcze i dowie$¢, iz obraz zbioru wartosci, jakie dowolna funkcja

* 1ll, 8 9. Formalnie, zgodnie z terminologjg ustalong w rozdz. Ill na-
lezy tu moéwi¢ o krzywej: x =ty = F ().
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(VBG*) osigga w punktach, w ktérych nie posiada pochodnej oznaczonej, jest zaw-
sze miary zero; dowdd przebiega najzupetniej analogicznie do dowodu twier-
dzen 10 i 11 rozdz. poprzedniego (88 14, 15). Stad, w mys$l twierdzenia 10, kaz-
da funkcja (VBG?*) ciagta) spetnia warunek (Tj).

Natomiast, funkcje ciggte (VBG), a nawet funkcje (ACG), nie spetniajg
juz naogdt rozwazanego warunku. Jezeli mianowicie F (x) oznacza funkcje,
ktora — w § 10 rozdz. poprzedniego (p. 223) — podana byta jako przykiad
funkcji (ACG) nie-rézniczkowalnej w zbiorze miary dodatniej, wowczas ta-
two jest zauwazy¢, iz funkcja F(x) -j- x nie spetlnia warunku (Tt) w prze-
dziale (01).

*Warunek (79 Banacha.

§ 7. ZauwazyliSmy w § poprzednim, iz funkcje (VBG), na-
wet ciagte, nie spetniajg naog6t warunku {TX. Funkcje te czynig
natomiast zado$¢ pewnemu warunkowi ogdlniejszemu, ktéry Ba-
nach? nazwat warunkiem (Tj).

Mowimy, iz funkcja F {x) spetnia w przedziale (a, b) waru-
nek (T2, jesli przyjmuje w tym przedziale kazdg swa warto$¢
conajwyzej tylko przeliczalng mnogos¢ razy.

Twierdzenie 12 Kazda funkcja ciggta3, (VBG) w prze-
dziale (a, b), spetnia w tym przedziale warunek (Tf).

Dowod. W samej rzeczy, jesli funkcja F (x), ciagta w prze-
dziale (a, b), jest w nim (VBG), wowczas przedziat ten jest suma
ciggu zbiorow domknietych Pn, na ktérych F (x) jest o wahaniu
skonczonem. Oznaczmy, dla kazdego n, przez Fn(x) funkcje rowng
F (x), jesli x z Pn, oraz linjowg w przedziatach przylegtych do Pn.
Okreslone w ten sposéb funkcje sg — wszystkie — o wahaniu
skoficzonem w catym przedziale (a, b) i, na mocy twierdzenia 11
§ poprzedniego, kazde z réwnan

Fn{x) = a

posiada — dla prawie kazdej wartosci a — skonczong conajwyzej
ilo$C pierwiastkdw. Teinsamem, réwnanie
F(x) =a
® katwo zauwazy¢, iz w tym przypadku zatozenie ciggtosci jest juz
niezbedne: w samej rzeczy, funkcja F (x) —sin— (7'(0) = 0) jest funkcja (ACG¥),
nie spetniajac oczywiscie warunku (77).
2 Fund. Math., t. 8, (1926), p. 167.

3 Zalozenie ciagtosci funkcji F (x) daje sie tatwo usungé i z tegjo twier-
dzenia (podobnie jak z tw. 11).
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posiada —dla prawie kazdej warto$ci a— conajwyzej przeliczalng
mnogo$¢ rozwigzan i funkcja F (x) spetnia warunek (T2.

88 Zrozwazan tego 8§ wynika¢ pedzie, iz kazda funkcja,
ktora spetnia warunek (T2, —jakkolwiek moze nie by¢ naogot
nigdzie rozniczkowalna — posiada jednak zawsze pochodng ozna-
czong w pewnej nieprzeliczalnej mnogosci punktow. Co wiece),
okaze sie, iz na to, aby funkcja, spetniajgca warunek (T2, byta
monofoniczna, wystarczy juz tylko, aby pochodna jej zachowywata
znak staty niemal wszedzie tam tylko, gdzie istnieje. Udowodni-
my przedewszystkiem nastepujacy

Lemmat. Jesli P jest dowolnym zbiorem domknietym prze-
liczalnym, wowczas zawiera zawsze dwa punkty odosobnione a, b,
takie, iz przedziat (a, b) nie zawiera juz wewnatrz zadnego punktu
zbioru P.

Dowéd. 1° Lemmat jest widoczny w przypadku, gdy zbior
P wogble nie posiada punktow skupienia. Rowniez, jesli zbior P
zawiera dokfadnie jeden tylko punkt skupienia £ wowczas pozo-
state punkty zbioru P tworzg —z jednej conajmniej strony punktu
£ — ciag monofoniczny nieskonczony. Spostrzegamy natychmiast
iz kazde dwa kolejne punkty takiego ciggu dajg zadang pare
punktow.

2° Niech teraz P bedzie dowolnym, domknietym i przeliczal-
nym, zbiorem punktow i niech Pt oznacza zbiér jego punktéw
odosobnionych. Przypadek, gdy P = Pu zostat juz wyzej roz-
strzygniety; mozna tedy zatozyC, iz zbior P — Pl nie jest pusty;
poniewaz za$ jest oczywiscie domkniety i przeliczalny, przeto
zawiera napewno punkty odosobnione.) Niech £e P —Px bidzie
takim punktem; pewien, dostatecznie maty, przedziat (E—h, £+ h)
nie zawiera tedy — précz punktu £ — zadnych innych punktéw
zbioru P —Px; z drugiej strony, punkt £ jest oczywiscie punktem
skupienia zbioru PIf i cze$¢ zbioru P, zawarta w przedziale
(i —h, £+ fi), posiada przeto doktadnie jeden punkt skupienia,
mianowicie punkt £ W mysl tedy 1° mozemy z niej wyjaé pare
punktow, spetniajaca zadane warunki.

Twierdzenie 13 Jezeli funkcja F (x), skofczona i ciggta
w przedziale {a, b), spetnia w tym przedziale warunek (T2, wowczas

W przeciwnym bowiem wypadku zbiér P — P, bytby doskonaty,
a wiec nieprzeliczalny (por. np. Sierpinski, T. O,p. 217, lub Wstep, p. 105.
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@ -IFN < FO- F@< [FP)I,

gdzie P, wzgl. N, oznacza zbior tych wszystkich punktow przedziatu
(@ b), w ktorych funkcja F (x) posiada pochodng oznaczong tiieu-
jemna, wzgl. niedodatnia.

Dowod.  Wystarczy udowodnic tylko, iz
) P(b)-F(a)<\F(P)\;

zastepujac funkcje F(x) przez F (—Xx), przechodzimy natychmiast
do drugiej z nierdwnosci zawartych w zwigzku (1).
Mozemy zatozyC, iz

©)) F(b)>F (@),

poniewaz w przypadku przeciwnym nieréwnos¢ (2) staje sie oczy-
wiscie banalna.

Niech Y oznacza zbidér tych wartosci funkcji F (x), ktore
funkcja ta przyjmuje conajwyzej przeliczalng iloSC razy w prze-
dziale (a, b). Mamy wdwczas — jako ze funkcja ta spetnia, z za-
tozenia, warunek (Tf) —

4) F(b)-F(a)K\V\.

Pokazemy przedewszystkiem, iz kazdemu punktowi y eY
przyporzadkowa¢ mozna jednoznacznie pewien punkt Xy przedziatu
(@ b), spetniajacy warunki nastepujace: .

©) Fy) =y,

(6) ' F(Xy)> 0,

(7)  xy jest punktem odosobnionym zbioru ££[’\££) =/7")].
W samej rzeczy, niech y e Y; rozréznimy dwa przypadki:
1° Zbidér £[~(£)="] sktada sie z jednego tylko

punktu, ktéry oznaczymy wowczas przez xy. Punkt ten spetnia
oczywiscie warunki (5), (7), a nadto —zwazywszy na (3) — spet-
nia zarazem warunek (6).

2° Zbior zawiera wiecej niz jeden
punkt, poniewaz za$ jest conajwyzej przeliczalny, przeto — na
mocy lemmatu poprzedniego — zawiera napewno pare punktow
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odosobnionych takich, iz przedziat, zawarty miedzy niemi, nie
posiada juz w swem wnetrzu punktéw rozwazanego zbioru. W je-
dnym tedy przynajmniej z tych dwu punktéw pochodna gorna
funkcji F jest nieujemna. Punkt ten oznaczymy w tym przypadku
zndéw przez xy i stwierdzamy natychmiast, iz spetnione sg przezen
rowniez warunki (5), (6), (7).

Niech teraz X bedzie zbiorem wszystkich, wyznaczonych
w ten sposob punktéw xy dlay e Y, i niech z kolei Xt, oznacza
zbidr tych punktow x e X, w ktorych funkcja F(x) posiada po-
chodng oznaczong. Mamy wdwczas, z jednej strony, z uwagi na (6),

*IC P,
z drugiej za$ na mocy (7) oraz lemmatu § 6,
= \F(X)\,

a wiec, zwazywszy na (4),
F(b) - F(a)< IN=\F(*)! = [F(XJ \<\F(P)\,
co nalezato udowodnié.

Z udowodnionego twierdzenia wynika jako bezpo$redni wnio-
sek nastepujgce

Twierdzenie 14 Na to, aby funkcja skofczona i ciggla
F (x), spetniajgca w przedziale (a, b) warunek (T2 (a wiec, w szcze-
golnosci, kazda funkcja ciagta o uogo6lnionem wahaniu skonczo-
nem,)), byla monotoniczna niemalejgca w tym przedziale, konieczne
jest i wystarcza, aby pochodna jej F'(x), byla nieujemna w niemal
kazdym punkcie, w ktorym istnieje.

Dowdd. Konieczno$¢ powyzszego warunku jest wi-
doczna. Dostateczno$¢ wynika natychmiast z nieréwnosci

O<F (x2- Ffo),

ktora, jesli warunek nasz jest spetniony, zachodzi — na mocy
twierdzenia poprzedniego — dla kazdej pary punktow *1, *2
(xt< x2 przedziatu (a, b).

) Twierdzenie to — dla zwyktych funkcji o wahaniu skohczonem —
wynika takze z pewnych twierdzen de la Vallee-Poussina (/.Z., p. 93).
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*Funkcje spetniajgce warunek (A)).

8 9. Twierdzenia § poprzedniego, dotyczace funkcji spetnia-
jacych warunek (72, przenosza sie —w szczegdlnosci—na funkcje
spetniajace warunek (N), a nawet —dla funkcji tych—moga by¢
w sposéb istotny zaostrzone. Udowodnimy tu mianowicie, iz
warunek (Al) pociaga za sobg zawsze warunek (T2. Dowdd tego
twierdzenia — ktore zawdzieczamy Banachowil) — opiera
sie na dwu lemmatach nastepujacych

Lemmat 1 Jezeli F(x) jest dowolng funkcjg ciggtg w prze-
dziale (a, b) i Q dowolnym zbiorem domknietym, zawartym w tym
przedziale, wowczas istnieje zawsze taki zbior mierzalny R G_Q iz
kazda wartos¢ y e F (Q) przyjmowana jest na R dokladnie raz
jeden.

Dowdd. Oznaczmy, dla kazdej wartosci y ¢ F (Q), przez xy
dolny kres zbioru Q.E [/(&) = y], domknietego z uwagi na ciggtosc
funkcji F. Niech R bedzie zbiorem wszystkich okreslonych w ten
sposob punktow xy dlaye/7"). Na zbiorze tym, ktory zawiera
sie oczywiscie w Q, kazda wartos¢ y €/7(Q) przyjmowana jest
przez funkcje F (x) dokfadnie raz jeden. Pozostaje przeto udo-
wodni¢ tylko, iz zbidr R jest mierzalny.

Oznaczmy w tym celu, dla kazdej liczby naturalnej n, przez
Pkt mnogo$¢ tych punktow x przedziatu (a, b), dla ktérych istniejg
w tym przedziale punkty £e Q spetniajgce warunki

Mamy wowczas

Ale z uwagi na ciagtos¢ funkcji F (a:)) kazdy ze zbioréw Pn
jest, jak tatwo zauwazyé, domkniety; zbior Q jest rowniez —
z zatozenia — domkniety. Mnogo$¢ R jest przeto oczywiscie
mierzalna.

Lemmat 2 Jezeli F (&) jest dowolng funkcjg ciggta, spetnia-
jaca warunek (N) w przedziale (a, b), i Q dowolnym zbiorem mie-

> Fund. Math., t. 8, (1926), p. 169.
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rzalnym, zawartym w tym przedziale, wowczas istnieje zawsze
zbiér mierzalny R (Z Q taki, iz

2° kazda wartosc¢ przyjmowana jest przez funkcje F (x) na R
conajwyzej tylko przeliczalng mnogos¢ razy.

Dowdd. Zbior Q jako mierzalny, przedstawi¢ mozemy
W postaci

gdzie {Q< jest ciggiem zbiorow domknietych i M pewnym zbio-
rem miary zero. Na mocy lemmatu poprzedniego kazdemu zbio-
rowi Qnprzyporzadkowa¢ mozemy pewien zbior mierzalny RnZ n
taki, iz kazda warto$¢ y ¢ F (Qn) przyjmowana jest na Rn doktad-
nie raz jeden. Kiadac tedy

otrzymujemy zbidr mierzalny R, na ktorym kazda warto$¢ przyj-
mowana jest conajwyzej przeliczalng mnogo$¢ razy. Z drugiej
strony, poniewaz funkcja F (&) spetnia warunek (N), zatem

a wiec, zwazywszy na
mamy

Zbioér R spetnia tedy wszystkie zgdane warunki.

Twierdzenie 15 Jezeli funkcja ciggta® F (X) spehnia
w przedziale | = {a, b) warunek (N), wowczas spetnia zarazem wa-
runek (T,).

Dowdd. Przyjmiemy nastepujgce oznaczenia.
Dla kazdego zbioru mierzalnego Q QC I nazwiemy zbiorem Q*
kazdy zbiér mierzalny R Z Q taki, iz

b Twierdzenie tp rozszerza sie bez trudu, dzieki twierdzeniu Luzina
(11, 813), na dowolne funkcje mierzalne; zatozenie mierzalnos$ci jest tu
niezbedne.
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2° kazda wartos¢ przyjmowana jest przez funkcje F na R
conajwyzej tylko przeliczalng mnogos¢ razy.

Na mocy lemmatu poprzedniego kazda mnogo$¢ mierzalna
QC / zawiera zbiory Q~ gorny kres miar tych zbioréw oznaczy-
my tu — dla skrocenia — przez  (Q).

Zauwazymy przedewszystkiem, iz kazdy zbiér mierzalny
Q(f I zawiera zbior @* ktorego miara rowna jest (Q). W sa-
mej rzeczy, dla kazdej liczby naturalnej n, istnieje napewno taki
zbior @ Rn iz

Kiadac tedy

otrzymujemy zbidr R, ktérego miara rowna jest oczywiscie, z uwagi
na (1), liczbie (Q) i ktéry — jako suma ciggu zbioréw —
jest rowniez pewnym zbiorem Q.

Niech teraz T bedzie pewnym zbiorem /* spetniajgcym
warunek

Wowczas

a wiec, poniewaz funkcja (&) spetnia warunek {N), przeto

Ale kazda wartos¢, ktdrej funkcja F (a;) nie przyjmuje w zbio-
rze 1 —T, przyjmowana by¢é moze tylko w zbiorze T, a wiec —
conajwyzej tylko przeliczalng mnogo$¢ razy. Funkcja F (x) spet-
nia tedy warunek (T2.

Z twierdzenia powyzszego wyprowadzimy nastepujace

Twierdzenie 16. Na to, aby funkcja F (x), skonczona
i ciggta w przedziale I, byla w przedziale tym ciggta bezwzglednie,
konieczne jest i wystarcza, by funkcja ta spetniata warunek (N)
oraz by
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gdzie R oznacza zbior tych punktow przedziatu I, w ktorych funk-
ca F (x) jest rozniczkowalna i posiada pochodng nieujemna.

Dowdd. Konieczno$¢ podanych warunkéw jest widocz-
na,¥ pozostaje tedy udowodni¢ tylko ich dostatecznos$¢. Za-*
t6zmy, iz funkcja F (a) spetnia warunek (n) oraz iz pochodna
jej F'(x) jest sumowalna na zbiorze R. Oznaczmy, dla kazdej pary
punktow a, b Ul {a< b), przez R, cze$¢ zbioru R, zawartg w prze-
dziale (a, b), oraz przez Na zbiér tych punktéw tego przedziatu,
w ktorych funkcja F (&) posiada pochodng oznaczong réwna + co.
Ale (tw. 6, § 3)

171=0,

a wiec, poniewaz funkcja F (x) spetnia warunek (N), réwniez
\F (V) =0,

skad, zwazywszy na tw. 13 § poprzedniego oraz twierdzenie 7
rozdz. VIII (8§ 12),

F (6) - F (ax |F (RB+NB|=|F (RB)|<j <

Oznaczajac tedy przez g (x) funkcje réwng F'(x) w punktach
zbioru R oraz zeru poza tym zbiorem, mamy dla kazdego prze-
dziatu (a, b), zawartego w /,

b
F o) —F @ <J g ® dx,

a te — z uwagi na (3) — funkcja g (x) jest sumowalna w prze-
dzale /, przeto z nieréwnosci powyzszej wynika, iz wahanie gor-
ne funkcji F[x) jest w przedziale tym skonczone, a wiec, iz
funkcja F (=) jest o wahaniu skonczonem. Poniewaz za$S spet-
nia warunek (N), zatem (VIII, 8 12, tw. 8) jest zarazem bezwzgled-
nie ciggta.

Twierdzenie powyzsze (w nieco stabszem sformutowaniu) udowodnione
zottatlo przez Nine Bary (Comptes Rendus, t 189, (1929), p. 441). Woynika
zer — w szczeg6lnosci — iz, jesli pochodna funkcji F (x), ciaglej i spetniajacej
wa-unek (N), jest nieujemng (wzgl. niedodatnia) w prawie kazdym punkcie, w kto-
ryn funkcja F (x) jest rézniczkowalna, wowczas funkcja ta jest monotoniczna nie-

9 Por. rozdz. VIII, § 11, tw. 5.

(x)dx.
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malejagca (wzgl. nierosnaca). Uwaga ta zawiera istotne uogoélnienie twierdzenia
6 rozdz. poprzedniego (§ 11).

Twierdzenie 16 moze byc dalej jeszcze uogolnione: jesli funkcja ciggta F (xj
spetnia warunek (N) i funkcja g {x) — réwna F'(x) w tych punktach, w ktéryc\h
funkcja F (x) jest rozniczkowalna, oraz zeru poza temi punktami — posiada funk'-
cje zwyzszajaca w sensie Perrona, wdwczas funkcja F {x) jest calkg nieozna-
czong (™) (lub —co jest rownowazne ¥ —uog6lniong funkcjg bezwzglednie cig -
gl w znaczenia wezszem).

*Warunek (D).

§ 10. Z rozdz. poprzedniego (§8 12) wynika, iz funkcja, kto-
ra posiada pochodng oznaczong i skonczong w niemal kazdym punk-
cie pewnego zbioru, spetnia na zbiorze tym warunek (N). W rozdz.
obecnym (tw. 9, § 5) wzmocniliSmy ten wynik, zastepujac w twier-
dzeniu powyzszem pochodng oznaczong przez jakgkolwiek
z czterech liczb pochodnych Dini’ego. Widoczne jest, iz
w uogolnieniu tem nie mozna iS¢ dalej — w Kierunku zastgpie-
nia pochodnej Dini’ego przez dowolng liczbe pochodng posred-
nig (Ill, § 1); tatwo jest — istotnie — poda¢ przyktad funkcji
(nawet — ciagtej), ktora w kazdym punkcie pewnego zbioru mia-
ry zero posiada pewng liczbe pochodng posrednig rowng zeru,
a ktéra — mimo to — przyporzadkowuje zbiorowi temu obraz
miary dodatniej.

Niemniej, rozszerzy¢ mozna rozwazane twierdzenie na pe-
wng specjalng klase liczb pochodnych posrednich; nowe to uogol-
nienie wynikow rozdziatu poprzedniego wigze sie z teorjg apro-
ksyinatywnej rozniczkowalnosci funkcji (VIII, § 5).

Przyjmiemy definicje nastepujace:

Bedziemy mowili, iz funkcja F (x) spetnia w pewnym punk-
cie aDwarunek (D), jesli istnieje taki zbior Q o gestosci rdz-
nej od zera w punkcie X0 oraz taka liczba skoriczona N, iz dla
kazdego punktu x e Q

@) \F (x) - F(xQ\< N .\x - xO\;

bedziemy mowili, iz funkcja F (x) spetnia w punkcie x0
warunek D (a N) — gdzie a, N oznaczajg dowolng pare liczb
dodatnich, skofczonych —jesli istnieje zbior mierzalny o gestosci
goérnej > a w punkcie xO0taki, iz w kazdym punkcie tego zbio-
ru spetniona jest nierownosc (1).

¥ Por. rozdz. X, § 13.
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tatwo zauwazyé, iz, jesli funkcja mierzalna posiada w ja-
kim$ punkcie skonczong pochodng aproksymatywna, lub ogdlniej —
jesli posiada w nim skonczong jedng z czterech pochodnych
aproksymatywnych krancowych (VIII, § 5), wowczas temsamem
spetnia w tym punkcie warunek (D). Istotnie, zatézmy np., iz
skoriczona jest liczba pochodna aproksymatywna

funkcji mierzalnej F () w punkcie xQ
Zbior

posiada wowczas w punkcie x0 gestos¢ prawostronng rowng zeru,
zbior natomiast

posiada w tymsamym punkcie gesto$¢ prawostronng gorng do-
datnig. Wynika stad oczywiscie, iz zbior

posiada w punkcie a0 réwniez gesto$¢ gorng dodatnia, a wiec, iz
funkcja F (x) spetnia w punkcie x0 warunek (D).

8 11. Udowodnimy, iz funkcja mierzalna *), spetniajagca nie-
mal wszedzie w przedziale warunek (D), spetnia zarazem w tym
przedziale warunek (N) Luzina.

Rozbijemy dowdd tego twierdzenia na pare prostszych lem-
matow.

Lemmat 1 Jesli pochodna funkcji monotonicznej niemalejacej

F (x) jest w prawie kazdym punkcie oewnego zbioru Q wieksza od
liczby dodatniej N, wowczas:

1) Zalozenie mierzalnosci moznaby zresztg tatwo tu usunagc.
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gdzie M i m oznaczajg odp. kresy gorny i dolny wartosci funkcjji
F(x) na zbiorze QI).

Dowdd. Niech Qn oznacza zbidr tych wszystkich punktow
X z Q, dla ktérych nieréwnosé

pocigga za soba, dla kazdego punktu X', nieréwnos¢

Zbiory Qfl tworzg cigg monotoniczny, niemalejacy, przyczenn

gdzie R jest pewnym zbiorem miary zero. Zatem

Oznaczmy dla kazdej liczby catkowitej i, przez Qh czes¢

zbioru Qn zawartg w przedziale V przez al bh wzgl. a*
\n n )

(3—odp. kresy gérny i dolny kazdego niepustego zbioru Qj,

wzgl. F (Qj). Ukfad przedziatow (aj, bj), dla kazdej ustalonej war-

tosci wskaznika n, pokrywa odpowiedni zbior Qn Mamy tedy dla

kazdego n:

gdzie sumowanie ™ irozcigga sie na te wszystkie wartosci wskaz-
1

nika i, dla ktorych odpowiedni zbioér Qj nie jest pusty.
Podobniez, ze wzgledu na monotoniczny charakter funkcji

F (x), zadne dwa przedziaty (aj, (3) o tymsamym wskazniku a,

lecz roznym wskazniku i, nie zachodzg na siebie; poniewaz za$

wszystkie te przedziaty zawarte sg w przedziale (m, M), przeto,

dla kazdego n:

b W nieréwnosci (1) mozna tatwo zastgpi¢ wyrazenie M —m przez

117(6)1-
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gdzie znak sumowania rozcigga sie na tesame wartosci wskaz-

nika i, jak w nieréwnosci (4).
Niech teraz x,y (x”.y) oznacza dowolng pare punktow
zbioru Qf Mamy dla kazdej takiej pary, na zasadzie (2),

skad, przez przejscie do granicy, gdy x —ah y —bh,

i z uwagi na nieréwnosci (4) i (5),
M—m> N.|Qnl;

skoro teraz n —co, nierdbwno$¢ powyzsza daje, na mocy (3), z3-
dany zwigzek (1).

Lemmat 2 Jezeli, dla pewnej pary liczb dodatnich, skonczo-
nych a, A funkcja F (x), mierzalna w przedziale (a, b), spetnia wa-
runek D (a, N) w kazdym punkcie pewnego zbioru Q zawartego
w tym przedziale, wowczas:

Dowo6d. Przyja¢ mozemy, iz przedziat (a, b) jest skonczony;
w przypadku przedziatu nieskonczonego nierownos¢ (6) jest oczy-
wista.

Niech, dla kazdej liczbyy, H (y) oznacza miarg zbioru wszyst-
kich punktow a; przedziatu {a, b), spetniajacych nieréwnosé

(6) F(x)<y.

Okreslona w ten sposob funkcja H {y) jest oczywiscie nie-
malejgca w catym przedziale nieskoriczonym (—oo0, + oo0) zmien-
nej y i spetnia w catym tym przedziale nierownos¢
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Niech yQbedzie dowolnym punktem zbioru F (Q), w ktérym
funkcja H (y) posiada pochodng oznaczong; oszacujemy z dotu
warto$¢ tej pochodne;j.

Niech, w tym celu, x0 bedzie jakimkolwiek punktem mno-
gosci Q, w Kktorym

I niech e bedzie dowolng, mniejszg od 1, liczbg dodatnig. Ponie-
waz funkcja F (x) spetnia w punkcie xOwarunek D (a, N), istnieje
zatem pewien przedziat / zawierajacy punkt xQ o diugosci < g
i taki przytem, iz, oznaczajac przez A zbior punktdw a; tego prze-
dziatu, dla ktérych

mamy

Niech y', y" beda odp. kresami — gornym i dolnym — war-
tosci funkcji F (x) na zbiorze A; potdzmy dla skrdcenia

Poniewaz punkt x0 nalezy napewno do A, zatem

nadto, z uwagi na (8),

a wiec réwniez:

Mamy teraz z uwagi na definicje funkcji Fl (y) i zbioru A,
oraz na nierdbwnos$¢ (9):



277 8 U

Zatem, ze wzgledu jeszcze na (12),

Poniewaz za$ e moze by¢ dowolnie matg liczbg dodatnig
i funkcja H (y) posiada w punkcie y0pochodng, przeto, zwazywszy
na (10) i (12), otrzymuje sie z ostatniej nierdwnosci:

Nieréwno$¢ powyzsza zostata tedy udowodniona dla kazdego
punktu y0 mnogosci F (Q), w ktérym funkcja H (y) jest rdznicz-
kowalna, a wiec — na zasadzie twierdzenia Lebesgue’a —
w prawie kazdym punkcie zbioru F (Q). Stosujgc tedy lemmat 1
do funkcji H (y) oraz zbioru F(Q), otrzymujemy z uwagi na (7)
i oszacowanie (13)

Twier dzetiie 17. Jezelifunkcja F (x), okreslona i mierzalna
w przedziale (a, b), spetnia warunek (D) w niemal kazdym punkcie
pewnego zbioru Q miary zero, zawartego w tym przedziale, woéwczas

Dowod. Niech Qn(n =1,2,...) oznacza zbior tych wszyst-

kich punktow zbioru Q ktore spetniajg warunek D ) . Mamy
wowczas

0 Zardwno w sformutowaniu lemmatu 2, jak i twierdzeh 17, 18, 19, zato-
zenie mierzalnosci funkcji F () moze by¢ tatwo usuniete, przyczem dowody
ulegna zaledwie formalnej modyfikacji: wystarczy w dowodzie lemmatu 2 zde-
finjowa¢ funkcje H (y), jako miare wewnetrzng mnogosci punktéw, spet-
niajagcych nieréwnos¢ (6')-

Nadto, korzystajac z pewnych twierdzen Denjoy-Khintchine’a
0 rozniczkowalnosci aproksymatywnej, skresli¢ mozna po stronie prawej

2
nieréwnosci (6) spétczynnik —. Ogdlniej, udowodni¢ mozna nastepujace twier-
a

dzenie: jesli, dla pewnej statej liczby N, funkcja dowolna F (x) spetnia warunek
D (0, N) w niemal kazdym punkcie pewnej mnogosci Q, woéwczas:
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gdzie R, a wiec i F(R), sa pewnemi zbiorami conajwyzej przeli-
czalnemu Nadto zbiory Qn a wraz z niemi i zbiory F(Qn), tworzg
ciggi monotoniczne niemalejgce. Zatem

Niech teraz £ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Kazdemu
ze zbiorébw Qn przyporzadkowa¢ mozemy zawierajacy go zbior
otwarty Gn taki, iz

Mozemy z kolei przedstawi¢ kazdy z tych zbiorébw Gn w postaci

gdzie {lk) (k = 1,2,...) tworza, dla kazdego n, ciag przedziatow
otwartych, roztgcznych. Na mocy lemmatu poprzedniego mamy,
dla kazdej pary wskaznikow n, K,

a Wiec:

Poniewaz za$ s jest dowolng liczbg dodatnig, przeto, dla
kazdego n,

a, ze wzgledu na (14), rowniez

Z udowodnionego twierdzenia — tgcznie z twierdzeniem 8
8 5 — wynika natychmiast

Twierdzenie 18 Jezeli w niemal kazdym punkcie prze-
dziatlu (a, b), w ktdrym okreSlona jest pewna funkcja mierzalna,
skoficzona F (x), funkcja ta spetnia warunek (D) lub tez posiada
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przynajmniej jedng z czterech pochodnych Din dego skoriczong, wow-
czas funkcja F{x) spetnia w {a, b) warunek {N).

Jak pokazaliSmy juz na poczatku tego §, funkcja mierzalna,
ktéra posiada w jakim$ punkcie skonczong jedng z pochodnych
krancowych aproksymatywnych, spetnia zarazem w tym punkcie
warunek (D); w twierdzeniu poprzedniem zawiera sie tedy na-
stepujace

Twierdzenie 19. Jezeli w niemal kazdym punkcie prze-
dziatu {a, b) funkcja mierzalna i skoriczona posiada skoriczong przy-
najmniej jedna z liczb pochodnych krancowych—zwyktych {DinTe-
go) lub aproksymatywnych — wéwczas funkcja ta spetnia w tym
przedziale warunek {N).

Pewne klasy funkcji (VBG*) i (ACG*).

8§ 12 W § tym oraz nastepnych podamy pewne kryterja
Denjoy, ktére na zasadzie zachowania sie liczb pochodnych po-
zwalajg zaliczy¢ funkcje do jednej z klas (VBG), {ACG), {VBG*)
i {ACG»).

Kryterja te stanowig podstawe dla doktadniejszego zbadania
stosunku catek Denjoy) do funkcji pierwotnej. WidzieliSmy
juz (VII, 8 1), iz rézniczkowalno$¢ funkcji w catym nawet prze-
dziale nie pocigga za sobg naog6t bynajmniej jej ciggtosci bez-
wzglednej. Przeciwnie, z itwierdzen, ktére podamy w dalszym
ciggu tego rozdziatu, wynika¢ bedzie, iz juz znacznie stabsze za-
tozenia anizeli r6zniczkowalno$¢ decydujg o bezwzglednej
ciggtosci uogdlnionej.

Udowodnimy przedeW&zystkiem nastepujgce

Twierdzenie 20. JeSli F(a; jest funkcjg okreSlong i skon-
czong w pewnym przedziale {a, b), wowczas zbiér tych punktow
przedziatu, w ktérych spetniona jest jedna przynajmniej z nieréwnosci

jest suma ciggu zbioréw takich, iz na kazdym z nich funkcja F {x)
jest o wahaniu skonczonem w znaczeniu wezszem.

B Por. rozdz. nastepny §fi.
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Dowdd. Oznaczmy przez A, wzgl. B, zbior tych punlktow,
w ktorym spetniony jest warunek (1), wzgl. (2). Udowodnimy,
iz rozktad, podany w sformutowaniu naszego twierdzenia usku-
teczni¢ sie daje dla zbioru A; w analogiczny sposéb rozktadla sie
oczywiscie zbior B.

Niech, dla kazdej liczby naturalnej n, An oznacza zbior punk-
tow x e A takich, iz nierébwno$¢

pocigga za sobg dla dowolnego punktu x' przedziatu (a,, b)

Oznaczmy dalej, dla kazdej liczby naturalnej n (oraz caitko-
witej i, przez A 1cze$¢ zbioru An zawartg w przedziale {n_ . 3.

Przez ah bh oznaczymy odpowiednio kresy — dolny i gormy —
zbioru Ah.

Pokazemy, iz funkcja F (x) jest o wahaniu skoriczoneim w :zna-
ezeniu wezszem na kazdym ze zbiorow An.
Niech, w tym celu,

bedziemy mieli wéwczas, ze wzgledu na (4), dla kazdego pumktu
x £An\ kazdego punktu x\ spetniajgcego nierownos¢ ("3),

W szczeg6lInosci tedy, jesli xi9x2 (f x2 oznaczta dlowodng
pare punktéw zbioru Ah wowczas

dla kazdego za$ punktu x\ zawartego w przedziale (xu, a), Ibe-
dziemy mieli:

% Niektore z tych zbioréw moga by¢, rzecz prosta, puste.
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oczywiscie:
(?)

Niech teraz / = (xu x2 (' -<x2 bedzie dowolnym prze-«
dziatem, ktorego krance nalezg do zbioru Aj. Bedziemy mieli
wowczas, dla kazdego punktu x' e,

a wiec, z uwagi na (6),
skad

Dla kazdego tedy ukfadu przedziatow llt 12 ... Ik, ktorych
krance naleza do zbioru Ah:

poniewaz za$ n jest dla kazdego poszczegdlnego zbioru Aj liczbg
stalg, przeto z nieréwnosci tej wynika, iz funkcja F(x) jest bez-
wzglednie ciggta w znaczeniu wezszem na kazdym ze zbiorow
A h\ wzor (7) okresla tedy zadany rozkiad zbioru A

Z ostatnich dwu twierdzen otrzymujemy natychmiast naste-
pujace

Twierdzenie 22 1° Jesli liczby pochodne funkcji F (x),
okre$lonej i skorczonej w pewnym przedziale (a, b), spetniajg w nie-
mal kazdym punkcie x tego przedziatu przynajmniej jedng z nie-
rownosci:

wowczas F (x) jest w rozwazanym przedziale funkcja o uogdlnio-
nem wahaniu skorczonem w znaczeniu wezszem.
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2° Jesli ponadto funkcja F(x) jest w przedziale {a, b) ciagta
i jej liczby pochodne w niemal kazdym punkcie spetniajg przynajmniej
jeden z warunkéw (10) lub (11), wéwczas funkcja F (x) jest w roz-
wazanym przedziale uogdlniong funkcjg bezwzglednie cigglg w zna-
czeniu wezszem.

W szczegolnosci, z drugiej czesci powyzszego twierdzenia
wynika, iz, jesli funkcja ciggta w jakim$ przedziale {a, b) jest
w niemal kazdym punkcie tego przedziatu rézniczkowalna — przy-
najmniej jednostronnie — wowczas jest w tym przedziale uogdl-
niong funkcja bezwzglednie cigglta w znaczeniu wezszem.

*§ 13, Opierajac sie na twierdzeniu 9 8§ 5 mozemy wzmocnic¢
kryterjum podane w drugiej czesSci twierdzenia 22.

Twierdzenie 23. Jesli funkcja F(x), okreslona i ciagta
w pewnym przedziale (a, b), posiada w niemal kazdym punkcie tego
przedziatu skonczone badz dwie pochodne Din i‘ego z jednej strony,
badZz jedng z pochodnych krancowych obustronnych F (x), F (),
woéwczas funkcja ta jest w przedziale {a, b) uogolniong funkcjag
bezwzglednie cigglag w znaczeniu wezszem.

Dowod. Z twierdzenia poprzedniego (1°) wynika, iz roz-
wazana funkcja jest o uogélnionem wahaniu skoriczonem w zna-
czeniu wezszem w przedziale (a b), z twierdzenia 9 (§ 5) za$, iz
spetnia w tym przedziale warunek (N). Z uwagi tedy na twier-
dzenie 15 rozdziatu poprzedniego (8 18), funkcja ta jest uogolniong
funkcjg bezwzglednie ciggta w znaczeniu wezszem.

Pewne klasy funkcji (VBG) i (ACG).

§ 14. Podamy teraz analogiczne warunki rdézniczkowe do
tych, jakie byty rozwazane w § poprzednim, tym razem dla funkcji
0 uogolnionem wahaniu skonczonem w znaczeniu szerszem.

Twierdzenie 24. Jesli funkcja F (x) jest okreSlona i skon-
czona w pewnym przedziale {ayhb), wowczas zbiér tych punktow
przedziatu, w ktorych spetniona jestjedna przynajmniej z nierdwnosci
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jest sumg ciggu zbioréw takich, iz na kazdym z nich funkcja F (X)
jest o wahaniu skoriczonem.

Dowdd. Oznaczymy przez A i B zbiory punktéw, w kto-
rych spetnione sg odp. nierownosci (1) i (5). Roztozymy kazdy
z tych zbioréw na sume ciggu mnogosci, na ktorych funkcja F (&)
jest o wahaniu skonczonem. W analogiczny, rzecz prosta, sposob
uskutecznia sie zadany rozktad dla kazdego z czterech pozosta-
tych zbioréw, okreSlonych odp. przez zwiazki (2), (3), (4) i (6).

1° Oznaczmy, dla kazdej liczby naturalnej n} przez An zbidr
tych wszystkich punktow x e A, dla ktorych nieréwnosc¢

pocigga za sobg, dla kazdego punktu x' rozwazanego przedziatu,

Oznaczmy dalej, dla kazdej liczby naturalnej n oraz catkowitej i,
przez Ah czes¢ zbioru An zawartg w przedziale " Niech

Dla kazdej pary punktdw xu x2 (al  x2 zbioru Ah mamy

a wiec, z uwagi na (7),

lub

Funkcja Fn(x) jest tedy monotoniczna, nierosnaca, na kazdym ze
zbiorbw Ah; kazdy z tych zbioréw przedstawi¢ zatem mozna
jako sume ciggu zbiorow Af (j =1, 2 ...) takich, iz na kazdym
z nich funkcja Fn(x), jest monotoniczna i ograniczona, awiec
o wahaniu skoczonem. Wraz z nig o wahaniu skonczonem na
zbiorze Af jest oczywiscie rowniez i funkcja F (x) = Fn(x) -Fnx.
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Rozkfad tedy zbioru A

jest rozktadem o zgdanej wiasnosci.
2° Zajmiemy sie z kolei zbiorem B, t. j. zbiorem tych pun-
ktow x przedziatu (a, b), w ktérych spetniona jest nierownosc (5).
Z definicji gérnej pochodnej aproksymatywnej (VIII, § 6)
wynika natychmiast, iz kazdemu punktowi x z B przyporzadko-
wa¢ mozna liczbg naturalng n taka, iz zbior

posiada w punkcie x punkt rozrzedzenia.
Jesli tedy oznaczymy, dla kazdej liczby naturalnej n, przez
Bn zbidr tych wszystkich punktéw x £B, dla ktorych nieréwnosc¢

pocigga za sobg, dla kazdej liczby h, jednocze$nie obydwie nie-
rownosci:

wowczas bedziemy mieli

Oznaczmy, dla kazdej liczby naturalnej ti oraz catkowitej I,
przez B cze$¢ zbioru Bn zawartg w przedziale % _n_a' Potoz-

my nadto

Udowodnimy przedewszystkiem, iz funkcja Fn(x) jest mono-
toniczna na kazdym ze zbioréw Bh.
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Niech, w tym celu, xlt x2 (a*™ x 2 bedzie dowolng parg
punktow zbioru Bh. Mamy oczywiscie

ktadac tedy w (8)

bedziemy mieli:

podobniez, ktadac w (9)

otrzymujemy

Nierownosci (10) i (11) pokazuja, iz w przedziale (xt, x2
istnieje napewno punkt y0>ktory nie nalezy do zadnego ze zbiorow

a wiec spetnia jednocze$nie obydwie nieréwnosci:

Dodajac te dwie nieréwnosci, otrzymujemy

lub

Funkcja Fn{x) jest tedy monotoniczna nierosngca na kaz-
dym zbiorze Bh kazdy z tych zbioréw przedstawi¢ zatem mozna
jako sume ciagu zbiorow B2 (/=1,2,...) takich, ze na kazdym
z nich funkcja Fn(x) jest monotoniczna i ograniczona, a wiec
napewno — o wahaniu skonczonem. Temsamem, na kazdym ze
zbiorow BI jest owahaniu skonczonem funkcja F (x) = Fn (-*) -f nx.
Poniewaz za$

przeto twierdzenie nasze jest udowodnione.
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Twierdzenie 25. Jesli funkcja F (g) jest okreslona i skon-
czona w przedziale (a, b), wowczas zbior tych punktow przedziatu,
w ktérych skorczone sg dwie jej pochodne krancowe aproksymatywne
z jednej strony, jest suma ciggu zbioréw takich, iz na kazdym z nich
funkcja F (x) jest ciggta bezwzglednie.

Dowdd. Niech A oznacza zbiér punktow x, w ktdérych
skonczone sg obydwie liczby Ff (x), F+ (a). Przedstawimy zbior
A jako sume ciggu zbioréw, na ktorych funkcja F (x) jest bez-
wzglednie ciggta. Analogicznie roztozy sie zbior tych punktow
X przedziatu, w ktérych skonczone sa pochodne F~f (x), Ff (X).

Kazdemu punktowi x e A przyporzadkowa¢ mozna liczbg na-
turalng n tak, aby zbidr

posiadat w punkcie a; punkt rozrzedzenia (VIII, § 3).
Jesli tedy oznaczymy, dla kazdej liczby naturalnej n, przez
An zbidr tych wszystkich punktéw x e A, dla ktérych nieréwnosé

pocigga za sobg, dla kazdego h,

woéwczas bedziemy mieli:

Oznaczmy dalej (podobnie jak w dowodach twierdzen po-
przednich), dla kazdej liczby naturalnej n oraz catkowitej /, przez

Ar cze$C zbioru An zawartg w przedziale (F - Pokazemy,

iz funkcja F (x) jest ciggta bezwzglednie na kazdym ze zbioréw A h.
Niech w tym celu xi ™ x2 bedg dwoma dowolnemi punk-
tani pewnej mnogosci Ah i niech

Mamy wowczas
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ktadac tedy w (12):

otrzyfnujemy

a wiec tembardziej

Podobnie z uwagi na to, iz

mozemy potozy¢ w (12):

otrzymujac wowczas

Nierowno$¢ ta, wraz z nieréwnoscig (13), wskazuje, iz zbiory

nie wypetniajg — nawet tacznie — przedziatu (x2 x2. Istniejg
tedy napewno w tym przedziale punkty y takie, iz jednoczesnie:

Odejmujgc od siebie stronami te nieréwnosci, otrzymujemy

Jesli tedy {Is= (a5 @)} (s= 1, 2 ... k) oznacza dowolny ukitad
przedziatdw, ktorych krance nalezg do pewnego zbioru A h wow-
czas, na zasadzie (14),
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skad wynika natychmiast, iz funkcja F (x) jest bezwzglednie cig-
gta na kazdym ze zbiorow Ah Rozkfad

jest zatem zadanym rozktadem zbioru A

Z ostatnich dwu twierdzen wynika natychmiast nastepujace

Twierdzenie 26. 1° Jezeli liczby pochodne funkcji F (x),
okreslonej i skonczonej w pewnym przedziale (a, b), spetniajg w nie-
mal kazdym punkcie x tego przedziatu przynajmniej jedng z nie-
rownosci

wowczas funkcja F (x) jest o uogolnionem wahaniu skorczonem
w {a b).

2° Jedli Liczby pochodne funkcji F (x) spetniajg w niemal kaz-
dym punkcie przedziatu (a, b) przynajmniej jeden z warunkéw (21)
lub (22) ijesli ponadto funkcja F (x) jest ciggta, wodwczas jest
uogolniong funkcja bezwzglednie ciggta w (a, b).

Z twierdzenia tego, z drugiej jego czesci, wynika natych-
miast, iz funkcja ciggta, rozniczkowalna aproksymatywnie —choc-
by tylko jednostronnie — w niemal kazdym punkcie jakiego$
przedziatu, jest w tym przedziale uogdlniong funkcjg bezwzgle-
dnie ciggta.

* 8 15. Opierajac sie na twierdzeniu 18 § 11, zaostrzy¢ mo-
zemy drugg cze$¢ twierdzenia poprzedniego.

Twierdzenie 27. Jesli funkcja F(x), ciggta w pewnym
przedziale (a, b), posiada w niemal kazdym punkcie tego przedziatu
skonczong jedng z czterech pochodnych DinTego, badZ tez skon-
czone dwie krancowe liczby pochodne aproksymatywne z jednej, ja-

19
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kiejkolwiek strony, badZ wreszcie skoriczong jedng z dwa pochod-
nych aproksymatywnych krancowych Fa(s), Fa(x), wowczas funkcja
ta jest uogodlniong funkcja bezwzglednie cigglta w przedziale {a, b).

Dowdd. Na mocy twierdzenia 26 (1°) § poprzedniego funk-
cja F (x), spetniajgca warunki zatozenia, jest o uogdlnionem wa-
haniu skonczonem w przedziale {a, b), z uwagi za$ na twierdze-
nie 18 (8 11) spetnia warunek (N). Z twierdzenia 9 (rozdz. VIII,
(8 12) wynika tedy, iz rozwazana funkcja jest uog6lniong fun-
kcja bezwzglednie ciggta.
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ROZDZIAL X

Catki Denjoy.

Uwagi wstepne.

81. Podobnie jak w teorji catki Lebesgue’a oprzemy
i w tym rozdziale wykfad podstawowych wiasnosci catek Den-
joy na t. zw. opisowej definicji tych catek, analogicznej do
podanej w rozdz. IV (8 1) definicji catki Lebesgue’a

Wychodzac z tego okre$lenia catek Denjoy, dojdziemy
z kolei do innej, rownowaznej definicji, ktora—zawarta impli-
cite w tw. 8 (8 11)—odpowiada —w istocie rzeczy, doktadnie
definicji konstruktywnej Denjoy, nie wymagajac wszakze
wprowadzenia liczb pozaskoriczonych. Zastosowanie tego spo-
sobu scharakteryzowania catek znajdzie Czytelnik w dowodzie
twierdzenia Hake’go, ktére, wraz z twierdzeniem Alexan-
droffa-Loomana (8 13), ustala rownowazno$c¢ catki Perrona
ze stabszg z catek Denjoy.

Wreszcie, w § ostatnim rozdziatu podajemy definicje kon-
struktywng rozwazanych catek w postaci, opartej juz wyraz-
nie na indukcji pozaskonczonej. Calki Denjoy wylaniajg sie
tu jako naturalne zamkniecie pewnej herarchji pozaskonczonej
catek coraz ogolniejszych, powstajacych z kojarzenia ze soba,
w okreslonym porzadku, operacji catkowej Lebesgue’a z t. zw.
operacjami niewtasciwemi Cauchy’ego i Harnacka.

Catki Denjoy: definicja, wtasnosci podstawowe.

8 2. Funkcja/ (x), okreSlona w pewnym przedziale /0= {a b),
nazywa sie catkowalna (T>), wzgl. (®*), w tym przedziale,



jesli istnieje taka funkcja (ACG), wzgl. (ACG*), F(x), iz w pra-
wie kazdym punkcie ae/Q

O funkcji F (x) mowimy wowczas, iz jest catka nieozna-
czong (©), wzgl. (®), funkcji / (., . przedziale /0= (a b),
roznice za$ F (b) —F (@), nazywamy catkg oznaczong) (®),
wzgl. (5%, funkcji f (X) na tymsamym przedziale i oznaczamy
przez

wzgl.

Jak wynika natychmiast z twierdzen rozdz. VIII (8§ 11), cakki
nieoznaczone (®), wzgl. (®*), tejsamej funkcji / (x), lub tez dwu
funkcji rownowaznych, rézni¢ sie mogag miedzy sobg conajwyzej
0 stalg. Temsamem catka oznaczona (®), wzgl. (E>*), jest juz
jednoznacznie okres$lona przez funkcje podcatkowsg i nie zmienia
sie, jesli wartosci funkcji podcatkowej ulegng ewent. modyfikacji
w zbiorze miary zero.

Widoczne jest dalej, iz, jesli funkcja / (&) jest catkowalna
(®) [wzgl. (®*)] w pewnym przedziale /0 wowczas catkowalna
jest w temsamem znaczeniu w kazdym przedziale 1d /0 funkcja

przedziatu /d /0

jest pewng funkcjg addytywna i nazywa sie réwniez catkg nie-
oznaczong (®), [wzgl. (©¥)] funkcji f (x) w przedziale /0. Cal-
ki te, uwazane jako funkcje addytywne przedziatu, sa oczywiscie
okres$lone jednoznacznie przez funkcje podcatkowa.

Widoczne jest wreszcie natychmiast, iz, jeSli dwie funkcje
fx(x) oraz /2., sa catkowalne (®) [wzgl. (®*)] w jakim$ prze-
dziale /Q wowczas kazda ich kombinacja linjowa f = A fx-f Bf2

i) Termin ,,o0znaczona" bedzie czesto opuszczany.
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0 spdlczynnikach statych, jest réwniez catkowalna w temsamem zna-
czeniu, przyczem

gdzie catki rozumiane sg w sensie (®) [wzgl. (®*)].

Z twierdzenia 22 (2°) rozdz. poprzedniego (8 12) wynika, iz,
jesli funkcja f (x) jest niemal wszedzie pochodng skonczong (przy-
najmniej jednostronng) pewnej funkcji ciagtej F (a), wowczas funk-
cja f (a) jest catkowalna (®*) i F (x) jest jej calka nieoznaczong
(®*). Catka (®*) obejmuje tedy catke Newtona (VII, § 1)
Analogicznie, w mysl tw. 26 (2°) rozdz. poprzedniego (8 14), jesli
funkcja f (x) jest niemal wszedzie pochodng aproksymatywng skori-
czong (przynajmniej jednostronng) pewnej funkcji ciggtej F (x), wow-
czas funkcja f (x) jest catkowalna (®) i F(x) jest jej catka nie-
oznaczong (©).

Twierdzenie 1 Kazda funkcja catkowalna (®) jest mie-
rzalna i prawie wszedzie skorczona.

Dowdd. Niech F(x) bedzie catkg nieoznaczong (®) funk-
cji /(w*) w pewnym przedziale /. F(x) jest tedy {ACG) w / iprze-
dziat ten przedstawi¢ mozna jako sume ciggu zbioréw domknie-
tych Pn takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x) jest bezwzgled-
nie ciggla. Istnieje przeto (VIII, § 7, tw. 1), dla kazdego n, funkcja
Fn(a) o wahaniu skonczonem w catym przedziale (a, b), iden-
tyczna z F (x) na zbiorze Pn. Wowczas, w prawie kazdym punk-
cie a€Pn,

skad, z uwagi na mierzalno$¢ pochodnej funkcji o wahaniu skon-
czonem, wynika juz mierzalno$¢ funkcji / (x) na kazdym ze
zbiorow Pn, a wiec—w catym przedziale /1. Skonczonos¢ (pra-
wie wszedzie) funkcji f (X) wynika juz bezposrednio z tw. 4
rozdz. VIII (8§ 8).

#® W tenzesam sposéb pokaza¢ mozna, iz—ogdlniej — pochodna apro-
ksymatywna dowolnej funkcji mierzalnej (VBG) jest mierzalna. Ogolniej
jeszcze (rzecz prosta — na innej juz drodze) dowodzi sie, iz obydwie pochodne
aproksymatywne krancowe Fa(x) oraz Fa(x) dowolnej funkcji mierzalnej
F (x) sa zawsze mierzalne; por. Ill, § 2, tw. 1
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Zamiast catka (catkowalno$¢ (®)) mowi sie rowniez catka
(catkowalno$¢) Denjoy w znaczeniu szerszem; po-
dobnie, catke (®*) nazywa sie takze catkg Denjoy w zna-
czeniu wezszem. Termin ,w znaczeniu szerszem"™ be-
dziemy zresztg zwykle pomijali.®

§ 3. Stosunek wzajemny funkcji bezwzglednie ciggtych, funk-
cji (ACG*) oraz (ACG) przesadza o stosunku, jaki zachodzi miedzy
operacjami catkowemi Lebesgue’a i Denjoy. Mianowicie

Twierdzenie 2 Jesli funkcja f {x) jest catkowalng (8)
w przedziale 1Q wowczas jest rowniez catkowalna (®*) w tym prze-
dziale oraz

jesli zas funkcja f (a) jest catkowalna (®*) w 1Q wéwczas jest tem-
samem catkowalna (&) oraz

Pierwszg cze$C powyzszego twierdzenia nalezy tu jeszcze
uzupelni¢ w sposéb nastepujacy:

Twierdzenie 3. Funkcja f (x), catkowalna (®) i prawie
wszedzie nieujemna w pewnym przedziale /Q jest w tym przedziale
sumowalna.

Dowdd. Istotnie, jesli F (x) jest catka nieoznaczong Den-
joy funkcji f (x) prawie wszedzie nieujemnej, wowczas prawie
wszedzie

I, Zwazywszy na twierdzeniu 6 rozdz. VIII (8 11), funkcja F (x)
jest monotoniczna niemalejgca; funkcja / (g), ktora jest prawie
wszedzie jej pochodng, jest temsamem (IV, 8§ 2, tw. 7) sumowalna.

®» Sam Denjoy uzywa dla oznaczenia swego procesu catkowania ter-
minu ,totalisation® dla oznaczenia za$§ samych catek— terminu *tota-
le*; catke (X)*) nazywa Denjoy — dla odrdznienia od catki (XjJ— ,totale
complete*.
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Opierajac sie na tem twierdzeniu, mozemy rozszerzy¢ na
catki Denjoy twierdzenie Lebesgue’a ,0 catkowaniu wyraz
za wyrazem monotonicznych ciggéw funkcji™.y

Twierdzenie 4. Jezeli {fn(x)} jest ciagiem prawie wsze-
dzie niemalejgcym funkcji catkowalnych (1©), wzgl. (I©*), w prze-
dziale 10 i jesli ciag catek tych funkcji na /0 jest ograniczony z gory,
wowczas granica f (*) = lim fn{x) jest rowniez catkowalna (®),

n

wzgl. (&*), w 10 przyczem

Dowdd. Twierdzenie powyzsze sprowadza sie natychmiast
do wspomnianego wyzej twierdzenia Lebesgue’a Wystarczy
rozwazy¢ tylko, zamiast funkcji fn(x), funkcje fn{x)—f X¥x), kto-
ra — jako catkowalne (®) i prawie wszedzie nieujemne — sg
zarazem, na mocy twierdzenia 3, sumowalne w sensie Lebes-
gu e’a.

sUogolnienie twierdzenia Scheeffera.

§ 4. Zauwazylismy juz w 8§ 2, iz niektore wyniki konco-
wych 88 rozdz. poprzedniego interpretujg sie bezposrednio w ter-
minach teorji catki. Dodamy, tu jeszcze, iz twierdzenie 7 rozdz.
IX (8 4) pozwala wynik, zawarty w twierdzeniu 27 tegoz rozdziatu,
sformutowaC w postaci nastepujacej: jesli funkcja f (x), niemal
wszedzie skonczona, jest identyczna niemal wszedzie badZ z jedng
z czterech pochodnych Dinikgo, badZ tez z jedng z dwu kranco-
wych pochodnych aproksymatywnych obustronnych pewnej funkcji
c.aglej F(x), wowczas funkcja f (x) jest catkowalna w sensie Den-
jiy 1 F(X) jest jej catkg nieoznaczong Denjoy.

Uwaga ta wzmacnia twierdzenie Scheeffera, jak rowniez
i uogolnienie tego twierdzenia, rozwazane w rozdziale VII (8§ 10).
Istotnie, pokazaliSmy tam, iz kazda funkcja ciggta jest okreslona
jednoznacznie (z dokladnosScig do statej addytywnej) przez poda-
nie prawie wszedzie warto$ci jej prawostronnej gérnej pochodnej
Eini’ego, jesli tylko —rzecz prosta — pochodna ta niemal wsze-
dzie jest skonczona. W twierdzeniu tem, zastgpi¢ mozna oczy-

B 1V, § 2, tw. 6, por. takze analogiczne twierdzenie dla catki Perro-
na (VII, § 6, tw. 11).
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wiscie pochodng prawostronng gorng przez ktorgkolwiek z trzech
pozostatych pochodnych Dini’ego, jednakze w rozumowaniu
przeprowadzonem w rozdz. VII istotny jest warunek, iz we wszyst-
kich punktach rozpatruje sie pochodng Dini’ego zawsze tegosa-
mego rodzaju.

Obecnie natomiast powiedzie¢ mozemy, izfunkcja ciggta F (x)
jest okreslona jednoznacznie (z dokladnoscig do statej addytywnej),
jesli dana jest funkcja X(x) identyczna prawie wszedzie z jedng
kt 6rgkolwiek z liczb Dini®go funkcji F (x), przy zatozeniu tylko
dodatkowem, iz funkcja F (x) posiada niemal wszedzie jedna przy-
najmniej z pochodnych Dini'ego skonczong. W samej bowiem
rzeczy, na mocy wyzej podanego twierdzenia, funkcja X(x) jest
wowczas catkowalna (®) i F(x) jest jej catkg nieoznaczona.

Uogdlnione twierdzenie ,,0 catkowaniu przez czesci“.

8 5. Udowodnione w rozdz. IV (8 5) twierdzenie o catko-
waniu przez czesci dla catki Lebesgue’a przenosi sie na-
tychmiast na catki Denjoy przez zastapienie w sformutowaniu
tego twierdzenia, ,funkcji sumowalnej <(a)* przez ,funkcje
catkowalng (®), wzgl, Dowdd — oparty na definicji
opisowej catek Denjoy — wymagatby tylko formalnej modyfi-
kacji rozumowania, zastosowanego w przypadku catki lebes-
g u e’owskiej.

Pdjdziemy tu jednak —ze wzgledu na pewne zastosowania —
dalej nieco i zastgpimy rownocze$nie w sformutowaniu wymienio-
nego twierdzenia ,,funkcje bezwzglednie ciggta/7(x)u przez
~funkcje o wahaniu skonczonem® uogdlnienie to jest juz
bardziej istotne i wymaga¢ bedzie wprowadzenia catki Rieman-
na-Stielljesa. W dowodzie skorzystamy z pewnych oszaco-
wan na przyrost i oscylacje funkcji T (ic), okreSlonej przez wzor

X

(1) T(x) = F(X)<t>(x)-(&) pI>(1)dF(t) (a<*</>),

a
gdzie F (V) oznacza dowolng funkcjg monofoniczng niemalejacy
w przedziale /0= (a b), a d>(x) — dowolng funkcje ograniczong
I catkowalng w /0 wzgledem F (x) (w sensie Rieinanna-Stiel-
tjesa). Pokazemy mianowicie, iz dla kazdego przedziatu / = (a, ¢),
zawartego w /Q,
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oraz
©)

gdzie M jest gornym kresem wartosci bezwzglednych funkcji F(x)
W przedziale 1

Mamy, w samej rzeczy, dla kazdego przedziatu /' = (&, [3),
zawartego w 1 (Z 10,

Poniewaz jednak funkcja F(x) jest monotoniczna, przeto
(V, § 8 tw. 15

gdzie p oznacza pewng liczbe, zawartg miedzy kresami wartosci
funkcji 4>(x) w przedziale /'; zatem,

Dajac w tej nieréwnosci 1 =1, otrzymujemy bezposrednio
(2); zastepujac zas w (4) wyrazenia T($) —T @) |, & () —>(@) ,
O@=1") oraz | —F (@) | przez odp. ich kresy gorne dla /' (Z /,
otrzymujemy zwigzek (3).

Z oszacowania (2) wynika natychmiast, iz, jesli funkcja d>(x)
jest ciagta w przedziale 1Q wowczas funkcja T (x) jest takze ciggla
w tym przedziale. Udowodnimy nadto, iz, jesli funkcja 4>(x) jest
ciggta w /0 oraz bezwzglednie ciggta na pewnym zbiorze P Cf IQ
wowczas funkcja T (x) jest rowniez bezwzglednie ciagla na tym
zbiorze.

Niech, w tym celu, s bedzie dowolng liczbg dodatnig; z uwagi
na ciggto$¢ funkcji 4 (x) w catym przedziale /0= (a, b) oraz bez-
wzgledng jej ciggtos¢ na zbiorze P, istnieje taka liczba > 0, iz
nierownosc
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pocigga za sobg dla kazdego ukfadu niezachodzacych na siebie;
przedziatdw {* = (@, (39} ktorych krance naleza do P,

oraz

gdzie przez M oznaczyliSmy —jak wyzej —kres gorny wartosci
bezwzglednych funkcji F (x) w przedziale (a, b). Mamy wowczas,
na mocy (2),

i funkcja T (X) jest bezwzglednie ciggta na P.

Analogicznie zupetnie, korzystajac tylko ze zwiazku (3), za-
miast (2), pokazujemy, iz, jesli funkcja do>(x) jest bezwzglednie
ciggta w znaczeniu wezszem na pewnym zbiorze P (f 1Q wdwczas
funkcja T (x) jest rowniez bezwzglednie ciggta na P w temsamem
znaczeniu.

Z rozwazan powyzszych wynika natychmiast, iz, jesli funk-
cja (A jest funkcja (ACG), wzgl. (ACG*), w przedziale /,, wow-
czas, okreSlona przez wzor (1), funkcja T (a) jest réwniez funkcjg
(ACG), wzgl. (ACG*), w tym przedziale.

Mozemy udowodni¢ teraz fatwo nastepujgce uogdlnione
twierdzenie o catkowaniu przez czes$ci.)

Twierdzenie 5 Jesli F(x) jest funkcjg o wahaniu skon-
czonem w przedziale (a, b), a 9(x) —funkcjg catkowalng (), wzgl.

9 Por. takze, oparty na definicji konstruktywnej catek Den-
joy, dowod tego twierdzenia w ksigzce Hobsona (R. F., p. 711). Dowdd,
ktory podajemy wyzej w tekscie i ktéry nawigzuje bezposrednio do definicji
opisowej, opiera sie na pomysle p. Zygmunda.



— 299 — 85

(®*), wzgl. (8), w tym przedziale, woéwczas funkcja F (*) $(a) jest
catkowalna w temsamem znaczeniu, *) przyczem

b b
®) ] F) pXx dx=<+()F(b) —+@) F(@) - (@)J’<!>(X) dF (x),

a a

gdzie 4> (a) jest catkg nieoznaczong (®), wzgl. (®*), wzgl. (8),
funkcji (a).

Dowdd przeprowadzimy dla catki (®); zupetnie analogicz-
nie postepuje sie w dwu przypadkach pozostatych.

Zatozy¢ mozemy, iz funkcja F(x) jest monotoniczna, niema-
lejaca w przedziale (a, b). Dajac wowczas

stwierdzamy natychmiast, na zasadzie rozwazan poprzednich te-
go § iz funkcja T(x) jest uog6lniong funkcjg bezwzglednie cig-
gta w przedziale (a, b), rézniczkujgc za$ aproksymatywnie oby-
dwie strony zwigzku (6) i korzystajgc z twierdzenia 16 rozdz. V
(8 7), otrzymujemy prawie wszedzie

wynika stad oczywiscie catkowalnosé¢ () funkcji F{X) @(a) oraz
zwigzek

rownowazny zwigzkowi (5).

) Zauwazmy tu, iz funkcje o wahaniu skonczonem tworza najszerszg
klase funkcji, ktére — pomnozone przez dowolng funkcje catkowalng (3>), lub
(E>XY) — dajg zawsze znowuz funkcje catkowalng (T°): dla kazdej funkcji F (r)
o0 wahaniu nieskoficzonem zbudowa¢ mozna funkcje catkowalng (£») (doktad-
niej nawet — funkcje z jednym tylko punktem osobliwym, posiadajacg catke
niewtasciwg Cauc hy’ego), ktérej iloczyn przez funkcje F (x) nie jest juz cal-
kowalny wediug Denjoy.
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Drugie twierdzenie o wartosci Sredniej.

§ 6. Z twierdzenia 8§ poprzedniego wynika natychmiast
drugie twierdzenie o wartoSci Sredniej) dla catek
Denjoy.

Twierdzenie 6. Jezeli funkcja 9(x) jest catkowalna (:©)
w przedziale (a, b) i F(x) jest dowolng funkcjg skonczong, nie-
malejaca w tym przedziale, wowczas istnieje zawsze w przedziale
(a, b) taki punkt £ iz

gdzie catki rozumiane sg w sensie Denjoyf)

Dowdd. Dajac

mamy, na mocy twierdzenia 5 oraz twierdzenia o wartos$ci
Sredniej dla catki Riemanna-Stieltjesa (V, 8 8 tw. 15),

gdzie jest liczbg, zawartg miedzy kresami funkcji ciggtej  (a)
w przedziale (a b), a wiec osiggang przez te funkcje w pewnym
punkcie £ przedziatlu. Zwigzek ostatni napisa¢ przeto mozemy
W postaci

# Por. V, 8 5 (tw. 6), gdzie rozwazane twierdzenie udowodnione jest dla
catki Lebesgue’a tatwo zauwazy¢ jednak, iz metoda tam stosowana zawo-
dzi w teorji catki Denjoy.

2) lIstnienie catki, stojacej po lewej stronie réwnosci (1), wynika juz
z twierdzenia 5.
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ktéra — na mocy (2) — roéwnowazna jest zwigzkowi (1).

Zauwazymy tu, iz z twierdzenia 5 wynika istnienie spo6tczynnikéw trygo-
nometrycznych Fouriera-Denjoy (por. VI, § 7) dowolnej funkcji x (t)
catkowalnej (5>) w przedziale (—n, it), t. j. calek

co wiecej twierdzenie to pozwala oszacowaé z gory rzad wzrastania tych spot-
czjnnikow, ktdre — w przeciwienstwie do spotczynnikéw trygonometrycznych
Fouriera funkcji sumowalnych — nie dazag bynajmniej naog6t do zera.
Mamy mianowicie, catkujac przez czesci,

gd:ie X (t) oznacza catke nieoznaczong Denjoy funkcji x (t), a wiec —w kaz-
dym razie — funkcje ograniczong. Na mocy tedy twierdzenia 13 rozdz. VI
(s 12)

i z poprzednich zwigzkow"

gd;ie eatki rozumiane sg w sensie Denjoy.
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Ogo6lne operacje catkowe.

8 7. Rozwazania dalsze tego rozdziatu, ktére doprowadzg —
w 88 11 i 17 — do nowego sposobu scharakteryzowania cateik
Denjoy, opieraC sie bedg na paru ogolnych definicjach o chat-
rakterze bardziej abstrakcyjnym.

Niech 93? oznacza pewng operacje funkcjonalng, ktéra —
dla kazdego przedziatu 7— wyrdznia pewna klase funkcji, okre-
Slonych w tym przedziale, przyporzadkowujgc im jednoznacznie
liczby rzeczywiste skonczone. O funkcjach w ten sposéb wy-
roznionych moéwi¢ bedziemy, iz nalezg do zakresu opera-
cji B na przedziale 7 albo iz operacja 93 jest dla
nich na tym przedziale okreSlona. Jesli f (x) nalezy
do zakresu operacji 93? na przedziale 7= (a, b), wowczas przez

%’7(/) lub 93? (/; /), oznaczaC bedziemy liczbe, ktora operacja 93?

przyporzqdkowule funkcji / na 7

Nazywa¢ bedziemy operacjg catkowg, albo wprost —
catkyg, kazda operacje 93? ustalonego wyzej typu, ktdra spetnia
nastepujace trzy warunki:

(1) jesli funkcja f {x) nalezy do zakresu operacji 93? na pew-
nym przedziale 0, wowczas nalezy rowniez do jej zakresu na
kazdym przedziale 7¢ 4 i liczba 93? (/; 7) jest funkcjg addytyw-
ng oraz ciggty przedziatu 7d Al

(1) jesli funkcja/ (x) nalezy do zakresu operacji 93? na kaz-
dym z dwu przedziatow przylegtych 7Af 72 wowczas nalezy row-
niez do jej zakresu na przedziale Ix+ /2

(1) funkcja / (a) tozsamosciowo réwna zeru w jakim$ prze-
dziale / nalezy zawsze do zakresu operacji 93? na tym przedziale,
przyczem

Jesli operacja 93? jest catka, wowczas funkcja / (x), nalezaca
do zakresu jej na jakim$ przedziale /O nazywac sie bedzie cat-
kowalna (93?) na 1M liczba za$§ 9? (/; M) — catka (93?) funk-
cji f (X) na przedziale T gorny kres wartosci bezwzglednych
liczb 93? (/; 7) dla 7 d/0nazywa¢ bedziemy oscylacjg catki (93?)
funkcji f (X) na 0 i oznaczaC przez O (932 /; 0.

Dwie catki 93? i 9+ nazywaC sie bedg zgodne, jesli dla
kazdej funkcji / (x), catkowalnej zarowno w sensie (93?), jak (91),
na przedziale 7, mamy zawsze
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O calce 30? bedziemy moéwili, iz obejmuje catke Ol, jesli
obydwie te catki sg zgodne i jesli kazda funkcja catkowalna (3%)
jest zarazem catkowalna (307?); piszemy wowczas

8 8 Niech fXx) bedzie dowolng funkcjg réwng zeru poza
pewnym zbiorem ograniczonym P. Widoczne jest natychmiast, iz,
jesli 30? oznacza jakgkolwiek catke i funkcja fx(x) jest catkowal-
na (30?7 na jakimkolwiek przedziale /, zawierajagcym wewnagtrz
zbior P, wowczas funkcja ta jest catkowalna na kazdym prze-
dziale 1 P i zawsze przytem

Uwaga ta pozwala przyja¢ definicje nastepujaca:

bedziemy mowili, iz funkcja f(x) jest catkowalna (307
na zbiorze ograniczonym P, jesli funkcja ft{Xx) — réwna
f (X) na zbiorze P i zeru poza zbiorem P —jest catkowalna (30?)
na kazdym przedziale /2) P; liczbe 30? (fx 1) (niezalezng od wy-
boru przedziatu /JjP) nazywaC bedziemy wowczas catkg (30?)
funkcji f (x) na Pi oznacza¢ przez 3 (/; P).

Operacje catkowe zamkniete.
8 9. Wyroznimy pewng klase operacji catkowych.

NazywaC bedziemy operacje catkowg 30? zamknietg, jesli
cz;ni zado$¢ dwu nastepujacym warunkom, ktore oznaczymy odp.
prsez (C) i (H)Lx

(C) jesli jakas funkcja / (a), okresSlona w przedziale / = (g b),
jest catkowalna (307 w kazdym przedziale (a-f e b—7) (gdzie
a<a-\-s<b —r\<b) i jesli istnieje granica

wowczas funkcja ta jest rowniez catkowalna (30?) w catym prze-
dziale /-);

") Poniewaz znajdujg sie w widocznym zwigzku z definicjg calek nie-
whisciwych Cauchy’ego i Har na¢ka (por. niz. §§ 15, 16).

2 Ze wzgledu na ciggto$¢ catki jako funkcji przedziatu (8 1, waru-
nec (1)), catka (/; 1) réwna sie wowczas granicy (1).
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(H) jesli P jest zbiorem domknietym, ograniczonym, {*} —
ciggiem przedziatdw przylegtych do P, f (g) — pewng funkcja
catkowalng (3W) na P oraz na kazdym z przedziatdw h, i jesli

wowczas funkcja f {x) jest catkowalna (W) w catym przedziale
I —(a, b), zawartym miedzy kresami a, b zbioru P, oraz

Warunek ostatni mozna nieco uogélni¢; nazwiemy warun-
kiem (//*) warunek, ktéry otrzymuje sie z warunku (H) przez
zastgpienie w jego sformutowaniu zatozenia (2) przez nastepujace,
mocniejsze nieco,

Operacja catkowa 9 ktéra spetnia warunek (C) oraz wa-
runek (//*), nazywaC si¢ bedzie zamknigta w znaczeniu
ogo6lniejsze m

Jesli chodzi o operacje catkowe rozwazane dotychczas w tym wyktadzie,
to fatwo zauwazy¢, iz catka Newtona, zaréwno jak i catki Riemann’a oraz
Lebesgue’a nie sa zamkniete w zadnym sensie. Natomiast okaze sie
w dalszym ciggu tego wyktadu, iz catka (T) jest zamknieta w sensie zwykitym,
catka (Ti*) — w sensie ogdlniejszym.

Catka Lebesguea nie spetnia juz nawet warunku (C), jak to widaé
natychmiast na przyktadzie pochodnej funkcji F (x), okreslonej w przedziale
(0,1) przez réwnosci:

Funkcja ta posiada w catym przedziale (0,1) pochodng, przyczem pochod-
na ta jest ciggta w kazdym przedziale (g,1) (> O0).
Mamy tedy dla kazdego £> 0

gdzie catki rozumiane sg w sensie Lebesgue’a

Tymczasem, jak pokazaliSmy w rozdz. VII (p. 187), gdzie okre$lona tu
funkcja F (x) byfa juz rozwazana, pochodna jej nie jest w przedziale (0,1) su-
mowalna.
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§10. Twierdzenie 7. 1° Calka (©) jest operacja zam-
knieta.
2° Calka (©*) jest operacjg zam-
knietg w sensie ogdlniejszym.
Dowo6d. Udowodnimy tylko cze$¢ pierwszg twierdzenia;
cze$¢ druga uzasadnia sie w sposob zupetnie analogiczny.

A) Catka spetnia warunek (C) § 9.

Niech, w tym celu, / (a;) bedzie dowolng funkcjg, okreslong
w przedziale (a, b) i catkowalng (©) w kazdym przedziale
{a+ eb—y)) (@< a+ £< b—j< h); zakladamy, iz istnieje granica

i pokazemy, iz funkcja f (x) jest wowczas catkowalna (©) w ca-
tym przedziale (a, b).
Niech

Okreslona w ten sposob funkcja F (x) jest widocznie funkcja
ciggta w przedziale (a, b) icatkg nieoznaczong (©) funkcji f (x)

w kazdym przedziale \|a-f Py b—n}-. Mamy tedy prawie wsze-

dzie w kazdym z tych przedziatbw — a wiec prawie wszedzie
w catym przedziale (a, b) —

z drugiej strony, qucja F (X), bedac (ACG) w kazdym z prze-
dziatow !a+ Py bmfu jest rowniez (ACG) w catym przedziale
{a, b) i jest przeto w tym przedziale — z uwagi na (1) — catkg
nieoznaczong (©) funkcji / (x).

B) Catka J©Ospetnia warunek (H).

Niech, w tym celu, P bedzie dowolnym zbiorem domknietym,
ograniczonym, a, b — jego kresami, oraz {lk} — ciggiem przedzia-
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tow don przylegtych. Zakladamy, iz pewna funkcja / (a) jest
catkowalna w sensie Denjoy na zbiorze P i na kazdym z prze-
dziatow Ik oraz iz

gdzie przez Ck oznaczyliSmy oscylacje catki nieoznaczonej (®)
funkcji f (x) w przedziale h.X Nalezy dowies¢, iz funkcja ta jest
wowczas catkowalna (£ w catym przedziale (a, b) oraz iz

Niech fx(x) bedzie funkcjg réwng / (a) w punktach zbioru P
oraz zeru poza tym zbiorem. Funkcja ta jest — z zatozenia —
catkowalna (®) w catym przedziale {a b), przyczem

Niech teraz, dla kazdego punktu a przedziatu (a, b),

gdzie przez / oznaczylismy — dla skrocenia — przedziat (a, x).
Ze wzgledu na (2) okreSlona w ten sposob, funkcja F (x) jest
skonczona i ciggla w catym rozwazanym przedziale.

Oznaczmy przez g (x) funkcje, réwna zeru w punktach zbio-
ru P, oraz —odp. liczbom " I(A )JI f (an dX wewnatrz przedziatow
ik
Ik Z uwagi na pierwszy ze zwigzkow (2) funkcja g (a;) jest su-
mowalna w {a, b) i jej catka nieoznaczona Lebesgue’a

) Drugi ze zwigzkéw (2) uwzgledniamy oczywiscie w tym tylko przy-
padku, gdy ciagg przedziatdw przylegtych do P jest nieskonczony.
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jest pewng funkcjg bezwzglednie ciggta w (a, b). Poniewaz za$
okreslona w ten sposéb funkcja G(x) pokrywa sie — jak wyni-
ka natychmiast z (4) — z funkcja F(x) w punktach zbioru P,
przeto funkcja F(x) jest rowniez bezwzglednie ciggta na P i w pra-
wie kazdym punkcie x £P

©) Fax) = G() =g (x) =0=/ () - Tx(x).

Nadto, widoczne jest bezposSrednio z (4), iz funkcja F (X)
jest catkg nieoznaczong (®) funkcji / (X) w kazdym z przedzia-
tow 1k, skad wynika oczywiscie, iz — z jednej strony — w pra-
wie kazdym punkcie & przedziatu (a, b), nienalezagcym do P,

©) Fa(x) =f (x) =/(*)- fXXx),

z drugiej zas, — iz funkcja F (x), bezwzglednie ciggta na P, jest
zarazem funkcjg (ACG) w kazdym z przedziatdbw przylegtych
do P, a wiec — w rezultacie — jest (ACG) w catym przedziale
(a, b). Zwazywszy tedy na 3), (5), (6) i (4), funkcja / (&) jest
catkowalna (1©), przyczem

co nalezato udowodnié.

§ 11. PokazaliSmy w 8§ poprzednim, iz catka (35) jest ope-
racjg zamknietg w sensie definicji 8 9. Udowodnimy obecnie,
iz catka ta, wsrdd wszystkich operacji zamknietych, zajmuje pe-
wne szczegblne miejsce, jest mianowicie najstabszg operacjg
catkowg zamknieta, obejmujacg catke Lebesgue’a

Lemmat. Jesli f (x) jest funkcjg catkowalng (®), wzgl. (®*),
w przedziale (a, b) oraz P jest pewnym zbiorem domknietym, za-
wartym w tym przedziale, wowczas istnieje zawsze taki kawateky
K tego zbioru, iz

9 Por. VI, § 2
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® funkcja f (x) jest sumowalna na P, oraz

gdzie {{ak bK)} oznacza cigg przedziatow przylegtych do K, a Ok—
oscylacje catki nieoznaczonej (®*) funkcji f(x) na przedziale (ak, bk).

Dowod. Niech / ("c) bedzie funkcjg catkowalng (©) w (a, b)
i F(X) jej catkg nieoznaczong Denjoy. W mysl tw. 16 rozdz. VIII
(8 19) funkcja F (x) jest wowczas bezwzglednie ciggta na pewnym
kawatku K zbioru P, a wiec temsamem identyczna — na
K z pewng funkcjg G (jo ciagla bezwzglednie w catym prze-
dziale (a, b). Mamy tedy, w prawie kazdym punkcie x e K,

skad wynika oczywiscie sumowalno$¢ funkcji f (x) na K. Nadto,
oznaczajgc przez {(ak, bk)} cigg przedziatdbw przylegtych do K,
mamy

t. j. pierwszy ze zwigzkow (2).
Analogicznie postepujemy w przypadku catki ©*.

Mozemy uzupetni¢ obecnie twierdzenie 8 poprzedniego w spo-
sob nastepujacy:

Twierdzenie 8 1° Calka © jest najstabszg zamknietg
operacja, obejmujacg catke Lebesgue’a.

2° Calka jest najstabsza, zamknietg w znaczeniu ogolniej-
szem, operacjg catkowa, obejmujaca catke Lebesgue’a.

Dowo6d. Udowodnimy tylko pierwszg cze$¢ twierdzenia,
cze$¢ druga uzasadnia sie w sposob najzupetniej analogiczny.

Stwierdzamy przedewszystkiem (8 3, tw. 2), iz catka Den-
joy obejmuje catke Lebesgue’a oraz iz — w mysl twierdzenia
8 poprzedniego — jest operacjg zamknietg. Wystarczy tedy udo-
wodni¢ jeszcze, iz zawsze, jeSli 93? oznacza jakakolwiek catke
zamknieta, obejmujacg catke Lebesgue’a a f(x) — dowolng
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funkcje catkowalng (®) w przedziale 10= (a, b), wowczas fun-
kcja ta jest rowniez catkowalna (33?) w przedziale /0 przyczem

Dla dowodu przyjmiemy chwilowo oznaczenia nastepujgce:
nazwiemy przedziatem regularnym kazdy przedziat 1(Z 10
w ktérym funkcja f (x) jest catkowalna (33?) oraz

punkt x z I0 nazywaC sie bedzie z kolei regularnym, jesli
wszystkie przedziaty |(Z/0> zawarte w pewnem otoczeniu
(x —s, a+ s) punktu x, sg regularne.

Udowodnimy przedewszystkiem dwie uwagi nastepujace:

(A) JeSli wszystkie punkty przedziatu /(~10sg
regularne, woéwczas przedziat ten jest réwniez re-
gularny.

Istotnie, zat6zmy, iz pewien przedziat | (Z 10 jest nieregu-
larny. Jesli tedy podzielimy go na dwa przedziaty réwne, wow-
czas jeden przynajmniej z otrzymanych przedziatdw bedzie takze
nieregularny; oznaczymy przedziat ten przez 71). Dzielimy go
zndw z kolei na dwa przedziaty réwne i, postepujac w tenzesam
sposob dalej, otrzymujemy cigg zstepujacy przedziatow nie-regu-
larnych {/(A} o dtugosciach zdazajagcych do zera. Punkt wspolny
tych przedziatdw jest oczywiscie pewnym punktem nie-regular-
nym przedziatu /, co uzasadnia uwage (A).

(B) JesSli wszystkie punkty wewnetrzne prze-
dziatu /CA> 8%regularne, wowczas przedziat | jest
rowniez regularny.

Istotnie, jesli wszystkie punkty wewnetrzne pewnego prze-
dziatu /= (u, v) C /o sg regularne, woéwczas — w mysl (/1) —

kazdy przedziat . v—nj\ jest juz napewno regularny; fun-

\
keja / (a) posiada tedy w kazdym takim przedziale catke (33?),
przyczem
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n
Poniewaz jednak catka 9Wjest, z zatozenia, operacjg zamknieta,
a wiec — w szczegolnosci — spetnia warunek (C) 8 9, przeto,
przechodzac w réwnosci powyzszej do granicy, otrzymujemy cal-
kowalno$¢ (OW) funkcji / (x) w catym przedziale /= (u, v) oraz
rownosc¢

skad wynika, iz przedziat ten jest regularny.
Zalozmy teraz, iz
(@ przedziat 0 nie jest regularny.

Przedziat ten zawiera wowczas wewnatrz — w mysl (B) —
napewno punkty nie-regularne. Oznaczmy przez P zbior punktéw
nie-regularnych przedzialu W W mysl lemmatu poprzedniego
istnieje tedy taki przedziat J (z 10, zawierajagcy wewnatrz jeden
przynajmniej punkt zbioru P, iz funkcja / (x) jest sumowalna na
zbiorze PXJ i jej calki oznaczone Denjoy na przedziatach
przylegtych do P X J tworza szereg bezwzglednie zbiezny. Niech
J' bedzie dowolnym podprzedziatem tego przedziatu. Funkcja
/ (X) jest oczywiscie sumowalna na zbiorze P X J' (ktéry moze
bv¢ zresztg nusty) oraz

gdzie {/;} oznacza ciag przedziatéw przylegtych do zbioru, utwo-
rzonego przez dotgczenie krancéw przedziatbw J do zbioru
PXJ'. Zwazywszy tedy na zamknietos¢ catki Denjoy (8 10,
tW' 7)1

Ale wszystkie przedziaty Jk nie zawierajgc wewnatrz pun-
ktow zbioru P, sg w mysl (B) regularne i na kazdym z nich
przeto okreSlona jest catka (9W) funkcji f (X) przez rownosé
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skad, na mocy (3),

Catka 29? obejmuje — z zalozenia — catke Lebesgue’a
I jest zamknieta. Funkcja f (x) jest tedy catkowalna (297 na ca-
lym przedziale J\ przyczem

a wiec, w mysl (4) i (5),

Kazdy zatem przedziat J' J jest regularny, co — oczywi-
S§de — sprzeczne jest z zatozeniem, iz przedziat J zawiera we-
wnatrz punkty nie-regularne.

Zatozenie (a) prowadzi w ten sposob do sprzecznosci. Prze-
dziat /0 jest tedy regularny; funkcja f (x) jest na niin catkowalna
(297, a jej catka (29?) na 10 pokrywa sie z catkg Denjoy. Twier-
dzenie nasze jest przeto udowodnione.

Twierdzenie Hake’go.

8 12. Ustalilismy juz poprzednio (88 2, 3) wzajemny stosu-
nek catek Denjoy, Lebesgue’a i Newtona. Zajmiemy sie
z kolei zbadaniem stosunku catek Denjoy do catki Perrona:
jikkolwiek stosunek ten sprowadza sie do prostej rdwnowaznosci
citek (®*) i CP), niemniej uzasadnienie tego zwigzku wymaga
jiz dos¢ glebokiego wnikniecia we wiasnosci rozwaznych catek,
sanowigc wynik prac $wiezszej stosunkowo daty.

Pierwszy wynik w tej dziedzinie zawdzieczamy Hake’'mu g,
krory udowodnit, iz catka Perrona obejmuje catke (®*).

Dla wiekszej jasnosci rozbijemy dowdd tego twierdzenia na
pire lemmatdw, uzupetniajacych wiasnosci catki Perrona, wy-
fazone w rozdziale VI

% Math. Ann., t. 83, (1921), p. 120.
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Lemmat 1 Na to, aby funkcja f (a;), okresSlona w przedziale
IQ byla catkowalna ($P) w 10i by pewna liczba L byla jej catkg
oznaczong (*P w tym przedziale, konieczne jest i1 wystarcza, aby
dla kazdej liczby e> Oistniaty takie dwie funkcje S (x) oraz T (x),
skonczone i ciggte w /Q dla ktérych

oraz niemal wszedzie

Dowod. Konieczno$¢ powyzszego warunku wynika
wprost z definicji catki Perrona; pozostaje tedy udowodnic tyl-
ko, iz warunek ten jest rowniez i dostateczny. Niech, wtym
celu, e bedzie dowolng liczbg dodatnig i S (x) funkcja, skonczong
i ciggta w /,, spetniajagcg nieréwnos$¢ (1) i — niemal wszedzie —
warunek (2). Niech {ak) oznacza cigg punktow, w ktérych wa-
runek (2) nie jest spetniony. Kazdemu z punktow ak przyporzad-
kowa¢ mozemy Ilczbe; hk> 0 takg, iz oscylacja funkcji 5 (x)

w przedziale (ak—hk, uk+ hk) jest mniejsza od ™ Oznaczymy z

kolei przez Ok(x) funkcje, rowng oscylacji funkcji 5 (x) w prze-
dziale (a" x), jesli ake< a;<! ak+ hk, — oraz oscylacji ze znakiem
ujemnym w przedziale (ak x), jeSli ak—hk-< x s<ak Przyjmie-
my pozatem

oraz

Funkcja S(a)+ O*(a) posiada wdwczas napewno w punkcie ak
pochodng dolng nieujemng. Dajac tedy

% Jesli chodzi o twierdzenie, ktére jest celem tego § to moznaby tu
uprosci¢ nieco lemmat powyzszy, zastepujac w sformutowaniu jego termin
.niemal wszedzie” przez ,,wszedzie, za wyjatkiem jednego
eonajwyzej punktu*. Lemmat ten jest jednak sam przez sie godny
uwagi, poniewaz pokazuje, iz pewne uogoélnienie funkcji zwyzszajgcych i zniz-
szajgcych Perrona nie prowadzi do modyfikacji samej catki Per rona
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mamy, dla kazdego Kk,

Niech teraz

Wobwczas

a wiec, zwazywszy na (1),

Powiadamy, iz funkcja U (X) jest funkcjg zwyzszajacg fun-
keji T {x) w /Q W samej rzeczy, poniewaz wszystkie funkcje,

stojgce pod znakiem w rownosci (4), s monotoniczne niema-
lejgce, przeto w kazdym punkcie x e 10

oraz

Jesli tedy punkt a; nie zawiera sie w ciggu punktéw ak, wow-
czas otrzymujemy wprost z (2) i (6)

w kazdym za$ z punktow a* mamy, zwazywszy na (3) i (7),

Podobnie zupetnie budujemy funkcje V (X), znizszajgca dla
f (x) i spetniajgcg rownolegty do (5) nierdbwnos¢

poniewaz za$ e jest tu dowolng liczbg dodatnig, przeto z tej nie-
rownosci oraz (5) wynika, iz funkcja f (x) jest catkowalna w sen-
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sie Perrona w /Ooraz iz L jest wartoscig jej catki oznaczonej
na tym przedziale.

Lem mat 2 Jedli funkcja f (x), znikajgca tozsamo$ciowo
w punktach pewnego zbioru domknietego P, catkowalna jest w sen-
sie Perrona na kazdym z przedziatbw do P przylegtych, i jesli
szereg oscylacji jej catki nieoznaczonej (*P) na tych przedziatach
jest zbiezny, woéwczas funkcja f (x) jest catkowalna (*>) na catym
przedziale {a, b), zawartym miedzy krancami zbioru P, przyczem

gdzie {(ak bR} oznacza cigg przedziatdw przylegtych.

Dowd6d. Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig. Kazde-
mu przedziatowi (a* bk) przyporzadkowa¢ mozemy taka funkcje
Uk(x), zwyzszajagcg w tym przedziale dla f (x), iz

Niech Ck(x) (ak <! x =< bk) oznacza oscylacje funkcji Kk (X)
w przedziale (ak, x). Poniewaz — z zatozenia — szereg oscyla-
cji catki nieoznaczonej (*>) funkcji f (x) na przedziatach (ak, bk)
jest zbiezny, przeto, na mocy (9), réwniez

i mozemy ustali¢ tak liczbe K iz

Dajmy, dla skrdcenia,

oraz

i niech:
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(gdzie znak sumowania / (*)rozciqga sig na te wszystkie warto-

k
Sci wskaznika k, dla ktorych bk<! x) oraz

jesli x jest punktem wewnetrznym przedziatu (ak, bK).
Okre$lona w ten sposéb w catym przedziale (a, b) funkcja

U(x) jJest, jak tatwo spostrzec, ciggta w catym tym przedziale,
a nadto

a wiec, zwazywszy na (9) i (10),

Powiadamy, iz funkcja U (x) jest funkcjg zwyzszajacg dla
f x) w catym przedziale (& b). W samej rzeczy, jeSli punkt x
jest punktem wewnetrznym, albo lewym krancem ktéregokolwiek
z przedziatow przylegtych, wowczas dla dostatecznie matej war-
tosci h> 0 mamy zawsze

Jesli natomiast x nie jest punktem wewnetrznym ani lewym kran-
cem zadnego z tych przedziatow, woéwczas nalezy do zbioru P,
i punkt x + h, dla dostatecznie matej wartosci h > 0, nie zawiera
sie w zadnym z K pierwszych przedziatdw (a, b), a wiec

stad znowuz
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Identyczne zwigzki spetnione sg, rzecz prosta, dla lewo-
stronne] dolnej pochodne] funkcji U (a) i funkcja jest tedy
zwyzszajagca dla / (x) w przedziale (if, b). Przez zmiane znaku
funkcji f (x) stwierdzamy z kolei natychmiast istnienie dla niej
takiej funkcji znizszajacej V (=), ktora spetnia analogiczny do (11)
zwigzek

a wiec, poniewaz e jest dowolng liczbg dodatnig, przeto funkcja
f (X) jest w przedziale (a, b) catkowalna w sensie Perron a
a jej catka oznaczona (*P) w tym przedziale okres$lona jest przez
wzor (8).

Twierdzenie 9 (Hake’go). Catka ty obejmuje catke

Dowod. Poniewaz (VII, 8 6) catka Perrona obejmuje
catke Lebesgue’a przeto w mysl tw. 8 (8 11) — wystarczy
juz tu tylko pokazaé, iz catka (*P) jest zamknieta w znaczeniu
ogolniejszem, t. j. spetnia warunki (C) oraz (H*) § 9. Dowdd
rozbija sie tedy na dwie czesci.

(A) Catka spetnia warunek (C).

Niech, w samej rzeczy, / (X) bedzie dowolng funkcjg, okre-
$long w przedziale (a, b); zaktadamy, iz funkcja ta jest catkowalna
(*P) w kazdym przedziale (a+ ¢ b—14) {a<a+ e< b—ij <bh),
oraz, iz istnieje granica

nalezy za$ dowiesC, iz funkcja ta posiada catke oznaczong (ty>)
na catym przedziale (a, b).
Niech, w tym celu, ¢ bedzie dowolnym punktem wewnetrz-

nym przedziatu (a, b) i niech, dla skrocenia, bn= b ---=----- . Fun-

keja / (x) jest catkowalna (ty) w kazdym z przedziatdw (bn, brAi)
(n=1 2,...), mozemy tedy, dla kazdej liczby e< 0, okresli¢ fun-
cie U(x), tak by w kazdym z przedziatdw (bn, brl) byta funkcjg
zwy7szajacg dla/ (x), a nadto spetniata w kazdym z nich warunek
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Ze wzgledu na warunek ten oraz istnienie granicy (12) fun-
kcja U (a), ustalona dotychczas tylko w przedziatach (bn br),
posiada granice skonczong, gdy x —*b; granice te okre$limy jako
warto$¢ funkcji U () w punkcie b.

Okres$lona w ten sposéb juz w catym przedziale (c, b) fun-
kcja U (a) jest widocznie ciggta w catym tym przedziale, a nadto,
jak wynika z jej okreSlenia w przedziatach (bn £«H), spehnia
w kazdym punkcie x < b przedziatu (c, b) warunek

mamy pozatein z (13)

C
Zupetnie podobnie okreSlamy funkcje V (a), cigglg i skon-
czong W przedziale (b, ¢), ktéra w kazdym, réznym od b, jego
punkcie spetnia warunek

przyczem

Z lemmatu 1 wynika tedy, iz funkcja / (a) posiada w prze-
dziale (c, b) catke oznaczong (-)>), réwna granicy

Analogicznie, funkcja ta posiada catke oznaczong (*P) w prze-
dziale (a, c), a wiec catkowalna jest w sensie Perrona w catym
przedziale (a, b).

(B) Catka spetnia warunek (H).

Niech istotnie P bedzie dowolnym zbiorem domknietym,
{a, b) — przedziatem, zawartym miedzy jego kresami, i/ (a) pe-
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wng funkcjg okre$long w tym przedziale. Zaktadamy, iz funkcja
ta jest catkowalna (*P) na zbiorze P i na kazdym z przedziatdw
do P przylegtych, oraz iz zbiezny jest szereg oscylacji jej catki
nieoznaczonej ($) na tych przedziatach. Nalezy dowies¢, iz fun-
kcja ta posiada catke (34)) na catym przedziale (a, b), rowng sumie

gdzie {(ak bK} oznacza ciag przedziatéow przylegtych do zbioru P.

Oznaczymy, w tym celu, przez fi{x) funkcje roéwng f (x),
jesli x nalezy do zbioru P, i zeru poza tym zbiorem; analogicz-
nie niech

Spostrzegamy natychmiast, iz funkcja fAx) spetnia w prze-
dziale (a, b) zatozenia lemmatu poprzedniego, a wiec jest catko-
walna (*P) w tym przedziale, przyczem

Z drugiej strony, funkcja fx{x) jest — z zatozenia — catko-
walna (™>) w (a, b) oraz

Funkcja f (x) =f2ax) +f2AX) jest tedy roéwniez catkowalna (%))
w (a b) i — zwazywszy na (15) i (16) — jej catka oznaczona
w tym przedziale rowna jest sumie (14).

Twierdzenie Alexandroffa-Loomana.

8 13. Twierdzenie 9 nasuwa z natury rzeczy zagadnienie
odwrotne, czy catka (®*) nie obejmuje takze catki (*P), t. zn.
czy dwie te catki nie sg wprost rownowazne. Zagadnienie to
postawih istotnie juz sam Hake w pracy swej cytowanej w § po-
przednim, pozostawiajagc je wszakze bez odpowiedzi. Dopiero
w pare lat pozniej — niezaleznie od siebie i prawie réwnocze-
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$nie — rozstrzygneli je twierdzgco Alexandroff i Loo
manl. Wydawa¢ sie moze napozoOr dziwne, iz wynik, zawarty
w twierdzeniu Alexandroffa i Loomana, osiggniety zostat
p6zniej anizeli wynik Hak e’go, poniewaz — jak czytelnik tatwo
zauwazy — dowdd twierdzenia Hake’go jest bodajze bardziej
ztozony anizeli dowdd twierdzenia odwrotnego. Wytlumaczy¢ to
mozna tem tylko, iz definicja opisowa catek Denjoy, do kto-
rej nawigzujg metody Alexandroffa i Loomana, byta daw-
niej daleko rzadziej stosowana anizeli definicja konstruktyw-
na, na ktorej opiera sie bezposrednio rozumowanie Hake ’go,

Lemmat. Jesli funkcja f (x), okreSlona w pewnym przedziale
najmniej z jej funkcji zwyzszajgcych jest o wahaniu skoriczonem
W znaczeniu wezszem na pewnym zbiorze Q(Z 10 wbwczas
wszystkie funkcje zwyzszajgce i znizszajace oraz catka nieoznaczona
($) funkcji f (x) w przedziale /0 sg réwniez na tym zbiorze o wa-
haniu skonczonem w znaczeniu wezszem.

Dowdd. Niech f (x) bedzie funkcjg catkowalng w sensie
Perrona w przedziale (a, b) i F(x) jej catkg nieoznaczong (*P).
Zaktadamy, iz istnieje funkcja U°{x), zwyzszajgca dla 7 (a) w tym
przedziale, o wahaniu skonczonem w znaczeniu wezszem
na pewnym zbiorze Q Jesli tedy V(a) jest dowolng funkcja
znizszajgca funkcji / (az), wowczas rdéznica U°(x) — V (X) jest mo-
nofoniczna w catym przedziale (a, b), a wiec temsamem funkcja

V(x) = U\x) - [UWX) - V(X)]
jest, wraz z U°(x), o wahaniu skonczonem w znaczeniu wez-
szemna Q

Z kolei, jesli przez U (a) oznaczymy dowolng funkcje zwyz-
szajagcg funkcji f (x), wdwczas obydwie funkcje U (X) —V (a),
F(X) —V (X) sg monofoniczne niemalejgce w catym przedziale,
a wiec funkcje

U(x)= V(x) + [U(X)~ V)], F(x)= V) + [[7(a) =V (]

sg, wraz z V(x), o wahaniu skonczonem w znaczeniu wez-
szem na Q
Lemmat nasz jest w ten sposéb udowodniony.

) Alexandroff, Math. Zeitschr.,, t 20, (1924), p. 213; Looman,
Marii. Ann., t. 93, (1925), p. 153.



Twierdzenie 10 (Alexandroffa-Loomana). Calka
Perrona rownowazna jest calce Denjoy w znaczeniu wezszem.

Dowdd. Z uwagi na twierdzenie Hak e’go wystarczy tu
juz tylko udowodnié, iz kazda funkcja catkowalna (*P) jest zara-
zem catkowalna (®%*).

Niech tedy / (x) bedzie dowolng funkcja, okre$long w prze-
dziale 0= (a, b) oraz catkowalng w tym. przedziale, i niech
F (x) bedzie jej catkg nieoznaczong Perrona. Pokazemy prze-
dewszystkiem, iz funkcja F (x) jest uogolniong funkcjg bezwzgle-
dnie ciggta w znaczeniu wezszem w przedziale (a, b).

Niech, w tym celu, U°(x) bedzie pewng, dowolnie zrestg wy-
brang, funkcjg zwyzszajgcg funkcji / (A). Poniewaz mamy wow-
czas w catym przedziale (a, b)

D U\x) > - co,

przeto, na mocy tw. 20 rozdziatu IX (8 12), przedziat ten jest
sumg ciggu zbiorbw Qn{n =1, 2 ...) takich, iz na kazdym z nich
funkcja U°(x) jest o wahaniu skonczonem w znaczeniu wezszem.
Mozemy zatozyC oczywiscie, iz zbiory te sg domkniete oraz iz
kazdy z nich zawiera krance a, b rozwazanego przedziatu.

Niech teraz e bedzie dowolng liczbg dodatnig i U (x) —taka
funkcjg zwyzszajacag funkcji f (xX) w (a, b), iz

) [Ub)- U@]—[Fm) —F@1<s.

Oznaczmy, dla kazdego n, przez Un(x), wzgl. F,,(x), funkcje
identyczng z U (x), wzgl. z F (x), w punktach zbioru Qn i linjowa
w przedziatach przylegtych do tego zbioru. Na mocy lemmatu
poprzedniego funkcja U (x) jest o wahaniu skonczonem w zna-
czeniu wezszem na kazdym ze zbioréw Q, a wiec funkcja Un(x)
jest o wahaniu skonczonem w catym przedziale /Q Z drugiej
strony, w catym tym przedziale

Un{x) > —co,

a wiec — z uwagi na twierdzenie 13 (1°) rozdz. VII (§ 7) — fun-
kcja Un(x) posiada odchylenie dolne réwne zeru.

Poniewaz jednak funkcja Un{x) —Fn{x) jest, wraz z funkcjg
U {X) —F (x), monofoniczna niemalejgca w 1, zatem z nieréwno-
Sci (2) wynika, iz dla kazdego uktadu niezachodzacych na siebie
przedziatow («/, bi), zawartych w 7
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Stad zas,—jako ze, jak juz zauwazylismy, odchylenie dolne funkcji
Un{x) jest zerem,—otrzymujemy, iz odchylenie dolne funkcji Fn(x)
jest —e a wiec, —poniewaz s jest dowolng liczbg dodatnig, —
iz odchylenie to wprost znika.

Podobnie zupetnie, rozwazajgc tylko zamiast funkcji zwyz-
szajacych, funkcje znizszajace, stwierdzamy, iz znika réwniez
i odchylenie gorne funkcji Fn(x), a wiec w rezultacie — iz fun-
kcja ta jest ciggta bezwzglednie. To jednak oznacza, iz funkcja
F (&) jest bezwzglednie ciggta na kazdym ze zbiorow Qn a wiec,
iz jest uogolniong funkcja bezwzglednie cigglta w przedziale /Q

Nadto jednak, na mocy lemmatu poprzedniego, funkcja F (X)
jest, wraz z funkejg U°(x), o wahaniu skonczonem w znacze-
niu wezszem na kazdym ze zbiorow Qn jest wiec (VBG*)
w catym przedziale /0 Z uwagi tedy na udowodniong juz wyzej
uogoblniong ciggtos¢ bezwzgledng (w znaczeniu szerszem)
funkcji F (x), wynika z kolei natychmiast z twierdzenia 14 rozdz.
VIl (8 18), iz rozwazana funkcja F(x) jest uogolniong funkcja
bezwzglednie ciggta réwniez i w znaczeniu wezszem; poniewaz
za§ — w mysl tw. 6 rozdz. VII (8 5) — prawie wszedzie

przeto funkcja F (x) jest zarazem catkg nieoznaczong (®*) fun-
kcji / (*), co nalezato udowodnic¢

Ze wzgledu na wynik, zawarty w powyzszem twierdzeniu, catke T>* na-
zywa sie czesto catkg Denjoy-Perrona; dla odréznienia, catke  nazywa
sie wowczas catkag Denjoy-Khintchine’a (por. VIII, § 1)

Catka niewtasciwa Cauchy’ego.

§ 14. Ostatnie 88 tego rozdziatu poswiecimy t. zw. kon-
struktywnej definicji catek Denjoy). Definicja ta — kt6-
rej unikaliSmy dotychczas, nie chcagc wprowadza¢ do wykiadu

]) Por. Denjoy, Totalisation, Chap. Il, p. 181
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tego liczb pozaskonczonych — wigze explicite pojecie catki
Denjoy z klasycznemi uogolnieniami, znanemi pod nazwa catek
niewtasciwych Cauchy’ego i Harnacka.

Rozpoczniemy tedy od sprecyzowania definicji tych dwu
catek niewtasciwych, nawiazujgc znéw do rozwazan abstrak-
cyjnych 887 — 9,

Przyjmiemy przedewszystkiem nastepujacg definicje:

bedziemy mowili, iz punkt a jest punktem osobliwym
funkcji f (X) w przedziale / wzgledem pewnej operacji catkowej
31, lub — krotko — punktem osobliwym (3)?) funkcji / (X) w /,
jesli istniejg dowolnie mate przedziaty, zawierajgce punkt a i za-
warte w /, na ktérych funkcja / (x) nie jest catkowalna (37?).

Z definicji tej wynika natychmiast, iz zbior punktow osobli-
wych funkcji / (x) w jakim$ przedziale /, wzgledem pewnej ope-
racji catko\vej, jest zawsze domkniety. tatwo dalej zauwazyc, iz,
jesli zbidr ten jest pusty, wowczas funkcja/ (X) jest napewno
w przedziale / catkowalna (3J?). W samej rzeczy, jesli funkcja
/ (X) nie jest w przedziale / catkowalna (3W), wowczas nie jest
catkowalna ( 3 przynajmniej na jednym z przedziatow, ktore
otrzymuje sie, dzielgc na potowy przedziat /. Przedziat ten dzie-
limy dalej na potowy, stwierdzajac znéw, iz na jednym przynaj-
mniej z otrzymanych przedziatbw funkcja f (x) nie jest catko-
walna (3J1); postepujac w tenzesam sposob, otrzymujemy taki
cigg zstepujacy przedziatow, o diugosciach dazacych do zera, iz
na zadnym z nich funkcja f (x) nie jest catkowalna (3?i). Punkt
wspolny tych przedziatdbw jest oczywiscie punktem osobliwym
(W) funkcji f (x) w przedziale /.

8 15. Przyporzadkujemy kazdej operacji catkowej 3Ji pewna
operacje, ktérg oznaczymy przez 3JJCi ktorg zdefinjujemy w spo-
sob nastepujacy: do zakresu jej na dowolnym przedziale D= (a, b)
nalezeC bedg wszystkie funkcje f (x), spetniajgce warunki:

(1) / (X) posiada conajwyzej skonczong ilos¢ punktéw o0so-
bliwych (3W) w przedziale /G

(2 istnieje funkcja F(x), ciggta w przedziale M taka, iz
dla kazdego przedziatu (c, d), zawartego w /0 i niezawierajacego
punktow osobliwych (3JJ) funkcji f (x),
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Jesli funkcja taka istnieje, wowczas jest przez warunki (1)
i (2) okreslona jednoznacznie z dokladnoscig do dowolnej statej
addytywnej; ktadziemy wowczas

Zdefinjowana w ten sposéb operacja spetnia, jak spo-
strzega sie natychmiast, warunki (I), (1), (Ill) § 7, jest tedy zno-
Wuz pewng operacjg catkowa, jednoznacznie przyporzadkowang
catce SO Nazwiemy ja catkg niewtasciwg (5??) Cauchy’ego;
widoczne jest, iz zawsze

Uog6lnienie okreslonego procesu catkowania przez przyporzadkowanie
mu odpowiedniej catki niewfasciwej Cauchy’ego, stosowane byto poczatko-
wo przez samego Cauchy’ego do catki, rozumianej w sensie podanej prze-
zen definicji Hi uogolnienie to umozliwito catkowanie pewnych funkcji posia-
dajacych conajwyzej skoriczong liczba nieciggtosci. Z kolei, w Analizie rie-
m a n nowskiej, tosamo uogoélnienie zastosowane zostalo do catki Rie-
manna, stajgc sie zrodtem caitki, ktéra—znana pod nazwg catki niewta-
§ciwej Riemanna-Cauchy’ego — pozwala scatkowa¢ metodami rie-
m a n n owskiemi pewne funkcje o skoriczonej liczbie punktdéw nieograniczonosci.
Podobne uogolnienie moznaby, rzecz prosta, zastosowac do catki Lebesgue’a,
jednakze, jak tatwo spostrzec z uwagi na zamknietos¢ catek l)enjoy, za-
rowno to uogdlnienie, jak i obydwa pozostate wyzej wspomniane, objete sg
juz przez catki Denjoy.

Wychodzac z pewnej operacji (*??t), mozemy utworzy¢ cigg operacji

z ktérych kazda obejmuje poprzednig i jest w stosunku do niej catka niewta-
sciwg Cauchy’ego. Mozna is¢ dalej jeszcze i przedtuzy¢ ciag (3) przez indu-
kcje pozaskonczong, kladac 9320 = i ogolnie, dla a S,

Mamy wdweczas, jak tatwo zauwazyc,

% Por. VII, § 1

2 Por. niz. § 17.

3 Moznaby nawet zdefinjowa¢ catke, ktorg oznaczyliSmy w tekscie
przez jako najstabsza operacje catkowa i, obejmujaca operacje i spet-
niajaca ponadto warunek £; = Xc.
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W przypadku, gdy Tl oznacza catke Riemanna, jest t. zw. cat-
ka niewlasciwg Lejeune-Dirichleta, ktdra uogdlnia metode Rieman-
nowska catkowania na pewne funkcje o conajwyzej przeliczalnym zbiorze
punktéw nieograniczonosci *).

Przez analogje moznaby byto rozszerzy¢ sens tego terminu i nazwac
og6lnie, przyporzadkowang w powyzszy sposob dowolnej zupetnie catce 9Jl,
operacje 9 catka niewlasciwg (91) Lejeune-Dirichleta. Bezposre-
dnig definicje tej catki moznaby tatwo zreszta otrzymac, modyfikujac nieznacz-
nie okreslenie catki niewtasciwej (Tl) Cauchy’ego: mianowicie, wystarczy-
foby tylko zastgpi¢ w sformutowaniu warunku (1) wyraz ,,skohnczonag"
przez ,,przeliczalng™. W przypadku, gdy 99t oznacza calke Riemanna
lub Lebesgue’a catka niewtasciwa (TI) Lejeune-Dirichleta jest
oczywiscie objeta réwniez przez catki Denjoy.

Catki niewtasciwe Harnacka.

8 16. Podamy z kolei, w formie og6lnej, definicje t. zw.
catki niewtasciwej Harnacka.

Przyporzadkujemy mianowicie, w sposéb jednoznaczny, kaz-
dej operacji catkowej 9} pewng operacje 9JN ktdrg okreslimy,
jak nastepuje:

zakres operacji 977 na dowolnym przedziale / obejmowac
bedzie wszystkie funkcje / (x), okreSlone w tym przedziale, takie,
iz, jeSli P oznacza mnogo$¢ ich punktéw osobliwych (9ft) w prze-
dziale /, a {/<} —ciag przedziatow przylegtych do P w / 2, wowczas

(1) funkcja / (x) jest catkowalna (97?) na P oraz na kazdym
z przedziatow [«

J) W istocie rzeczy, Lejeune-Dirichlet podat swoje uogélnienie
catki Riemanna w wezszym nieco zakresie, mianowicie dla takich tylko
funkcji, dla ktérych zbiér punktéw nieograniczonosci posiada skoriczong co-
najwyzej ilos¢ punktéow skupienia (t. j. skonczong t. zw. pierwszg po-
chodng). Uogélnienie to, dla ogdlnych operacji calkowych ®1%, odpowiada-
toby operacji okreslonej jako suma ciggu przeliczalnego

Petne uogolnienie podane byto przez du Bois-Reymonda (Journ. f.
reine u. ang. Math., t. 79, (1875), pp. 36 — 37); por. takze: Rosenthal,
Encgkl., p. 1050.

2 t. zn. przylegtych do zbioru, utworzonego przez dotgczenie do zbioru
P krancéw przedziatu 1.
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Jezeli funkcja f (x) warunki te spetnia, wéwczas definjujemy

Okreslona w ten sposéb operacja funkcjonalna 93?Aspetnia,
jak spostrzega sie natychmiast, warunki (1), (1) i (Ill) § 7, a wiec
jest rowniez pewng operacjg catkowa. NazywaC ja bedziemy
catkg niewtasciwg (93?) Harnacka w znaczeniu szer-
szeni, albo wprost catkg niewtasciwg (93?) Harnacka.

Catke niewtasciwg (93?) Harnacka w znaczeniu
wezszem, ktérg oznaczaé bedziemy przez 99?* otrzymujemy,
modyfikujac nieznacznie definicje catki 93\R mianowicie, pozosta-
wiajgc w definicji tej warunek (1) bez zmiany, zastepujemy w niej
warunek (2) przez nastepujacy:

n

ktory jest mocniejszy anizeli (2).

Mamy oczywiscie

Okreslone powyzej operacje 9J11 $yth* nazwaliSmy catkami niewtasciwe-
-mi Harnacka, ze wzgledu na widoczne ich pokrewienstwo ze znanem uogol-
nieniem catki Riemanna, ktére — dokonane przez Harnacka — umo-
zliwia zastosowanie procesu catkowania rieman nowskiego do pewnych
funkcji, posiadajacych nieprzeliczalng mnogos¢ punktéw nieograniczonosci.
Oryginalna catka Harnacka odpowiada zresztg dokiadniej operacji 93tA
anizeli operacji #

eZauwazymy tu jeszcze, iz jesli operacja catkowa 9t jest zamknieta, lub —
ogoblniej — jesli spetnia chocby tylko warunek (H) (por. § 9), wéwczas po-
krywa sie z catkg 9tA ktatwo jednak zauwazy¢, iz z tozsamosci 91 = 91A
bynajmniej nie wynika jeszcze, iz operacja 9t spetnia warunek (H).
, Podobnie zupetnie, jesli operacja 91 spetnia warunek (//*) § 9, wowczas
9t = 9

Definicja konstruktywna catek Denjoy.

§ 17. Rozwazanie dwu poprzednich 88, poswiecone catkom
niewfasciwym, prowadzg w sposob naturalny do nowej definicji
catek Denjoy, opartej na indukcji pozaskonczonej.

¥ Harnack, Math. Ann,, t. 21, (1883), p. 324; t. 24, (1884), p. 220. Por.
takze: Hobson, R. F, p. 657, oraz Rosenthal, Encykl, p. 1053.
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Ustalimy przedewszystkiem pewien dogodny sposob znako-
wania:

niech % (E< V) bedzie ciggiem — naogdt pozaskonczo-
nym — catek i zatozmy, iz dla kazdej pary wskaznikdw £< W< v

Oznaczymy przez

catke I ktorej zakres — na kazdym przedziale / — réwny jest
sumie zakresow catek I (E< V) na tym przedziale i ktéra dla
kazdej funkcji / (X), nalezacej do jej zakresu, okre$lona jest przez
rownosc¢

gdzie ) oznacza najmniejsza warto$¢ wskaznika £ dla ktorej fun-
kcja / (x) jest catkowalna (SD?) na /. Wynika zresztg z (1), iz
rownos$¢ (2) zachowuje sie, jesli zastapi¢ w niej wskaznik £ przez
jakakolwiek liczbe £/ o

Niech teraz {£J, {&]} bedg dwoma ciggami pozaskonczone-
mi catek, okresSlonych w sposob nastepujgcy przez indukcje:

£0= £* oznacza catke lebesgue’owska;

Pokazemy, iz

Wystarczy udowodniC¢ tu zresztg tylko pierwsza z powyzszych
rownosci; druga uzasadnia sie — rzecz prosta — w sposob cal-
kiem analogiczny.

Poniewaz catka ® jest zamknieta (8 10) i obejmuje catke
Lebesgue’a przeto stwierdzamy natychmiast, przez indukcje,
iz dla kazdego £
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skad oczywiscie

Azeby przeksztatciC zwigzek powyzszy w tozsamosc¢

nalezy dowieSC jeszcze, iz kazda funkcja catkowalna (©) w jakim$
przedziale jest w nim zarazem catkowalna (fig) dla pewnej, dosta-
tecznie wielkiej warto$ci wskaznika i <

Niech tedy f (x) bedzie funkcjg catkowalng (©) w przedziale
{a, b). Oznaczmy, ogolnie, przez Pq zbior jej punktow osobliwych
(8e) w tym przedziale. Zbiory {P tworzg cigg zstepujacy zbio-
row domknietych i istnieje przeto pewna liczba ji< taka, iz

Zatdézmy, iz

Rozwazymy najpierw przypadek, gdy zbior PXnie redukuje
sie do krancow przedziatu (a, b).

Zbior ten zawiera woéwczas, w mysl lemmatu § 11 pewien
kawatek K taki, iz funkcja f (x) jest na nim sumowalna i szereg
wartosci catki (®) tej funkcji na przedziatach do K przylegtych
jest zbiezny bezwzglednie. Niech / oznacza jaki$ przedziat, za-
wierajacy wewnatrz punkty zbioru K i obrany w ten sposob, by

r

Oznaczymy przez {/<} ciag przedziatow przylegtych do zbioru
I XK w przedziale I. Poniewaz zaden z tych przedziatdbw nie

") lIstnienie takiej liczby dowodzi sie tatwo przez sprowadzenie do
sprzecznosci. Zatozmy, w samej rzeczy, iz, dla kazdej liczby Ju< £ mamy

Pp, Kazdy zbior zawiera tedy pewien punkt a” ktéry nie nalezy
do poniewaz za$ wszystkie rozwazane zbiory sg domkniete, przeto, z kolei,
punktowi przyporzadkowaé mozemy pewien zawierajacy go przedziat

/[i o krancach wymiernych, roztagczmy ze zbiorem P~”N, a wiec—temsamem—
ze wszystkiemi zbiorami P~ dla | > j. Otrzymujemy w ten sposéb cigg po-
zaskonczony typu H przedziatéw /~, z ktorych — jak spostrzega sie natych-
miast — zadne dwa nie moga sie pokrywac. Prowadzi to jednak oczywiscie
do sprzecznosci, poniewaz przedziatlow o krancach wymiernych jest tylko
mnogo$¢ przeliczalna. [Por. takze: Sierpinski, T. O, p. 52].
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zawiera juz wewnatrz punktéw osobliwych (8@ przeto funkcja
f (x) jest catkowalna (8") na kazdym przedziale, zawartym we-
wnatrz ktéregokolwiek z przedziatow Ini catka jej na takim
przedziale pokrywa sie, w mysl (3), z catkg (®). Wynika stad
natychmiast, iz na kazdym z przedziatow /, funkcja f (x) jest
catkowalna (8£) oraz iz

Stad oczywiscie

a w przypadku, gdy ciag przedziatdw {/¢ jest istotnie nieskon-
czony, rowniez

Z uwagi na (4) wszystkie punkty zbioru K, ktére zawarte
S§ wewnatrz przedziatu /, sa zarazem punktami osobliwemi (E£)
funkcji / (X) w tym przedziale. Z drugiej strony, poniewaz fun-
kcja / (X jest sumowalna na K przeto jest tembardziej catko-
walna (8p na tym zbiorze, i z (6) oraz (7) wynika, iz catkowalna
jest (Sjf = 8”7,) na catym przedziale I, co oczywiscie sprzeczne
jest z zatozeniem, iz przedziat ten zawiera wewnatrz punkty zbio-
ruP,. =P |

fZakﬂzg'/lliémy powyzej, iz zbior P§ nie redukuje sie do kran-
cow przedziatu (a, b). W tym jednak, wylgczonym dotad, przy-
padku spostrzega sie natychmiast, iz funkcja / (x) jest catkowalna
(8j), a wiec tembardziej catkowalna (8h-i), wtym przedziale, co
oczywiscie zndw jest sprzeczne z zatozeniem (5).

Zatozenie to prowadzi tedy do sprzecznosci. Mamy wiec
R —0, skad wynika oczywiscie, iz funkcja f (x) jest catkowalna
(SjJ w rozwazanym przedziale.

Twierdzenie nasze jest w ten sposéb udowodnione.
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ciggta punktu 23; — miary, miary ze-
wnetrznej zbioru 77;—mierzalna 48;,—
normalna 159;—osobliwa 15—osobli-
wosci 14; — o uog6lnionem wahaniu
skonczonem (w znaczeniu szerszem)
(VBG) 220; — o uogélnionem wa-
haniu skonczonem w znaczeniu wez-
szem (VBG*) 234; — o ‘wahaniu
skonczonem 10, 23; — o wahaniu
skonczonem (w znaczeniu szerszem
na zbiorze) 217; — o wahaniu skon-
czonem Ww znaczeniu wezszem na
zbiorze 232; — pierwotna 184; —
pétciggta (punktu) 53; — przedziatu
8, — punktu 47; — rézniczkowalna
66; — rdzniczkowalna aproksyma-
tywnie 216;—rdézniczkowalna wzgle-
dem zbioru 216;—sumowalna 93; —
sumowalna na przestrzeni 124; —
sumowalna na zbiorze 121;—zbioru
mierzalnego 123; — zbioru mierzal-
nego zupetnie addytywna 124; —
zbioru mierzalnego absolutnie cig-
gta 124.
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Funkcje ortogonalne 158; — réwnowaz-
ne 47.

Gesto$¢ (zewnetrzna, gorna, dolna, pra-
wostronna, lewostronna) zbioru w
punkcie 77.

Granica aproksymatywna (gérna, dolna,
prawostronna, lewostronna) 213,
214; — ciggu monotonicznego zbio-
row 4; — mocna 150; — mocna Sze-
regu funkcji 156.

lloczyn skalarny wektoréw (w przestrze-
ni Hilberta) 154, — zbioréw 3.

Kawatek zbioru 212.

Kostka 6.

Krzywa 86; — prostowalna 87.
Kwadrat 6.

tancuch wartosci parametru krzywej 87.

Maximum funkcji w punkcie 52; —
wihasciwe 243.

Miara zbioru 32; — zbioru Peano-
Jordana 27; — zewnetrzna zbio-
ru 29.

Minimum funkcji w punkcie 52;—wias-
ciwe 243.

Niemal wszedzie 188.

Nierowno$¢ Bessela1l62,—Schwar-
za 152.

Odchylenie (gérne, dolne, bezwzgledne)
funkcji 13, 22.

Odlegtos$¢ punktow w przestrzeni eu-
klidesowej 4; — punktéw w prze-
strzeni metrycznej 150; — punktu
od zbioru 5.

Odpowiednio$¢ izometryczna 150.

Operacja catkowa, ob. catka.

Oscylacja catki 302; — funkcji 8, 22; —
funkcji w punkcie 52.

Otoczenie punktu w przestrzeni eukli-
desowej 5; — metrycznej 150.

Parametr krzywej 86.

Pochodna (gdérna, dolna, oznaczona)
funkcji 66; — aproksymatywna (gor-

na, dolna, krancowa, prawostronna,
lewostronna) 215, 216; — Dini’ego
67; — posrednia 67.

Pole gorne, dolne funkcji 116; — prze-
dziatu 6; — (przestrzen) funkcji o
kwadracie sumowalnym 155,

Prawie wszedzie 30.

Przedziat 6, — pdt-przylegly, przylegly
do zbioru 82; — przylegty do zbio-
ru w przedziale 324.

Przestrzen euklidesowa 4—Hilberta
($$) 153; — metryczna 150; — zu-
petna 151.

Przestrzenie izometryczne 150.
Przyrost funkcji 22.

Punkt gestosci, gestosci zewnetrznej
zbioru 77,—odosobniony 259;—os0-
bliwy funkcji (wzgledem catki) 322;
przestrzeni euklidesowej 4; — prze-
strzeni Hilberta 154;—skupienia
zbioru 5;—rozrzedzenia zbioru 77,—
wewnetrzny zbioru 5.

Rodziny réwnowazne funkcji 169.

Rozktad kanoniczny Jordana 1; —
Lebesgue’a 2l

Rozwiniecia ortogonalne Fouriera
159; —Fouriera-Lebesgu e’a
Fouriera-Perrona, Fouriera-
Denjoy 160.

Roznica zbioréw 4.

Siatka kwadratowa 7.

Spotczynnik Fouriera 160.

Suma mocna szeregu funkcji 156; —
zbioréw 2

Szereg funkcji mocno-zbiezny 156; —
ortogonalny 159.

Srednica zbioru 4.

Tozsamo$é Parseoala 166.

Uktad funkcji ortogonalny 159; —orto-
gonalny, normalny 159; — zupetny
164.
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Uogélniona funkcja bezwzglednie cia- Wektor w przestrzeni Hilberta 154.
gta 222;—w znaczeniu wezszem 236. Wiasnosé, ob. warunek.

Uzupetnienie zbioru 5. Whnetrze zbioru 5.

Wahanie funkcji gérne, dolne 9, 22; — Wykres funkcji 116.
bezwzgledne 10;—mocne na zbiorze Zbiezno$¢, ob. ciagg oraz szereg.
231;— stabe na zbiorze 217. Zbiory roztaczne 4.

Warunek (C) (dla catki) 303; — (C) Zbi6r domkniety 5, — Fa5; — Gg 5; —
(dla funkcji) 57;—C auchy’ego 62, miary zero 30;—mierzalny 32;—odo-
151; — (D), D (a, N) 272; — (F) sobniony 261; — ograniczony 4; —
105;—(H), (7/*) 304;,—L ipschitza otwarty 5; przeliczalny 4; — punkto-
187; — (N) 224; — symetrji 150; — ksztattny 203; — pusty 3; — wsze-

(7\) 259; — (r2 264; — trojkata 150. dziegesty 150.
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