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DO CZYTELNIKA.

Czy to dzieto bytoby kiedy wyszlo na $wiat, nie wiem. Ale
ze dzi$ wychodzi, to dzieki mojemu dawnemu uczniowi,
Hr. JANow1 DziaryNskiemu, ktéry mi podal mysl jego napi-
sania, i usilnie nalegat na wykonanie, ofiarujac, z cata szla-

chetnoscia, ponies¢ wszystkie koszta wydawnictwa.

0 samem dzicle nie mam nic do powiedzenia, chyba to ze
jést scistym kursem arytmetyki ktory, od wiélu lat, wykladam
w SzkoLE Wryzszry Povrskies, zwanej Szkola Montpornasse,
w Paryzu. Czytelnik, ze spisu rzeczy, bedzie mial dostateczne
wyobrazenie o rozkladzie ksiazki. Nie znajdzie tylko loga-
rvtméw, bo one naleza do algebry ; ale za to znajdzie dzialania
skrocone, zupelna teorye przyblizen liczebnyeh, i rézne noty
zawierajace, miedzy innemi, nicktore twierdzenia wiasnosci

liczb.

Nie moge jednak przemilezeé ze, mimo rzetelnego wstretu

do nowych wyrazow, ktoremi nierozwazni zaciemniaja jezyk ;
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vI DO GZYTELNIKA.

musialem, w koniecznej potrzebie, utworzyé wielownik, wie-
lowny, wskaz i zatrzymke. Spodziewam si¢ Ze one zostang
przyjete, jako juz powszechnie przyjeto wyrazy: moiebny i
wynik, ktore, lat temu blisko trzydziesci, wprowadzitem do

naszej mowy.

A teraz, taskawy czytelniku, jesli moja praca odda ci

tyle uslug ile zycze, dopelnitem powinnosci

G.-H. NIEWEG SKI.

Pisalem w ParyZu dnia 21 maja 1866 r.
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ARYTMETYKA.

% WSTEP.

-

1. Wielos¢ przedmiotéw ktore okolo siebie spostrzegamy
rodzi w nas wyobrazenie liczby.

Przedm iot zktérym poréwnywamy inne przedmioty tejsamej
natury nazywasie ich jednoscia. Zbior jednosci stanowi liczbe.

I tak, kiedy méwimy: spotkalem ¢rzy osoby, widzialem
cztery Konie, kupilem dziesieé ksiazek, etc.; osoba, kon, ksiaz-
ka sa jednosciami; a zas trzy, cstery, dziesie¢, LIcZBAMI tych
jednosci.

Liczby nazywaja sie mianowanem? (concreti numeri) gdy
wyrazaja jednosci mianowane, jako siedem koloréw, dwie géry;
albo oderwanemi (abstracti numeri), gdy wyrazaja jednosci
niemianowane, jakoby oderwane od przedmiotow, np. pieé,
siedem, osiem, sto, etc.

Ale trzeba dobrze uwazaé ze liczbe mianowang stanowia
jednosci oddzielne, nie zas jednosci skladajace jedna catosé.
1 tak, dziesie¢ tokei sukna wyrazaja liczbe mianowang lokei,
jesli kazdy tokieé jest osobny; a przeciwnie, te dziesie¢ tokei
wyrazaja tylko pewna wielkosé, jesli oznaczaja jedna sztuke
sukna.

2. Arytmetyka jest umiejetnoscia wlasnosci liczb, i ma za
przedmiot dzialania na liczbach.

ARYTMET, !
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ROZDZIAL PIERWSZY.

LICZENIE,

Najpierwszym przedmiotem Arytmetyki jest licuee.

Umie¢ liczy¢ jestto znac¢ imiona liczb po sobiafidacych, i
umieé wyrazaé te liczby pewnemi znakami. Zatem liczenie jest
dwojakie : ustne i pisane.

§ I. — LICZENIE USTNE.

3. Liczenie ustne jestto sztuka tworzenia imion liczb.

Imiona liczb nie sa wszystkie dowolne, i tworza sie jako
nastepuje:

Mianujemy liczby jedna po drugiej, od jednosci az do dzie-
sieciu, mowiac: jeden, dwa, trzy, catery, pie¢, szesc. siedem,
osiem, dziewiec¢, dziesiec. MOwimy potem, idac dalej, jede-
nascie, to jest dziesieé i jeden; dwanascie, to jest dziesie¢ i
dwa ; a nastepnie traynascie, caternascie, pietnascie, szesna-
Scie, siedemnascie, osiemnascie, dzicwietnascie.

Dodajac jeszcze jednosé, mamy dwadziescia, to jest dwa
dziesiatki.

Liczymy nastepnie dwadziescia jeden, dwadziescia dwa, i tak
dalej, az do dwadziescia dziewieé.

Poczem, dodajac jednosé, otrzymujemy trzydziescs; liczymy
na dziesiatki jakesmy liczyli na jednosci, mowiac: trzydziesci
Jeden, traydziesci dwa, etc. ; cxterdziesci jeden, caterdziesci dwa,
etc.; piedziesiat jeden, piedziesiat dwa, etc. ; szesdziesiat jeden,
$zesdziesigt dwa, etc. ; siedemdziesiat jeden, siedemdziesiat duwa,
etc. ; osiemdziesiat jeden, osiemdziesiat dwa, elc. ; dziewiedzie-
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LICZENIE. 3
siat jeden, dziewiedziesigt dwa, ete. az do dziewiedziesigt dzie-
wiec.

Dodajac jednos¢ mamy liczbe sto;

Potem liczymy : sto jeden, sto dwa, etc. ; sto dziesigé, stoje-
denascie, etc. ; sto dwadziescia, sto dwadziescia jeden, etc.; i tak
podobnie, az do sto dziewiedziesiat dzicwieé.

Poczem, dodajac jednos¢ mamy dwiescie, a nastepnie dwie-
scie jeden, etc., az do dwiescie dziewiedziesiat dziewiec.

Liczymy na sta jakeSmy liczyli na jednosci i dziesiatki, i
otrzymujemy nastepujace liczby, méwiac: ¢trzy sta, trzysta je-
den, etc.; cxterysta, czterysta jeden, etc. ; piecset, piecset jeden,
etc.; szeséset, szescset jeden, etc.; siedemset, siedemset jeden,
etc. ; osiemset, osiemset jeden, etc. ; dziewieéset, dziewiecéset je-
den, etc.; az do dziewieéset dziewiedziesiat dsiewied.

Nastepujaca liczba jest TysiAc, a po niej idzie : fysiac jeden,
tysige dwa, i t. d.

Tu dobrze uwaza¢ nalezy ze, nietylko liczymy na tysiace,
jakosmy liczyli na jednosci, dziesiatki i sta; ale jeszcze liczba
tysiac stanowi druga klasse jednosei, i zawiera trzy rzedy, to
jest jednosci tysiecy, dziesiatki tysiecy i sta tysiecy. MoOwimy
tedy: tysiac, dwa tysiace, trzy tysiace, etc. ; dziesiec tysiecy,
Jedenascie tysiecy, ete. ; sto tysiecy, dwiescie tysiecy, trsysta ty-
stecy, (1); az do dziewieéset dziewiedziesiat dzicwiec tysiecy.

Idzie nastepnie liczba MiLioN, ktéra stanowi trzecia klasse
jednosci i zawiera takze trzy rzedy, to jest jednosci milionow,
dziesiatki milionéw i sta milionéw. I méwimy :

Milion, dwa miliony, etc.; dziesie¢ miliondw, jedenascie
miliondw. etc. ; sto milioniw, dwiescie milionéw, etc.; az do
dziewiecset dziewiedziesiat dziewieé miliondw.

Potem idzie liczba BiLioN albo miliard. Stanowi ona czwarta
klasse jednosci i skiada sie takze, jako poprzednie klassy, ze
trzech rzedow, to jest z jednosci biliondw, z dziesiatkéw bi-

(1) Moéwiatakze dwa kroc sto lysigcy, trzy kroc¢ sto tysigcy, etc. zwlasz=

cza gdy te liczby stoja same jedne; np. kupit dom za cztery kroé sto ty-
siecy zlotych, i t. p.
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h ROZDZIAL T.

liondw i ze set bilionow , i mowimy bilion , dwa biliony ,
dziesie¢ biliondw, cto biliondie, etc. lda nastepnie tryliony,
po nich kwatryliony, i t. d.

To co poprzedza dostatecznie pokazuje ze liczenie jest dzie-
sigtne i troiste. Jest ono dziesietne, bo liczymy od jednej az do*
dziesieciu jednosci czyli do dziesiatka; potem od jednego az
do dziesieciu dziesiatkdw czyli do sta, ete. Liczenie jest troi-
ste, bo liczymy po trzy rzedy w kazdej klassie jednosci, i ma-
my naprzod jednosci, dziesiatkii sta ; potem jednosci tysiecy,
dziesiatki tysiecy i sta tysiccy; nastepnie miliony, dziesiatki
milionéw i sta miliondw ; i tak dalej.

§ 1l. — LICZENIE PISANE.

4. Aby mozna pismem wyrazaé liczby, trzeba nietylko mieé
pewne znaki ktoreby, rézna postacia swoja, oznaczaly wiel-
kos¢ liczb poezatkowych, tak jako litery abecadla oznaczaja
pierwotne dzwicki mowy ludzkiej; ale trzeba jeszcze, za po-
moca matej liczby tych znakow, umieé wyrazi¢ wszelkie liczby.

Tych znakow, ktore sie nazywaja cyframi, jest tylko dzie-
sie¢. Oto ich postac i wartosé w naturalnym porzadku :

1y 538 o) SR 7) 8 9 0
jeden dwa trzy catery pieé szes¢ siedem osiem dziewieé zero

Zero nie wyraza samo przez si¢ zadnej wartosci, ale jego
uzytek jest bardzo wazny, jak to niebawem zobaczymy.
~ Majac te dziesieé cyfer, aby za pomoca nich wyrazié¢ wszel-
ka liczbe, przyjeto nastgpujaca, fundamentalng ugode, na kto-
rej sie opiera liczenie pisane : wszelka cyfra, postawiona na le-
wej stronie drugiej, oznacza jednosct DZIESIEC RAZY WIEKSZE niz
Jednosci tej drugiej.
I tak, cyfry 3, 6, napisane osobno, wyrazaja pierwsza trzy,
a druga szes¢ jednosei. Ale, jesli je napiszemy obok siebie,
jako 36, wtedy, cyfra 6 oznacza jeszcze szesé JEDNOSCI, a za§
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LIGZENIE. 5

cyfra 3, stojaca po lewej stronie cyfry 6, wyraza, na mocy po-
wyzszej ugody, trzy DZIESIATKI, to jest jednosci dziesigé razy
wieksze od jednosci oznaczonych cyfra 6. Wiec 36 \wyraza
trzydziesct szes¢ jednosci, albo po prostu, liczbe trzydziesct
szes¢. Tak samo 63 oznacza liczbe szesdziesiat trzy.

Szukajmy teraz co znaczy wyraZenie 798.

Rozumujac jako dopiero co, pojmiemy fatwo ze cyfra 8,
stojaca na pierwszem miejscu, idac od prawej reki ku lewe;j,
oznacza osiem JEDNOSCI ; nastepujaca cyfra 9, ktéra stoi na
drugiem miejscu, to jest po lewej stronie cyfry jednosci 8,
oznacza dziewie¢ DZIESIATROW ; nakoniec cyfra 7, stojaca na
trzeciem “miejscu a po lewej stronie cyfry 9 dziesiatkéw,
oznacza siedem SET, to jest jednosci dziesieé razy wigksze od
dziesiatkéw cyfry 9. Widzimy wiec jasno ze wyrazenie 798
oznacza liczbe siedemset dziewiedziesigt osiem.

Jakze teraz napisac liczbe dziesieé? jak wyrazi¢ ze jednosé
stoi na drugiem miejscu, kiedy pierwsze, niczem niezajete,
nie jest oznaczone ? Otoz wlasnie dla usuniecia tej trudnosei
nzyto cyfry 0. Piszac 10, to jest ktadac zero na miejscu jednosci
ktérych niema, wyrazamy ze cyfra 1 stoi na drugiem miejscu.
A wiec, na mocy przyjetej ugody, wyrazamy dziesiec.

Podobnie postepujac, wyrazimy liczbe sto jesli napiszemy
100. I w samej rzeczy, ktadac dwa zera po prawej stronie cy-
fry jednosci, wskazujemy ze ona stoi na trzeciem miejscu, a
wiec wyrazamy istotnie jednosé trzeciego rzedu, to jest sto.

Umiejac pisaé liczby ztozone ze trzech cyfer, potrafimy, bez
najmniejszej trudnosci, napisaé liczbe tak wielka jak sie po-
doba; baczac tylko na to ze kazda klasse jednosci, liczby wy-
stowionej, nalezy wyrazi¢ trzema przyzwoitemi cyframi; kla-
dac zero na miejscu brakujacych jednosci kazdego rzedu, ahy
tym sposobem zachowaé w kazdej cyfrze wartos¢ wzgledna
do miejsca. Pamietajmy albowiem ze kazda cyfra ma dwie
wartosci, jedna samoiste (absolutng) a druga wzgledng. I tak,
w liczbie 3605, cyfra 3 oznacza naprzod wartos¢ samoista trzy,
zalezaca od jej postaci, a potem wartosé wzgledna trzy tysiace,
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6 ROZDZIAL I.

zalezaca od miejsca na ktorem ta cyfra stoi. Dla tego tez za-
miast mowic¢ ¢rzy tysiace, mozna powiedzieé trzy jednosci
czwartego rzedu; a zamiast cztery tryliony, powiedzieé cztery
jednosei trzynastego rzedu, i t. d.

Zrozumiawszy dobrze liczenie pisane, nic latwiejszego jak
napisaé liczbe : trzy tryliony, szescset piedziesiat trzy biliondw,
stedemset czterdziesci pie¢ miliondw, sto siedemdziesiat szesc ty-
siecy, osiemset osiem.

Jakoz, dosyé jest idac za wyslowieniem wyrazi¢ cyframi
oddzielniekazda klasse jednosci, zaczynajac od najwyiszej. Tak
postepujac znajdujemy liczbe:

3 653 745 176 808 (1)

Nawzajem, aby fatwo przeczytaé napisana liczbe, trzeba ja
podzieli¢ przecinkami polozonemi u dolu, na przedzialy ze
trzech cyfer, zaczynajac od prawej reki, jesli te podzialy nie
sa juz odstepami dostatecznie oznaczone. To uczyniwszy, mia-
nuje sie przedzialy jeden po drugim, méwiac: jednosci (pier-
wszy przedzial) , tysiace (drugi) , miliony (trzeci), biliony
(czwarty), nakoniec tryliony; jako w powyzszej liczbie.

Wiec liczba napisana powyzej wyraza istotnie, jakesmy juz
powiedzieli: (rzy tryliony, szeséset piedsiesiat trzy biliontw,
siedemset czterdziesct pie¢ miliondw, sto siedemdziesiat szesé ty-
siecy, vsiemset osiem.

Dla wprawy rachunkéw dobrze jest dac, kilka przyktadow.

Napisaé liczbe : pieéset tray kwatryliony, siedemset dwa mi-
liony, sto szesc.

Przeczytac liczbe :

40 764 000 798 012 345.
5. Rzymianie nie znali liczenia pisanego; nie mieli cyfer
(1) « Daj mi dzwignie i punkt oparciu « Swiat podniose, » rzekt Archi-
medes do Hierona kréla Syrakuzy. Otoz, Ozanam wyrachowal Zze Archi-

medes potrzebowalby 3 633 745 176 808 wiekow, aby podniesé ziemig na
jeden cal tylko.
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LICZENIE. 1

osobnych. Wyrazali liczby literami, jako nastepujaca pokazu
tablica :

I jeden, 1l dwa, W trzy, IV cztery, V piec, VI szesc,
VII siedem, VIIU osiem, 1IX dziewieé, X daiesieé, X1 jedenascie,
XII dwanascie, X1II trzynascie, XIV czternascie, ete. ; XX dwa-

ziescia, XX1 dwadziescia jeden, XXX frzydziesci, XL czter-
dzicseiy L pledziesiat, LX szesdziesigt, ete. ; XC dziewiedziesiat,
C sto, CC dwiescie, etc.; CD caterysta, D piecset, DC szeséset,
etc.; CM dziewiecset, M tysiac.

Widzimy tatwo naczem polega uklad cyfer rzymskich. Oto,
liczba mniejsza, postawiona na prawej stronie wiekszej, zwiek-
sza ja swoja wartoscia, jako LX, co znaczy piedziesiat wie-
cej dziesieé czyli szesdziesiat ; a za$ postawiona na lewej stro-
nie, zmniejsza ja taz wartoscia, jako XL, co znaczy piedzie-
siat mniej dziesieé, czyli czterdziesci.

Taki sposob pisania liczb, nietylko ze jest niedogodny i nie-
dostateczny, bo daje podwdéjne wyrazenia na niektore liczby,
np. lIL1 IV, a nie daje liczb wielkich; ale, co gorsza, nie mo-
znago uzy¢ w zadnej kombinacyi liczb miedzy soba. Nie dziw
przeto dlaczego Rzymianie nie mogli mie¢ arytmetyki.

Cyfry rzymskie stuza w napisach dat, na pomnikach, wy-
razaja godziny na zegarach, i t. p.

Cyfry ktérych uzywamy nazywaja sie arabskiemt, dlatego ze
je do Europy przyniesli, podobno w wieku IX, Arabi ktorzy
sig zapewne nauczyli arytmetyki od Fenicyan i Grekow.

CWICZENIA.

[. Pewna osoba chce utoczy¢ z heczki cztery kwarty wina ; ale niema
kwarty tylko sa dwa naczynia prozne, jedno trzykwartowe a drugie
pieciokwartowe. Jakze, za pomoca tych dwoch naczyn, wzia¢ z beczki
cztery kwarty wina ?

{I. Przeczyta¢ rok MDCXLIX.

111, Napisac rok 1666 cyframi rzymskiemi.
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ROZDZIAL DRUGI.

RACHUNEK LICZB.

Powiedzielis$my Ze zbiér jednosci stanowi liczbe. Ale mozna
sobie wyobrazi¢ jednos¢ podzielona na pewna ilo$¢ réwnych
czescl, 1 wziaé jedna tylko albo kilka z tych czesci, jako np.
pot kwarty, cwierc funta, dwie trzecie talara, i t. d. Takie
zbiory czesci jednosci nazywaja sie takze liczbami ale tama-
nemi, aibo krocej ufamkami; i dlatego tez liczby oznaczajace
zbior catych jednosci, jako trzy konie, dwie morgi, pieé (jed-
nosci), i t. d., nazywaja sie liczbami catkowitemi. O ulamkach
pozniej mowié bedziemy; teraz zas wylozymy dzialania na
liczbach catkowitych, jako najprostszych.

Cztery sa dzialania giéwne na liczbach catkowitych, to jest
dodawanie, odciaganie, mnozenie i dzielenie.

DODAWANIE.

6. ORRESLENIE. — DODAWANIE jestto dziatanie, za pomoca kito-
rego zbieramy wiele liczh w jedng ktéra sie nazywa ich summa.

Dodaje si¢ dwie liczby jednocyfrowe do siebie, dodajac do
jednej z nich po kolei wszystkie jednosci zawarte w drugiej.
1 tak, jesli chcemy dodaé 3 i 4, dosyé dodaé do liczby 4 kazda
z jednosci liczby 3, méwiac: 4 i1 czynia 5; 5i 1 czynia 6; 6
i 1 czynig 7. Liczba 7 jest summa liczb 3 i 4.

Znak dodawania jest + i czyta si¢ wiecej. I tak, 34+ 4 =17
znaczy 3 wiecej i roOwna sig 7.
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RACHUNEK LICZB. 9

Aby mddz tatwo dodawac liczby wszelkiej wielkosei, trzeba
naprzod umie¢ dodawaé odrazu liczby majace jedna tylko cy-
fre. 1tak, trzeba wiedzieé ze np. 5 wiecej 3 czynia 8; ze 5i 7
czyniag 125 ze 718 czynia 15; ze 6 9 czynia 15; ze 819 czy-
nig 17;i t. d. -

Na pierwszy przyklad dodawania liczb jednocyfrowych
wezmy nastepujace zagadnienie.

ZAGADNIENIY. 1. Pewna osoha wydata na réine potrzeby, raz
rubli 9, drugi raz 7, trzeci raz 8; poiyczyta swojej sasiadce
rubli 6 ; zostato jey rubli 5. Ilei miata pieniedzy?

Chac odpowiedzie¢ na to pytanie, dosy¢ jest napisaé dane
liczby jedna pod druga, jako nastepuje :

podkresli¢, i dodawac, zaczawszy np. od dotu, méwiac: 5 i 6
czynia 11, a 8 to (czyni) 19, a 7 1o 26, a 9 to 35. Pisze 5 pod
jednosciami, posuwam o jedno miejsce ku lewej rece, i pisze
3 dziesiatki. Znajduje tym sposobem szukang summe pienig-
dzy, to jest 35 rubli, ktdére posiadata rzeczona osoba.

7. PROBA DODAWANIA. Powiedzielismy Ze osoba miata 35 rubli,
w przekonaniu ze dodawanie dobrze bylo zrobione. Ale
gdzie dowdd ze niema pomylki w dzialaniu? Aby sie zape-
wnié o rzetelnosci znalezionej summy, trzeba powtorzyé doda-
wanie, uskuteczniajac je w porzadku odwrotnym poprzedza-
jacego. W naszym przykladzie dodawaliSmy idac z dotu do
gory, dodajmyz znowu idac z géry na dot, i mowiac: 9i 7
16;a8,24;a6, 30;a 5, 35. Otrzymujac te samg summe 35 rub.,
wnosimy ze dokladna. To drugie dzialanie, ktorem spraw-
dzamy pierwsze, nazywa sie préba. Uwazajmy dobrze ze proba
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10 ROZDZIAL II.

nie jest dowodem doktadnosei rachunku; bo trzebaby jeszcze
préby na probe. Daje ona tylko prawdopodobienistwo, nie zas
pewnosé, ze otrzymany wynik jest doktadny.

8. Zajmijmy sie teraz dodawaniem liczb jakichkolwiek.

Uwazajmy Zze, aby znalezé summe liczb jakichkolwiek,
dosyé jest oczywiscie dodaé osobno ich jednosci, dziesiatki,
sta, etc. i potem zjednoczyé te czastkowe summy. To vokazuje
ze trzeba naprzéd napisaé liczby jedne pod drugiemi tak aby
cyfry, wyrazajace jednosci tego samego rzedu, staly w jednej
kolumnie; potem podkresli¢c i dodaé jednosci kazdej ko-
lumny.

Niech beda do dodawania liczby 340, 5621, 1005, 12.

Piszemy te liczby jako nastepuje :

340
5621
1005

12

summa 6978

Podkresliwszy ostatnia liczbe, dodajemy jednosci proste,
sposobem juz wiadomym, to jest mowiac: 115, 6; a 2, 8.
Piszemy 8 jednosci na miejscu jednosci, i przechodzimy do
kolumny dziesiatkow. Tu znowu méwimy: 4 i 2, 6; a1, 7.
Piszemy cyfre 7 dziesiatkow na miejscu dziesiatkow, i prze-
chodzimy do kolumuy set. Summa set jest 9; piszemy te
cyfre 9 na wlasciwem miejscu, i nakoniec przechodzimy do
kolumny tysiecy ktora daje summe 6 tysiecy.

Znajdujemy tym sposobem ze 6278 jest summa liczb zadanych.

W powyiszym przykladzie, summa jednosci kazdej kolumny
nie przewyzsza 9; dlatego dodawanie odbywa sie latwo, i
obojetnem jest zaczynaé¢ je od kolumny z prawej strony albo
z lewe;j.

Ale, niech beda teraz do dodawania liczby 809, 8765,
5908, 9612,
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RACHUNEK LICZB. n
Piszemy je, jako poprzednio :

809

8765

5908

9612

Summa 25094

Poczem, zaczynajac od jednosci prostych, dodajemy pier-
wsza kolumne moéwige: 91 5,145 a 8,22; a2, 24. Ta summa
24 jednosei prostych stanowi 2 dziesiatki i 4 jednosci. Piszemy
cyfre 4 na miejscu jednosci, a zatrzymujemy 2 dziesiatki aby
je zraczy¢ z dziesiatkami kolumny nastepujace;j.

Przechodzimy do kolumny dziesiatkow i méwimy : za-
trzymka 2 a 6 czynia 8, a 1, 9; 9 jest summa dziesiatkow, pi-
szemy wiec cyfre 9 na miejscu dziesiatkow.

Przechodzimy do kolumuy seti mowimy: 81 7, 15;a 9, 24;
a 6, 30. Owoz, 30 set stanowig 3 tysiace; piszemy tedy 0
w rzedzie set, aby zachowaé ich miejsce; a zatrzymujemy 3
tysiace do ztaczenia z tysiacami nastepujacej kolumny.

Przychodzac nakoniec do kolumny tysiecy, mowimy: za-
trzymka 3 a 8, 11; a5, 16; a 9, 25. Te 25 tysiecy stanowia 2
dziesiatki tysiecy i 5 tysiecy. Wiec piszemy 5 na miejscu ty-
siecy a 2 po lewej stronie tej cyfry.

Tak otrzymana liczba 25094, jest summa liczb zadanych. —
Ale dla pewnosei, trzeba zawsze sprawdzié¢ rachunek proba
ktorasmy pokazali.

UwaAGA. W praktyce wykonywa sie dodawanie méwiac krotko: 9i 5,
A4y a8, 22;a 2, 2. Pisze 4 a zatrzymuje2;21i6,8 ;a 1, 9; pisz¢ 9;
8i7,45;a9,24; a6, 30; pisze 0 i zatrzymuje 3. 318, 14;a 5,
165 a 9, 25. Pisze 25.

9. Z tego wszystkiego wynika nastepujace prawidlo doda-
wania:

Aby dodaé ilekolwiek liczh, pisze sie jedne pod drugiemi, tak
seby jednosci tego samego rzedu staty w jednej kolumnie, v pod-
kresla sie ostatnia liczbe ; potem, zaczawszy od prowej strony
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12 ROZDZIAL I1.

dadaje sie liczby kaidej kolumny nastepnie i, pod linijka, pisze
sie jednosci rzedu tej kolumny, a jej dziesiatki odnosi sie do
kolumny nastepujacej.

10. Dla zastosowania tego prawidla, i zarazem jako éwicze-
nie rozumowania i bieglosci rachunku, dajemy nastepujace
kilka zagadnien.

ZAGADNIENIE II.  Pewien kupiec nakupit towardw za 170820 z¢.
Przewoz tych towardw kosztowal 12976 z¢. Cta wynosity 8541
zt. Za stra: v dozor 157 zt. Roine wydathi w drodze uczynily
1809 zZ. Zostato jeszcze kupcowi 13987 zt. llei kupiec wydat
pieniedzy, a ile miat przed wydatkiem ?

Chcac wiedziec ile kupiec wydat pieniedzy, piszemy wydatki
jeden pod drugim, i dodajemy :

170820
12976
8541
157
1809

Summa 194303

Znajdujemy ze kupiec wydal 194303 z1.
Dodajac do tej summy pozostale pieniadze 13987, bedziemy
mieli :
194303
13987

208290

Co pokazuje ze kupiec mial przed wydatkiem summe
208290 zt.

ZAGADNIENIE L. Furopa liczy 235 miliondw mieszkancéw,
Azya h00 milionow, Afryka 60 miliondw, Ameryka 50 milionéw,
a Oceania 20 miliondw. Jaka jest ludnosé catej ziemi ?

Aby odpowiedzié na to pytanie, piszemy liczhy jedne pod
drugiemi, i dodajemy :
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RACHUNEK LICZB. 13

235
400
60
50
20

Summa 765

Ludnos¢ catej ziemi jest 765 milionéw mieszkaricow.
ZAGADNIENIE 111, 772y o0soby podzielily sie pewnym majatkiem
w taki sposéb: pierwssa osoba dostata 12800 tal. ; druge wsieta
1867 tal. wiecej niz trzecia ; o ta ostatnia 2056 wiecej niz pier-
wsza. llez wiiela kazda, a ile caly majatek wynosit?
RozwiAzANIE. Poniewaz trzecia osoba dostata 2456 tal. wiecej
niz pierwsza, a zas pierwsza otrzymata 12800 tal. wiec oczywis-
cie, dodawszy te dwie liczby, bedziemy wiedzioli ile trzecia
osoba otrzymata.
Wykonywajac dodawanie, mamy:
12800
2456
15256

Znaleziona summa 15256 tal. jest dzialem trzeciej osoby.

Nastepnie, poniewaz druga osoba wzieta 1867 tal. wiecej niz
trzecia, a ta ostatnia, jakosmy dopiero co znalezli, otrzymata
15256 tal.; wiec dzial drugiej osoby jest summa liczb 15256 i
1867. Dodajac je, znajdziemy 17123 tal. na dzial drugiej
osoby.

Wiedzgc teraz ile kazda osoba dostala w podziale, jesli do-
damy trzy dzialy, ich sumima okaze ile caly wynosil majatek.

Wykonywajac to dodawanie, mamy :

dzial pierwszej osoby 12800

dzial drugiej  » 17123
dzial trzeciej  » 15256

Summa 45179

Byto wiec 45179 tal. catego majatku.
ZAGADNIENIE IV, Pewny chiopiec urodzit sie roku 1807, dnia
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14 ROZDZIAL II.

18 stycznia. Wlat 9 miesiecy 8 dni12 poszedl do szkét. Ukon-
czyt navki za lat 8 miesiecy 10 dni 15. Po 3 miesigeach i
8 dniach, pojechat do uniwersytetu w ktérym przebyt lat 3
miesiecy 9 i dni 21. Nareszcie, po latach 6, miesiacach 6 i dniach
11, ozeuit sie. W ktorymsze to roku miesigcu i dniu miato
miejsce ?

Odpowiedz nie trudna ; potrzeba tylko pewnej ostroznosci.
Trzeba naprzod wyrazié nie date¢ ale czas uptyniony, i oznaczy¢
miesiace liczba porzadku w jakim ida, a potem dopiero do-
dawaé wszystkie liczby, jako wzér pokazuje.

lata miesiace dnle
1806 0 ¥
9 8 45

8 10 15

3 8

3 9 27

6 6 11
1835 2 30

NapisalisSmy naprzéd czas uplyniony do dnia urodzenia
chlopca, to jest lat 1806 dni 17 ery chrzesciaiskiej, i pod ta
liczba polozylismy wszystkie inne lata wskazane zagadnieniem.
Dodawszy dnie, znalezlismy 90 dni. Aby je zamieni¢ na mie-
siace trzeba wiedzied jaki jest ostatni miesiac uptyniony. Owoz,
dodajac miesiace, znajdujemy 36 miesiecy, eo wlasnie czyni 3
lata. To pokazuje ze nasze 90 dni licza sie od poczatku roku i
czynia miesiace styczen i luty. Tu mala zachodzi trudnosc. Tle
wziaé dni na miesiac luty? Aby odpowiedzieé¢ na to pytanie,
dodajmy kolumne lat, z zatrzymka 3 lat pochodzaca ze 36
miesiecy, i znajdujemy lat 1835. Ztad wnosimy Ze zaczynajacy
sie rok 1836 jest przestepny (1), zatem miesiac luty ma dni 29.
Bierzemy tedy, z 90 dni, 31 na styczei a 29 na luty, i pozostale

(1) Wedlug kalendarza julianskiego (Juliusza Cezara) rokiem Przeslg:
pnym nazywa sie ten ktérego data jest podzielua przez 4: dlatego tez rok 1836
jest przestepny. Na mocy reformy gregoryanskiej (Papleza Grzegorza XIII
w roku 1582), rok wyrazajacy liczbe wiekow niepodzielna przez 4 nie jest
przestgpny, jako 1900.
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30 dni ktadziemy w kolumnie dni. Poczem, piszemy 2 w ko-
lumnie miesiaey, a za$ 1835 w kolumnie lat.
Wynika ztad ze chlopiec w mowie bedacy ozenit sie dnia 31
Marca 1836 roku.
CWICZENIA.

I. Gwiazdy golem okiem widzialne klassuja sie na szesé¢ rzedéw wedle
blasku : najwiecej jasniejace nazywaja sie gwiazdami pierwszej wielkosct
albo pierwszego rzedu, ijest ich okolo 20 ; drugi rzed zawiera 65 ; trzeci
190 ; czwarty 425 ; piaty 1100; szésty 3200. Gwiazdy rzedéw nastepuja-
cych nazywajg sie teleskopnemi, bo tylko za pomoca teleskopu moga
by¢ widziane. Jaka jest liczba gwiazd golem okiem widzialnych.

Oprowiepz. Okoto 5000.

II. Pewien podrézny wyjechal z Poiski dnia 1 Maja 1832 roku,'i za dni
5 stanat w Paryzu. Przepedzil w tem miedcie rok i 2 miesiace. Pojechat
potem do Londynu, gdzie zabawil 3 miesiace i dni 20. Poczein w Osten-
dzie przepedzil 6 tygodni. Ztamtad udat sie do Rzymu, gdzie stangl za
dni 24, i przepedziwszy tam rok i 6 niedziel, wrécit do Polski, gdzie sie
dostal za dni 15. Ktéregoz dnia miesaca i roku przyjechat ?

OprOWIEDZ. Dnia 26 Lutego 1835.

III. Trzech ludzi podzielito sie pewnga summa pieniedzy. Pierwszy do-
stal 1860 z}.; drugi 50 z1. wiecej od pierwszego; a trzeci tyle ile dwaj
pierwsi, i zostalo 3 zl. Ilez bylo picni¢dzy ?

ODPOWIEDZ. 7043 =i.

ODCIAGANIE albo ODEJMOWANIE.

11. ORRESLENIE. Odciaganie jestto dziatanie za pomoca kt-
rego znajdujemy przewyike jednej liczby nad druga.

Albo to samo innemi stowy: 0Od jednej licaby odciagnaé
druga jestto znalei¢ trzecig liczhe ktiraby dodana do drugiej
wydata pierwszq.

Wynik z odciagania nazywa sie reszta albo réiniea, albo
jeszcze zbytkiem.

I tak, 5 odeiggniete od 9 daje reszte 43 bo dodajac 4 do 5
znajdujemy 9.
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16 ROZDZIAL II.

Oczywiscie wieksza z dwoch liczb danych jest summa
mniejszej liczby i reszty. Ztad wynika ze

Celem odciagania jest, majac dang summe dwich czese @ jedna
z tych czesct, znaleic druga czesc.

Znak odciagania jest — i czyta sie mniej. I tak 9— 5 znaczy
9 mniej 5.

12. Odciggauia liczb iednocyfrowych trzeba si¢ nauczyé na
pamieé i wiedzie¢ odrazu ze np. odciagajac 5 od 9 zostaje 4,
czyli, jako sie moéwi przez skrocenie, 5 od 9, 4. Podobnie 8
0d17,9;7 od 12,5: 8 0d 15, 7.

13. Przejdzmy teraz do odciagania liczb zlozonych z wielu
cyfer i uwazajmy ze, aby otrzymaé réznice dwdch liezb, do-
sy¢ jest oczywiscie odciagnaé jednosci, dziesiatki, sta, etc.
mniejszej liczby, od jednosci, dziesiatkow, set, etc. wiekszej,
jesli te odciagania sa mozebne. To pokazuje ze, w tym
przypadku, dosyé¢ jest napisa¢ mniejsza liczbe pod wieksza
tak aby cyfry, wyrazajace jednosci tego samego rzedu, staly
w jednej kolumnie; potem podkresli¢, i pod linijka napisaé
roznice liczb kazdej kolumny.

Niech bedzie naprzyklad liczba 56089, od ktdrej chcemy
odciagnaé 4032.

Mamy: 56089
4032

52057

Napisawszy liczby jakosmy powiedzieli, odciagamy jednosci
proste mowiac: 2 od 9 zostaje 7; cyfre 7, ktora wyraza jednosci
szukanej reszty, piszemy pod linijka w kolumnie jednosci.
Przechodzimy do kolumny dziesiatkdw i méwimy: 3 od 8, 5;
piszemy cyfre 5 na miejscu dziesiatkow. Idziemy do kolumny
set; aze dane liczby nie maja set, piszemy cyfre 0 na miejscu
set, i przechodzimy do kolumny tysiecy méwiac: & od 6, 2;
piszemy cyfre 2 na miejscu tysiecy. Nakoniec, w kolumnie
dziesiatkow tysiecy, niema nic do odjecia od 5 dziesiatkow
tysiecy; piszemy wiec cyfre 5 na miejscu dziesiatkow tysiecy.

Dzialanie skoriczone, i szukana reszta jest 52057.
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RACHUNEK LICZB. A7
14. Przypadek og6lny odciagania liczb jakichkolwick przy~
wodzi sie do poprzedzajacego.
Dajmy ze trzeba odciagnac¢ 4276 od 5038.

5038
4276

Reszta 762

Napisawszy liczby jako poprzednio, i podkresliwszy, odcia-
gamy 6 jednosci prostych od 8 jednosci, i reszte 2 piszemy na
miejscu jednosci.

Przechodzimy do kolumny dziesiatkow. Tu trzebaby od-
ciagna¢ 7 dziesiatkow liczby nizszej od 3 dziesiatkow liczby
wyzszej; a to odciaganie niemozebne. Aby trudnosé usunad,
uwazajmy ze, jeslidodamy 10 dziesiatkéw do liczby wiekszej,
odciaganie 7 dziesiatkow od 13 dziesiatkdw stanie sie mo-
zebnem ; i reszta sie nic zmieni, byle tylko dodano takze 10
dziesiatkéw do liczby mniejszej. Jakoz, znaleziona tym sposo-
bem reszta, dodana do liczby mniejszej powiekszonej o 10
dziesiatkow, wydaje liczbe wieksza takze powiekszona o 10
dziesiatk6w ; zatem, dodana do liczby mniejszej bez powieksze-
nia, wyda liczbe wieksza bez powiekszenia: wiec jest szukana
reszta. To zrozumiawszy dobrze, odciagamy dziesiatki mowiac :
7 od 3 nie mozna, dodaje 10 dziesigtkéw do 3, i mowie
7 0d 13, 6; pisze cyfre 6 na miejscu dziesiatkow a zatrzy-
muje 10 dziesiatkow czyli1 sto, aby je dotaczy¢ do set liczby
mniejszej.

Przechodzimy do kolumny set, i mowimy : zatrzymka 1 sto
a2, to3; od 0 odjaé 3 nie mozna. Dodajemy znowu 10 set
czyli 1 tysiac, do liczby wiekszej i do nminiejszej, aby nie zmie-
ni¢ reszty, i mowimy: 3 od 10, 7; piszemy 7 w kolumnie set, a
satrsymujemy 1 tysiac. Nakonice przychodzimy do kolumny
tysicey, i méwimy : 1 z satrsymhkia b, 5; 0d 5, 0.

Niema potrzeby pisac zera po lewej stronie ostatniejcyfry 7,
i dziatanie skonczone.

Otrzymujemy tym sposobem szukana reszte 762.

UwAGA. Aby uczyni¢ mozehem odciaganie liczh kazdej kolumny, do-
ARYTMET, 2
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dajemy 10 jednosci rzedu tej kolnmmny. Liczba 10 jest dostateczna, bo
liczby do odciggania w kolumnie moga by¢ najwiecej 10. Nadto liczba 10
jest konieczna, bo oczywiscie mniej niz 10 do liczby mniejszej w kolu-
mnie doda¢ nie mozna.

15. Ziego wszystkiego wynika nastepujace prawidto odcia-
gania.

Aby znaleié réznice dwich liczb, pisze sie mniejsza pod wiekszq
tak aby cyfry, wyraiajace jednosci tego samego rzedu, staty
w jednej kolumnie, i podkresia sie mniejsza liczbe 5 potem, za-
czynajac od prawej strony, odeigga sie kazda cyfre liczby nizszej
od odpowiedajacey cyfry liczby wyiszej, i pisze sie reszte pod
linijkg. Gdy odcigganie czgsthowe jest niemozebne, dodaje sie 10
do cyfry liczby wyzszej ; ale po odcigganiu, aby sie reszta nie
zmienita, dodaje sie jednosé do cyfry liczby niiszej w kolumnie
nastepujace).

16. Dla zastosowania tego prawidla, i nabycja wprawy ra-
chunku, odciagnijmy 3929586 od 5007890.
Piszemy liczby jako wzor pokazuje :
5007890
3929586
1078304

i odciagamy, méwiac: 6 od 10, 4; zatrzymuje 1: 1 a 8, 9;
0d9,0: 5 od 8, 3:90d 17, 8; zatrzymuje 1:1 a2, 3; od
10, 7; zatrzymuje 1: 1 a 9, 10; od 10, 0; zatrzymuje 1 :
1 a3, 4; od 5, 1. Szukana reszta jest 1678304.

UwAGA. Dobrze jest wykonywac odciaganie przez dodawanie. I tak,
aby znalez¢ reszte z odciagania np. 8 od 17, zamiast méwic 8 od 17,9
mozna mowic¢ 8 do 17, 9, dodajac mysla do 8 naprzéd 2 co daje 10, a
potem 7 co daje 17,

W handlu gdy, kupujac jaki towar np. za 3 ruble 27 kopiejek, daje
sie kupcowi / ruble ; kupiec ktadzie te pieniadze na kantorze i mowi,
wskazujac przedany towar, 3 ruble 27 kopiejek, a 23 kopiejek (ktore
dokiada) czynia 3 ruble i pol, a poltynnik to 44 ruble. Kupujacy zabiera
zaplacony towar, a kupiec kiadzie 4 ruble do szuflady.

Tak czyniac, wykonywa sie naocznie odciaganie i zarazem jego probe.
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RACHUNEK LICZB. 19

UWAGA 0GOLNA. 7 przyczyny zatrzymek, odcigganié jako dodawanie
powinno sie wykonywa¢ zaczynajac od prawej strony ; bo tym sposobem
dwa dziatania odrazu uskuteczni¢ mozna. Gdyby zaczeto dzialanie od le-
wej strony, a odciagania czastkowe nie byty moZebne, rachunek bylby
daleko dluzszy.

16. ProBa onciaGania. Robi sie proba odciagania dodajac
reszte do mniejszej liczby; jesli otrzymana summa wydaje
liczbe wieksza, wtedy jest prawdopodobienstwo ze rachunek
dobrze wykonany.

Z teoryi odciagania wynika ze:

Roinica dwich liczb nie zmienia sie, gdy sie powieksza albo
zmniejsza obie liczby, ta sama liczba.

17. Nastepujace zagadnienia, ktdre rozwiazujemy ze wszyst-
kiemi szczegotami, wyjasnia reszte trudnosci, jesliby jakie
pozostaty.

ZAGADNIENIE V. Pewna osoba miata 170 zt. 7 5 gr., awydata
87 z8. ¢ gr. 26 ; lez jej zostato?

Piszemy naprzod summe ktora osoba posiadala, a pod ta
summa wydatek, i podkresliwszy, odciagamy jako wzér po-

kazuje. 1702 5er
8% * .26
82:4  Qer.

Zaczynajac od prawej strony widzimy zaraz, ze nie mozna
odciagnaé 26 gr. od 5 gr. Ale, uwazajac ze w nastepujacej ko-
lumnie sa zlote, dodajemy 1 zloty czyli 30 gr. do 5 gr., co
razem czyni 35 gr. i odciggamy 26 gr. od 35 gr.; reszte 9 gr.
piszemy w kolumnie groszy, a zatrzymujemy 1 z. Przechodzimy
do kolumny ztotych, i mowimy 1 (zloty z zatrzymki) a 7, to 8 ;
od 10, 2: nakoniec1 a8, 9; od 17, 8.

Znajdujemy, tym sposobem, ze osobie rzeczonej zostato
82 zl. 9 gr.

ZAGADNIENIE VII. Pewien bankier wloiyt do kassy raz 12567
duk. 15 zt. 20 gr.; drugi raz 15847 duk. 5 gr.; trzeci raz
10896 duk. 10 zt. 10 gr. Ztego wydat raz 24806 duk. 6 zt. 2C
gr.; drugivaz 6014 duk. 3 zt. 25 gr. llez w kassie zostato?
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20 ROZDZIAL Ti.
Dodajemy naprzod pieniadze ktore bankier do Kassy wlozyi,

mamy : 12567d- 152 20sr
15847 » 5
10896 10 10

Summa 393114 g2 5gr-

Uwazajuc ze 35 gr.czynia 1 zi. i 5 gr. pisze 5 gr. w ko-
lumnie groszy, a zatrzymuje 1 z!. Dodaje zatrzymke 1 zl. do
kolumny z}otych i znajduje 26 zi. co czyni 1 dukat i 8 zi. liczac
18 zl. na dukat. Pisze 8 zi. w kolumnie ztotych, a zatrzymuje 1
dukat. Przechodze nakoniec do kolumny dukatéw i, dodajac
zatrzymke 1 duk. znajduje 39311 dukatow.

To zrobiwszy, dodaje wydatek bankiera, i podobnie otrzy-

muje:
24806d- 62 20er
6014 3 25

Summa 398204- 102 15¢r

Jesli teraz odciggniemy wydatek 30820 duk. 192t 15 gr.,
od summy 39311 duk. 8 z1. 5 gr. ktora bankier wloZzyt do Kassy,
dowiemy sie ile pozostalo w Lkassie.

Ten rachunek, wykonany sposobem juz wytozonym, daje:

393114, 8 5.
30820 10 15
Reszta 8490d- 154 208

Pozostalo wiec w kassie bankiera 8490 duk. 15 21. 20 gr.
ZAGADNIENIE VII. Pewna osoba ma dochody: = jednych dobr
6254 talaréw @ 25 grossy; = drugich 3814 talardw b ztote 20
grossy. Kamienica w Warszawie prsynosi jej 2010 talaréw 5 zt.
10 gr. Ptaci podatkn 1015 tal. 5 =8, 5 gr. Splaca dtug rocznie
1645 tal. 3 zt. 25 gr. Nadto ptacy procent 1871 tal. 2 st. 21 gr.
Jaki jest czysty dochid tej osoby ?
. Dodaje naprzéd dochody, i otrzymuje :

6251l 958r.
3814 4z 20
2010 5 10

Summa 12079tal. [zt 25er.
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KACHUNEK LIGZB. 21
Dodaje potem wydatki, i znajduje:

1015t Fak: Agr:
7645 3 25
1871 2 24

Summa 10532tal- 5% Qfer-

Odciagajac teraz summe wydatkéw 10532 tal. 5 zt. 24 gr. od

summy dochodéw 12079tl. 4 25er- znajduje
10532 5 24

Reszta 1546l 54 e

Wiec czysty dochdd tej osoby jest 1646 tal. 5 zt. 1 gr.

ZAcADNIENIE VIII. Ojciec urodzit sie dnia 18 stycinia 1807
roku, a syn dnia 15 maja 1846 roku. O ilez syn jest miodszy od
ojca?

Aby rozwiazaé¢ zadane zagadnienie, uwazam ze styczen jest
pierwszym a maj piatym miesiacem roku, i pisze naprzod date
urodzenia ojca, tak aby lata miesiace i dnie sobie odpowie-
daty; potem odciagam jako juz powiedziano. Co daje:

rok. mies. dnie.

1846 5 15
1807 1 18

Roznica 391t 3m. 27,

Znajduje wiec ze syn jest miodszy od ojca o lat 39, miesiecy
3idni 27.

CWICZENIA.

I. MikorAJ KOPERNIK, stawny astronom polski, ktory pierwszy dowiodi
ze nie slonce i gwiazdy obracaja sie okolo ziemi, jako mniemali staro-
zytni, ale przeciwnie ziemia i inne planety obracaja sie okolo sloiica,
urodzit sie dnia 19 Lutego 1473 roku, w Torunin, aumart dnia 23 Maja
41543 roku w Fraucnburgu. Ilez lat zyl?

OprowIEDZ. 70 lat 3 miesiace i 44 dni.

1I. GALILEUSZ, slawny uczony wloski, urodzil sic w Pizie w Itahi, roku
1564, a umart 1642 roku. Ilez lat zy} ?

ODprowIEDZ. 78.

II1. Pewna osoba urodzita sie roku 1764, 19 Kwietnia, o godzinie 6
rano; zyla lat 87, miesiecy 10 dni20 i godzin 15. Ktérego roku, miesiaca,
dnia i godziny umarfa? (Pamieta¢ o latach przestepnych).
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22 ROZDZIAL 11.

1V. Najwyzsza gora na ziemi DAWALAGIRI (pasmo gér Himalaia
w Azyi) ma 8588 metrdw (26438 stép) wzniesienia ponad poziom mo-
rza. Biala gora, najwyzsza w Europie, ma /4810 metréw (14807 stop)
wzniesienia. O ilez pierwsza przewyisza druga?

V: Znalez¢ dwie liczby ktérych summa czyni 54 a roznica 36.

OpPOWIEDZ. 45 1 9.

MNOZENIE.

18. OKRESLENIE. Mnozenie jedney liczby przez druga jestto
dziatanie, za pomocq ktérego tworzy sie trzecia liczbe z tyle razy
pierwszej tle druga ma jednosci.

Liczba ktora sie mnozy nazywa sie mnozng, a ta przez ktéra
sie mnozy, mnoinikiem ; wynik z mnozenia, nazywa sie wielo-
czynem albo iloczynem. (1)

Mnoznik i mnozna nazywaja sie takze czynnikam: wielo-
czynu. Wynika ztad ze, aby otrzymac wieloczyn dwdch liczb,
trzeba powtdrzyc mnoine tyle razy ile mnoinik ma jednosci ¢ zro-
bi¢ summe.

I tak,aby pomnozyé 3 przez 2, trzeba powtorzyé 2 razy liczbe
3, co daje 3 4 3, i doda¢, co uczyni summe 6. W tym przy-
kladzie 3 jest mnozing, 2 mnoznikiem a summa 6 wieloczynem.
Liczby 21 3 sa czynnikami liczby 6.

Znak mnozenia jest x albo tylko punkt . , potozony miedzy
mnozna i mnoznikiem, jako 3x2=6, albo 3.2=6; to sie
czyta : 3 pomnozone przez 2 rowna sie 6.

19. Aby umieé mnozyé wszelkie liczby , dosyé znaé¢ wielo-
czyny liczb jednocyfrowych pomnozonych jedna przez druga ;
to jest wiedzieé¢ na pamieé ze 6 razy 6 czyni 36 ; 5razy 8 czyni
40 9 razy 7 czyni 63, etc.

Te wieloczyny dziewigciu pierwszych liczb ulozono w pe-
wnym porzadku w tak zwang tablice mnozenia.

Tablica mnozenia tworzy si¢ nastepujacym sposobem :

Pisze si¢ naprzod pierwsza linia liczb od 1 az do 9, to jest:

1,9, 3,°h, 5/°6;°7,'8, 9

(1) Wolimy raczej wieloczyn niz iloczyn ktéry sie migsza z tlorazem.
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RACHUNEK LICZB. 23
Potem, dodaje sie kazda z tych liczb dosiebie samej; to daje
druga linie liczb, kiore sa wieloczynami liczb pierwszej linii
pomnozonych przez 2, to jest:

2, 4, 6,8, 10, 12, 14, 16, 18.
Jesli teraz do liczb ostatniej linii dodamy odpowiedne liczby
pierwszej linii, otrzymamy wieloczyny liczb pierwszej linii po-
mnozonych przez 3, to jest:

3, 6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 27.
Dodajac podobnie liczby pierwszej linii do ostatnich wielo-
czynéw, otrzymamy wieloczyny liczb pierwszej linii pomno-
zonych przez 4, to jest:

h, 8, 12. 16, 20, 24, 28, 32, 36.

I tak nastepnie, dodajac zawsze liczby pierwszej linii do osta-
tnich wieloczynéw, otrzymamy wszystkie wieloczyny liczb je-
dnocyfrowych, pomnozonych jedna przez druga, od 1 x1,
az do 9 X 9.

Oto wilasnie {ablica tych wieloczynow :

TABLICA MNOZENIA.

1 2 3 b 5 6 1 8 9
ol 6 |6 |8 1012 |1 |16 |8
5 {6 |9 12|05 |18 |m |7
w8 |12 |16 |20 2 |28 | 32| 36]
5 10 |15 |20 |25 |0 |35 | 60| a5

12 R4S S USRS ORI SO RIE AR IS i 611

|
|
|
|

5
0
_7_'111 21 | 28 | 35 | 42 | 49 756 63
B
ey

1SS{IR2780 S6RIR [ 58 5708 R 65N /20 1 84
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Chcac wtej tablicy znalezé wieloczyn, np. 7 przez 6, bie-
rzemy 7 w pierwszej kolumnie pionowej, a zas 6 w pierwszej
linii poziomej. Potem, zaczynajacod 7, idziemy linia pozioma
az dojdziemy do kolumny na czele ktorej stoi 6. Liczba 42,
napisana w kratce spolnej kolumnie i linii poziome;j, jest wia-
snie wieloczynem liczb 71 6.

Mozna jeszcze otrzymaé ten sam wynik, biorac liczbe 7
w pierwszej linii pozioméj a zas 6 w pierwszej kolumnie pio-
nowej. W kratce ktora jest spolna kolumnie zaczynajacej si¢
od 7, i linii poziomej zaczynajacej sie od 6, znajduje si¢ liczba
42, to jest szukany wieloczyn liczb 71i 6.

Dla tej wiasnie przyczyny, mowi sie ze tablica mnozenia ma
dwa wejscia. Ale taki ukiad tablicy mnozenia, acz bardzo do-
wceipny, nie jest dogodny do uczenia poczatkujacych. Ci
ktérzy jeszcze nie umieja tablicy mnozenia, latwo sie jej nau~
cza sposobem nizej wskazanym.

Niema potrzeby pisa¢ ze raz 1 czyni 1, ze raz 2 czyni 2,
i t. d. Zaczynamy wiec tablice mnozenia od 2, i mowimy:
2 razy 2, czynia 4; 2 razy 3 czynia 6,it. d. To wszystko pi-
szemy jako nastepuje:

2razy 2 = 4 hrazy 4 =16 6 razy 9 = 54

2. pFE a3 1= 6= 1 oF 5 =200 61 »' 40 = 60

DR Uy =SS E: — (] h » 6= 24 =

2 » 5 =10 4 » T =28 T razy 7=149

2 » 6 =12 B i RSN 03DER BT 8 =15

N D w1 = sk L » 9 ="836 7% » 9= 163

2 P 8=16 4 » 10 =40 7 » 10 =170

2 » 9 =18 - -

2 » 40 =20 5 razy 5 =25 8 razy 8 = 64
—_ ST GI=1D0" Ny Q=1

drazy 3= 9 5 » 7=35 8 » 10 = 80

3 » 4L =12 5. 8 = 40 —

S o b E="Mlo8 " MBS U LIS0 = ISR 0 Trazy 10 == 81

30 i 6 = MBI 15 Sy Al =1508 #H9 5T 140 = 90

35 b 57 =102 — il

3 » 8=24 6razy 6 =36 10 razy 10 = 100

3 b 9 =27 6 » =202 -

3 » 10=30 6 » 8 = A8 12 razy 12 = 144
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UwAGA. Radzimy naszym uczniom aby, majac do mnozenia np 6
przez 8, wykonywali wieloczyn w porzadku wskazanym, méwiac 8 razy
6 czynia 48; nie zas przekrecali, méwiac 6 razy 8 czynia 48.Nadto, do-
poty nie powinni uwazac sie za umiejacych tablice mnozenia, dopoki
nie beda wiedzieli odrazu z jakich dwdch czynnikéw sklada sie kazdy
wieloczyn tej tablicy ; ze np. 72 pochodzi z pomnozenia 9 przez 8 ; ze
36 pochodzi z pomnozenia 6 przez 6, albo z pomnozenia 9 przez /4 i t. d.
Ze wieloczyny tablicy zakoriczone na cyfre 2 pochodza z pomnozenia 4
przez 3, coczyni 12; albo z pomnozenia 8 przez 4, co czyni 32; albo
pomnozenia 7 przez 6, coczyni /j2 ; albonareszcie z pomnozenia 9 przez
8, co czyni 72;it. p.

Dla latwiejszego zrozumieuia teoryi mnozenia rozréznimy
trzy przypadki.

20. PIERWSZY PRZYPADEK, gdy mnoinik majedna tylko cyfre.

Gdy mnoznik i mnozna sa jednocyfrowe, mnozenie wyko-
nywa sie za pomoca tablicy mnozenia, ktérasmy juz wylozyli.
Teraz wiec nie moze by¢ mowy tylko o mnozeniu liczby ja-
kiejkolwiek przez liczbe jednocyfrowa.

Niech bedzie, jako przyklad, liczba 8045 do pomnozenia
przez 7. Poniewaz liczba 8045 jest summa 8 tysiecy &4 dzie-
siatkéw i 5 jednosci, aby ia pomnozy¢ przez 7 dosy¢ jest oczy-
wiscie wziaé 7 razy kazda z jej czesci, to jest pomnozyc kaida
cyfre mnoinej 8045 przez 1, ¢ dodaé czastkowe wieloczyny. Ra-
chunek wykonywa si¢ nastepujacym sposobem :

8045
7

56315

Pisze sie naprzéd mnozne apod nia mnoznik, i podkresla sie;
potem, zaczynajac od prawej strony, mnozy sie mowiac:
7 razy 5 jednosci czynia 35 jednosci, czyli 3 dziesiatki i 5 je-
dnosci ; pisze cyfre 5 jednosci na miejscu jednosci, a zatrzy-
muje 3 dziesiatki, aby je doda¢ do wieloczynu dziesiatkéw
mnoznej przez mnoznik. Przechodze do dziesiatkow i méwie :
7 razy 4 czynia 28 a 3 (zatrzymka) to 31 dziesiatkow, czyli 3
sta i 1 dziesiatek. Pisze 1 na miejscu dziesiatkow a zatrzymuje
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26 ROZDZIAL 1I.

3 sta. Ale, poniewaz w tym przykladzie mnozna nie zawiera
set, wieloczyn bedzie miat tylko sta pochodzace z zatrzymki ;
pisz¢ wiec cyfre 3 set na miejscu set, i przechodze nakoniec do
tysiecy, mowiac : 7 razy 8 czynia 56, i pisze te dwie cyfry
na lewej stronie cyfer juz napisanych.

Tym sposobem znajduje sie wieloczyn 56315.

21. DRUGI PRZYPADEK, gdy mnozinikiem jest jednosé z zerami.

Niech bedzie do pomnozenia 567 przez 100.

Aby pomnozyé 567 przez 100, dosyé jest oczywiscie dopi-
saé dwa zera po prawej stronie tej liczby. Jakoz, piszac 56700,
posuwamy o dwa rzedy nalewo kazda cyfre mnoznej; zatem,
ma mocy uktadu liczenia dziesietnego, czynimy kazda czesé
mnoznej 567 sto razy wieksza, to jest mnozymy te liczbe przez
100. Wiec wieloczyn liczby 567 przez 100 jest 56700.

Ztad wnosimy ze, aby pomnoiyé liczbe catkowitg przez je-
dnos¢ z zerami, dosyé jest tylko napisac te zera na prawej stro-
nie mnoinej.

22, TRzECI PRZYPADEK, mnoinik ¢ mnoina jakiekolwiek.

Ten ogolny przypadek przywodzi sie do dwoch poprzedza-
jaeyeh, i zawiera cala teorye ninozenia.

Niech bedzie 5432 do pomnozenia przez 789. Mnozy¢ liczbe
5432 przez 789 jest ja wzia¢ 789 razy; czyli, co wychodzi na
jedno, powtdrzyé ja naprzod 9 razy, potem 80 razy, a nako-
niec 700 razy, i dodac; to jest, pomnozy¢ mnozne 5432 na-
przéd przez Y potem przez 80 a nakoniec przez 700, i zrobicé

summe tych czastkowych wieloczynow, ktora bedzie szuka-
nym wieloczynem.

Rachunek wykonywa sie jako wzoér pokazuje :

5432
789

L8888
43456
38024

1285848

Pisze sie mnoznik pod mnozna tak aby jednosci lego sa-
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RACHUNEK LIGZB. 27
mego rzedu sobie odpowiedaty i, podkresliwszy mnoznik,
mnozy si¢ naprzod mnozne 5432 przez 9 jednosci mnoznika, co
daje, na mocy pierwszego prawidla, wieloczyn 48888 ; poczem
przechodzi sie do mnozenia przez 80, czyli przez 8 dziesiatkow
mnoznika. Owoz, jako wiemy, mnozyé mnozne 5432 przez
80 znaczy ja wzia¢ 80 razy; ale 80 mnoznych jest oczywiscie
losamo co 10 razy 8 mnoznych, czyli to samo co 10 razy 8 razy
mnozna; wiec aby pomnozy¢ mnozne 5432 przez 80 czyli
przez 8 dziesiatkow mnoznika, dosy¢ jest pomnozyé ja przez
8 a potem otrzymany wynik pomnozyé przez 10. To wszystko
odbywa sie odrazu, mnozac tylko 5432 przez 8 i piszac wie-
loczyn 43456 w rzedzie cyfry 8 dziesiatkow mnoznika, to jest
tak aby ostatnia cyfra tego wieloczynu stala pod cyfra mno-
zaca 8.

Rozumujac podobnie, widzimy latwo ze, aby pommozyé
mnozne 5432 przez 700 czyli przez 7 set mnoznika, dosyc jest
pomnozy¢ ja przez 7 i napisa¢ wieloczyn 38024 w rzedzie cy-
fry 7 set mnoznika.

To zrobiwszy, dodajemy czastkowe wieloczyny, i otrzymu-
jemy szukany wieloczyn 4285848.

23. Z tego cosmy dotad powiedzieli wynika ogélne prawi-
dto mnozenia:

Aby pommozyc liczbe jakakolwiek przez liczbe ztoiong z wielu
cyfer, pisze sie mnoznik pod mnoina tak aby cyfrywyrazajace je-
dnosci tego sumego rzedu sobie odpowiedaty, i pordkresla sie mno-
inik; potem, zoczynajac od prawej strony, mnoiy sig mnoing,
przez kaidg nastepnie cyfre mnoinika, ¢ piszesie cigsthowy wie=
loczyn w rzedzie cyfry mnoziacej ; nakoniec dodaye sie te wszyst-
kieczasthowe wieloczyny, ich summa jest wieloczynem szukanym.

24. Dobrze jest teraz uwazac szczegolne przypadki mnozenia,
w ktorych dzialanie uprosci¢ sie moze.

I tak, wezmy przykiad w ktérym mnozna koriczy sie na zera;
i niech bedzie do mnozenia 567000 przez 24.

W tym razie, dosyé jest napisa¢c mnoznik pod mnozng, tak
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aby ostatnia cyfra mnoznika stala pod ostatnia znaczaca cyira
mnoznej a zera wystepowaly, i wykona¢ mnozenie; a do-
piero w otrzymanym wieloczynie napisaé opuszczone zera
mnoznej, jako ponizej wzor pokazuje :
567000
24
2268
1134
13608000

Ten sposob mnozenia sam sie usprawiedliwia. Jakoz, mno-
23¢ 567 tysiccy mnoznej przez 24, powinnismy na wieloczyn
otrzymac tysigee ; to wlasnie wyrazamy dopisujac do wielo-
czynu 13608 ¢rzy opuszczone zera mnoznej.

25. Wezmy teraz przyklad w ktérym mnoznik konezy sie
na zera, i niech bedzie 708 do mnozenia przez 3600.

Dosy¢ jest pod mnozna napisaé mnoznik tak aby jego zera
wystepowaly, wykonaé mnozenie nie zwazajac na te zera, i do-
piero w otrzymanym wieloczynie dopisa¢ opuszczone zera
mnoznika, jako wzér ponizej okazuje:

708
3600
h248
2124
2548800

Rozumowanie w og6lnym przypadku uzyte usprawiedliwia
to mnozenie. Jakoz, mnozy¢ 708 przez 36 set jestto mnozyc
708 przez 36 i napisaé otrzymany wieloczyn w rzedzie set.
Cosmy wiasnie zrobili, dopisujac do tego wieloczynu dwa
opuszczone zera mnoznika.

26. Wezmy nakoniec przyklad mmnozenia dwdch liczb za-
koriczonych obie na zera, jako 78900 i 56000.

W tym przypadku, pisze si¢ mnoznik pod mnozna tak aby
ich ostatnie znaczace cyfry staty w jednym rzedzie, a zera wy-
stepowaly, i wykonyswa si¢ mnozenie jako wzor pokazuje.

www.rcin.org.pl



RACHUMAK LICZR. 20
78900
56000

4734
3945

4418400000,

To wszystko latwo sie usprawiedliwia. Jakoz, aby pomno-
2y¢ 78900 przez 56000 dosy¢ pomnozy¢ 78900 przez 56, i
w znalezionym wieloczynie dopisaé trzy zera. Ale wieloczyn
78900X56 otrzymuje sie (24) mnozac 789 przez 56 i dopi-
sujac dwa zera. Wiec, aby znalezé wieloczyn 78900 x 56000,
dosy¢ pomnozy¢ 789 przez 56 i dopisa¢ opuszczone zera
mnoznej i mnoznika. Cosmy wlasnie zrobili.

27. Koriczymy teorye mnoZzenia przerabiajac jako éwiczenie

nastepujacy przyktad: 890705
203004

3562820
2672115
1781410

180816677820

28. LiczBA cYFER WIELOCZYNU. — Wieloczyn dwich liczb ma
NAJWIECE) tyle cyfer ile jest w obydwich liczbach, a NAIMNIE]
tyle mniej jedna.

Niech bedzie wieloczyn dwoch liczb 9876 x 567. Mnoina
9876, jako zlozona ze csterech cyfer, jest mniejsza od 10000,
a zas mnoznik zlozony ze ¢rzech cyfer jest mniejszy od 1000.
Zatem wieloczyn 9876 x 567 jest oczywiscie mniejszy od wie-
loczynu 10000 x 1000, to jest mniejszy od liczby 10000000,
ktéra jest najmniejsza z liczb majacych osiem cyfer. Wiee
ten wieloczyn ma najwiccej siedem cyfer, to jest najuieces
tyle ile jest w obydwdch liczbach.

Ze istotnie moze mieé tyle, tegodowodzi przyklad 5>2=10.

Uwazajmy powtore ze mnozna 9876, zlozona ze czterech
cyfer, jest wigksza od 1000 ; a zas mnoznik 567 jest wigkszy od
100. Zatem wieloczyn 9876 X 567 jest oczywiscie wigkszy od
1000 X 100, to jest wiekszy od liczby 100000, ktéra jest naj-
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mniejsza z liczb majacych szesé cyfer. Wiec ten wieloczyn
ma przynajmniej szes¢ cyfer, to jest przynajmniej tyle ile jest
w obydwdch liczbach mniej jedna.

UwacGA. Potrzeha czasem zna¢ doktadna liczbe cyfer wieloczynu dwéch
liczb : dochodzi sie do niej fatwo, uwazajac pierwsze cyfry tych liczb.

29. PrOBA MNOZENIA. — Mozna zrobié probe mnozenia mno-
zac mnoznik przez mnozne; znaleziony tym sposobom wielo-
czyn powinien sie zgadzac z juz otrzymanym. Ale takie spraw-
dzenie rachunku wystawia na nowe btedy, a jest zanadto mo-
zolne aby moglo by¢ uzyteczne. Damy pozniej inna prébe
w praktyce latwa.

Powyzszy sposob préby opiera sie na nastepujacem twier-
dzeniu:

30. Wieloczyn dwich liczb nie zmienia sie gdy sie przemienia
porzadek mnozenia tych liczb.

To znaczy ze, na przyklad, wieloczyn liczb 4 X 3 réwna sie
wieloczynowi 3 X 4. Aby tego dowiesdz, uwazajmy ze mno-
zyé b przez3 jest powtorzyé 4 jednosci 3 razy i dodaé. Co
sie moze uskutecznié piszac 4 jednosci, jedna obok drugiej,
w linii poziomej, i powtarzajac te lini¢ 3 razy; jako ponizej :

AR 1
4 Lol &
1 N [, [
1 RSRS™

Jesli teraz dodamy te wszystkie jednosci liczac je liniami
poziomemi, otrzymamy wieloczyn 4 jedno$ci pomnozonych
przez 3 ; jeSli zas dodamy te jednosci biorac je liniami piono-
wemi, otrzymamy wicloczyn 3 jednosci, pomnozonych przez.
Owoz, dodajemy zawsze te sama liczbe jednosci, zmieniajac
tylko porzadek dodawania; wigc dwa wieloczyny 431 3 x4,
wyrazajace t¢ samg summe jednosci, sa rowne.

31. UwAGA. Na pozor zdaje sie rzecza blaha i wcale niepotrzebna udo-
wodnia¢ ze wieloczyny 4 3 i3 X /4 sa rowne : bo ktdéz nie wie ze 3 razy
4 czyni 12 tak dobrze jako 4 razy 3. Na c6z wiec dowodzic tego co samo
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z siebie widoczne ? Owoz, uwazajmy ze, z niewatpliwej rownosci wielo-
czynow 4 X3 i 3 X4, nie wynika konieczna i niezaprzeczalna réwnosé
wieloczynéw 567 X 894 i 894 x 567, Mozemy wprawdzie przewidywac
przez podobieristwo, ze tak jest istotnie ; ale dopdty nie mamy pewnosci
dopdki jej nie dowiedziemy. Dlatego tez dowodzenie powyiszego twier-
dzenia bylo niezbedne.
Z tego twierdzenia wynika ze, w mnozeniu dwéch liczb, mozna wziaé
mnozne za mnoznik, i nawzajem. Dla tej wlasnie przyczyny mnozne
i mnoznik nazwano ogodlnie czynnikami

32. WIELOCZYN WIELU CZYNNIKOW. Nazywa sie wieloczynem
wielu liczb wynik ktory sie otrzymuje mnozac pierwsza liczbe
przez druga, potem ich wieloczyn przez trzecia, nastepnie ten
wieloczyn przez czwartg, i tak dalej az do ostatniej. Na przy-
klad, wieloczyn 12 X 5 X 10 X 8 znaczy Zze sie naprzéd mnozy
12 przez 5 co daje 60, potem 60 przez 10 co daje 600 ktore sie
mnozy przez 8 i daje 4800.

33. Wieloczyn ilukolwiek czynnikéw nie zmienia wartosci gdy
sie przemienia porzadek tych czynnikiw.

Niech bedzie wieloczyn 12 X 5 X 10 X 8 X 36 X 4. Aby
dowiesdz twierdzenia, dosy¢ tylko okaza¢ ze mozna przemie-
ni¢ porzadek dwéch czynnikéw sasiednich, np. 10 i 8, to jest
dosyé okaza¢ ze wieloczyny 12 X 5 X 10 X 8 X 36 X &
112X 5X8X10Xx36 x4 sarowne.

Owoz, wieloczyn 12 X 5 X% 10 jest oczywiscie 10 razy wiek-
szy od wieloczynu 12 X 5; jesli wiec pomnozymy oba wie-
loczyny przez 8, otrzymamy dwa nowe wieloczyny, z ktorych
pierwszy 12 X 5 X 10 X 8 bedzie takze 10 razy wiekszy od dru-
giego 12 X 5 X 8; zatem, mnozac drugi wieloczyn przez 10,
uczynimy go réwnym pierwszemu. Co okazuje ze wieloczyny
12X 5X10 X8 112X 5 x 8 x 10 sa rowne. Ztad wnosimy ze,
mnozac te wieloczyny rowne, naprzod przez 36 a nastepnie
przez &, otrzymamy dwa wyniki réwne; wiec wieloczyny
12 X5X 10X 8X36X4112X5X8X10 X 36x hsarowne.
Co wlasnie dowodzi ze, w wieloczynie ilukolwiek czynnikoéw,
mozna przemieni¢ miejsce dwoch sasiednich, jako 10 i 8.
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Latwo teraz, podobnem rozumowaniem, okazac ze czynnik
8 moze przemieni¢ miejsce z czynnikiem sasiednim 5 albo
z sasiednim 36; a nastepnie z kazdym innym. Wiec Kkazdy
czynnik wieloczynu moze wziag¢ miejsce kazdego innego
czynnika : czyli co to samo, ze mozna przemieni¢ miejsce
czynnikéw wieloczynu. Co bylo do dowodzenia.

UwAGA. Powyisze dowodzenle stosuje si¢ takze do wieloczynu dwach
czynnikéw ; dosy¢ tvlko uwazaé ze np. 3 X4 =1 X3 X4, etc.

34. Z dowiedzionego twierdzenia dwa wazne wyplywaja
whnioski :

1°. Aby pomnosyc wieloczyn kilku czynnikéw przez dana
liczbe, dosy¢ pomnoiyc jeden z czynnikéw przez te liczbe.

Niech bedzie wieloczyn 36 x 4 X 8 ktory chcemy pomno-
zy¢ przez 10. Powiedam ze dosyé jest pomnozy¢ np. czynnik
4 przez 10. Jakoz, wskazujemy ze dany wieloczyn ma byé
pomnozony przez 10 piszac 36 x 4 x 8 X 10. (32). Ale wiemy
ze mozna, przemieniajac miejsce czynnikow 4 i 10, sprowa-
dzi¢ je na poczatek, i wykonaé ich wieloczyn; to jest ze
36 x 4 x8x10=04x10x36x 8 =100 x 36 x 8. Wiec
36 X4 x8x10=36 X 40X 8. Co bylo do dowiedzenia.

2°. Aby pomnozyc liczbe przez wieloczyn wielu czynnikéw, dosyé
wykonac mnozenia nastepne tey liczhy priez czynniki wieloczynu.

Niech bedzie liczba 17 do pomnozenia przez wieloczyn 60
ktory sie sklada z czynnikow 2, 5, 6. Powiedam ze dosyé po-
mnozyé 17 przez 2, potem otrzymany wieloczyn przez 5, a
potem ten drugi wieloczyn przez 6. Jakoz, 17 x 60=60 x 17;
aze 60=2x5X 6, wiec17 X 60 =2 X 5 x 6 X 17, albo réwne
17 X 2 X 5X 6, przenoszac czynnik 17 z ostatniego miejsca
na pierwsze. Co bylo do dowodzenia.

Z tych dwoch wnioskow wynika oczywiste nastepstwo ze,
w wieloczynie wiclu czynnikéw moina zastapi¢ pewna liczbe
tych czynnikiow przez ich wieloczyn. 1tak, 2 X 15 X 12X 7 X 5
=30 %60 X7,
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35. Dla zastosowania mnozenia dajemy kilka zagadnien.

ZAGADNIENIE 1X. Pewna osobu kupita 23 tokei sukna po 36 z2.
tokiec. lles zaptacita ?

Poniewaz jeden tokie¢ sukna kosztuje 36 ztotych, 25 lokei
sukna beda kosztowaty 25 razy 36ztotych. Wiec, aby wiedzieé¢
ile zaplacono za sukno, trzeba pomnozy¢ 36 ztotych przez 25.
Wykonawszy to mnozenie, jako wzor pokazuje

36
25
180
72
900
znajdujemy ze osoba zaptacita 900 ztotych za sukno.

UWAGA. Rozumowanie, za pomoca ktérego rozwiazaliSmy zagadnienie,
pokazuje ze, chociaz w zagadnieniu mnozna i mnoznik sy mianowane,
w mnozeniu jednak mnoznik jest zawsze liczbg oderwang. Nie mnozy-
lismy albowiem 36 zlotych przez 25 tokci, ale tylko powtérzyliSmy 36
zlotych, czyli cene jednego tokcia, tyle razy ile bylo lokci, to jest pomno-
zyliSmy 36 zlotych przez liczbe oderwana 25.

Mnozenie przez siebie dwoch liczb mianowanych nie ma
zadnego sensu.

ZacapNieNIE X. 25 robotnikéw skoriezyto pewng roboty w 14
dniach: w ilu dniach jeden robotnik skonczytby te samg
robote ?

Przypuszczajac ze ci 25 robotnicy jednakowo pracowali,
jeden robotnik potrzebowatby oczywiscie 25 razy wigcej czasu
niz wszyscy razem, do wykonania tej roboty. Pomnozywszy
14 dni przez 25, znajdziemy ze jeden robotnik skoriczyiby rze-
czong robote w dniach 350.

ZAGADNIENIE XL Pewien kupiee kupit sstuke ptitna dtuga
120 dokei, po b ztote fokiec. Sprzedat 80 tokei po 5 zlotych to-
kie¢; a vesste po 3 ztote tokieé. Ilez zarobit?

Pl6tno kosztowato 4 zt. X 120 == 1480 zt. Sprzedane 80 tokei,
po 5 zi. lokied, daty 5 zt. x 80=1400zt. Zostalo 120 fokei,

mniej 80 tokei, ezyli 40 tokei; ta reszta sprzedana po 3 zlote
ARYTMET. 3
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tokied, data3 zt. x 60 =120 zt. Sprzedane pt6tno dato 400 zt.
120 z}. czyli 520 21, aze Kosztowato 480 zt. wiee kupiec za-
robil na niem 40 zlotych.

CWICZENIA.

I. Dowiesdz ze, aby pomnozy¢ jedna summne liczb przez druga summe
liczb, dosy¢ pomnozy¢ kazda liczbe pierwszej suminy przez kazdadru-
giej, i zrobi¢ summe tych wieloczynow

Il. Dowiesdz ze wieloczyn z liczby 12345679 przez 9 i przez cyfre
jakakolwiek sklada sie tylko z tej cyfry.

III. DowiesdZ ze wieloczyn dwoich czynnikéw maleje gdy sie powiek-
sza jeden czynnik a zmniejsza drugi ta sama liczba, byle tylko czynnik
powiekszony przewyzszat drugi czynnik dany.

IV. Swiatlo przebiega 77000 mil na sekunde, a wiadomo ze przycho-
dzi do nas od Storica w 8 minut 18 sekund. Jakaz jest odleglos¢ Stoiica
od Ziemi ?

OpPOWIEDZ, 38 346 000 mil.

V. Dzien zwyczajny, srednisloneczny, dzielisie na 24 godzin, godzina
na 60 minut, minuta na 60 sekund. Ile dziei $redni ma sekund?

OpPOWIEDZ. 86 /100 sekund.

VI. Rok zwrotnikowy (to jest przedzial czasu miedzy dwoma pizej-
$ciami slorica przez punkt poréwnania wiosennego) zawiera prawie do-
kiadnie 365 dni 5 godzin 48 minut 51 sekund. Ilez jest sekund w roku
zwrotnikowym ?

OpPowWIEDZ. 315569931 sekund.

VII. Wiadomo ze Olimpiady sa okresy ze /4 lat, z ktérych pierwsza
zaczyna sie 776 lat przed era chrzescianska. Alexander Wielki umart
pierwszego roku 11/ej Olimpiady. Znalez¢ date jego Smierci wedlug ery
chrzedcianiskiej.

DZIELENIE.

36. OKRESLENIE. Dzielenie jednej liczby przez druge jestlo
dziatanie za pomocq ktdrego znajdujemy ile razy pierwsza liczba
zawiera druga.

Liczba ktora sie dzieli nazywa sie dzielng, a ta przez Ktora
sie dzieli dzielnikiem ; wynik z dzielenia nazywa sie ilorazem.

Znak dzielenia jest : np. 12 : 4, to sie czyta 12 podzielone
przez 4. Znajdujemy latwo ze 4 miesci sie 3 razy w 12; bo
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razy 4 ezyni 2. Liczba 12 jest tutaj dzielna, 4 dzielnikiem,
a 3 ilorazem

Ale nie wszystkie liczby tak sie dzielié¢ moga. Jakoz, jesli
chcemy podzieli¢ 17 przez 5, widzimy zaraz ze 3 razy 5 czyni
15, co jest mniej niz 17; aza$ h razy 5 czyni 20, co znowu
wiecej niz 17. To pokazuje ze szukany iloraz, to jest liczba
ktora mnozac dzielnik 5 ma wydaé dzielne 17, jest wiekszy od
3, ale mniejszy od 4. Wiec ten iloraz sklada sie z czesci cal-
Kowitej, 3 iz pewnego utamka o ktérym po6zniej bedzie mowa.
Otoz, dzielenie liczb catkowitych ma wlasnie za cel wyznacze-
nie czesci catkowitej ilorazu; i dlatego, dzielic jedng liczbe
catkowita przez druga jestto znaleic ile razy NAYWIECEJ plerwsza
zawiera druga.

I tak, dzieli¢ 17 przez 5 jest szuka¢ ile razy najwiecej 5
miesci sie w 17. Widzimy odrazu ze 5 miesci si¢ 3 razy w 17 ;
bo 3 razy 5 ezyni 15, i jeszcze zostaje 2. Liczba 17, jako juz
wiemy, nazywa sie dzielng, a 5 dzielnikiem; liczba calkowita
3 nazywa sie ilorazem niezupetnym albo po prostu ilorazem, a
liczha 2 resztg dzielenia.

37. Wiynika ztad ze dzielna réwna sie wielocsynowt z dziel-
nika przez iloraz wiecey reszta.

Itak, 17=5X3+2.

Reszta jest zero, gdy dzielna zawiera dzielnik doktadna liczbe
razy : wtedy dzielna jest wieloczynem z dzielnika przez iloraz,
Jako 20=5 X 4.

38. Mozna jeszcze da¢ inne okreslenie dzielenia, i powie-
dzieé¢ 7e, dzielic jedng liczbe przez druga jestto rozdzieli
plerwszana tyle czesci rownych ile druga ma jednoset.

To drugie okreslenie jest nastepstwem pierwszego. Jakoz,
nicch bedzie do podzielenia liczba 36 przez 4. Szukany iloraz
jest 9, bo 9 razy 4 czyni 36. Zalem

nmamy 36=04x9; ale takze 36 =9x4.
Owoz, ostatnia rOwnosé pokazuje ze ¢loraz 9 miesci sie do-
kladnie 4 razy w dzielnej 36; wiec ten iloraz jest czwarta
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czescia dzielnej. To dowodzi ze dzieli¢ 36 przez 9 jest to samo
co rozdzeli¢ 36 na h czesci rowne, to jest na tyle czescei
rownych ile dzielnik ma jednosci.

. Dla tatwosci wykltadu dzielenia rozréznimy ¢rzy przypadki.

39. PiERwszY PRzYPADEK. Dzielmik ma jedna tylko cyfre.
Gdy dzielnik i iloraz maja tylko jedna cyfre, wtedy iloraz
znajduje sie odrazu za pomoca tablicy mnozenia. I tak, jesli
chcemy podzieli¢ 63 przez 9, znajdujemy zavaz iloraz 7; bo
wiemy ze 7 rvazy 9 czyni 63. Jesli znowu chcemy podzieli¢ 44
przez 8, widzimy latwo ze 8 miesci si¢ w 44 najwiecej 5 razy ;
bo 44 jest wigksze niz 5 razy 8 czyli 40, ale mniejsze niz 6 razy
8 czyli 48. Wiec prawdziwy iloraz jest wigkszy od 5, ale mniej-
szy od 6 ; zatem 5 jest jego czgscia calkowita.

Gdy, poprzestajac na czgsci calkowitej, bierzemy 5 na iloraz
liczby 44 podzielonej przez 8, wtedy mowi sig¢ ze iloraz 5 jest
prayblizony PRZEZ NIEDOSTATEK, na maiej ni3 jednosc.

Cdy za$ bierzemy 6 na ten iloraz, wtedy mowi si¢ ze iloraz
6 jest przyblizony PRZEZ ZBYTEK, na mniej nis jednosé.

Nie majac nic do powiedzenia o ilorazach ktére si¢ wyzna-
czaja wprost za pomoca tablicy mnozenia, bo kazdy powinien
fatwo umicé je znajdowacé, przechodzimy do dzielenia liczby
jakicjkolwiek przez liczbe jednocytrowaq.

Niech bedzie na przykiad liczba 38152 do podzielenia przez 8.

Widzimy tatwo ze szukany iloraz ma dziesiatki, bo oczywiscie
wieloczyn z dzielnika 8 przez 10, to jest 80, miesci si¢ w dziel-
nej 38152. Ten iloraz, jakakolwiek ma liczbe cyfer, moze sie
uwazac jako zlozony z dwdch tylko czesei: z jednosci i dzie-
stathow, liczac do tych ostatnich sta, tysiace, it. d. Uwazajmy
teraz ze dzielna jest wieloczynem z dzielnika przez iloraz, wie-
cej reszta jesli jest jaka. Owoz, wieloczyn z dzielnika przez
wszystkie dziesiathi ilorazu, bedac doktadna liczbg dziesiatkdw,
nie moze sie znajdowac tylko w 3815 dziesigthach dzielnej,
ktore moga jeszcze zawieraé dziesiatki pochodzace z zatrzymek
mnozenia dzielnika przez jednosciilorazu, i nawet z reszty.
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Wiec, jesli wezmiemy najwiekszaliczbe razy jakadzielnik miesci
sie w 3815 dziesiatkach dzielnej, otrzymamy wszysthie dzie-
siatke ilorazu, albo tylko liczbe za wielkg. Ale ta liczba nie jest
za wielka, bo oczywiscie iloraz z podzielenia czesei tylko dziel-
nej, to jest jej dziesiatkdw 3815 przez 8, nie moze mieé wiece)
dziesiatkéw niziloraz z podzielenia calej dzielnej przez8.Wiec,
aby otrzymac wszystkie dziesiatki ilorazu, trzeba szukad ile razy
najwiecej dzielnik 8 miesci sie w 3815 dziesiatkach dzielnej.
Owoz, dzielnik miesci sie w 381 dzicsiatkach dzielnej wiecej
niz 10 razy. Ztad wnosimy Zze iloraz ma dziesiatki dziesiatkow
czyli sta. Wiec znown, powtarzajac powyzsze rozumowanie,
widzimy ze tyle jest set w ilorazie ile razy dzielnik 8 miesci
sie w 38 stach dzielnej. I tak dalej.

Wynika ztad ze, aby wyznaczyé cyfre najwysiszych jednosci
tlorazu czyl prerwsza cyfre, trzeba wziac z lewej strony dzielney
taka liczbe ktira zawiera dziclnik ale mniej niz 10 razy ; cyfra
wyraigjaca ile razy dzielnik miesci sie w tej liczbie bedzie
pierwsza cyfra iorazu. Bierzemy tedy 38 tysiecy ; dzielnik 8
miesci sie 4 razy w 38 ; wiec 4 jest pierwsza cyfra szukanego
ilorazu i oznacza jego tysiace. Znalazlszy te cyfre 4, mnozymy
przez nia dzielnik 8, i odciagamy wieloczyn 32 tysiecy cd 38
tysiecy dzielnej; co daje reszte 6 tysiecy, ktora piszemy pod
dzielng w rzedzie tysigcy. Reszta 6, bedac mniejsza od dzielnika
8, dowodzi ze cyfra 4 ilorazu jest dobrze wyznaczona.

Teraz uwazamy Ze czastkowa reszta 6, z nastepujacemi cy-
frami dzielnej, stanowi liczbe 6152 ktéra jest wieloczynem
z dzielnika przez nastepujace cyfry ilorazu, wiecej reszta.
Wiec, na mocy juz wiadomego rozumowania, aby znalezé
druga cyfre ilorazu, to jest cyfre jego set, trzeba szukad ile razy
dzielnik 8 miesci sie w 61 stach liczby 6152. Owoz 8 miesci sie
7 razy w 61 ; zatem 7 jest druga cyfra ilorazu. Jako widzimy,
cyfra 7 otrzymuyje sie spuszczajac 1 do czastkowej reszty 6 i
dzielac 61 przez 8. Teraz znowu mnozymy dzielnik 8 przez
druga cyfre- 7 ilorazu, i odciagamy wieloczyn 56 set od 61
set pozostalych dzielnej ; co daje druga czastkowa reszte 5 set.
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Ta reszta, z nastepujacemi cyframi dzielnej, stanowi liczbe
552 ktora jest wieloczynem z dzielnika przez nastepujace cyfry
ilorazu, wiecej reszta. Wiec, na mocy tego co juz wiemy, pi-
szemy cyfre 5 dzielnej po prawej stronie czastkowej reszty 5,
dzielimy 55 przez 8, i otrzymujemy ¢rzecia cyfre 6 ilorazu, to
jest cyfre jego dziesigthéw. Mnozymy dzielnik 8 przez t¢ cyfre
6 i odcipgamy wieloczyn 48 dziesiatkow od 55 dziesiatkow ;
co daje czastkowa reszte 7. Tareszta z ostatnia cyfra 2 dzielnej,
stanowi liczbe 72 ktora sie rowna wieloczynowi z dzielnika
przez cytre jednosci ilorazu, wiecej reszta jesli jest jaka. Dzie-
limy 72 przez 8, i znajdujemy wlasnie cyfre jednosci 9; mno-
zymy przez nia 8, i odciagamy wieloczyn 72 od ostatniej liczby
72; co daje reszte 0, i dzielenie skornczone.

Znajdujemy tym sposobem iloraz 4769.

Cale wylozone dzialanie wykonywa si¢ wedle nastepujacego
wzoru, ktory nie potrzebuje juz dalszego wyjasnienia.

38152 | 8
61 1769
55
72
0

40. Wezmy jeszcze drugi przykiad dzielenia, aby tem lepiej
zrozumiec co poprzedza. Podzielmy 60239 przez 7.
Napisawszy dzielne i dzielnik jako nalezy,

60239 | 7
h2 8605
39
h

dzielimy, zaczynajac od prawej strony dzielnej i mowigc:
7 w 60, miesci sie 8 razy ; piszemy iloraz 8 pod linijka, i odcig-
gamy w mysli wieloczyn 8 razy 7, to jest 56, od 60 ; co daje
czastkowa reszte 4. Spuszezamy do tej reszty nastepujaca cy-
fre 2 dzielnej, co daje 42; dzielimy 42 przez 7 i otrzymujemy
druga cyfre 6 ilorazu ; odciagamy wieloczyn 6 razy 7 czyli 42
od reszty 42, i znajdujemy, na czastkowa reszte, zero ktorego
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RACHUNEK LICZB. 39
pisa¢ niema potrzeby. Spuszczamy nastepujaca cyfre 3 dzie-
siatkow, dzielnej: aze 7 nie miesci si¢ w 3; wiec iloraz nie
ma dziesiatkow ; co wyrazamy piszac 0 w ilorazie. Poczem
spuszczamy nastepujaca cyfre dzielnej, i mamy 39; 7 w 39,
5; piszemy 5 w ilorazie, i odciagamy wieloczyn 5 razy 7
czyli 35, od 39; co daje veszte 4, i dzielenie skorczone.

Znajdujemy tym sposobem ze iloraz, z podzielenia liczby
60239 przez 7, jest 8605 i reszta 4. Zatem 8605 jest ilorazem
przyblizonym przez niedostatek, na mniej niz jednosé.

41. W praktyce dzielenie przez dzielnik jednocyfrowy wy-
konywa sie odrazu, nie piszac reszt czastkowych. Biorac po-
przedzajacy przyklad, rachunek tak sie urzadza :

60239 | 7

8605
b

Dzieli sie mowige: 7 w 60, 8 & 56 ; pisze sie iloraz 8 ty-
siecy pod cyfra 0 tysiecy dzielnej ; a reszte 4, ktéra czyni 40
Jednosci cyfry nastepujacej 2, dodaje sie do tej cyfry, co razem
daje 42; teraz, 7 w 42, 6 fla 42; pisze sie iloraz 6 pod 2; i
znowu, 7 w 3, 0; pisze sie 0 pod 3; nakoniec, 7w 39,5 da 35:
pisze sie 5 pod 9, a reszte 4 pod ilorazem, jako wzér pokazuje.
Dzialanie skonczone daje iloraz 8605 i reszte 4. Wynik juz
wiadomy.

42. DRUGI PRZYPADEK. Dzielnik ¢ dzelna jakiekolwiek, ale
ioras jednocy frowy.

Niech bedzie do podzielenia 47026 przez 8639.

Widzimy na spojrzenie ze iloraz ma tylko jedna cyfre; bo
10 razy dzielnik, to jest 86360, przewyzsza dzielne 47026.
Aby znalezé te jedyna cyfre ilorazu, uwazajmy Ze dzielna
rowna sie wieloczynowi z dzielnika przez iloraz, wiecej reszta
jesli jest jaka. Owoz, wieloczyn z pierwszej cyfry dzielnika,
to jest z 8 tysiccy, przez szukana cyfre, bedac doktadng liczba
tysiecy, miesci sie tylko w 47 tysigeach dzielnej ; ale te osta-
tnic moga w czesci pochodzié z zatrzymek mnozenia innych
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cyfer dzielnika przez iloraz, a nawet i z reszly ; wiec, jesli po-
dzielimy 47 przez 8, cyfra 5, ktorg otrzymujemy, bedzie do-
ktadna cyfra ilorazu albo za wielka, ale nigdy za mal. Dosyé
si¢ przeto zapewnic czy ta cyfra nie jest za wielka. Co sie ta-
two robi dzielac dzielne 47026 przez 5. Owoz, 5 w 47 miesci
sie 9 razy. Ta pierwsza cyfra 9, bedac juz wieksza od pier-
wsze] 8 dzielnika, pokazuje ze piata czes¢ dzielnej przewyisza
dzielnik ; wiec 5 razy dzielnik moze sie odciagnaé od dzielnej;
a zatem 5 jest cyfra szukanego ilorazu. Gdybysmy, dzielac
dzielne przez 5, znalezli iloraz mniejszy od dzielnika, to byto-
by dowodem ze cyfra 5 jest za wielka : wtedy trzebaby
zmniejszy¢ te cyfre 5 jednoscig, i znowu tak samo probowadé.

Wyznaczywszy jedyna cyfre 5 ilorazu, mnozymy przez nia
dzielnik 8639, i odciagamy od dziélnej aby znalezé reszte. Te
dwa dzialania wykonywaja sie razemn, mnozac kazda cyfre
dzielnika przez cyfre 5 ilorazu, i odciggajac wieloczyny czast-
kowe od dzielnej, nastepujacym sposobem :

17026 | 8639
3830, [T

mnozymy 9 przez 5, i wieloczyn 45 odciaggamy od 6: aby uczy-
ni¢ to odciaganie mozebnem, dodajemy 4 dziesiatki do 6 je-
dnosci dzielnej co czyni 46, ale dodamy takze 4 dziesiatki do
nastepujacego wieloczynu ktory potem odciaga¢ mamy ; przez
to nie zmieniamy bynajmniej reszty (16). To zrobiwszy, mé-
wimy: 45 0d 46, 1; piszemy 1 pod 6, a zatrzymujemy 4 dzie-
siatki. Mnozymy teraz 3 przez 5 i mamy 15, a 4 z zatrzymki
to czyni 19 dziesiatkéw ktore odciaggamy od 2 dziesiatkow ;
aze znowu odciaganie niemozebne, dodajemy 2 sta do 2 dzie-
siatkow dzielnej, i odciggamy, mowiac: 19 od 22, 3; piszemy
3 pod cyfra 2 dziesiatkow a zatrzymujemy 2 (sta). Podobnie
dzialajac dalej, méwimy 5 razy 6, 30; a2, 32; od 0 nie
mozna, od 40, 8; a zatrzymuje 4 : 5 razy 8, 40; a 3, 43 ; od
47, &4 ; piszemy 4 na wlasciwem miejscu.

Otrzymujemy tym sposobem iloraz 5 i reszte 3831.
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13. Dla nabycia bieglosci rachunku, szukajmy jeszcze ilo-
razu i reszty z podzielenia 54003 przez 6769.

Mamy 54003 l 6769
6620 |

Widzimy ze iloraz ma jedna cyfre; zeby ja znalezé, dzielimy
54 przez 6, co daje 9. Oczywiscie cyfra 9 jest za wielka. Pro-
bujemy cyfry 8, méwiac: 8 w 54, Gﬁo 48. PoniewaZz znale-
ziona cyfra 6 jest ta sama co pierwsza dzielnika 6, nie mozna
z niej sadzié czy 8 razy dzielnik nie jest wiekszy od dzielnej.
Dla usunigcia tej watpliwosci, posuwamy dalej dzielenie dziel-
nej przez 8, i mowimy : 8 w 60, 7 & 56 ; jeszcze watpliwosé.
Idziemy dalej, 8 w 40, 5 ¢fa 40. Ta trzecia cyfra 5, mniejsza
od trzeciej cyfry 6 dzielnika, pokazuje ze probowana cyfra 8
jest za wielka. Probujemy cyfry 7, i odrazu widzimy ze jest
dobra; bo 7 w 54 miesci sie razy 7, a cyfra 7 przewyisza
pierwsza dzielnika.

Wyznaczywszy cyfre 7 szukanego ilorazu, mnozymy przez
nia dzielnik, i odciagamy wieloczyn cz¢sciami od dzielnej, ja-
kosmy wyzej wytozyli, méwiac w skroceniu, 7 razy 9, 63 ; od
63, 0; zatrzymuje 6. — 7 razy 6, 42, a 6 (z zatrzymki), 48;
od 50, 2: zatrzymuje 5. — 7 razy 7, 49 ; a 5, 54 ; od 60, 6;
zatrzymuje 6. — 7 razy 6, 42 ;a 6, 48; od 54, 6. Dzialanie
skoniczone daje iloraz 7 i reszte 6620.

44. Gdybysmy mieli do podzielenia liczbe 78651 przez
18694 ; zeby znalezé jedyna cyfre ilorazu, uwazajmy ze 18 jest
blisko rowne 20. Owoz 20 miesci si¢ prawie 4 razy w 78 ; pro-
bujemy tedy cyfry & méwiac: 4 w 7,1 &a 4 trzeba is¢ da-
lej: 4w 38,9 (i 36. To pokazuje ze cyfra 4 nie jest za wielka.
Ale nie wiedzac czy ona nie jest za mata, probujemy 5 mo-
wiac: 5w 7,1 %5: dalej, 5 w 27, 5 dla 25 ; — cyfra 5 jest
za wielka. Wiec 4 jest szukana cyfra ilorazu. Reszte rachunku
juz wykona¢ umiemy.

78651 | 18694
3875 |

lloraz jest 4 a reszta 3875.
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Zrozumiawszy dobrze to co poprzedza, tatwo bedzie pojac
dzielenie liczb jakichkolwiek, ktore teraz wylozymy.

45. Trzecl PRzYPADEK. Dzielnik, dzielna @ iloraz sq ztoione
z wielu cyfer.

Niech bedzie do podzielenia 7654321 przez 8765.

Oto wzor dzialania :

654321 | 8765

64232 873
28771
2476

Widzimy zaraz ze iloraz ma dziesiatki ; aby je wyznaczy¢,
dosyé powtérzyé rozumowanie w pierwszym przypadku uzyte.
Jakoz, wiemy ze dzielna jest witloczynem z dzielnika przez
iloraz, wiecej reszta. Owoz, wieloczyn z dzielnika przez wszyst-
kie dziesigtht ilorazu, bedac dokladna liczba dziesiatkow,
miesci si¢ tylko w dziesiatkach dzielnej ; a te ostatnie moga
jeszcze pochodzi¢ z zatrzymek ninozenia i z reszty ; wiec jesli
wezmiemy najwieksza liczbe razy jaka dzielnik 8765 miesci
sie w 765432 dziesiatkach dzielnej, znajdziemny wszysthkie dzie-
siatki ilorazu, albo liczbe za wielka. Alisci ta liczba za wielka
byé nie moze ; bho oczywiscie iloraz z podzielenia cz¢sci tylko
dzielnej przez dzielnik, nie moze mieé¢ wiecej dziesiatkow niz
ilorazz podzielenia calej dzielnej przez ten dzielnik. Wiec, aby
znalezé wszystkie dziesiatki ilorazu , trzeba podzieli¢ 765432
dziesiatki dzielnej przez 8765. Ale tu jeszeze dzielnik miesci sie
wiecej niz 10 razy w dzielnej : ztad wnosimy ze iloraz ma
dziesiatki dziosi@tk(’)w czyli sta. Wiec znowu, aby znaleié
wszystkie sta llomzu, trzeba podzieli¢ 76543 set dzielnej przez
81765. I tak dale;j.

Wynika ztad ze, aby wyznacsyé cyfre uajwz/zszyclz Jjednosei
wlorasu, trzeba wzigé z lewej strony dzzclw taka liczbe ktora
zawiera dzielniic mniej nis 10 vazy ; cyfra, wyraiajaca ile razy
najwiece) dzielnil: miesci sie w tej liczbie, bedzie pierwsza cyfra
tlorazu. Dzielimy tedy 76343 przez 8765, i sposobem juz wia-
domym (42), znajdujemy iloraz 8, ktory jest pierwsza cyfra
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szukanego ilorazu, i wyraza sta. Mnozymy teraz dzielnik 8765
przez 8, i odciggamy czesciami wieloczyny od czastkowej dziel-
nej 76343 ; co daje reszte 6423 set, ktora, bedac mniejsza od
dzielnika 8765, dowodzi ze cyfra 8 ilorazu jest dobra. Ta czast-
kowa reszta, z nastgpujacemi cyframi dzielnej, stanowi liczbe
642321 ktora jest wieloczynem dzielnika przez dziesiatki i je-
dnosci ilorazu, wigcej reszta. Wiec znowu, aby znalezé dzie-
siatki ilorazu, trzeba szukaé ile razy dzielnik 8765 miesci sie
w pozostatych 64232 dziesiatkach dzielnej. Jako widzimy,
druga czastkowa dzielna otrzymuje sie spuszczajac, do czastko-
wej reszty 6423 set, cyfre 2 dziesiatkow dzielnej; co daje
wlasnie liczbe 64232. Podzieliwszy 64232 przez 8765, znajdu-
jemy iloraz 7 ireszte 2877. Cyfra 7 jest druga cyfra szukanego
ilorazu i wyraza jego dziesiatki. Nakoniec, aby znalezé cyfre
jednosci, do ostatniej czastkowej reszty 2877 dziesiatkow,
spuszczamy cyfre 1 jednosci dzielnej, i dzielimy liczbe 28771
przez 8765 ; co daje iloraz 3 i reszte 2476. Ta reszta, bedac
mniejsza od dzielnika 8765, dowodzi ze cyfra 3 jednosci ilorazu
jest dobra.
Otrzymujemy tym sposobem iloraz 873, i reszte 2476 ktora
okazuje ze iloraz jest przyblizony przez niedostatek.

06. Z tego co poprzedza wynika nastepujaee ogélne pra-
widlo dzielenia liczb calkowitych jakichkolwiek.

Aby podzielic jedng liczbe przez druga, pisze sie dzielnik po
prawej stronie dzielnej, odtaczajac linijka pionowa, ¢ podkresla sip
dzielnik, a pod nim ktadzie sie iloraz.

Potem bierze sig, z lewej strony dzielnej, dosyé cyfer aby licz-
ha ktora wyraigja zawierata dzielnik ale muiey niz 10 razy. ITa
liczba jest pierwszg czgsthowq dzielng ktora, podsielona przes
dzielnik, daje cyfre najwyiszych jednosci ilorazu, (o jest pier-
wsza jegocyfre ; odeiagao sie od pierwsze) dzielnej czgsthowe) wie-
loczyn = dzielnika przez perwsza cyfre ilorazu, co daje czastho-
wa ressée ; po prawe) slronie tej reszty SpUSICIe Sip perwszu
s niewzietych jeszcze cyfer dsielnej, i tak sie tworsy druga esgstho-
wa dzielne ktirae, podzielona przez dzielnik, daje drugy cyfre ilo-
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i ROZDZIAL 1.
razu : 1 tak dalej, ai sie wyczerpnie wszystkie cyfry dzielnej.
47. UwAcA. Kazda czastkowareszta jest mniejsza od dzielnika; zatem
kazda czastkowa dzielna, jako mniejsza od 10 razy dzielnika, daje iloraz
mniejszy od 10. Ale moze sie zdarzy¢ ze czastkowa dzielna nie zawiera
dzielnika, wtedy odpowiedajaca cyfra ilorazu jest 0, a tworzy sie naste-
pujaca czastkowadzielne dopisujac do poprzedzajacej nowa cyfre dzielnej.
Dlalepszego objasnienia, podzieliny 765038040 przez 3678,
co daje
765038040(3678
29438 508003
14040

3006

iloraz 208003 i reszte 3006.

48. Teorya dzielenia nie bylaby zupelna, gdybysmy nie
mowili o szegélnym przpadku w ktérym dzialanie uproscié
sie moze.

Niech bedzie do podzielenia 2345670 przez liczbe 56000
zakorczonga na zera.

Wiemy ze dzielna jest wieloczynem z dzielnika przez iloraz
wiecej reszta. Owoz, dzielnik 56000 jest doktadna liczba tysie-
cy ; wiec wszysthie tysigee dzielnej 2345670 pochodza tylko
z wieloczynu ysiecy dzielnika przez iloraz , i z reszty jesli jest
jaka. Ale reszta jest mniejsza od dzielnika ; ztad wnosimy Zze
aby znalez¢ iloraz, dosyé jest szukaé ile razy najwiecej 56 ty-
siecy dzielnika mieszeza sie w 2345 tysiacach dzielnej. Ztad
prawidlo :

Aby podzielic liczbe jakakolwiek przez dzielnik zakoticzony na
zera, dosyc odciaé tyle ostatnich cyfer dzielnej ile ostatnich zer
w dzielniku, @ podzieli¢ pozostata dzielne przez dzielnik, nie zwa-
zajac na te zera; ale do otrzymunej resity trzeba dopisaé wszysthie
odciete cyfry dzielnej.

Oto rachunek

2345670 | 56000
105 TN
49670 i

Iloraz jest 41 a reszta 49670.
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h8. MoZna czasem skrocié nieco rachunek dzielenia, tworzac
naprzod wieloczyny dzielnika przez kazda z dziewigciu cyfer.
To skrécenie jest istotnem, gdy dzielnik ma wiele cyfer, a ilo-
raz przynajmniej dziewiec.

I tak, niech bedzie liczba 314159265358979323 do podzie-
lenia przez 271828.

Poniewaz iloraz ma wigcej niz dziewiec cyfer, zrobmy na-
przod wieloczyny z dzielnika przez 1,2, 3.....9, prostem
dodawaniem, tak jako$my tworzyli tablice mnozenia. Napi-
sawszy te wieloczyny na boku dzielnej, wykonywamy dziele-
nie jako wzdr pokazuje.

314159263358970323| 271828

198512 1155728127194
1514846
1557065
1979253
764575
1 raz dzielnik= 271828 2209198
2 razy il 35749
35 » = 815484 739217
[ » =—=1087312 1955619
D » » =1359140" 528233
6 » »  =1630968 2564052
7 » »  =1902796 1176003
8§ » »  =2174624 88691
6 » »  =24460452

Na samo spojrzenie widzimy ze czastkowa dzielna 314159
zawiera raz tylko dzielnik 271828 i daje reszte 42331. Spusz-
czamy nastepujacacyfre 2; i znowu czastkowa dzielna 423312
zawiera raz tylko dzielnik i daje reszte 151484. Spuszczamy
potem cyfre 6,1 mamy czastkowa dzielng 1514846. Teraz,
przebiegajac tablice utworzonych wieloczyndw z dzieinika
przez kazda z dziewieciu cyfer, spostrzegamy ze wieloczyn
1359140 jest najwickszy z tych ktdre sie mieszeza w czastko-
wej dzielnej 1514846. Bierzemy przeto odpowiedajaca cyfre 5
na iloraz, i odciggamy powyzszy wieloczyn od czastkowej
dzielnej, co daje reszte 155706. Spuszczamy nastepujaca cyfre
5, i znowu szukamy najwiekszego wieloczynu jaki sie miesei
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w czastkowej dzielnej 1557065 5 znajdujemy ze nim jest wie-
loczyn 1359140, ktory nam daje cyfre 5 ilorazu. 1 tak dalej
postepujac, otrzymujemy iloraz 1155728127194, na mniej niz
jednosc, i reszte 88691.

50. PRGBA DZIELENIA. Mozna zrobié¢ prébe dzielenia mnozac
dzielnik przez iloraz, i do wieloczynu dodajac reszte ; jesli
summa rowna sie dzielnej, dzialanie sprawdzone. Ale ten
sposob proby, za dtugi i zmudny, wystawia na nowe biedy.
Damy pozniej krotszy i w zastosowaniu tatwy.

Zakoriczymy teorye dzielenia nastepujacemi twierdzeniami.

51. Gdy sie mnozy albo dzieli dzielnik © dzielne przez tp samg
liczbe, iloraz sie nie zmienia, ale reszta jest pomnozona albo po-
dzielona przez te liczbe.

Niech beda dzielna 15 i dzielnik 6, dajace iloraz 2 i reszte 3.

Mamy 15 =6x2-+3.

Pomnoézmy obie strony tej rownosci prze 10. Uwazajac ze,
mnozyé wieloczyn dosyc¢ jest mnozy¢ jeden z jego czynnikow,
a zas$ mnozy¢ summe dosy¢ mnozy¢ kazda z jej czesei ; otrzy-
nujemy 15x10=6x10X2-43%10 albo 150=60x24-30.

Owoz, liczba 3, jako reszta, jest mniejsza od dzielnika 6; za-
tem 3x10 jest mniejsze od 610, czyli 30 mniejsze od 60,
To dowodzi ze dzielnik 60 miesci sie w dzielnej 150 najwie-
cej 2 razy ; wiec 2 jest ilorazein z podzielenia 150 przez 60,
a tem samem 30 jest reszta. Wiec mnozac dzielne 15 i dziel-
nik 6 przez 10, iloraz 2 nie zmienit sie, ale reszta 3 zostala
pomnozona przez 10.

Ztad wynika ze, gdy sie dzieli dzielnik @ dzielne priez te
sama liczbe, ilaraz sie nie zmienia takze, ale veszta zostaje po-
dzielona przez te liczhe. Bo inaczej, pierwsza czesé twierdze-
nia, juz dowiedziona, nie bylaby prawdziwa.

UwAGA. Oczywiscie twierdzenie powyzsze nie przestaje by¢ prawdziwe
gdy reszta jest zero.

52. W dzieleniu liczb catkowitych, liczba cyfer ilorazu ré-

www.rcin.org.pl



RACHUNEK LICZE. iy
wna sie réinicy liczh cyfer dzielnej i dzielnika, albo tej réinicy
powiekszonej jednoscia.

Jakoz, jesli dla znalezienia pierwszéj cyfry ilorazu, trzeba
wziaé, z lewej strony dzielnej, tyle cyfer wiecej jedna ile ich
w dzielniku, wtedy liczba cyfer ilorazu jest roéznica miedzy
liczba cyfer dzielnej i dzielnika; bo w dzieleniu kazda cyfra
spuszczona daje jedna cyfre ilorazu. Jesli zas, dla znalezienia
pierwszej cyfry ilorazu, trzeba wziaé tyle tylko pierwszych
cyfer dzielnej ile jest w dziclniku, wtedy oczywiscie liczba
cyfer ilorazu przewy’sza jednoScia roznice liczb cyfer dzielnej
i dzielnika.

I tak, wprzedostatnim przyktadzie, dzielna ma 8 cyfer a
dzielnik 6, ale trzeba siedem pierwszych cyfer dzielnej zeby
zawieraly dzielnik ; dlatego tez liczba cyfer ilorazu jest 8
wigcej1 a mniej¥, co czyni2 cyfry; ta liczba réwnasieroznicy
liczb8i6. W ostatnim przykltadzie, dzielna mai8 cyfer a dzielnik
6 ; aze 6 pierwszych cyfer dzielnej zawieraja dzielnik , wiec
liczba cyfer ilorazu jest 18 mniej 6 a wigcej jedna, co czyni
13 cyfer; ta liczba rowna sie roznicy liczb 18 i 6 wiecej je-
dnoscia.

53. Aby podzieli¢ liczbe pries wieloczyn kilku czynnikiw, do-
sy¢ wykonaé dzielema nastepne przez czynniki tego wieloczynu.

Niech bedzie 360 do podzielenia przez wieloczyn 120 czyn-
nikéw 4, 5, 6. Powiedam ze dosyé podzieli¢ 360 naprzid
pzzez 4, potem otrzymany iloraz przez 5, a nakoniec ostatni
iloraz przez 6. Jakoz, iloraz z podzielenia 360 przez 120 jest 3;
zatem 360 = 120.3 albo 360=104.5.6. 3.

Wiec dzielac dzielne 360 przez , otrzymujemy iloraz
réwny wieloczynowi 5.6.3 ; nastgpnie dzielac ten iloraz
przez 5, otrzymujemy drugi iloraz rowny wieloczynowi 6. 3 ;
nakoniec dzielac ostatni iloraz przez 6, znajdujemy liczbe 3,
ktora jest wlasnie ilorazem z podzielenia 360 przez 120.

UwacA. Powyzsze dowodzenie przypuszcza ze dzielenia nastepne
przez czynniki dzielnika wykonywaja sie dokladnie, to jest hez reszty,
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Jednakze, nawet w przeciwaym razie, dzielac liczb¢ przez wieloczyit
czynnikow, albo tez wykonywajac dzielenia nastepne przez czynniki
tego wieloczynu, nie zwazajac na reszty, olrzymnje si¢ ten sam iloraz.
Nieeh bedzie 906 do podzielenia przez wieloczyn 120 czynnikéw 4, 5,6.
lloraz z podzielenia 906 przez 120 jest 7 i reszta 66. Zatem dzielna 906
jest mniejsza odwieloczynu 4.5.6.8 a wieksza od 4.5.6.7. Ztad wynika
ze dzielac przez czynnik 4 dzielne i wieloczyny, iloraz supeiny z dzielnej
bedzie mniejszy od 5.6.8 a wiekszy od 5.6.7. Owoz, ten iloraz zu-
pelny sklada si¢ z czesci catkowitej 226 i z czesci mniejszej od jednosci;
wiec czes¢ catkowita 226 jest mniejsza od 5.6.8 ale wieksza od 5.6.7,
a przynajmniej nie jest mniejsza od 5.6.7. Dzielac nastepnie przez 5, znaj-
dziemy czesé calkowita 45ilorazuz dzielnej mniejsza od 6 . 8 ale wieksza od
wieloczynu 6.7 albo mu réwnga. Nakoniec jesli podzielimy przez 6, otrzy -
mamy oslatni iloraz z dzielnej, kiéry bedzic mniejszy od 8, ale nie
mniejszy od 7. Wiec ten iloraz rowna sie wlasnie ilorazowi 7, ktorysmy
otrzymali dzielac 906 przez 120.

MNOZENIE I DZIELENIE POTEG.

54. OXRESLENIE. Wieloczyn czynnikéw réwnych jednej licz-
bie nazywa sie potega tej liczby; potega bierze swoje nazwisko
od liczby czynnikéw rownych; i tak, wieloczyn 5X5x5x5
rowny 625 jest czwartg potega liczby 5, i pisze sie 5*. Liczba
4, ktora, napisana u gory i po prawej stronie liczby 5, wskazuje
ile jest czynnikow rownych tej liczbie, nazywa sie wykladni-
kiem potegi.

Na mocy tych okreslen 7x7 pisze sie 7% liczba 72 jest druga
potega liczby 7; dla skrécenia druga potege liczby nazwano jej
kwadratem. Podobnic 4 x4 x4 pisze sie 4% liczba 43 jest trze-
cia potega liczby 4 ; ale, takze dla skrocenia, (rzecia potege
liczby nazwano jej szescianem. Kwadrat i szeScian sy wyrazy
wzigte z Geometryi. Dla podobienistwa, nazywa sie pierwszu
potega liczby ta sama liczba z wykltadnikiem 1 ktérego sie nie
Pisze, i tak 3 jest to samo co 3'. Dzialanie za pomoca ktdorego
tworzy sie potege liczby, nazywa sie wynoszeniem do poteg.

Mnozenie i dzielnie poteg tej samej liczby, miedzy soba,
na dwoch nastepujacych opiera sie prawidtach.
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55. Wieloczyn poteg jednej liczby jest patega tej liczby, @ ma
2a wyktadmk summe wyktadnikow,

I tak 54.52=56. Jakoz, 52=5.5; aze, mnozyc liczbe przez
wieloczyn czynnikow jest wykonaé¢ mnozenia nastepne przez
te czynniki ; wiec 5% (5.5) = 51X5x5=5%x5 =5".

56. lloras poteg jednej liczby jest potega tej liczby, i ma za
wyktadnik roznice wyktadnikéw dzielnej i dzielnika.

Niech bedzie do podzielenia 15 przez 15%. Na mocy mno-
zenia poteg jednej liczby, wykladnik dzielnej powinien by¢
summa wykladnikow dzielnika i ilorazu; wiec wykladnik ilo-
razu jest roznica wykladnikow dzielnej i dzielnika dla poteg
tej samej liczby. Zatem iloraz z podzielenia 15% przez 15* jest
155-4, albo 152,

57. Aby podniesé wielocsyn czynnikéw do danej potegi, dosyé
podniesé kaidy czynnil do tej poteg.

Niech bedzie wieloczyn 10¢x 123 7, ktéry chcemy podniesé
do potegi drugies; czyli innemi stowy, zrobié¢ kwadrat tego
wieloczynu. Na mocy okreslenia potegi, mamy :

(104123 7)? = (10*x 123X 7) (10*x123x 7)
albo, przemieniajac miejsce czynnikow,
(104123 7)2 = 104,104 X 128,123 7.7 =108 126 72
To pokazuje Ze si¢ podnosi do kwadratu wieloczyn czynnikéw,
mnozac przez 2 wykladnik kazdego z tych czynnikéw.

Rozumujac podobnie, widzimy ze sie podnosi do trzeciej po-
lege, czyli do szescianu, wieloczyn 10%x 123X 7, mnozac przez 3
wykladnik kazdego czynnika; co daje

(108 123%7)3 = 102129 7%

Tak samo o innych potegach.

58. Wezmy teraz kilka zagadnier na zastosowanie.

ZacADNIENE XII. Pewien kupiec zaptacit 6723 zi. 15 gr. za

357 funtow towarw; poczemu placit funt?
ARYTMET, h
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Poniewaz 357 funtéw kosztuja 6723 z1. 15 gr., jeden funt
kosztuje oczywiscie 357 razy mniej, to jest kosztuje 357ma czesé
ceny 6723 z1. 15 gr. Wiec, aby znaleié cene funta trzeba, po-
dzielié 6723 z1. 15 gr. przez liczbe 357. Wykonywajac to dzie-
lenie, zuajdujemy:

67231357
315319g”
297
iloraz 18 1. i reszte 297.

Zamieniamy reszt¢ 297 zt, na grosze, co daje 8910; doda-

jemy 15 gr., i summe 8925 gr. dzielimy przez 357, co daje

8995|357
”85(3)l25

iloraz 25 groszy.
Wiec funt towaru kosztuje 18 ztotych i 25 groszy.

ZAGADNIENIE XIII. Za 159 rubli b ztote kupiono cztery razy
wiecej sukna niz ptotna. Sukno ptacono po 3 ruble 10 groszy, a
plotno po 1 rublu i 20 groszy. llez kazdego towaru kupiono ?

Za I tokcie sukna zaplacono 4 razy 3 ruble 10 groszy, czyli
12 rubli 40 groszy ; a za lokieé pl6étna 1 rubel 20 groszy. To
czyni razem 18 rubli 60 groszy. Ztad wynika ze, ile razy cena
13 rubli 60 groszy miesci si¢ w summie 159 rubli 4 zlote, tyle
jest fokei pidtna, a 4 razy tyle lokei sukna. Jedli wiec podzie-
limy 159 rubli 4 z3. przez 13 rubli 60 gr., iloraz bedzie liczba
tokci plétna. Aby to dzielenie uskutecznié, trzeba zamienié
wszystko na grosze. Owoz, 159 rubli 4 zl. czynia 31920 groszy,
a za$ 13 rubli 60 groszy czynia 2660 groszy. Wykonywajac
dzielenie, otrzymujemy

31920)2660
532 g —
0

Iloraz 12 oznacza ze kupiono 12 fokei piétna; zatem ku-
piono 48 fokci sukna.

ZAGADNIENIE XIV. 11 robotnikiw wykonali pewng robote w 60
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godzinach; 12 robotnikéw w ilu godsinach taka samg wykonaja
robote ?

Poniewaz 11 robotnikéw wykonywaja pewna robot¢ w 60
godzinach, jeden robotnik potrzebowalby 11 razy wiecej
godzin, to jest 660 godzin, do wykonania tej samej roboty;
wiec 12 robotnikéw potrzebuja tylko dwinastej czesci z 660
godzin, czyli 55 godzin.

ZAGADNIENIE XV. 20 Zmiwakiw, pracujac razem, poieli 15
morgéw zboza ; 42 intwakdw ile poing morgiw tego sbhoza?

Gdyby jeden zniwak pozat sam 15 morgéw zboza, 12 zniwa-
kow pozeliby 12 razy tyle, to jest 15 m. X 12 =180 morgow ;
ale ze nie jeden zniwak tylko 20, to jest 20 razy wiecej zniwa-
kéw, pozeli 15 morgéw; wiec 12 zniwakow nie pozna 180
morgoéw, tylko 20 razy mniej, to jest pozng 9 morgéw zboza.

ZAGADNIENIE X V1. 24 miockiw pracujac razem wymiicili sasiek
sboia w 35 dniach. Ile trzeba miockow aby taki sam sgsick wy-
mideili w 30 daiach ?

Poniewaz 24 miockow wymidcili sasiek w 35 dniach, aby
ten sasiek wymldci¢ w jednym dniu, trzebaby 35 razy 24
mlockow, to jest 24 x 35 =840 mtockow. Wiec, zeby wymid-
ci¢ taki sasiek w 30 dniach, trzeba 30 razy mniej mtockdw, to
jest trzydziesta czesé z 840 miockow, czyli 28 miockow.

ZAGADNIENIE XVII. Dwaj robotnicy zarabiaja, jeden trsecig
czes¢ wigcej niz drugi. Pierwszy pracowat 6 dni wiecej od dru-
gicgo; ¢ odebrat 96 ztotych ; drugi odebrat tylko 54 8. Iles kasdy
sarabio na dsier ?

Poniewaz pierwszy zarabia frzeciq czes¢ wigeej niz drugi, a
ten ostatni zarvobit 54 zt.; wiec w tym samyn czasie pierwszy
zarobil 54418 czyli 72 zt. Aze odebral za swoja prace 96 z1.,
a pracowat 6 dni wiecej od drugiego, wicc za te 6 dni dostat
96 z1. mniej 72 zk., to jest 24 zI. Zatem na dzieri zarabial 4 z1.,
i pracowal dni 24. Drugi pracowal 48 dni i zarabial 3 zi.
na dzien.

ZAacAoNIENTE XV RoZdzielic 690 ztotych miedzy diwie osoby,
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tak zeby dziat pierwssej byt dwa razy wickszy od dziatudrugee).

W summie 690znajduje sie dzial drugiej osoby i dzial pier-
wszej, czyli raz dziat drugiej osoby i dwa razy dzial tej dru-
giej, to jest trzy razy dziat drugiej osoby. Wiec dzial drugiej
vsoby jest trzecig czescia summy 690, to jest 230 zlotych; za-
tem dzial pierwszej, jako podwdjny dzialu drugiej, czyni 460
2totych. Co si¢ tatwo sprawdza.

I w samej rzeczy 460 4 230 =690 ; etc.

ZAcADNIENIE XIX. Roidsielic 369 zlotych miedzy trzy osoby,
tak aby dziat drugie) byt dwa rasy wiekszy od dziatu pierwssej,
a dziat trzecie] trzy razy wiekszy od dziatu drugiej.

W summie 369 zi. znajduje sie dzial pierwszej osoby wiecej
dzial drugiej wiecej dzial trzeciej; to jest:raz dzial pierwszej
osoby wiecej dwa razy dziat pierwszej wigcej szes¢ razy dziat
pierwszej ; to czyni razem 1+4-24-6 albo 9 razy dzial pierwszej
osoby. Wigc dzial pierwszej osoby jest dziewiata czesciag summy
369, to jest 41 z. Zatem dzial drugiej jest 82, a dzial trze-
ciej 246. Co sie sprawdza; bo  414-824-246 =369 ; ete.

ZAGADNIENIE XX, Rozdzielic 560 zt. miedzy 3 osoby tak Zeby
druga wzieta 124 zt. wiecej od pierwsze), a trzecia 51 zt. wie-
cej od drugiej.

W summie 560 zi. znajduje sie dzial pierwsze) osoby wiecej
dzial drugiej cuyli dzial pierwszej wiecej 124 z1., wiecej dzial
trzeciej czyli dziat drugiej wiecej 51 zl. albo dzial pier-
wszej wiecej 124+4-51. To czyni 3 razy dzial pierwszej wiecej
124-4-124+4-51, albo 3 razy dzial pierwszej wiecej 299. Wiec
3 razy dzial pierwszej osoby réwna sie summie 560 zmniej-
szonej liczba 299, to jest czyni 261 zt. Ztad wynika ze dziat
pierwszej osoby jest trzecia czescig liczby 261 zt., to jest 87
Ztotych. Zatem dziat drugiej osoby jest 211 z1., a dzial trze-
ciej 262 zi. Co sie¢ sprawdza, bo 874-2114-262=1560 ; etc.

ZAGADNIENIE XXI. Znaleié dwie liczby ktérych sumima jest 88

a réinica 22.
Summa 88 sklada si¢ z mniejszej liczby iz wigkszej, albo
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z dwa razy mniejszej wiecej réznica 22. Wiec, jesli od summy
88 odciagniemy roznice 22, reszta 88 — 22 czyli 66 bedzie za-
wierala 2 razy mniejsza liczbe. Zatem mniejsza liczba jest 33 ;
a nastepnie wieksza liczba réwna sig 33 4 22 to jest 55.
Liczby 55 i $3 rozwigzuja zagadnienie; bo, ich summa
55433 =88, aroznica 55—22—=33.

UWAGA. Mozna wprost znalez¢ wieksza liczbe. Jakoz, summa 88, po-
wiekszona réznica 22, zawiera oczywiscie 2 razy wieksza liczbe. Zatem
wieksza liczba jest polowa summy 88--22, to jest rowna sie 55. Ztad
wynika ze,

Majac dane summe i réznice dwdch liczh, wigksza réwna sig pola-
wie sumsy biczb danych, a mniejsza polowie ich rizinicy.

ZAGADNIENIE XXII. Znaleié liczbe ztoZong ze trzech cyfer, wie-
dzac se cyfra jednosci jest tray razy wiekssa od cyfry set, a cy-
fra dziesiathkéw dwa razy od niej wieksza; jesli zas do tey liczby
doda sie 594, otrzymuje sie liczbe ztozona z tych samych cyfer
co szukana, ale w porzadku odwrotnym.

Cyfra set, pomnozona przez 100, wyraza sta szukanej liczby ;
dwa razy cyfra set, pomuozona przez 10, wyraza jej dziesiathe;
trzy razy wzieta cyfra set wyraza jednosci : zatem cyfra set,
pomnozona przez 1004203 czyli przez 123, wyraza szukang
liczbe. Tak samo rozumujae, widzimy Zze liczba, ztozona z tych
samych cyfer ale w porzadku odwrotnym, wyraza si¢ przez
30042041 czyli przez 321 razy wzieta cyfre set. Owoz,
ta druga liczba jest wieksza od pierwszej liczba 594 ; wiec
roznica, 321 razy cyfra set mniej 123 razy ta cyfra, réwna sie
594 ; to jest 198 razy cyfra set rowna si¢ 594. Ztad wynika ze
cyfra set rowna sie ilorazowi z 594 przez 198, to jest liczbie 3.

Zatem cyfra dziesiatkow jest6, a cyfra jednosci jest 9.
Wiec szukana liczba jest 369.

ZAGADNIENIE XXIIL. Pewien wiasciciel winnicy mowi : gdybym
sprzedat mdj zbidr wina po 308 ztotych becske, kupitbym dom, i
jesseseby mi zostato 170 ztotych ; ale, jesli sprzedam to wino
tylko po 286 zlotych beczke, musze wtedy dodac 682 ztote, aby
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zaptacic dom. llez ten wtasciciel ma beczek wina, a ile dom
kosztuje ?

Wedle wystowienia zagadnienia, liczba 308 ztotych, wzigta
tyle razy ile jest beczek wina, wyraza cene domu za wielka o
770 ztotych ; a znowu liczba 286 zlotych, wzieta tyle razy ile
jest tych beczek, wyraza takze cene domu ale za mata o 682
ztote ; zatem roznica 308 — 286, czyli 22 zlote, wzieta tyle razy
ile jest beczek, réwna sie summie 6824770 =1452. Jesli wige
podzielimy 1452 przez 22, otrzymamy iloraz 66 ktory wy-
raza liczbe beczek wina.

Znajac liczbe beczek, atwo znalezé cene domu. Jakoz, ta
cena rowna sie 308 z1. X 66 mniej 770 zlotych. Co daje 19558
clotych. Wiee wlasciciel winnicy ma 66 beczek wina, a dom
kosztuje 19558 zlotych.

ZAGADNIENIE XXIV. Dwieosoby sktadaja sobie obind : pierwsza
daje?2 potrawy a druga 3. Nadchodzi trzecia osoba ¢ bierzeudziat
w tym obiedzie, ptacac 5 zt. za swoja czesé wydathu. Jak dwie
pierwsze osoby powinny sie podzielié ta summa, aby koszt obiadu
byt réwny dla wszystkich ?

Poniewaz koszt obiadu jest roOwny dla trzech osob, a trzecia
zaplacita 5 ztotych za siebie; wiec obiad kosztowal 5zt.%3,
czyli 15 ztotych. Ztad wynika ze kazdaz 5 potraw kosztowala
3 zlote. Owoz, pierwsza osoba dala dwie potrawy; to czyni 6
zlotych; aze jadta za 5 zlotych, wiec si¢ jej nalezy 1 zoty.
Tak samo, druga osoba data 3 potrawy ktére warte 9 Zotych;
aze jadla za 5 zlotych, wigc sie jej nalezy 4 zlote. 'ym spo-
sobem, z 5 zlotych pierwsza dostaje 1 ztoty a druga 4 zlote.

ZAGADNIENIE XXV. Pewien gracs, pierwsza razg wygrywa
9 razy tyle ile posiadapieniedzy, ale saraz przegriywa 100000 z£. :
druga razq wygrywa znoww 9 razy tyle ile mu zostato, ale potem
przegrywa 100000 z¢. nakoniec trzecia razq wygrywa jeszcze
9 razy tyle ile mu sostato, ale zaraz potem przegrywa 100000 z¢.
Opuszcza gre majac 12500 zt. Z jakas summe  prayszedd
do gry?
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Po pierwszej wygranej i przegranej zostaje graczowi 9 razy
summa kt6rg przyniost mniej 100000 zl.: po drugiej, zostaje
mu 81 razy summa ktora przyniést mniej 900000 zt. i mniej
100000 z'. czyli razem 81 razy summa przyniesiona mniej
1000000 zt. : nakoniec po trzeciej grze, zostaje mu 729 razy
summa ktéra przyniést mniej 9000000 zi. i jeszcze mniej
100000 zi. czyli razem 729 razy summa przyniesiona mnie]
9100000 zt. Aze opuszcza gre majac 12500 zi., wiec 729 razy
summa ktdra przyniost mniej 9100000 zt. rowna sie 12500 zt
albo 729 razy ta summa réwna sie 9100000 zt. wigcej 12500 zt,.
to jest rowna sig 9112500 zl. Zatem, dzielac 9112500 przez 729,
znajdziemy szukang summe, to jest 12500 zi. Wiec gracz
przyniost do gry summe 12500 z1. i z nia odszed! ; zatem ani
wygral ani przegral.

ZAGADNIENIE XXVI. Pewna osoba, trzymajac liczbony w oby-
dwich rekach, méwi: gdybym przetozyta jeden liczbon s prawey
reki do lewej, bytaby ta sama liczba w obydwoch rekach ; a gdy-
bym przeciwnie, z lewej reki przetozyla jeden liczbon do prawej,
wtedy w prawej rece bytoby dwa razy wiecej niz w lewey. Ilez
Jjest liczbondw w kazidey rece ?

Pierwszy warunek pokazuje ze w prawej rece jest dwa licz-
bony wiecej niz w lewej. Wiec, jesli przelozymy jeden liczbon
z lewej reki do prawej, bedzie w prawej 4 liczbony wigcej niz
w lewej. Ale wtedy, na mocy drugiego warunku, prawa regka
powinna zawieraé dwa razy wigeej niz lewa; wiec w pra-
wej rece znajduje sie 8 liczbonow a w lewej 4. Zatem bylo
w prawej rece 7 liczbonow a w lewej 5.

ZA6ADNIENIE. XXVIL. Napisaé liczbe 189 w uktadzie liczenia
OSEMNYM, ¢ nawzajem.

Uklad liczenia 6semny opiera si¢ na ugodzie ze, wszelka cy-
fra postawiona na lewej stronie drugiej wyraze jednosci 0SIEM
razy wieksze niz jednosci tej drugiej. Zatem uklad 6semny po-
trzebuje tylko siedmiu pierwszych cyfer znaczacych i dsmej
zero, do wyrazenia wszelkiej liczby. Uklad dwdjny potrzebo-
watby tylko dwoch cyfer to jest: 11 0.
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Po tem krétkiem objasnieniu, nie trudno bedzie napisaé
liczbe 789 w ukladzie 6semnym. Jakoz, ta liczba zawiera wie-
cej niz 7 jednosci pierwszego rzedu dsemnego; zamnieniamy
Je tedy na jednosci drugiego rzedu, dzielac przez 8 : iloraz 98
oznacza jednosci drugiego rzedu, a resata 5 jednosci pierwszego.
Zamieniamy zrowu 98 jednosci drugiego rzedu na jednosci
trseciego, dzielac przez 8 ; iloraz 12 oznacza jednosci trzeciego
rzedu, a reszta 2 jednosci drugiego. Nakoniec dzielac 12 przez 8
znajdujemy 1 jednosé czwarteqo rzedu, i 4 jednosel ¢rzeciego.

Wiec liczba 789, napisana w ukladzie liczenia 6semnym,
wyraza sie przez 1425.

Nawzajem,aby przetozyé liczbe uktadu dsemnego na dziesie-
tny, dosyé wiedzie¢ ze uklad liczenia 6semny opiera na podsta-
wie 8, to jest ze kazda cyfra oznacza jednosci 8 razy wieksze od
jednosci eyfry stojacej po prawej stronie. To zrozumiawszy,
wezimy liczbe 1425, napisana w ukladzie dsemnym, i przetozmy
ja nadziesietny. Zamieniamy jednosci czwartego rzedu na trzeci,
mnozac je przez 8; co daje 1.8 =8: dodajemy 4 jednosci
trieciego rzedu, corazem czyni 12-jadnosci trzectego rzedu. Tak
samo, mnozymy 12 przez 8 i dodajemy 2 ; co daje 962 czyli
98 jednosci drugiego rzedu : nakoniec, mnozymy prez 8 i doda-
jemy 5; co daje 78445 czyli 789 jednosci pierwszego rzedu.

Wiec liczba 1425 ukladu dsemnego znaczy 789 w ukladzie
dziesietnym. Co sprawdza nasz rachunek.

UwAGA. Moznaby przelozy¢ liczbe 1425 ukladu dsemnego na dziesie-
tny, takim samym sposobem jakim przelozyliSiny liczbe 789 ukladu
dziesietnego na dsemny, to jest przcz dzielenie ; dosy¢ byloby podzieli¢
1425 przez podstawe 10, wyrazona w ukladzie dsemnym, 10 jest przez
12, i wykonac dzielenie wedle tego ukladu ; znalezionoby iloraz 116, i
reszte 11 ktora oznacza cyfre 9 jednosci ukladu dsiesictnego. Nastepnie
trzebaby podzielic 116 przez 12 ; i tak dalej.

CWICZENIA.

I. Dowiesdz ze w Kkazdem dzieleniu reszta jest mmicjsza od polowy
dzielnej.

II. Reszta z dziclenia nic zmienia si¢, gdy do dziclnej dodaje sie albo
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od nicj odejmuje pewna liczbe razy dzielnik, ale iloraz zwieksza sie albo
zmniejsza ta liczba.

I1I. Reszla z podzielenia wieloczynu przez liczbe calkowita réwna sie
reszcie z podzielenia wieloczynu reszt czynnikow przez te liczbe.

IV. Gwiazda najblizsza ziemi jest 226665 razy odleglejsza od ziemi niz
Sloiice. Znalez¢é ile $wiatlo potrzebuje czasu, aby przyjsc od tej gwiazdy
do nas, wiedzac ze przychodzi do nas od Slotica w 8 minut 18 sekund.

Odpowiedz. Okolo 3 lata 7 miesiecy.

V. Dwie osoby, z ktérych jedna ma lat 40 a druga 60, pytaja trzeciej
jaki jej wiek ? Ta odpowieda : moj wiek miesci sie miedzy waszemi; a
jesli podzielicie liczbe moich lat przez 4, przez G, przez 8, przez 12,
znajdziecic zawsze t¢ samaq reszte 3. llez malal trzecia osoba ?

Odpow?iedz. 51 lat.

VI. Znalezé liczbe Kiorao tyle przewyzsza 18, o ile jej poczwornosé
przewyzsza 90.

Odpowtedz. 24.

VIl. Dzielac dzielne przez 20 znajduje sie pewny iloraz, dodajac 48 do
dzielnej i dzielac przez 22, znaleziono ten sam iloraz. Jakaz jest dzielna?

Odpowredz. 480.

VIIL. Znalez¢ liczbe ktora, podzielona przez &0, daje pewny iloraz i reszte
13; a podziclona przez 25, daje iloraz wiekszy o 3 jednosci od pier-
wszego, i te sama reszte.

Odpowiedz. 4163.

I1X. Majac dwic liczby 402 i 253 napisane w ukladzie liczenia ktorego
podstawa jest 6, odciagnac druga od pierwszej. Potem przelozy¢ wszystko
na uklad liczenia dziesietny i sprawdzic.

X. Do jednej stagwi napelnionej woda przyprawiono trzy kurki.
Pierwszym odplywa 10 kwart wody w J minutach , drugim 48 kwart
w 6 minutach, trzecim 25 kwart w 15 minutach. Otworzono wszystkie
trzy kurki razem ; ilez odpiynie wody w 2 godzinach ? przypuszczajac ze
stagiew ciagle si¢ zkadinad napelnia,

Odpowieds. 960 kwart.

XI. Wieloczyn dwoch liczb jest 692742. Jesli sie powiekszy o 7 je-
dna z.tych liczb i wykona mnozenic, wieloczyn bedzie 698888. Znalei¢
te liczby.

Odpowriedz, 878 i 789.
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XIL Pewien kupiec zakupit dwa rowne stada baranéw. Pierwszego
stada ptlacil 192 zlote zl. tuzin barandéw, drugiego 336 zi. tuzin. Sprzedal
potem ryczaitem te harany po 25 zlotych sztuke, i zarobil 516 zlotych.
Ilez kupit baranéw ?

OdpowiedZ. 172 baran6w.

XIII. Mnozac pewna liczbe przez summe dwdch innych, powiekszono
ja 18 razy jej wartoscia; aza$ mnozac przez roznice tych liczb, po-
wickszono ja tylko 10 razy jej wartoscia. Wiedzac ze summa trzech liczb
czyni 144, znalezé te liczby.

Odpowiedz, 125, 15, 4.

XIV. Dwa zegarki wskazuja oba godzing 2ga 3 minut 21 sekund.
Pierwszy spieszy si¢ 2 sekundy a drugi spoznia si¢ 1 sekunde, co 15 go-
dzin. Pojakim czasie te dwa zegarki beda wskazywaly te sama godzing?

XV. Znalez¢ trzy liczby takie zeby summa dwach pierwszych byta 60,
summa dwoch drugich 80, a summa pierwszej i trzeciej 68.

Odpowiedz. 24, 36, 44.

XVI. Ojciec ma 59 lat a syn 13; za ile lat ojciec bedzie trzy razy
starszy od syna?

Odpowiedz. Za 10 lat.

XVII. Robotnik z zona pracuja razem. Pierwszy raz robotnik praco-
wal 12 dni a zona 10 dni, i dostali 90 zlotych; drugi raz robotnik pra-
cowal 9 dni a zona 7 dni, i dostali 66 zlotych. Ilez na dzienn zarabial
robotnik a ile jego zona?

Odpowdiedz. Robotnik zarabial 5 zlotych a zona 3 zlote.

AVIIL. Dwie osoby przynosza na spolny obiad ; pierwsza 7 potraw
a druga 2. Trzecia osoba, ktéra bierze udzial w tym obicdzie, placi
za sicbie 6 zlolych pierwszej osobie, llez druga ma zaplaci¢ pierwszej
aby kazda ten san poniosla koszt ?

Odpowiedz. 2 zlote.

XIX. 63 sztuk picciozlotowek i dwozlotowek czyniag summe 195 zl.
llez jest piccioziotéwek aile dwézlotowek ?

Odpowiedz. 10 dwézlotowek, 23 pieciozlotowek.

XX. Gdy dwie liczby a i 0 niesa podziclne przez 3, dowiesdz ze wtedy
roziica aS— 05 jest podziclna przez 9.
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ROZDZIAL TRZECI.

PODZIELNOSC LICZB.

Wlasnosci liczb sa bardzo obszerne i réwnie gtebokiej jak
rozlegle] wymagaja umiejetnosci. Arytmetyka o niektorych
tylko, catkiem elementarnych, wlasno$ciach liczb mowié
moze.

59. OKRESLENIE. Mowi sie ze jedna liezba jest podzielna przez
inng gdy iloraz zupetny z podzielenia pierwszej przez druga jest
liczba calkowita. I tak, 12 jest podzielne przez 4, bo iloraz zu-
pelny z podzielenia 12 przez 4 jest liczba catkowita 3: albo in-
nerni stowy, 12 jest podzielne przez 4, bo 12 zawiera &4 do-
ktadnie 3 razy. Tak samo 12 jest podzielne przez 2, 3, 6, 12.
Nawzajem, liczby 1, 2, 3, 4, 6,12 ktore dziela doktadnie 12,
nazywaja sie dzielnikamsi liczby 12.

Wynika z okreslenia ze wszelka liczha catkowita jest podzielna
przez siebie sama i przez jednosc.

60. Liczba podzielna przezinng nazywa si¢ jej wielownikiem.
[ tak, 10 jest wielownikiem liczb 2 i 5. Widzimy ze wszelki
wiclownik liczby jest podzielny przez te liczbe, i nawzajem
wszelka liczba podzielna przez inng jest jej wielownikiem.

Dzielniki liczby nazywaja sie jej csynnikam: albo czasem
pod-wielownikami. 1 tak, dzielniki 4, 5 liczby 20 sa jej pod-wie-
lownikami albo czynnikami.

CECHA PODZIELNOSCI LICZB PRZEZ 2, h, 83 5, 255 3, 9; 11.

Cechy podzielnosci liczb opieraja sie na dwdch nastepuja-
cych zasadach.

61. Wiszelka liczba ktora dzieli inne licaby, dzieli ich summe.
Niech beda liczby 8, 12, 40 podzielne przez 4. Powiedam ze
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60 ROZDZIAL 1II.
summa tych liczb jest takze podzielna przez 4. Jakoz, kazda
z tych liczb jest wielownikiem liczby 4 ; wiec ich summa jest
widocznie wielownikiem liczby 4; czyli, co to samo, jest po-
dzielna przez 4.

62. Wynika ztad nastepujacy wniosek :

Weszelka licsba, dzielaca inng, dzieli tem samem jej wielowniki.
I tak, 3 dzieli 12; powicdam ze 3 dzieli tukze wszelki wielow-
nik z 12, jako 24, 36, 48... Bo wielowniki liczby 12 sa suming
utworzona z tej liczby powtorzonej pewna liczbe razy: wige
sa podzielne przez 3.

63. Wszelka liczba, dzielaca dwie inne, dzieli ich rdinice.

Niech beda dwie liczby 25 i 15 podzielne przez 5 ; powiedam
ze ich roznica 10 jest podzielna przez 5. Jakoz, kazda z dwaoch
liczb danych jest wielownikiem liczby 53 wiec ich rézuica,
bedac roznica wielownikow liczby 5, jest wielownikiem tej
liczby ; czyli, co to samo, jest podzielna przez 5.

64. Wynika ztad oczywiscie ze:

Wszelka liczba, ktéra dzieli summe ztozonaz dwich czesci i jedna
z tych czesci, dzieli tem samem druga czesé.

Dodamy tu jeszeze jedno twierdzenie ktdre, chociaz nam
obecnie nie jest potrzebne, moze by¢ gdzieindziej uzyteczne.

65. Gdy dwie liczby, podzielone przes trzecia, dajo te samq
reszte, ich réinica jest pudzielna przez te trzecia. I nawzajem.

Niech beda dwie liczby, jako 61 i 33 ktére, podzielone
przez 7, daja te sama reszte 5. Powiedam Zze roznica tych
dwoch liczb, to jest 28, jest podzielna przez 7. Jakoz, dzielac
61 przez 7, mamy

61 =17 x8+45.
Dzielac 33 przez 7, mamy takze
33=Tx b+ 5.

Odciagajac te dwie rownosci od siebie, wynika
61— 33=7x8—17 XA4.

Druga strona tej rownosci pokazuje zerdznica 61— 33 dwoch
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PODZIELNOSC  LICZR. 64
liczb zadanych jest wielownikiem liczby 7; & wigc jest po-
dzielng przez 7. Co wlasnie dowodzi naszego twierdzenia.

NAWZAIEM, gdy roinica dwich licsh jest podzielna przez trze-
cia, wtedy kazde z dwdch liczb, podzielona przez te trzecia, daje
te samaq reszte.

[ w samej rzeczy, na mocy powyzszych réwnosci, réznica
dwdch liczb zadanych jest wielownikiem liczby 7 wigcej
roznica reszt, jesli jest jaka. Owoz, liczba 7 dzielac z zalozenia
roznice dwoch liczb, i dzielac oczywiscie wielownik liczby 7,
musi dzieli¢ roznice reszt. Wiec ta roznica reszt jest zero;
czyli, co to samo, te reszty sa rowne.

CECHA PODZIELNOSCI PRZEZ 2, h, 8.

66. PopzieLNo$é przez 2. Wszelka liczba moze si¢ uwazaé
jako zlozona z dwéch tylko czesci, to jest z dziesiathow i
Jednosci, np. 2456 moze sie pisa¢ 2456 =2450+ 6. Owoz,
dziesiatki sg podzielne przez 2; bo kazdy dziesiatek jest wielo-
wnikiem z 2, to jest 10 =2 x 5. Wiec, jesli jednosci s po-
dzielne przez 2, cala liczba, jako summa wszystkich dziesiatkdw
i jednosci, jest podzielna przez 2. A jesli jednosci nie sa po-
dzielne przez 2, cala liczba nie moze by¢ podzielna przez 2
(zasada II wnios.). Ztad wnosimy ze, aby dana liczba byta po-
dzielna przez 2, trzeba i dosyé jest aby ostatnia jej cyfra, tojest
cyfra jednosct, byta podsielna prsez 2.

Zatem liczba 2456 jest podzielna przez 2.

Gdy liczba nie jest podzielna przez 2, otrzymuje sie reszie
dzielae tylko ostatnia cyfre przez 2.

UwAGA. Cyfry podzielne przez 2 sa 2, 4,6, 8i 0.

OkESLENIE. Liczba nazywa si¢ parzysta albo nieparzysta, we-
dtug tego jak jest albo niejest podzielna przez 2.

63. PopziELNOSG PRZEZ h. Licsba jest podzielna przez b, gdy
Jej dwie ostatnie cyfry tworsa licsbe podzielng przez b.

Jakoz, wszelka liczba moze si¢ uwazac jako ztozona ze set i
2 liczby ktéra tworza dwie ostatnie cyfry,np. 7836 =780036.
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62 ROZDZIAL III.

Owoz, sta sa podzielne przez 4, ho 100 — & x 25. Wiec, aby
liczba byla podzielna przez &, trzeba i dosy¢ jest aby dwie
ostatnie jey cyfry tworzyty liczbe podzielna przez h.
Zatem liczba 7836 jest podzielna przez &, bo 4 dzieli liczbe 36.
Wiynika ztad ze, gdy dana liczba nie jest podzielna przez 4,
otrzymuje si¢ reszte dzielac tylko przez 4 liczbe utworzong
z dwoch ostatnich cyfer.
Liczba podzielna przez 4 nazywa sie czasem podwijnie
parzysta.

69. PopzieLNosé przez 8. Liczba jest podzielna przes 8, gdy
Jej trzy ostatnie cyfry tworza liczbe podzielna przez 8.

Jakoz, wszelka liczba moze sie uwazaé¢ jako zlozona z ty-
siecy i z liczby ktora tworza trzy ostatnie jej cyfry; np.
50128= 54000 +128. Owoz, tysiace sa podzielne przez 8, ho
1000 ==8%125. Wiec, aby liczba byla podzielna przez 8, trzeba
i dosy¢ jest aby trzy ostatnie jej cyfry sktadaty liczbe podzielng
przez 8. Zatem 54128 jest podzielne przez 8, bo 8 dzieli 128.

Gdy dana liczba nie jest podzielna przez 8, otrzymuje sie
reszte dzielac tylko przez 8 liczbe ktora tworza trzy ostatnie
cyfry. I tak, bedziemy mieli reszt¢ z podzielenia liczby 17845
przez 8, dzielac tylko 845 przez 8 ; ta reszta jest 5.

UwAGA Rozamujac podobnie jako wyzej, znajduje sie latwo cecha
podzielnosci liczb przez 16, 32, etc.

CECHA PODZIELNOSCI PRZEZ 5 1 25.

70. PopziEINOSC PRZEZ 5. Liczba jest podzielna przes 5, gdy
sie konczy na cyfre podzielng prsez 5.

Jakoz, wszelka liczba moze sie uwazaé jako zlozona z dzie-
sigthéw 1 jednosci, np. 1235 =1230 + 5. Owoz, dziesiatki sq
podzielne przez 5; bo 10 = 5 X 2. Wiec, aby liczba byta po-
dzielna przez 5, trzeba i dosy¢ jest aby jej ostatnia cyfra hyta
podzielna przez 5. Zatem 1235 jest podzielne przez 5.

Gdy liczba nie jest podzielna przez 5; otrzymuje sie reszte
dzielpc tylko ostatnia cyfre przez5.
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71. Popz1ELNoS¢ PrzEZ 25. Liczba jest podzielna przez 25,
gdy jej dwie ostatnie cyfry tworza liczbe podzielng przez 25.

Jakoz, wszelka liczba moze sie uwazaé jako zlozona ze set i
z liczby ktora tworza dwie ostatnie cyfry; np. 1675 =1600-75.
Owoz, sta sa podzielne przez 25; bo 100 =25 X 4. Wiec,
aby liczba byla podzielna przez 25, trzeba i dosyé jest aby dwie
ostatnie jej cyfry tworzyty liczbe podzielng przez 25,

Zatem 1675 jest podzielne przez 25, bo 25 dzieli 75.

Gdy liczba nie jest podzielna przez 25, otrzymuje sie reszte
dzielac tylko przez 25 liczbe ktora tworza dwie ostatnie jej
cyfry. 1 tak, aby mie¢ reszte z podzielenia liczhy 57896
przez 25, dosyc¢ jest podzieli¢ 96 przez 25 ; co daje reszte 21.

72. UWAGA. Widzimy latwo ze cecha podzielno$ci przez 5 i 25 jest
taka sama jak cecha podzielnosci przez 4 i 8.

Nie tradno takze, rozamujac jako powyzej, znaleié ze liczba jest po-
dzielna przez 125 jesli trzy ostatnie jej cyfry tworza liczbe podzielng
przez 125.

CECHA PODZIELNOSCI PRZEz 3 1 9.

73. PopziELNoS¢ PRzEZ 9. Licsba jest podzielna przez 9, gdy
summa jej cyfer jest podsielno przez 9.

Uwazajmy najpierwej, ze jednosé wszelkiego rzedu jest wie-
lownikiem z 9, wiecej 1; i tak np. 1000 =999 +1. A za$
1 moze si¢ uwazaé jako wielownik zera przez dziewie¢ wiecej
Jeden, to jest wyrazniej 1=9 X 0+ 1. To zrozumiawszy, niech
bedzie liczba jakakolwiek 7893. Poniewaz jednosé kazdego
rzedu jest wielownikiem dziewieciu wiecej 1; wiec liczba
Jednodcei, wyrazona kazda cyfrg, jest wielownikiem dziewipciu
wiecej ta cyfra. I mamy

7000 = w9 47
800 = w: 948
90 =wk 940

3=0%x943

Dodajac, znajdujemy 7893 =w*9+7-+8+3. To poka-
zuje ze liczba 7893 jest wielownikiem dziewieciu wigcej
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summacyfer. 7tad wnosimy ze, aby liczba byla podzielnaprzes9,
trzeba vdosyé jest aby summa jej cyfer byta podzielna przez 9. Za-
tem 7893 jest podzielne przez 9 ; bo summa cyfer 748 X 943,
ktora czyni 27, jest podzielna przez 9.

UWAGA. Obliczajac summe cyfer, niema potrzeby zwaza¢ na cyfre 9.
Mozna nawet opuszcza¢ wielowniki z 9, w miare jak sie do nich docho-
dzi, i zatrzymywa¢ w pamieci sama tylko przewyzke nad 9. I tak, jesli
chcemy wiedzie¢ czy liczba 649875325 jest podzielna przez 9, liczymy
summe cyfer, méwiac 614, 10; przewyzka 1. Dalej, 1 i 8. 9; przewyzka 0.
Dalej, 81 7, 15 ; przewyzka 6 : a 5, 11; przewyzka2; a 3, 5; a 2, 7;
a 5,12 ; przewyzka 3. To pokazuje ze zadana liczba nie jest podzielna
przez Y, i daje 3 na reszte.

74. PovzieLNosé przez 3. Poniewaz wielownik z 9 jest zara-
zem wiclownikiem ze 3 ; przeto, na mocy powyiszego rozu-
mowania, wszelka liczba jest wielownikiem ze 3 wiecej summa
jej cyfer. A wiec, liczba jest podszielna przez 3, gdy summa jej
cyfer jest podzielna przes 3.

Zatem liczba 78654 jest podzielna przez 3 ; bo 3 dzieli sumine
cyfer 7+ 8464 5+ 4, ktora czyni 30.

Z tego co poprzedza wynika ze, aby mieé reszte z dzielenia
liczby przez 3 albo przez 9, dosyé jest podzielié, przez 3 albo
przez 9, summe cyfer tej liczby.

I tak, liczba 6981964 podzielona przez 9 daje reszte 7, a po-
dzielona przez 3 daje nareszte 1.

CECHA PODZIELNOSCI PRZEZ 11.

75. Uwazajmy najpierwej, ze 1 ani 10 nie dziela sig¢ przez
11: ale mozemy uwazac ze 1 jest wielownikiem z 11 przezzero
wiecej 1, i podobnie 10 wielownikiem z 11 przez zero wiecej
10. Tak ze mamy

1=11%X0+4+ 1
0 ALK 10

Uwazajmy potem ze jednosé trzeciego rzedu, to jest 100, po-
dzielona przez 11, daje 1na reszte, bo100=99+1=11x941.
A za$ jednosé czwartego vzedu, to jest 1000, podzielona
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przez 11, daje 10 na reszte ; bo 1000=990-410=11 x 90410.
Tak samo, dzielac jednos¢ piatego rzedu, to jest 10000,
przez 11, mamy 1 na reszte; bo10000=9999+4+1=11X909-+-1.

A za$ dzielac jedno$¢ szdstego rzedu, to jest 100000,
przez 11, otrzymujemy 10 na reszte ; bo 100000=99990 + 10
=11 %9090 + 10.

To wszystko jasno pokazuje ze jedno$é¢ rzedu nieparzystego
jestwiclownikiem z41 wiecej 1; a zas jednosé rzedu parzystego
jest wielownikiem z 11 wiecej 10.

Niech bedzie teraz liczba jakakolwiek 264795135. Jesli, za-
czynajac od prawej strony, podzielimy ja na kolumny po dwie
cyfry zawierajace, kazda z tych kolumn, na mocy powyiszej
uwagi, bedzie wyrazala jednosci rzedu nieparzystego. Zatem
kazda kolumna jest wielownikiem z 11 wiecej tyle jednosei
ile ich zawiera. Ztad wnosimy ze dana liczba jest wiclowni-
kiem z 11 wiccej summgq tych kolumn.

Owoz, pierwsza kolumna 35 jest wiclownikiem z 11 wiecej
prsewyike 2; bo 35 =33 + 2 =11 x 3 4-2. Podobnie, druga
Kolumna 5t jest wielownikiem z 11 wiecej przewyzka 7; bo
S51=04 4 T=11x4417.

I tak nastepnie, trzecia kolumna 79 jest wielownikiem z 11
wigcej przewyzka 2; bo 79=177-}-2. Polem czwarta kolumna
04 jest wielownikiem z 11 wiecej przewyzkq 9; ho 64 =559,
A nakoniec piata kolumna 2 jest wielownikiem z 11 wigcej
przewyzka 2.

Wige dana liczba 264795135 jest wielownikiem z 11 wigcej
summa przewyzek nad 11 wzietych w kazdej kolumnie. Ztad
wnosimy ze liczba bedsie podzielna przex 1M, jesli summa tych
pracwysel jest podsielna przes 11

Rzeczone przewy:zki tatwo si¢ otrzymuja, baczge tylko na to
ze wiclownikiz 11, zawarte w kolumnach, sktadaja si¢ zdwdéch
tych samyceh cyfer, jako 11, 22, 33... Dosyé przeto odeiggnaé
od kazdej kolumny najwicksza liczbe, ztozona z dwoceh tych
samych cyfer, jaka si¢ w niej zawicra; reszta bedzie przewyzkq
nad 11. Stosujac to do liczby 264795135, znajdziemy ze summa

ARYVMET, ]
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przewyzek w kolumnach jest 2474249 4-2, czyli 22. Ta
summa jest wielownikiem z 11. Wiec dana liczba 264795135
Jest podzielna przez 11.

Gdy liczba nie jest podzielna przez 11, wtedy reszta jest
przewyzka nad 11 summy przewyzek wzietych jakosmy do-
piero co okazali. I tak, w liczbie 36789451, summa rzeczonych
przewyzek jest 7464143 = w*11+6. To pokazuje ze reszta
z podzielenia zadanej liczby przez 11 jest 6 (*).

PROBA MNOZENIA I DZIELENIA PRZEZ 9 i 11.

76. Tu jest miejsce pokazaé jakim sposobem mozna fatwo
sprawdzi¢ czy wykonane mnozenie albo dzielenie jest do-
kladne; czyli, jako sie zwykle mowi, zrobi¢ probe mnozenia
albo dzielenia.

Dla latwiejszego zrozumienia rzeczy, weimy przyklad. Za-
czynajac od proby mnoZenia, szukajmy najpierwej wieloczynu
liczby 3786 przez 458.

Wykonywajac mnozenie, otrzymujemy

3786
458

30288
18930
15104

1733988

Aby sie przekonaé czy znaleziony wieloczyn jest prawdzi-
wy, a przynajmniej aby mie¢ prawdopodobienistwo ze nim
jest, uwazajmy ze, wedle cechy podzielnosci przez 9, mnozna
3786 jest wielownikiem z 9 wiecej przewyzka 6 ; a zas mnoz-
nik 458 jest wielownikiem z 9 wiecej przewyzka 8. Zatem
mamy:

3786 = w* 9 46
458 — w9 4 8
3786 X 458 == wk 9 4 6.8= wk 9 4 3.

(*) O podzielnosei przez 7, 13, 37, zobacz note na koncu dziela,
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Owoz, wykonywajac mmnozenie, otrzymalisSmy wieloczyn
1733988; wykonywajac zas mnozenie wielownikéw, mno-
zymy naprzéd mnozne w* 94-6 przez pierwszy wyraz mno-
znika, to jest przez wielownik z9; co daje wielownik z9:
potemm mnozymy te mnozne przez drugi wyraz mnoznika, to
jest przez 8, co daje w* 9+6x 8. Ale wieloczyn przewy-
zek, 6x 8, czyli 48, jest wielownikiem z 9 wiecej przewyzka 3.
Wiec cata druga strona jest wielownikiem z 9, wiecej prze-
wyzka 3; czyli, jakosmy napisali, w* 9 + 3. Jesli przeto
znaleziony wieloczyn 1733988 jest dokladny, to musi byé
wielownikiem z 9 wiecej 3: to jest jego przewyzka nad 9 po-
winna sie¢ réwnaé znalezionej przewyzce 3 wieloczynu prze-
wyzek. Co wlasnie ma miejsce.

Pamietajmy wszakze ze ta zgodnosé przewyzek daje tylko
prawdopodobieristwo dokladnosci, nie zas pewnos¢ wyniku.
Moznaby albowiem przemieni¢ porzadek cyfer wieloczynu,
albo polozyé 0 za 9 i nawzajem, a proba jeszczeby sie udata
i nie ostrzeglaby o biedzie. Ale taki zbieg okolicznosci, cho-
ciaz mozebny, rzadko sie zdarza¢ musi; i proba przez 9, dla
swej prostoty w zastosowaniu, jest nader uzyteczna.

77. UWAGA. Gdy jeden z czynnikow daje przewyzke 0, niema po-
trzeby szukaé przewyiki drugiego czynnika ; bo juz wiemy ze wieloczyn
przewyzek jest zero.

I tak, w wieloczynie 534X 702 =374868, drugi czynnik daje
przewyzke 0; wiec przewyzka wieloczynu powinna by¢ 0; co
tez znajdujemy.

78. Préba dzielenia. Na zastosowanie, niech bhedzie do po-
dzielenia 37569 przez 860.

Wykonywajac dziatanie, znajdujemy

0
5891 L

Aby sprawdzi¢, czy otrzymane wyniki sa dokladne, uwa-
zajmy e, poniewaz dziclna jest wieloczynem z dzielnika
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przez iloraz wigcej reszta, 1)1‘7.13\\'ka3 dzielnej nad 9 réwna sie
przewyzce wieloczynu z przewyzek dzielnika i ilorazu, wie-
cej przewyzka reszty. To pokazuje Ze rachunek z prze-
wyzkami jest ten sam co z odpowiednemi liczbami. Nie
wchodzac zatem w dalsze szczegoly, powiedamy ze proba
dzielenia odbywa si¢ nastepujacym sposobem. Dzielnik 860
daje przewyzke 5, a iloraz 43 przewyzke 7; wieloczyn tych
przewyzek jest 5x 7 =35, i daje przewyzke 8; reszta 589 daje
przewyzke 4. Owoz, summa dwdch ostatnich przewyzek czyni
12, idaje przewyzke 3 : a ze dzielna 37569 daje takze prze-
wyzke 3; wiee, wedle prawdopodobienstwa, znaleziony ilo -
raz 43 i reszta 589 sa dokladne.

UwaGA. Préba przez 9 stosuje sie takze do dodawania i odciagania, ale
ten spos6b sprawdzania summy albo réznicy nic jest dosé prosty.

79. Mozna takze robié prébe mnozenia i dzielenia przez 11,
dzialajac z przewyzkami nad 11 tak jakoSmy powyzej dziatali
z przewyzkami nad 9. Wykladaé tego nie widzimy juz po-
trzeby ; przyktad wystarczy. I tak, w powyzszem mnozeniu,
przewyzka mnoznej nad 11 jest 2, a mnoznika 7; wieloczyn
14 tych przewyzek daje przewyzke 3. Owoz, przewyzka wie-
loczynu1733988 jest takze 3; ta zgodnosé przewyzek sprawdza
nicjako rachunek.

W ostatniem dzieleniu, przewyzka dzielnika nad 11 jest 2,
przewyzka ilorazu jest 10 : wieloczyn tych przewyzek czyni
20, i daje przewyzke 9; a zas reszta daje przewyzke 6. Sunna
dwoch ostatnich przewyzek czyni 15, i daje przewyzke 4. Ale
dzielna daje takze przewyzke 4 ; wiec jest prawdopodobieri-
stwo ze rachunek dobrze wykonany.

UwaGa. Proba przez 11 daje moze wiccej pewnosci niz préba przez 9;
bo ostrzega o przemianic zer na dziewiqtki i nawzajem, jak rownic o
przemianie miejsca cyfer miedzy sobg; ale rachunck sprawdzania jest
nieco diluzszy. Dlatego tez préba przez 9 zachowuje swoja zalete, ktora
gdzieindzicj jeszcze jest uzyteczniejsza.
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LICZBY PIERWSZE.

80. oKRESLENIE. Liczba nazywa sie pierwsza gdy jest po-
dzielna tylko przez siebie sama i przez jednosé, jako 2, 3,5, 7...
Znajomosé liczb pierwszych jest uzyteczna w wielu zastoso-
waniach ; dlatego ulozono ich-tablice dosyé rozciagle.

Oto prosty sposéb ulozenia tablic liczb pievuszych.

Wicmy juz ze, oprocz 2, liczby parzyste nie sy pierwsze.
Piszemy tedy w naturalnym porzadku tyle liczb nieparzystych,
ile chcemy. Ograniczajac sie na 100 pierwszych liczbach
nieparzystych, mamy

1,3,5,1, 9,11, 13,15, 17, 19, 21, 23, 25, 97, 29, 31, 33, 35
37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61, 63, 65, 67,
69, 71, 13, 75, 71, 79, 81, 83, 85, 87 '89, 91, 93, 95, 97, 99,
101, 103. 105, 107, 109, 111, 113, 115, 117, 119, 121, 123,
135, 127. 129, 131, 133, 135, 137, 139, 141, 143, 145, 147,
149, 151, 153, 155, 157, 159, 161, 163, 163, 167, 169, 171,
173, 175, 177, 179, 181, 183, 185, 187, 189, 191, 193, 195,
197, 199, 201.

Uwazajmy teraz ze te liczby tworza sie dodajac nastepnie po
dwie jednosei. Na mocy tej ustawy, kazda #rzecie liczba, idaca
po liczbie 3, jest jej wielownikiem. Przekreslamy wiec wszyst-
kie trzecie liczby idace po liczbie 3, jako 9, 15, 21 etc. Prze-
kreslamy potem wszystkie liczby zakoniczone na 5, jako wie-
lowniki tej liczby, zostawiajac samo 5. Nastepnie uwazamy
ze kazda siidmaliczba, idaca po liczbie 7, jestjej wielownikiem.
Ale wielowniki 3 razy 7, 5 razy 7 juz zostaly przekreslone,
jako wielowniki ze 3 iz 5 ; zostaje tylko 7 razy 7 to jest 49,
kwadrat z 7, i nastepujace. Zaczynajac tedy od kwadratu z 7,
przekreslamy ten kwodrat i kazda siédma liczbe po nim idaca,
Przechodzimy potem do nastepujacej liczby pierwszej 11,1 wi-
dzimy ze kazda jedenasta liczba, po niej idaca, jest jej wielowni-
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kiem. Ale 3 razy 11, 5 razy 11, 7 razy 11, 9 razy 11, juz prze-
kreslone jako wielowniki z 3, 51 7. Zostaje tylko kwadrat
z 11 to jest 121, i nastepujace. Az do kwadratu 121 wszystkie
nie przekreslone liczby sa widocznie pierwsze. Przekreslamy
tedy kwadrat z 11 to jest 121, i kazda jedenasta liczbe po nim
idaca. Przechodzimy teraz do liczby 13, i widzimy, rozumujac
jako wyzej, ze kazda trzynasta liczba, po niej idaca, jest jej
wielownikiem, i ze wielowniki nizsze od 13 razy 13, to jest
mniejsze od kwadratu z13, sa juz przekreslone. Zatem, prze-
kreslamy kwadrat ze 13, to jest 169, i kazda trzynasta liczbe
po nim: idaca. Pozostale liczby az do kwadratu z 17, to jest az
do 289, sa pierwsze. Ograniczajac sie na liczbach napisanych,
1 dotaczajac do liczb pierwszych ktéresmy znaleéli, liczbe 2,
ktora jest jedyna liczba pierwsza miedzy parzystemi,bedziemy
mieli nastepujaca tablice z 47 liczb pierwszych w porzadku na-
turalnym idacych :

1,9,3,5,1, 11,13, 17; 19, 23, 29, 31, 37, 41, 48, 47, 53, 59
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127,
131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 479, 181, 191,
193, 197, 199.

81. ErarosTENEs ulozyl tablice liczb pierwszych, piszac je
w ksztalcie spiralnej przetaka, ktorego dziurki stanowity licz-
by niepierwsze. Dlatego ten uklad nazwano przetakiem Era-
tostenesa (*).

82. TwiIERDZENIE. Cigg liczb pierwszych jest nieskonczony.

Czyli, innemi stowy, liczb pierwszych jest nieskonczenie
wiele. Jakoz, przypusémy, jesli mozna, ze najwigksza liczba
pierwsza jest 199. Ze wszystkich liczb pierwszych zrébmy
wieloczyn i do niego dodajmy 1, bedziemy mieli summe
12X 3X5XTX...19941.

Teraz, z dwoch Irzeczy jedna, albo ta summa jest liczba
pierwsza, albo nie jest. W pierwszym razie, jesli summa
1X2X3x5XT... X199+-1 jest liczba pierwsza, to dowodem

(*) ERATOSTENES 2yl w Alexandryi 280 Jat przed J. C.
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ze sa liczby pierwsze wieksze od 199 ; a tem samem wieksze
od wszelkiej innej. Wiec wtedy twierdzenie dowiedzione, to
jest ze ciag liczb pierwszych nie ma konca. W drugim razie,
jesli summa 1Xx2Xx3Xx5X7...X199-+41 nie jest liczba pierw-
sza, to znakiem ze jest liczba pierwsza kiora ja dzieli. Owoz,
tym dzielnikiem nie moie byé zadna z liczb pierwszych 2,
3, 5, 7,... az do199:bo, dzielac summe i jedna z dwéch
jej czesci , musiataby dzielié czesé druga, to jest jednosé : co
nie mozebne. Wiec ta liczba pierwsza, dzielaca summe
1¢2X3x5x7...x199-+1 jest wieksza od 199. A zatem sa
liczby pierwsze wigksze od tak wielkiej liczby pierwszej jak
sie podoba. Co wtasnie bylo do dowodzenia.

83. Gdyby zapytano, liczba 211 jest czy nie, liczba pier-
wsza ? Aby odpowiedzied na to pytanie, trzebaprobowac dziel-
nikow pierwszych. I tak, liczby 2, 3, 5, 7, 11 widocznie nie
sa dzielnikami liczby 211.Dzielimy przez 13, i znajdujemy ilo-
raz 16 i reszte 3. Dzielimy nastgpnie przez 17, i znajdujemy
iloraz 12 i reszte 7. Poniewaz otrzymalismy iloraz 12 mniej-
szy od dzielnika 47 ale z reszta 7, ztad wnosimy ze liczba 211
jest pierwsza. lakoz, gdyby liczba wieksza od 17 mogta dzie-
lié doktadnie 211, to dalaby iloraz mniejszy od 17, ktory bylby
dzielnikiem liczby 211. Owoz, jestesmy juz pewni ze zadna
liczba mniejsza od 17 nie dzieli 211. A wiec zadna liczba wiek-
sza od 17 nie dzieli jej takze. To pokazuje ze dopoty trzeba
probowac dzielnikow pierwszych, dopoki daja ilorazy wieksze
od siebie, i reszty ; a skoro tylko przychodzi si¢ do dzielnika
ktory daje iloraz rowny albo mniejszy, ale z pewna reszta, na-
lezy juz wnosié ze dana liczba jest pierwsza. lako widzimy,
ten rachunek jest bardzo mozolny, a mozna powiedzie¢ nie-
praktyczny, gdy liczby sa wielkie.

NAJWIEKSZY SPOLNY DZIELNIK.

84. Najwiekszym spolnym dzielnikiem dwoch liczb jest
najwieksza liczba mozebna ktora je dzieli dokladnie. I tak,
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niech beda dwie liczby 12 i 18. Widzimy tatwo Ze ich spolne
dzielniki sa 2, 3 i 6. Wiec 6 jest najwiekszym spolnym dziel-
nikiem tych dwaéch liczb.

85. Dwie liczby catkowite maja zawsze najwiekszy spolny
dzielnik, choéby tylko jednosé, jako 3 i 5.

Aby znalezé najwigkszy spolny dzielnik dwoch liezb, np.,
18 i 66 uwazajmy ze ten dzielnik, majac dzieli¢ mniejsza
z dwaoch liezb, nie moze hyé od niej wigkszy. Gdyby przeto
mnigjsza liczba 18 dzielita dokladnie wieksza 66, toby wtedy
ona byla najwigkszym spolnym dzielnikiém szukanym. Spro-
bujmyz wiec czy 18 nie dzieli dokladnie 66. Wykonywajac
dzielenie, znajdujemy ze 18 miesci si¢ 3 razy w 66, ale jest
jeszcze reszia 12.

To pierwsze dzialanie pokazuje ze 18 nic jest najwiekszym
spolnym dzielnikiem liczb 18 i 66. Chociaz ono nie wyznacza
tego najwiekszego dziélnika, daje nam jednak rownosé
66—=18x3-+12  ktdra postuzy do jego znalezienia.

Jakoz, na mocy tej rownosci, tatwo widzimy ze uajwieksza
liczba ktora dzieli dzielne 66 i dzielnik 18, dzieli tem samem
wieloczyn 183 ; a zatem dzieli reszte 12 ktora jest roznicy
miedzy dzielna 66 i wieloczynem, 18x 3, dzielnika przez ilo-
raz. I nawzajem, najwieksza liczba ktora dzieli dzielnik 18
i reszte 12, dzieli takze dzielne 66 ktora jest summaq wielo-
czynu 18 3 i reszty 12. Ztzd wnosimy ze, aby znalezé naj-
wiekszy spolny dzielnik miedzy dzielng 66 i dzielnikiem 18,
dosy¢ jest szukaé go miedzy dzielnikiem 18 i reszta 12. To
drugie poszukiwanie bedzie latwiejsze od poprzedzajacego,
bo sie wykona na liczbach mniejszych.

Wiec znowu probujemy czy mniejsza liczba 12 nie dzieli
doktadnie wiekszej 18. Wykonawszy dzielenie, znajdujemy
iloraz 1 i reszte 6.

Powtarzajac teraz powyzsze rozumowanie, widzimy bez naj-
muiejszej trudnosci, ze najwiekszy spélny dzielnik liczb 18
i 12 jest ten sam co liczh 12 i 6. Wiec znowu poszukiwanie
uproszczone,
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Widzimy jasno ze tak postepujac, otrzymamy reszty coraz
mniejsze. A poniewaz te reszty zmniejszaja si¢ za kazdym ra-
zem, przynajmniej o jednos¢ ; wiec, albo dojdziemy do reszty
zero, a wtedy odpowiedny dzielnik bedzie najwiekszym spol-
nym dzielnikiem dwdich liczb danych ; albo tez dojdziemy do
reszty 1 ktora bedzie, ona sama, najwiekszym spélnym dziel-
nikiem tych liczb.

W naszym przykladzie, dzielac dzielnik 12 prrez reszi¢ 6,
otrzymujemy iloraz 2 i reszt¢ zero. Co pokazuje ze liczba 6
jest najwickszym spolnym dzielnikiem liczb danych 66 i 18.

Rachunek poszukiwania najwigkszego spélnego dzielnika
dwoch liezb tak sie urzadza

66 [ 18

Hlorazy pisza sie¢ nad dzielnikami, zeby mie¢ miejsce pod spo-
dem na czastkowe reszty, gdy dzielnik, zostajac z kolei dziel-
na, zawiera poprzedzajaca reszte wjecej niz 9 razy. Nastepu-
Jacy przyklad wyrazniej to okaze.

86. Szukajmy najwiekszego spolnego dzielnika liczb 27852
i 9180.

Wykonywajac dziatania, jakosmy wyzej powiedzieli, znaj-
dujemy

3 P e i3 PO W (ORI

27852 | 9180 | 312 | 132 | 48 | 36 | 12
2940 0|
132

Dzielac 27852 przez 9180, piszemy iloraz 3 nad dzielnikiem,
a mnozac dzielnik przez iloraz, odciagamy czastkowe wielo-
czyny od dzielnej, i piszemy czastkowe reszty zaraz obok dzicl-
nika : co daje reszte 312. Przez 312 dzielimy 9180, a poniewaz
iloraz ma wiecej niz jedna cyfre, wykonywamy dzielenie zwy-
czajne, i znajdujemy reszte 132, ktora piszemy obok dzielni-
ka 312. Widzimy teraz dlaczego trzeba ktasdz iloraz ponad
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dzielnikiem. Nastepnie,dzielimy 312 przez 132, i mamy resz-
te u8. Dziélimy dalej 132 przez 48, i mamy reszte 36. Teraz,
widzac na spojrzenie ze 36 miesci sie raz tylko w 48, odcia-
gamy zavaz 36 od 48 i znajdujemy reszt¢ 12, ktora dzieli do-
kladnie dzielnik 36. Zatem 12 jest najwickszym spélnym dziel-
nikiem liczb 9180 i 27852.

87. Niech beda jeszcze dwie liczby 7271 69, ktorych chcemy
znalez¢ najwiekszy spolny dzielnik.
Postepujac wedle wskazanego prawidla, otrzymujemy

O e ORI
69 | 37 ()

727
37

32 1

Ostatnia reszta 1 pokazuje ze najwiekszym i jedynym spol-
nym dzielnikiem dwaoch liczb 727 i 69 jest 1.

88. OKRESLENIE. Dwie liczby majace tylko jednosé za naj-
wiekszy spolny dzielnik nazywaja sie PIERWSZEMI MIEDZY SOBA.

1 tak, liczby 419 sa pierwsze miedzy soba, podobnie jako
7217 i 69 ktoresmy dopiero co widzieli.

89. Nwie liczby po sobie idace sa pierwsze miedzy soba.

Jakoz, wiemy ze wszelka liczba, ktora dzieli dwie inne, dzieli
ich roznice ; aze dwie liczby, po sobie idace, maja za ré2nice
jednosé ; wiec tyiko jedno$¢ moze byé ich spélnym dzielni-
kiem ; czyli, co to samo, takie dwie liczby sa pierwsze migdzy
soba.

90. Dwie liczhy nieparzyste, po sobie idace, sa pierwsze mie-
dzy soba.

Jakoz, dwie liczby nieparzyste, po sobie idace, maja za
roznice 2 ; wiec ich spélnym dzielnikiem moze by¢ | albo 2.
Ale 2 nie moze dzielié liczb nieparzystych ; wigc dwie liczby
nieparzyste po sobie idace, majac tylko jednos¢ za spdlny
dzielnik, sa pierwsze miedzy soba.

Dowodzi si¢ podobnie ze dwie liczby nieparzyste, ktorych
roinica jest 20 , sa pierwsze miedzy soba.
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91. Uwaea. W poszukiwaniu najwigkszego spélnego dziel-
nika dwoch liczb, mozna czasem, nie prowadzac rachunku
az do korica, przekonaé sig ze te liczby sa pierwsze miedzy
soba. To sie zdarza gdy otrzymujemy na reszte liczbe pier-
wsza z dzielnikiem, a w szczegélnosci liczbe pierwsza nie dzie-
laca dzielnika. W takim razie niema potrzeby i5¢ dalej; bo
oczywiscie dwie zadane liczby sa pierwsze migdzy soba. I tak,
w poprzedzajacym przykladzie, gdySmy doszli do reszty 37,
ktora jest liczba pierwsza i nie dzieli dzielnika 69, moglisSiny
na niej poprzestaé; bo te dwie liczby, nie majac, précz jedno-
$ci, zadnego spolnego dzielnika, dostatecznie oznajmiaja ze
liczby dane 727 i 69 sa pierwsze miedzy soba. Jeslismy kon-
tynowali rachunek, to jedynie dlatego aby stuzyt na przy-
klad dzialania, i zarazem na éwiczenie (*).

Nim wylozymy metode znalezienia najwigkszego spslnego
dzielnika wielu liczb, potrzebujemy kilku twierdzen, kto-
remi si¢ teraz zajmiemy.

92. TwIERDZENIE. Mnotac albo dzielac dwie liczby przez
trzecia, mnoiy sie tem samem albo dzieli ich uajwickszy spdiny
dzielnik przez te trzecia.

Wiemy ze, gdy si¢ mno2y albo dzieli dzielne i dzielnik
przez te samq liczbe, iloraz sie nie zmienia, ale reszta zostaje
pomnozona albo podzielona przez te liczbe. Owoz, metoda
znalezienia najwiekszego spolnego dzielnika dwdeh liczb,
ktorasmy dopiero co wylozyli, zalezy na tem 2e sie dzieli na-
przod wieksza liczbe przez miiejszg, potem dzielnik przez
reszte ; nastepnie pierwsza reszte ptzez druga;i tak dalej, az
sie dojdzie do reszty ktora dzieli doktadnie poprzedzajaca. Ta
ostatnia reszta jest wlasnie najwiekszym spélnym dzielnikiem
dwéch liczb danych.

Wynika ztad oczywiscie ze, jesli si¢ pomno2y albo podzieli
dwie liczby przez trzecia, pierwsza reszta i wszystkie po niej

(*) Ile trzeba wykonaé dzialan aby znalez¢ najwigkszy spélny dzielnik dwéch
liczb ? — Zobacz note na koncu dziela.
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idace, a tem samem najwiekszy spélny dzielnik, zostana po-
mnozone albo podzielone przez te liczbe.

Wiec, innemi stowy, wszelka liczba ktora mnozy albo dzieli
dwie inne, mnozy tem samem albo dzielt ich najwickszy spdlny
dzielnik.

Weimy, jako przykiad, dwie liczby 40 i 24, ktérych najwick-
szy spolny dzielnik jest 8. Jesli pomnozymy te liczby przez 10,
wynikajace ztad liczby 400 i 240 beda miaty najwiekszy spolny
dzielnik 80, ktéry jest 10 razy wiekszy od 8. A jesli przeciwnie,
podzielimy 40 i 24 przez 2, ilorazy 20 i 12 beda miaty spolny
dzielnik &4, ktory jest dwa razy mniejszy od 8.

93. TWIERDZENIE. JDuwie liczby, podzielone przez ich naj-
wickszy spilny dzielnik, daja ilorazy pierwsze miedzy soba.
1 nuwzajem.

To twierdzenie jest widocznem nastepstwem poprzedzaja-
cego. Ale go mozna wprost tak dowiesdz.

Niech beda dwie liczby 42 i 60 ktére maja 6 za najwiekszy
spolny dzielnik. Jesli podzielimy te dwie liczby przez 6, po-
wiedam ze wynikle ztad ilorazy 7i 10 sa pierwsze migdzy soba.
I w samej rzeczy, te ilorazy nie moga mie¢ zadnego spélnego
dzielnika, précz jednosci; bo, inaczej, liczba 6 nie bytaby naj-
wiekszym spolnym dzielnikiem liczb 42 i 60.

Nawzasew, jesli dwie liczby, podzielone przez trzeciq, dajq,
tlorazy pierwsze miedzy soba, ta trzecia liczba jest nqjwiekszym
spolnym dzielnikiem dwich prerwszych.

Niech beda dwie liczby 24 i 54 ktére, podzielone przez 6,
daja ilozazy 4 i 9 pierwsze miedzy soby. Powiedam ze 6 jest
najwiekszym spolnym dzielnikiem liczb 24 i 54. Jakoz, z zato-
zenia najwigkszym spélnym dzielnikiem ilorazow 4 i 9 jest 1.
Aze, mnozac te ilorazy przez 6, mnozymy tem samem ich naj-
wiekszy dzielnik przez6; wiec wieloczyny 4X6 i 9x6, to jest
dane liczby 24 i 54, maja za najwickszy spolny dzielnik wie-
loczyn 1 x 6, to jest liczbe 6.

Zrozumiawszy dobrze te twierdzenia, nie trudno bedzie roz-
wiazac nastepujace zadanie.
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Oh. ZAGADNIENIE. Znaleié najuwickssy spolny dzielnik liezd
360, 540, 1890 i 2820.

Szukajmy najpierwej najwiekszego spélnegodzielnikadwdch
ktorychkolwiek z tych liczb, np. liczb 360 i 540. Najwiekszym
spolnym dzielnikiem liczb 360 i 540 jest 180. Owoz, wiemy
juz (92) ze wszelka liczba, ktora dzieli cztery dane liczby 360,
540, 1890 i 2820, dzieli lem samem najwigkszy spilny dziel-
nik 180 dwéch liczb 360 i 540. I nawzajem, wszelka liczba,
ktora dzieli 1890, 2920 i najwiekszy spolny dzielnik 180 liczb
360 i 540, dzieli oczywiscie te ostatnie. Ztad wynika Ze naj-
wiekszy spolny dzielnik czterech liczb danych 360, 540, 1890
2820 jest ten sam co ¢rzech liczb 180, 1890 i 2820.

Powtiarzajac znowu powyisze rozumowanie, latwo widzimy
ze najwiekszy spolry dzielnik trzech liczh 180, 1890 1 2820 jest
ten sam co liezb 90 i 2820.

Tym sposobem rzecz najwickszego spolnego dziclnika czte-
rech liczb 360, 540, 1890 i 2820 przywodzi sie do znalezienia
najwigkszego spolnego dzielnika dwach liczh 90 i 2520. Owoz
te ostatnie maja 30 za najwiekszy spolny dzielnik. Wige
liczba 30 jest najwickszym spélnym dzielnikiem czterech liczb
danych 360, 540, 1890 i 2820.

95. Wylozona metoda znalezienia najwickszego spdlnego
dzielnika wielu liczb, nie przedstawiajac zadnej trudnosei,
nie potrzebuje wiecej przykiadéw do wyjasnienia. Poprzesta-
jac na powyzszym, zakoriczymy ten przedmiot nastepujacemi
zadaniami na ¢wiczenia :

I. Znalez¢ najwiekszy spolny dzielnik liczb 2400, 3120, 720,
1024 i 727.

1I. Jesli si¢ pomnozy albo podzieli dane liczby przez te sama
liczbe, wtedy najwiekszy spdlny dzielnik liczb danych zostanie
pomnozony albo podziclony przez te liczhe.

111. Jesli sie podzieli dane liczby przez ich najwickszy spolny
dzielnik, ilorazy, wzigte wszystkie razem, beda mialy tylko
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jednosé za najwiekszy spolny dzielnik, ezyli, jako si¢ zwykle
mowi, beda pierwsze miedzy soba.

1V. Jesli jedna liczba, dzielac inne liczby, daje ilorazy ktére,
wziete razem, sa pierwsze miedzy soba, ta liczba jest naj-
wiekszym spélnym dzielnikiem liczb zadanych.

ZASADY PODZIELNOSCI LICZB.

96. Zasapa GLOWNA. Wszelka liczba, ktéra dzieli wieloczyn
duwdch czynnikéw 1 jest pierwsza z jednym z nich, dzieli drugi
czynnik.

Niech bedzie liczba 6. ktora dzieli wieloczyn dwéch ezyn-
nikéw 35X12, i jest pierwsza z czynnikiem 35; powiedam ze
liczba 6 dzieli drugi czynnik 12.

Jakoz, liczby 351 6, bedac z zalozenia pierwsze miedzy
soba, maja tylko jednos¢ za najwiekszy spolny dzielnik. Jesli
przeto pomnozymy te liczby przez 12, wieloczyny 35X%12 i
6x12 beda mialy 12 za najwiekszy spélny dzielnik (92). Owoz,
6 dzieli z zalozenia wieloczyn 35%12, i dzieli takze wieloczyn
6x12 jako swoj wielownik ; wiec dzieli najwiekszy spdlny
dzielnik tych wieloczynow, to jest 12. Co wlasnie bylo do
dowodzenia.

97. ZAsADA. Liczba PIERWSZA, ktéra dzieli wieloczyn kilku
ezynnikéw, dzieli przynajmniej jeden z tych czynnikéw.

Niech bedzie liczba pierwsza 5 ktéra dzieli wieloczyn czyn-
nikow 15X2X8xX9X24. Ten wieloczyn mozna uwazaé jako
utworzony z dwdch tylko czynnikéw (15xX2x 8% 9)i24. Owoz,
jesli liczba pierwsza 5 dzieli czynnik 24, iwierdzenie jest do-
wiedzione; jesli zas nie dzieli, to, bedac liczba pierwsza sa-
moista, jest tem samem pierwsza z czynnikiem 24; wiee, na
mocy poprzedzajacego twierdzenia, musi dzieli¢ drugi czyn-
nik, to jest wieloczyn 15X2Xx8X9. Teraz znowu mozna uwa-
za¢ ostatni wieloczyn jako utworzony z dwdch tylko czynni-
kéw (3x2x8) i 9. Powtarzajac powyisze rozumowanie
powiemy podobnie: jesli liczba 5 dzieli ostatni czynnik 9, twier-
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dzenie jest dowiedzione, jesli zas nie dzieli, to, bedac liczba
pierwsza samoista ktora nie dzieli czynnika 9, jest tem samem
pierwsza z nim. Wiec musi dzieli¢ drugi czynnik 2X15x8.
I tak nastepnie, zmniejszajac liczbe czynnikow, dojdzjemy na-
koniec do wieloczynu dwdch tylko czynnikow 15%2, ktory
powinien byé podzielny przez 5. Wiec liczba pierwsza 5, nie
dzielae czynnika 2, musi dzielié przynajmniej ostatni czynnik 15.
Co wtasnie bylo do dowodzenia.

98. Wniosek I. Gdy dwie liczby sa pierwsze miedzy soba,
Jako b 9, ich potegi, np. b3 i 9%, sa takie pierwsze miedzy soba.

Jakoz,potega 42 jest wieloczynem trzech czynnikéw rownych
hXaXh , azas potega 9? jest wieloczynem dwdch czynnikow
9%9. Aze, na mocy powyzszego twierdzenia, liczba pierwsza
ktoraby dzielita te potegi musiataby dzieli¢ ich czynniki 4 i 9;
co niemozebne, bo te czynniki sa pierwsze miedzy soba
z zalozenia ; wiec potegi 4% i 9* sa pierwsze miedzy soba.

99. Wniosek II. Wszelka liczba, pierwsza z kaidym czynni-
kiem wieloczynu, jest pierwsza = tym wieloczynem,

I NawzasEM, wszelka liczba, pierwsza z wieloczynem , jest
pierwsza z kazdym jego czynnikiem.

Dowodzenie, jako calkiem podobne do poprzedzejacego, zo-
stawiamy czytelntkowi.

100. ZAsapA. Wszelka liczba, podzielna przez liczby pierwsze
miedzy soba po dwie, jest podzielna przez ich wieloczyn.

Weimy np. 360. Ta liczba jest podzielna przez liczby 4, 5,9,
ktore sa pierwsze miedzy soba po dwie; to znaczy ze h i 5 sp
pierwsze miedzy soba; 4 i9 sa takie pierwsze miedzy soba,
jakotez 5 i 9. Powiedam ze liczba 360 jest podzielna przez
wieloczyn 4X5X9. I w samej rzeczy, poniewaz 4 dzieli 360,
mamy 360 =04X90. Owoz, z zalozenia 5 dzieli 360, czyli wie-
loczyn 6X90, a 5 jest pierwsze z czynnikiem 4; wiec 5 dzieli
90. Co daje 90 =5X18.

Teraz znowu, liczba 9 dzieli 360 czyli wieloczyn 499, a 9
jest pierwsze z czynnikiem 4; wiec 9 dzieli 90, to jest dzieli
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wieloczyn 5x18. Aze 9 jest lakie pierwsze z czynnikiem 5,
wiec dzieli 18. Co daje 18=9X%2.
Pomnozywszy te wszystkie réwnosci stronami, otrzymujemy

360X90X18 =490 x5X18Xx9x?2.

A redukujac, to jest dzielac obie strony przez te same czyn -
niki 90 i 18, znajdujemy ostatecznie 360 =4X5x9x?2,

Ta réwnosé pokazuje ze liczba 360 jest wielownikiem wie-
loczynu 4x5x9 ; czyli, co to samo, jest podzielna przez wie-
loczyn X 5x9.

101. WniosEk. Ztad wynika to wazne naste¢pstwo. Aby dana
liczbabyta podzielna priez liczbe ztoiong, trzeba i dosyc jest zeby
byta podzielna przez czynniki tej liczby, PIERWSZE MIEDZY SOBA
PO DWA.

I tak, jesli chcemy wiedzie¢ czy liczba 336 jest podzielna
przez 12, rozkladamy 12 na czynniki pierwsze miedzy soby po
dwa. Widzimy tatwo ze 12=3x4. Czynniki 3 i 4 sg pierwsze
miedzy soba. Wiec dana liczba 336 bedzie podzielna przez 12,
jesli jest podzielna przez 3 i 4. Co wilasnie ma miejsce.

Tak samo, liczba podziclna przez 60, musi byé podzielna
przez 3, 4, 5.

102. ZAGADNIENIE. Rozloiyc liczbe, mp. 360, na czynniki
plerwsze.

Aby ten rozklad zrobi¢ porzadnie, wykonywamy dzielenia
nastepne canej liczby 360, przez dzielniki pierwsze po sobie
idace, piszac ilorazy pod spodein dzielnej a za$ dzielniki na
boku, i oddzielajac je linia pionowa, jako wzor pokazuje.

360
180
90
45
15
5

1
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Widzimy ze liczba 360 jest podzielna przez liczbe pierwsza 2.
Piszemy tedy dzielnik 2 na prawe;j stronie dzielnej a zas ilo-
raz 180 pod spodem. Ten iloraz jest jeszcze podzielny przez 2;
wykonywamy drugie dzielenie przez 2, jako poprzednie. Na-
stepnie, trzecie dzielenie przez 2 daje iloraz 45, ktory juz nie
Jjest podzielny przez 2. Przechodzimy do nastepujacego dziel-
nika pierwszego 3, ktory daje iloraz 15. Ten iloraz jeszcze jest
podzielny przez 3; wykonawszy dzielenie, otrzymujemy ilo-
raz 5, ktory jest liczba pierwsza. Piszemy nakoniec dzielnik 5
w rzedzie dzielnikow, a zas pod spodem dzielnej iloraz 5, i
dziatanie skonczone.

Wieloczyn wszystkich dzielnikow 2>X2X2>x3Xx3X5 czyli
2335 wydaje oczywiscie liczbe 360, roztozona na czyn-
niki pierwsze 2, 3, 5.

Mozna czesto uzy¢ krotszego sposobu do rozlozenia danej
liczby na czynniki pierwsze. I tak, biorac te sama liczbe 360,
widzimy zaraz ze

360 — 3610 =4>X9X10=22Xx32x2x5;
wiec 360 =23 32x5.
Wynik otrzymany powyzej.

Jakimkolwiek sposobem roztozymy liczbe na czynniki pierw-
sze, znajdziemy zawsze te same liczby pierwsze. Dowodzenie
tej prawdy jest przedmiotem nastepujacego twierdzenia.

103. ZasapA. Wszelka liczba moze sie roztozyc na jeden tylko
uhtad czynnikdw pierwszych.

Niech bedzie liczba 360 ktora, jako wiemy, rowna sie wie-
loczynowi23x 32X 5. Przypusémy ze ta liczba réwna sig jeszcze
innemu wieloczynowi czynnikow pierwszych. Jesli tak jest,
te dwa wieloczyny musza byé rowne. Owoz, czynnik 2, dzie-
lac pierwszy wieloczyn, dzieli tem samem drugi; a ze 2 jest
liczba pierwsza, wiec dzieli jeden z czynnikéw tego wieloczynu.
Podzieliwszy oba wieloczyny przez 2, widzimy Ze pierwszy
jeszcze jest podzielny przez 2; wiec drugi musi takze by¢

ARYTMET, 6
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podzielny przez 2; i tak dalej. Podobnie o innych czynnikach.
Ztad wnosimy ze oba wieloczyny skladaja si¢ z tych samych
czynnikow pierwszych i podniesionych do tej samej potegi;
wiecsie niczem niergznia. Co sie wyraza mowiac ze liczba 360
moze ste roztozyc na jeden tylko uktad czynnikdw pierwszych.

104. Wriosek. Wieloczyn zawiera wszystkie liczby pierwsze
swoich czynnikow, ¢ wyktadnikami kiére sg summa ich wykta-
dikow.

I tak, wieloczyn 36>120=22.32x23.3.5=25.3%5.

Bo inaczej, moinaby rozioiyé ten wieloczyn na dwa ukfady
czynnikéw pierwszych ; co niemozebne.

105. Wniosek II. Ztad dwa wynikaja nastepstwa :

Aby dzielna byta podzielna przez dzielnik, trzeba zeby zawie-
rata wszystkie jego czynniki pierwsze, i z wyktadnikami przy-
NAJMNIES rduwnemi.

Aby za$ dzielnik dzielit dzielne, trzeba zeby nie zawierat czyn-
nikéw pierwszychobeych dzielnej, ani z wyktadnikami wiekszema.

Z tego co poprzedza wyplywa nastgpujace, oczywiste twier-
dzenie, ktore stanowi nowe okreslenie najwiekszego spolnego
dzielnika liczb.

106. TWIERDZENIE. Najwiekszy spiluy dzielnik leczb jest wie-
loczynem czynnikow prerwszych, SPOLNYCH tym liczham, wzietych
z najmniefszemt wyktadnikama.

I tak, najwiekszy spolny dzielnik liczb
36=292.32, 120=2%.3.5 i 200=2%.3.5, jest22.3—12.

Ta, na pozor prosta, metoda znalezienia najwigkszego spol-
nego dzielnika liczb, wtedy tylko jest dogodna, gdy dane
liczby fatwo sie na czynniki pierwsze rozkladaja.

1Q7. Opierajac sie na powyiszem okresleniu najwiekszego
spolnego dzielnika liczb, mozna czasem znacznie skrocié jego
rachunek. Niech beda up. dwie liczby 37800 i 63360, ktorych
cheemy znalez¢ najwigkszy spolny dzielnik,
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Widzimy najpierwiej ze te liczby sa podzielne przez 10 1
przez 9; a wiec takze przez 90 (100). Zatem liczba 90 jest
jednym z czynnikéw najwigkszego dzielnika tych liczb. Wyko-
nywamy dzielenie przez 90, i znajdujemy ilorazy 420 i 704
ktore widocznie maja spélny dzielnik 4. Wykonywamy znowu
dzielenie przez &, i otrzymujemy ilorazy 105, 176.

Uwazajmy teraz ze liczby 3 i 5 dziela 105 a nie dziela 176.
Ztad wnosimy ze liczby 3 i 5 nie sa czynnikami najwigkszego
spolnego dzielnika : przeto mozemy podzielié 105 przez 3 i 5,
nie zmieniajac bynajmniej tego spélnego dzielnika.

Wykonawszy to ostatnie dzielenie, mamy dwie liczby 7 i
176, ktore sa pierwsze miedzy soba, bo liczba pierwsza 7 nie
dzieli 176. Owoz wieloczyn wszystkich czynnikow spéinych,
przez ktéresmy dzielili obie liczby dane, jest 90X4=360.
Wiec 360 jest najwigkszym spolnym dzielnikiem liczb
37800 i 63360 (93 wzaj.).

108. ZAGADNIENIE. Znaleié najwiekszy spolny dzielnik liczby
2520 ¢ wieloczynu 119 X 1816 X 549, nie wykonywajac mnozenia.

Szukamy naprzéd najwigkszego spolnego dzielnika miedzy
liczba 2520 i jednym z czynnikow wieloczynu, np. 119. Znaj-
dujemy ze nim jest 7. Liczba 7 jest jednym z czynnikow naj-
wiekszego spolnego dzielnika szukanego.

Przez 7 dzielimy 2520 ; i, miedzy ilorazem 360 i drugim
czynnikiem 1816, szukamy najwiekszego spolnego dzielnika.
Znajdujemy ze nim jest 8. Przez 8 dzielimy 360 5 i, miedzy
ilorazem 45 i ostatnim czynnikiem 549, szukamny najwiek-
szego spolnego dzielnika, i znajdujemy ze nim jest 9.

Powiedamy teraz ze wieloczyn najwigkszych spéinych dziel-
nikow czastkowych, 7X8x9 =504, jest najwiekszym spol-
nym dzielnikiem liczby 2520 i wieloczynu 119x 1816 x 549.

Aby tego dowiesdz, dosy¢ okazaé ze, dzielac 2520 i wielo-
czyn 119<1816:<549, przez wieloczyn 7X8X9, otrzymujemy
ilorazy, 5 i 17 x 227X 61, pierwsze miedzy soba. Otoz, iloraz 5
jest pierwszy z czynnikiem 61; bo 5 i 61 sg ilorazy z podzie-
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lenia liczb 45 i 549, przez ich najwiekszy spdlny dzielnik 9.
Nastepnie , liczba 5 jest pierwsza z czynnikiem 227; bo jej
wielownik 45 jest pierwszy z tym czynrikiem (93). Nakoniec,
liczba 5 jest pierwsza z czynnikiem 17; bo jej wielownik 360
jest juz pierwszy z tymze czynnikiem. Zatem liczba 3, pier-
wsza z kazdym czynnikiem wieloczynu 17X227x61, jest
pierwsza z tym wieloczynem. Ztad wynika ze wieloczyn
7x8x%9 jest najwiekszym spolnym dzielnikiem liczhy 2520
i wieloczynu 119X1816X549.

109. zAGADNIENIE. Znalei¢ wszysthiv dsvelniki dunej licshy.

Wezmyjeszcze liczbe 360 ktora, jako wiadomo, roztozona na
czynniki pierwsze, daje 360=2%x3*x5. Uskuteczniwszy ten
rozklad, widzimy fatwo ze 360 jest podzielne przez 2, 2%, 2*;
przez 3, 32; i nakoniec przez 5. Owoz, dzielniki kazdego z tych
trzech rzedow sa pierwsze z dzielnikami dwoch innych rze-
dow ; wiec, na mocy juz wiadomej zasady (100), liczba 360
jest podzielna przez wieloczyny tych dzielnikow pierwszych,
utworzone po dwa, biorac kazdy dzielnik jednego rzedu
z kazdym dzielnikiem dwdch innych rzedéw, po jednemu
albo po dwa. Nadto, liczba 360 nie moze mie¢ innych dziel-
nikéw (105). Aby wiec otrzymacé wszystkie dzielniki liczby 360,
dosy¢ byloby wykonaé wieloczyny liczb ktore skladaja trzy
nastepujace szeregi : 142422423, 14-34-3%, 1-+5, mnozac
wieloczyny dwoch szeregéw przez kazda liczbe trzeciego.

Jakoz, kladac 1 na czele kazdego szeregu dzielnikéw, i mno-
zac np. liczby pierwszego szeregu przez kazdaliczbe drugiego,
otrzymujemy naprzod dzielniki proste1, 2, 4, 8, potem dziel-
niki dwoiste 13,23, 13, 8X3, 2X9, 4X9, 8x9. Muozgc
nastepnie te wieloczyny przez kazda liczbe trzeciego szevegu,
otrzymujemy : naprzod, juz znalezione dzielniki 1, 2... 13,
2X3, 4<3,....8X9; potem, dzielniki dwoiste 5, 2x5.... ; na-
koniec, dzielniki troiste 1x3X5, 2X3X35,... 8x9X3.

Ten spos6b znalezienia dzielnikéw danej liczby nie jest do-
godny, ale jasno pokazuje ile jest tych dzielnikdw. Albowiem
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oczywiscie liczha dzielnikow liczby 360, réwna sie wieloczy-
nowi (3+1) (2-+1) (1+41).

Ztad wnosimy ze

Liczba dzielnikéw danej liczby rwna sie wieloczynow? wy-
Kadnikéw jej csynnikéw perwszych, zwiekszonych kaidy
Jednoscia.

To twierdzenie zastosowane do liczby 360 wskazuje 24
dzielnikow.

Zadane dzielniki otrzymuja sie nastepujacym rachunkiem,
daleko prostszym od wyzej okazanego.

Waér rachunku dzielnikow liczby 360.

1

360 | 2|2

180 [ 2| 4

90 ;2|8

85 | 3| 3,6,12, 24.

15 | 39,18, 36, 72.
5!5/|5,10.20, 40; 15, 30, 60, 120;

45, 90, 180, 360.

Ten obraz dzielnikow tak sie formuje. Rozkltadamy naprzéd
liczbe 360 na czynniki pierwsze, jakosmy to juz pokazali. Co
zrobiwszy, piszemy na czele dzielnikow jednosé, ten naturalny
dzielnik wszelkiej liczby catkowitej. Mnozymy te jednosé przez
pierwszy czynnik 2, co daje 2 ; potem mnozymy wynik 2 przez
drugi czynnik 2, co daje &4 ; nakoniec mnozymy wynik 4 przez
ostatni czynnik 2, co daje 8. Przechodzimy do nastepujacego
czynnika 3, i przez niego mnozymy otrzymane dzielniki
1, 2, 4, 8; co daje dzielniki dwoiste 3, 6, 12, 24. Poczem,
mnozymy ostatnie dzielniki przez drugi czynnik 3 ; co daje
takze dzielniki dwoiste 9, 18, 36, 72. Przechodzimy nakoniec
do ostatniego czynnika 5, i przezeri mnozymy wszystkie dotad
otrzymane dzielniki; co daje: 5, 10, 20, 40 ; 15, 30, 60, 120,
45, 90, 180, 360. Przyczyna tych dzialar zanadto jest widocz-
na i prosta, aby trzeba bylo jeszcze obszerniejszych objasnieii.
Wskazana wyzej liczba dzielnikow daje sposéb sprawdzenia
czy ktorego z nich nie opuszczono.
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NAJMNIEISZY WIELOWNIK LICZB.

110. ORRESLENIE. Nazywa sie najmniejszym wielownikiem
liczb danych najimnniejsza mozebna liczba podzielna przez kai-
da z tych liczb. I tak, najmniejszym wielownikiem liczb 4 i 6
jest oczywiscie 12.

Zajmiemy sie najpierwej wyznaczeniem najmniejszego wie-
lownika dwéch liczb.

111. Pierwsza metoda, przez rozktad na czynniki pierwsze.
Niech beda np. dwie liczby 54 i 60. Chodzi o znalezienie licz-
by, jak mozna najmniejszej, ktéraby byla podzielna zarazem
przez 54 i 60. Poniewaz szukana liczba powinna by¢ podziel-
na przez 54 i 60, i do tego jeszcze najmniejsza mozebna, musi
przeto, namocy wiadomej zasady (105), zawiera¢ wszystkie
czynniki pierwsze tych dwéch liczb, i nie zawieraé innych czyn-
nikéw. Owoz, rozkladajac na czynniki pierwsze, znajdujemy
54 =2 X33, 60 =22x3x5. Wiec, jesli wezmiemy wszystkie
czynniki pierwsze tych liczb, i z wykladnikami najwiekszemi
jakie maja, tojest 22, 33, 5, wieloczyn 22 33x5 = 540 bedzie
najmniejszym wielownikiem liczb 54 i 60. Jakoz, liczba 540
jest podzielna przez 54 i 60; bo zawiera wszystkie czynniki
pierwsze tych dwdch liczb, z wykladnikami najwiekszemi ja-
kie maja. Nadto, wszelka liczba mniejsza od 540 nie moze byé
wielownikiem liczb 54 i 60. Bo, albo nie zawiera wszystkich
czynnikéw pierwszych, z wykladnikami najwiekszemi jakie
maja w tych liczbach, a wtedy nie jest podzielna przez te
liczby ; albo tez je zawiera z czynnikami obcemi liczbom
54160, a wtedy oczywiscie nie jest najmniejsza liczba po-
dzielna przez te liczby. — Wiec, powtarzamy, liczba 540 jako
wieloczyn wszystkich czynnikow pierwszych, wzietych z naj-
wiekszemi wykladnikami jakie maja w dwdch liczbach
54 i 60, jest najmniejszym wielownikiem tvch liczb.

Ta metoda wyznaczenia najmniejszego wielownika dwéch
liczb, przez rozkladanie na czynniki pierwsze, wtedy tylko jest
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uzyteczna, kiedy te czynniki latwo otrzymaé mozna; co sie
rzadko zdarza, zwlaszcza gdy liczby sa wielkie. Jest jeszcze
innagléwna wada tejmetody. Dwie dane wielkosci moga mieé
najmniejszy wielownik, chociaz si¢ nie rozktadaja na czynniki
pierwsze kiorych, z natury swojej, nie majq; jako dwa ulamki,
dwie linie proste, etc.: o czem poziniej bedzie mowa. Dla
tych przyczyn, dajemy druga metode , ogolna, znalezienia
najmniejszego wielownika dwoch liczb.

113. METODA ZNALEZIENIA NAIMNIEJSZEGO WIELOWNIKA DWOCH
LIGZB, ZA POMOCA ICH NAJWIEKSZEGO DZIELNIKA.

Niech beda dwie liczby 540 i 720. Poniewaz ich najmniej-
szy wielownik powinien by¢ podzielny przez 540, musi przeto
by¢ wieloczynem tej liczby pomnozonej przez pewna liczbe
catkowita, ktora, jako niewiadoma, oznaczamy przez x. Tym
sposobem, szukany najmniejszy wielownik wyraza si¢ przez
wieloczyn 540X «. Teraz, liczba 720 powinna dzielié¢ ten naj-
mniejszy wielownik 540>x. Owoz, gdyby liczba 720 byla
pierwsza z czynnikiem 540, toby musiata, na mocy wiadomej
zasady, dzieli¢ drugi czynnik z. Wlasnie dlatego, aby mozna
bylo zastosowac te zasade do naszego przykladu, podzielmy
liczby 540 i 720 przez ich najwiekszy sp6lny dzielnik 180 ; co
dailorazy 3 i 4 pierwsze miedzy soba. Tem dzialaniem nic sig¢
nie zmienia; bowiemy (51)ze iloraz z podzielenia dzielnej 540z
przez dzielnik 720 jest ten sam co z podzielenia dzielnej 3z
przez dzielnik 4. Ale teraz liczba 4, ktora powinna dzieli¢ wie-
loczyn 3z, jestpierwsza z czynnikiem 3; wiec musi dzielié drugi
czynnik «. Ztad wnosimy, ze liczba calkowita = jest wielowni-
kiem liczby 4, to jest wielownikiem ilorazu liczby 720 podzie-
lonej przez najwiekszy spolny dzielnik 180, i moze si¢ wyrazié
prez ;%%l:; oznaczajac przez k liczbe calkowita jakakolwiek.
Jesli przeto za x podstawimy wartosé 7—%, wieloczyn 540x

540.720 e

180

liczb 540 i 720. Wiec , dajac dla % najmniejsza wartosé¢

stanie sie <k, i bedzie wyrazal wszystkie wielowniki
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mozebna, to jest biorac k= 1, znajdziemy najmniejszy wielo-

540 X 720

wiik liczb danych 540 i 720.

To pokazuje ze najmniejszy wielownik dwich liczb réwna sie
ich wieloczynow! podzielonemu  przez  najwiekszy  spdlny
dzielnik.

Wykonawszy wskazane dzialania, otrzymujemy

540. 720
180

Wiec liczba 2160 jest najmniejszym wielownikiem liczh

540 i 720.

=AU

g 0 '
114. Wnioses. Wyrazenie a—b%;)ixk dowodzi ze
Wszelki wielownik dwdch liczb 540 ¢ 720 jest wielownikiem

ich najymniejszego wielownika.

Ten wazny wniosek bedzie nam wkrétce potrzebny.

115. Uwaca. Nazwijmy a i b dwie liczby calkowite jakie-
kolwiek; d ich najwiekszy spolny dzielnik, w najmniejszy
wielownik.

axb

Mamy, na mocy tego co poprzedza, DSy

Ztad, mnozac obie strony przez d, wynika  dXw=ax¥.

Ta réwnos¢ wyraza zwiazek miedzy najwiekszym dzielni-
kiem i najmniejszym wielownikiem dwoch liczb a i 4.

Jesli podzielimy obie strony rownosci w_—_-(g} naprzod
przez liczbe a, potem prezez b, otrzymamy ?f:-[i o
a d (G
To dowodzi ze dzielac najmniejszy wielownik dwdch liczh
przez kazda z nich, otrzymuje sie dwa ilorazy pierwsze miedzy
soba. I nawzajem.

116. Aby sie lepiej obezna¢ z wylozoua meloda znalezienia
najmniejszego wielownika dwdch liczb, zastosujmy ja do
liczb 51264 i 4107232.
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Szukamy naprzod najwiekszego spdlnego dzielnika tych
liczb, i znajdujemy 576.

Zatem, najmniejszy wielownik liczb 51264 i 407232 jest
51264 X< 407232

516

Dzielimy potem 51264 przez 576, i otrzymujemy iloraz 89
przez ktory mnozymy 407232; co daje ostatecznic wieloczyn
36243648, Kkiory jest najmniejszymn wielownikiem danych
liczb 51264 1 407232.

Gdybysmy, za pomoca rozkladu na czynniki pierwsze,
cheieli znalezé ten najmniejszy wielownik, rachunek bylby
znacznie dtuzszy i daleko mozolniejszy ; co, na samo spojrze-
nie na dane liczby, tatwo sie przewiduje.

117. Nastepujacy przyklad dobitniej jeszcze okazuje wyz-
szo$¢ metody wyznaczenia najmniejszego wielownika dwé6ch
liczb jakichkolwiek, za pomoca ich najwiekszego spolnego
dzielnika.

Niech beda dwie liczby 560 i 727, ktorych chcemy wyzna-
czy¢ najmniejszy wielownik.

Stosujac metode najwiekszego spolnego dzielnika, widzimy
zaraz, po malym rachunku, ze d'wie dane liczby sa pierwsze
miedzy soba, Ztad wnosimy Ze najmniejszym wielownikiem
tych liczb jest ich wieloczyn 560 727.

Uzywajac metody rozktadania na czynniki pierwsze, zna-
lezlibysmy najpierwej, dosé¢ latwo, ze 560 —2¢.5.7; ale po-
tem, dopiero po wielu dzialaniach, przekonalibysmy sie ze
727 jest liczba pierwsza. Ztad wnieslibysmy, jako wyzej, ze
najmniejszym wielownikiem dwéch liczb 560 i 727, pierw-
szych miedzy soba, jest ich wieloczyn 560 727. Zatem roz-
kladanie na czynniki pierwsze liczby 560 bylo dzialaniem
straconem, bo do niczego nie stuzylo.

Nie trzeba przeciez mniemac zeby metoda rozktadania na
czynniki pierwsze byla wcale nieuzyteczna; i owszem, stuzy
ona wtedy zwlaszcza gdy dane liczby sa mate, i rozklad na
czynniki pierwsze jest latwy.
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Jako zastosowanie wylozonejteoryi, rozwiazmy nastepujace
zagadnienie.

ZAGADNIENIE XXVIII. Znaleié dwie liczby ktorych najwiekszy
spélny dzielnik jest 2b a naymniejszy spélny wielownik 2880.

Wiemy ze wieloczyn, najwiekszego spolnego dzielnika
dwoch liczb przez najmniejszy sp6lny wielownik, rowna si¢
wieloczynowi tych liczb; wiemy nadto Ze ilorazy, z podzielenia
dwéch liczb przez ich najwiekszy spolny dzielnik, sa pierwsze
miedzy soba. Wiec, aby rozwiaza¢ zagadnienie, dosy¢ jest po-
dzieli¢ 2880 przez 24, co daje iloraz 120; rozlozyé ten iloraz
na dwa czynniki pierwsze miedzy soba, i pomnozyc¢ kazdy
z nich przez 24: wieloczyny beda liczbami szukanemi (115).
Jakoz, iloraz 120, o0ztozony na czynniki pierwsze miedzy soba,
rowna sie wieloczynowi 1X3X5X%8;

wiec 120=1 X 120=3 X b40=>5><24=8 X 15.

Ztad wnosimy ze liczby, rozwiazujace zagadnienie sa:
26 1 2880, 721 960, 1201 576, 192 i 360. Co stanowi eztery
rozwiazan.

118. Zajmijmy sie teraz wyznaczeniem najmniejszego wie-
lownika wielu liczb.

Niech beda cztery liczby 324, 450, 1858 i 600.

Aby otrzyma¢ najmniejszy wielownik tych czlerech liczh,
szukajmy naprzod najmniejszego wielownika dwéch ktorych-
kolwiek z nich, np. 324 i 450. Za pomoca juz wiadomego
dzialania (113), znajdujemy Zze najmniejszym wielownikiem
liczb 324 1 450 jest wieloczyn 450 X 18.

To zrobiwszy, uwazajmy ze wszelki wielownik czterech
liczb 324, 450, 1858 i 600 jest wielownikiem najmniejszego
wielownika 450 X 18 dwdch liczb 3241 450 i nawzajem,
wszelki wielownik liczb 1858 , 600 i najmniejszego wielo-
whnika 45018 dwoch liczb 324 i 450, jest oczywiscie wielo-
wnikiem tych ostatnich. Ztad wnosimy e najmniejszy
wielownik czterech liczb 324, 450, 1858 i 600 jest ten sam ca
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najmniejszy wielownik trzech liczb 45018, 1858 i 600.

Wiec cala rzecz przywodzi sie do znalezienia najmniejszego
wielownika tych trzech liczb ostatnich ; co juz nie przedstawia
zadnej trudnosci. Albowiem pojmujemy latwo ze teraz nalezy
szuka¢ najmniejszego wielownika liczb 450 x 18 i 1858. Wy-
konywajac wiadomy rachunek (n™ 108 i113), znajdujemy ze
tym wielownikiem jest wieloczyn 450 x 18 X 929.

Powtarzajac znowu powyzsze rozumowanie, widzimy bar-
dzo latwo, ze najmniejszy wielownik czterech liczb danych
324, 450, 1858 1600 jest ten sam co znalezionego wieloczynu
65018929, i pozostalej liczby 600.

Szukamy wiec najmniejszego wielownika wieloczynu
450 x 18 x 9291 liczby 600, i znajdujemy ze nim jest wielo-
czyn 450 <18>929X 2.

A zatem wieloczyn 45018>929x2 jest najmniejszym
wielownikiem czterech liczb danych 324, 450, 1858 i 600.

Ztad prAwIDLO: aby znalcié najmniejszy wielownik wielu
liczb, dosyé szukac najpierwej najmniejszeqo wielownika dwéch
ktdrychkolwiek z tych liczb; potem, miedzy tym wielownikiem ¢
trzecig liczba, szukaé znoww najmniejszego wielownika; na-
stepnie, miedzy tym ostatnim wielownikiem i czwartg liczba,
ssukac takie najmniejszego wielownika. Itak dalej, az do ostatnie)
danej liczby. Ostatni najmniejszy wielownik bedzie najmniej-
szym wielownikiem liczh danych.

119. Moznaby teraz wylozyé kilka wlasnoSci liczb ktore,
w wyisze] matematyce, znakomita graja role. Atoli, poniewaz
wyklad tych wlasnosci mogtby nieco utrudzaé poczatkuja-
cych, wolimy go odesta¢ do not na korcu dziela umieszezo-
nych, dajac tu kilka nastepujacych éwiczen.

CWICZENIA.

L. DowiesdZ ze wszelka liczba pierwsza wieksza od 8 jest wielowni-
kiem z 6, powiekszonym albo zmniéjszonvm jednoscig. Co dla Kkrét-
kosci, tak si¢ wyraza: N =6k 3=1.
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1I. Znalez¢ najwieksza liczbe taka aby, dzielac przez nia57 i 66, otrzy-
mano reszty 9 i 6. ODPOWIEDZ. 12.

II. Dowicsdz ze wieloczyn czterech liczb colkowitych po sobie ida-
cych jest podzielny przez 24.

IV. Znalez¢ najmniejsza liczhe majaca 36 dzielnikow. Opp. 1800.

V. Dowiesdz ze wszelka potega liczby catkowitej, zmniejszona je-
dnoscig, jest podzielna przez te liczbe zmniejszona jednoscia. 1 tak H3—1
jest podzielne przez 5—1.

VI. Dowiesdz ze potega parsysta liczby calkowitej, zmniejssona je-
dnoscia, jest podzielna przez te liczbe zwiekszong jednoscia. I tak 7¢—1
jest podzielne przez 74-1.

VIL. Dowiesdz ze potega nieparzysta liczby calkowitej, zwickszona
jednoscig, jest podzielna przez te liczbe zwiekszong jednoscia. I tak
8341 jest podzielna przez 8-1.

VILi. Dowiesdz ze potowa wieloczynu dwdch liczb po sobie idacych,
podzielona przez 3, nie daje nigdy reszty 2.

IX. Gdy dwie liczby nie sa podziclne przez 3, wtedy: 1° réznica ich
kwadratow jest podzielna przez 3 ;a 2° réznica ich szdstych poteg jest
podzielna przez 9.

X. Jesli podzielimy najmniejszy wielownik kilku liczb a, b, ¢, d przcz
te liczby, otrzymane ilorazy, wzigte wszystkie razem, beda pierwsze
miedzy soba.

I nawzajem, jesli ilorazy z podzielenia liczby m przez a, b,c, d sa
pierwsze miedzy soba, wziete wszysikie razem ; wtedy liczba m jest naj-
mniejszym wielownikiem liczb a, b, ¢, d.

XI. Réznica dwdch liczb, utworzonych z tych samych cyfer znacza-
cych, w porzadku jakimkolwiek napisanych, jest podzielna przez 9.

XII. Wieloczyn liczb n(n+41) (2n-41) jest zawsze podzielny przez 6.

XIIl. Wieloczyn liczb  m(m+1)(m+2). . ... (m-}-k) jest zawsze

podziclny przez wieloczyn 1.2.3 . ..pXx1.2.3...¢X1.23...7;
byle tylko summa liczb p-+g-+r réwnala sie liczbie m-LF.

XIV. Liczba p?—1 jest podzielna przez 12, byle tylko liczha pierwsse
p byla wieksza od 3.

XV. Gdy liczba nieparzysta nic jest podzielna przez 5, wiedy miedzy
jej wiclownikami sa ktore sie skladaja z samej cyfry 9.

XVI. Dowie$dz ze summa kwadratéw ze trzech liczb, ktore ciagiem
ida po kazdym wielowniku liczby 7, jest wielownikiem tej liczby.

XVII. Dowiesdz ze summa kwadratow ze czterech liczh, ktére cia-

www.rcin.org.pl



PODZIELNOSC LICGZR. 93

giem ida po kazdym wiclowniku liczby §, jest wielownikiem tej liczby.

XVIL. Gdy dwie liczby sa pierwsze miedzy soba, wtedy ich summa
i wieloczyn sa takZe pierwsze miedzy soba.

XIX. Liczba jest podzielna przez 4, gdy cyfra jednosei i podwdjna
cyfra dziesiatkow czynia summe podzielna przez 4.

XX. Liczba jest podzielna przez 8, gdy cyfra jednosci, podwéjna cy-
fra dziesiagthow i poczworna cyfra set czynig sumine podzielna przez 8.

XXI. Liczba jest podzielna przez 6, jesli samma ostatnicj cyfry i
4 razy kazdej innej cyfry jest podzielna przez 6.

XXII. Trzy miasta A, B i C obchodza pamietne rocznice ; miasto A
co 12 lat, miasto B co 15 lat, a miasto C co 18 lat. Zdarza si¢ ze te trzy
rocznice w jednym przypadaja roku. Co ile lat takie zdarzaja sie rocznice?

XXIII Gdy liczba ma niepazystq liczhe cyfer, dowiesdz ze wtedy
roznica tej liczby i liczby w odwrotnym porzadku napisanej jest po-
dzielna przez 11 ; np. 345 i 543.

A gdy liczba ma parzysta liczbe cyfer, wtedy summa tych dwdch
liczb jest podzielna przez 11 ; np. 4567 i 7654.

XXIV. Dowieddz ze niema zadnej liczby ktoraby, podzielona przez 12,
dala 10 na reszte, a podzielona przez 15 dala 6 na reszte.

XXV. Jesli dwie liczby nie sa podziclne przez 3, réznica ich szdstych
poteg jest podzielna przez 9.

XXVI. Dowiesdz ze wieloczyn n liczh po sobie idacych, poczawszy
od parzystej 2n, podzielony przez n pierwszych liczh nieparzystych,
daje na iloraz potege 2» , to jest ze

2n(2n—1) (2n—2) . .. (n--2) (n41)
I SOl Mol (2n—1)

=9,

XXVII. Znalez¢ najwiekszy spolny dzielnik dwéch wieloczyndow
5206 X 12936 X 5523 i 2543291728, nie wykonywajac mnozenia ani
rozkiadu na czynniki.

XXVIIL. Trzy liczby po sobie idace, albo trzy liczby rézniace sie
o dwa, po sobie idace, daja wieloczyn podzielny przez 3.

XXIX. Znalez¢ dwicliczby kiorych najwiekszym spolnym dzielnikiem
jest 12, a zas ilorazy po sobie idace, przy szukaniu tego spolnego dziel-
nika, sa 2, 4 i 8.

XXX. Summa dwoch liczb jest 36, a ich najmniejszy spélny wie-

lownik 80. Jakie sa teliczby ? Oprowiepz. 16 i 20.
XXXI. Znalez¢ najmniejsze dwie liczhy ktérych najwiekszy spolny
dzielnik 324 wymaga 4 dzieleri. OpPOWIEDZ, 2592 i /1212.
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XXXII. Jesli @ i b sa dwie liczby pierwsze miedzy soba, wtedy
a?—2ab+b? i a+b nie moga mie¢ innego czynnika spoluego tylko 3.

XXXIIl. Oznaczajac przez aib dwie liczby calkowite, dowiesdz ze
wieloczyn  ab(a?+-b%) (a? - %)  jest podzielny przez 30.

XXXI1V. Summa dwdchliczb jest 243 a ich najwiekszy spélny dzielnik
27. Jakie sa te liczby ?

OprPoOWIEDZ. 27 i 216; albo 54 i 189; albo 108 i 135.

XXXV. Dowiesdz ze, gdy liczba zloZona ze trzech cyfer jest podzielna
przez 27, to jeszcze nia jest gdy si¢ polozy cyfre set po prawej stronie
cyfry jednosci, albo nawzajem cyfre jednosci po lewej stronie cyfry set.
I tak liczby 246,162, i nawzajem 6210 sa podzielne przez 27.

XXXVI. Reszta z podzielenia liczby przez 2n albo przez 5n , jest ta
sama co reszta z podzielenia liczby ktéra tworza n ostatnie cyfry.

XXXVII. Dowiesdz ze reszta z podzielenia liczby np. 5869 przez
dzielnik mniejszy od 10, jest ta sama co reszta z podzielenia liczhy

[(8k+5)k—+-6 Jk+9. przez ten dzielnik.
k jest dopelnieniem dzielnika do 10.

XXAVII. Gdy dwie liczby nle sa podzielne przez 5, wtedy summa
ich czwartych poteg jest podzielna przez 5.

XXXIX. Dwie liczby calkowite, podzielone kazda przez ich réznice,
daja te same reszty.

XL. ZAGADNIENIE. Majac dany’ kwadrat podzielony na dziewieé
riwnych kwadratow, napisaé w kaidym = tych kwadratéw jedng
s dziewieciu pierwszych liczb 1, 2, 3, ... 9, tak aby summy trzech
liczb, stojacyeh w linii prostej, byly réwne.

Dowodzi sie fatwo ze : 1°kazda z tych summ jest 15; 2° liczba

umieszczona we srodkn kwadratu jest 5 ; a 3°

2 7 6 liczby umieszczone na katach kwadratu sa pa-
—_—— ——| rzyste. To okazawszy, piszemy 2 na jednym
9 3 | kacie a 8 na drugim, a za$ liczby / i 6 na dwéch

—{——| —| innych Kkatach; nakoniec dopelniamy reszty
I 8 8 kwadratu liczbami 7 i 3, 9i 1.
= Zagadnicenie, jako wida¢, ma 8 rozwigzai.
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ROZDZIAL. CZWARTY.
ULAMKI.
WIEDZE WSTEENE.

Dotad zajmowalismy sie liczbami catkowitemi; wylozymy
teraz teorye ulamkow, to jest liczb ktore sa czesciami
jednosci.

120. OKRESLENIE. Nazywa sie utamkiem jedna albo kilka
czesct jednosci podzielonej na réwne czesci.

I tak, wyobrazmy sobie jednosé¢ podzielona np. na pieé
rownych czesci. Jesli wezmiemy ¢rzy tych piatych czesci, be-
dziemy mieli ulamek ktéry wyrazimy mowiac : trzy piate; i
napiszemy go tak: R Liczba 5, ktéra wskazuje naile réwnych
czesci jedno$é zostata podzielona, nazywa sie mianownikiem ;
a za$ liczba 3, ktéra oznacza ile wzieto takich czesci, nazywa
sie licznikiem.

Wiyraza si¢ ulamek piszac naprzod licznik, podkreslajac go
linijka pozioma, i pod nia kladac mianownik, jakosmy

g 33 v
powyze) napisali 3 Podobnie, szesé 6smych piszasie 3 stedem
e ; e |
dziesiatych piszasie 10

121. Aby wystowi¢ ulamek, czyta sie najpierwej jego
licznik jako liczbe zwyczajna, a potem mianownik tworzac

: AROELE, 3 x
z niego przymiotnik liczbowy. Naprzyklad, S czyta sie trzy
5
el r czyta sie piec dziewiatych ; etc.

122. UwaGA. Ulamek § moze sie wprawdzie czytaé jedna druga albo
Jedna wtdra ; ale zwykle dla skrocenia méwi sie pof. A zamiast méwic :
talar i pdl, dwa lokcie i pol, trzy mile i pt, méwi sie potocznie : péitora
lalara, poltrzecia fokcia, polczwartej milis
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123. Ulamek moze mie¢ licznik wiekszy od mianownika
560" 2054

(11\03, v E Takie ticzby nazywaja sie ulamkami niewta-

Sccawemi albo liezbami utamkowemi. A dla przeciwienstwa,

ulamki w ktorych licznik jest mniejszy od mianownika,

a

S SRR (] i
Jako—, —, nazywaja sie wutamhami wtosciwemi, Ale zwykle
; o 4

D

wyraz utamek oznacza zaréwno ufamek wlasciwy i niewlasciwy;
a gdy trzeba odrézni¢, to wtedy méwi sie: utamek mniejszy

: o 3
od jednosci jako —; albo, utamek wiekszy od jednosci jako 1_-(-)
1

=

Licznik i mianownik nazywaja sie, mowiac ogolnie, wyraza-
mi ulamka.

124. TwiErDzENIE. Ulamek jest ilorazem z podzielenca
licznika przez mianownilk.

Niech bedzie . Ulamek piec siddmych wyraza jedng siodmg
powtorzona pieé razy, to jest rowna sie -+ 4414 5-4-;.
Owoz, ta summa jest to samo co siddma czesé kazdej z pieciu
jednosci, albo siddma cze$¢ pieciu jednosci; wige pigé sidgdmych
jednosci jest to samo co siddma czesé pieciu jednosci. Zatem §
jest 2lorazem w ktorym licznik 5 jest dzielna a mianownik 7
dzielnikiem.

To twierdzenie pokazuje caly wazno$é utamkow jako ilora-
z6w dzielenia ktorego catkowicie wykonaé nie mozna. I tak,
niech bedzie do podzielenia liczba 59 przoz 12 iloraz, na mocy
tego co poprzedza, jest £3. Jesli cheemy wiedzieé czesé catko-
wita tego ilorazu, czyli jako si¢ mowi, wyciagnaé catkowite
z liczby utamkowej i3, dzielimy licznik przez mianownik, i

znajdujemy ze $5 =10 - 4.

Wiec czesé catkowita wskazanego ilorazu $3, jest 4, « zu-
pelny iloraz z poduelema 59 przez 12 jest 4 wiecej ulamek 14,
alho krocej, 444

Nawzajem, aby zamienié catkowite 4 i utamek 1§ na liczbe
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utamkowa, czyli, jako sie méwi, ztaczyé cathowite z utamkiem,
uwazajmy ze jednos¢ zawiera w sobie 12 dwonastych ; zatem 4
jednosci zawieraja 4 razy 12 dwénastych, to jest 48 dwona-
stych: te 48 dwonastych, dodane do 11 dwdnastych, czynia
razem 59 dwonastych. Wiec 414 =5%.

Ztad prawidlo, aby ztaczyé cathowite z utamkiem, mnozy sie
catkowite przez mianownik utamka, do wieloczynu dodaje sie
licznik, ¢ pod summa podpisuje sie mianownik.

125. Powyisze twierdzenie stuzy jeszcze do znalezienia przy-
blizonej wartosci ulamka. I tak, jesli chcemy wiedzieé ile
wartaja ¢ ztotego, uwazamy ze zloty ma 30 groszy, i ze jedna
piata Ztotego jest piata czescia frzydziestu groszy; co czyni 6
groszy. Zatem § zlotego wartaja 4 razy 6 groszy, to jest 24
grosze.

Mozna inaczej do tego samego dojs¢ wyniku. Wiemy juz,
Ze ¢ zlotego jest to samo co piata czesé caterech totych. Owoz,
i tote wartaja 4 razy 30 groszy, to jest 120 groszy; a za$
piata czesé 120 groszy czyni 24 grosze. Wiec ¢ zlotego war-
taja 24 grosze. Co wiasnie jest wynikiem otrzymanym.

Ale, gdybysmy chcieli wiedzie¢ ile wartaja ] ztotego; stosu-
Jac pierwszy sposob, trzebaby naprzéd znaleié dsmg czesé zto-
tego, to jest dsma czesé trzydziestu groszy ; a potem wziac ja
siedem razy. Owoz, dzielac 30 groszy przez8, znajdujemy iloraz
przyblizony 3 grosze ;a biorac 7 razy 3 gr., otrzymujemy 21 gr.
Co jest wlasnie przyblizona wartoscia ulamka § z1.

Zastosujmy teraz drugi sposob. Okazalismy ze { ztotego jest
to samo co dsma czesé siedmiu zlotych. Owoz 7 zlotych czy-
nia 210 groszy; dzielac 210 przez 8 mamy iloraz 26 ¥, wiec }
dotego czynia 26 groszy, wiecej jeszcze ulamkiem ? grosza
ktory mozemy zaniedbaé.

Widzimy tedy ze drugi sposéb nie tylko daje wartosé
ulamka. wiecej przyblizona do prawdziwej, ale jeszcze okazuje
czem sie przyblizona wartosé rozni od prawdziwej. W pierw-
szym razie btad moze przechodzi¢ jednosé, a nawet dosiega¢

ARYTMET, 7
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98 ROZDZIAL 1V.
kilka jednosci, jako powyzej; w drugim za$ vazie brad jest
zawsze tylko utamkiem jednosei.

PrzejdZmy teraz do gléwnych whasnosci utamkow.

126. Gdy sie mnozy licznik utamkae przez jedna liczbe, utamek
staje sie te liczbe razy wiekszym.

Niech bedzie utamek . Jesli pomnozymy jego licznik
przez 3, otrzymamy ulamek 3, trzy razy wiekszy od & Bo
obydwa utamki, majac ten sam mianownik 8, skladaja sie
z 6smych czesei jednosci ; a ze jest 3 razy wiecej tych czesci
w ulamku ‘& niz w &, wiee utamek & jest 3 razy wiekszy od §.

Nawzajem, utamek § jest trzy razy mniejszy od utamka *3;
bo zawiera ¢rzy razy mniej tych samych dsmych czesci jednosci.
Ztad wnosimy ze,

Gdy sie dzieli licznik utamha przez jedna liczbe, utamek staje
sie te liczbe razy mniejszym.

127. Gdy sie mnozy mianownik utamka przez jedna liczbe,
utamek staje sie te liczbe razy mniejszym.

Niech bedzie utamek $. Jesli pomnozymy jego mianownik
przez 5, otrzymamy ulamek %, ktory jest pie¢ razy mniejszy
od 4. Jakoz, mnozac mianownik ulamka } przez 5, dzielimy
tem samem jedno$¢ na 5 razy wiecej rownych ezesci, to jest
na 35 ; zatem kazda 35ta czes¢ jednosci jest oczywiscie piec
razy mniejszo od kazdej Tej czesci. A ze bierzemy w obydwaéch
ufamkach te sama liczbe czesci, to jest 4, wiec utamek ¢ jest
piec razy mniejszy od utamka #.

Nawzajem, utamek # jest piec razy wielszy od % ; bo maja
oba te sama liczbe 4 czesci jednosci, a te czeSci sa piec¢ razy
mniejsze w ulamku 3% niz w 3. Ztad wniesé nalezy ze

Gdy sie dzieli mianownik utamka przez jedng liczbe, utamek

e see te liczbe razy wiekszym.

128. 7 dwéch poprzednich wlasnosci ulamkow wyplywa
nastepujace twierdzenie :
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TwIERDZENIE. Utamek nie zmienia wartosci, gdy sie mnosy
albo dzieli obu jego wyrazy przez te sama liczbe.

Niech bedzie utamek 4. Mnozac jego licznik np. przez 3,
otrzymujemy drugi utamek 432, ktory jest ¢trzy razy wiekszy od
pierwszego 4. A ze, mnozac mianownik drugiego utainka 432,
takie przez §, otrzymujemy ulamek #X3 trzy razy mniejszy
od #32; wiec utamek 4%3 jest rownowarty utamkowi $. Co
dowodzi ze ulamek nie zmienia wartosci, gdy si¢ mnozy oba
jego wyrazy przez te samg liczbe.

Z tego rozumowania wynika Ze, nawzajem, wartosé
ulamka $#%2, czyli 43, nie zmienia sie gdy sie dzieli oba jego
wyrazy przez t¢ sama liczbe 3. I w samej rzeczy, wykonawszy
to dzielenie, znajdujemy ulamek 4 rownowarty danemu £%.

Mozna zreszta wprost tego dowiesdz. Jakoz, dzielac przez 3
licznik utamka %, otrzymujemy drugi utamek g% ktory jest trzy
razy mniegjszy od 43, A ie, dzielac mianownik drugiego
utamka 3%, takie przez 3, znajdujemy ultamek # ¢rzy razy
wigkszy od g5 wiec utamek # jest rtOwnowarty utamkowi 42,

129. Mozemy teraz odpowiedzie¢ na pytanie: co sie staje
z ulamkiem gdy oba jego wyrazy powigkszamy zarazem, albo
zmniejszamy, ta sama liczba ? OdpowiedZ w nastepujacem za-
wiera sie twierdzeniu.

TwiErDZENIE. Utamek zblisa sie do jednosci gdy dodajemy
te suma liczbe do obydwich jego wyrazéw; a zas przeciwnie,
utamek oddula sie od jednosci gdy odeymuyemy te liczbe.

Aby latwiej zrozumie¢ to twierdzenie, rozroznijmy dwa
przypadki.

Uwazajmy najpierwej utamek mniejszy od jednosci jako §.
Dodajac np. 4 jednosci do licznika i mianownika utamka §,
otrzymujemy drugi ulamek %, ktory jest wigkszy od piec-
wszego. Jakoz, widzimy latwo ze pierwszemu utamkowi § bra-
kuje ¥ aby sie rownat jednosci, azas drugiemu % brakuje -%;.
Owoz, utamki § i % maja rowne liczniki; bo te liczniki wyra-
zajy, pierwszy roznice wyrazow utamka ¥, a drugi roznice
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100 ROZDZIAL IV.

wyrazéw utamka -%; wiadomo za$ ze roznica dwéch liczb
niezmienia sie gdy sie do nich dodaje, albo odciaga, te sama
liczbe. A ze nadto dsme czesci jednosci, zawarte w ulamku §, sa
wieksze od dwdnastych czesci zawartych w utamku %; wige
ulamek ? jest wigkszy od utamka 2. To pokazuje ze drugiemu
wlamkowi % braknje mnigj do jednosci niz pierwszemu §.
Zatem utamek % jest wiekszy od §.

Ztad wnosimy ze ulamek, mniejszy od jednosci, zwieksza sie
gdy do obydwich jego wyrazow dodajemy te sama liczbe.

Uwazajmy teraz utamek wiekszy od jednosci, jako 2. Do-
dajac 7 do obydwoch jego wyrazow, otrzymujemy drugi
ulamek %I, ktory jest mniejszy od pierwszego.

Jakoz, pierwszy % przewyisza jednos¢ ulamkiem 4, a zas
drugi 27 przewyzsza ja utamkiem {7. Owoz, utamki 4 i 41 maja
réwne liczniki, z przyczyny juz wyzej okazanej; a mianownik 3
pierwszego utamka jest mniejszy od mianownika 10 drugiego;
wiec utamek - jest wigkszy od {j; bo oba zawieraja réwna
liczbe czesci jednosci, a te czesci sa wieksze w ulumku 47 niz
w 1. To pokazuje ze utamek I przewyzsza jednoS¢ mniej niz
ulamek 2, czyli ze ulamek %7 jest mniejszy od 2.

Ztad wnosimy ze utamek, wiekszy od jednosci, zmniejsza sie
gdy do obydwich jego wyrazdw dodajemy te sama liczbe.

Z powyiszych rozumowan wynika oczywiscie ze, nawzajem,
odejmujac te sama liczbe od obydwich wyraséw utamka, zmniej-
szamy jego wartosc, jesli ona jest mniejsza od jednosci; a zas
przeciwnie, zwiekszamy, jesli jest wieksza od jednosci. 1 tak,
odejmujac 4 od obydwoch wyrazow ulamka wlasciwego +% o-
trzymujemy drugi utamek £, mniejszy od pierwszego % : a zas
przeciwnie, odejmujac 7 od liczby utamkowej 2%, otrzymujemy
druga liczbe ulamkowa %", wieksza od pierwszej £7.

Cztery powyzsze twierdzenia zbieraja sic w jednem ogélnem
wystowieniu kioresmy, dla tego wlasnie, na czele potozyli.

UPROSCZENIE ~ ULAMEOW.

130. Uprosci¢ dany ulamek jest to zamieni¢ go na inny

» u’l.bu:-,;‘)!



ULAMKL 101
majacy te sama wartosé, ale ktérego licznik i mianownik
wyrazajg sie liczbami mniejszemi.

Niech bedzie ulamek 458, Wiemy juz (128) ze mozna, nie
zmieniajac wartosci ulamka, podzieli¢ jego wyrazy przez te
samg liczbe. Owoz, latwo widzimy Ze &4 dzieli oba wyrazy
ulamku 48%. Wykonawszy to dzielenie, otrzymujemy uta-
mek 451 rownowarty danemu 458, 1 majacy wyrazy prostsze.
Ale nie trudno spostrzedz ze liczby 117 i 195 sa podzielne
przez 3. Wykonawszy to ostatnie dzielenie, znajdujemy ula-
mek 32, zawsze rowny danemu 452, a majacy wyrazy jeszcze
prostsze od poprzedzajacego.

Widziemy nakoniec ze wyrazy ostatniego ulamku 33 sa
podzielne przez 13; wykonawszy to dzielenie, znajdujemy
utamek , rowny danemu, a majacy wyrazy daleko prostsze.
Juz wiecej dzieleniem uprosci¢ ulamka § nie mozna, bo jego
wyrazy 3 i 5 sa liczbami pierwszemi migdzy soba.

Pojmuje sie bez trudnosci ze, aby odrazu otrzymaé ula-
mek 3 z danego 4§88, dosyé znalei¢ najwiekszy spélny dziel-
nik 156 licznika 468 i mianownika 780, i podzieli¢ przezen
te wyrazy.

131. (lamek jest NIEZREDUKOWNY, fo jest najprostssy mo-
zebny, gdy jego wyrazy sa pierwsze miedsy soba.

Wezmy utamek &, ktorego wyrazy sa liczbami pierwszemi
miedzy soba. Powiedam Ze niema ulamka rownowartego da-
nemu & ktoryby mial wyrazy prostsze od niego.

Jakoz, utamek 5 réwna sie np. utamkowi 34; co wyrazamy
piszac

SR

9 T
Owoz, jesli pomnozymy liczniki obydwdch ulamkow
przez 27, te ulamki stang sie 27 razy wigksze, oczywiscie
nie przestana by¢ sobie réwne ; wigc mamy
8 %21 2h X 27

9 27

www.rcin.org.pl



102 ROZDZIAL IV.

Drugi utamek moze sie uproseié przez 27; wykonawszy to
uprosczenie otrzymujemy

8 27 24 . gy A 8
%:T Ztad wynika ze licznik ?h=—>;—2—7--

Ten wynik pokazuje ze 9 dzieli wieloczyn 8 x 27. Ale,
z zatozenia, liczba 9 jest pierwsza z 8; wiec, na mocy wiado-
mej zasady (96), 9 dzieli czynnik 27. Co daje 27 —9 x 3.
Jesli podstawimy te wartos¢ w poprzedzajacem wyrazeniu,
bedziemy mieli

a wykonawszy wskazane dzielenie, znajdziemy ze licznik
24=8X3. Ztad wnosimy ze, nie tylko wyrazy ulamka 34 nie
sa prostsze od wyrazéw odpowiednych utamka réwnowar-
tego 3, ale owszem sa ich rownowielownikami. Zatem ula-
mek §, ktérego wyrazy sa pierwsze miedzy soba, jest niezre-
dukownym; to znaczy ze jest najprostszym ze wszystkich
utamkow majacyph te sama wartosé.

Weimy jeszcze, jako przyklad, ulamek 3. Najwiekszy
spolny dzielnik licznika 374 i mianownika 935 jest 487: po-
dzieliwszy te wyrazy przez 187, znajdujemy ilorazy 2 i 5: wiec
ufamek zadany 31¢ réwna sie utamkowi uprosczonemu 2.

132. Ztego co poprzedza wynikaja dwa wazne wnioski.

1° Wyrazy v:fszelkiego ulamka, réwnego utamkowi niezre-
dukownemu, sa réwnowielownikami odpowiednych jego wy-
razow. Co wlasnie powyzsze rozumowanie pokazuje.

2° Dwa ulamki niezredukowne rdwne maja te same
liczniki i te same mianowniki.

Bo, poniewaz te utamki sa niezredukowne, ich liczniki i
mianowniki musza byé, odpowiednio i nawzajem, jedne dru-
gich wielownikami; zatem liczniki sa rowne miedzy sobg, i
mianowniki rowne miedzy soba.

133. Przedstawia sie teraz pytanie, co mozna dodaé do
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TLAMKI. 103
licznika i mianownika ulamka, nie ziieniajac jego wartosci ?
Nazwijmy ogolnie . i y dwie niewiadome catkowite ktore,
dodane do wyrazéw ulamka np. %, nie przeinaczaja jego
wartosci, tak ze jest
9+z 9 kil 9+z_3.
124y 12’ 124y &

Poniewaz, na mocy powyzszego wniosku (131), utamek § jest

niezredukowny, wyrazy ulamka réwnego musza byé

g
124y
rownowielownikami jego wyrazow ; ale 9 i 12 sa juzodpowie-
dnio réwnowielownikami wyrazéw3 i 4 ; wiec zi y powinny

5 e by« B A
by¢ takze ich rownowielownikami, to jest musi by¢ — = 5
¥

To pokazuje ze liczby catkowite z i y ktore mozna dodac,
pierwsza do licznika a druga do mianownika utamka J,, nie
przeinaczajac jego wartosci, powinny stanowié¢ utamek —:-/

rowny .

Dowiedzionoby podobnie ze dwie liczby catkowite ktdre
mozna odjaé, pierwsza od licznika a druga od mianownika
ulamka, nie przeinaczajac jego wartosci. powinny stanowié
utamek réwny danemu.

Na mocy tej wlasnosci, do wyrazow ulamka {& mozna
dodaé, albo od nich odjac, odpowiednio liczby 6 i 9 ktore
stanowia utamek $ rowny ulamkowi -%, tak ze jest

5 L BRSNS .0l
1248 12 12—8 12
134. Ztad wypltywa nastepujacy wniosek

Gdy dwa utamki sa réwne, wtedy dodajac je, albo odejmujac,
wyrazami, to jest liczniki miedzy soba ¢ mianowniki miedzy
soba, otrzymuje sie utamek tej sumej wartosci.

I tak, niech beda dwa ulamki rowne § i +¢.

Mamyv w _____(j i 10__9_____ (_5_ y
: 1549~ 9 15-9 9
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104 ROZDZIAL IV,

A ze dwieilosci, rowne kazda trzeciej, sa oczywiscie réwne
miedzy soba, wiec

1046  10—6
1549 15—9

135. UWAGA. To wszystko sie zogélnia i daje nastepujace twierdzenie :

Gdy kilka ulamkéw sq réwne miedzy soba, wtedy dodajac je wyra-
sami, to jest liczniki do licznilidw a mianowniki do mianownikow,
vtrzymuje si¢ widocznie ulamek réwnoiwarty.

I tak, nieeh beda ulamki: ;1-; b —15—0 ) [é réwne miedzy soba.

Mamy oczywiscie :

AvmiBiandd deli 1-4+34-5-4-4

276 10 8 24641048

Uwazny czytelnik latwo pojmie dlaczego powyzsze rownosci istnieja.
Jakoz, wiemy ze wyrazy ulamkow réownych sa rownowielownikami od-
powiednych wyrazow ulamka niezredukownego rownego. Zatem, doda-
jac albo odejmujac liczniki miedzy soba i mianowniki miedzy soba, tych
utamkéw, tworzymy ulamek majacy wyrazy réwnowielowne odpowie-
dnych wyrazéw ulamka niczredukownego réwnego ; wiec tak otrzymany
ulamek réwna sie danym. O16z przyczyna réwnosci wszystkich powyz-
szych wyrazen, ktéremi sie pozniej zajmowac bedziemy.

SPROWADZENIE ULAMKOW DO JEDNAKOWEGO MIANOWNIKA.

136. Sprowadzi¢ utamki do jednakowego mianownika, jest
to zamieni¢ je na inne réwnowarte i majace ten sam mia-
nownik.

Uwazajmy najpierwej dwa utamki, i wezmy np. § i $. Jesli
pomnozymy wyrazy 5 i 6 pierwszego ulamka, przez mia-
nownik 9, drugiego, otrzymamy
DI
6X9

Podobnie, jesli pomnozymy wyrazy 4 i 9 drugiego utamka
przez mianownik 6 pierwszego, otrzymamy

hx6
nfamek 95k

utamek

5
réowny ulamkowi R

; -l
rowny ulamkown—g— .
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Owoz wieloczyny 6 x 9 1 9 x 6 sa réwne ; wiec otrzymu-
jemy tym sposobem dwa utamki &} i %4, réwne odpowie-
dnio danym £1i §, i majace ten sam mianownik. Czegosmy
wlasnie zadali.

Ztad prawidlo, aby sprowadzic dwa utemki do jednakowego
mianowntka, dos¢ pomnoiyé oba wyrazy jednego przez min-
nownik drugiego, 1 nawzojem.

137. Weimy teraz kilka ulamkow, np. %, &, 3, i ktore
chcemy sprowadzi¢ do jednakowego mianownika.

Jesli pomnozymy wyrazy 21 3 pierwszego utamka, przez
wieloczyn mianownikéw 6 X 8 X 12, wszystkich innych
ulamkéw, wartos¢ utamka % nie zmieni sie, i bedziemy mieli
utamek

26812
3X6Xx8Xx12

Podobnie, mnozac oba wyrazy 5 i 6 drugiego utamka § przez
wieloczyn mianownikow 3 X 8 X 12, wszystkich innych
utamkéw, wartosé sie jego nie zmienia, i otrzymujemy utamek

5X3X8Xx12
63812

, ks 2
rowny ulamkowi i

: .5
réwny ulamkowi 5

Mnozac nastepnie oba wyrazy ulamka } przez wieloczyn
mianownikéw 3 X 6 X 12, wszystkich innych utamkow,
znajdujemy utamek

3X3 X612

.3
833> 6x12 rowny ulamkow,_8 -

Nakoniec, mnozac oba wyrazy ulamka %, przez wieloczyn
mianownikéw 3 X 6 8, wszystkich innych utamkow,
mamy ulamek

TX3X6x8 . 48
19368 rowny utamkowi %

Mianowniki czterech znalezionych ulamkéw sa rowne, bo
si¢ skladaja z tych samych czynnikéw, tylko w réznym po-
rzadku ustawionych (33).
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106 ROZDZIAL 1V.
Wiec utamki
2X6x8X12 5x5x8X12 3X3x6x12 7x3Xx6x8
IX6X8x12 * 6x3x8x12 BX3x6x12 12X3x6x8
1152 1140 648 1008
1728’ 1728° 1728° 1728
sa wlasnie szukane.
Ztad prawidlo, aby sprowadzi¢ utamki do tego samego mia-
nownika, dosé pomnozyé obe wyrazy kazdego z nich przez wie-
loczyn mianownikiw wszystkich innych.

aibo

6.

138. Wezmy teraz trzy ulamki 2., 4, 5.

Nim zastosujemy powyzsze prawidlo, uwazajmy ze pierwszy
utamek moze sie uproscié¢ przez 3, a za$ drugi przez 8. Wyko-
nawszy to uprosczenie, otrzymujemy trzy utamki 4, 2,  ktore,

sprowadzone do jednakowego mianownika, staja sie

1x3%6 2xhx6 5x4x3
hx3x6 3x<hX6 6xhx3

18 48 60

albo A ALY L
U1

139. UwAGA. Powyzsze przyklady jasno pokazuja ze sprowadzenie
ufamkéw do jednakowego mianownika na dwéch opiera sie zasadach :
1° Mozna mnozy¢ albo dzieli¢, przez jedna liczbe, oba wyrazy ulamka,
nie zmieniajac jego wartosci; 2° wieloczyn nie zmienia wartosci gdy sie
przemienia porzadek czynnikow.

SPROWADZENIE UEAMKOW DO NAJMNIEISZEGO SPOLNEGO
MIANOWNIKA.

140. Prawidlo sprowadzenia utamkéw do jednakowego
mianownika, ktéresmy dopiero wylozyli, daje zwykle spolny
mianownik za wielki. Ulamki wielkiemi wyrazone liczbami
nie sa w rachunku dogodne: a sa i takie kwestye ktore wy-
magaja aby ulamki byly sprowadzone do najmniejszego
spolnego mianownika.

Ta wlasnie rzecza teraz sie zajimemy.
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Niech beda utamki &, 3, %5, ktore chcemy sprowadzi¢ do
najmniejszego spolnego mianownika.

Uwazajmy naprzod ze gdy ulamki sa niezredukowne, to
jest, do najprostszego przywiedzione wyrazenia, wszelki uta-
mek, rowny jednemu z nich, musi mie¢ oba wyrazy réwno-
wielowne wyrazéw tego ostatniego. Ztad wynika ze, wszelki
spolny mianownik ulamkow niezredukownych jest spolnym
wielownikiem ich mianownikéw. Zatem, najmniejszym spol-
nym mianownikiem utamkoéw niezredukownych jest naj-
mniejszy spélny wielownik ich mianownikéw. To zrozu-
miawszy , zapewniamy sie przedewszystkiem czy dane
utamki §, 2, 7%, sa niezredukowne. Widzimy latwo ze niemi
sa, bo ich wyrazy sa liczbami pierwszemi miedzy soba (130).
Po czem, szukamy najmniejszego wielownika mianowni-
kéw 6, 8,12, i znajdujemy, sposobem juz wiadomym, ze
nim jest liczba 24.

Jesli teraz, w pierwszym ulamku §, zamiast mianownika 6
pofozymy 24, wtedy pomnozymy ten mianownik przez 4, to
jest przez iloraz z podzielenia 24 przez 6; wiec, aby utamek
nie zmienil wartosci, trzeba pomnozyé jego licznik 5 takze
przez 4; co da ulamek ¢ rowny danemu §.

Tak samo postepujemy z drugim ulamkiem 2 ; dzielimy na-
przod, przez jego mianownik 8, sp6lny mianownik 24, co daje
iloraz 3 ; przez ten iloraz mnozymy oba wyrazy ulamka %, i
otrzymujemy utamek réwny .

Nakoniec, dzielimy spélny mianownik 24, przez mia-
nownik 12 ostatniego ulamka 75, i znajdujemy iloraz 2, przez
ktory mnozymy oba wyrazy tego ulamka; co nam daje uta-
mek §4 réwny ostatniemu .

Mamy tedy utamki 24, &, 4 rownowarte danym, i sprowa-
dzone do najmniejszego spolnego mianownika.

Ztad wywodzimy nastepujace

()GOLNE PRAWIDEO. Aby sprowadzic ulamki do nujmniejszeqo
spolnego mianownika, trzeba je nuprzéd przywiesds do najprost-
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108 ROZDZIAL V.

szego wyrazenia, to zrobuwszy, wzigé za spolny mianownik,
najmniejszy spolny wielownik mianownikéw, ¢ pomnotyé kazdy
liczmik utamka, przez liczbe razy jaka jego mianownik muesce
ste we spélnym mianowniku.

141. Wezmy jeszcze, jako ¢wiczenie, utamki §, 5%, 58, 51,

Aby sprowadzi¢ te utamki do najmniejszego spolnego mia-
nownika, przywodzimy je naprzéd do najprostszego wyraze-
nia, jednym ze sposob6w wskazanych w n®129, i otrzymujemy

— h 5 1 3

utamki niezredukowne T T T

Szukamy teraz najmniejszego wielownika mianownikéw.
W tym celu rozktadamy mianowniki na czynniki pierwsze, i
znajdujemy 9=32, 12=22x3, 15=3 x5, 20=225.

Ztad latwo wnosimy ze najmniejszym wielownikiem tych
mianownikow jest wieloczyn 2232 5—180.

Liczba 180 bedzie najmniejszym mianownikiem danych
ulamkow.

Dzielimy teraz spolny mianownik 180 przez mianownik
kazdego utamka, i mnozymy licznik przez odpowiedny iloraz.

I tak, dla pierwszego utamka {, dzielimy 180 przez 9, co daje
iloraz 20 : mnozymy licznik & przez 20, i olrzymujemy utamek

' rowny danemu g
180 9
Nastepnie, dla utamka -%;, dzielimy 180 przez 12, albo jeszcze
krdcej, dzielimy wieloczyn22x 325 przez 22< 3, i znajdujemy,
na spojrzenie, iloraz 3.5=15, odtracajac tylko czynniki spélne.
Przez 15 mnozymy licznik 5, i mamy utamek {5 rowny
utamkowi 5.

Podobnie czyniac z utamkami % i 5%, otrzymujemy ulamki

d iednio rOwne — 2]
UARP RN 180 180
715} 8he 290

80
i 21
Ulamki 55> 180° 180° 180

nym, i maja spolny mianownik najmniejszy mozebny.

sa odpowiednio rowne da-



ULAMKI. 109

142. UWAGA. Gdybysmy sprowadzili cztery powyzej zadane ulamki do
jednakowego tylko mianownika, nie szukajac najmniejszego, otrzymali-
bysmy, po dos¢ mozolnym rachunku, stosujac ogolne prawidlo (140),
utamki daleko wiekszemi niz poprzednie wyrazone liczbami. To juz po~
kazuje uzytek najmniejszego spélnego mianownika.

Jest w tem jeszcze inna korzysc.

Gdy dane ulamki, przywiedzione do najprostszego wyrazenia, maja
mianowniki pierwsze miedzy soba po dwa, wtedy najmniejszym spolnym
wielownikiem tych mianownikcéw jest ich wieloczyn, i prawidlo spro-
wadzenia utamkéw do najmniejszego spolnego mianownika, wchodzi
w ogdlne prawidlo sprowadzenia do jednego mianownika. Zdawaloby sie
Ze w tym razie jest rzecza obojetna uzy¢ jednego albo drugiego prawi-
dla. Ale uwazajmy ze ogdlne prawidlo, na samem tylko polegajace mno-
zeniu, na czeste wystawia pomylki ktérych sie trudno ustrzedz. Dlatego,
wtedy nawet gdy chodzi tylko o proste sprowadzenie utamkow do jedna-
kowego mianownika, dobrze jest wyznaczy¢ naprzdd sp6lny mianownik,
biorac najmniejszy sp6iny wielownik mianownikéw, albo tez samn tylko
ich wieloczyn, i wykonac¢ potem rachunki ostatniem prawidiem wska-
zane,

Przyklad jasniej to pokaze.

! S 08T 6 T ; 4

Niech beda wlamki _—, —, —, —, ktore chcemy sprowadzi¢ do

ROt ARSI
najmniejszego spolnego mianownika.

Na samo spojrzenie widzimy ze te ulamki sa niezredukowne, i ich
mianowniki sa pierwsze miedzy soba po dwa. MoglibySmy wiec zasto-
sowa¢ ogdlne prawidlo ; ale, jakosmy okazali, lepiej wzia¢ wieloczyn
wszystkich mianownikow, to jest, 7 X 8x11X15=9240; ki6ry bedzie
ich najmniejszym wielownikiem, a zatem najmniejszym spélnym mia-
nownikiem tych ulamkéw. Po czem, dzielimy spélny mianownik 9240
przez mianownik 7 pierwszego ulamka, i, przez iloraz 1320, mnozymy

- 60 $ Z
jego licznik 3; co daje ulamek :jgm rowny pierwszemu

Wykonawszy podobne rachunki dla trzech nastepujacych utamkow,
3960 5775 3360 4312

&) oo ()

7' 8 a2

otrzymamy ostatecznie cztery ulamki

rowne odpowiednio czterem danym
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410 ROZDZIAL 1V.
DZIALANIA NA ULAMKACH.
DODAWANIE.

143. OKRESLENIE. Dodawanie, ogélnie méwige, jest dziatanie
sa pomocq ktérego shiera swe w jedna liczbe wszysthie jednosct i
czeser jednosct zawarte w wielu danych liczbach.

Niech beda najpierwej do dodania ufamki %, £ i 8 majace
jednakowy mianownik.

Doda¢ te utamki jest to zebraé w jeden ulamek wszystkie
dziewiate czesci jednosci, ktorych liczbe wyrazaja liczniki.
Zatem, summa danych ulamkow, zawierajac 2+5+8 dzie-
wiatych, jest 2328 cayli 15 albo jeszeze 1+-2.

Ztad prawidlo, aby dodac utamki majace ten sam mianownik,
trzeba dodaé licanike, i podzielic ich summe ]n"zez spolny mia-
nounik.

Niech beda teraz do dodania utamki 3, &, &7 majace rézne
mianowniki. Sprowadzajac te utamki do spolnego mia-
nownika 60, zamieniamy je na roéwnowarte &, 28 5t Wiec
summa danych utamkow jest #5523=51 czy]i £21 albho 2.

Ztad ogolne prawidto, Aby dodaé utamki majace réine mia-
nownike, traeba naprzod sprowadzic te utamki do jednakowego
manownika, potem dodaé znalezione liczniki i podzielié ich
summe przez spolny mianouwnik.

144, Zastosujmy to prawidlo.

ZAcADNIENIE XXVIIL Pewna osoba wydata raz z¢. 1003, drugi
raz zt. 1154, potem zt. 320%, nakoniec zt. 5%. [lez wydata
peeniedzy ?

Aby znalez¢ wydana summe, trzeba, jako zwykle, napisaé
liczby jedne pod drugiemi; dodac naprzéd utamki, wyciggnaé
catkowite jesli jest, i dofaczy¢ ja do calkowitych danyeh.

Oto wzoér dzialania

100
15

320
5

542 4

€Ol O TG e
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ULAMKI. 11
Sumima ufamhow jest &8 albo 24 %. Dodajac te 2 jednosci
do danych catkowitych, otrzymujemy ostatecznie summe 542
ztotych i % ziotego, ktore osoba wydata.
Rozwigzanie tego malego zagadnienia pokazuje jak sie do-
daja liczby catkowite mieszane z utamkami.

ZacapNiENtk XXIX. Trzy osoby zmuierzyty, kaida oddzielnie,
pewna odlegtosé. Pierwsza znalazta sazni 1024 §, druga 1024 3,
trzecia 1023 5. Chodzi o to jok wyznaczyc te odleytosé mozebnie
najdoktadniey .

Poniewaz trzy wyniki sa rézne, by¢ moze ze zaden z nich
nie jest dokladny. Przypuszczajac ze prawdziwa wartos¢ za-
wiera sie miedzy najwiekszym i najmniejszym ze trzech wyni-
kow, dodajmy je; tym sposobem, bledy poczynione przez
niedostatek zmniejszaja, w czesci przynajmniej, biedy przez
tbytek ; tak ze, prawdopodobnie, summa bedzie wiece] przy-
blizona do trzy razy wzietej prawdziwej odleglosci, niz trzy
razy wziety jeden ze trzech wynikow. Wiec trzecia czesé tej
summy bedzie, takze prawdopodobnie, bardziej przyblizona
do prawdziwej odleglosci, nizeli jedna ktoérakolwiek ze trzech
liczb otrzymanych. Wykonywajac rachunek, znajdujemy ze
odlegtosé szukana rowna si¢

1026+5+1020+54+1025+3

1024.
3 024

Ta odlegtos¢ nazywa sie srednig odlegloscia, bo trzyma nie-
jako srodek miedzy trzema zmierzonemi odleglosciami.

ODCIAGANIE.

145. OKRESLENIE odciagania ulamkow jest to samo co
w liczbach catkowitych:

0d jednego utamka odciagnac drugi jest znaleic (rzeci utamek
ktory dodany do drugiego wydaje pierwszy.

Wynika ztad ze, ogolnie, odciaganie jest dziataniem za po-
moca ktorego, majac dang summe dwock czesct v jedng z tych
czesci, znajduje sie druga czesc.
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112 ROZDZIAL 1V.

Niech beda najpierwej dwa ulamki § i }, majace spolny
mianownik 7, z ktérych chcemy odciagnac drugi # od pierw-
szego 3. Wedle okreslenia, trzeba znalezé liczbe siddmych ktéra
dodana do 3 siédmych wydaje 5 siédmych. Ta liczba jest oczy-
wiscie roznica miedzy 5 3 siddmych; wiec zadana roznica
utamkow jest #53=%.

Widzimy tedy ze, gdy dwa utamki muja ten sam mianownik,
odciaga sie jeden od drugiego, odciagajac licznik pierwszego
ulamka od licznika drugiego, i dzielac znaleziona roinice przez
spolny mianownik.

Niech beda teraz dwa utamki {{ i 5, z roznemi mianowni-
kami.

Jesli chcemy odciagnaé drugi utamek od pierwszego, spro-
wadzamy je naprzéd do jednakowego mianownika, i mamy
ulamki réwnowarte £ i 35. Wykonywajac odciaganie, znaj-

" —35
dujemy reszte %(W =-620- albo 2—30

Widzimy tedy ze, ogélnie, aby odciagnaé jeden utamek od
drugiego, trzeba je sprowadzi¢ do jednakowego mianownika,
wziac roinice znalezionych licznikow @ podzielic ja przez spolny
mianownik.

Przypusémy nakoniec ze chcemy odciagnaé utamek § od
catkowitej 7. Z tej catkowitej bierzemy jednosé i od niej od-
ciagamy ulamek §, co daje 3. Wiec szukana roznica, miedzy

catkowita 7 i utamkiem §, jest 6.

146. Zastosujmy.

ZAGADNIENIE XXX, Pewna osoba miata dukatow 100% a wy-
data dukatow 56%. Ile: jej zostato?

Aby znalezé reszte, pisze sie naprzod pierwsza liczbe, a zaraz
pod nia te ktéra od<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>