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WELASNOSCI I NIEKTORE ZASTOSOWANIA WRONSKIANOW.

PODAL

S. DICKSTEIN,

W historyi wyznacznikéw, pomiedzy matematykami, ktorym teorya ta
juz to powstanie, juz to rozwdj swoj zawdziecza !), pomijano dotad nazwisko
Hoene-Wroniskiego, lubo on jeszcze przed Cauchym?) uzywat w dzie-
fach swoich wyrazen wyznacznikowych, nazwanych przez siebie funkcyami
schin, ktore stosowal do wielu zagadnien analizy. Mimo dzieta Schweins’a?),
zawierajacego mnostwo twierdzen podanych przez Wronskieg o, mimo dziela
Montferriera *), streszczajacego najwazniejsze pomysty matematyczne
naszego ziomka, uczeni o odkryciach Wronskiego nie wiedzieli, i czesto

1) Co do historyi wyznacznikéw patrz Baltzer , Theorie und Anwendung der De-
terminanten“, Wydanie czwarte, Lipsk 1875. ; Giinther: ,Lehrbuch der Determinanten,
Handbuch fiir Studirende“, Erlangen 1875; Wiadyslaw Trzaska (Kretkowski): ,Krotkis
wiadomosei o wyznacznikach“, (Przypisek do dzieta: ,Zasady rachunku rézniczkowego®
W.Folkierskiego); M. A. Baraniecki .Teorya wyznacznikéw* Paryz, 1879.
Okre§lenie funkeyj schin podane na str. 473 tego dziela , jest niedokladném.

2 Cauchy’ego rozprawa ,Sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux va-
leurs égales ete.“ zostala przedstawiong Instytutowi w dniu 30 listopada 1812, gdy tymcza-~
sem Wronskiemu nie byl obeym ten przedmiot w pracy przedstawionéj Instytutowi
w roku 1810 a wydanéj w 1812 p. t. ,Refutation de la theorie des fonctions analytiques de
Lagrange“ gdzie znajduja sie wzory zawierajace funkceye sckin. Podaje to na zasadzie twierdze~
nia samego Wronskieg o w pézniejszém dziele: ,Reforme absolue* (Tom I str. 305, Tom
II, CXXII), poprzednio bowiem wymienionej rozprawy nie mam.

3) Schweins ,Theorie der Differenzen und Differentiale, Heidelberg 1825. Dzieto
to przepelnione jest wzorami i twierdzeniami W roniskie go.

%) Montferrier. ,Encyclopédie mathématique“, Paryz. W caterech tomach, bez
daty. Wyszto 1856—1859. SETYTIN




2 S. DICKSTEIN.

bardzo odkrywali to, co na wiele lat przedtém wprowadzit do nanki Wronski.
Tak sie tez stalo z funkcyami sckin. 'Whasnosci tych wyrazen rézniczkowych
zbadali Christoffel!), Frobenius?), Pasch?) a wazne ich znaczenie w te-
oryi réwnan rézniczkowych wskazal Fuchs4). Wrorniski jednak byt pierw-
szym, ktory te wyrazenia rozniczkowe do matematyki wprowadzit, niektore
ich wlasnosei okreslit i wazne zastosowania pokazat. Idac wiec za Muirems?)
stusznie wyrazenia te, na cze$¢ twoércy, nazwacé nalezy wrosiskianami. Zacho-
wujemy te nazwe, jakkolwiek brzmienie jéj niezupelnie zgadza sie z duchem
naszego jezyka. Matematycy niemieccy wronskiany nazywaja wprost ,wy-
znacznikami funkeyj“ (Frobenius, Fuchs) lub wyznacznikami rézniczko-
wemi (T homé). ¢)

‘W pracy niniejszéj zebraliSmy rozrzucone po dziennikach twierdzenia
o wronskianach i wskazaliSmy wazniejsze ich zastosowania.

I. Okreslenie | znakowania.

Wrodiskianem n funkeyj y,,%s, . . ¥a zmiennéj # nazywamy wyznacz-
nik postaci nastepujacéj:

IR S B Yn s Y L g OR O
Iy Wi YD Yo, 10 .. Ly, YD
Y BE) gl gy (822) AR T
ARy N Yo, . L @), g O
7k Yx
dzie: Qs
g Yx !

Wyznacznik ten oznaczaé bedziemy przez:
Wx (41, %35 - - - ) 2

1) Christoffel: ,Uber dielineare Abhiingigkeit von Functionen einer einzigen
Verénderlichen“, Crelle, 55.

3) Frobenius: ,Uber die Determinanten mehrerer Functionen einer Variabeln“\
Crelle, 77.

3) Pasch. ,Noteiiber die Determinanten, welche aus Functionen und deren Diffe-
rentialen gebildet werden“. Crelle, 80.

4) Fuchs. ,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veréinderlichen
Coefficienten“. Crelle, 66. '

5) Mmuir. A treatise on the theory of determinants“. Londyn 1882, str. 224 — 227
i 230—234. Por6wnaj takze: Mansion. ,Resumé du cours d’analyse infinitesimale“. Paryz
1887, oraz B. W e s t: ,Exposé des méthodes générales de Hoene-Wronski“ Paryz 1886.

6) T hom é:, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen“, Crelle, 91.

T Muir, L c. str. 224,

http://rcin.org.pl



O WRONSKIANACH. 3

Jezeli nie ma potrzeby wyraznego oznaczenia zmiennéj niezaleznéj, pisaé
bedziemy wprost :
W@, 9 - - )
Inne oznaczenia, rowniez uzywane sa:

dy, d%yy A"y
piesipra e G
d!/a dﬁ]/a dn_l.’/n
Yoo Ypoded C Tde |
l!/uon.?z m Y - - - ey,
. dy
glee: J/k (I)=Wlk 3

D@syy oo - 40) )
Wronski wyrazenia te oznaczal za pomoca litery hebrajskiej szyn.

dy, d?y. deii Y
A )

Il.  WHtasnosci wronskianéw funkcyj jednéj zmienné;.

1. Twierdzenie :

Wy, 20, . - w0)=y" W0 - - - ) (1)
Dowd6d?). Wyznacznik.
K2 0, 0 0,0
:’/n =" -7/(1)7 Y, 0 09 0
$U, Ay, Yy 0,0,
NS (AP
y( 1)’ (@ 1)y( 4 = 2___!/ e 0, 0
pomnézmy przez wyznacznik :
Vs Yay « -+ - Yo-1, Yn
W(!/la Yas - - - yn)= yl(l)’ !/2(1)1 g I yn—l(l)y yn(l) .
:1/1(;1—1)" g/;(n_..l), : '. Yal=D), g, @=1)

) Frobenius, lLec.
?) Wedlug Frobeniusa. Porown. takze He sse: ,Ueber die Criterien des
Maximums und Minimums der einfachen Integrale®. Crelle 54 (rok 1857) str. 249.

http://rcin.org.pl



4 8. DICKSTEIN.

laczac wiersze pierwszego z kolumnami drugiego. Wiersz k7 iloczynu bedzie
oczywiscie sktadal sie z nastepujacych » elementéw :

) k y, (=0 ) /‘(/‘ -1) =2) g2 . | y, y®
y+kyn At B y +uny

/t(/f 1)

+/£y (&=1) /(1) + & Dy® | g y®

t. j. z elementow:
9™, @ y®) . . . G 9)©.
szukany przeto iloczyn bedzie wyznacznikiem :

Ny, Pt e SR Yol
B9, GBLy® . ... y)?

@BY)E G .. (@ay)®

@9, Gy . .. Gy
ktory oczywiscie jest réwny wronskianowi
Wy ¥s¥s - - - al)s
co nalezalo dowiesé. )
Na podstawie tego twierdzenia dowodza sie z latwoscia nastepujace
wlasnosei:

W (y, %, %Y - - - $y) = ¥t W (5O, @, . . 9u?)

1
W@, ... y/n)=—,,qW(y,yfyl dw,yf,dw fy dw)

2. Do funkeyj ¥y, %, - - ¥a zastosujmy podstawienia liniowe :

Yi== Gy =ty 25 = e ~+ @y, 24

Ya =y 2y —Fbag 2y i G + @ 24

Yo ==t & s %0 s i + @ 2.,
zakladajac, ze wyznacznik podstawienia

Re=Xcbad. dep .\ dR \

jest rozny od zeraize 2,2, ...z, safunkcyamizmiennéj z. Wskutek
tego podstawienia, wronskian W (3.9, . . . ¥a) bedzie réwny wronskianowi
W (2, 25, - - . 2a) pomnozonemu przez wyznacznik podstawienia to jest:

WLy ke Un ) el (2 2 ) %)

1) Skomplikowany dowod tego samego twierdzenia dak prof. Zmurko w [-ym to-
mie ,Pamigtnika Towarzystwa nauk Scistych w Paryzu”, w artykule p. t.: ,,Dow6d na twier-
dzenie He s s e g o o wyznaczniku funkeyjnym.” Twierdzenie powyzsze znajduje sie u B a-
ranieckiego 1 c. st.495.

http://rcin.org.pl



O WRONSKIANACH. 5

W saméj rzeczy, z prawidta mnozenia wyznacznikéw i z powyzszych ro-
wnan liniowych, wynika bezposrednio, ze iloczyn wyznacznikow :
iehta S et s e N e Oy )
réwna sie wyznacznikowi W (yy, ¥,, . . . yn). Jezeli wyznacznik podstawienia
liniowego réwna sie jednosci (podstawienie unimodularne Sylvestra), wron-

skian W(y,,9,, . . . ¥a) nie zmienia wartosci.
3. Twierdzenie.

d v
dz W 92y - o - 0)=| 5, %Y. .. .50
Ry A e ne B (3)
yl(‘n—g), Ya (n—2), AT yn(n‘_l)
yl(n), ya(ﬂ)’ s yn(n)
Dowdd. ) Wedlug znanego twierdzenia o rézniczkowaniu wyznacznikow,
pochodna wyznacznika W (7, ¥s, . . . ya)rownaé sie bedzie sumie » wyznacz-

nikéw, ktore otrzymuja sie z danego, zastepujac kolejno w wyznaczniku danym
elementy wiersza pierwszego, drugiego i t. d. pochodnemi tych elementow.
‘W uwazanym przypadku wszystkie te wyznaczniki précz n's® beda mialy dwa
wiersze identyczne, beda przeto tozsamosciowo réwnemu zeru, wyznacznik zas
n¥ bedzie mial posta¢ wskazana na drugiéj stronie powyzszego wzoru.

Jezeli wy, wy, . . . w, 53 minorami wyznacznika W(y,, ¥, . . . ¥a), 0dpo-
wiadajazemi elementowi ostatniego wiersza, to:

W@« ) =500 w5070 w, . A ™
na zasadzie przeto wzoru (3) bedzie :

‘l W \
%=;%(“) 0, +p®wy . . @y
we=(—=1)""Wu oo . . Yot Yutr - - ) 4)
Z powyzszego wynika, ze wyznacznik :
Y1, Yase o o o Yn
n® B, .. @
G N TR C U TR )
dlam <n—1 jest tozsamo§ciowo zerem, dla m =mn—1 réwna sie wron-
skianowi W (yy, ¥s, . . . ¥n), dla m—=—n réwna sie pochodnéj tego wronskianu.

1) Poréwn. Baltzer, L c. wyd. III-e str. 25; Inny dowoduZajaczkowskie.
g o ,Teorya Fuchs’a rownan rézniczkowych liniowyeh i jednorodnych”, Pamigtnik Akad.
Um. w Krakowie, tom XIII.

http://rcin.org.pl



6 S. DICKSTEIN.

4. Na zasadzie znanéj wlasnosci wyznacznikow maja miejsce nastepu-

jace réownania :
U W+ ¢, g 5 an g Wy =10
" wHp0 w . Fn® wy=

NnePw + 3,0 Pw 4. D 0 =0
o Vw, + 9,0 Vw, . . 0D, =W
Kladae: :
w0y
A
mozemy rownania te napisa¢ w formie nastepujace;j :

% Bt AT =0
AN e e AR 2 s RO ST R

(n 2),1+y(n—2)z + % _+g/n(n-2)zn:0.
Jl(n—l)zl ot el pE A o Mt R
gdzie:
WY1y Yar-o o Yoty YPuda oo 1tln)
— (a1, Yo )
i W Gas s - - - U0)

‘Wprowadzajac oznaczenie:
S, ﬁ,:yl(ﬂ) z1(3)+y2(a) z2(ﬁ)+ S +yn(ﬂ) % ®),
mozemy uktad (5) przedstawié w postaci.

Soipe=0,8 1 g ==0" 210 $n—20=0, sn_10=1

(®)

(6)

)

®)

Rozniczkujae ktérekolwiek z rownai (8), np. réwnanie s,,o =0, wzgle-

dem 2, otrzymujemy :

ds, ,0
d.:,' = 8ut10 + Su1 =0

Dlap+41<<n—1, s.410=0, a wiec 8,, =0

% lL—l—].:n_l, 'S'p.+l,0:17n ” Sﬂvlz—l’

a zatém:
_{ 0 dlap<<n—2
Wepich dat G p=n—2
Roézniczkujac drugi raz, otrzymujemy :

d?s
d.z'ﬂyo = Spt20+2 Sptan | 8,2=0

Dla p+4-2<<n—1 bedzie su420 =0, sp41. = 0, a wiec
p Br2=n=1 ' o=l 8pa==1,y ,

http://rcin.org.pl
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O WROKNSKIANACH. 7

a zatem.

Sp2=—

+1 , p=0n-3
Postepujac tym sposobem dalej, otrzymamy szereg réwnan:

_{ 0 dap<<n—3

So1 = 0, Sif == 00 o r =0 Ve, 5=—0, é‘n—z.l:(—l)l
80,2 — O, $1,1 — Qdatiiiemy ol Sn—4,0:O, Sn_3,2———(—1)2
Sl LR 2 e R L A R Sn—a3—(—1)3%,

30,n—2:O, Sin—2 :(“—1)“—2
S 1:(_1)11—1.
Roéwnania, stojace w pierwszéj kolumnie, a mianowicie :
$0,1— 0, 8,2 — 5 R 8o, n—1 = O, 80, n—1 :('—1)11_1 (8,)
stanowia uklad nastepujacy:
51 Yo+ 2 Brt-..-+% H= 0
zl(l) A + z2(1) Ys + St it + P T
709y, + 200 4. . .zl Dgp= 0
50y + 20y, 4 Lz = (1)
analogiczny z ukladem (5). Wynika stad dla yix warto$¢ nastepujaca:
e (__1\E—1 W(zl,22 s o %1y %41 - . . zn) ’
S R T N AR TR Za) )

Uklad funkeyj 2y, 2,, . . . 2, nazywa sie uktadem dolgezonym wzgledem ukladu
Y1sYay . - - Yn, 1 odwrotnie:
5. Twierdzenie.

W - ) Wi, B s %) = W, %, 0 O6) 9)
Dowdd. ) 'Wyznacznik :

Yis Yo oo o Yk, Yed1s « o o Yn

W@ ys- gn= | YD g 000E0 . . gD
B et e S

S e ) gt e L

pomnézmy przez wyznacznik W (Zp41, 2i42 . . . 2a), przedstawiony jako wy-
znacznik n-¢° stopnia:

) Wedlug Frobeniusal c.

http://rcin.org.pl



8 8. DICKSTEIN.

Alnitensio s s 0 (IR amdte o0 0

A Lo e 0

2y 2k, Zhple o o o . 2y
2(1"-k_1) e ng"_k—l) zgr’f{--_lk—]) e z(:—k—l)

Na zasadzie twierdzenia o mnozeniu wyznacznikow, przy uwzglednieniu
wzoru (7), otrzymujemy iloczyn w postaci wyznacznika:

g B e X Yr SO,O'- o s 80, e
k— e

'1/5. v RAYL J/ka 1) S}i—],o eep iy Sk—l,n—k~1

G L e Rl

ygn—l) ATl y;ﬂn——l) Shonlond i

ktory, ze wzgledu na wartosci wyrazen s, rozpada sie na iloczyn dwéch wy-
znacznikéw stopnia £:

A AR Yk 850« o o o Skm—k—1
F— *—
Y1 L -.7/; ) FE R gL N L e

Drugi z tych wyznacznikéw na mocy wzoréw (8) i (8'), sprowadza siq do poje-
dyniczego iloczynu:

)% (n—Fk) (n—k—1)

(—1
réwnego jednosei, otrzymujemy przeto ostatecznie:

W@ Yay . - -Yn). W(egs,. . 2) = W ¥y . . . Yi)
co nalezato dowies¢.
Kladac w tym wzorze £ = 0, mie¢ bedziemy:
W(.7/19 y2, Lisy % y”)°W(z17 229 0,98 z".’) = 1 (10)

Wzor ten wyraza, ze wronskian uktadu dolaczonego jest odwrotnoscia wroi-
skianu uktadu danego.
Niechaj

Sn—l,Osn—Z,l AT ey

0 Biyrds winio e
bedzie pewna przemiana szeregu liczb:
L8 ok bl wow;

http://rcin.org.pl



O WRONSKIANACH. 9

bedzie tedy na zasadzie wzoru (9)

W@ Y- - - y)=eW (2, . . . 20). W1, Yy - - Yn) (1)
gdzie e==-1 stosowne do tego, czy powyzsze dwie przemiany naleza do
jednéj klasy czy do klas réznych.

Kladge we wzorze (9) zamiast zpq1, . . . 2, ichwartosei

wk—]—l Wy
WY pn) 77T W (1,95 ---yn)’
i uwzgledniajac, ze na zasadzie wzoru (1):
Wr41 Wy 1
w 4 = s IV W 10

{W(.%,--:!/n) W(!/l,mﬂln)} LWy ym) 11 e ),

mieé bedziemy :

W(wk+1’ et ) Wigho g0y i o Yn), Skad
w (.%, :’/2, e % ,_7/n)"-k+1

W @i, - - 0)= W@ . 9 WO, 0. - 0P (12)
6. Twierdzenie. Jezeli ¢ jest funkeya zmienndj z, to:

W(yl’?/% b !/L):

n (n—1)
dt Bty
et 00 =(2)" Wiz 9 ) - (19)

Dowdd. Jezeli zamiast zmiennéj # wprowadzamy zmienna #, to pocho-
dne funkeyj vy, ¥, . . . ¥» W Wronskianie nalezy zastapi¢ wyrazeniami na dru-
gich stronach ponizszych réwnan:

do o dh de
S i fat o dngdy
dat o dit W\ de + de  dz?

d3]/k _d:’]/]; de\? dgll/}; dt d3t dll//; ﬂ
e =an (,Tm) ol @it

e dz dz

de"1 " de—\dz
Re=le 20800 o

Fatwo zauwazyé, ze po wprowadzeniu tych wyrazen, wyznacznik dany rozto-
zy€ sie daje na sume wyznacznikéw, z ktorych wszystkie, précz jednego, sg
tozsamosciowo réwnemi zeru. W wyznaczniku nieréwnym zeru wszystkie

d”—lyk_dn_lf/k ( dt )n—l

) Poréwn. Muir L c. str. 324.

http://rcin.org.pl



10 S. DICKSTEIN.

elementy drugiego wiersza beda miaty czynnik wspolny j—é,wszystkie elementy
2
trzeciego wiersza czynnik (%) . 1. t. d.; tym sposobem czynnik
dt )1+2+.. 1 (d;)" (”2—1)
dz ~ \dz

bedzie mozna wylaczy¢ i wyznacznik dany przyjmie postac:

n(n—1)
diN =
(_11_7/') : ‘/Vt (yly y29 yn)

co nalezato dowiesé.

7. Twierdzenie:
W @iy Yas - - - Ym, Ymts Yt se - - Yn)
=AY I ret)s W12y Ym Y)W ayefn ) L W1 i) ]2 (14),
Dowdd ') Kladac we wzorze (1):
VW, - - - Yn) = Wy, 93, - - - Yah)
Y :g}—l,otrzymuj emy po prawéj wronskian
W(l,@,f—?’é. : i/—)
B % Y1

ktory na zasadzie wzoru (2) réwna sie:

w2 (%) 2 (9 4 (9
de\y, | del\y, ) ~ " de\y

Poniewaz:
4(ye\_ 1 Do s
%(% )-%2 (19D — Y )——%2 W (1, ¥x)
b2,
bedzie przeto:
1 i
Ey_ﬁ W(yhy?a 857 e y”):y—?.(—_n—-l) PV{ IV(?/]J/?)v W(yl’y3)9--- I/V(yli y"}
1 1

a stad:
1
W(@1sYas- + - Yn) :WW{ W), W s)-rr WY 00) } (15)
P

Stosujac wzér (15) don—1 funkeyj: W (11,92), W 0195) - - - Wiw1,9s)
mieé bedziemy:

) Wedtug Frobeniusa.

http://rcin.org.pl



O WRONSKIANACH. g )

WA W), W) . W(y.yn)}
1

=T w { WLW1.92), W(ys) L, WEWY9:), W wa)] - W W y,.95), W ,z/n)]}

Lecz na zasadzie tegoz samego wzoru (15) bedzie:
| e :
W (41, Y2, 45) = e WW(1,92), W(w1s) ]

W (Y1, %2, Y) S W[W(yl,ﬂ WYy, ]
(16)

1
W (Y1, Y2, Yn) = i W W(y1,92), W(y1,92) ]

podstawiajac przeto wartosci wyci@gnigte z tych réwnan dla:
WLW (92), W)l - - - W L@, W(71.9m)]
we wzor poprzedni, otrzymamy zwiazek :

w {”/(ylay2)a IV(yl‘y.'i) PV(!/Uy")}

i ;
ZIW:E W{ W (%293 WY1 029s) - « - U W(yly?/m?/n)}

n—2
:[—W(%y;j”——?’ W{ W(Y1.9293)s W (@1.929s) - - I”%:Z/myn)} ’

Po wprowadzeniu tego wyrazenia do wzoru (15), otrzymujemy zwiazek:

1
W(yxﬂz,---yn):[w W{ W(Y1,92:93) W(sYasss) - - - W (3/1’%’3/”)}

Postepujac w ten sposéb daléj, dojdziemy z tatwoscia do wzoru (13), kté-
rego o0golnosé stwierdzi¢ mozna, dowodzac, Ze jezeli ma miejsce dla danéj
wartosci m, to musi byé prawdziwym dla wartosci m o jedno$é wiekszéj.

‘Wzor (15) przedstawia jedne z najwazniejszych wlasnosci wronskianu.

8. ‘Twiefrdzem'e. Niechaj beda dane funkcye zmiennéj @ :
A R Yn—2y Yn—t Yn-
Utworzmy szereg pochodnych tych funkeyj i podzielmy kazda z nich przez po-
chodng pierwszéj funkeyi, to jest przez y,®, oznaczmy iloraz g ((11)) Przez Y. ,
otrzymamy tym sposobem szereg:
L Yoas¥sas- - - Yn—o,1 ¥n—1,1Yn1

Z tym szeregiem postgpmy tak samo jak z szeregiem funkcyj danych, t. j.
wezmy pochodng kazdéj z nich, podzielmy kazda zpochodnych przez pochodng

http://rcin.org.pl



12 S. DICKSTEIN.

: : y %)
funkeyi 5,1 to jest przez y.,(), oznaczmy iloraz y—fl)l przez yre, otrzymamy
: 2,1
tym sposobem szereg:
Oa 17 Ys,2 -« - Yn—2,2.Yn—1,2.Yn2

Kolejne postepowanie w opisany wyzéj sposéb, doprowadza do nastepujacych
szeregéw funkey; :

U Y2 Y3 . . ~ Yn—25 Yn—1 s Yn
1, %21 931 - - - Yn—2,1.Yn101:Yn1,
0, 1, ¥32...Yn—20Yn—12 Yna
0

) Oa 1 LR J/n—Z,S,,yn—],&:[/n,E},
0,500 0aas il g R
OBl 01 5o 0, Yun=1

Funkcye ¥, » wyrazaja sie w sposob nastepujacy:
WYY - - YY)
R U OB
me—= L8 N
Dowdd. ) 'W saméj rzeczy:

n,

17)

e
Yng = =
1 'ygl)
d (./53’)
YN dae IO Y Y
Yno = ‘y(l,) __”_5_ ( y(l)) ¥y, — yOy® I,V(y(ll)' ¥9)
dz g/_(ll)
A W) 4 WD)
Y3 =7y = E-rt] ’

W = de WPy de WD)

d
Wy yw) — W) — (WyPys) i Wy )

d ”,
W(ym./(l)) W( J(l)y(l)) e W(ygl), ygl)) % W( y(ln y(zl)) \
o W{W(yslw;”), W0y
WP, WPy
Stosujac do ostatniego wyrazenia wzory (15), otrzymujemy:

1) Inny dowbd fego wzoru u Mansion’a (Rapport sur un mémoire de M. Ch. Lagran
ge, 1884); nasz dowdd opiera sie na twierdzen u zasadniczém o wronskianach.
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Wiy 9y5)
I = T yO gy

Yoy @ WEP¥OYY) a WyPydyD)
Yna = "y yu) = dz WyDyPyD) dz oD J_m,/m)

a a
WG 000 7= Wp0y) — WDy - o W )

— s
W398 ‘1’) w WORwye) — WELyPyY) - 7= Wty ys)

{I/I’(J(l)J(l) (1) ), W(y(l J(1)y(1) }
{ W y(l) J(l) (1)) Wiy J(1) ./“)g/“)) }

Stosujac do ostatniego wyrazenia twierdzenie wyrazone wzorem (12), otrzy-
mamy w liczniku:

W(yDyDydy®) [ Wy P yP]?
W mianowniku:
U R U

- tak ze:

WyLyLyLyd)

'?/ I/I/(J(l)y(l) 7/(1)J|1 )
Postepujac w ten sposéb daléj, dojdziemy z Yatwoscia do wzoru (16).
Dlam=mn—1,
Wyoyd . . . . . @,y
i o Y(y Ylndy) 18)
4 W(z/‘l’ym ..... YL L yD)

Wzor (16) ma zastosowanie w teoryi rozwijania funkeyj wedlug metod
Hoene-Wronskiego.

9. Twierdzenie. Jezeli funkcye y, ¥, ...y, zmiennéj z sa zaleznemi
od siebie w ten sposéb, ze pomiedzy niemi istnieje zwiazek liniowy postaci:
alg/1+02y2+. goice _l“aul/n:—O (19)
gdzie a, ,a,, . . . a, 83 iloSciami stalemi, z ktorych nie wszystkie sa zer ami,
natenczas wronskian tych funkcyj jest zerem; naodwrot, jezeli
W(y1593, - - - yn) =0, (20)

to pomiedzy funkcyami .5, . .. y. istnie¢ musi zwiazek liniowy postaci an.
Dowéd. Okazemy naJplzod pierwsza czes¢ twierdzenia. Rozniczkujac
zwiazek (17) kolejno n—1 razy, otrzymujemy uklad réwnan:
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14 8. DICKSTEIN.

al yl(l) +(12 ..7/2(1) "l“- . .+(ln yn(l) :O
a 1m® ~ay, y,®@ .. Ffan y® =0

&I Ty ® Y - e A = 0
Rugujge z rownania h) iz »—1 rownan tego uktadu z stalych a;,a, . . . a,,
otrzymujemy zwiazek (20), co nalezalo dowiesé.

Twierdzenie odwrotne okaza¢ mozna w sposéb nastepujacy:
Z réwnania (15) na zasadzie zwiazku (18), otrzymujemy :

w { W(yl’y2), W(yl’yS)' £ PV(yl’y")} =0
t. j. ze wronskian »—1 funkeyj

W (Y1,92)s W(y1595) - -« Wy, )
jest réwny zeru. Jezeli przeto zalozymy, ze twierdzenie jest prawdziwém
w przypadku »—1 funkeyj, to bedziemy mogli napisaé:
as W (y,42) +as W,95)+ . . 4@ W(y,,ys) =0
gdzie a,,a,, . . . a, s3 statemi dowolnemi.

Ktadace za W (yy,95), W (y1,45) . . . W (y,,yx) ich wartosci podane w nu-
merze poprzedzajacym, mozemy zwigzek powyzszy napisaé tak:

d .?/2) a4 (3/3) s d (;f/n)__
"235(71 g (B) . e L (2] —,
Y At

a calkujac to réwnanie, otrzymujemy :
Ya - Ys Yn
aAy— a; = G Qy—=— — @
g i o ¥, !
gdzie —a, jest stala calkowania. Ostatni zwiazek sprowadza sie do postaci:

@Y+ asYyt . . Ty =0
t. j. do postaci (17). 1)

DowiedliSmy zatém, ze twierdzenie odwrotne, bedac prawdziwémdla z—1
funkeyj, musi by¢ prawdziwém dla » funkcyj; poniewaz za$ prawdziwosé jego
2-ch funkcyj jest widoczna, jest ono zatém ogdlnie prawdziwém.

Twierdzenie to ma wazne znaczenie w teoryi rownan rézniczkowyech.

\

1) Patrz inny dow6d u Zajaczkowskiego I e str. 9.
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Ill. Wronskiany funkeyj wielu zmiennych. )

10. Niechaj fisfo - . . . beda funkcyami » zmiennych mezaleznych
&y, &, . . . &, iniechaj 3f; oznacza ilo$¢ okreslona rownaniem:
of 0 Ofn
gdzie ¢, . . - qm S8 ﬂosclaml dowolnemi; niechaj daléj bedzie:
8% =28(fr), 8%i=0@%) it. d. (22)
Wronskianem funkeyj /i,/; . . . /» Wzgledem zmiennych z,z, . . . 2, nazy-
waé bedziemy wyznacznik nastepujacéj postaci:
fv fas- oo [
G W ol
AP SO s e e AR (23)

6n—2/’1, 571—2/‘2’ b 6n—2/‘n
3n—1/'1, 81:—1/‘2’ [T §n—1/f”
Z Yatwoscig okazaé mozna, ze do wronskianu (23) stosuja sietwierdzenia uste-

pu II-go, dowiedzione dla wronskianu funkcyj jednéj zmiennéj. Twierdzenia te
w przypadku obecnym wyrazié mozna za pomocg wzoréw nastepujacych:

Jezeli f jest funkeya tychze samych zmiennych @y, #;, . . . Zn, to:
WWGELL - - D=1 W sl - - - [2) 24)
WG i ./’,,,/) = MWL, 00 . Oh) (25)
fla /.2 9 * paa fn
6/‘1’ 6/23 Lo R -afn
s e A il R A (26)

iy (e 7 PR e Sy
T

Jezeli @,,9,...¢. stanowia uklad dolaczony wzgledem ukladu /y,/; .../ to:

w’(/.l’/é’ et f”) W((‘Pk’f'l Ry (‘P") =W (/.13/.29 R fk) (2'/\

Jezeli Gy, Prye . . . $u 53 minorami wyznacznika W(fy,/s, . . .f) odpo-
wiadajacemi funkcyom Qi1 . . . 9u, to na zasadzie wzoru (12)

Wiga Pege - - - b) = W(iofs o o L) [Wshs - - 1" (28)

1) Pasch, Crelle L c. GGABINEY

VAR
m;mmmmﬁ:”
http://rcin.org.pl



16 8. DICKSTEIN

Wzorowi (14) dla funkeyi jednéjzmiennéj odpowiada wzor zupelnie ana-
logiczny:

W(f1f2' ’ '/.myfm-}-lsfm+2' . fn)
= W { W oSk m s mtt)s WEisfoeefmsfrsa) . W Fofoofon ) F LW o) P2 2T)
Wzér (17),zastosowany do przypadku niniejszego, przyjmie postaé:

_ W, 35, 85 . . . Ofms, Of)

dla m=n—1 otrzymujemy wzér analogiczny z wzorem (18), a mianowicie:
WAOL 3, 0« s Uy Ol ) 3
n, n—1— : : 0
bb Wh, o . . Ot} o
Do fankeyi f,,—» dochodzi sie z szeregu
/.la f o SR f n

przez kolejne wykonywanie dzialania &/ i dzielenie, podobnie jak tomiato miej-
Sce W numerze 7-ym.

Jezeli miedzy funkeyami /, /, . . . /, istnieje zwiazek liniowy postaci:
afitafs+. . . aufn=0
gdzie a;, ay, . . . a, sy iloSciami stalemi, z ktérych nie wszystkie sg zerami,

w takim razie:

Wit fos - - ) =0
i odwrotnie: jezeli ostatni wronskian jest zerem, to pomiedzy funkcyami
/15 /5, - - . [» zachodzi¢ musi zwigzek liniowy. Dowodzenie zupelnie analogiczne
do dowodzenia w przypadku funkeyj jednéj zmiennéj.

Jezeli wrofskian W (/y, f5, . . . [a) jest tozsamoSciowo zerem, to
Wi« . - fms[mtr . . . [x) jest zerem; albo innemi slowy, jezeli jedno z wy-
razen:

/17 W(fl’/é)’ VV(/I?/‘.?’/.&) ----
staje sie zerem, to stajg sie zerami wszystkie nastepne.

W saméj rzeczy, niechaj W(f,f,, . . . fu—y) = 0 nie bedzie) zerem_
a W(/isfa5 - - - [n, [m) staje sie tozsamoSciowo zerem. Stosujac wzér (27),
mie¢ bedziemy:

W(/.l /‘2 A fm—l, /m, GATE /.")[I/V(/'h/m e fm—l)]i—m-
== W AW G slas - < Fosg Tnde W Lar il ds Tadi) v il

Poniewaz wedlug zalozenia funkcya W(/,,/, . . .[n—1, /=) Da stronie dru-
gi€j ostatniego rownania jest zerem, wiec i ta strona jest tozsamosciowo ze-
rem; na stronie za$ pierwszéj czynnik drugi jest z zalozenia rézny od zera,

http://rcin.org.pl



O WRONSKIANACH. 17

musi wiec byé czynnik pierwszy t. j.

ATl SR R

byé tozsamosciowo zerem, co bylo do okazania.

V. Zastosowania.

‘
11. Wronskiany, jak juz wspomnieliSmy, maja wazne znaczenie w teo-
ryi rownan roézniczkowych.
Niechaj bedzie réwnanie rézniczkowe n¢° rzedu:

dny f dn—l Y dn—-z',/ ;
Il_x_” RN dx—1 P dx—2 + “““ _I_ Pl (3])
ktorego wspotezynniki p, p, . . . p, sa funkeyami zmiennéj , jednoksztaltne-

mi i ciaglemi wewnatrz pewnego pola 7' plaszezyzny @, za wyjatkiem skonezo-
néj ilosci punktow, w ktorych funkcye te staja sie nieciaglemi. Fuchs do-
wiodl, ze w otoczeniu jakiegokolwiek punktu z,, ktdry nie jest punktem oso-
bliwym, istnieje funkcya y skoinczona, jednoksztaltna i ciagla wewnatrz T
ktora czyni zado$é réwnaniu (31) i taka, ze dla =z, funkcye:
Yo Q' da?* * d

przyjmuja wartosci dowolne. 4

. Jezeli kazdy z punktGw. osobliwych otoczymy kolem dowolnie malém, to
pozostala czesé obszaru 7', ktora nazwijmy 1, jest powierzehnia wieloskladna,
(wedlug Riemanna), ktéra za pomoca odpowiednich przekrojow, zamienié
sie daje na powierzchnia jedneskladna. Na téj ostatniéj otrzymamy funkeya
¥ zupelnie tak samo jak na obszarze T'; ale jezeli zmienna 2 wychodzi z obsza-
ru powierzehni jednoskladnéj, przecinajac jeden lub kilka przekrojow, to po
powrocie do wartosci zmiennéj, z ktoréj wyszlismy, otrzymujemy dla funkeyi
¥ 1 jé) pochodnych wartosci rézne od poczatkowych. Te znow wartosei uwa-
zane za poczatkowe, wyznaczaja nowa funkcya wewnatrz powierzehni jedno-
skladnéj, czynigca zado$é réwnaniu danemu (31). Tym sposobem z jednéj
funkeyi otrzymaé mozna nieskonczenie - wiele nowych funkeyj ciaglych i je-
dnoksztaltnych, wewnatrz pola otrzymanego za pomoca przekrojow z po-
wierzehni T i czyniacych zado§¢ réwnaniu rézniczkowemu danemu.

v n—1
Dajmy na to, ze funkcyom y, Z—‘Z Soaty %FA—'{ nadajemy w punkecie 2, ob-

?

szaru T' n véznych ukladéw wartodei, otrzymujemy tedy 7 calek szczegolnych
Yis Yoy -« - Yu. Calki te wybieramy, co jest mozliwém, tak, aby ich wronskian
W(y1s Y25 - - . yu) byl réimy od zera dla @ = x,. Taki uklad calek nazywa
Fuchs whladem zasadniczym, a funkeye y,, y,, . . . yu — jego elementami.

http://rcin.org.pl



18 S. DICKSTEIN.

Twierdzenie. Wronskian ukladu zasadniczego dla caléj powierzchni 7”
jest skonczony i rézny od zera.

W saméj rzeczy, jezeli w wyrazeniu pochodnéj wronskianu, to jest wwy-
znaczniku

o Y Yn

(1) (1) yV

Yy el

Wik—=

n—2) p(n—2 e
!/(IL 'I/ZL )R -I/EL” )

( ( (

l,/in) ',/211) R L .,/"n)

w miejsce elementéw ostatniego wiersza podstawimy ich wartosei wycia-
gniete z rownania (31) t. j.
W=ip 0oy 0 4. P
e 0 B
a nastepnie wyznacznik W@ rozlozymy na sume wyznacznikow, to z fatwo-
scia otrzymamy :
; WAL i) W
Catkujac to rownanie, mie¢ bedziemy.

W Wy 2% (32)
gdzie W, przedstawia warto$é wronskianu W w punkcie «,; poniewaz ta war-
tosé jest z zatozenia rozna od zera, poniewaz czynnik efp' 5 tylko dla punk-
tow osobliwych moglby by¢ zerem, a wiec istotnie wewnatrz obszaru 7”funk-
cya I musi byé skonczona i rézna od zera, co bylo do okazania.

Uklad zasadniczy calek otrzymaé mozna w sposob nastepujacy:
Niechaj y, bedzie calka szczegolna réwnania (31); polozmy
' ¥ =y f2 dz,
to funkeya 2 czyni zado$é rownanin rézniczkowemu z—1-€° rzedu.
iz artz a5t e

daxn—1 el (lan—1 +02 daxn—2 + Hito —I- In—1% b (33)
w ktérém, jak to sprawdzi¢ mozna '), ‘
v ‘
1 2Pt

1 n n— e i
U ::7/_1[—__(2‘).’/;])—]—/'1 (r'-ll)-'/(l s Rt

Niech z, bedzie calka szczegolna réwnania (33), to
Yy =yJS 2 de

I Porow. Zajaczkowski L ¢ str. 13
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bedzie druga calka szcezegolng rownania (31). Polézmy w rownaniu (33)
ca e )

to funkeya « czyni¢ bedzie zado$¢ réwnaniu rozniczkowemu rzedu n—2-¢;

au ar>u d=tu v
dxr—2 crRd dan—3 +7'2 (7.2;1;——4 + Lo + Pn—oll (35)
ktorego wspotezynniki 7, r,, . . . daja sie wyznaczy¢ ze wspolezynnikow ro-

wnania (33) za pomoca wzoréw analogicznych do wzorow (34). Niechaj #; be-
dzie calka szczegolna rownania (35), to

2y =2, fu, dx
bedzie druga calka szczegolna réwnania (33), a
Yy = hJ 2dx fuydz

trzecia catka szczegolna rownania (31). Postepujac w ten sposob daléj, doj-
dziemy ostatecznie do réwnania rézniczkowego rzedun pierwszego

dw

dx
i otrzymamy m calek szczegdlnych rownania (31). Aby dowiesé, ze calki te
stanowia uklad zasadniczy, t. j. ze wronskian ich nie jest zerem, dos¢ wyka-
zaé, ze nie moze pomiedzy niemi zachodzié zwiazek liniowy o wspélezynni-
kach stalych. Jezeliby zachodzil taki zwiazek:

e+ e S adz ey S de fugda- . . enyy STde fuyde L fuyde =0

to dzielac obie strony przez y,. rozniczkujac, dzielac nastepnie przez z;, 1o-
zniczkujac i t. d., otrzymaliby$my szereg rownan:

o tefnde—efedafumde—-. . . +enfrydefuydr. . S dz=0

=& fob

Cy R R R +enftndz . . . fwdr =0
Pt e L S e Lol fuyde =0
Cp = 0

stad wynikloby, ze
e e heee=0

Twierdzenie. Wronskian ukladu zasadniczego calek 1ownania (31) daje
sie wyrazié przez calki y,, z,,u,.. . w, przy pomocy nastepujacego wzoru:

W = Cyp.2itulrd;. (36)

gdzie C jest ilodcia stala.

') Poréwn, Zajaczkowski L c. str. 14.
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20 S. DICKSTEIN.

W saméj rzeczy, jezeli wronskian ukladu zasadniczego calek réwnania
(33) oznaczymy przez Iy, to na zasadzie wzoru (32) bedzie.

W) i it

)
gdzie 4, jest iloScia stata. Z pierwszego z réwnan (32) mamy :

dlogy
=M —”—"Jg;ﬂ;

wstawiajac te warto$é we wzor poprzedni, otrzymujemy :
Wai—Cl " HE
gdzie (| jest iloscia stala.

Jezeli W, jest wronskianem uktadu zasadniczego catek rownania (35)
to w podobny sposob okazaé mozna, ze

W, = Ay 2r R i Oyl * e
gdzie 4, i C, sa stalemi.

Postepujac w ten sposob daléj, dejdziemy do rownania rozniczkowego
rzedu pierwszego, ktorego catka szczegilng jest w,; bedzie tedy

== g Pt e L i

skad otrzymujemy dla W warto$é zgodng z wzorem (36)
Wzor (36) ma zastosowanie w rachunku waryacyjnym. ')

12. Niechaj %,¥,,¥, - . . ¥» oznaczaja funkcye zmiennéj z,ciagle i skon-
czone wraz z pochodnemi od rzedu 1-5° do n—1-%° wlaeznie, wewnatrz pewnego
obszaru, i niechaj funkeya ybedzie zwiazana z funkeyami vy, ¥, . . . Y ZWiaz-
kiem postaci: '

Yy=a g+ a9+ .. .Gl (37)
ktory ma miejsce dla wszystkich wartoScei zmiennéj # wewnatrz uwazanego
obszaru i w ktorym @, a, . . . a, sa wspolezynnikami od @ niezaleznemi.

Jezeli damy sobie wartosci funkeyj 7, %, . . . ¥ 1 ich pochodnych od 1-4
do n—1* dla pewnéj wartodci zmiennéj wewnatrz uwazanego obszaru np. dla
w=—ua,, to mozna bedzie wyznaczy¢ wspolezynniki a,, @, . . . @, W sposdb na-
stepujacy : ;

Oznaczmy przez 7, 7" . . . 1=V wartodei funkeyi y 1 jéj pochodnych
dla z=ua,, aprzez ., 5" . . . 7Y wartodei funkeyi y; i jéj pochodnych
(k=1,2 . . . n) dla 2=a=,. Rozniczkujemy rownanie (37) n—1 razy wzgle-
@, i wotrzymanych réownaniach polézmy a—wa,, otrzymamy tedy szereg
réwnan:

) Hesse. Crelle, 54
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n=an +a p +.. .+ Mm
11(1) =a, nl(ll) + a, 'n(l) —l— Lot __I_ @y 1';1)
=P e @+t 39

=t ayr - aag

7 n réwnan (38), w zatozeniu, ze wielkosci 7, 7, . . . 1, nie s liniowo
zaleznemi, t. j. ze wronskian W(#, 1, . . . 1) jest réznym od zera, otrzyma-
my wyrazenia dla wspolezynnikow a,, a, . . . @, W formie nastepujacéj:

W("h,"h,- o o Nn—1, N Mm41 o - nn)
ki (39
W(n177‘27~ o e nm—l, nm,nm-{-l aierve 'ﬂn) \ )
[ e R A (38

- Wazir (39) daje moznosé przedstawienia funkcyi y za pomocy n funkeyj
Yis Yoy - - - Yu dla wszystkich wartosci obszaru, wewnatrz ktorego uwazane
funkcye wraz ze swemi pochodnemi od pierwszéj do (n—1)® wlacznie sa
ciaglemi i skonczonemi.

Przejscie od wzoru (37) do przypadku, w ktorym szereg funkeyj v, . . .
jest nieskoniczonym, oznaczenie wyrazu dopelniajacego podobnego szeregu,
rozwazenie warunkow zbocznosci rozwiniecia i szezegdlnych jego przypadkow
— stanowié bedzie przedmiot oddzielnéj pracy o prawie najwyiszem Hoene-
Wronskiego, do ktérego wlasnie prowadzi rozwazanie rozwinie¢ nie-
skonczonych formy (37). -

Warszawa, w maju 1888 r.
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