
PRAWO SZEREGÓW WROŃSKIEGO 
JEGO F O R O N O M I A (*) 

N A P I S A Ł 

P. ABEL TRANSON 

Dowodzenie prawa szeregów dane przez Wrońskiego, w r. 1812, w trzeciej Nocie załączonej do 
Rozprawy nad zbiciem teoryi funkcyi analitycznych, jest. jak to już miałem sposobność powie-
dzieć (•*), bardzo prostśm ; jednakże pierwsze dzieła autora będ^c w zupełności wyczerpane, poży-
tecznym mi się zdaje podać tu to dowodzenie, przejść następnie do zastosowania prawa szeregów do 
rozwinięcia jakiejkolwiek funkcyi podług działów (/es/ac«/tó) i podług potęg (/es /^mssonces) zmiennej 
niezależnśj, wysłowić twierdzenie którego dowodzenie wymaga osobnej teoryi wyznaczników i które 
jest ((zasadg, fundamentalny wywodu algorytmicznego prawa najwyższego » i w końcu, okazać że 
Wroński wiele wpierwej od myśli Cynematyki, podanćj przez P. Ampere'a, dowiódł potrzeby tejże 
samej nauki któr§ nazwał Foronomią, to jest nauki zajmujęcśj się badaniem praw ruchu, niezważaj^c 
na siły które go wywołują. 

I. — Autor dowiódł w swej Filozofii Matematyki, ogłoszonej w r. 1811, że kształt ogólny szeregów 
jest następującym : 

w którym symbol przedstawia iloczyn mający m wyrazów, to jest: 

Szło więc tylko w dodatku ogłoszonym w r. 1812 o danie wzoru spółczynnika ogólnego Â .̂ Tu 
przytoczę dosłownie wyrazy autora. 

a W tym celu, przypomnijmy że różnica ubywająca jakiejkolwiek funkcyi /(a;) jest przewyżką tej 

(*) Foronomią, nauka ruchu. 
(**) iYowe Roczniki, drugi szereg, t. XIII, str ICi. 

A R T . V I I I . 
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funkcyi nad tę, która poprzedza w rzędzie przyrostka I zmiennej, to jest : 

« Wyrażenie jakiegokolwiek rzędu tych różnic, zawsze w rzędzie ubywającym, jest 

stosujcie ten wzór do jakiejkolwiek funkcyi kształtu 

wypada 

(( Wreszcie, ponieważ jest w ogóle 

X będęc jakakolwiek liczby; czynnik cp(a;) znajdzie się zawartym w dziale —l^)'^/^ kiedy to będzie 
większóm od X, i kiedy wreszcie oj i X będ^ liczbami całkowitemi, jak to przypuścimy tutaj. Więc 
tenże sam czynnik cp(x) będzie zawartym we wszystkich wyrazach wyrażenia (1) różnicy A'*cp(x)'W5, 
kiedy w będzie większem od a przeto, podstawiając za x wartość która sprowadza do zera 
czynnik cp(x), otrzyma się w przypadku o którym mowa, wartość 

(2) 

« Otóż kształt ogólny szeregów jest 

( 3 ) . . . . 

a Biorąc więc z obu stron tego wyrażenia (3) różnice rzędów ubywających 1, 2, 3, 4 , . . . , i pod-
stawiając następnie za x wartość która sprowadza do zera czynnik cp(x), otrzymamy na mocy 
równania (2), ciąg równań 

(4) 

« Pierwsze z tych równań daje bezpośrednio 

« Powtóre, ponieważ na mocy równania (2) jest = o , dwa pierwsze z poprzedzających 
równań (4) są tożsamościowe z równaniami : 
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które daj? odrazu (*) 

« Po trzecie, uważajcie że na mocy wartości ogólnej (2), wypada 

więc trzy pierwsze z równań (4) tożsamościowe z równaniami : 

które daj§ także natychmiast 

« Postępując w ten sam sposób, znajdziemy, nie przez indukcyę, lecz przez sam? zasadę tworzenia 
się tych ilości, że w ogólności 

a będ§c skaźnikiem jakimkolwiek. 

a Nadto, maj?c wzgląd na wartość x w tśm wyrażeniu spółczynnika ogólnego dla A,, a przeto 
na wartość (2), zobaczymy że summa kombinacyjna {luyznacznik) tworząca mianownik w wyra-
żeniu Aj* który tylko cośmy oznaczyli, sprowadza się do swego pierwszego wyrazu, to jest że mamy 

« I to jest właśnie wyrażenie algorytmiczne prawa ogólnego szeregów. » 

Nim się zajmiemy zastosowaniem powyżój wskazanśm, zwracam uwagę czytelnika na ostrzeżenie, 
które autor przytacza zaraz po poprzedzajęcśm dowodzeniu : 

« . . . Winniśmy uprzedzić, że w systemie Filozofii Matematyki, to dowodzenie, pommio całej swśj 
ścisłości i prostoty, nie jest jeszcze dostatecznćm. Prawo o którem mowa, i które jest praivem 
ogólnem szeregówprzypadkiem szczególnym prawa algorytmicznego bezwzględnego, które 
ma kształt następujący : 

ilości 12*, 122,,•• będ?c jakiemikolwiek funkcyami zmiennej, zwi§zanemi lub nie przez jakiekolwiek 
prawo; . . . potrzeba więc, aby dowieść prawa o którem mowa, wyprowadzić je bezpośrednio 

(*) iloczyny między nawiasami, w liczniku i w mianowniku dla Aj, i dalej w licznikach i mianownikach dla Aj, A;, 
. . . , Aji, s^ wyrazami głównemi xoyznaczników, które daj§ wartości tych spółczynników. Autor daje tym spółczyn-
nikom nazwisko funkcyj schinn, wedle litery hebrajskiej któr? on im przyznaje za cechę. Ja zaś stosuję się do znako-
wania obecnie przyjętego; lecz sprawdzam mimochodem że Wroński prześcigną! geometrów współczesnych używając 
od chwiH swego pierwszego ogłoszenia (1810-1811) tych funkcyj, Ictóre się stały od tego czasu tak wytworzonym 
narzędziem w całój Algorytmii. 
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jako przypadek szczególny z prawa bezwzględnego które dopierośmy wskazali. Ten to właśnie wywód 
da dowodzenie filozoficzne praiua ogólnego szeregów o którem mówimy. » 

Autor, który w pierwszej sekcyi Filozofii Techni dał już w r. 1815 dowodzenie prawa najwyt-
szego, wyprowadził zeń rzeczywiście, w drugiśj sekcyi tegoż samego dzieła (1816-1817 r.). Praivo 
^ zeregów lako przypadek szczególny. 

II.— Jeżeli czynnik cp(.'r) jest jakimkolwiek, przypadek A(p(x)WI=0 zawsze jak co>|x, jest powodem 
że w wyznaczniku znajdującym się w liczniku ilości Ap̂ , wszystkie wyrazy leżące nad przek§tni§ 
służ^c^ do utworzenia wyrazu głównego, s^ zerami, z wyjątkiem wyrazów ostatniój kolumny, które 
sg następujg,cemi po sobie różnicami funkcyi mianowicie ; 

Nadto, jeśli czynnik <sj[x) = x, wszystkie wyrazy tej przekg,tni s^ stałemi, wyjąwszy ostatniego, 
który jest równym Albowiem mamy 

a ponieważ wyrazy, które od nich s§ niższe w każdćj kolumnie s^ różnicami po sobie następuj^cemi 
tych wyrazów stałych, zatem te wyrazy niższe s^ wszystkie zerami; tak więc, jeśli czynnik — 
wyznacznik który jest w liczniku ilości A,x sprowadza się do swego wyrazu głównego. W liczniku 
więc i w mianowniku s^ dwa iloczyny z równój liczby czynników, które się różnij tylko ostatnim 
czynnikiem każdego z nich. Wypada więc zt̂ id że 

Należy położyć A'*F(0), ponieważ w przypadku ogólnym winno się podstawić za a; w A,, wartość 

szczególny na x która czyni cp(a;) = 0, otóż tutaj ta wartość jest 

Ostatecznie, wypada na rozwinięcie funkcyi F{x), podług działów po sobie następujących na x : 

Przypuśćmy obecnie iż Ę jest nieskończenie małćm i równćm dx; różnice skończone przedstawione 
przez A stajysię różniczkami, i rozwinięcie, podług potęg po sobie następujących zmiennćj,jest : 

Rozwinięcie to jest rozwinięciem Maclaurin'a, które zastosowane do funkcyi F{x) = f{x + h), daje 
rozwinięcie Taylor'a zmieniwszy w tem ostatnićm h na. x. 

W teraźniejszym sposobie wykładania, rozwinięcie Taylor'a wprowadza się do nauki, próbując 
rozciygnyć pewn§ własność funkcyj algebraicznych całkowitych do jakiejkolwiek funkcyi algo-
rytmicznśj; w ten sposób postępując dotykamy kwestyi z najniższego punktu widzenia; tymczasem 
wyprowadzając rozwinięcie to z prawa szeregów, dochodzimy do tegoż samego, lecz drogą wspa-
nialszą i więcój uczoną, która, tak mi się. przynajmniśj zdaje, dobitniej pozwala uczuć i ważność 
otrzymanego wypadku i miejsce jakie on winien zająć w nauce. Wreszcie, zatrzymując rozwinięcie 
jakiekolwiek na którymkolwiek wyrazie, zawsze można sobie wystawić istnienie wyrazu dopełnia-
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jącego a zatem, widoczną jest rzeczą, źe przyjmując ostatni sposób wyprowadzania, nic nie może 
stanąć na przeszkodzie do oznaczenia kształtu reszty sposobem zwyczajnie używanym. 

III. — Czemuż tedy należy przypisać, że wypadki otrzymane przez Wrońskiego pozostawały w lak 
długiem zapomnieniu? 

Nikt bez wątpienia nie uwierzy, żeby tak mało uzasadnione wnioski sprawozdania komisyi zr. 1811 
mogły były zachwiać chociaż na chwilę w umysłach geometrów tyle imponujące świadectwo 
Lagrange'a, który w r. 1810 ogłasza że a autor (prawa najwyższego) wyproiuadza ze swego wzoru 
wszystkie znane wzory rozwinięcia funkcyj i że one są tylko przypadkami szczególnemi jego iczoru.n 

Nie zatrzymując się bynajmnićj nad szukaniem powodów tego dziwnego wypadku, który przyjąć 
jesteśmy zmuszeni : że uczeni w ogóle nie wiedzieli o pracach Wrońskiego; postaram się 
usunąć ostatnią trudność po za którą kryjąc się, niektórzy mogliby dziś jeszcze odmówić rozbioru 
tych prac. 

Wroński przedstawiając swe praioo szeregów i jeszcze ogólniejsze prawo, które nazwał prawem naj-
wyiszem, tudzież prawo znane pod nazwą zagadnienie powszechne dla którego ostatniemi czasy 
P. Cayley uprościł dowodzenie, przedstawiając nadto liczne zastosowania tych praw, nie zajmuje 
się bynajmniej rozpoznaniem czy rozwinięcia które wyprowadza są zbieżne, rozbieżne lub nieozna-
czone. Czyni on to nie dla tego żeby nie przyznawał konieczności zbieżności rozwinięć kiedy idzie 
o oznaczenie liczebne wartości funkcyj, owszem; lecz jest on przekonany że szeregi, które zwie 
foremnemi^ wyrażając przez ogół nieskończony swych wyrazów, ścisły związek pomiędzy funkcyą 
rozwiniętą i funkcyą dowolną służącą za miarę algorytmiczną pierwszćj, są przez to samo doskonale 
określone i to zupełnie niezależnie od tćj przypadkowej okoliczności, zbieżności lub rozbieżności. 
W drugiśj części swój Filozofii Technii Wroński zajmuje się tą kwestyą bardzo obszernie. Tymczasem 
geometrzy, przyznając szeregom tylko możność dania przybliżonśj wartości funkcyj, mniemają 
mieć prawo odrzucania wszelkich innych szeregów prócz szeregów zbieżnych. W samój rzeczy, 
pięknie by wyszedł ten, ktoby dzisiaj przedstawił jakiś szereg, chociażby najwięcej elegancki, nie 
podając natychmiast roztrząśnienia jego zbieżności. 

Nie przyjmując bynajmniej udziału w kwestyi o którśj mowa, ograniczę się tylko na skromnej 
uwadze następującej : 

Odrzucić jakiekolwiek rozwinięcie dla tego że autor nie podał warunków jego zbieżności, jest tćm 
samśm,jak żeby jakiś geometra wzgardził był szeregami Taylor'a, Maclaurin'a, Bourmann'a, i La-
grange'a, aż do chwili, bardzo niedawnćj, w którśj poznano z dokładnością warunki ich zbieżności. 
Bezwątpienia! jestto zupełnie toż samo. Zapomnienie się do tego stopnia jest nie do pojęcia ! 

IV. — Kiedy Wroński w r. 1810 przedstawił akademii umiejętności swe prawo najwyższe, teorya 
wyznaczników była jeszcze bardzo mało znaną. Późniój dopiero poszukiwania Binefa i Cauchy'ego 
rozwinęły i uogólniły wypadki poprzednio otrzymane {Dziennik Szkoły Politechnicznej, 1813 i 1815 r.); 
lecz nawet w tych ostatnich epokach i długo jeszcze potćm, funkcyete były uważane przez geometrów 
jako utworzone jedynie z ilości stałych. 

Tymczasem już w roku 1810, Wroński uczynił dowodzenie praioa najwyższego zależnćm od zupełnie 
różnój teoryi tychże samych funkcyj uważając je nie jako funkcye złożone z ilości stałych, lecz 
przeciwnie jako funkcye złożone z ilości zmiennych połączonych z sobą za pomocą pewnych 
związków. Z całćj tój teoryi, o którśj mowa, zrobił Wroński jedno twierdzenie którego podanie 
tutaj uważam sobie za powinność 1° ztśj przyczyny że ono prowodząc do praioa najwyższego jest 
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bardzo ważnćm, i 2° : że dowodzenie jego nie przedstawi zapewne czytelnikowi, w skutek ogromnego 
postępu teoryi wyznaczników w ostatnich czasach, rzeczywistych trudności. 

T W I E R D Z E N I E . — Niech będą Y ^ , Yj, Y j , . . . ,Yajfunkcye jednćj zmiennej i niech będzie A cecha 
różnic wziętych dowolnie względem jakiegokolwiek przyrostka zmiennej x podług prawa postępują-
cego albo prawa ubywającego. Jeżeli z tych funkcyj utworzymy raz ilości 

a drugi raz, ilości 

i ogólnie, dla jakiegokolwiek skaźnika p, 

zakładając 1, kiedy różnice A są brane w kierunku postępującym, - < ' = - - 1 kiedy te 
różnice są brane w kierunku ubywającym, otrzyma się związek równości podany poniżśj, który sta-
nowi twierdzenie o klórćm mowa : 

w którśm skaźnikom różnic funkcyj Y nadaje się wartości następujące 

S będąc jakąkolwiek liczbą całkowitą, tak jak w [Filozofia Technii, sekcya I"'*, str. 193). 

W równości powyższej, dwa iloczyny w nawiasach przedstawiają jeszcze, na pierwszśj stronie 
wyraz główny wyznacznika o oj® elementach, a na drugiej wyraz główny wyznacznika o (w-ł-1)® 
elementach. Rozumie się samo przez się : że A®Xi=Xi i A^Yo^Y^. Wreszcie, aby dobrze wyjaśnić 
kierunek twierdzenia, zrobię sprawdzenie w przypadku jak można najprostszym to jest w przy-
padku kiedy S = 0 i kiedy w = 2 (*'=). 

Równość dana sprowadza się wówczas do 

(*) Każdy iloczyn w nawiasie przedstawia wyraz główny wyznacznika o czterech elementach, tak np., że 

(**) Według skaźnika najwyższego funkcyi T, widzimy że najmniejsza wartość któr§ raoźe przybrać skaźnik w, jest 
równg 2. 
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Przypuszczając że różnice s? brane w kierunku postępującym, funkcya Tj = -t- AŶ , jest jedno-
znaczny z funkcy? Y, i druga strona powyższśj równości jest równ? 

Otóż, maj?c wzgląd na wartości następujące : 

zobaczymy z łatwości? że pierwsza strona, to jest : 

jest zupełnie taż sama co druga. 

V. — P. A M P E R E W swej Próbie nad filozofią nauk, czyli Wytłomaczehiu klassyfikacyi luiadomości 
ludzkich, ogłoszonój w r. 1834, wyprowadził na jaw wszystkie korzyści nauki, zajmujęcćj się wła-
snościami geometrycznemi ruchu, nie zważając na siły które go twórz? i na masy które nim s? oży-
wione. Dał on jdj nazwisko Cynęma^^/ći (z greckiego ziwiaa, ruch) i ten szczęśliwy pomysł, przyjęty 
przez wszystkich uczonych, był następnie rozwinięty przez generała PoNCELET'a i przez wielu innych 
geometrów jego szkoły. Gynematyka jest więc dzisiaj nauk? w zupełności ustalon? i honor stworzenia 
jój spada na A M P F I R E ' a , albowiem pewnóm jest, że prace Wrońskiego zostały niedostrzeżone przez 
uczonych. 

Jakkolwiekb?dź, jeżeli przyznamy, że własność jakiegoś wjnalazku należy się temu, który go 
pierwszy ogłosił, winniśmy w takim razie dopomnieć się na korzyść Wrońskiego o pierwszeństwo 
w wynalezieniu nauki ruchu bez względu na siły. 

Rzeczywiście, w r. 1818, t.j.szesnaście lat przed pojawieniem się nawA;p. A M P E R E ' a 

Wroński wydał w pierwszym numerze Sfinxa (*), tablicę ogóln? nauk pod tytułem : System 
architektoniczny bezwzględny Encyklopedyi wiedzy ludzkiej-, w tćj tablicy znajduje się umieszczon? 
pod nazwiskiem Foronomii, nauka ruchu, z tem ostrzeżeniem; nie mieszać jej z Mechaniką do której 
oprócz ruchu wchodzi uważanie sił. 

Pierwszeństwo więc tśj myśli należy się koniecznie Wrońskiemu. Następnie ciekaw? jest rzecz? 
zobaczyć, zapatruj?c się z punktu widzenia filozoficznego, które miejsce przeznacza A M P Ż R E dla 
Gynematyki w swój Klasy fikacyi naturalnej nauki ^orbwudiŁ to położenie z położeniem przeznaczonem 
Foronomii w Systemie architektonicznym wiedzy ludziej. 

A M P E R E , po zaliczeniu Mechaniki do nauk pierwszego rzędu, rozdziela j? w sposób następuj?cy 

• ^ ( Gynematyka, , elementarna : j 
M E C H A N I K A | ' S T A T Y K A ; 

przestępna : ( Dynamika, 
( Mechanika cz?steczkowa. 

(*) Spnx, wydawnictwo peryodyczne którego wyszły tylko dwa numera, ich ogłoszenie było poprzedzone Przedmoicą 
do Sfinxa. 
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Nie tu miejsce tłómaczyć cztery punkta widzenia, według którycli autor rozdziela każdą naukę 
piericszego rzędu, a szczególniej Mechanikę na cztery nauki trzeciego rzędu. Jan R e y n a r d poświęcił część 
swśj znakomitćj rozprawy nad Encyklopedya, dla wytknięcia ile znikome i niedostateczne są pod-
stawy klasyfikacyi A M P E R E ' a (*). Należy jednakże dziwić się że umysł tak rozsądny umieścił jako 
gałęź Mechaniki, tęż samą naukę, z którój wyklucza siłę i masę, aby w niej uważać tylko ruch. 
Bez wątpienia wykład Cynemat3'̂ ki powinien natychmiast poprzedzać wykład Mechaniki; lecz inne 
są wymagania wykładu, a inne potrzeby klasyfikacyi filozoficznćj. 

We wszystkich dziełach Wrońskiego, Traktatach Matematyki, Filozofii, Religii, Polityki, Historyi, 
wszędzie się znajdują streszczenia dające rękojmię o zasadach nauki stałej i prawdziwie ogólnśj 
i też same kształty klasyfikacyi. Te kształty odznaczają System architektoniczny ogłoszony drukiem 
w r. 1818. W tym systemacie uważam w szczególności odtwarzanie się stałe troistości wypadającej 
z dwóch myśli różnoroJnych, kóre się stawią jak bieguny i trzecićj myśli z którą dwie pierwsze 
jednoczą się i neutralizują. Oto, na przykład, część Systemu architektonicznego odnosząca się do 
Matematyki : 

M A T E M A T Y K A CZYSTA : 

a )̂ Bieguny przeciwne ; 

a,) Spojenie przestrzeni; rozciągłość : Geometrya. 

b^ Następstwo czasu. —Liczba : Algorytmia. 

b^ Neutralizowanie czasu i przestrzeni. 

Ruch : Foronornia. 

(której nie należy mieszać z Mechaniką do którój wchodzi nadto uważanie sił.) 

Tak więc, według Wrońskiego, wartość Matematyki czystej składa się z trzech wyrazów : Geome-
tryi, Algorytmii, Foronomii. Gosię ijczj Mechaniki, on ją umieszcza w Naukach na^wy; jest to 
gałęź Fizyki. 

Post scriptum. — Poczytałbym się za szczęśliwego, gdybym mógł w przedmiocie czysto matema-
tycznym, dać przynajmniej przeczuć filozoficzną wartość Wrońskiego tćm bazdziej, że on sam 
oświadcza że o tyle tylko przywiązuje wartość do swych prac matematycznych, o ile one posłużyć 
mogą do ustalenia naukowego jego pojęć filozoficznych. 

Podając publiczności polskiój wierny przekład tych artykułów, czujemy się w obowiązku złożyć 
uczonemu ich autorowi wyrazy rzeczywistej wdzięczności za tyle godną miłośnika nauki i prawdy 
obronę prac Wrońskiego. Mamy nadzieję że usiłowanie pana Transon nie pozostanie bez naślado-
wania, lecz owszem, powoła ono świat uczony do dalszego badania i ocenienia w zupełności matema-
tycznych utworów Wrońskiego. (Przyp. tłomacza). 

Paryż, dnia 4 maja 1876 roku. 

(*) Patrz artykuł Encyklopedya w 41ym zeszycie (18ł3) Encyklopsdyi malowniczej. 
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