P

ROMUALD WITWINSKI

= ;A«—‘_- e W-— =

ZBIOR ZADAN

& NA DYSKUSYE I NA BADANIE
" ZALEZNOSCI FUNKCYONALNE]

Z PRZEDMOWA
- ZARZECKIEGO

4 z)

st e s ajf;,a,
9} "// CF07S207 %m;/‘,'zz(n'
erﬂzim 09/

Lo fo7ro

7 fé,— V5%

NAKLAD GEBETHNERA I WOLFFA
WARSZAWA LUBLIN =——=—— 10DZ
KRAKOW G. GEBETHNER I SPOLKA
POZNAN — KSIEGARNIA M. NIEMIERKIEWICZA

http://rcin.org.pl







W™

ROMUALD WITWINSKI

ZBIOR ZADAN

NA DYSKUSYE I NA BADANIE
ZALEZNOSCI FUNKCYONALNE]

Z PRZEDMOWA

L. ZARZECKIEGO

GABINET MATEMATYCZMY
TFrZyete Kaukoxapo-—¥aiszawskiego

0y,
_ad

<

NAKLAD GEBETHNERA I WOLFFA
WARSZAWA LUBLIN LODZ

KRAKOW G. GEBETHNER I SPOLKA
POZNAN — KSIEGARNIA M. NIEMIERKIEWICZA

http://rcin.org.pl



Gepriift und freigegeben durch die Kais. Deutsche Presseabteilung.
Warschau den 7. 10. 1916, T. M 2941. Dr. N 178.

Druk Rubieszewskiego i Wrotnowskiego w Warszawie.

http://rcin.org.pl



SLOWO WSTEPNE.

Gdy, przed kilkunastu laty, z inicyatywy $. p. Rafala Korni-
towicza powstato w Warszawie Koto matematyczno-fizyczne, gtow-
nem zadaniem pracy nielicznych jego cztonkéw i zatozycieli byla
reforma nauczania matematyki w szkole Sredniej. Usilowania te
zbiegly sie z dazeniami reformatorskiemi na Zachodzie i byty
w duzym stopniu ich wplywem owiane. Nieliczni wypowiedzieli
walke formalizmowi bezdusznemu nauczaniu, kultowi formut dla
formut, uprawianiu zadan na zastosowanie tych formut, zaniedba-
niu zwigzku z otaczajacq rzeczywistoscig i innemi naukami, zapo-
znaniu samego ducha istotnego nauki... Chodzito wszak o zywot-
ne interesy mysli ludzkiej. Nauka, ktorg zowig umiejetnosci kro-
lowg, nauka, w ktorej si¢ przejawia z catg jasnoscia potega rozu-
mu ludzkiego, moc.skupienia mysli, twérczo$¢ samodzielna ducha
naszego, w nauczaniu'szkolnem wygladata jak nedzna ,rzecz sama
w sobie“ §réd pulsujgcej zyciem realnosci.

Kazda praca celowa i wytrwata wywiera skutki, na razie mo-
ze nieznaczne, ale zawsze pomyslne. To tez praca cztonkéw Kola
matematyczno - fizycznego wpt 'Ra nauczanie wywarla. Dzi$
inne poglady panujg w szkolaﬁn, inaczej przedstawiajg sie¢ pro-
gramy matematyki, duza zmiana nastgpita w sposobie wyktadu.
Zjawito si¢ kilku miodych nauczycieli, ktérzy z calym zapalem
mlodosci wnoszg ducha nowego w stare urzedowe formy pro-
gramu i nauczania matematyki. Rozwijanie my$lenia funkcyonal-
nego, graficzne przedstawienia, elementy rachunkéw wyzszych
it p. pojecia juz nie sa, jak dawniej, przed laty kilkunastu, no-
woscig — stopniowo wchodzg w zycie.

Jednym z zasadniczych postulatéw reformy nauczania mate-
matyki jest zmodyfikowanie charakteru zadaf, dawanych uczniom
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do rozwigzania, przez wprowadzenie w szerokim stopniu elementu
dyskusyi, ktéry nadaje zadaniu Zywos¢ oraz wymaga samodziel-
nosci myslenia. Zadanie na dyskusyg rozpatruje wielkosci zmien-
ne, bada przebieg ich zmienno$ci, uczy obserwowac jej wtasnosci,
zbliza zagadnienie matematyczne do rzeczywistosci, do faktéw
obserwowanych w do$wiadczeniu, a tem samem uczy mys$lenia
w formie daleko lepszej, niz zadanie, wymagajace zastosowania
znanych wzoréw lub prawd wogole.

»Zbior zadan“ p. R. Witwiriskiego ma na celu da¢ materyat
odpowiedni w nauczaniu szkolnem z dziedziny zadan na dyskusye.
Jest to u nas pierwsza w tej dziedzinie §wiadoma préba. Przera-
bianie podobnych zadaf powinno znalez¢ swoj czas w programie
kazdej szkoty. Lepiej jest opusci¢ pewne czesci ,teoryi%, niz za-
pomnie¢ o zadaniach na dyskusyg. Kazdy doswiadczony i mysla-
cy nauczyciel przekona sig, jak wielkie znaczenie dla wyrobienia
matematycznego i wogéle myslowego majg podobne zadania.

L. Zarzecki.
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I. Dyskusya rownan i nieréwnosci, badanie funkeyi,
przedstawienia graficzne.

1. Dane jest réwnanie
BARG
o 3.
Uwazajac a jako zmienng niezalezng i z, jako funkcye, zba-
dac te funkcye i przedstawic jg graficznie.
Znalez¢ wszystkie wartosci dodatnie zmiennej a, przy ktérej
funkcya « jest réwniez dodatnig.
2. Dane jest réwnanie

z4a_
5=

Znalez¢ warunki, jakie powinny spetnia¢ liczby a, b, ¢, aby
pierwiastek tego réwnania 1) byt dodatni, 2) ujemny, 3) rowny
zert.

3. Dane jest réwnanie

y'= 3z—6.

Znalez¢ graficznie takq warto§¢ na «, przy ktérej y=9
i otrzymany rezultat sprawdzi¢ zapomoca rachunku.

4. Dane jest réwnanie

y=@B—a)x+1.
Zaktadajac, ze liczba @ zmienia sig¢ od 0 do 3, zbada¢ odpo-
wiadajace zmiany potozenia linii prostej, majacej to réwnanie.
8. Dany jest uktad dwéch réwnan z dwiema niewiadomemi
X + y:QO
3z~+5y=20a.

’

Zbiér zadan.
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Znalez¢ warunki, ktére musi spetnia¢ parametr @, aby oba
pierwiastki tego uktadu byly 1) dodatnie, 2) oba ujemne, 3) jeden
dodatni, drugi ujemny. Przedstawienie graficzne.

6. Dane sg dwa rownania jednoczesne

y=2r+a
y=4x - 0.
Znalez¢ warunki, ktére powinny spetnia¢ parametry a i b,
aby pierwiastek y tego uktadu byt dodatni, ujemny, réwny zeru.
Rozpatrzy¢ przypadek, w ktérym a:3: i rezultaty badania

przedstawic¢ graficznie.
%. Dany jest uktad dwd6ch rownarn

| y=4z-}0.
Znalez¢ warunki, ktére powinien spetnia¢ parametr b, aby
1) oba pierwiastki byly dodatnie,
2) oba ujemne,
3) jeden réwny zeru (z lub ¥),
4) znakéw roznych (2 przypadki).
8. Dane jest réwnanie
8z*— (m— )+ m—7=0.

Znalez¢ m tak, aby pierwiastki tego réwnania byly
1) rzeczywiste i réwne, :
2) réwne, lecz znakéw przeciwnych,
3) odwrotnosciami jeden drugiego,
4) jeden réwny zeru.
9. Znalez¢ ¢ tak, aby pierwiastki rownania
32— 10x+4c=0
1) byty oba dodatnie,
2) jeden dodatni, drugi ujemny,
3) jeden réwny zeru,
4) oba urojone.
10. W réwnaniu
22— (m—N)z+m-+1=0
znalez¢ m tak, aby rdéznica piertviastkow tego réwnania réwnata
sie-1.
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11. Znalez¢ warunek rzeczywistosci pierwiastkow réwnania
(a*+ 0% x* — 2acx — b2+ ¢*=0.

12. Znalez¢ zaleznos¢, zachodzacqa miedzy spolczynnikami
a, b, ¢ rtéwnania kwadratowego

ax? +bx-+4c=0,
aby réznica pierwiastkéw tego réwnania byta réowna 1.

13. Rozwigza¢ uktad dwéch rownan z dwiema niewiadomemi
2 1 ;
{ (@ z — »»64)(2y——-3x——2)—m

(4 —1) (7y 4+ 3z 4 5) =18.

Znalez¢ warunek rzeczywistosci pierwiastkéw tego uktadu
i rozpatrzy¢ rézne przypadki, zalezne od wartosci parametru m.

Wyznaczy¢ wartosci parametru m, przy ktérych =0,
x=—I.

14. W réwnaniu kwadratowem

92— (2 —Nx—114r=0

wyznaczy¢ parametr A tak, aby 1) pierwiastki tego réwnania byty
rowne, 2) réwne, lecz znakow przeciwnych.

15. Dane jest réwnanie o pierwiastkach rzeczywistych

ax®+bx 4 c¢=0.

Nie rozwigzujac réwnania, poda¢ warunki, konieczne i dosta-

teczne, przy ktdrych liczba dana A jest 1) mniejsza od mniejszego

pierwiastka, 2) zawiera si¢ migdzy pierwiastkami, 3) jest wigksza
od wiekszego pierwiastka.

Rozwiazanie. 1) (aA2+bA+c)a=>0 i )\<——Eba—;
2) (al?+bh+c)a<0; 38) (al+bh+c)a>0 i l>—2%.
16. Rozwigza¢ réwnanie
ax
:v——a+x_b

i zbada¢ jego pierwiastki. ZnaleZ¢ warunek, przy ktérym oba
pierwiastki sa wigksze od a.
19. Przy jakich wartosciach liczby m réwnanie

rt—ax?—m=0
posiada wszystkie pierwiastki rzeczywiste?
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18. W jakich granicach moze zmieniac sig liczba i, aby row-
nanie
zt—2h—5) 2 - AN+100—-23=0
posiadato 0, 2, albo 4 pierwiastki rzeczywiste?
19. Jak nalezy obra¢ liczbe A, aby réwnanie
(A—2)zt-—-2(A+4-3)224-(A—1)=0
posiadato 1) wszystkie 4 pierwiastki rzeczywiste, 2) dwa rzeczywi-

ste i dwa urojone, 3) wszystkie urojone?
20. Przedyskutowa¢ réwnanie drugiego stopnia

a(xz4+124b(@x—1)>—2x(2?+1)=0,

gdzie a, b, A oznaczajq wielkoSci state, i rozpatrzy¢, jakie miejsce
zajmujg liczby 41 i —1 wzglgdem pierwiastkéw tego réwnania.
Zakladamy, ze a>b. Zbada¢ w szczegblnosci przypadek, w kté-
ryma=—b=-+1.

24. Znalez¢ m tak, aby parabola

y=a?*—8x-t+m

byta styczna do osi .

22. Znalez¢ zalezno$¢, ktéra powinna zachodzié miedzy spot-
czynnikami & i ¢, aby parabola

y=uxt4bxr-+tc
byta styczna do osi .
23. Dana jest prosta
Yy=—2x—m
i parabola Yy =u?—3x + m,,
Wyznaczy¢é m i m; w ten sposéb, aby te linie przecinaly sig
w punkcie z=1, y =1, i znalez¢ drugi punkt przeciecia. Przed-

stawienie graficzne.

24. Parabola
y=a*—6z-+m

jest styczna do osi « i do prostej
Yy=2x—m,.
Wyznaczy¢ punkt stycznosci paraboli z prosta. Przedsta-

wienie graficzne.
25. Dany jest uktad dwoch rownari

| 2®4y*=100
| y=x-+m.
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1) Znalez¢ m tak, aby ten uklad mial jedng i tylko jedng pa-
re¢ rozwigzan.
2) Znalez¢ warunki, ktérym powinien czyni¢ zado$¢ parametr
m, aby dany uktad mial dwie rézne pary rozwiazan, albo nie po-
siadat ich wcale. Przedstawienie graficzne.
26. Dane jest koto
x4 P =2
i prosta Yy=ux-+m.
Znalez¢ m tak, aby prosta byta styczna do kota.
27. Dana jest prosta
Yy=2r—2
1 parabola y=x'—2x-}+m.

Wyznaczy¢ m tak, aby prosta byta styczna do paraboli.
28. Dana jest prosta
y=2zx-+m
i parabola y=u'—2z +6.
ZnaleZ¢ m tak, aby prosta byta styczna do paraboli.
29. Dana jest prosta
y=—mx-+3
i parabola y=2x*—6x-47.
Znalez¢ m tak, aby prosta byta styczna do paraboli.
30. Dany jest uktad dwéch réwnan z dwiema niewiadomemi

{ y=a-|-4x-}-5
| y=22-+m.
Wyznaczy¢ m tak, aby ten ukiad miat jedng i tylko jedng
pare rozwigzan.
31. Dany jest uktad dwdéch réwnaf z dwiema niewiadomemi
[ y=a"+3c—1
| y=max—2.
Wyznaczy¢ liczbg m tak, aby ten uktad miat jedng i tylko je-
dna pare rozwigzan.
32. Dane sa dwa réwnania jednoczesne
2+ y2 =169
{ ay =x?-+4b.
Znalez¢ warunki, ktére powinny speinia¢ parametry a i b,
aby uktad tych réwnan miat 1, 2, 3, 4 rozwigzania, albo tez nie
posiadal ich wcale, Przedstawienie graficzne.
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33. Znalez¢ zalezno$¢, ktéra powinna zachodzi¢ miedzy pa-
rametrami @ i b uktadu réwnan

| @+y*=0
l y=ax+b,

aby ten uklad miat jedng i tylko jedng parg rozwigzan.
34. Rozwigzac¢ uktad dwdéch réwnan

{ x?4y?=169
S5y =a?-+435

i korzystajac z ich przedstawienia graficznego, przewidzie¢, ze
uktad ten ma tylko dwie pary rozwigzan.
3b. Rozwiaza¢ graficznie uktad dwoch réwnan

j Y =0
| z4y=5.
Korzystajac z przedstawienia graficznego, przekonac sig, ze
uktad dany ma dwie pary pierwiastkéw symetrycznych. Wyniki

otrzymane sprawdzi¢ zapomocg rachunku.
36. Dany jest uktad dwéch réwnan

[ zy=9
l x4 y=m.

Znalez¢ warunki, ktére powinien speinia¢ parametr m, aby
ten uktad mial 1) dwie pary pierwiastkow rzeczywistych, 2) jedng
pare pierwiastkdw, 3) pierwiastki urojone. Otrzymane rezultaty
przedstawi¢ graficznie.

3%7. Dany jest uktad dwéch réwnan

ay—1

Zbada¢ pierwiastki tego ukladu w zaleznosci od parame-
tru m i poda¢ warunki, przy ktérych uktad ten posiada pierwiast-
ki rzeczywiste albo urojone. Rezultaty badania przedstawic¢ gra-
ficznie.

38. Dane sg dwie osie spéirzednych Oz i Oy i koto, styczne
do osi Oz w punkcie poczgtkowym, o promieniu = 7.

1) Udowodni¢, ze migdzy spétrzednymi « i y punktéw okrg-
gu zachodzi zwigzek

@t (TP =1,
http://rcin.org.pl
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gdzie znaki — i -} odpowiadaja przypadkom kiedy koto ]est po-
fozone w obszarze y-6w dodatnich lub ujemnych.

2) Znalez¢ warunek, ktéry powinna spetnia¢ zmienna z, aby
y posiadat wartosci rzeczywiste, urojone, rowne zeru.

3) Wykazaé, ze jednej i tej samej wartosci ¥ odpowiadaja
dwie wartos$ci «, zwigzane zaleznos$cig

2y -+ 2, =0.

4) Zaktadajac, ze r=25, znalez¢ x tak, aby y réwnat sig 9.
39. Rozwigzac graficznie uktad dwdéch réwnan z dwiema nie-

wiadomemi
x*-+(y—5)2=25
| =4
i otrzymane pierwiastki sprawdzi¢ zapomocg rachunku.
40. Dany jest uktad dwo6ch réwnan
- (y—2)P =4
T=m
Znalez¢ warunek, ktéry powinna spetniaé liczba m, aby ten

uktad posiadal pierwiastek y urojony. Przedstawienie graficzne.
41. Dany jest uktad dwoch réwnan

@*+4(y —3)*=9
e
Znalez¢ warunki, ktére powinien spetnia¢ parametr m, aby
ten uktad posiadat pierwiastki rézne rzeczywiste, réwne, urojone.
Rozwigza¢ zadanie graficznie, a nastgpnie rezultaty spraw-
dzi¢ zapomocg rachunku.
42. Rozwigzac graficznie uktad dwoch réwnan z dwiema nie-

wiadomemi :
x*~+(y —10)2=100
{ y=z-38.
Nie rozwiazujac uktadu bezposrednio, przewidzie¢ znaki
pierwiastkéw tego uktadu.
43. Dane jest koto
2?+ (y — 5)?=25

y=ux-+m.
Przy jakich wartosciach parametru m linie te przecinajg sie

w dwéch punktach, jednym punkcie, albo nie przecinajq sig wcale.

http://rcin.org.pl
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W przypadku dwéch punktéw przecigcia zbada¢ w zalezno-
$ci od wartosci parametru m znaki pierwiastkéw ukladu powyz-
szego.

44. Dany jest uktad dwéch réwnan

22 (y —4)2 =16
y=mx-}>5.
Udowodnié¢, ze, niezaleznie od wartosci rzeczywistej spot-

czynnika m, uktad ten posiada zawsze dwa rzeczywiste pierwiastki.
Podac¢ rozwigzanie graficzne i analityczne.

45. Przedstawié graficznie rownanie
y2+<x~ b)? = b2,
i na otrzymanym wykresie pokaza¢ te wartosci , przy ktérych y
jest rzeczywisty albo urojony.
46. Dany jest uktad dwoch réwnafi z dwiema niewiadomemi
| ¥+ (x—1)2=1
| y=2x4'm. .
Znalez¢ m tak, aby ten uklad mial jedng i tylko jedng parg
pierwiastkow.
Wskaza¢ warunki, ktorym musi czyni¢ zadoS¢ parametr m,

aby ten uktad posiadat dwa pierwiastki rzeczywiste, albo nie po-
siadat ich wcale. Rezultaty badania przedstawic¢ graficznie.

47. Jaki warunek winna spetniac liczba n, aby przy wszyst-
kich rzeczywistych wartosciach = zachodzita nier6wnosc

2?22 -+mn>10?
48. Rozwigza¢ nieréwnosci
1) 4% — 1022448z < 0.
2) 3z — 12224 9z >0.
49. Znalez¢ h tak, aby nieréwnosé
2 +2hx+h>> g

byta prawdziwa przy wszystkich wartosciach rzeczywistych z.
50. Rozwigza¢ nier6wnosc¢

2
ZUS U
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51. Jakim warunkom powinna czyni¢ zados¢ liczba m, aby
tréjmian ma24-(m—1) z+m—1
byt ujemny przy wszystkich rzeczywistych warto$ciach x?

82. Rozwigza¢ nier6wnos¢

1*—3x+2
2?4 3x-+2
53. Przy jakich warto$ciach k& utamek
ey
e tz+41
zawiera si¢ migdzy — 3 i -}-3?

34. Opierajac si¢ na wlasnosciach znaku tréjmianu kwadra-
towego, zbada¢ polozenie, ktére zajmujq liczby 4 i 6 wzgledem
pierwiastkéw réwnania kwadratowego

z?—8x415=0.
55. Dane jest rownanie kwadratowe
Y g} — 7w 6=0.

Zakladajac o pierwiastkach z,, x, tego réwnania, ze z;<%,,
uporzadkowac te pierwiastki i liczbg 3 w porzadku wzrastania.

56. Opierajgc sie na wiasnosciach znaku tréjmianu kwadra-
towego, uporzadkowaé w porzadku wzrastania pierwiastki x,, x,
(zy < @,) réwnania

i 0,

x?— 222 +80=0
i liczby 4 i 20.
87. Dane jest rownanie kwadratowe
22% — 9z +m=0.
Znalez¢ warunek, ktéry powinna spetnia¢ liczba m, aby licz-
ba 2 zawierata si¢ miedzy pierwiastkami tego réwnania.
58. Nie rozwigzujac réwnania kwadratowego
x?—12x+432=0,
wykaza¢, ze 1) jeden z pierwiastkéw tego rownania jest wigkszy
od 5, a drugi mniejszy od 5; 2) oba pierwiastki sq wigksze od 3;
3) oba pierwiastki sa mniejsze od 9.
59. Znalez¢ liczbe catkowita x tak, aby utamek
e
4—z
byt wiekszy od 2.
http://rcin.org.pl
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60. Znalez¢ minimum funkcyi
i w’
&

gdy « przybiera tylko wartosci dodatnie, i zbudowac krzywa, odpo-
wiadajaca zmiennosci tej funkcyi.

Postugujac sie otrzymanym wykresem, zbada¢ warunki, kto-
re powinna spetnia¢ zmienna z, aby funkcya y byta wigksza od 4.

Otrzymane rezultaty sprawdzi¢ zapomocg rachunku.

61. Wyznaczy¢ graficznie warunki, ktére powinna spetniac
liczba z, aby ulamek

byt dodatni albo ujemny, i rezultaty sprawdzi¢ zapomocg ra-
chunku.

62. Znalez¢ warunek, ktéry powinna spelniaé liczba h, aby
tréjmian

x? —2hx 41

byt dodatni przy wszelkich rzeczywistych wartosciach . Podac
przedstawienie graficzne.

63. Znalez¢ spotczynniki tréjmianu

ax:4 bx-+c,
aby ten tréjmian byt réwny zeru przy x — 8 i osiggal minimum
=—12 przy z==6.
64. Znalez¢ spétczynniki trojmianu

y=ax?+bxr-+c

tak, aby ten tréjmian osiggal minimum =—1 przy x=2 i zeby
jego wartos¢ przy =1 byla réwna 1. Przedstawi¢ graficznie
tréjmian, spetniajacy zadane warunki.

65. Dana jest funkcya

e e
Y z*-b'x+c¢
przybiergjaca minimum y=—1 przy x=—1 i maximum =2

przy x =-1.
Przy obecno$ci tych warunkéw znalezé wartosci na spét-
czynniki b, ¢, 0', ¢’ i zbudowa¢ odpowiadajacg krzywa.
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66. Dany jest tr6jmian kwadratowy
yzé(x?——Gx—l—h).

1) Wyznaczy¢ spétczynnik & tak, aby minimum tego tréjmia-
nu réwnato sig 1/,.
2) Zbudowaé w tym przypadku krzywa przebiegu zmienno-
sci funkceyi y.
3) Wyznaczy¢ na krzywej punkt tak, aby styczna w tym
punkcie do krzywej tworzyla z osia Ox kat, réwny 45°.
6%. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcyi
il
==
przedstawic te funkcye graficznie i zbudowac jej asymptoty.
68. Zbadac przebieg zmiennosci funkcyi
__o+3
¥=2—3
i zbudowa¢ odpowiadajaca krzywa.
69. Zbadac przebieg zmiennosci funkcyi

2x

V=z—2
i przedstawi¢ ten przebieg zapomocg krzywej. Znalez¢ wszystkie
wartos$ci «, przy ktérych funkcya y jest zawarta migdzy 31 4.
70. Zbada¢ przebieg zmienno$ci funkcyi -

X
Y= _owtm’
gdzie m oznacza wielko$¢ stala.

Przedstawi¢ ten przebieg zapomoca krzywej i rozpatrzy¢
rézne przypadki, ktére moga mie¢ miejsce w zaleznosci od war-
tosci parametru m.

Rozwiazanie. Funkeya

e x
P v
jest ciggla dla wszystkich wartosci x, z wyjgtkiem tych, ktére zamienia-
3 na zero mianownik 22 — 22-+m. Ten trdjmian ma dwa pierwiastki
rzeczywiste i rézne przy obecnosci warunku m <1, dwa pierwiastki réw-
ne——przy m =1, i nie ma pierwiastkow, jezeli m=> 1.
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Pochodna funkeyi y wzgledem « jest

P i st T
g 38 s 2x+m)?’

Jezeli parametr m jest dodatni, wowezas ta pochodna staje sie zerem przy
na y' jest stale ujemna.

Wartoci osobliwe parametru m, sg to wartosei O i 1,

Przypadek |. m<O. '

W tym przypadku, funkeya y jest nieciggla przy dwéch warto-
Sciach 2, majgcych znaki rézne, i ktére to wartodei oznaczymy przez o i B;
poniewaz pochodna y” jest tutaj stale ujemna, przeto funkcya y stale ma-
leje, i tablica zmian przedstawia sie, jak to ponizej:

oc’——oo o. 0 g + oo
B 8 Bl S, S B ok e O
y 0% —oo|+ o0 \O\—oo’—l-oo S0

Na rysunku 1 przedstawiona jest odpowiadajaca krzywa. Krzywa
ta przechodzi przez poczatek uktadu O, i styczna w tym punkcie ma spél-

i | . 1 : ;
! J :K czynnik katowy = Ty poniewaz granica
' i
i 1
— ; N\ 0 ! .z' ulamka - przy ®=0 réwna si¢ — . Szu-
| NA ! x m
\: bt kajmy polozenia krzywej wzglgdem tej
E 5 stycznej; oznaczmy przez Y rzedng stycz-
' ! nej; bedziemy mieli
— 2 (p—
Rys 1. y—¥= & e 2? (z—2)

?—2x4+m  m  m(x?—2x+m)

Dla wartosei «, blizkich do zera, y — Y jest dodatnie, i krzywa jest
polozona, jak to na rys. 1.

W szezegélnosei, y— Y staje sig zerem przy =2, zatem styczna
w punkcie poczagtkowym przecina krzywg w punkcie 4, ktérego odcigta
=2; z latwoscia widzimy, ze ta liczba zawiera sig migdzy a i f3.

Przypadek Il. m=0.
Rownanie sprowadza sig do réwnania
i 1

2?2 =z@—2)

Krzywa rozpada sie na dwie: jedng — o§ y, czyli x=0, i druga—

y=

hiperbolg réwnoboczng y=x—1———2, albo (x - 2)y=1. Ta hiperbola ma
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za asymptoty dwie proste ®=2, y=0. Budowa jej nie przedstawia za-
dnej trudnosei.
Przypadek lll. O<m<1.

Mianownik funkeyi y przybiera dwa pierwiastki dodatnie o i 3,
a licznik pochodnej staje si¢ zerem przy dwoéch wartosciach -+ V m. Po-
réwnajmy V m z o i B; zastepujac x przez V' m w tréjmianie x2— 22-+m,
otrzymamy

2m — 2V m, albo 2V m (V m—1),

co jest iloscig ujemng. Otoz, V'om jest zawarty migdzy o i f. Zauwaz-
my takze, Ze pochodna y' jest ujemng dla wartoéci 2, polozonych ze-
wnatrz przedziatu ( — VF, =+ V?z-) i dodatnig dla wszystkich wartosci
tego przedzialu. Mamy wigc tablicg nastgpujaca:

@ ‘—OO —Vm o o Vm B 400

T L N T D,
Y lON min, ¢ 0 +oo‘—ooi’maoc.\—oo oo ™ O

N

i krzywg odpowiadajgcy (rys. 2).
J

—ﬁoecﬁ

2

Rys. 2.
Przypadek IV. m=1.

8

|
!
!
|
|
|
|
|
1
t
1
I
t
I
!

W tym przypadku mamy
1 . 41
e VT T
D=0 —1 0 +1 + oo
Uil T i 3= ! T e
Y |0 N =} 4.0 7 +oo400 N 0

Nalezy zauwazyé, Ze y nie zmienia y
znaku, gdy x przekracza wartos¢ =1, po- l/
1 0

niewaz ta wartos$é jest pierwiastkiem pod-

|
:
Lolf
woéjnym mianownika. \"(I i z
Stad wyprowadzamy forme krzywej E

(rys. 3). Rys. 3.
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Przypadek V. m=>1.

Mianownik nie staje sig zerem; pochodna ma zawsze dwa pierwiast-

Lo —Vm 0 +Vm + oo

y | R s ey e
B R R R S T T e

Budujemy odpowiadajacg krzywa (rys. 4).

J
—Vam O’ﬂ\
\V" Yot L0

Rys. 4.

71. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcyi
y—=V10z—a1—9
i przedstawic¢ ten przebieg zapomocg krzywe;j.
72. Wielkos$ci zmienne x i y czynig zado$¢ réwnaniom:

2
x"'—'t__*_ 1)

e

Znalez¢ zwigzek miedzy zmiennymi « i y, zbadaé¢ ten zwia-
zek i zbiidowa¢ odpowiadajgcg krzywa.

Il. Funkeya liniowa i dyskusya réwnania liniowego.

73. Kupiec kupit @ butelek wina po 5 rubli za butelke. Po
dolaniu do tego wina jeszcze 4 butelek wody, kupiec sprzedat mie-
szaning po 3 ruble za butelke. Ile kupiec zyskat na tej sprzedazy?

Zbada¢, jakie warunki powinna spetnia¢ liczba @, aby zysk
byt dodatni, ujemny lub zerowy. Przedstawienie graficzne.

74. Do 10 butelek wina w cenie po 5 rb. za butelke dolano
tyle wody ¥, aby butelka rozcieficzonego wina mogta by¢ sprzeda-
wana bez zysku i bez straty po z rubli za butelke.
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1) Ile butelek wody dolano?

2) Znalez¢ warunek mozliwosci zadania.

3) Uwazajac y jako funkcye jednoznaczng zmiennej x, zba-
dac te funkcye, podac jej przedstawienie graficzne i na otrzymanym
wykresie pokaza¢ obszar mozliwosci zadania.

v5. Wiadro ptynu zawiera mieszaning wody i spirytusu,
przyczem ilo§¢ spirytusu stanowi 40% ilosci calej mieszaniny; do
tego plynu dolewamy wode w takiej ilosci y (wiader), aby w otrzy-
manej mieszaninie ilo$¢ spirytusu wynosita x%. Liczba y jedno-
znacznie zalezy od .

1) Znalezé zwigzek migedzy = i y w postaci réwnania y=/f(x)
i poda¢ warunek, ktéry winna spetniac liczba x, aby zadanie byto
mozliwe.

2) Zbada¢ ten zwigzek i zbudowa¢ odpowiadajacq krzywa.

3) Rozwigza¢ zadanie w przypadkach szczegélnych, kiedy
=12, 4,6, 121t d.

%6. Z dwoch gatunkéw herbaty po 315 rb. za funt, kupiec
zrobit mieszaning w ilosci 20 funtow, ktéra nastepnie sprzedat bez
zysku i bez straty po @ rubli za funt.

1) Ile funtéw herbaty kazdego gatunku mial kupiec?

2) Jaki warunek powinna spetnia¢ liczba @, aby zadanie by-
to mozliwe.

3) Rozwigza¢ zadanie w przypadku szczeg6lnym, gdy a=41/,,
i poda¢ przedstawienie graficzne.

7%. W dwoch koszykach znajdujg si¢ jabtka, przyczem
w pierwszym dwa razy wigcej, niz w drugim. Do pierwszego ko-
szyka zostato dotozono 5, a do drugiego a jabtek, poczem okazato
sig, ze w drugim koszyku jest jablek dwa razy wigcej, niz w pierw-
szym. lIle bylo jablek poczatkowo w kazdym koszyku?

Jakiemu warunkowi powinna by¢ poddana liczba @, aby za-
danie byto mozliwe? Jaki warunek winna spetnia¢ liczba a, aby
iloéci jablek w kazdym koszyku byly liczbami catkowitemi? Ozna-
czajac przez y liczbg jablek w drugim koszyku, przedstawic gra-
ficznie zwigzek miedzy ¥ i a.

78. Ojciec ma a lat, a syn ma b lat. Za ile lat stosunek lat
ojca do lat syna bedzie réwnat si¢ n? Dyskusya.

Rozwiazanie. Niech to ma miejsce za x lat; réwnanie zadania jest:

a+x=n(b+x);
skad a—nb

w:nl-........(l)
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Badanie. n jest liczba, wigkszg od 1, zatem mianownik jest rézny

od zera i dodatni. Co do licznika, mozliwe sg trzy zalozenia:
a>nb; a=nb; a<nb.

1. a>mnb.—Przy obecnodci tego warunku, licznik i, co za tem
idzie, x jest dodatni.

Ta warto$é dodatnia  daje bezposrednia odpowiedz na zadanie, to
jest, ze w prayszloéei, po przeciggu liczby lat, wyraionej wzorem (1), oj-
ciec bedzie n razy starszy od syna. W rzeczy samej, stosunek lat ojca

b s 8 i
do lat syna obecnie réwna sig 5 (utamk. niewl.); stosunek ten powinien

¢ AT Sk i a :
81¢ zmnie)szy¢, poniewaz z warunku a=>nb znajdujemy n < ~5 1 8 Wiemy,

ze dodajac jednakowo do obu wyrazéw ulamka niewlasciwego, zmniejsza-
my jego wartogé.

2. a=nb.—W tym praypadku licznik wzoru (1) staje sig zerem,
i jednoczesnie =0, Rozwiazanie to pokazuje, ze szukany fakt ma

. . . - a : ’y 4
miejsce obecnie, albowiem z warunku danego mamy o Eti czyli, ze juz

teraz stosunek lat ojca do lat syna ma zgdang warto$é n.
3. a<nb. — Licznik 2-a, a wige i sam x jest ujemny. W rzeczy

. i . a .
samej, obecnie stosunek lat ojca do lat syna =38 warunku za$ ma-

a

my, ze n > b S to jest trzeba, zeby ten stosunek powigkszyl sig; jasnem

jest, 7e to jest niemozliwe w przyszlodci, poniewaz, dodajgc jednakowo
do wyrazéw utamka niewlagciwego, nie zwigkszamy, lecz zmniejszamy je-
go wartosé.

Warto$é bezwzgledna rozwigzania ujemnego czyni zado§é réwna-
niu, otrzymanemu z pierwotnego przez zamiang @ na —, to jest — réw-
nfniu:

a—ax=n(b—x),
a wigc warto$é ta daje odpowiedz bezposrednig na zadanie: ,ojciec ma a
lat, syn—=b lat; ile lat temu ojciec byl n razy starszy od syna“?

a : :
W tej formie, przy danym warunku n>——, zadanie jest mozliwe,

poniewaz, odejmujgc jednakowo od obu wyrazéw ulamka niewlasciwego,
istotnie powigkszamy jego wartosé.
Zakoriczenie. Z powyzszego wynika, Ze nadajac rozpatrywanemu

zadaniu forme najogélniejszg: ,stosunek lat ojca do lat syna réwna sig %;
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wyznaczyé czas, w ktorym ten stosunek ma warto$é dang n“, — znajdzie-
my, ze wzér (1) daje dla wszystkich przypadkéw rozwigzanie zadania,
jezeli znaleziong liczbg lat bedziemy uwazali: w przyszlosei, gdy jest do-
datniq 1 w przeszloéci, gdy jest ujemna,

79. Oznaczajac przez y liczbg przekatnych, poprowadzonych
z jednego wierzchotka wieloboku, przez z liczbe jego bokéw, na-
pisa¢ zwigzek miedzy temi liczbami, zbada¢ ten zwigzek, przed-
stawi¢ go graficznie i nastepnie na otrzymanym wykresie pokaza¢
obszar mozliwos$ci zadania.

80. Dane sg dwie proste réwnolegle w odlegtosci AB = 3
i prosta zmienna, przechodzaca przez punkt C, polozony na AB
w odlegtosci =1 od punktu 4. Prosta ta przecina réwnolegle od-
powiednio w punktach M i N.

Odcinek AM =z jednoznacznie wyznacza odcinek NB, ktéry
oznaczmy przez y.

- 1) Znalez¢ zwiazek migdzy « i ¥ w postaci réwnania y=f(x).

2) Zbadac przebieg zmiennosci y, gdy « zmienia si¢ od —co
do -{-00, i przedstawi¢ ten przebieg graficznie.

81. Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC, w ktérym
AB=BC=a. Na boku BC, albo na jego przedluzeniu, obieramy
punkt M, ktérego odlegtos¢ od punktu B, czyli BM =x. Przez
punkt M prowadzimy prosta, réwnolegta do boku AB, przecinaja-
cg podstawg AC w punkcie N. Odcinek MN oznaczamy przez y.
1) Zaktadajac, ze odcinek x jest dany, znalez¢ diugos¢ od-
cinka . s

2) Zbadac¢ przebieg zmiennosci y, gdy « przybiera wszystkie
wartosci od —co do -}-co i podaé wykres tej zmiennosci.

82. Dane sg dwa kota, styczne do jednej i tej samej prostej
w punktach 4 i B (AB=a) i polozone z réznych stron tej prostej.
Na odcinku 4B obieramy punkt M w odlegtosci zmiennej  od
punktu B. Z punktu M prowadzimy styczng do kota (4) i ozna-
czamy ja przez y.

1) Znalez¢ zwigzek migdzy « i ¥y w postaci rownania y=f(x).

2) Zbada¢ przebieg zmiennosci ¢, gdy « zmienia si¢ od o do
a i przedstawic¢ ten przebieg graficznie.

83. Na prostej Ox od punktu O, w jednym i tym samym kie-
runku, odktadamy odcinki OA==a, OB=1"5 (a>>) i nastepnie do
prostej Ox wystawiamy prostopadie A4' i BB'. Na prostej 44’
obieramy punkt M w odlegtosci zmiennej « od 4(AM=x) i przez

Zbiér zadan. 2
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ten punkt prowadzimy réwnolegla. MN do Ox, przecinajacg BB’
w punkcie N. Oznaczmy przez K punkt przecigcia prostych BB’
i OM i przez y odcinek NK.
1) Znalezé zwigzek miedzy y i # w postaci rownania y=f(x).
2) Zbadac ten zwigzek i przedstawi¢ go graficznie.

84. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym przypro-
stokgtna AC=a (AC>> AB). Ze srodka przeciwprostokatnej BC
wystawiamy prostopadta, przecinajaca AC w punkcie D.

1) Oznaczajac AD przez =z i pole kwadratu, wystawionego
na AB przez y, wyrazi¢ pole y w funkcji zmiennej x.

2) W jakich granicach moze zmieniac si¢ «, aby zadanie by-
fo mozliwe? :

3) Zbada¢ przebieg zmiennosci pola y; przedstawic¢ ten prze-
bieg graficznie i na wykresie pokaza¢ obszar mozliwosci zaglania.

85. Dane jest koto O o promieniu =R. Z punktu 4, poto-
zonego zewnatrz tego kota, w odleglosci « od $rodka O, prowa-
dzimy dwie styczne do kota AP, AQ (P, () — punkty stycznosci).
Uktad, tak otrzymany, obraca si¢ dokota prostej 40, jako osi.

Oznaczajac przez y stosunek bocznej powierzchni stozka
APQ do powierzchni pozostatej czesci otrzymanej bryty obroto-
wej, znalez¢ zwigzek miedzy « i y w postaci réwnania y = f(z),
zbadac ten zwigzek i poda¢ przedstawienie graficzne.

86. Jeden z robotnikéw wyrabia dziennie @ fokci sukna,
a drugi w przeciggu tego samego czasu b lokci. Pierwszy juz wy-
robit ¢ tokci, a drugi o m tokci wigcej. Za ile dni od czasu obec-
nego, liczba tokci, wyrobionych przez jednego i drugiego bedzie
jednakowa? Dyskusya.

87. Dwa wodozbiory, z ktérych jeden zawiera juz a litréw,
a drugi b litréw, otrzymuja odpowiednio: pierwszy ¢ litrow a dru-
gi d litréw na godzing. Za ile godzin pierwszy wodozbiér bedzie
zawieral wody dwa razy wigcej, niz drugi. Dyskusya.

88. W m funtach wody morskiej znajduje si¢ p funtéw soli.
lle funtéw czystej wody nalezy dola¢, aby m funtéw mieszaniny
zawieraty tylko p’ funtéw soli. Dyskusya.

89. Poprowadzi¢ styczng wspélng do dwoch kot danych.

A. Konstrukeya stycznej wspélnej zewnetrzne;.

Niech odleglosé O7' punktu przecigeia styczne] wspélnej zewngtrz-
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nej z linig drodkéw od srodka O réwna sig x; promien OA=R; oa=R/;
Oo==d. Z podobiefistwa trojkatéw OAT i oaT mamy:
0Tt oT—=0A oo, albo, o (x—d)=R: R’
skad
dRr
2 ()

Rys. 5.

Dyskusya skladaé sig bedzie z trzech gtéwnych czgsei, zaleznie od
tego, czy mianownik R—-R' jest dodatni, ujemny lub réwny zeru.
I. R—R'>0, albo R>R/. Wartosé = jest w tym praypadku

dodatnia, skoficzona i >d, poniewaz Tl >1, a wiec punkt 7’ znaj-

duje si¢ na przedluzeniu linii Oo. Précz tego jest niezbednem, aby

dR
xz>d-+ R, albo AT >d+R'. Poniewaz R—R'>0, przeto, mno-
z3c obie strony przez te réznice, nie zmienimy znaku nieré6wnosci, zatym
. dR> (d+R')(R—R'),
skad
d>R—R'

Nierownosé jest speiniona, gdy 1) kola sg polozone jedno zewngtrz
drugiego, nie majgc punktéw wspélnych, poniewaz wéwezas d > nawet
R+ R'; 2) kola majg stycznosé zewngtrzng; 3) przecinaja sie. Réwnosé
za$ jest spelniona przy stycznosci wewngtrznej; w tym ostatnim przypad-

R—R"R 2
ku 2= (_R__;T),_:R, i punkt 7" zlewa sig z punktem stycznosei koél.

Gdy R'= 0, czyli kolo male sprowadza sig do samego $rodka, wéw-
czas warunek mozliwosci sprowadza si¢ do d>>R, a x=d,—rezultaty zro-
zumiale same przez sie. .

II. R—R'<0, albo R<R'. W tym przypadku 2 jest ujemne,
zatem punkt 7' znajduje sig na lewo od $rodka O. W tym praypadku od-
pada potrzeba powtérnego badania. uskutecznionego wyzej, poniewaz dla
wyznaczenia réznych potozen punktu 7' oczywidcie wystarczy przewrdcié
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rysunek poprzedni tak, aby mniejsze kolo znajdowalo si¢ na lewo od
wiekszego. :

III. R — R'=0, albo R= R/, to jest oba kola s3 réwne. Mozli-
‘we sg przytem przypadki nastepujace:

: dR : ; :
a) Jezeli d > O, T O, czyli, ze punkt 7' odsuwa si¢ w nie-

skonczonos¢. W rzeczy samej, w tym przypadku linie O4 i oa sg rowne
i rownolegle, zatem prosta a4 || Oo, i jej nie przecina, Rozwigzanie nie-
skoficzone w ten sposéb oznacza réwnoleglo$é wspélnej stycznej do linii
srodkéw. Rozwazajgc pytanie z innego punktu widzenia, mozna zauwa-
zy6, ze gdyby promienie, bedac najprzdd nieréwnemi, réznityby sie nie-
znacznie, punkt 7" znajdowalby sie na bardzo dalekiej odleglosci od pun-
ktu O, i ze jesli promienie beda dazyly do réwnosei, odlegtosé OT bedzie
wzrastala nieograniczenie; gdy promienie s3 réwne, punkt 7' odchodzi
w nieskonczonosé, i x=0o0.

1 i 0 ¢
b) Jezeli, przy R— R/'=0, i d=0, wéwczas o= i zadanie sta-

je sig nieoznaczonem. Istotnie, oba kola maja w tym przypadku wspdl-
ny $rodek i réwne promienie, czyli zlewajg sig; ani linia 4a, ani Oo nie
majg w takim rezie okreslonego polozenia, a wige i punkt ich przecigeia
jest zupelnie nieoznaczony.

¢) Wreszcie, jezeli R = R'=0, x rowniez przybiera postaé nieozna-

0 2 :
czong —o-. Nieoznaczonosé ta z latwoseig tlumaczy sig: oba kola sprowa-

dzajg si¢ do swych srodkéw, linia Aa zlewa sig z Oo, i punkt 7' moze byé
obrany zupelnie dowolnie na linii Oo.

Konstrukcya. Wzér (1) daje proporeye: (R —R') : R=4d : x, kté-
ra powiada, Ze « jest to odcinek czwarty proporcyonalny do trzech linii
R—R', Rid. Prowadzgc promien dowolny ON w kole o srodku O, od-
kladamy na nim odcinek NM=R'; otrzymamy OM—R —R'. Po-
Iaczywszy punkt M z punktem o, prowadzimy N7 || Mo; punkt T jest
punktem szukanym. Prowadzac z tego punktu styczng TA do kola O,
przekonamy sie, ze ta prosta dotknie i kola o.

B. Konstrukcya stycznej wspélnej wewnetrznej. Oznaczajac od-
leglosé O przez x, z podobiefistwa trojkatéw OBT, i 0b7; mamy:

s ___d—m
R R

ckad
dR
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<1, przeto zawsze x <d, czyli punkt

Dyskusya. Poniewaz % i

RI

T, znajduje si¢ miedzy $rodkami. Précz tego, odlegloéé T, 0 nie moze
dR ;

byé <R, inaczej, g > R, skad d>R-|-R', to jest kola muszy

byé polozone zewnqtri siebie. W przypadku granicznym, przy stycznosci
zewnetrznej k6t, d—R - R, i x =R, to jest punkt T, zlewa sig¢ z punk-
tem stycznosei kot

Gdy R'= 0, z=d, to jest punkt T, zlewa sig ze srodkiem O', do
ktérego w tym przypadku, sprowadza sig¢ drugie kolo.

. 0 : .
Wreszcie, jezeli R = R' =0, —x— 9 pankt 7, jest nieoznaczo-

ny: w samej rzeczy, w tym przypadku prosta Aa zlewa sig z linig $rodkéw.
Konstrukeya analogiczna do poprzedniej.

90. Obliczy¢ podstawe i wysoko$¢ prostokata, wiedzac, ze
ich suma réwna si¢ @ i ze jesli powigkszymy podstawe o 5, a wy-
soko$¢ o 4, wowcezas pole prostokata powigkszy sig 0 100 0. Dys-
kusya. '

91. Na przeciwprostokgtnej trojkata, ktorego przyprostokat-
ne rownaja si¢ 1 i 3, znalez¢ punkt tak, aby suma jego odleglosci
od przyprostokatnych réwnata sie /. Zbada¢ warunki, ktére musi
spetnia¢ dtugosc¢ I, aby zadanie byto mozliwe. Rozwiaza¢ zadanie
dwoma sposobami, wprowadzajac dwie niewiadome, lub tez tylko
jedna. : «
Wskazowka. Przyjac za niewiadome odlegtosci szukanego
punktu od przyprostokatnych.

92. Na przeciwprostokatnej trojkata, ktérego przyprostokat-
ne rownaja si¢ b i ¢, znalez¢ punkt, ktérego suma odlegtosci od
przyprostokatnych réwna sig dtugosci danej /. Dyskusya.

lli. Badanie trojmianu kwadratowego i dyskusya rownania
kwadratowego.

93. W potkole o srednicy AB=a jest wpisany trojkat ABC,
w ktérym przyprostokatna AC=uw; rzut tej przyprostokatnej na
srednic¢ 4B oznaczmy przez y.
1) Znalez¢ zwigzek migdzy « i ¥ w postaci réwnania y=f(x).
2) Zbada¢ ten zwiazek i zbudowa¢ odpowiadajgcq krzywa.
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94. Oznaczajac przez y liczbe wszystkich przekatnych wielo-
boku, przez x liczbe jego bokéw, znalezé zwigzek miedzy x iy
w postaci réwnania ¥ = f(x), zbada¢ ten zwiazek i przedstawi¢ go
graficznie. Na otrzymanym wykresie wskaza¢ obszar mozliwosci
zadania.

95. Dane jest potkole o Srednicy AC =4, ktérg przedtuzamy
do punktu D tak, aby CD =2.

Na poétkolu obieramy punkt B w odlegtosci=x od 4 (4B=xz),
i pole kwadratu, wystawionego na odcinku BD oznaczamy przez .

1) Znalez¢ pole y w funkcyi 2.

2) Zbadac przebieg zmiennosci tego pola, gdy = rosnie od O
do 4 i zbudowa¢ odpowiadajaca krzywa.

96. W trojkacie ABC bok AC=a, kat 4=45° i odcinek 4D
wyznaczony na boku AC przez prostopadta, poprowadzong z wierz-
chotka B na bok przeciwlegly, réwna si¢ .

1) Oznaczajac przez y kwadrat boku EC, wyrazi¢ y w zalez-
nosci od . 7

2) Zbadac¢ przebieg zmiennosci y, gdy = przybiera wszelkie
wartosci mozliwe i zbudowac odpowiadajaca krzywg.

97. Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny 4BC (4 —
wierzchotek kata prostego), ktérego wysokos¢ 40 jest rowna A.
Przez punkt M, potozony na tej wysokosci w odlegtosci =« od
wierzchotka 4, prowadzimy prostg rownolegta do BC, przecinaja-
cq AB w punkcie D. Dlugo$¢ odcinka DO oznaczmy przez y.

1) Znalez¢ dtugos$¢ y w zaleznosci od .

2) Zbadac¢ przebieg zmiennosci odcinka DO, gdy x przybie-
ra wszystkie warto$ci mozliwe i zbudowaé krzywa zmiennosci.

98. W réwnaniu kwadratowem

22+ 2—a)x—a—3=0
wyznaczy¢ @ w ten sposob, aby suma kwadratow pierwiastkow te-
go réwnania byta minimum. Obliczy¢ to minimum.

99. Dane jest koto o $rednicy AB=2R i odcinek AC na tej
srednicy, =22 (0 < x <t R).

1) Znalez¢ x tak, aby potega punktu, dzielacego odcinek 4C
na dwie réwne czgsci, byta réwna wartosci danej 7

2) Wskaza¢ warunek, ktéry winna spetnia¢ liczba /2, aby za-
danie byto mozliwe, poda¢ najwigkszgq mozliwg warto$¢ 2 i odpo-
wiadajaca jej wartosc z.

3) Wykaza¢, ze w przypadku mozliwosci, zadanie ma jedno
i tylko jedno rozwiazanie.
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100. Dany jest odcinek 4 B=a i prosta L, réwnolegta do AB,
przechodzaca przez punkt C, znajdujacy si¢ w jednakowej odlegto-
§ci = b od punktéw 4 i B.

1) Na prostej L znalez¢ punkt M tak, aby odlegtos¢ AM by-
ta rowna dtugosci danej | (CM=x).

2) Zbada¢ warunek mozliwosci zadania, wskaza¢ najmniej-
sza mozliwa warto$¢ I i odpowiadajaca jej wartos¢ .

3) Wykazaé, ze zadanie ma naog6t dwa rozwigzania, zwig-
zane zaleznoscig

z ey =—a.

4) Biorac pod uwage, ze z moze przybiera¢ wartosci dodat-
nie i ujemne, znalez¢ warunki, ktére winna spetnia¢ dtugos¢ 7, aby
1) oba pierwiastki byly ujemne, 2) jeden dodatni, a drugi ujemny,
3) jeden réwny zeru.

5) Oznaczajac diugo$¢ odcinka AM przez y i uwazajac y ja-
ko funkcye jednoznaczng x, zbadac t¢ funkcye, przedstawic jg gra-
ficznie i otrzymane rezultaty poréwnac z poprzednimi.

101. Warunki zadania poprzedniego. Odcinek AM zastgpic
przez odcinek BM i rozwiaza¢ analogiczne zagadnienie.

102. Odcinek AB=a jest podzielony na dwie czg¢sci w pun-
kcie M.

1) Zbada¢ zmiany sumy podl két, majacych za $rednice od-
cinki AM i BM.

2) Zbada¢ zmiany sumy objetosci kul, majacych za $rednice
powyzsze odcinki.

103. Na bokach kwadratu ABCD budujemy réwne odcinki
AE=BF=CG=DH=x; oznaczmy przez y pole kwadratu
EFGH: pole y jednoznacznie zalezy od zmiennej z.

1) Znalez¢ zwigzek miedzy « i ¥ w postaci réwnania y=f(x).
|z zmienia sie od — oo do - o).

2) Zbadac¢ ten zwigzek i zbudowac¢ odpowiadajaca krzywa.

3) Obliczy¢ z doktadnoscia do 71}075 pole y, jezeli AB=©6,
a dlugo$¢ x = przekatnej kwadratu ABCD.

104. Na bokach = «a tréjkata réwnobocznego ABC buduje-
my réwne odcinki A D=CF=BE=x. Pole tréjkata DEF oznacz-
my przez y.

1) Wyrazi¢ pole y w zaleznosci od .

2) Zbada¢ zmienno$¢ y i przedstawic {'a graficznie.
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105. Dane sg dwie osie prostokatne Ox, Oy i kolo o promie-
niu = R, majace punkt O za $rodek. Na okregu tego kota obiera-
my punkt M, z ktérego prowadzimy prostopadte MA i MB odpo-
wiednio na osie Oz, Oy. Uwazajmy promieri kota, wpisanego
w tréjkat OAB.

1) Wyznaczy¢ polozenie punktu M tak, aby ten promiefi
rownat si¢ wartosci danej ». (Przyja¢ za niewiadoma odlegtos¢
O4A=a).

2) Znalez¢ warunki, ktérym powinien czyni¢ zado$¢ pro-
mien 7, aby zadanie bylo mozliwe, poda¢ najwieksza mozliwa
warto$¢ 7 i znalez¢ odpowiadajacg warto$¢ .

3) Wykaza¢, ze zadanie ma naog6t dwa rozwigzania, zwia-
zane zaleznos$cia

Z, 2+ z24?=R2.

4) x jednoznacznie wyznacza 7. Zbadaé przebieg zmiennosci
r, gdy x przybiera swoje wartosci mozliwe (O<x<R), i poréwnac
otrzymane rezultaty z otrzymanymi poprzednio.

106. W tréjkacie prostokatnym stosunek sumy przyprosto-
katnych do przeciwprostokatnej réwna si¢ @; pole tego tréjkata
réwna sie .

1) Znalez¢ boki tego trojkata.

2) Wykaza¢, ze warunek mozliwosci zadania wyraza sig
wzorem :

(A
3) Rozwigzac¢ zadanie w przypadku szczegélnym, kiedy
a= Z, i6=06.

10%. Trojkat prostokatny, w ktérym przeciwprostokatna
BC=a i kat ABC ==, jest wpisany w péikole. Styczna w punk-
cie C przecina 4B w punkcie D.

1) Wyznaczy¢ kat = tak, aby suma 2AB-}AD byla réwna
dtugosci danej 1. :

2) Znalez¢ warunek mozliwosci zadania, poda¢ najmniejsza
warto$¢ / i odpowiajacg jej wartos¢ .

3) Wykaza¢, ze w przypadku mozliwosci zadanie ma tylko
jedno rozwiazanie.

4) Przyjmujac za niewiadomg bok A B=y i biorgc pod uwa-

ge zwigzek cos x:%, znalez¢ rownanie zadania wzgledem v,
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zbadaé to rownanie i poréwnaé rezultaty z otrzymanymi po-
przednio.

108. Na prostej nieograniczonej dane sg dwa punkty 4 i B
w odleglosci = 4. W punktach 4 i B wystawiamy prostopadte, na
ktérych bierzemy odpowiednio dwa punkty M i N tak, aby MA=3
i NB=5. Na prostej AB obieramy punkt C w odlegtosci = z od
punktu 4 (40=x).

Suma kwadratow MC?-4 NC? ktéra oznaczymy przez y,
jednoznacznie zalezy od x.

1) Znalez¢ zwigzek miedzy z i y [y==f(2)].

2) Zbadac¢ ten zwiazek, gdy x przybiera wszelkie wartosci
mozliwe, i zbudowac¢ odpowiadajgcg krzywa.

109. W tréjkat ABC, ktérego podstawa AC=12, a wysokos¢
BD=6, wpisujemy prostokat o wysokosci =z.

1) Znalez¢ x tak, aby pole tego prostokata rownalo si¢ war-
tosci danej /2.

2) Wskaza¢ warunki mozliwosci zadania, podac najwigksza
mozliwg wartos$¢ /? i odpowiadajaca jej wartos¢ .

3) Wykazaé, ze zadanie ma naogét dwa rozwiazania, zwiaza-
ne zalezno$cig

.+ 2,=6.

4) Oznaczmy pole prostokata przez y. Uwazajac y jako
funkcye jednoznaczng zmiennej niezaleznej x, zbada¢ tg funkcye
i otrzymane rezultaty poréwnac z poprzednimi.

110. Odcinek dany AB=a jest podzielony w punkcie ¢ na
dwie czesci, z ktorych AC =z.

1) Wyznaczy¢ warto$¢ # w ten sposéb, aby suma pél kwa-
dratéw (albo tréjkatéw rownobocznych), wystawionych na odcin-
kach 4C i CB byta réwna liczbie danej /2.

2) Znalez¢ warunki mozliwosci zadania, poda¢ najmniejsza
mozliwa warto$¢ /2 i odpowiadajaca jej wartos¢ z.

3) Wykaza¢, ze zadanie ma naogét dwa rozwigzania, zwia-
zane zaleznos$cia

x, + 2z, —a.

4) Oznaczajgc przez y sume pol kwadratow (albo trojkatow
réwnobocznych) i uwazajac ¢ jako funkcye jednoznaczna zmien-
nej , zbadac tg funkcye i poréwnac rezultaty z poprzednimi.

111. Dany jest okrag kota o $rednicy AB — 2R, na ktérym
obieramy dwa punkty C i P, potozone z réznych stron $rodka ko-
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ta O: punkt C — w odlegtosci, réwnej % R od 4, i punkt P—

w odlegtosci OP:%— R od $rodka O. Na tym okregu porusza

sie¢ pewien punkt M.

1) Oznaczajac przez x rzut zmienny promienia OM na Sred-
nicg AB i przez y—sume kwadratéw odlegtosci punktu M od pun-
ktu C'i od prostopadtej, poprowadzonej do 4B w punkcie P, wy-
razi¢ y w funkcyi zmiennej z.

2) Zbada¢ przebieg zmienno$ci y, gdy « zmienia si¢ od — R
do 4R, i zbudowa¢ krzywa, odpowiadajaca tej zmiennosci.

112. Wewnatrz kuli O wycieto kule spotsrodkowa o promie-
niu mniejszym o 3 em. Niech  oznacza promieni mniejszej kuli,
a y—objetos¢ pozostatej po wydrgzeniu bryty.

1) Znalez¢ zalezno$¢ miedzy zmiennymi z i y.

2) Zbadac¢ te zaleznos$c i zbudowaé odpowiadajgca krzywa

113. Opisac¢ na kuli danej stozek tak, aby stosunek jego po-
wierzchni zupetnej do powierzchni kuli rownat sie liczbie danej m.
Zbadac¢ warunek, ktéry powinna spetnia¢ liczba m, aby zadanie
byto mozliwe, i wykaza¢, .ze w przypadku mozliwosci zadanie ma
naogo6t dwa rozwigzania.

Krotkie rozwiazanie. Biorge za niewiadomg wysokos$é stozka ax,
otrzymamy réwnanie zadania:

22— 4mRx+8mR?=0.

Aby pierwiastek 2 odpowiadal zadaniu, nalezy, aby ten pierwia-
stek byl rzeczywisty, dodatni i wigkszy od 2R. Warunek rzeczywistosci
jest m>2. Oba pierwiastki sg dodatnie; pozostaje do spelnienia trzeci
warunek: kladge w réwnaniu z=2R, otrzymamy f(2R)=-}4R? czyli
rezultat znaku jednakowego ze spolezynnikiem przy 2. Wnosimy stad,
ze 2R zawiera si¢ zewnatrz pierwiastkéw, — a wige oba pierwiastki sg
< 2R, albo oba s3 > 2R. Suma pierwiastkéw =4mRE, a poniewaz m>2,
zatem suma pierwiastkow jest >>8R; wobec tego oba pierwiastki nie mo-
ga byé <2R, w przeciwnym razie ich suma bylaby <4R. Otéz oba
pierwiastki sg wigksze od 2R, i zadanie ma dwa rozwigzania,

Przy jakiej wartosci m zadanie ma tylko jedno rozwigzanie?

114. Kulg dang o promieniu = R przecia¢ plaszczyzng tak,
aby objgtos¢ otrzymanego odcinka kulistego réwnata sie objeto-
$ci walca, majgcego tg¢ samag podstawe, a wysoko$¢, réwng odle-
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glodci srodka kuli od tej wspdlnej podstawy. Wykaza¢, ze zada-
nie jest zawsze mozliwe i posiada jedno i tylko jedno rozwigzanie.

Wskazowka. Oznaczy¢ przez x (< R) wysoko$¢ odcinka ku-
listego.

115. W tréjkacie prostokgtnym przyprostokatne sa o i c.
Wyznaczy¢ na przeciwprostokatnej punkt tak, aby suma kwadra-
téw odlegtosci tego punktu od przyprostokatnych byta réwna war-
tosci danej m?® Obierajac za niewiadomg jedng z tych odlegio-
Sci x, zbadac otrzymane rownanie i wskaza¢ warunek mozliwosci
zadania; rozpatrzy¢ trzy przypadki:

1). bi<m?,- 2) b2>m?, 3)b* =m’.

Wskazowka. Wzig¢ pod uwage, ze x moze przybiera¢ war-
tosci tak dodatnie, jak i ujemne.

116. Dany jest trojkat ABC i srodkowa AD; na tej srodko-
wej obieramy punkt M tak, aby jego odlegio$¢ od punktu D byta
réwna z. Srodkowa 4D=m, bok BC=a.

1) Oznaczajac przez y sum¢ MA>-+M B>+ MC?, znalei¢ y
w zaleznosci od .

2) Zbadac przebieg zmiennosci y i zbudowac odpowiadajgcq
krzywag.

117. Dana jest prosta Oz i punkt C, wyznaczony przez kat
COz=a. i odlegtos¢ OC=r. Przez punkt O, z jednej i drugiej stro-
ny prostej Oz, prowadzimy dwie proste OA, OB, tworzace z Ox

H
0

réowne katy @, i nast¢pnie z punktu C—prosta, dzielgcg si¢ w tym
punkcie na dwie cze$ci réwne.

Wyznaczy¢ kat z w ten sposéb, aby iloczyn 04 . OB byt
réowny kwadratowi odcinka danego a. Dyskusya.

Krotkie rozwiazanie.

a<m<%, albo 20 <2x<m,
1
»—270A . OB . sin 22=0A4 . r sin (x—a)= 0B . r sin (x+a),
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skad
OA-——:2T si'n (wj—g) ,
sin 22
P oo
sin 2
Rownanie zadania:
47r? sin (x+ a) sin (z—a) =a? sin? 2z,
albo

27r%(cos 20—=cos 2x)=a? sin? 2x
i ostatecznie
a? c0s22x—2r2 cos 2z + 212 cos 20—a2=0.

Ze zwigzku 200<2x<m
wynika zwigzek —1 <cos 2x <cos 2a.

Nalezy sig przekonaé, ze cos 20. zawiera sig migdzy pierwiastkami
rownania, za§ —1 zewnatrz pierwiastkéw: zadanie ma jeduo tylko roz-
wigzanie,

118. P1zez punkt C, potozony na dwusiecznej kqta prostego
BOE (O—wierzchotek) w odlegtosci, réwnej d, od jego bokéw, po-
prowadzi¢ linig¢ prosta BE tak, aby pole tréjkata BOE miato war-
tos¢ dang /2. (Oznaczy¢ przez x bok OF).

Zbada¢ warunek mozliwosci zadania, poda¢ najmniejsza mo-
zliwg wartos$¢ 12 i odpowiadajacq jej warto$¢ , i wykazaé, ze za-
danie ma naog6t dwa rozwigzania, zwiazane zaleznoscia.

21
x1+x2:'7” g

119. W koto o promieniu danym R jest wpisany tréjkat row-
noramienny BAC (AB=AC), w ktérym kat przy wierzchotku
BAC=2x.

1) Znalez¢ w funkcyi « promiefi 7 kota, wpisanego w tréjkat
BAC.

2) Zbadac przebieg zmiennosci promienia i przedstawic te
zmiennos¢ graficznie.

Krotkie rozwiazanie:

AB :
e —,E—q~=2R; AB=2R cos x; BC=2R sin 2z.
sin C . sin 22

1 1
?(2AB+ BO)T:»E AB? sin 2z,
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skad
AB? sin 22 4R? cos? x sin 22
24B+BC 4R cos €+ 2R sin 2x

AR coszac sin

==

=2R sin x(1—sin x).

1+ sin ®
Tablica zmian.
T

P 0 300 T
& 2
R ik

el rE g
/o : ' B

120. Wyrazi¢ y — cos 4a w funkcyi
¢ =cosa

Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcyiy i przedstawi¢ ten
przebieg zapomocq krzywej.

121. Dany jest stozek obrotowy, w ktérym promien pod-
stawy — R, a wysokos¢ =h. Niech P bedzie ptaszczyzng, row-
nolegla do podstawy stozka, poprowadzong w odlegtosci = 2 od
tej podstawy i przecinajaca stozek wedtug kota C.

Uwazajmy powierzchni¢ zupeing y walca, wpisanego w ten
stozek i majgcego za podstawe koto C.

1) Znalezé zwigzek miedzy zmiennymi y i x w postaci
réwnania y=f(x).

2) Zbadac¢ przebieg zmiennosci powierzchni ¢ i zbudowac
odpowiadajaca krzywa (O<z<h).

3) Rozpatrzy¢ przypadek, w ktérym krzywa zmian sprowa-
dza sig¢ do prostej, i poda¢ wykres tej degeneracyi.

122. Koto o promieniu R jest styczne do dwoch prostych
prostopadtych Ox, Oy. Z punktu M kota prowadzimy prostopa-
die MA, MB na Oz i Oy. Wyznaczy¢ punkt M tak, aby promief
kota, wpisanego w trojkat OAB, byt réwny dtugosci danej r. Dys-
kusya.

Rozwiazanie. Zadanie sprowadza sig do wyznaczenia diugosci Ole.

Polézmy OA=x i OB=y, mamy OM>=x2- 2.

Kolo J, styczne do Ox, Oy, ma za réwnanie

(2=RYP+(g—RBP=BL " . o0

Z trojkata prostokatnego OAB, w ktérym przyprostokatne sg x i y,

a przeciwprostokatna réwna siQ x4y —2r; mamy

y=(x+y— il S e
http //r(cmyorg pl 3



Podstawiajgec w to ostatnie réwnanie warto$é na (x2+-y2), znalezio-
ng z réwnania (1)
22 +y*=2R(r+y)—R?

i porzgdkujgc wzgledem (z+y), otrzymujemy

(x4y)*—2(R+42r) (z+y)+ R+ 4r2=0,
skad

z4y=R~+2r+2VRr.

Podstawiajac te wartodé na (z4-y) w réwnanie (1), ostatecznie
b i M= 2 2= (RAEWEFY . . . . (2)

W ten sposéb wyznaczymy punkt M, jako przecigcie kola (1) z je-
dnym z ko6t (2), ktérego $rodek jest to punkt O i promien

OM=R—+ 2V Rr.

Dyskusya. Aby kolo J przecinalo jedno z két O, trzeba i wystar-
cza, aby odleglo$¢ srodkow OJ =RV?2 byla zawarta miedzy réznics i su-
mg promieni. Mamy wigc

| VB | < RVE<2(R-VRr).

Nieréwnosé pierwsza, po podniesieniu do kwadratu, praybiera

postaé

r<g;
9’

Druga nier6wno$é jest oczywiscie zawsze spelniona ze znakiem —-
przed pierwiastkiem, a wzigta ze znakiem —, prowadzi do warunku

2VRr <R(2 —V2),
albo

r<e (8—202).
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Wynik dyskusyi jest nastgpujacy: poniewaz 3 —2 V2 < 1, przeto
1) jezeli 0< r<»§ 3 — 2V~27), mamy 4 rozwigzania;

2) jezeli _2@ 38— 2V2_) <rc I;, mamy tylko 2 rozwigzania;

3) jeZelir-———% (3 —2V2) albo r=§, wéwezas jedno z két O
dotyka kota J, i zadanie ma najwyzej 3, albo 1 rozwigzanie.

123. Dany jest odcinek 4AB=13 i prosta nieograniczona A,
przecinajgca odcinek 4B w punkcie C, potozonym migdzy 4 i B,
tak ze AC=4. Na prostej A obieramy punkt M tak, aby CM =z,
i nastepnie opisujemy na tréjkacie ABM koto, przecinajace prostq
A w punktach K i L.

1) Znalez¢ odcinek z tak, aby dtugo$¢ LM miala wartosc
dana I.

 2) Znalez¢ warunek mozliwosci zadania, poda¢ najmniejsza
mozliwg wartos$¢ I i odpowiadajaca jej wartos¢ x.

3) Wykaza¢, ze zadanie ma naogo6t dwa rozwigzania, zwigza-

ne zaleznos$ciq
iz, =1.

124.°W po6ikole o $rednicy =a jest wpisany tréjkat ABC,
w ktorym przyprostokatna AC=z.

1) Wyznaczy¢ diugo$é¢ « tak, aby obwéd tréjkata ABC row-
nal sie wartosci danej /.

2) Znalez¢ warunek mozliwodci zadania, podac¢ najwigkszg
warto$¢, ktorg moze przybiera¢ obwdd [, i odpowiadajacq jej war-
tos¢ .

3) Wykaza¢, ze zadanie ma naogét dwa rozwigzania, zwia-
zane zaleznoscig

z? |z, =al

125. Na kole o promieniu =7 jest opisany tréjkat prosto-
katny 4BC, ktérego przyprostokatna AC=x.

1) Wyznaczy¢ diugo$¢ « tak, aby przeciwprostokatna tréjka-
ta’ABC miala warto$¢ dang /.

" 2) Znalez¢ warunek, ktéremu powinna czyni¢ zado$¢ diu-
go$¢ I, aby zadanie bylo mozliwe:

3) Wykaza¢, ze zadanie ma naog6t dwa rozwigzania, zwigza-
ne zaleznoscig

Ty it =l0,

4) Przy jakiej wartosci / zadanie ma tylko jedno rozwiazanie?
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126. W kule o promieniu =R wpisano stozek, ktorego prze-
kroj osiowy jest tréjkatem réwnobocznym: Nastepnie uktad ten
przecigto ptaszczyzng, réwnoleglg do podstawy stozka, w odleglo-
sci =z od jego wierzcholka.

Oznaczmy przez y pole pasa kotowego, zawartego pomiedzy
stozkiem a kulg.

1) Wyznaczy¢ pole ¥ w funkcyi zmiennej «.

2) Zbada¢ przebieg zmiennosci y i zbudowaé krzywg, odpo-
wiadajqcg tej zmiennosci.

127. Dana jest kula O o promieniu OB==R i wpisany w nig
stozek SAB. Podstawg stozka SAB jest wielkie koto kuli, prosto-
padfe do promienia SO. Kule i stozek przecinamy ptaszczyzng P.
Odleglos¢ tej ptaszczyzny siecznej od srodka kuli O oznaczamy
przez x. Przekroje, otrzymane w przecieciu, sa kotami spotsrod-
kowymi. Pole pierscienia, zawartego pomiedzy tymi kotami, ozna-
czamy przez y. Pole y jednoznacznie zalezy od .

1) Znalez¢ pole y w funkcyi zmiennej .

2) Zbada¢ przebieg zmienno$ci % i zbudowac odpowiadajacq
krzywa.

128. Stozek S$ciety i walec majg wspélng podstawe i wyso-
kos¢. Oznaczmy przez = stosunek promieni obu podstaw stozka
Scigtego. Przez y oznaczmy stosunek objetosci stozka Scietego do
objetosci walca.

1) Znalez¢ réwnanie, wyrazajgce zwigzek, miedzy z i y.

2) Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcyi y i wykresli¢ odpo-
wiadajacq krzywa.

129. Dana jest kula o promieniu = R. Prostopadle do s$red-
nicy danej AB, w odleglosci =« od 4, prowadzimy plaszczyzne P,
przecinajgcg AB w punkcie C, i nastgpnie budujemy dwa stozki,
majace za podstawg wspodlng przekrdj kuli przez plaszczyzne P
i za wierzchotki—punkty 4 1 B.

1) Znalezé odleglos¢ x tak, aby stosunek sumy objetosci
tych stozkéw do objgtosci kuli o $rednicy AC by{ réowny liczbie
danej m.

2) Wykaza¢, ze zadanie ma jedno tylko rozwigzanie i jest
mozliwe przy wszelkiej wartosci m.

3) Rozpatrzy¢ przypadek, gdy m=0, i przedstawi¢ go gra-
ficznie.

130. Dana jest bryla, utworzona z dwéch stozkéw obroto-
wych, wierzchotkami przeciwlegtych i majacych kat przy wierz-
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chotku =2a. Odlegtos¢ podstaw tych stozkéw =h. Oznaczmy
przez x wysokos¢ jednego z tych stozkéow (0 < < h), przez y po-
wierzchnig zupetna bryly. Powierzchnia y jednoznacznie zalezy
od z.
1) Znalez¢ zwigzek miedzy x i y w postaci réwnania y=f(z).
2) Zbada¢ przebieg zmienno$ci powierzchni ¥ i zbudowaé
krzywa, odpowiadajaca tej zmiennosci.

131. Dana jest kula o $rednicy AB=2R i ptaszczyzna, pro-
stopadta do tej Srednicy, przeprowadzona w odlegtosci =x od B
i przecinajaca kule wedlug kota C. Oznaczmy przez y sume obje-
tosci odcinka kulistego, majgcego wysokos¢ =u, i stozka, ktérego
podstawa jest koto C' a wierzchotkiem punkt A.

1) Uwazajac y jako funkcyg jednoznaczng zmiennej

z (0 <z <2R),
wyznaczy¢ te funkcye w postaci réwnania y = f(x).

2) Zbadac przebieg zmiennosci tej funkcyi i zbudowaé odpo-
wiadajaca krzywa.

132. Dane jest koto O o promieniu =R i dwie $rednice pro-
stopadie 4’4, B'B. Punkt M, wziety na okregu, lgczymy ze $rod-
kiem kota O, z punktu M prowadzimy prostopadta MP na B'B
i wreszcie w punkcie M prowadzimy styczna do kola, przecinaja-
cg Srednice B'B w punkcie (). Polozenie punktu M na okregu
jest w zupetnosci wyznaczone przez odlegtos¢ OP=z.

1) Znalez¢ x tak, aby stosunek objgtosci bryty, powstatej od
obrotu tréjkata OMP koto Srednicy 44', do objetosci bryty, po-
wstatej od obrotu tréjkata PQ)M koto tejze srednicy, réwnat sie da-
nej dodatniej liczbie k (V=EkV).

2) Wykaza¢, ze zadanie jest mozliwe przy wszelkiej warto-
$ci & 1 posiada jedno i tylko jedno rozwigzanie.

(Rownanie zadania jest nastepujace:

2(k—+1)zt—EkR**—ER*=0).

133. Podzial odcinka w stosunku sSrednim @ skrajnym. Od-
cinek dany 4B podzieli¢ w punkcie D na dwie czesci tak, aby
wigksza czgS¢ AC byta $rednig proporcyonalng migdzy mniejszg
czescig BC i odcinkiem AB.

Rozwiazanie. Z warunkéw zadania mamy AC?=AB , CB, albo,

Zbiér zadan. 3
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oznaczajac odcinek 4B przez a, cuagéé AC przez x, skad BC=a — x, bg-
dziemy mieli rownanie \
Di—aa SRR e e e (1)

albo
e o= al e T el R

Dyskusja. Azeby pierwiastek réwnania (2) czynit zado$é zadaniu,
nalezy, aby ten pierwiastek byl rzeczywisty, dodatni i mniejszy od a.

Poniewaz wyraz wolny réwnania (2) jest ujemny (=-—a?), przeto
réwnanie to posiada zawsze pierwiastki rzeczywiste; dalej, pierwiastki sa
znakéw przeciwnych, poniewaz ich iloczyn jest ujemny, przytem mniej-
szy wedlug bezwzglednej wartosci jest dodatni, poniewaz suma pierwiast-
kéw jest ujemna (=—a). Pozostaje przekonaé sig, czy bedzie pierwia-
stek dodatni mniejszy od a. W tym celu podstawiamy w tréjmian, sta-
nowiacy pierwszg czg$é rownania (2), najpierw o, nastepnie a, i spostrze-
gamy, 7e rezultaty tych podstawien (— a®i 4-a®) majg znaki przeciw-
ne. Wnosimy stad, Ze pierwiastek dodatni jest mniejszy od a: pierwia-
stek ten daje punkt C, polozony migdzy 4 i B, i stanowi rozwigzanie za-
dania w bezposrednim sensie.

Drugi pierwiastek réwnania (2) jest ujemny; aby wykry¢ znaczenie
tego ujemnego pierwiastka, podstawmy w réwnanie (1), pierwotne, —x
zamiast x; otrzymamy réwnanie

g ) i B B S R
ktére posiada pierwiastki réwne, lecz przeciwne znakami, pierwiastkom
réwnania (1). ‘W ten sposéb, pierwiastek ujemny réwnania (1), wzigty
ze znakiem przeciwnym, daje rozwiazanie zadania, odpowiadajacego réw-
naniu (38). To ostatnie, jak to jest widocznem bezposrednio, wyznacza
punkt (', polozony na przedtuzeniu linii BA, na prawo od 4,—punkt, réw-
niez czynigcy zadosé zadaniu: w rzeczy samej, jezeli polozymy AC' =z,
bedziemy mieli BC'=a+x, i réwnanie (3) jest rownowazne réwnaniu

AC?— 4B . BC'.

Ot6z, pierwiastek ujemny daje drugie rozwigzanie zadania, a znak
tego pierwiastka wskazuje, Zze ostatni powinien by¢ zbudowany na prze-
dtuzeniu linii B4 w kierunku A, przeciwleglym pierwszemu pierwiastko-
wi. Rozwigzanie algebraiczne, pomimo odpowiedzi na zadanie w $cistem
znaczeniu tego stowa, wykazalo nam, Ze zadaniu, uwazanemu w szerszem
znaczeniu, czynia zado$é dwa punkty C i C’, przyczem znaki pierwiast-
kéw wskazuja na polozenie tych punktéw wzgledem A.
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Rozwigzujge réwnanie (1), znajdujemy

w’=%(l/r5"— 1);

2" =— (/5 + 1).
Budowa pierwiastkow. Na nieograniczonej prostej] XY bierzemy
odcinek AB=a, wystawiamy do niej prostopadla w punkcie B i na tej
ostatniej odkladamy odcinek BO:%; z punktu O, jako ze srodka,

promieniem = B0, kreslimy okrag i, polaczywszy punkt A ze srodkiem O,

ic’

3 e T

przediuzamy prosta A0 “do przecigeia z okregiem w punkcie A; drugi
punkt przecigeia niech bedzie D. Proste AD i AE sg to wartosci bez-
wzgledne pierwiastkéw ' i «”/. Istotnie, z tréjkata prostokatnego 40B

o e oy g bR T A
A0 ]/BOz—i-ABZ:V(%) + a2

AD= AO——-OB:V + O AR

mamy:

wiee

AE:AO-}-OB:I/( )+a2 +%=x”.

Pozostaje tylko przenie§é AD na AB, na lewo od punktu 4 i 45—
na przedtuzeniu AB, na prawo od punktu 4: w ten wigc sposéb otrzyma-
my szukane punkty C'i C'. §

134. Dany jest trojkat ABC i trzy punkty D, E, F, obrane
na bokach tréjkata ABC w ten sposéb, aby

DU AR B
0T AR O

Uwazajmy pole tréjkata, ktérego bokami sg odcinki 'AF,

BD, CE, i oznaczmy pole tego tréjkata przez y.
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1) Zbadaé przebieg zmiennosci pola y, gdy « zmienia sig¢ od
0do 1.
2) Rozwigza¢ zadanie w przypadku szczeg6lnym, gdy

z="1,y 7).
Rozwiazanie. Niech bedzie BM || AC, CM| BD, BE'=AE;

wowczas
BE' BF 2
“;4_3‘ = ‘B—CY =, ——IE’F“ AC’
zatym z podobieastwa A A ABC i BE'F mamy
E'F
Y i

albo
HH =0 A Q—=D0-—BM

czyli, ze czworobok BE'FM jest réwnoleglobokiem, wobec czego
MF—BE'=AE,
czworobok AEMF jest réwniez réwnoleglobokiem, i, co za tem idzie,

AF=ME.,
Zauwazmy jeszcze, ze

BD=MC.

W ten sposéb trojkat, ktory podlezy naszemu badaniu, jest wpro-
wadzony do rysunku; jest nim trdjkat EMC: boki tego tréjkata sa to wia-
$nie odcinki AF(=ME), BD(=MC), EC(=EC).

Poniewaz :
ABDC _ANAEC _ AABF

ANABG. NABC AARO - F

.1) Zadanie to bylo postawione przed kilku laty na stronicach ,Wekto-
ra“ przez prof. Lucyana Zarzeckiego. Tutaj podaj¢ geometryczne rozwiazanie
tego zagadnienia.
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przeto pole A BDC= pole/\ AEC= pole \ AFB, a takze pole ABDC=
pole A BMC. To ustaliwszy, oznaczmy pole A\ ABC przez S.

z drugiej strony
y=pole EBMC — pole \EBM,
skad ostatecznie
y=2~8 — pole A EBM,

i zagadnienie sprowadza sig do obliczenia pola trojkata EBM w funkcyi x:

AEBM _EB.BM :
NABCV AR AC

Zastepujge w tej proporcyi pole ABC przez S, EB przez AB—AE
=AB—xAB=AB(1—x) i BM przez xAC, znajdujemy
AEBM _ x(l—x).AB. AC
BRSO T

skad
A EMB= Sz (1—z),
i wreszcie szukane pole
y=8~—8x(1—x),
albo
y=~8(x*—z+1).

W ten sposéb, badanie pola y prowadzi do badania tréjmianu kwa-
dratowego, i dalsze rozwazania sg zbyteczne.

W przypadku, gdy z=1/,, mamy y=3/, S; jest to najmniejsza war-
tosé pola tréjkata, utworzonego z odcinkéw AF, BD, CE, ktére sa w tym
przypadku Srodkowemi tr6jkata ABC,

IV. Funkeya szescienna catkowita.

135. Uwazajmy kule o $rednicy DD'=1 m; na tej kuli wy-
kreslone jest koto C, ktérego ptaszczyzna jest prostopadia do $re-
dnicy DD, i przecina te Srednice w punkcie P, potozonym w odle-
glosci = = od punktu D. Nastepnie zbudowano stozek, ktoérego
wierzchotek lezy w punkcie D i ma za podstawe koto C.

1) Znalez¢ objetos¢ y stozka w zaleznosci od .

2) Zbada¢ zmienno$¢ tej objetosci, jezeli punkt P przesuwa
si¢ od D do D', i przedstawi¢ graficznie te zmienno$¢.
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136. Zbada¢ zmiany objetosci prostopadioscianu, ktérego
podstawg jest kwadrat, jezeli wiadomo, ze wysoko$¢ prostopadio-
Scianu jest o 1 wieksza od boku podstawy.

Zbudowac krzywa zmian i wyznaczy¢ jej punkt przegiecia.

137. Dana jest kula o $rednicy AB—2R. Niech P jest to
plaszczyzna, prostopadta do $rednicy 4B i przecinajaca kulg we-
dtug kota C.

Oznaczajac przez  odlegtos¢ ptaszczyzny P od punktu 4,
przez y—obj¢toS¢ ostrostupa, majacego za wierzchotek punkt 4
i za podstawe tréjkat réwnoboczny, wpisany w koto C.

1) Wyrazi¢ objeto$¢ ¥ w funkcyi zmiennej z (0 <z < 2R).

2) Zbadac przebieg zmiennosci y i zbudowaé¢ odpowiadajaca
krzywa.

138. Dany jest stozek S, w ktérym promien podstawy = R,
a wysoko§¢ =h. Stozek ten przecigto ptaszczyzna, réwnolegta do
podstawy i zbudowano nowy stozek S;, majacy koto przekroju za
podstawe i Srodek podstawy danego stozka za wierzchotek.

1) Oznaczajac przez z odleglo$¢ wierzchotka stozka S od
ptaszczyzny przekroju, przez y—objetosc stozka S;, znalez¢ zwig-
zek miedzy z i ¥ w postaci rownania y = f(x).

2) Zbada¢ ten zwigzek i zbudowaé¢ odpowiadajacq krzywa.

139. Kula S o promieniu = R jest przecigta plaszczyzng P,
prostopadtg do $rednicy danej 4B w punkcie C, potozonym w od-
legtosci AC = « od punktu 4. Uwazajmy stozek o wierzchotku 4,
majacy za podstawe koto przecigcia ptaszczyzny P z kulg S, i ku-
le, majgca AG za $rednice.

Zbadac¢ przebieg zmiennosci stosunku réznicy objetosci po-
mienionych stozka i kuli do powierzchni zupetnej kuli S. Przed-
stawi¢ ten przebieg zapomoca krzywe;j.

140. Prosta AC obraca si¢ naokoto punktu 4, przez ktory
przechodzi prosta stata (4). Na prostej AC obieramy odcinki
AB=a, BC=b i budujemy rzut B,C, odcinka BC na prostg (4),
ktory oznaczamy przez .

1) Znalez¢ w funkcyi « objgtos¢ y stozka Scigtego, powstate-
go przez obrét trapezu BOB, C, dokota prostej 4.

2) Zbada¢ przebieg zmiennosci y, gdy « przybiera swoje
wartosci mozliwe, i zbudowac odpowiadajaca krzywa.

141. Na krawedziach S4, SB, SC ostrostupa tréjkatnego
SABC budujemy odpowiednio odcinki

Sa=1xSA4; Sb=x8B; Sc=1x8C.
http://rcin.org.pl
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Uwazajmy ostrostup Gabe, w ktérym wierzcholek G jest to
srodek cigzkosci ostrostupa SABC. Objetc$¢ ostrostupa Gabe
oznaczmy przez .

Zbada¢ przebieg zmiennosci y, zaktadajgc, Zze « zmienia sig
od 0 do 1, i zbudowa¢ odpowiadajgcq krzywa.

142, Walec ABCD o wysokosci EF=2x jest wpisany w ku-
le o Srednicy =1. Na wysokosci EF tego walca, jako na $redni-
cy, opisano kulg S, ktéra dotyka dwoch podstaw walca w ich $rod-
kach F i F. Uwazajmy réznice miedzy objetoscia walca ABCD
i objgtoscig kuli S.

Zbada¢ przebieg zmiennosci tej réznicy, gdy zmienia si¢ .
Przy jakiej wartosci x ta réznica osigga maximum? Podac tg war-
toS¢ maximum.

Rozwiazanie. Objetos¢é walca ABCD, w ktérym promieh podsta-

RN
)

2>

wy jest AE=V1—z? i wysokodé EF =2z, wynosi
" (1 — x%)20;

réznica migdzy ta objetoscia i objetoscia kuli S o promieniu x jest
réwna

4
y=2ma(1—a?)— % A

1b 2
R y=—3—1r(3x—59c3).

Aby zbadaé funkeye y, gdy x rosnie od O do 1, wezmy jej po-
chodng A
Yy =2n (1—b5x?). :

Pochodna.ta staje sie¢ zerem przy dodatnie] wartosci x:-V—__ $
; 5
przechodzge od + do —; stad wynika, ze funkeya y, przybierajaca na
poczatku warto§é =0, rodnie do pewnego maximum, réwnego

2 1 4my . —
ng P Vs (3—1)'—‘-_3— Vil

http://rcin.org.pl



SR Y

; ; { 4n
a nastepnie maleje do wartodci= — 3 przechodzac przez zero przy
V3 S G U {
:1:=75: . W tym momencie objetosé dwoch czesci walca, polozonych zes

wngtrz kuli EF, jest rowna czedei tej kuli, wychodzgce] nazewngtrz wal-
ca, tak ze kiedy kula EF przecina powierzchnig boczng walca, co zacho-

i - |
dzi przy warunku @ > AE=V1-— a2, albo = > 7o wowezas y przed-
2

stawia réznicg dwéch czesci niewspélnych walca i kuli. Na przedsta-

J

(5=

(=
GP’-—'°‘-‘-‘-"

e ma SO

8]

L L

e

wionej tu krzywej zmiennosci funkeyi y czesé ciggla odpowiada przypad-
kowi, kiedy kula EF jest w calosci zawarta w walcu.

143. Zbada¢ przebieg zmiennosci réznicy objetosci stozka,
wpisanego w kule, i odcinka kullstego majgcego te¢ sama pod-
stawg.

Wskazdwka. Obraé za zmienng niezalezng wysokosc¢ odcin-
ka kulistego x.

V. Funkcya ufamkowa i pierwiastkowa.

144. Dane jest potkole o $rednicy AB=2R i proste 44,,
BB,, prostopadte do tej $rednicy. Na prostej BB1 obieramy
punkt ¢’ w odlegtosci = « od punktu B, i nastepme z punktu C
prowadzimy styczng do potkola, przecinajaca 44, w punkcie D.
Odcinek DA oznaczamy przez ¥.

1) Zaktadajac, ze x zmienia sig od 0 do +-co wyrazi¢ od-
cinek y w funkcyi zmiennej niezaleznej x=[yf(x)].
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2) Zbada¢ przebieg zmiennosci y i zbudowa¢ odpowiadajgcq
krzywa.

3) Uwazajmy pole trojkata CDO (O—srodek poétkola), ktore
oznaczymy przez ¥, jako funkcye zmiennej x. Zbada¢ zmiany po-
la y 1 poda¢ przedstawienie graficzne tych zmian.

145. Dane sa trzy proste CA4, AB, DB, przyczem CA i DB
sa prostopadte do A B. Odcinek AB—=©6, jest podzielony w punk-
cie F na dwie czesci, z ktérych AF=1. Na prostej DB obieramy
punkt L tak, ze LB==u, i nastgpnie w punkcie F' prowadzimy pro-
stopadlg do F'L, ktora przecina C4A w punkcie K. Oznaczajac od-
cinek K4 przez y,

1) Wyrazi¢ y w zalezno$ci od z.

2) Zbada¢ przebieg zmiennosci y, gdy « przybiera wszystkie
wartosci mozliwe, i zbudowac¢ odpowiadajaca krzywa.

3) Oznaczajgc przez Y pole tréjkata KLF, zbada¢ zmiennos¢
tego polai podac przedstawienie graficzne.

146. Przez punkt C, potozony na dwusiecznej kata prostego
Oxy, poprowadzono prostg, przecinajaca osie Oz, Oy odpowie-
dnio w punktach 41 B. Oznaczmy dtugo$¢ odcinka OA przez z,
odcinka OB—przez y.

1) Wyrazi¢ dtugos$¢ y w zaleznosci od .

2) Zbada¢ zmiennos$¢ odcinka y i zbudowaé krzywa, odpo-

wiadajaca tej zmiennosci.
3) Wyznaczy¢ granicg, do ktorej podaza y, gdy x rosnie do
—+co. ;
174. Dane jest potkole, majace za Srednicg odcinek 44'—=2R;
poprowadzmy cigciwg BB, réownolegla do A4A’; niech bedzie I
punkt przecigcia przekatnych trapezu ABB'A’, H — $rodek BB
Zbada¢ zmiany odcinka IH, gdy cigciwa BB', przemieszcza sig
rownolegle do samej siebie.

Rozwiazanie. Polézmy OA=R, HB'=x i IH=y. Trdjkaty po-
dobne IHB'!, I04 daja:

R,
Yot el (1)
z drugiej strony:
MBI e - ’
YEIOSHOSYR =) o () AT A

skad
Y i

TE e
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Pochodna

(x+R) VRZ—a?
Licznik pochodnej y' staje sig zerem przy jednej tylko wartosci do-
datniej x, mniejszej od R, mianowicie wartosci
@ :Rh(b)_ (<'R).
. 2
Pochodna y’ jest dodatnia w przedziale (O, x,), ujemna — w prze-

dziale (x;, R).
Oto tablica przebiegu zmiennosci i odpowiadajaca krzywa:

&
i 0 0 R
y 4 P
kA
Yo 0 Gt et N T
max. i
0 Z, x

148. Dany jest tréjkat ABC i trzy punkty D, E, F' na jego
bokach, obrane tak, aby

BD -0 AR s
DO k. P

Znalez¢ w funkcyi zmiennej z pole tréjkata DEF i zbadaé
przebieg zmiennosci tego pola, gdy « przybiera wszystkie warto-
sci mozliwe.

149. Na jednym z bokéw kata prostego budujemy dwa

odcinkii-04=a,. O0B="70;
B : i tworzymy kat AMB—6,
majacy za wierzchotek
zmienny punkt M, porusza-
jacy sie na drugim boku ka-
ta prostego.
A Znalez¢ zwiazek, zacho-
3 dzacy miedzy katem 6 i od-
> legtoscia OM=z punktu M
od wierzchotka kata proste-
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go. Zakladajac, ze @ ros$nie od 0 do - co, zbadac ten zwigzek
i zbudowa¢ odpowiadajgca krzywa.
Rozwiazanie. Zalézmy, ze a <b; oznaczmy kat
2 AMO =0T LBMOZQ, y

mamy
tgl — tgo.
tgh=tg(p —o)=-"———.
ik o W g
Poniewaz
08 ; a
tgk‘:’m“‘ 1 tga='m',
przeto
[k
WAl L
x?+ab

Kat ostry zmienia si¢ w tym samym sensie, co i jego tangens, za-
a0

tem kat 0 zmienia si¢ jak funkcya e Syl gdy 2z rosnie od O do co.
Wezmy pochodng funkeyi
: x .
4= 'ngi_*a*b* ;

otrzymamy
ke bl 2 de (o)

(#*+ab)? ~ (x24ab)?’

Pochodna ta staje sig zerem przy x=V ﬂ); jest dodatnia przy

x < Vab, ujemna — przy @ > Vab, — stad tablica zmian:
SRy Vab + oo
Voldanhsath oo .
L e e R
‘ 2Vab
maz.

W ten spos6b, gdy @ ro-
$nie od 0 do 400, tg 6 rosnie
od O do pewnego maximum,
i nastgpnie przybiera wartosci 0
poprzednie w porzagdku odwrot-
nym. Przebieg zmiennodei ilustruje przedstawiona tu krzywa.

150. Kota o promieniach @ i b sg odpowiednio styczne
w punktach 4 i B do tej samej prostej. Z punktu 4 poprowadzo-
no styczna do kota o promieniu b; styczna ta przecina koto o pro-

ﬁ_----
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mieniu @ w punkcie ¢. Oznaczmy przez x odleglo$¢ punktéw
stycznosci, przez y—cieciwe AC.
1) Znalez¢ zwigzek migdzy « i y w postaci réwnania y=f(x).
2) Zbada¢ ten zwigzek i zbudowaé odpowiadajacg krzywa.

151. Dane jest kolo O o promieniu =R. Z punktu 4, poto-
zonego zewnatrz tego kota, w odleglosci z od srodka O, prowa-
dzimy dwie styczne do kota AP i AQ (P i Q—punkty stycznosci).
Uktad, tak otrzymany, obraca si¢ dokota prostej 40, jako osi.

Oznaczmy przez y powierzchnig bryly obrotowej i uwazajmy
ja, jako funkcye zmiennej z (co >z > R).

Zbada¢ przebieg zmiennosci ¥ i zbudowaé odpowiadajacq
krzywa.

2
(Zadanie prowadzi do badania funkeyi y=a- g + 2R).
x

162. Na prostej Oz od punktu O, w jednym i tym samym
kierunku, odktadamy odcinki O4A=a, OB="5 (a¢>b) i nastepnie
do prostej Ox wystawiamy prostopadie AA'i BB'. Na prostej
A4’ obieramy punkt M w odlegto$ci zmiennej x od 4 (AM=x)
i przez ten punkt prowadzimy rownolegla MN do Oz, przecinaja-
cq BB' w pnnkcie N.

1) Znalez¢ réwnanie, wyrazajace zwigzek miedzy katem
- MON=10 i odlegloscig zmienng .

2) Zbadac¢ ten zwigzek i przedstawi¢ go zapomoca krzywe;j.

1563. Kula o $rednicy AB=2R jest przecigta plaszczyzna,
prostopadta do $rednicy AB i przecinajgcg kule wediug kota C.
Oznaczmy przez x odlegtos$¢ plaszczyzny P od punktu 4 iprzez y
stosunek objetosci ostroslupa, majgqcego za wierzchotek punkt 4
i za podstawe tréjkat réwnoboczny, wpisany w koto C, do objeto-
Sci stozka, majacego za podstawe koto C'iza wierzchotek punkt B.

1) Wyrazi¢ y w zalezno$ci od .

2) Zbadac przebieg zmienno$ci ¥ i zbudowaé krzywag, odpo-
wiadajacg tej zmiennosci.

154. Dana jest kula o Srednicy AB=2R. Ptlaszczyzna P
jest prostopadta do tej Srednicy w punkcie C, ktorego odlegtos¢ od
punktu A4 réwna sie .

Uwazajmy dwa stozki, majace za podstawe wspélng przekroj
kuli ptaszczyzng P i za wierzchotki punkty 4 i B. Oznaczmy
przez y stosunek sumy objetosci tych stozkéw do objetosci kuli
o Srednicy = AC.
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1) Wyrazi¢ stosunek ¢y w zaleznosci od .

2) Zbadac przebieg zmiennosci ¥ i zbudowac krzywg, odpo-
wiadajacg tej zmiennosci.

165. Na kuli o promieniu =R opisany jest stozek réwno-
boczny (czyli stozek, ktérego przekrdj osiowy jest trojkatem row-
nobocznym). W odleglosci KH—=x od podstawy prowadzimy
ptaszczyzne CD, réwnolegta do podstawy.

1) Znalez¢ w funkcyi « stosunek pola przekroju CD, otrzy-
manego w stozku, do pola przekroju KF, otrzymanego w kuli.

2) Zbadaé przebieg zmiennosci tego stosunku, gdy « rosnie
od 0 do 2R, i zbudowa¢ odpowiadajgcg krzywa.

Rozwiazanie. 1) Plaszczyzna sieczna przecina stozek i kulg we-
dlug dwoéch ko6t o promieniach KC'i KE.

Mamy A 5
KE?=x (2R —x)
i w tréjkatach podobnych SKC, SHA

BR: SK
BA = SH cfE_ K F\y
skad (98 ) z
HA —x
| b R ame, ; A H B

Zastepujgc HA przez RV3, SH przez 3R, otrzymujemy

WO LRSS

e RV3 (BR—=x)j _3R—=x
e 3R SR

i wreszcie znajdujemy stosunek szukany

TKC? (8R — x)?
T e a0 ey Dkt reasard
tKE*  3x(2R—ux)
2) Funkeya y jest ciagla w przedziale (0, 2R) i staje sig nieskon-
czong przy ¢=01i xz=2R. Jej pochodna jest :

1 —22(2R— z)(3R—x)+ (3R — x)?2(R — =)
R Y «? (2R— w)* ;

Licznik pochodnej jest podzielny przez 3R—ir; iloraz wynosi

— 2[x(2R—x) + (BR—x) (R — )| =— 2 (8R?-—2Rx).
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Pochodna wige moze byé przedstawiona w postaci

3
Gore | RaG T T
e ”’( 2 m)

8. (2R —w)p

’

Y = —

Pochodna ta, jak widzimy, ma znak przeciwny temu, ktéry ma ilo-
czyn

i3
(38R — x) (-2«3—:1:).
¢ Lk e :
Pochodna ta jest ujemna, gdy « zawiera sig migdzy O i 5 B jest

B o 3
dodatnia, gdy « jest zawarte midey—z— R i 2R, staje sig O przy x=-5R.

Stad nastgpujaca tablica zmiennosci:
38 O S Ia ks 2R
- E e
y |[+oo N1l g 400
min.

Minimum = 1 funkcyi y odpowiada
przypadkowi, kiedy przekroje CD i EF
11 . pokrywaja sie kolem stycznosci kuli i stoz-
0 iR 2R & ka, Przedstawiona tu krzywa przybiera za
asymptoty o§ Oy i prosta x=2R.

156. Dane sa dwie kule, potozone zewngtrz siebie, o $rod-
kach Ci C' i o promieniach R— 4a, B! =a.

Niech d bedzie odlegtos¢ srodkéw kul, B i B'— punkty naj-
blizszej odlegtosci na tych dwdch kulach. Punkt Swietlny 4 prze-
mieszcza si¢ na odcinku BB’. Niech bedzie

CA=ux.

1) Zbada¢ przebieg zmiennosci sumy powierzchni odcinkow
kulistych, oswiecanych przez punkt 4.

2) Przedstawic¢ ten przebieg zapomocy krzywe;.
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Rozwiazanie. Powierzchnia o§wiecanego odcinka kulistego na kuli
S réwna sig 2R . JB.

Odcinek JB=R—CJ; z tréjkata prostokgtnego ACD znajdujemy

CD*=0CJ , CA,
skad
on? 2
0 S EY
CA @

Zatym powierzchnia powyzszego odcinka jest

2
2TR (R- vR—)
x

)

zupelnie analogicznie obliczamy powierzchnig o$wiecanego odeinka kuli-

R'?
QBN R — ———
TR (R s ac)

stego na kuli §":

i nastgpnie sume tych dwéch powierzchni
A RS R!;
3/=2!5(R2+R oo mm~);

albo, zastepujac R przez 4a i R' przez a, znajdujemy

y=2na2[17_a(_(:}+ 1 )]

d—ux

Aby zadanie mialo sens, musi byé d>ba, i x moze sig zmieniaé
tylko od 4a do d—a.

Przy obecnosci tych warunkow funkeya y jest ciggla i przybiera
pochodng

64 il
':2 Sl lual S,
Y Ta [ g (d_w)z] )

ktérag mozna napisaé jeszcze tak:

R |

d—ux| |z d—ux
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albo 2na’ (84 — Tx) (8d — 9%)

|

Czynnik 8d—7x jest stale dodatni, poniewaz x<d; drugi czynnik
: 8d
8d—9x zmienia znak, gdy tylko x przekracza wartosé 5 - Ta wartosé
winna byé poddana dyskusyi, o ile zawiera si¢ migdzy 4a i d—a.

8d 8d
Widzimy bezposrednio, ze 1) —9—]est zawsze wieksze od 4a; 2) —

8d
Jest wieksze od d—a, o ile d<9a; 3) —9—'jest mniejsze od d — a, o ile

d>9a.
Musimy wige roztrzasnaé dwa przypadki:

Przypadek I. d<9a.
d
W tym przypadku % jest wigksze od d — a. Otoz, jezeli x ro-

¥

X

; 8d
$nie od 4a do d — a, x jest zawsze mniejsze od B i wobec tego po-

chodna ' jest stale dodatnia, i 7 rosnie.

Przy x=4a
__ 2ma?(d—ba)
d—4a ¢
i przy r=d—a
__32ma’ (d—ba)
SR d—a y

Galez krzywej odpowiadajace] zwrdcona jest swg wklesloscia do
osi y-6w ujemnych, poniewaz, jak to tatwo sprawdzié, druga pochodna 7'
jest ujemna.
Przypadek Il. d>9a.

ol K ; ;
W tym przypadku, wartosé " jest zawarta migdzy 4a i d— a.
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Pochodna y' jest dodatnia, jezeli % <-g~, 1 ujemna, jeteli x>—.

Tablica zmian przedstawia sig, jak to ponizej:

‘ 8d
| 4 ki iy
; mgi a 9 a
¥ | + 0 —
| 27a®(d—ba) , . (.. Bla\  32wa?(d—Ba)
w SR e D) e btadad . St Sa SR B,
y i d—4a L %87 (17 d ) d—a
(maz.)
J
e ]
0 z

169. Zadanie o dwoch Zrodiach swiatla. — W dwdch pun-
ktach B i C, ktérych odiegtos¢ réowna sie @, umieszczono dwa, zro-
dta $wiatta, majace jednakowe naprezenia. Ilo§¢ $wiatta, ktorg od
tych Zrodet otrzymuje punkt dany M, mierzy sie suma odwrotno-
sci kwadratéw odlegtosci BM, CM. Punkt M porusza si¢ na pro-
stej, rownolegtej do prostej BC i przechodzacej przez punkt sta-
ty A, ktorego odlegtosci od-punktéw B i C réwnajq sie b.

Oznaczajac przez x odlegto§¢ zmienng AM, zbada¢ zmiany
ilosci S$wiatta, ktére otrzymuje punkt M; rozpatrzy¢ przypadki,
kiedy b<a i b> a.

Rozwiazanie. Zadanie prowadzi do badania funkeyi

1 1

Yy=— i

BM? C?

Aby obliczyé BM? i CM? w funkeyi «, poprowadzmy prostopadly
MN na BC; wéwczas mamy:

BM?=BN? -+ MN?,
ale

BN=—BO+ ()N——_—%—{—m,

Sp
MN:AO:l/bz 5 %

Zbiér zadan. 4
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208 % 2 o
BM2:(—§-" + x* ) + bZ —I =x2+ax+b2.
Zupelnie tak samo znajdziemy
OM? =x? —ax -} b2,
wobec czego funkcya y przybiera postaé
1 it 2(x24-0%)
I x4ax--b? 5 w?—ax—-b% Frat F (@8 —a¥)a? J-b*'
Biorge pochodng tej funkeyi, otrzymujemy
dacf; ac4 + 2b2 — az) 22+ b4 —2 (:Jc"‘ + %) [4x® + 2 (20% — a”)ac]
b [oet 4 (202 — e xz_i_qu oF
dac[act - 20% 22 - 0% (b2 — a?)]
[w4 + (2[)2—— a2)m2 L 64]2 :
Mianownik funkeyi y, réwny BM? . CM?, jest réiny od zera i do-
datni, zatym funkeya y i jej pochodna sa to funkcye ciggte.

SEEN el i
Pochodna ' staje sig¢ réwng zeru przy =0, skad Yo = 33 1 PIEY.

wartosciach, réwnych rzeczywistym pierwiastkom réwnania
at 4 20%0% |- 52(b2 — a?) = 0.

Suma pierwiastkéw tego réwnania drugiego stopnia wzgledem x?
réwna si¢ ujemnej liczbie — 2b?; stad wynika, Ze réwnanie to posiada
jeden pierwiastek dodatni (—a?), o ile iloczyn 4?(6? — a?) jest ujemny,
czyli b <a.

Rozwigzujge teraz rownanie powyisze wzglegdem x, kolejno otrzy-
mujemy:

(@2 4+ 092 = a2 22| b02=-}-ab,

2= (a —b)

skad

i
yl—‘lz_a(2b—a)'

Tablica przebiegu zmiennosci tak sie przedstawia:

‘ l 0 902 +OC)
y' ‘ 0 ; + 0O — O —§— O — O
Vo p i N P NP
max. min, max.
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Krzywa, tu przedstawiona, jest symetryczna wzgledem osi Oy.
i przybiera o§ Ox za asymptote.

J
7, 7
x’ L0l % e
W przypadku, kiedy
b>a,

wartosci x;, x, nie istniejg, i pochodna badanej funkcyi staje sig zerem
tylko przy wartosei x=0.

Przebieg zmiennosci funkeyi w tym przypadku i krzywg odpowia-
dajgca tej zmiennosei, dajg tablica i krzywa nastgpujgce:

o —00 0 oo J
%
0 g g e
z' 0 z
e et e e o % 0
| mai.

158. W koto o promieniu = R wpisany jest trojkat réwno-
ramienny o podstawie =2ux.

Oznaczajac przez y sumeg podstawy i wysokosci tego tréjka-
ta, zbada¢ przebieg zmiennosci y, gdy « przybiera wszystkie war-
tos$ci mozliwe, i zbudowa¢ odpowiadajaca krzywg.

189. Dane s dwie proste réwnolegte i migdzy nimi punkt 4,
stanowigcy wierzchotek kata prostego tréjkata, ktérego dwa pozo-
state wierzchotki sg potozone na kazdej z réwnoleglych. Zbada¢
przebieg zmiennosci pola tego tréjkata.

160. Dane sg dwie osie prostokatne OX, OY i punkt M na
osi OX w statej odlegtosci =@ od punktu O.

Przez punkt M prowadzimy prosta A, nachylong do osi 0X,
pod katem =459, i nast¢pnie promieniem, réwnym «, ze srodka C,
potozonego na osi OX, opisujemy koto, ktére przecina prosta A
w punktach P i Q.

1) Wyrazi¢ w funkcyi z dlugos¢ odcinka PQ) i zbadac¢ prze-
bieg jego zmiennosci.
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2) Wyrazi¢ w funkcyi @ pole tréjkata CPQ) i zbada¢ przebieg
zmie nno$ci tego pola.
Krotkie rozwiazanie.

(@— ) Va? - 2qx — a?
5 ;

4

v?=%l/x2+ 2ax—a®; A CPQ=

Aby odcinek ¢ i pole CPQ byly mozliwe, musi by¢:
B Y1 e L
gdzie znak réwnosci odpowiada przypadkowi granicznemu, w kté-
rym x jest promieniem kota, stycznego do prostej A, innemi sto-
wy, przy t=a (/2 — 1), mamy PQ=0i A CPQ=0.

161. Dane jest koto o promieniu, réwnym 1, i punkt C w od-
legtosci, rownej 2 od Srodka tego kota. Z punktu C, jako ze $rod-
ka, promieniem, réwnym x, opisujemy nowe koto, ktére przecina
pierwsze w punktach 4 i B.

1) Wyrazi¢ dtugos¢ cigciwy y = AB w funkcyi promienia z.

2) Zbada¢ przebieg zmienno$ci y, gdy zmienia si¢ z; podaé
warunki mozliwos$ci zadania i zbudowa¢ odpowiadajgcq krzywa.

3) Rezultaty, otrzymane na drodze badania analitycznego,
sprawdzi¢ zapomoca bezposredniego obserwowania figury.

162. Dane jest koto o promieniu =4 i prosta nieograniczo-
na, potozona w odlegtosci =5 od $rodka kota, na ktérej obrany
jest pewien punkt M. Nastgpnie na tej samej prostej budujemy
punkt C tak, aby dlugosc stycznej, wyprowadzonej z tego punktu
do kota rownata sie odlegtosci CM.

1) Wykaza¢, ze potozenie punktu C' na prostej jednoznacz-
nie zalezy od potozenia punktu M na tejze proste;.

2) Oznaczajac przez « odleglo$¢ punktu M od spodka pro-
stopadlej, wyprowadzonej ze Srodka kota na dang prosts, i przez
y—dlugos¢ rzeczonej stycznej, wyrazi¢ zalezno$¢ migdzy z iy
w postaci réwnania y=f(x), i nastgpnie zbada¢ przebieg zmienno-
$ci ¢, gdy z zmienia sig od —oo do --oco.

163. Dana jest funkcya

a’x
2dzie @ oznacza liczbe dodatnig dana.

1) Zbadaé przebieg zmiennosci tej funkcyi i przedstawic ten
przebieg zapomocg krzywej.
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2) PoprowadZmy prosta, réwnoleglta do osi Oz, przecinajacq
krzywa w dwoch punktach P i Q. Niech P, @' sg to rzuty tych
dwdch punktéw na o Ox. Udowodnié, ze gdy prosta PQ) przesu-
wa sig rownolegle do samej siebie, wéwczas punkty P’, ()’ sa nie-
zmiennie punktami sprzezonymi harmonicznymi wzgledem dwdéch
pitnktéw, potozonych na osi Oz i majacych za odciete x =+«
L=~ a.

3) Niech M bedzie srodkiem odcinka PQ. Majac dang rzg-
dng punktu M, obliczy¢ jego odcietg, i postugujac sie otrzyma-
nym zwigzkiem, zbudowa¢ miejsce, ktére kresli punkt M, gdy
prosta P() przesuwa sig¢ rownolegle do osi Ox tak, ze przecina
krzywa.

Rozwiazanie. 1) Funkeya jest ciggla przy wszystkich wartosciach
a, réznych od wartosci @ — % i © = 2a, ktére zamieniaja na zero mia-
nownik funkeyi. Funkeya ta staje sig zerem przy wartosciach =0
8 —"l=00.

Wezmy jej pochodna. Po dokonaniu redukeyi, bgdziemy mieli :

: : 2a% (a?—x?)
e (202 —bax + 2a?)?’

Pochodna ta staje si¢ réwna zeru pray x — -+ a, pozostajgc dodat-
nig w przedziale | — a, }a | .
Tablica przebiegu zmiennosci przedstawia sig w sposéb nastgpujacy:

@ ‘ — 00 -—a = a 2a + [o'e}
i o S L S S I P : o
Y 0 0 —{— 0 — 0
Y (8 R _73_ A0 = a NV TECO 80
min. maax.,

Krzywa, ktérg tu podajemy, sklada sig z trzech galezi nieskofczo-
nych, przybierajacych za asymptoty « — %— set—9q ol sy =0 jedna
z tych galezi przechodzi przez punkt poczatkowy O; spolezynnik katowy

stycznej w tym punkcie réwna sig y’=—é~.

2) Dla wartosci danej funkcyi y, odcigte punktéw odpowiadajacych
krzywej s pierwiastkami réwnania kwadratowego
2yx? — a (by + a) x| 2a* =0,
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skad 2
oy OP Ol e Vs
2y

co istotnie dowodzi, ze punkty P’ i Q' sa sprzezone harmoniczne wzgle-
dem punktéw —a i -}-a osi Ox.

Y
- 0 l{a P B e LR
eoreptd] 1 A e x
3 \ 1 !
\ :
N
i

3) Odcigta punktu M-—sérodka odcinka PQ réwna sig

OP'40Q' a(5y—a)
r = =
2 4y

tak ze zwigzek migdzy odcigty i rzedng punktu M ma postaé:
4oy — Bay — a*=0,

: 5
Jest to réwnanie hiperboli réwnobocznej o asymptotach w:—f

y=0. Cze$é przerywana tej hiperboli, zawarta migdzy punktami ma-
ximum’a i minimum’a funkeyi y, odpowiada punktom P, Q sprzeZonym
urojonym,

164. Dane sa dwie osie prostokgtne OX i OY; zbudowac

krzywa O, przedstawiajacq zachowanie sig funkcyi
% z?+ 22 —-m
y= Lk R

gdzie  rosnie od — oo do oo, i m jest parametrem danym do-
datnim lub réwnym zeru.

Uwazajmy prostg T, styczng do krzywej C'w punkcie, ktore-
go odcieta réwna sig ;; wyrazi¢ w zaleznosci od z, rzgdng punktu,

polozonego na stycznej 7', ktérego odcigta réwna sie g s

Uwazajmy prostg 4, réwnolegla do osi OY, ktérej wszyst-
kie punkty maja za odcigta wartos¢ a, i inna prosta D, réwnolegla
do osi OX i majacaq za rzedng warto$¢ y,; prosta D przecina pro-
stq A w punkcie P, a krzywa C — w punktach M', M". Znalez¢
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zalezno$¢ miedzy ¥, i odcigta punktu (), sprzgzonego harmonicz-
nie z punktem P wzgledem punktéw M’ i M", skad wyprowadzi¢
miejsce geometryczne punktu (), gdy sieczna D przesuwa sig row-
nolegle do samej siebie. Zbada¢ przypadki szczegélne, gdy a
réwna sie m, zeru lub nieskonczonosci.

Rozwiazanie. Pochodna badanej funkeyi jest

(2z 4 2)2? — (220 —m) 22

’—— e
e Z 5

X

albo
_ 2¢(m—ux)

!

ot

Pochodna ta staje sig zerem przy @=~0 i przy wartosci dodatniej
x = m, skad — nastepujaca tablica zmian:

a (e'e) 0 m Lg%

y! | — 0 i 5 0 s

Yol X ‘\—oo./l-—l—i% 1
- m

min. max.

Krzyws, tu przedstawiong, stanowia wige dwie galezie nieskoriczo-
ne, majace za asymptoty 0§ OY iréwnolegly do osi OX prosty y=1;

al Y
g /1,\‘
""""""" | T R RS
—_—M D P "l Q
i X
C c

dwie te galezie przecinajg 0§ OX w dwéch punktach, ktérych odcigte sg
pierwiastkami réwnania

22 + 22 — m=0;
galez druga przecina asymptote y =1 w punkcie, ktérego odcigta réwna

e m
Sk = —
” 2

Prosta T, styczna w punkeie (2, y;) do krzywej C, ma za réwnanie
Y—y=y" (X—x,);
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: 5 {58
zatem rzedna punktu tej prostej, ktérego odcigta jest 5 T réwna sig

3 3 ‘ Z, Y
):3/1+?/'1(§x1—m1) e ‘I“LQ*I' =0

:f1,2,+2x1—”l+ 2,2 (m—1x,)
x,? @yt

1
:1+“{LT'

Prosta D (y=y,) przecina kraywa C w dwéch punktach M' M",
ktérych odcigte &/, ' sg pierwiastkami réwnania

(1 cn ) B2 0o e
Aby wyrazié y, w funkeyi odecigtej o punktu (), napiszmy, ze ten
punkt i punkt P, o odcigtej a, dziela harmonicznie odecinek M'M'":
Pir

o _
o P’

albo
o—x' a—o'
PR i
skad, oswobodzajac si¢ od mianownikéw, po uproszczeniu, otrzymamy
2a0.— (a—ta) (z'+2'") 4 2z'x" =0.
Zastepujac o'~ i x'x" przez ich wartodei, wyprowadzone z réw -
nania (1), bedziemy mieli:

skad

a ao

Ten zwi@iek migdzy spblrzednymi o i y; punktu () jest stopnia

drugiego; wnosimy stad, ze miejscem punktu (), gdy zmienia si¢ y,, jest
stozkowa. Stozkowa ta, przybierajaca za asymptoty o y-O6w i prostg

1
S 1_+':;s

réwnolegla do osi x-6w, jest hiperbola réwnoboczng, przecinajacg 0§ Ox
w punkcie, ktérego odcigta
m—a
By==———.
: F—+a
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Wszystkie punkty (), odpowiadajace punktom rzeczywistym M’, M’ Sd
1
pofozone pod styczng poziomg y==1-} 5 do krzywej C.

Przypadki szczegdélne. a=m. Odcigta o punktu (), odpowia-
dajgca prostej D o rzednej y;, rowna si¢ w tym przypadku

miejscem punktéw Q jest wige 0§ Oy.

a=0, Mamy: a.=m, i miejscem punktu Q jest linia, réwnolegla
do Oy, przechodzgca przez punkt najwyzszy M krzywej C. Te dwa
przypadki pokazujg, ze gdy punkt P porusza sig na prostej OY albo na
prostej, réwnoleglej do 0O, poprowadzonej z punktu M, punkt @Q zakre-
sla inng prostg, jak tego mozna bylo spodziewaé sig.

a=0c. Roéwnanie hiperboli — miejsca punktéw Q, sprowadza sig

do réwnania 1
W= 1+ i

i przedstawia hiperbolg, majgca za asymptoty o8 OY i asymptote y = 1
krzywej C. Poniewaz punkt Q, sprzeZzony harmoniczny z punktem
w nieskoniczonosei P, jest §rodkiem odcinka M’ M, przeto hiperbola prze-
chodzi przez punkt M o spélrzgdnych, réwnych mi 1-}- 77;17'

1656. Zbadac przebieg zmienno$ci funkcyi

R
2241
i przedstawic¢ ten przebieg zapomoca krzywe;j.

Uwazajmy prostg A, réwnolegla do osi Ox i przecinajaca
krzywa w punktach M i N; oznaczajac przez P Srodek odcinka
MN i spostrzegajac, ze odcieta tego punktu jednoznacznie zalezy
od jego rzednej, znalez¢ zwigzek miedzy nimi, i nastgpnie zbudo-
waé miejsce geometryczne punktu P, gdy prosta A przesuwa sig
réwnolegle do samej siebie ?).

166. Dane sa dwie osie spétrzednych Ox i Oy. Uwazajmy
punkt, ktérego spoéirzedne sg

=0, y=1,
i drugi punkt o spétrzednych

1y Zadania 163, 164, 165, 166 i 167 wymagaja wiadomesci elementéw
geometryi analitycznej.
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x____a_ggs_e_ i @ sin 6
1+cos6’ “ 1 cos®’

gdzie @ oznacza liczbe dodatnig i 6-—kat, zawarty miedzy o i =.

1) Znalez¢ spotczynnik katowy m prostej, laczacej te dwa
punkty.

2) Zbadac¢ przebieg zmiennosci tego spétczynnika, gdy kat 6
zmienia si¢ od o do =, i zbudowa¢ odpowiadajgca krzywag.

3) Wyznaczy¢ kat 6 tak, aby m=—1.

Rozwiazanie. 1) Prosta, ktérej rzedna w punkcie poczgtkowym
réwna si¢ 1, a spélezynnik kagtowy jest m, ma postac:

y=max 1.
Zastepujge spolrzedne bieigce & i y przez spélrzedne drugiego da-
nego punktu, mamy:
a sin 6 a cos 0

i;}— ey bl 1-}- cos 6+1’

skad znajdujemy
asin 6 — cos 6 —1

m—=
a cos 6

2) Pochodna funkeyi m réwna sig

(a cos 6 - sin 6) a cos 64 a sin 6 (a sin 6 —cos 6 —1)
a?cos? §

il ==

albo

’

Jezeli a>1, woéwczas pochodna m' jest zawsze dodatnia, gdy 6
rosnie od 0 do m, i spélezynnik m stale rosnie, przechodzgc przez nie-
skonczonogd przy 6— —; :
Stad —nastepujgca tablica zmian :

! T
f 0 - T
2

g
moieonl g +oo|—c0 o O

Jezeli 0<<a< 1, pochodna m' staje sig zerem przy sin 6 =a, czyli

przy dwdch wartosciach 6, i m — 0, kata 6, — i tablica zmian jest naste-

pujaea:
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=4
|
8
|
S
g

; am ©. 9
m i—_(; o my N {—I—"O N My V

MAX. min.

T
W przypadku szczegdlnym, gdy ¢ = 1, mamy 6,—= s © — 6,

tak 7e tylko dwa kohcowe przedzialy tablicy powyzszej maja miejsce
w tym przypadku.

]

20| 3

Wyrazenie m staje sig nieoznaczonym przy 6-— _-;skracajgc przez

T
czynnik, ktory staje sie zerem przy 6:5, otrzymamy:

2
m=— -———~~—6-AA 3
14-tg—
tig5
widzimy, Ze m rosnie od — 2 do O w sposéb ciggly, przybierajge wartos¢
——1 h="
=—1 przy =1

Trzy przypadki dyskusyi powyzszej sy przedstawione przez jedng
z trzech nastgpujgcych krzywych:

0gaxt

3 n e flle. % Z =

o/ ’05.%{9/;/9
s i

m / arf» il o=t

- Zauwazmy, ze maximum i minimum na rysunku drugim sprowadza
sig do punktu przegigcia na stycznej poziomej rysunku trzeciego.
3) Mamy:

¢ 8in 6 —cos O — 1
2 =1,

a cos 6
albo
asin ) ++ (a—1) cos 6=1,
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R bR
albo, wyrazajac sin 0 i cos 6 w funkeyi tg 9 otrzymamy:

2a tgg-—{—(a——l) (l-—- tos %):1 — th%,

albo f
a tg2§ —2a tg%—}»-Z——a:O.

Poniewaz kgt 0 jest zawarty migdzy O i 7, przeto i zmienia sie

miedzy O i E, i tg g— moze przybieraé wartosei dodatnie dowolne.
Warunek rzeczywistosei jest nastgpujacy:
a® —a(2—a) >0,
skad, skracajge przez czynnik dodatni a, otrzymujemy
a8 =,

Jezeli 1 {a < 2, wowezas suma 2 i iloczyn

<

6
wartosci tg o5

6
sg dodatnie; istniejg wéwcezas dwie wartosei dodatnie tg 90 dajace dwa

katy 0, zawarte migdzy O i .
Jezeli a > 2 ~—jedna z wartodci staje si¢ ujemng, zatem mozliwg
jest tylko wartosé najwigksza.

6 :
Przy a =1, dwie wartosci tg 5 réownajg sie

6 T
o0 ———1=—to—
tg D) tg i’
skad

Dochodzimy w ten sposéb do przypadku szczegbélnego dyskusyi po-
WYyZ8z6j.
167. Spotrzedne x i y pewnego punktu sg:
z=mz*+4z-+2m,
y=2z*+ma,
gdzie m oznacza liczbg dang. Zbada¢ przebieg zmiennosci spoét-
czynnika katowego prostej, taczacej ten punkt z poczatkowym
punktem uktadu, gdy # zmienia sig¢ od —oco do +-oco. Rozpatrzy¢
rozne przypadki w zaleznosci od parametru m i poda¢ przedsta-
wienie graficzne.
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Rozwiazanie. Spdlezynnik katowy prostej, faczacej punkt (z, »)
z punktem poczatkowyra, jest "
y 22 s i SRR
x mel +z+2m

Funkeya ta ma przerwe przy dwéch wartoSciach z, ktére zamienia-

U=

jg na zero mianownik funkeyi:

mz* |z 2m=0.

Pierwiastki 2/ i 2"’ tego réwnania s rzeczywiste przy obecnosei

warunku :
1 —8m?>0,
albo
Ve, Vo
st Sk e o

Biorge pochodng funkeyi u, otrzymujemy

g (224 m) (mz? 42z~ 2m) — (2% +|-mz) (2mz - 1)
(mz? 2 2m)*

L (1— mz)2 2* - dmaz + 2m2

(mz? 4z - 2m)?
Pochodna ta staje sig zerem przy dwéch wartodciach 2 pierwiast-
kow romnania. . (1 —m?)z? +4mz - 2m* =
Poniewaz wyréznik tego réwnania
4m? — (1 — m?) 2m? = 2m*(1 4 m)*

jest zawsze liczbg dodatnig, przeto pierwiastki z, i z, sg rzeczywiste.

w

albo

Przy kazdej wartodci #, polozonej zewngtrz przedzialu (2, , #;), pochodna
u' ma znak spotezynnika (1-—m?) pray z, i jest znaku przeciwnego—przy
kazdej innej wartosci », W zaleznodci od wartosei parametru m wzgleg- |
Vo

dem czterech liczb —+ —;i i 41, nalezy rozr6znié b gléwnych przy-
padkow :

1) m < — 1. Funkeya u jest ciggla; przebieg jej zmiennosci przed-
stawiajg tablica i krzywa nastepujace:

w
2| —00 2 2y 0O
' e o zZ, Ol —~om 2z
1 My i s eTkeAy SO
ulm oy e S m e S g
min. Mmax. m
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{ m :
Przy m= —1 mamy 2, —=—001 2, o krzywa jest catko-

wicie polozona ponad asymptots.

4
2) —1<mL — ~42——» . Mamy nastgpujacg tablice zmian i krzywg:

W
z “ — Q0 21 zy, oo
al el i e 0_r~-m 2
! 1 Z,\ %2
it DR 840 W e oy 3% T R
max. min. v
2 1 Vo
P _—— gl = V2 et
TZy M 2 mamy z'=—¢z 5 7

=V 2. Poniewas 2, =2’ przeto minimum u, staje sig nieskoficzonym.

y 2
3) — ~A;f <m < —’r—-’/% . Aby uporzgdkowaé pierwiastki 2’ i 2/
réwnania
mz2 -z 2m =0

wzgledem pierwiastkéw z; i z, rownania

f(2)= (1 —m?)z? 4 4mz - 2m? =0,

zauwazmy, ze
fE (7)) =[(1 —m?)2"? + dmz' 4 2m?| [(1 — mﬂ)z"’+4mz" + 2m?]
27 o4 2 m?—1) (212
v [(m ) ”(: ) +2mz] [( ; );,’(f,,,_—h@ i

+ dmz'" 4 2m?]
[(5m2 — 1)z -+ 2m(2m? — 1)] [(Bm2— 1)2" 4 2m(2m? — 1)]

me

(51);2"l)zz'z”+(5m’—1)2m(2m2—]) (z'+2")+4m?(2m?— 1)2
o m?

: B 1
albo, zastepujac 2'z"’ przez 2, i z’-}-z'/ przez —

ey
m

4m? (4m?—1) -—}~ 2(6m*— 1)

/ ’’
A=
Poniewaz, na mocy zalozenia
e S
8 6 4’
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przeto mamy:
JE)fE") <O,

tak, ze jeden z pierwiastkéw z’, z'’ jest polozony w przedziale (z,, z,),

a drugi — zewnatrz tego przedzialu. Dalej, poniewaz — m znajduje sig

/

zewngtrz 2/, z
rzgdkowan:

' i migdazy z,, z,, przeto mamy jedno z nastgpujaeych upo-

m<0 0L < —m<Le' <2, <25
m>0 2 2, <" <—m<2 <0

Tym dwém uporzgdkowaniom odpowiadajg tablice i krzywe po-
nizsze:

w
z2 | —0O 2 2/ By .80 400 meo v
e

1 2 L
%| — 2 uy s Jo0oN Uy 2 H00 J— 2\ [z, |27 z
o 3 o 3 Nl
maax. MAN. " \ //
Baa oo Bl g & 2y 00 D
o o —o& &
sl 1 z [\ 5
Ul —, 0o g us oo\ oS — 2 7 0 z
" m m H
ma. min. /\

Przy m =0, mamy u=—=¢; funkcya stale rosnie wraz z z; przedsta-
wia ja dwusieczna kgta x0u.
Ve 1 = . V2
Przy m=— 4 memy gl ol ——%-:——V2 ig,=—V3, g,—=— e

Poniewaz z; =2/, przeto maximum u, staje si¢ nieskoficzonym.

4) —Kf—<m<l. Mamy:

z 4‘ oo zl 22 Fl_d) 38 1
Tl e ey x
A Sy ) i .!-\?z.
) max.  min. i g 0 Z
> m .
Przy m=—1, mamy 2, — —00 iz, —— 5 krzywa jest w calo-

gci polozona pod asymptota.
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Uwaga. Trzy ostatnie krzywe sprowadzaja sig do trzech pierw-
szych przez zwyczajny obrét. Mozna byloby stwierdzié to natychmiast,
spostrzegajac, ze zmiana m na — m i z na — z zamienia ¥ na — .

168. W tréjkacie ABC dane sg boki BC=a, AC=b i pole S.
Oznaczmy przez = kat ABC i uwazajmy go, jako funkcye zmien-
nych a, b, S.

1) Znalez¢ zwiazek miedzy z, a, b, S w postaci réwnania:

z=f(a, b, S).

2) Znalez¢ warunek mozliwosci otrzymanej funkcyi, wyka-
za¢, ze w przypadku mozliwosci ta funkcya posiada dwie wartosci,
zwigzane zalezno$cia x; 4+ x,—m, i wskaza¢ warunek, przy obec-
nosci ktorego funkcya staje si¢ jednoznaczna.

3) Zbudowac¢ tréjkat, majac pole Siboki a, b, zbadac te kon-
strukcyg, i rezultaty, otrzymane na drodze geometrycznej, poréw-
na¢ z poprzednimi.

169. Na kole o promieniu = R opisany jest tréjkat rownora-
mienny, ktérego podstawa —2x. Zbadac¢ przebieg zmiennosci po-
la tego trojkata, gdy zmienia si¢ , i zbudowaé¢ odpowiadajgca
krzywa.

170. Dane jest koto o promieniu — R i prosta xy, na ktorej
polozony jest punkt staty P. Uwazajmy cigciwg AB, réwnolegly
do prostej xy, i nastepnie trojkat ABP. Zakladajac, ze cieciwa 4B
przesuwa si¢ réwnolegle do samej siebie, zbada¢ przebieg zmien-
nosci pola tréjkata ABP i przedstawi¢ ten przebieg zapomoca
kizywej. Rozpatrzy¢ dwa przypadki, zalezne od tego, czy prosta
2y przecina lub tez nie przecina kota.

Wskazowka. Oznaczy¢ przez xz odlegtos¢ zmienng cigciwy
AB od $rodka kota i pizez a— odlegto$¢ stalg sroq_% kota od pro-
stej xy. GABINET-MATEMATYCZNY

B
l(‘i.i:!f.“.j’&i:’f: .'.J,v,.u..;g.f m‘éé:numugﬂ

‘,!
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