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W .S L X.P..

Jednym z pierwszych gieometrow, ktérzy si¢ zajmowali ro-
wnaniami rozniczkowemi o czastkowych pochodnych, byl Euler1).
W trzeciéj czesci jego rachunku catkowego znajduja sie bardzo pie-
kne badania w tym wzgledzie; wprawdzie nie podal on zadnéj
ogolnéj metody, uzywajac do kazdego szczegélnego przypadku od-
dzielnego wybiegu, wszelako byl tak szcze$livy w wynajdowaniu
tychze przypadkéw, ze do wypadkow, przez niego otrzyma-
nych, nawet dzisiaj nie mozna wiele dodad.

Pierwsza ogdlng metode calkowania rownan rézniczkowych
o czastkowych pochodnych rzedu 1-go podal Lagrange 2). Ten
gieometra przedstawil w roku 1772 akademiji berlifiskiéj rozprawe,
w ktoréj sprowadzil calkowanie jakichkolwiek rownai rézniczko-
wych o czastkowych pochodnych rzedu 1-go, miedzy trzema zmien-
nemi, do calkowania takich samych réwnan, ale linijowych wzgle-
dem czastkowych pochodnych; w roku za$ 1779 wylozyl w rozpra-
wie, przedlozonéj akademiji paryzkiéj, sposob calkowania réwnar
rozniczkowych o czastkowych pochodnych rzedu 1-go, linijowych,
miedzy ilukolwiek ilociami zmiennemi.

) Leonhard Eulers: Vollstindige Auleitung zur Integralrechnung.
Aus dem Lateinischen ins Deutsche iibersetzt von Joseph Salomon. Wien.
1830 I. III, str. 32 i nast.

®) Legons sur le caleul des fonctions. Paris, 1806, st. 386 inast.
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Po tych pracach Lagrange’a zupelnie bylo rozwiazane zaga-
dnienie calkowania rownaii o czastkowych pochodnych rzedu 1-go
i linijowych wzgledem tychze pochodnych, a co do réwnan takich
samych a nie linijjowych, potrzeba bylo metode Lagrange’a rozsze-
rzy¢ do ilukolwiek zmiennych. To rozszerzenie wydalo si¢ gieome-
trom po bezowocnych usilowaniach Charpi'a ') niepodobuném do
wykonania, dlatego porzucono droge wskazana przez Lagrange'a,
i usilowano dojs¢ do celu innym sposobem.

W roku 1814 sprowadzil Pfaj’ ?) calkowanie jakiegokolwiek
réwnania rézniczkowego o czastkowych pochodnych rzedu 1-go do
calkowania zwyklych rownan rézniczkowych. Atoli metoda Plaja
wymaga przy réwnaniu zawierajacém n zmiennych niezaleznych
calkowania n ukladow zwyklych réownai rézniczkowych jedno-
czesnych; dlatego, chociaz rozwigzala ona zagadnienie pod wzgle-
dem teoretycznym, starano si¢ z powodu jéj uciazliwosei wyna-
lezé inng prostsza metode.

Cauchy %) okazal pierwszy, ze calkowanie pierwszego ukladu
rownali Pfaffa zupelnie wystareza do zupelnego rozwiazania zada-
nia. Do tego samego wniosku doszed! pézniéj ale na innéj drodze
gieometra niemiecki Jacobi *).

Zdawaloby sig, ze.po tych pracach mozna teoryje réwnai ré-
zniczkowych o czastkowych pochodnych rzedu 1-go uwazaé za zu-
pelnie ukoniczong. Istotnie tak jest, o ile zadanie sprowadzono do
latwiejszego zadania. Wszelako z powodu, ze metoda Cauchy'ego
powtdrnie wynaleziona przez Jacobiego, nie prowadzi do calki dro-
ga naturalna, ktora samo zadanie wskazuje, nadto z powodu wiel-

') Histoire de l'academie royale des sciences, 1784,

2)  Abhandlungen der Berliner Academic der Wissenschaften
1814—1815: ,,Methodus generalis aequationes differentiarum particula-
rium, nec non aequationes differentiales vulgares, utrasque primi ordinis,
in ter quatuorque variabiles, complete integrandi.’*

%)  Exercices d’analyse et de physique mathématique. T.II,p 241.
Takze: Notes sur le caleul differenticl et le calcul integral par Serret.
Note II, p. 101.

4)  Crelle: Journal fiir die reine und angewandte Mathewatik,
T. XVII, str. 158.
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kiéj liczby zbytecznych calkowait byloby bardzo pozadaném roz-
szerzenie metody Lagrange'a, ktora wielkg prostota celuje. To
rozszerzenie udalo si¢ Jacobiemu; jego praca poSmiertna ') zawiera
ostatni wyraz umiejetnosci.

W uiniejszéj rozprawie zamierzylem wylozyé sposob calkowa-
nia rownaii rézniczkowych o czastkowych pochodnych rzedu 1-go,
w sposob odpowiedni obecnemu stanowi tego dzialu umiejetnosci,
i zarazem daé obraz historycznego rozwoju tego przedmiotu. Dla-
tego podzielilem rozprawe na cztery rozdzialy. W pierwszym jest
mowa o calkowanin rownan rozniczkowych rzedu 1-go i linijowych,
miedzy ilukolwiek zmiennemi, réwnan, do ktérych przy dzisiejszym
stanie umiejetnosci sprowadza sie calkowanie rownan rozniczko-
wych o czastkowych pochodnych rzedu 1-go. ‘W rozdziale drugim
wylozylem sposob Lagrange'a calkowania rownaii o czastkowych
pochodnych rzedu 1-go i linijowych, jako téz sposoby Boole’a 2)
i Jucobiego calkowania ukladu takichze réwnai jednoczesnych.
W rozdziale trzecim wyjasnilem najprzod znaczenie rozwiaza-
nia zupelnego, ogdlnego i osobliwego réwnai rozniczkowych o cza-
stkowych pochodnych rzedu 1-go i nielinijowych, wykazalem zwia-
zek miedzy temi réznemi calkami, poczém wylozylem dawniej-
sze metody calkowania Pjaffai Cauchy'ego. W czwartym i ostatnim
rozdziole wylozylem dawng metode Lagrange'a i rozszerzylem ja
do ilukolwiek zmiennych.

')y Crelle Journal. T. LX. str. 1—181: ,Nova methodus, acqua-
tiones differentiales partiales primi ordinis, inter numerum variabilium
quemcunque propositas, integrandi.

Takze. Vorlesungen iiber Dynamik von C. G. J. Jacobi. Berlin,
1866, str. 237 — 800.

%) Treatise on differential equations. Supplementary volume.
Cambridge and London. 1863, str. 74 — 89.
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Baczac na wielkie ubdstwo naszéj literatury matematycznéj,
a przeto cheac swa rozprawe uczynié przystepna i pozyteczna dlaob-
szerniejszego kola czytelnikéw, weiagnalem w jéj zakres—nad pier-
wotny zamiar — niektére przedmioty, traktowane juz w kompendy-
jach,i dalem dla wyjasnienia teoryji dostateczna liczbe przykladow.

Lisalem w Warszawie, w Stycznin 1867 r.
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ROZDZIAY. PIERWSZY.

O CALKOWANIU ROWNAN ROZNICZKOWYCH RZEDU 1-go,
LINIJOWYCH, MIEDZY ILUKOLWIEK ZMIENNEMI.

1. Gdy
A PR
sa iloéc'i zmienne, a
XX o i

dane funkcyje tych zmiennych, wtedy rownanie rézniczkowe:
(1) Xde + X, day + .. + Xpndan =20

bedzie tak zwaném réwnaniem rézniczkowém rzedu 1-go, linijowém,
miedzy m--1 iloSciami zmiennemi.

Juz Euler okazal w trzeciéj czesci swego rachunku cal-
kowego, ze calka takiego rownania tylko wtedy moze by¢ przed-
stawiona pod postacia jednego rdwnania pierwotnego, gdy wspél-
czynniki X; dopelniaja pewnych warunkéw, zwanych warunkami

calkowalno$ei.
Zaldzmy, ze rownanie (1) jest calkowalne pod postacia je-

dnego réwnania pierwotnego, i niech bedzie:
(2) f(x, 2 ,..2a)= const

tém réwnaniem pierwotném. Poniewaz réwnanie (2) jest z zalo-
zenia calka rownania (1), przeto, jesli z tego réwnania (2) wyrazi-
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my jedne zmienng np. & przez wszystkie inne 2,,.., &,, i te war.
to$¢ podstawimy w rownanie (1), natenczas to rownanie (1) winno
staé sie identyczném.

Wyrazmy wiec z (2) np. zmienna @ przez inne zmienne, skut-
kiem czego bedzie: .

dl‘— l dATm,

dxl ahots +
i podstawmy t¢ wartos¢ w réwnanie (1), tedy otrzymamy rownanie:
d.
(X +X )d1|+ + (Xm—*-XE;x—)dJ,'m__—O!

ktére z powodu niezaleznoSci zmiennych a,, ..
na nastepujace m rownaii:

3)

, &y rozklada sie

dr dx
XI+X¢7-;«—|— ,X,,.+m__0.
Te rownania winny zamieni¢ si¢ na tozsamosci po podstawia-
niu wartoéci na @ wyrazonéj z(2) w funkeyji zmiennych @, , . ., 2, .
Aby wynalezé warunki calkowalnoéci, uwazajmy ktérekolwiek dwa
z pomiedzy rownai (3); np :

(4) X3+Xi”i_0 X, +X

=0 [0 < =¥ gm].
’{
Rozniczkujac pierwsze wzgledem 2 , a drugie wzgledem g
i zwazajac, ze podlug (2) jest # funkcya zmiennych 2,,.., =, ,
otrzymamy:

. an dX,’i dx (dX i dX d.r) dax d2x A
i, __.+(._ aXde\de @
d.z'.‘ dz ' d%. r.l.::.r dx da:.‘ dag d‘”ﬁ d.rT
4IX dX dX dX dz\ daz ¥ d’x

+ d.:: da:g %f —c_i;é +Tz‘ d_.rﬁ d_.:;, * -d_.r-ﬁ dat.{ &0

a gdy te dwa rownania od siebie odejmiemy, wypadnie:

dX, aXy [dX dX)de (dX, aX

8.8 Lini NP b el aialiel ol iyl 0

d.r.r d.?:.é)\ < (I.vT dx (l.r:s dx d.rg d.,-1 !
£
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albo, gdy za e : b podstawimy wartosci z (4),

d.v‘g da.

O X[,y (15K, (X,
d.z,'.{ da:a ?\ de d.z.{ dog dax

Kladac w réwnaniu (5) za 3,7 wszystkie rézne kombinacyje skazo-

wek z szeregu liczb 1,2, .., m otrzymamy ;‘) réwnan ksztaltu (5).

Te wszystkie rdwnania powinny wspélezynniki X; réwnania
(1) identycznie sprawdzié, jezeli réwnanie (1) ma byé calkowal-
ne pod postacia jednego réwnania pierwotnego. Réwnania (5) be-
dg wiec zadanemi warunkami calkowalnoéci.
Uzywajac symboléw:
g » o dX;
(6) (k) = e
przyczém: A . o
M GR=—E) , Gi)=0
i nadto:
8) (hyt, k) = Xo (5 k) + Xi (& k) + Xi (A, 0),
przyczém:
(hy i, k)=(i, k, h)=(k, h)
(9) @i,k) =0, (449 =0
(h$ i’ k) Gulo (i, hw k) )
mozemy warunki calkowalnosci przedstawié symbolicznie przez:

(10) (0,3 7) =0 [e<B<y<m,
pomnac ze 2o = 2, X = X.

Zwazywszy, ze wszystko jedno, ktéra z ilosci zmiennych
&Zy &y« o .y &y Wyrazimy w funkeyji wszystkich innych z réwnania
pierwotnego (2), nadto baczac na wlasnosci (9) wprowadzonych
symboléw, mozemy jeszcze wypowiedziéc twierdzenie, ze gdy ré-
wnanie (1) jest calkowalne pod postacia jednego réwnania pierwo-
tnego, natenczas wspolezynniki X; sprawdzaja identyczoie ro-
whnanie:

(1) (@B,7) =0,
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gdzie e, f3, y sa jakiekolwiek trzy liczby z szeregu liczb
0,11, 2,6 w3

2. Jezeli wszystkie g) warunkow (10) sa dopelnione, za-

tém jezeli rownanie (1) jest calkowalne pod postacia jednego ro-
wnania pierwotnego, pytamy sie, jak mozna wynalezé te calke. To
calkowanie polega na nastepujacém twierdzeniu:

sJezeli w rownaniu (1) uznamy pewna liczbe zmiennych za
ilodci stale, w skutku czego to réwnanie zamienia si¢ na:

(12) Xdo o X, day + .. Xz dieg =0, [0 < B <ml],

\
ijezeli te réwnanie jest przy pewnéj wartodci (3 calkowalne pod
postacia jednego rownania pierwotnego: natenczas bedzie takze
rownanie:

(13) Xdo+ X, dz, + .. + X; doy + X, day = 0,

gdzie 0 << 3 <<y << m, calkowalném pod postacia jednego ro-
wnania pierwotnego.*

Niech bowiem bedzie:

(14) z:(p(wl,wz,..,xs,.z,[,c)

catka rownania (12). Funkcya ¢ zawiera précz zmiennych #, ,.., g
jeszeze przynajmniéj niektore z pomiedzy tych iloci, ktoreSmy za
stale uznali, miedzy temi ostatniemi niech bedzie ilo§é ., ; stala
calkowania ¢ moze by¢ za$ uwazang jako funkcyja wszystkich tych
ilosci, ktoreSmy uznali za stale.

Funkcyja ¢, jako funkcyja zmiennych «,, .., @3 sprawdza
identycznie rownania (podlug wzoréw 3)

(l(P

1) X+ X ,..,3}+X‘””

“8

Prawdziwo$¢ powyzszego twierdzenia dowiedziemy, gdy oka-
zemy, ze ilos¢ ¢ moze byé jako funkeyja ilodci 2. tak oznaczona,
aby wyrazenie (14) przedstawialo calke rownania (13).

Rozniczkujac w tym celu rownanie (14) z tém jednak przy-
puszczeniem, Ze takze ay jest zmienna, a ¢ funkeyja téj zmiennéj,
otrzymamy:

= 0.

http://rcin.org.pl



. de % dp d(p (?(p
dz = ﬂl d.L. + .o + ?{;la- d.z':g + -(—Lr—T- d.l'.{ + (lt, (lc,
lbo, gdy za a9 - odstawimy wartosci z (15)
albo, gdy dz, ’”’-(I.Tap stawimy SC 15),
d 1
d.z————— de, — )gg d.z'lg—l- (pd +(pdc,
*y

albo nareszcie:

d LY
Xdr + X, de, + . +X3d.z'3_Xa,pd7: —H(_tdf-—"p—dc
zy e
Ztad czytamy, Ze w powyZzszém przypuszczeniu bedzie (14)
calka roéwnania (13), jezeli nieznana funkcyja ¢ zmiennéj z, uczy-
ni zado$¢ rownaniu:
B - . dp
_XT d‘l.‘, — XdT’E._‘,- anT +>(;t-¢-7 dC,

1

lub, gdy ilo&¢ ¢ moze by¢ obrachowana jako funkcyja zmienndj

@ 2 rownania:

" . dp
XX
(16) des= — =1 di,

S )

de

Tlos¢ ¢ moze byéz (16)oznaczona Jako funkeyja ilosci z., , je-
Zzeli wyrazenie:

dp
X T d.c.(
0" =
d‘l’
dc

po podstawieniu wartosci (14) za @ jest od zmiennych «,, ..,z
niezalezném. Rozniczkujac poprzednie wyrazenie wzgledem kto-
réjkolwiek z tych zmiennych z, , . . T3 np. T, D<i<p+1),
otrzymamy po wykonaniu Jlatwego rachunku z uwzglednieniem
rownan (15):
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du XA, 7))+ X, (7,0) + X, (0,2) 0<l<ﬂ+l]
die, x: 99 lo<s<ym+l
de

PoniewaZz mianownik po prawéj nie moze by¢ ani zerem ani

nieskoriczonocia, przeto gdy réwnanie (12) jest calkowalne, bedzie

d
8;—: 0, zkad wypada, ze wyrazenie » po podstawieniu wartosci
A

(15) bedzie istotnie niezalezne od &, , . . , 3 ; mozna z#tém z (16)
ilo&¢ ¢ tak oznaczyé w funkeyji z. , aby wyrazenie (15) bylo calky
rownania (14).

3. Z tego badania wynika nastepujgca regula na calkowa-
nie réwnania (1):

»Uznajac tylko dwie iloci @, @; za zmienne, sprowadzamy
dane réwnanie do ksztaltu

(A) Xdz 4+ X, dz, = 0.
W calce ogolnéj tego réwnania

(B) C=f (@ &z,..9%n 4 €) —

uznajemy takze ilo$¢ @, za zmienna, a stala calkowania ¢ za do-
wolna funkcyja iloci @,. Calkujac (podlug artykulu 2go) réwna-
nie rozniczkowe:

(©) o L asongao (008w )

po podstawieniu wartosci za @ z (B) otrzymamy:
(D) ¢ =@z, ¢)

gdzie ¢, jest staly calkowania.
Podstawiwszy warto$¢ (1)) w (B) otrzymamy wyrazenie:

(E) -'17=f|(:7/'|,¢22‘3,-.,.2',,,£‘,),
jako ogdlng calke rownania:

(F) Xdr + X, dz, + Xo dzy = 0.

http://rcin.org.pl
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Uznajemy w (Z) takze a3 za zmienna, a ¢, za dowolng funk-
cyja ilosci @y, Calkujac znowu réwnanie:

(G) = —

po podstawieniu wartoci za z z (X) otrzymamy:
(H) o=@ (T3,02);
a gdy wartosé (H) podstawimy w () otrzymamy:
(K) $=f2($1,(l'a,..,(l‘,.,cz)
jako ogdlna calke réwnania:
(L) Xdz + X, de, + Xz dr; + X; dog =0
i s g
Objaénimy te regule przykladem.
Uwazajmy rownanie migedzy trzema zmiennemi:
(a) (zs + b)*dz, + @z dry — (22 + b) de =0
Poniewaz:
X=— (22 +0), X = (@2 + ) Xy =,
zatém:
L2)=2(@ +0b), (2,0)0=2, (0,1) =0,
przeto jest identycznie:
(0;'1,°2) ="0;

réwnanie (a) jest wiec calkowalne pod postacia jednego rownania
pierwotnego.

Uzvajac «, za ilo&é stala, otrzymamy z (a) réwnanie réz-
niczkowe:

® (@ + b doy — (@2 + b) de = 0,
miedzy dwiema zmiennemi , 2, ktorego ogdlna calka jest:

(c) = (2 F0a +ec=f(z,m, o).
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rownania

- B e

Podstawiwszy te wartos¢ w rownaniu (C) t. j. w:

. sd
oy EL
Oy 4
A ol T
xZ
de
otrzymamy:
c
(d) de —m d{l'z

zkad:
(e) c=a(za + 0);

a gdy te warto$é podstawimy w () wypadnie wyrazenie:

H z=(@+ 0z +a@ 4 0) =@ +a) (@ + D),
przedstawiajace ogdlna calke réwnania (a). Ilo&é a jest jedyna
stala calkowania. :

Uwaga. Zamiast ilosci x; moglibySmy ilos¢ & uznaé za
stala i doszlibysmy do téj saméj calki (f). Atoli uznajac ilosé
2, za stala nie otrzymalibysmy zadanéj calki, z powodu ze w calce

& dy — (22 JE b)) do-= O

‘nie bylaby wyraZnie zawarta ilos¢ @, uznana za stala, czego wyra-
znie wymaga wylozona poprzod teoryja.

&. Jezeli rownanie (1) nie jest calkowalne pod postacia
jednego rownania pierwotnego, mogliby$my nastepnie szukaé wa-
runkow, przy ktorych to rownanie jest calkowalne pod postacia
dwoch, trzech,.., k rownaii pierwotnych. Rachunki, ktére w tym
wzgledzie trzebaby wykonad, sa raczéj mozolne niz trudne, dlatego
tém chetniéj je opuszczamy, ze to nam do naszego celu wcale
niepotrzebne (*). Znalezliby$my postepujac podobnym sposobem,
jak w pierwszych dwdch artykulach, ze réwnanie (1) jest calko-

*) Obszerne i gruntowne badania w tym wzgledzie znajdzie czytel-
nik w dziele: Die Differenzial-und Integralrechnung von. J. L. Raabe.
Zirich. 1847. Band IIb. str. 443—536.
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walne pod postacia k rownan pierwotnych, jezeli wspolezynniki

X; dopelniaja (m_2 ék_l)) warunkéw. Poniewaz za$ ta liczba
jest zerem dlak:tn‘;l , jakotézdla k — ’sz_z : przeto zwazy-

wszy ze k moze byé tylko liczba calkowita doszlibySmy do naste-
pujacego twierdzenia: ,,Rownanie rozniczkowe, linijowe, miedzy
m—-1 zmiennemi i ksztaltu (1) jest bezwarunkowo calkowalne pod
m2 : lub pod postacia i
tego czy liczba ilosci zmiennych jest parzysta lub nieparzysta.”

To twierdzenie, na ktérém polega metoda Pfaffa calkowania
rownai o czastkowych pochodnych rzedu 1go, moze by¢ niezaleznie
od poprzednich badai dowiedzione,

Ten sposob calkowania réwnania (1) polega na nastepuja-
cém twierdzeniu zasadniczém:

»Rownanie rozniczkowe, linijowe, miedzy parzysta liczba m 4.1
zmiennych i ksztaltu (1) mozna za pomoca stosownie dobranych
podstawieri, wyrazajacych m zmiennych w funkeyji m+19 i m
nowych zmiennych, zamienié na inne, zawierajace tylko te nowe
zmienne.”

rownai pierwotnych, wedlug

postacia

Prawdziwo$¢ tego twierdzenia udowodnimy, gdy okazemy,
ze z warunkow zadania mozna niewatpliwie obrachowaé podsta-
wienia, za pomoca ktoérych mozna liczbe ilosci zmiennych o jedne

pomniejszyc.

5. Przypusémy ze rownania

S £ =1/’| (waal’°'aam)a
(17) 2

.

. » [
a'm=1}"m(‘z'n A5y lm)y

w ktorych ay,.., an sa nowe ilosci zmienne, w liczbie m, daja takie
wartosci na &,,.., % , ktore podstawione w rownaniu (1) zamie-
niaja to rownanie na inne, zawierajace tylko te nowe zmienne.
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Jezeli w rownanin (1), ktore krocéj tak pisa¢ mozna:

a=m
(18) " Xdr+ S Xadzai=0

a=]|

podstawimy powyzsze wartosci (17) t. j. gdy polozymy ogdlnie:

o= Y (e, o . an)

(19)

dnra Q—YII d
== -— d 2 da@ ’
p da?

tedy otrzymamy réwnanie
pm
(20) Rdry X A dag = 0,
e |
gdzie:

a=m daz X a=—m
(21) R= X-* 2 Ay — d ) AB— 2. Xa da .

diry dzy d'z'a
diy =%-(lw+%-da,+,..,+rdaﬂ, [a=],2,. 3

m]

Azeby rownanie (20) zawieralo tylko nowe zmienne a,, ay,...,

@ , potrzeba: 1°aby po podstawieniu wartosci (17) rdwnanie:

a—m d

22) R=Xt 3 T“ s ¥

bylo identycznie sprawdzone; a 2° aby wspolczynniki 4,, 4,...

zmiennéj « albo nie zawieraly, albo gdy ja zawieraja, aby ta
zmienna znajdowala si¢ w czynniku, wspélnym tym wszystkim

wspolezynnikom. Ten drugi warunek bedzie dopelniony, gdy dla

kazdych dwoch z pomiedzy tych wspolezynnikow Ag, 4, jest iden-

tycznie
d A,a
-(-1-..27_.4‘,— -4 dz IOgA !

albo, jezeli zwazymy ze:

R S O M
log - = — — Lo — 1|
([.’l/ i A A 3 dx P. £ da
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gdy jest identycznie

0. o0 sty A
; Ag dx 4, dy N !
gdzie N jest pewna funkcyja zmiennej .

Warunek (22) i warunki (23), ktorych jest m, albow:em B
lub 7 moze przyjaé jakakolwiek wartos¢ z szeregu liezb 1, 2,..,m
wystarczag do obrachowania m podstawienn (17) i do oznaczenia.
ilosci IV,

Istotnie rozniczkujac drugie rownanie (21) wzgledem 2 i zwa-
zajac ze podlug (17) ilosci @y, 2,,.., zn zaleza takze od «,
otrzymamy:
ddg  z=m (dX, dz, a=m Pz,

( ) dug

de - dz | dag

a2 - oy dag do

da
rozniczkowanie ma byé¢ wykonane nietylko wzgledem wyraznego
ale takze wzgledem uwiklanego 2.
Rozniczkujac podobnie réwnanie identyczne (22) wzgledem
az , otrzymamy: \ »

dX\ oa=m(dX)\ dw, o=m dia. .
0= )+ () T I

gdzie pochodna ( X ) ‘zamknieta w nawias dla okazania, Zze

dug
a gdy to rownanie odejmiemy od poprzedzajqcego,‘wypadnie:

d 43 _'1 m (dX,\ de, dX\ oa=m ’an) gz
de (dv; arAdagiind gy (dap ;

d(13
co takze tak pisaé mozna:

ddg  a=m (dX)\ dw, oz (an) dz
= 7 ) dag o \dg

7‘2 =0 =0
ZWazZyWSZy e
dx, da d.r. day da

5 L e G nyF g S B |
Xo =X, o da1 dag 9 e R
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Atoli
dX,\ dX, dX,dz, dX, dr, i=m dX, d,
(W):’Iz“" a2, da TV G, de 2, Ao, dz
X, dX, da, dX, dzy iz dX, dz,
(L ... 0 sl g 5 B i

gdzie jX“ jest pochodna, wzigta wzgledem wyraznego Ly

‘§
Gdy te wartodci podstawimy w ostatniém rownaniu, tedy

bedzie:
ddp G T AN, dep o 1o 8X, dep Y
dz  ,Zg (=g d; dag dz =y (T, ATy dz dug’
albo gdy w drugiéj sumie zamienimy skazowki miédzy soba, co nie
zmieni jéj wartoci, i uzyjemy znanego symbolu:
o4 dX, dX, o
(24) (a’7)='E_‘Ea(av7)——(/va)’ (o, @) =0,
ayoingeess it
dw a—0 .{=o i d«Z‘ d03
Podstawmy te wartosé, jakotéz wartosé
4 ai'“ X dz, aim X dz,,
B_ a=l 5 -dT‘g —a:() 3 a};
w réwnaniu warunkowém (23), ktore tak pisaé mozna:
. e 0

dx <P
otrzymamy ostatecznie rownanie:

o—=m (=m d(ca a=m (].Z'u

TS dz, de, _
iy e, ) m.daa_zx

o
=0 ¥=0 =0 duﬁ

ktore rozklada si¢ na m—-1 réwnai ksztaltu:
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Xt dz T
2 N (a ) 2 -—d-— = Xa
(’—0

[@¢=0,1,2,..,m]

t. j. na rownania:

dz', dtpm

0,0) N+ (O DNZ 4., 4 (0,m) N 7" =X,

(25) | (1,0) N + (1, I)N"x‘ + .. (1, m)N"’"' = X4

(m, Q) N+ (m, DNIZE 1. . 4 (m,m) N orm_ x,.

6. Z tych m-41 rownan (25), linijowych wzgledem ilosci
N R
dx dx
cyji zmiennych @, @, . . , &, znanym sposobem rugowania. War-
tosci tych m--1 ilosci przedstawiaja si¢ pod postacia ulomkow
o wspolnym mianowniku, ktory jest determinantem wspolczynni-
koéw, mianowicie:

, oznaczymy te ostatnie ilosci w funk-

(0,05 5 (O, CEY S 20Q76H)
(],0?,(1, ) ologi(dym)

(m, 0),(m,1),..,(m,m)

Ten determinant, ktorego odpowiednie wyrazy (e, [3), (4, )
sa liczebnie rowne a co do znaku przeciwne, a wyrazy na prze-
katni lezace sa réwne zeru, jest identycznie réwny zeru, je-
zeli jego rzed jest nieparzysty. Ztad wnosimy ze oznacze-

d
nie ilosci N, N — 7:, ., tylko wtedy mozebne, jezeli liczba

m-}1 iloci zmlennych &, &, & .. . Wrownaniu (1) jest parzysta.
dx,

Oznaczywszy z rownai (25) te m—-1 ilodci N, N —— T

Ao e b : 0
. » N —"1ipodzieliwszy wartosci m ostatnich przez warto¢ pier-

da

wszéj, w skutku czego wyruguje sig ilosé N : otrzymamy
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dr
ﬁzw.(w,wl,:ra,--,wm),

]
den

4 :([)m(w,zl,‘rza--)zm).

Gdy ten uklad m rownai jednoczesnych zcalkujemy iz m
calek oznaczymy m ilosci @, @, .., @ W funkeyji ilosci z i m
stalych calkowania, ktore oznaczamy przez a,, az, . . , @ , Otrzy-
mamy wyrazenia:

-7‘1-':1/’:'(1',0“02,--,0'»),

. . -

T =Yn(T,a,83,..,0m).

Uwazajac iloSci stale calkowania @, , a,, .., @, za nowe
ilosci zmienne podstawmy ostatnic wartosci w rownaniu (1), tedy
to rownanie zamieni si¢ na inne

Al d(l] + Azd(lz + .. + Amda,,. = 0,
zawierajace tylko m nowych zmieanych.

9. Uwazajmy szczegolny przypadek, gdy rownanie dane za-
wiera tylko cztery zmienne; zatem gdy mamy:

(26) Xd.ﬂ + Xl da', + Xz du'l'z + X3 d{l,'3 =)
W tym przypadku beda rownania (25)

dTg

(0,0) N 4 (0, 1)Nd‘”' + (0, 2N + (0, J)Nd”" =X,

(1,0) N 4 (1, 1)N""”I 4, 2)Nd"+(1 3)N‘“’“ =X,
(27) 2

ey N x,

1(2,0) N + (2, 1)Nd””' +(2,2)N

dr,

3,0) N + (3, 1)Nd”'+(sz)N +(33)V _X.J.
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dary dz

d;:; ' N A N -ZI—; , oznaczone
z tych réwnai przedstawia si¢ pod postacia ulomkéw o wspélnym
mianowniku.

Oznaczywszy wspolny mianowuik za Jacobim *) przez sym-

bol (0, 1, 2, 3) gdzie:
(2%) (0,1,2,3) = (0,1)(2,3) + (0, 2) 3, 1) + (0, 3) (1, 2),

otrzymamy:

Tlosei meznnne N, N

< 0+(‘32)X,+(13)X2+(21)X3
o W, 12 3
NI @B X 0+ (3,0 X +(0,2) X
. dx L2 3 P
Elinboy vz _GD XL 03X +04+0.0X
pr ©,1,2,3) :
N (L2 X+ 20X + (01X 40,
d.z 0,1, 2,'3)

a dzielac trzy ostatnie rownania (29) przez pierwsze znajdziemy
uklad zwyklych rownan rézniczkowych:

(30) dr:da,:dr,:dey = — [0+(2,3) X, +(3,1) X3+ (1,2)X;)
[(2,3) X+0+4(3,0) X, +(0,2) X, ]

o [(1’3) X+(3s0) Xl 5 U"‘(O, ]) X3]

[(1,2) X+(2,0) X, +(0,1) X, +0],

Jest jeden przypadek, w ktéorym wyrazenia (29) nie dadza
da,
dz**
calkowalne pod postacia jednego réwnania pierwotnego. Albowiem
w tym przypadku sa wszystkie liczniki po prawéj rowne zern
i wspolny mianownik rowny zero, jak latwo mozna okazad.

wartosci na N N, ., mianowicie gdy rownanie (26) jest

#) Theorie und Anwendung der Determinannten. Baltzer, Leipzig.
1857. §. 8. str. 29, :
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Ze liczniki sq zero jest widoczna, gdyz réwnania:

0 +(2’ 3) X + (3’ I)Xz "*(17 2) -Y3=0,
(2,3) X4+0 4 (3,0) X; + (0,2 X,=0,
(,3)) X +(B0) X; 40 £(0,1) X;=0,
1,2) X4 (20) X, 4+ (0,1) X, +0=0,

przedstawiaja warunki calkowalnosci. Rugujac zaé miedzy temi
czterema rownaniami, linijowemi i jednorodnemi wzgledem ilosci
X, X, .., te ostatnie ilosci, otrzymamy na wypadek:

(0,1 2,3 =0, c b.do,

W tym wyjatkowym przypadku przedstawiaja sie wiec ilosci
d.Z|
Tdz”

réwnania (27) nie sa miedzy soba rozne, lecz ze jedno jest alge-

braicznym wynikiem trzech innych.

Opuszezajac przeto jedno z réwnai (27) i naznaczajac na N
dowolna warto$¢ np. N=1, co jest dozwolone w tym razie, otrzy-
dity7 dny" " dag
dx’ dr’ Tde”

Jako przyklad uwazajmy réwnanie:

(@) @ dota,de, + @y de, + dr; = 0.

el ¥ 0 :
N, ., pod postacia nieoznaczona o % dowodzi, ze

mamy wartosci oznaczone na

Poniewaz:
0, I)y=1, (0,-2).="0, {053} = —13
(1:2) = L~ CCIESy=—" 1)
(258) &40 Uy

przeto rownania (30) zamieniajg si¢ na:
(b) dz:dry:dry:de= —(r,4-T): (2, $2;): — (24 @): (2, $2).

Gdy ten uklad trzech réwnan rozniczkowych zcalkujemy,
otrzymamy:
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at B e

f as | a,
= @eFfam T2
(c) 4 Ty == + ag

iy

el N - SN
T2 Rata) 2

gdzie a,, a,, a; sa trzy stale calkowania. Uwazajac te stale
calkowania za nowe zmienne, podstawmy wartoSci (¢)'w roOwnaniu
(@), tedy wypadnie rownanie zawierajace tylko te nowe zmienne:

(a) Qg dal et d02 + da3 = 0,

8. Poznalismy, ze w rownaniu linijowém ksztaltu (1) z pa-
rzysta liczba zmiennych, mozna zawsze pomniejszy¢ liczbe iloei
zmiennych o jedne zmienna za pomoca stésownych podstawier,
ktore nalezy rachowaé z rownan Pfaffa (25). W przypadku, gdy
liczba zmiennych jest nieparzysta, bylby wspdlny mianownik ilosci
v, y 2 [
zeru, dlatego to pomniejszenie tylko wtedy jést mozebne, gdy wszy-
stkie liczniki sa takze réwne zeru; albowiem w tym razie iloSci

T
N; N '—d;,.-

, rachowanych z rownai (25), identycznie réwny

, przedstawilyby si¢ pod postacia nieoznaczo-

0 & : : L :
ng 5 coby dowodzilo, ze réwnania (25) nie sa miedzy soba

rozne, lecz jedno wynikiem wszystkich innych, OpuSciwszy zatem
jedno z tych rownan i polozywszy N=1 otrzymalibysmy zawsze m

. ; i L B dz,, ?
rownail na oznaczenie m ilosci. v de ) % Tl Ostatni przy-

padek zachodzi wtedy, gdy dane rdwnanie jest calkowalne pod
postacia jednego rownania. pierwotnego.
Uwazajmy tylko réwnanie miedzy trzema zmiennemi

(31) Xdz X, de, + X, dry = 0.

Rownania (25) zamienia si¢ w tym przypadkn na:
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0.0 N+ )N | 02N _ x,
@ ] LoN+ AN, N x
,d, dr, <
(2,0 N + (2, 1)1\ L (YN =X,
Zwyklym sposobem rugowania znajdziemy z tych réwnaii:
L dr, i dr, 75
Neg NG VR
gdzie:
0,0),(,1),(0,2)
M= “, O) ) (]7 ]) ’ (]s 2) = 0’
I (2’ 0) ’ (2’ ]) ’ (2’ 2)
a ;

=1,2)012) X+ (20X + (01 X,
ILi=20[12)X+ (20X (01X,
L,=(0,1)[(1,2) X + (2,0) X, + (0,1) X;].

Ztad czytamy, ze gdy réwnanie (31) jest calkowalne pod
postacia jednego rownania pierwotnego, zatem gdy:
(1,2)X+2,00X;+0,1)X; =0,
natenczas takze liczniki L, L, , L, beda zero.
Jako przyklad uwazajmy rownanie:
(a) (2 —@)de + (2 — ) dz, + (z — ,) dey, = 0.

Poniewaz
-(0,1)=2, (0,2) =—2, (1,2)=0,

przeto warunek calkowalnosci: by
0,1,2)=2(@, —a,) + 2@, — @) + 2(@—2y) = 0.
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Opuszezajac zatem

- oy
otrzymamy na oznaczenie

19

ostatnie rownanie (32) i kladac N=1,

da, 5
—! —2 dwa rownania:

de’ dz

dr dr
SR T4 R
—2+2di‘_:c‘ —z3
zkad:
G Nl
2 L de . o S b
(b)
da;, lw —l—lz
dz Qitois 4

Calkujac te rownania linijowe i oznaczajac przez a, , a, dwie
stale calkowania, otrzymamy:

'z
w.:.’l:-i-a.e N
(c? ; T,=a +a,c,iz.

Uwazajac nastepnie stale calkowania a,, a, jako nowe
zmienne podstawmy wartoci (¢) w rownaniu (a), tedy wypaduie:
(e) a, da, — a; da, =0,
zkad: ;
@
. gdzie ¢ jest stala calkowania. Podstawmy w (f) wartodci na ay , a,
- w funkeyji pierwotnych zmiennych z (¢), otrzymamy calke danego
rownania (a):
(©
9. Z badai poprzednich artykuléw wynika twierdzenie:
» W réwnaniu rézniczkowém rzedu lgoilinijowém, miedzy parzysta
liczba zmiennych, mozna zawsze pomniejszy¢ liczbe zmiennych o je-
dne zmienna za pomoca podstawien, rachowanych podlug regu-
ly Pfaffa. W takiém samém rownaniu z nieparzysta liczby
zmiennych jest to pomniejszenie mozebne tylko wtedy, gdy

0. =ca2,

& —z=c@, — )
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rownanie jest ealkowalne pod postacia jednego rownania pier-
wotnego.” - ; .

Pozostaje nam jeszcze do wyloZenia sposéb calkowania row-
""2*"1 hub ’".';2
dlug tego czy liczba m +1 jest parzysta lub nieparzysta. Uwazajmy
pierwszy przypadek, gdy liczba zmiennyeh w rownaniu (1):

(A) IY dc’ﬂ + Xl d.’l}( + Y + Xm dql'm - O

jest parzysta.
Sposobem powyzéj wylozonym rachujemy podstawienia

nania (1) pod postacia rownan pierwotnych, we-

(B) B, =W lLs 1o g0 Ou )o- [, 2, . . ;W]
]
w skutku ktorych rownanie (4) zamienia si¢ na inne:
(©) Arda + A, dag 4 ..+ Anday =0
iawierajace tylko nowe zmienne a,y, @y, . ., Gy .
Aby w tém réwnaniu pomniejszy¢ liczbe zmiennych, ustana-
wiamy miedzy zmienmemi @y, ¢y, .., @, dowolny zwiazek albo

przyrownywamy jedne zmienna do dowolnéj staléj, t. j. kladziemy
albo:

D), (o ik Grnifiam 63 5 8m)s5 h

D) m = Cy,
W skutku pierwszego lub w skutku drugiego przyjecia zamie-
nia si¢ réwnanie (C) na inne z m—1 zmiennemi:

(E) (Al) dal & (.A‘) d(lz -f .o+ (Am—l) dam._l = O,
gdzie ogolnie (4;) jest wartosé, ktora przyjmie “wspolezynnik
A; rownania (C) pe podstawieniu za a, wartosci albo z (L))
albo z (D).

Sposobem Pfaffa rachujemy nastepnie podstawienia:

albo:

(F) aﬁ =Z"$ (am—11 bl bza --,bm—'a)a [/),::‘ 1129-'17"'_2]
w skutku ktorych réwnanie (/) zamienia si¢ na inne:

() odvB odby 42 Bpidby, ¢ Byd gdby2ly =0i
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A gdy znowu polozymy: :
([l) fz(bl71’29--’bm—2):0

(Hl) R — Cy

lub:

gdzie ¢, jest dowolng stala, rownanie (G) zamieni si¢ na:
(D) (B) dby + (By)dby & o, 4:1(Bnis) g =0.

gdzie (B;) jest wartos¢ wspolezynnika B; réwnania (G) po pod-
stawieniu wartosci na b, z (H) lub z (H').

Postepujac ciagle tym samym sposobem, t. j. pomniejszajac
liczbe zmiennych albo sposobem Pfaffa, albo przez ustanowienie
dowolnego zwiazku miedzy zmiennemi lub przez przyréwnanie je-
dnéj zmiennéj do dowolnéj staléj; otrzymamy ostatecznie réwnanie
migdzy dwiema zmiennemi

(K) N, dny, + N, dny =0,

ktore calkowane daje ‘
&) Sty (myn,) = Gty
2 2

Rownania (D), (H), .., (L) przedstawiaja calke rownania
- m1
2
wdlna, mianowicie te, ktora wchodzi do ostatniego rownania.
Takich ukladow réwnaii przedstawiajacych calke rownania (A)
mozoa nieskoiczenie wiele otrzymaé, z powodu dowolnosci funk-

LTI - ) e
Rownania zas ('), (H'), .., (L) przedstawiaja takze calke

(A) - tych rownai jest

i zawieraja one jedne stala do-

rownania (A4) — tych rownan jest takze m.—2}—l
m—-1

2
trzeba tak w rownaniach (D), (H), (L), jako téz w rownaniach
@0, ('), .., (L) rézne zmienne wyrazié¢ przez pierwotne zmien-
ne za pomoca podstawien (B), (#), .., ktoresmy sposobem Pfaffa
kolejno rachowali,

, ale one zawie-

raja stalych dowolnych ¢,, ¢, .. ,c”';" . Naturalnie po-
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Jezeliby rownanie (A) zawieralo nieparzysta liczbe ilosci
znuennych natenczas zacz¢libySmy powyzszy proceder, od ustano-
wienia dowolnego zwiazku lub od przyréwnania jednéj zmiennéj
do dowolnéj staléj.

Uwazajmy np. réwnanie
(a) z,de + x, de, + &3de; +« £de; =0

badane juz w artykule siédmym.
W skutku podstawien

Eard CUd S o
VT (@@l

(®) { Ta=2+ 0,
JTANSIL. 1RSI, .
BN 2@ oros) ineke

zamienilo si¢ to rOwnanie na
(c) a, da, — a; da, + dag = 0.
Jezeli polozymy:
(d) N — G
gdzie ¢, jest dowolna stala, rownanie (c) przejdzie na

a, da;, —a, da, = 0,
zkad:

(e) a, = ¢, Az,
gdzie ¢, jest druga stala dowolna. Podstawiwszy w rownaniach
(d), (¢) wartosci na a,, a,, as,z () t.j.

ay — &) — &3,
O '— T ' W'y
(f) 2 2
&y + &3
@3 = —ET ey
Ly + &

otrzymamy dwa réwnania:

(@ ) o v g =0 (2y + &),
i — iy = €y (2, — )
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z dwiema dowolnemi stalemi e¢,, e,, przedstawiajace calke row-
nania (a).

. Nieskoiiczenie wiele calek tego samego réwnania (a) pod
postacia dwdéch réwnan, zawierajacych tylko jedne stala dowolna,
mozna otrzyma¢, ustanawiajac miedzy zmiennemi a,, a,, a; jaki-
kolwiek zwiazek, a nastepnie rugujac za pomoca tego zwiazku
jedne zmienna z réwnania (c).

Uwaga. Z ta metoda calkowania réwnania (1) polaczona
jest ta niedogodno&é, ze z ukladow réwnan Pfaffa, z ktorych rachu-
jemy kolejne podstawienia, tylko pierwszy uklad mozna sformo-
waé, a dla nastepnych podaé tylko prawo, podlug jakiego sie je
sformuje, gdy wszystkie poprzedzajace uklady zcalkujemy. Te¢
niedogodno$é usunal Jacobi tym sposobem, Ze zamiast stalych
dowolnych, ktore calkowanie ukladu rownai Pfaffa bezposrednio
daje, wprowadzil inne ilosci jako nowe zmienne, mianowicie po-
czatkowe wartosci pierwotnych zmiennych, zatem po zcalkowaniu
pierwszego ukladu (25) te wartoéci zmiennych z,,2,,.., 2n,
ktore te zmienne przyjma przy #=0. Poniewaz do naszego celu
potrzebny nam tylko piérwszy uklad réwnani Pfaffa, przeto poprze-
stajemy na téj wzmiance *).

410. Jezeli rownanie (1) jest calkowalne pod postacia je-
dnego réwnania pierwotnego, natenczas mozna to réwnanie pier-
wotne otrzymaé takze przez ciagle pomniejszanie liczby ilosci
zntiennych. Nasuwalaby si¢ tu tylko jedna watpliwosé, miano-
wicie czy réwnanie, ktore otrzymamy po zmniejszeniu liczby ilodci
zmiennych jest calkowalne pod postacia jednego rownania pierwo-
tnego, jezeli niém bylo dane réwnanie. Ze ta watpliwodé nie moze
mied miejsca, dowodzimy jak nastepuje.

Jezeli rownanie (1) jest calkowalne pod postacia jednego
réwnania pierwotnego, wtedy musi by¢ identycznie (podiug art. 1)

¥) Udoskonalong metode Pfaffa znajdzie czytelnik w Crelle Journal
it.d. Tom XVII str. 158 i uast.,, nstep 12; jakotéz tom LX, str.
193—250.
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® (e B 7)) =0,

glzie @, 3, y, sa jakickolwiek liczby z szeregu 0, 1, 2, . ., m
Podstawienia _ ; ;
(L) T =YW (£,8,,83500y0n), [r=1,2..m]

zamieniaja rownanie (1) na inne:
s&m
(C) 21 A, da, = 0,
a8aes

gdzie:
=y day

(d) 4= X X

==t ;'[_al_
Ostatnie rownanie jest calkowalne, gdy znowu;
(e) (MiiRy =510y
gdzie &, i, k sa jakiekolwiek liczby z szeregu 1, 2, . . , m i gdzie:
dA4; dA,,) (clAk dA,,) ((IA,, dA4 .~)

h.2k ':_: Pt i B e S 2n. ey d
Sy (duk da) * '\ day day da;  day

Niech skazowce @, odpowiada skazéwka h, skazéwee f3,
skazowka 4, a skazdwee y skazowka k, t. j. polozmy podlug (d):
o—=m de B=m, r=m dar

(f) AIAZZ ‘\’a a, A;ZE X‘a a,AL_E ‘\’..—T.
=1
=

a—1 du,, fi 1 4 dak

Rozniczkujmy drugie rownanie wzgledem a; i zwazmy ze:
(dX. ) t=m d \’» d. Z,
( :| dU duk

da
R k)

tedy bedzie:
d4; 3?—\"’ d*eg f=m "—m dX, dx dr

da ™ 2y % dardar

.
b

"l-(ldv da,daL

rozniczkujac podobnie trzecie rownanie wzgledem a; , ofrzy-
mamy:

ddz. ;i t=m d2e. B=m y=m dY d,p dp
k) g ey OOis S ;
da; (27T dag dax g2y 2| dr da, dal

a gdy te dwa réwnania od siebie odejmiemy, wypadnie:
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dA; d4, ?Em r=m (an dX ) d‘ra de.,

ke da; f=1 7=t d.z_‘, de.| da; da
lub symbolicznie:
B=m (=m d,z
® Go=3 3 G ) o L
Podobnie znajdziemy:
. v (=m a=m d.z:
( ) ( l)—' T§ a% (l: - " (ta}‘
¢ - dz.
(k) (/l, z) = 2 (a, ol 3

a—1 ‘g_ dd}, da,-
Jezeli pomnozymy te trzy réwnania (¢), (&), (k) odpowiednio
przez rownania (f) i dodamy do siebie iloczyny, natenczas wypadnie:

A =i TN d d d
M (hyik) = 2 s Tz (a5 3 7) ol Yo B

=1 [a—l e _‘E{-

zkad wynika bezposrednio, ze gdy
(@ B 7) =0,

(hy is k) = 0,

wtedy takze:

co bylo do okazania *).

*) Dowé6d powyzszy zamiedcil autor w .Grunnert’s Archiv der
Mathematik und Physik tom 46. ' i
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ROZDZIAL. DRUGL.

0 CALKOWANIU ROWNAN ROZNICZKOWYCH O CZASTROWYCH
POCHODNYCH RZEDU 1-go I LINIJOWYCH.

1. Rozumiejac przez x zmienng zalezna, a przez &, .., &,
zmienne niezalezne, nazwiemy réwnanie rozniczkowe:

BRI dx
¢} A_X,d + ..+ X, dr.’

w ktorém X, X, .., X, sa dane funkcyje wszystkich zmiennych,
rownaniem rozniczkowém o czastkowych pochodnych rzedu 1-go
i linijowem. A

Jezeli dla krotkosei czastkowe pochodne oznaczaé bedziemy
jedna litera p, to jest jezeli polozymy ogélnie

dx
(2) pi= d_.T, ’
wtedy rownanie (1) przyjmie ksztalt:

@ X=Xpti+tXp

Rownanie skoiiczone migdzy zmiennemi z, @, . . , Z», zkt6-
rego zmienna zalezna x, wyrazona w funkcyji zmiennych niezale-
znych @, .., x,, sprawdza identycznie roéwnanie (3), nazywamy
rozwiazaniem lub calka tego réwnania.
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A zatém rownanie: .
4) &' &8, 7300 B
bedzie calka rownania (3), jezeli po podstawieniu wartosci (4) ro-
wnanie
dp

dap dp
d.r,

dary

DR P -SRI,
bedzie tozsamoscia.
Podobnie gdy mamy rownanie skoticzone:

(6) f(""axlvo--wn):(),

wtedy zwazywszy, Ze ogolnie

bedzie rownanie (6) calka rownania (3), jezeli rownanie

df df af _
M XXt + X gl=0

stanie si¢ identyczném, gdy za 2 podstawimy wartosé¢ z (6).

2. Sposob calkowania rownania (3) wynika bezpoérednio
7 jego genezy. Mozna okazaé, ze jezeli pierwsza strena ro-
wnania:

(8) 8 TR T W |

jest zupelnie dowolna funkeyja n ilosci u, ,.. , u,, ktore sa danemi
funkcyjami n 41 zmiennych 2, ,,..,,: natenczas rownanie (8) czyni
zado$é rownaniu linijowemu ksztaltu (3), ktore otrzymamy rugujac
rézniczki de, da, , . ., dz, miedzy réwnaniamidu, =0, .., du,=0
i rownaniem de — p, do, — .. — pp dx, =0, wyrazajacém zwia-
zek miedzy zmiennemi &, &, , . . , Ln.

Roézniczkujac bowiem réownanie (8) calkowicie, otrzymamy

ar dr
o duy v . du, = 0.

http://rcin.org.pl



P o

Poniewaz funkeyja -I' jest z zalozenia zupelnie dowolna, prze-
to powyzsze rOwnanie moze sig przy wszelkich ksztaltach téj fun-
keyjitylko wtedy utrzymad, gdy oddzielnie

du; =000 duy =N
to jest, gdy: !

duy du, du,

i AP =0,
dx % da, i day, dz,
9) . . ¢ y % VIIBIR iitdo
du, du, du,
;e v ) —2ida, = 0.
da o=k dr, >k VA ot day, %

Oznaczajac z tych n rdwnai stosunki rozniczek da, dr, .., day,
otrzymamy
dz daz, __ dm,

10) . ST
gdzie X, X, , .., X, sa dane funkcyje zmiennych z,z,,.., @
Formujac réwnanie:

de = p, de, + ..+ dn, dz,,

i rugujac rozniczki dw, day , .., dx, migdzy rownaniami (10) itém

ostatniém réwnaniem, otrzymamy réwnanie linijowe:
X=Xip+ ..+ X«

keztaltu (3), ktoremu rownanie (8) czyni zadosc.

Z téj genezy réwnania (3) wynika zarazem sposob jego cal-
kowania, mianowicie gdy oznaczymy calki ukladu n zwyklych ro-
wnati. rézniczkowych (10), calki, ktére sa niczém, jedno réwna-
niami

(11) TRl D R e = BT
gdzie ¢; , ¢,, .. , ¢, sa stale dowolne, natenczas
(12) F(ula"sun)':oa lub . u, :f("ola--1unvl)

gdzie I, f sa symbole dowolnéj funkeyji, bedzie calka réwnania li-
nijowego (3).
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Ten sposob calkowania réwnania linijowego (3) wynaleziony
przez Lagrange’a, lecz cokolwiek inaczéj uzasadniony, objasnimy
przykladem.

Uwazajmy rownanie:

&Iy &y

() "'APl'f‘“’zP;‘f“xzps":a‘”"l‘T-

Réwnania Lagrange’a (10) zawmieniaja sie w tym przypad-
ku na: .

(b dx dx, dery d.ry
———— | S— T | S— | e—— ,
&y Xy &x &, £y
ax + 1 1 2
&3
lub
dirg AR da, &z, dx . &y
de, . w  h TR e ey Ry
e, &, i &, da, &, &y

Dwa pierwsze daja bezposrednio:
O e o iy

gdzie ¢, , ¢ sa stale calkowania, a trzecie zamieni sie, gdy w niém
polozymy z (¢) #; = ¢3 ; , ®, = ¢, &, na jednorodne
dx & ey

= q—

day &y

’
it Cy

ktorego calka jest:
@  @-Net Ea

x,*

=c| .

Réwnania calkowe (c), (d) rozwiazane wzgledem stalych
€15 g, C3 S8 WigC:

&) &£y
Ty 2 . '3

Sy s =y —= 0y

b
z,* &, &y

(a—1) 2z +

(e)

a zatém ogolna calka danego rownania (a) bedzie:
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(f) (a—1)z +

&y

RS .af ( ’
gdzie f jest symbol dowolnéj funkcyjl.

3. Ze calka (12) jest zarazem najogélniejsza mozebna, do-
wiedziemy gdy okazemy, ze kazda calke mozna otrzymac z (12)
uszczegolniajac ksztalt dowolnéj funkeyji 2%

Niech bowiem bedzie f = 0, gdzie f jest dana funkeyja
zmiennych @, @y ,. ., a,, calka rownania (3); tedy bedzie podlug (7)

of TRt df i
(13) X Eﬂ— + Xl t_I.Z'T 300y + X ” ='0.
Nadto rugujac d , da, , . ., de, migdzy rownaniami (10) i réwna-
niami (9), ktére wynikaja z réwnan (11) przez rézniczkowanie,
otrzymamy: :

du, du, du,

,+Xlz;l+"+XnTwn 0,

Il

(14) ’ ‘ . > 3 - . )
du,, du, du,
‘ X de—wl+“+X — = 0.

“ de,

Jezeli wyrugujemy migdzy temi n+4-1 rownaniami (13) (14)
linijowemi i jednorodnemi wzgledem ilosci X, X, ,.., X, te
ostatnie iloéci, otrzymamy identycznosc:

df - df o df
da. cle b day
Lo - |

(15) do” da, " 'dr, | = 0,
du, du, du,

B Al ek

zkad bezposrednio wynika *), ze ilo&¢ f musi by¢ koniecznie fun-
keyja ilosci w; , . ., u,, co bylo do okazania.

*)  Zasadnicze twierdzenie z teoryji funkeyjonalnych determinan-
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Whaiosek. Réwnanie o czastkowych pochodnych rzedun 1-go,
linijjowe, miedzy n-1 ilociami zmiennemi z, @, , . ., &, posiada
n, ale tylko n réznych rozwigzai, a kazde inne rozwigzanie jest al-
gebraicznym wynikiem tych n réznych rozwiazai. Albowiem kazda
z n calek réwnai Lagrange’a (10) jest rozwiagzaniem réwnania (3),
a kazde inne jest dowolna funkecyja tyeh = roznych roz-
wiazan. -

Uwaga. Roéwnanie linijowe (3) mozemy zamienié na jedno-
rodne przez wprowadzenie nowéj zaleznéj. Albowiem gdy:

V = const
jest calka rownania (3), tedy bedzie podlug (7):
(16) Xﬂ+Xﬂ’ +Xj:,—0

réwnaniem jednorodném z nowazalezng Viagdy v, =¢,,..,u, =0,
sa calki rownaii Lagrange’a (10), wtedy:
(17 Ve Bt v U
bedzie najogolniejsza calka rownania (16).
4. Uwazajmy teraz m réwnai r62niczkowych o czastkowych
pochodnych rzedu i stopnia 1-go, miedzy = + 1 zmiennemi
V,& & ,..,&s sprowadzonych do ksztaltu jednorodnego:

av av dv
Al!ld +Al’, d.’l’ + +Al9nd =0v
dV dV av
A 4 Ay yn—— =0,
(]8) 2 l + 212 + + 2 .l'
IV dV dV
\ Am’l;t +Am’2 + + "”"([:l' =0,

gdzie wspolezynniki A4; | x sa daneml funkcyjami zmiennych nieza-
leznych @) , @y y o vy @py A M <M.

téw, na ktérém oparte powyzsze dowodzenie, wylozylismy w oddzelndj
nocie, umieszezonéj na kofeun téj rozprawy.
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Rozumiejac przez symbol A; dzlalame wyrazone' przez ro-
wnanie:

1, d d . d
(19) Ai-—-Aul‘d?l-l- Ai',d_-tz+'.+ A""'E}:’

mozemy uklad réwnan (18) krocéj tak pisaé:
20) A V=04V=0,.., AuV=0

Teoryja takiego ukladu réwnaii rézniczkowych jednoczesnych
zajmowalo si¢ dwoch geometrow. Jacobi *) okazal, jak mozna wy-
nalezé wspélne rozwiazanie tego ukladu rownaii w pewnym szcze-
gblnym przypadku; Boole **) podal za$ ogélna metode na wynale-
zienie wszystkich wspolnych rozwiazai i w kazdym przypadku.

$. Metoda Boolela opiéra si¢ na nastepujacém twierdzeniu:

»Jezeli na pierwszych stronach réwnafi A; V=0, Az V=0,
wykonamy dzialania wyrazone odpowiednio przez symbole Az , A: ,
i sformujemy rownanie A; Ax V — Az Ai V= 0, lub. prodciéj
(A: Ax — Ax AY) V = 0: natenczas ostatnie rdwnanie bedzie
tego samego ksztaltu, co dwa pierwsze, i bedzie identycznie spra-
wdzone przez wspdlne rozwiazanie dwéch pierwszych.*

Pierwsza czesé tego twierdzenia jest oczywista; albownem
wykonawszy na pierwszych stronach réwnaii:

(21) AV =20 Ay D
dzialania wyrazone odpowiednio przez symbole Ax , A: , a naste-
pnie odjawszy je od siebie, otrzymamy:
(A;' Ae— A M)V =
av
(AiAkql Ak ) I)d + +(A;Akn_Ak nn)t” ’

gdyz wyrazy, do ktérych wejda drugie pochoduelloscl V, zniosa sig;
albo gdy polozymy ogdlnie:

*)  Crelle. Journal, tom LX, str. 1 i nast.
*¥) A Treatise on differential equations. Supplementary vo-
lume; Chapter 25.
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(r)
(23) B,-’L.IA,' Ak'r—Ak A{,rv

w4y ™ dV
(23) (AiAx — A A) V= Bi,ka‘—a v B-'.b'dT’——O-
Co do drugiéj czebci zaldzmy, ze V = ¢ (ry,.., x,) jest
wspolném rozwigzaniem réwnat A; V=0, Ax V=0, Ze zatém:
A pg=0 i Ag=0.
Poniewaz ogélnie A; 0 = 0, przeto bedzie:
A M= 0=0 i A A 9p=A:0=0,
a zatém takze:
(Ai A — A Ai)fp=0,
co bylo do okazania.
@. Metoda Jacobiego opiera si¢ na nastepujacém twierdze-
niu Poissona *).
mdezeli réwnanie (Aq Ax — Ax Ai) V=10 jest identycz-
ném; zatém jezeli przy wszelkich wartodciach skazowki r z szeregu

(r)
lizzb 1, 2,..,n jest identycznie B; ; = 0, natenczas znajac

jedno rozwigzanie V = ¢ (x;,..,a,) réwnania A; V = 0,
otrzymamy caly szereg jego rozwiazan, wykonywajac na wyrazeniu
@ kilkakrotnie dzialanie wyrazone przez symbol A; .¢

Albowiem, gdy polozymy w rownaniu identyczném

(A Ax — A A) V=0

V=9, i zvazymy ze A;p = 0, a zatém takze Az A; ¢ = 0,
otrzymamy:

Ai A =0

zkad czytamy, ze takze (o, = A; @ jest rozwiazaniem rownania
Ai V=0. Wykonywajac na ¢, to samo dzialanie Az , otrzyma-

3
my trzecie rozwiazanie @, = Ar @, = Ax Ax P = Ax @, i t. d.

*)  Journal de I'école polytechnique. Cahier 15.
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Postepujac tym sposobem, otrzymamy 2z jednego rozwiazania
V = ¢ réwnania A; V' = 0, caly szereg rozwiazai

2 >
9, P =A: P, q’z:-\k f[’.zlk q71",(p}L:Ak w#—lekT-

Poniewaz rownanie rézniczkowe A; V = 0, précz oczywiste-
go rozwigzania V = const, moze mie¢ tylko n—1 réznych rozwia-
zal, przeto w powyzszym szeregu znajdzie sie jedno, ktore nie jest
nowém rozwiazaniem, lecz jest albo funkeyja wszystkich poprze-
dnich albo iloscia stala, np.:

(’)P':f‘rpv Pryees (f}l-—l)
gdzie 1t << n—1.

7. Jezeli rownanie (A; Ax — Ax A)) V = 0 jest iden-
tyezném dla kazdéj pary réwnai (3), wtedy wspdlne rozwiazania
tych réwnai wynajdziemy, jak nastepuje.

Najprzod szukamy wszystkich n—1 réznych rozwiazai pier-
wszego rownania A, V= 0. W tym celu wystawiamy réwnania
Lagrange’a dla tego rownania:

day ) N dRpavtaahi duat s
A4 Mt v = IAgiae

h (24)

Jezeli uy=¢; , .., U,y =c,—, sa calki ukladu zwyklych ro-
wnait rozniczkowych (24), natenczas kazda z nich bedzie rozwia-
zaniem rownania A, V' = 0, a najogoélniejsze rozwiazanie bedzie
dowolng funkeyja ilosci w; , .. , up—; , Dp.:

(25) V="F (ul sy U 5oy uﬂ—')'

Te¢ funkeyja /' chcemy nastepnie tak oznaczy(¢, aby spra-
wdzala identycznie takze wszystkie nastepne m — 1 réwnai
A 2 0P TV &=10,

Wprowadzajac w tym celu najprzod zamiast pierwotnych
zmiennych @y, .., @, ilosci w, 5 .., uy,—y @, jako nowe niezale-
znie zmienne, ktorekolwiek z ostatnich m — 1 réwnai A; V=0,
gdzie ¢ = 2, .., m, zamieni si¢ na:
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LV du du,—
v 4, [V dn "
a o [dul dx, 3 fang du,.-l dry ]+
dV du, dV du,y dVy . .
-t i [du, da, . dug_y dz, ] i.rn) e

- albo przy inném uporzadkowaniu
[ du,
A A; V—[ % d + +A‘|" dz ]
duy -1 du,_1 AV aVv
. b Ly’ giaes Se (L
: -'-[A"1 dur, Tl Auym T ] T, (d:rn) i

b .y
du,

dx, | duy—y

lub nareszcie:

1% 7 o 1
AV = Ay ‘l T+t Qi thas l(u . (t;.rV) A

dVv
gdzie [— U jest pochodna, wzigta wzgledem wyrazneﬂo S

Atoli jezeli przez V rozumiemy rozwiazanie pierwszego ro-
wnania, rozwiazanie, ktore podlug (25) moze zawieraé wyraznie
e [ » Jpdl
tylko ilosci w, , u , .., u,_1, natenczas bedzie (d_.r— =0, w sku-
n
tku czego ostatnie rownanie zamieni si¢ na:
dVv av
(26) T S o Ai upq = 0,

du, dup_y

gdzie 2 = 24iu. 5 M.

Rownanie (26) przedstawia uklad m — 1 rownai rézniczko -
wych tego samego ksztaltu co réwnania (1) i zupelnie rownowazny
ukladowi (1); albowiem wspolne rozwiazanie ukladu (26) beda
rozwigzaniami wspolnemi réwnarn (1).

Nadto réwnania (26) nie zawieraja procz ilosci w, .., Uy
zadnych innych niezaleznie zmiennych, albowiem z powodu toZsa-
mosei

(Ai A — A A ) V=0
przedstawia kazdy wspolezynnik A; wx W rownaniach (26) rozwia-
zanie rownania A, V = 0, w skutku czego musi by¢ pewng funk-
cyja jedynie ilosci wy , uwy 4oy Un—yg .
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Nareszcie jezeli rownania (26) oznaczymy znowu przez

(27) A V=0, AzV—T'—O,..,Am_lV:O,
natenczas rownanie ,

(28) (A Ah— M A )V =0
bedzie znowu identyczném dla kazdych dwéch réwnai (27); albo-
wiem wprowadzenieilosci %, , .., us—1, @, jako nowych zmien-
nych niezaleznych nie zmienilo natury réwnah, zatém réwna-
nia (28) beda identycznemi po przerobieniu réwnain (1), jezeli by-
1y identycznemi przy ich pierwotnéj postaci.

Calkowanie ukladu m réwnai (1) lub (3) miedzy n niezale-
znemi @y, . ., x, sprowadza si¢ przeto do calkowania m — 1 ro-
wnaii (26) lub (27) miedzy n—1 niezaleznemi u, , .., u,— . Tak
samo mozna uklad (27) sprowadzié¢ do ukladu m—2 réwnan miedzy
n—2 niezaleznemi i t. d.

Postepujac ciagle tym samym sposobem, otrzymamy w koiicu
jedno réwnanie rézniczkowe o czastkowych pochodnych rzedu 1-go,
linijowe i jednorodne, miedzy n — m + 1 niezaleznemi, ktérego
rozwiazania, wyrazone w funkeyji pierwotnych zmiennych, dadza
n — m réznych rozwigzaii wspolnych dla ukladu danego (1).

Jako przyklad uwazajmy dwa rownania:

av av dPicy.
= A V__.a',m -+ .’I‘..T.-Iz: + x4 ?&-74——-0,
a
av av av
Ad i e S o Ve e o1 OO e

Rownania Lagrange’a dla pierwszego rownania sa:

(b) ghey ., - dok A deg  drx, day
@, 0 @, ay 0’
zatém jego rozwiazania:
xry &y Xy
(C)d - uyis=my 7 Wy langly Uy ==y 14,:.1‘3—'—_)— ;
2 . il |

-

Poniewaz:

Ay yy=a3=u;, Ay va=x3=us, Ajt3=0, Apwy=ap a5 =u; uy,
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przeto wspélne rozwiazania réwnal (a), sa rozwiazaniami ro-
wnania:

av av - adv
(d) w y: 7 + U 7&;+u' "2@;—0'
Rownania Lagrange’a dla tego réwnania linijowego sa:
Quy, du_z_- - dug _ duy

u, TN TR R T i T

(e)
zatém rownania:
i g 3

(f) Uy = a, uz:bu“ Uy = 2 +c
lub podlug (c):

&y &4 &y &y
D @ o=azy, #=bey, m=00 4 B0,

2 2
gdzie a, b, c, sa stalemi calkowania, przedstawiaja wspdlne rozwia-
zania zadane. Najogdlniejsze za$ rozwiazanie réwnan (a) bedzie:

A, UL P e Sl BRG IR b Sy
( ) 3 P f 7 9 z ’
gdzie f jest znak dowolnéj funkeyji.
8. Ogolny przypadek, w ktorym rownania:

- (29) (A Av — A A)V =0

nie sa identycznemi dla kazdéj pary danego ukladu (1) lub (3)
sprowadza si¢ do szczegdlnego przypadku, wylozonego w poprze-
dnim artykule.

Przedstawmy bowiem réwnania (1) pod nastepujaca po-
stacia:

dv av av

(/w + A|am+1 __-d»'l'm—{—l +-+ Al’n F.l—,-, S 0:
(30) . o, ¥ . [Vu . » . . d[f. 9

dV d

('ll'm + Am’ m41 dévm-H i + Am yn d.r,, == 0’

¢o zawsze mozna zrobi¢ przez rugowanie; polaczmy z temi réwna-
niami jedno z réwnan (29), ktore nie jest identyczném, i przedstaw-
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my ten nowy uklad o m - 1 rownaniach znowu pod postacia (30).
Jezeli niektore z rownaii (29) dla tego nowego ukladu nie beda
identycznemi, wige znowu jedno z tych réwnan polaczmy z tym no-
wym ukladem, w skutku czego otrzymamy drugi uklad nowy o m -2
rownaniach, ktéry znowu przedstawimy pod postacia (30). t. d.
Uklady, ktére tym sposobem kolejno otrzymamy, beda podiug arty-
kulu 5-go réwnowazne danemu ukladowi (1j. Atoli postepujac
tym sposobem albo otrzymamy w koiicu uklad, dla ktérego réwna-
nia (29) beda identycznemi, albo dojdziemy do réwnan:

LA LATOTR. |

A Y R
coby dowodzilo, ze rownania (1) prdcz oczywistego rozwiazania
V = const, nie maja zadnego innego rozwigzania.

Uwazajmy np. dwa rownania:

="

iV av dVv
(.;, lr_.:Txl.g. (Zo# &) Zn. % a:,a:,)dx + (T34 25 —3 @) — ¥ =0,
a
d dV
As iV — -k + (@) &y 2, +.r,——-.t,x2)(z_3 + (23 z)'— z) dv‘ =0,

dla ktorych
av av
(l)) (Al Ag st Az A) V: T, I«;“ + (lt‘ = 0

Laczac to rownanie z rownaniami (a) otrzymamy nowy uklad:

iV
Al .IY e +(';.Zl +-1")—' = 0
dV dV
(l.') A-_; V — -(-{LT’ Ly ([_.’1'3 = 0,
AV v
A;j V—T m &€ ;Zl-,'s -

ktory mozemy calkowac podlug reguly danéj w artykule 7.
Znajdziemy

2

2
: e e @ S L
(@)  V=ap —ag =" wic—"¢ const

na rozwiazanie ukladu (c) lub, co jedno, ukladu (a).
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9. Jezeli chodzi nam tylko o szezegdlne rozwiazanie wspol-
ne ukladu réwnai (1) lub (3) i to dla przypadku, gdy wszystkie
rownania (A; Ax — Ax Ai) V= 0 sa identycznemi, mozemy uzyé
metody Jacobiego.

Niech bedzie V = ¢ jedno rozwiazanie plerwszego rownania
A V=0, zatém (podlug therdzema Poissona):

(31) 9,9, =2 P, Pr=A4; (P|:A2(P,--a([’}l- = As Pp. —Aﬂ(P

szereg innych rozwiazai, pomiedzy ktéremi dopiero:

(B2) =S @ Prs-es Pu-)
gdzie u << n — 1. Wprowadzajac zamiast @ pierwotnych zmien-
nych @, ,..,a, ilodci @, @y .., Pu_ys pgy 405 a0, jako
nowe niezaleznie zmienne, otrzymamy (podobnie jak w artykule
7 postepujac) na oznaczenie wspdlnego rozwiazania dwoéch pier-
wszych réwnan A. Vi—==", A, V' = 0 réwnanie:

av

(qu) +A3I)ld + + rp‘u’ ld(p =

albo podlua (3]), (32):

av av sdl

(33) ¢ — d A Qoo vk s +f3—l(l)y—|

Niech bedzie V= (¢, ¢, ,. ., Pp—,) jedno z rozwiazai

tego réwnania, lub, co jedno, wspdlne rozwiazanie dwdch pierw-
szych rownaf A, V=0, Ay V = 0, zatém:

(4

="0);

(35) . v, Yi=A; Y, Ws =As ¥,= A31p oo W =00 #’v—lZA; Y
szereg innych rozwiazan, miedzy ktoremi dopiero
(36) Yy :fl (1/"’ Yyseoy 1{'\;—1)

gdzie v << n — 3, wtedy wspélne rozwiazanie trzech pierwszych

rownan A, V=20, As V=20, A3 V == 0 bedzie rozwiazaniem
rownania:
av av o
As '/’7“]‘ As vy, ay, + ..+ y -, ’h/’v—l i

lub podlug (35), (36)
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8E oy A 4 fige =
Nk dy Bt foly du, 5 N 41 tpv__"‘“/’v—i: +f.ldl/’v-1 Tiir
ift..d.

Jako przyklad uwazajmy trzy rownania (c) artykulu 8. Ré-
wnania Lagrange’a dla pierwszego z tych réwnai sa:

d.Z' ___d.l'a_ d.’l!:; _(_l_.l_ri
'V O T3 a) g VNEES
zatém:
=3 — &} — & 14 =coust.,, ;= Ay P=ua3 ,

‘Pa T A2 (Pl =
sa jego rozwiazania. Rozwiazanie wspélne dwéch pierwszych ro-
wnaii (¢) daje réwnanie:
PN
e d(p + dq),

Rownanie Lagrange’a dla tego ostatniego rOwnania jest:

zatém:
: 1 2 g xf
(d) V:(p— 7 P = =l =X — 5= const
bedzie wspolném rozwi:;zaniem dwdch pierwszych rownain. Ponie-
waz jednak warto$é (d) sprawdza identycznie trzecie réwnanie
As V = 0, przeto jest (d) wspdlném rozwiazaniem wszystkich

trzech rownain.
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 ROZDZIAL. TRZECI.

0 CALKOWANIU ROWNAK ROZNICZKOWYCH O CZASTKOWYCH
: POCHODNYCH RZEDU 1-go, NIE LINIJOWYCH.

-

A+ Niech bedzie dane réwnanie skoriczone

(1) o -T=f(.'t'|,..w,,,al,..,a,.)

migdzy n+41 zmiennemi @, @;,.., 2, , zawierajace n stalych
dowolnych a,, .., a, . Uwazajac @ za zalezna a &, .., @, za
zmienne niezalezne, rdzniczkujmy to rownanie czastkowo wzgle-

dem kazdéj z niezaleznych. Tym sposobem otrzymamy n rownai:
df d
® = -

p'—ft?l'""p" -t-l.f‘l}:-.

Oznaczmy z pierwszych n rownai (1), (2) wartoSei na
Gy e W Innkeyit dlosel, &5 #a 5 ) oo @ulomi Py sterbipnniw sdpods
stawmy te wartoSci w ostatniém rownaniu (2), tedy wypadnie
rownanie roézniczkowe o czastkowych pochodnych rzedu Igo:

(3) F(J‘,E,,--,wn,pls--’Pn):0’

ktore niezawiera stalych dowolnych, a ktoremu czyni zado$é row-
nanie skoiiczone (1).

Réwnanie skoiiczone (1), czyniace zadosé rownaniu (3) i za-
wierajace tyle stalych dowolnyeh, ile jest zmiennych niezaleznych,

6
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nazywamy, uzywajac terminologiji Lagrange’a, rozwigzaniem zu-
pelném (solution complete) réwnania (3).

Jezeli wiee réwnanie (1) jest rozwiazaniem réwnania (3),
wtedy musi by¢ identyeznie:

daf df

a0, ' ' i

Aby za$ réwnanie (1) bylo zupelném rozwiazaniem réwna-
nia (3), to nie doé¢, aby zawieralo n stalych dowolnych, lecz nadto
potrzeba, aby bylo mozna z tego réwnania i z ktérychkolwick n—1
np. zn—1 pierwszych rownaii (2) oznaczy¢ stale a, , .., a, w funk-
cyji ilosci @, @y, 0 vy @ 5 Pyyo oy Pa 3 gdyZ w razie przeciwnym
rugowanie, stalych a,, .., a, migdzy réwnaniami (1), (2) nie
doprowadziloby do réwnania (3).

Ostatni warunek bedzie zawsze dopelniony, gdy wyraZenia

piedf df
jv e B L)
day Aoy
sg miedzy soba rozne, zatem jezeli determinant funkeyjonal-
ny z tych funkeyj wzgledem a,”, % . , a, nie jest identycznic
zero ). ' yshoi

]"(f"rls--,-"'n9

y=10,

, .uwazane jako funkeyje ilodcia, , . . , ay ,

2. DProcz rozwigzania zupelnego uwazaja si¢ jeszeze calki
innego ksztaltu, mianowicie: calka ogdlna (integral général) i roz-
wiazanie osobliwe (solution singulaire). . :

Wykazanie znaczenia tych odmiennych calek i sposob ich
otrzymywania z rozwiazania zupelnego jest przedmiotem nastep-
nych badann **). :

Uwazmy, ze wypadek rugowania ilosci stalycha,, .., a, mic-
dzy rozwiazaniem zupelném (1) i réwnaniami (2) bedzie ten sam,
jakiekolwiek naznaczymy wartosci na te stale dowolne. Mo-
zemy je nawet uwaza¢ jako zmicmme t.j. jako funkeyje ilodei
Xy, .., &, tak oznaczone, aby ksztalt rownai (2) nie zmienil sie.

Uwazajac ilotei a,, .., a, jako funkcyje zmiennych
@y ..y @ 1nastepnie rozniczkujac w tém przypuszezeniu réwna-

*) Nota na kohcu rozprawy.
**) Vorlesungen itber Dynamik von C. G. J. Jacobi; str. 471,
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nie (1) czastkowo wzgledem @, ,. ., &, otrzymamy w miejsce
rownaii (2) naste¢pujace réwnania; '

dafy df day df da,
i da " da, d.z’ g i da, de, °
ly df df (_l(ll_ df da,

Tl ol R T R
~ Te réwnania nie beda sie ré/mi¢ od réwnai (2), gdy ilokei
@y, ..,a, oznaczymy jako funkeyje zmlennych mezalemych

Lyse o2 & tak,aby by]o

df da,

| dalda:, 1ok dog dagn 0
Bt o i il et 94 ¢

P A R g~ P
Tym n rownaniom linijowym i jednorodnym wzgledem po-

chodnych -i/—' 3 ol v if— mozemy dwojakim sposobem uczynié
da, ’’ da,l
zadobé:

albo 1° zakladaja,c

L. .

Ty =00 00 g

df df

k o il : Ky 4 af . g
albo 20 gdy przyjmiemy, Ze, pochodne g esin s (e nie sa ro

wne zeru, ustanawiajac miedzy ilosciami a,, . ., @, jakakolwiek

liczbe “dowolnych zwiazKéw; albowiem gdy wyrugujemy pocho-
d d h VS st

dne —f, sileih ——f migdzy temi roéwnaniami, natenczas wy-
da, day,

padunie:
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Aoy dey - da
d, *  doplinsn'vds;

_da_, da, da,
(6) dz,’ day * " 'dzy | =0,
da, da, -

s T wlke e
day’ dag dr,

zkad wnosimy, ze ilosci ay, @z, .., @, uwazane jako funkecyje
zmiennych @, , . ., , nie sa miedzy soba niezalezne.

W pierwszym przypadku oznaczywszy z rownai (5) wartosci
naa,..,a, wfunkeyjia,,..,a, ipodstawiwszy te wartosci
w rozwiazaniu zupelném (1) réwnania (3), otrzymamy rozwiazanie
osobliwe.

W drugim przypadku otrzymamy calke ogolna, jak nastepuje.

&« Zalézmy ze ¢ pierwszych ilosci ay, . . , a; sa funkeyja-
mi pozostalych n—i ilosci @iy, . ., @, ; mianowicie:

@ =P (CGig1 5005 ) :
)] 3 ] :

@ = @ (@is1y+e s Cn )

W tym przypadku sa rownania (4), determinujace ilodci
@y,..,0a, jako funkecyje zmiennych «;,..., 2, , miedzy sobay
zalezne 1 powinny si¢ zredukowaé do n — ¢ réznych migdzy
soba.

Istotnie podstawiajac w réwnaniu (1) za a;,.., @ po-
wyzsze funkcyje, rozniczkujac nastepnie to rownanie czastkowo
wzgledem kazdéj z niezaleznych @y, . ., @, otrzymamy n réwnanh:

af (df)da,.+i fion +(df day

-dz:, daiyy | de, da, | dx, ’

p,,:i_*.( df )(_lui‘t’_ +,,+(‘I/\)‘,[‘ﬂ’

daz, daiy, | dzy de, | dz,
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gdzie nawiasy oznaczaja, ze przed rézniczkowaniem nalezy podsta-
wi¢ za ay, .., a; wartosei (7).

Aby jednak ksztalt tych réwnali nie réznil si¢ od ksztaltu
réownaii (2) musi byé:

& \dag, | «
ot = o) =

d da; d 1
(_f)__‘_+'_+ A & _L) e =0,
daH—l d'Tn da, de,
Te réwnania sa zupelnic réwnowazne réwnaniom (4). Mno-
zac atoli te rownania odpowiednio przez dez,, .., dx, i dodajac
iloczyny otrzymamy réwnanie:

l d
(d;z_)da,.;_,-f- +(df;)da,,=0,

ktére z powodu niezaleznosci ilodci @ipy, . ., an rozklada si¢ na
n—— nastepujacych:

® ° ( s )zo,A.;(ﬂ)zo.

daipy

W skutku rownaii (7) zamienia si¢ rozwiazanie zupelne (1) na:

(9) a::f(;v,,..,’.r,,.(p,,..,(p;, aH_,,..,a,.)

Jezeli przeto miedzy réownaniami (8), (9) wyrugujemy n - ¢
ilodci @iy 5+ ., @y otrzymamy takze rozwigzanie réwnania roz-
niczkowego (3).

Poniewaz od naszéj wali zalezy, ile z iloci a,,..a, chce-
my uwazaé¢ za funkcyje wszystkich innych, przeto tym sposobem
otrzymamy caly szereg rozwiazan z danego rozwigzania zupelnego.
Te rozwiazania nazwal Lagrange calkami ogélnemi. Najogolniejsze
bedzie to, ktore otrzymamy uwazajac jedne z ilosci a;,.., a,
za funkcyja wszystkich innych. Poniewaz nadto te funkcyje sa
zupelnie dowolnemi, przeto kazda z tych calek ogélnych jest
zrodlem nieskoliczenie wielu rozwiazai szezegdlnych.

L. Zachodzi jeszeze pytanie czy kaide szezegélne rozwia-
zanie miesci sie w tych ogédlnych calkach, albo, Scisléj mowiae,
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czy z danego rozwigzania zupelnego otrzymamy wszystkie mozebne
rozwigzania, uznajac stale dowolne za funkcyje zmiennych niezale-
znych. Nie trudno okazad, ze tak jest w saméJ rzeczy-

Niech bowiem bedzie:

(10) . ‘”—l(‘rl’--a'l'u)a

akleml\ul\wek rozwigzaniem rownania ('3), ktorego rozwiazan ic
7upelue jest ;

(11) .z_f(x,,..,.»v,.ga,l,...a,.).
Poniewaz te dwa wyrazenia sa rozwigzaniami réwnania (3),
przeto jest identycznie:

I«'(f,..r,,'. ,.r.,‘g—- ol f)_o

P(ltmly--a'vnsdx ""d.z )=0’

zkad czytamy, ze gdy oznaczymy ilosci ay i ., @, jako funk-
cyje zmiennych 2y , .., a, tak, aby mialy miejsce ktorekol-
wiek 2 z pomigdzy n+41 réwnan: -

df af _ dy
(]2) f= Za dr! ’dr,,_?l?’

wtedy takze (n4-1) bgdzne mialo miejsce. Oznaczywszy zatem
te iloSci z n ostatnich i podstawiwszy wartosci w pierwszém,
otrzymamy rownanie identyczne, ktore rézniczkowane czastkowo
\_vzgledem..z', 9o i daje

df | df da,

dz, da, dz,

df da, __ (l_l_
dae d . d "

+

df .Llf; da, TR df da,  dg

dit, da, dew, A dg s idey |

Atoli z powodu (12) dajq te rownania:
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df- day" . daf - day” ) .
da, (Tz-, ok 'cm Ly 0,.
(if da, df da,, ;
da, dx, s & oy da, de, .

Poniewaz ostatnie réwnania nie sa czém inném, tylko ro-
wnaniami (4), przeto wnosimy ztad, ze jakiekolwiek rozwiaza-
nie (10 moze byé otrzymane z rozwiazania zupelnego i to tylko
sposobem wylozonym w artykule trzecim. Vg™

Whiosek. Jezeh z réownan (12) . \\ypadnq DE A0y On
wartosci stale, wtedy rozwigzanie (10) bedzie szczegolnym przy-
padkiem rozwiazania zupelnego. Jezel_l te wartosci beda funk-
cyjami iloci @, ,.., @, i nadto niektore beda funkeyjami wszy-
stkich innych, wtedy rozwiazanie (10) bedzie szczegélnym przy-
padkiem jednego z rozwiazai ogolnych dajacych sie wyprowadzié
‘'z rozwiazania zupelnego. Nareszcie gdy wartosci wypadng zmien-
ne, ale miedzy soba niezaleine, wtedy rozwiazanie (10) bgdzxe
rozwigzaniem osobliwém,

Uwaga. Rownaniom (4) mozna takze uczynié zado$é przy-
rownywajac ilosci @, . .4 @, da dowolnych funkeyj innych ilosci
stalych. Zatem z jednego rozwiazania mozna nieskoiiczenie wiele
innych rozwiazai zupelnych otrzymad,

&  Najlepszy sposob rugowania ilosci stalych z danego
rownania skoificzonego celem otrzymania rownania o czastkowych
pochodnych rzedu 1° rzucajacy zarazem $wiatlo na odwrotne zaga-
dnienie, mianowicie na wynajdywanie rozwiazania zupelnego, jest
nastepujacy.

Rozwiazmy dane rownanie skoficzone migdzy 741 zmien-
nemix, @;,..,& , zawierajace n stalych dowolnycha,,..,a,
wzgledem jednéj staléj a, , t. j. przedstawmy je pod postacia:

(13) f(""a'rla"’d'naa21’0-)an):a[-

Uwazajac @ za zalezna, &, .., @, za niezalezne, réznicz-
kujmy to rownanie (13) czastkowo wzgledem kazdéj z niezalez-
nych; tym sposobem otrzymainy n réwnaii:
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s /l (-"s-7’1a--y-ff:s2’|’az,--,an ):0;

(14)
fn (‘T"Tl 1009 %n Pr 'dzﬁ' « 5 n ):0'

Z tych n rownaii otrzymamy najprzéd po wyrugowaniu n—1
stalych a,, .., a, , réwnanie o czastkowych pochodnych rzedu
pierwszego:

(15) Fl(-?’affn--sd"naZ’“--,.Pn)=Os
i nadto oznaczymy kazda z tych n—1 stalych w funkeyji iloSci
Ty Tyye'es @y ProseesPas tojo znajdziemy
Fy@@ymly ,8i'yp 030 ) = ay,

(16) w. sistyd (OF) Ainbsw NG
Fu(-”,-'fn'-,d'n12’11--,1’»):%-

Réwnania (15), (16) sa zupelnie réwnowazne réwnaniom (14),
ktore otrzymalidmy rézniczkujac czastkowo wzgledem kazdéj nieza-
leznéj rownanie (1), bedace zupelném rozwigzaniem réwnania (15).

Ztad wynika, ze gdy z rownan (15), (16) oznaczymy ilodci
P11 s vy Dn . WAARDRCYJI LOSOID, & oi5inrs isiibas ittt I ED Au A -
tosci podstawimy w réwnaniu :

(17) de = pyday ..+ pa day

wtedy to rownanie winno by¢ calkowalne pod postacia jednego
rOwnania pierwotnego, a calka tego réwnania winna byé niczém
inném, jedno réwnaniem (13), ktoére jest rozwiazaniem zupelném
rownania o czastkowych pochodnych (15).

Aby wigc wynalezé rozwiazanie zapelne rownania o czastko-
wych pochodnych rzedu 1° t. j. rownania (15), do$é wynalezé n—1
rownai miedzy ilosciami @, @, .., Zu , Py, .., Pa ksztaltu (16),
ktore wraz z daném réwnaniem rézniczkowém (15) daja wartodei -
na Py, - . Pu » robiace rownanie (17) calkowalném pod postacia
jednego rownania pierwotnego. Poniewaz réwnania (16) zawie-
raja n—1 stalych dowolnych, a calkowanie réownania (17) wpro-
wadza jeszcze jedne stala, przeto tym sposobem daje calkowanie
rownania (17) zadane rozwiazanie zupelne.

Warunki calkowalnodci réownania (17) winny daé sposéb
oznaczenia \funkcyj Iy, .., F,, ktére przyrownane do dowol-
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nych stalych az, .., a, sa szukanemi n—1 réwnaniami. Jak
najdogodniéj urzadzi ¢ rachunek celem wynalezienia tych funkeyj,
mowié bedziemy w nastepujacym rozdziale; wprzody zas wylo-
zymy metode Pfaffa i metode Cauchy’ego, ktéra powtérnie Jacobi
wynalazl. ; ¢ )

@. Piaff sprowadzil calkowanie réwnania o czastkowych
pochodnych rzedu 1° do zagadnienia, wylozonego w rozdziale I,
mianowicie do calkowania réwnania rézniczkowego rzedu 1° i linijo-
wego, miedzy 2 n zmiennemi,’ pod postacia » réwnaif pierwotnych
z n stalemi dowolnemi. : _

Wyobrazmy sobie bowiem dane réownanie o czastkowych
pochodnych rzedu 1° (15), rozwigzane wzgledem jednéj pochodné;
Pn » t. j. przedstawmy je pod postacia:

(A8). Pa =@ (&, @1y ees®n « PiseesPny)

Podstawiwszy te wartos¢ w réwnaniu (17) otrzymamy
rownanie:
—de 4+ pydey + ..+ ppey d¥u_y + @ do, =0,

ktére, uwazajac Py, . . » Pa—y Za NOWe zmienne, mozna tak pisac:
(19) —dz+p, da+. Apa—y Ay +p day +0. dp+.40. dpu—, =0.

To réwnanie jest zupelnie tego samego ksztaltu, co réwna-
nie (1) w rozdziale 1 i wyniknie z tego ostatniego, gdy polozymy
W niém:

m=—2 n—-—l, X =—l, X=P1 9 0o 3 X"—l =Pr—1ys X =q),

(20) X.”+1 = CRE e ‘=X2ﬂ—l ’;O,
i B=0y B, S8y vy Bne=Cn—gs & = &y 5" .
Cnpy = Pr-o oo o P—1 T Pa—g

Jezeli wige to rownanie (19) zcalkujemy pod postacia n
rownail pierwotnych z n dowolnemi stalemi, znajdziemy n rownan
miedzy iloSciami &, @, 5. ., &s s P1 .-y Pa—rs Zavierajacych
n stalych dowolynch; a gdy migdzy temi réwnaniami wyrugujemy
n — 1 ilosci p; , .., Pu— » Wypadnie jedno réwnanie migdzy
ilosciami @, @, , . . , @, z n dowolnemi stalemi, ktore bedzie zada-
ném rozwiazaniem zupelném.
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Uwazajmy np. réwnanie:
(a) & =p p, lub py g
P
Roéwnanie (19) zamienia si¢ w tym przypadkn na
®)  —de+pda + - dey +0.dp, = .
1

Stosujac do tego rdownania wzory 30 art. 7 rozdzial I,
otrzymamy:
© dz 2¢ day @  dp, |
d-'l«',—p d{ts p","dw,_ !
zkad:
(d) = 2210, T=a (2’2 +a1)2’ &y =ag rs + a,
gdzie a,, a,, a, sa stale calkowania.
Podstawmy te wartosci (d) w réwnaniu (b) uwazajac ilosci

a,, a3, ag jako nowe zmienne, tedy otrzymamy rdwnanie tylko
migdzy temi nowemi zmiennemi:

(e) 2 ag da, + a, dag — da,; = 0,
To rownanie (¢) catkujemy pod postacia dwéch réwnaii pier-
wotnych, gdyz pod postacig jednego nie jest calkowalném.
Kladace zatem:
6] o =iy
gdzie b jest stala dowolng, otrzymamy:

b dag e daa = 0,
zkad: ,
(g) bay—ag = a,
gdzie a jest druga stala dowolna.
Podstawiwszy w (f), (y) wartoici na a,, a,, az w funkeyji
ilodei @, @, , @4, p, z (d), otrzymamy dwa réwnania:

pl:xl"'b’
(h) ;-‘-‘-"If'l 4+ a,
BibL TI0TERA

A CZAJEWICZA
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przedstawiajace calke réwnania (0). A gdy miedzy ostatniemi
rownaniami wyrugujemy p,, wypaduie:
&) z=@+a)(n +10),

jako calka rownania rézniczkowego (a).

Jestto rozwigzanie zupelne rdéwnania (a).. Calke ogélna
otrzymamy zakladajac b= (@) i rugujac @ migdzy réwnaniami:

) 0 = (2 + a) (22 + 9 (a)],

. 0=a + ¢ (a) + (22 + a) ¢’ (a);
a calka osobliwa, bedzie wypadkiem rugowania iloSci a, & migdzy
réwnaniami:

2= (@ + a) @ + )
dz

dx
a;=w2+b=0, m’)=$,+_a=0,
a wiec:
(m) ==,

Uwaga. Rozwigzanie zupelne réwnania réZniczkoweg_o (a)
otrzymamy takze, podstawiajac wartosci na p,, pa z (a), (d) t.j.

& , .
= & a 3 = —— W rownaniu:
Py 2 + i D3 T2 + a

dz = pi da, + ps drs
w skutku czego bedzie:

(n) dz= (x: + a) dz, + .Fw—-f——a. dzy ,

i calkujac to rownanie, calkowalne pod postacia jednego réwnania
pierwotnego. Roéwnanie () nie rozni si¢ od réwnania (@), calko-
wanego w art. 3im rozdzialu Igo, jego calka jest ksztaltu (k).

7. Cauchy a po nim Jacobi okazal, ze pierwszy uklad
rownai Pfaffa do&é zcalkowad, aby otrzymaé rozwigzanie zupelne
i calke najogélniejsza rownania o czastkowych pochodnych rzedu 1°.

Jezeli w rownaniach (25) art. 4° podstawimy wartosei (20),
nateunczas otrzymamy dla rownania (19) pierwszy uklad rownan
Pfaffa, jak nastepuje:
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d(p ,'.da),,
T dx N dz

dp o i&_ ‘ dg &
—Z N T +ND=p , —ND_ZPNT g,

- N‘ﬁrl+N"” At oy ,—Nd"”"" o

B /5 da ._dp,._ E:_=O'
dg _g) dz, dep da:,._, dgo dp,
N+d:clNT+ +dz”_1N‘ + N —|—
(P dpﬂ—l

Rugujac mledzy temi réwnamamn nieznang N i biorac z, za
niezaleznie zmiennd, otrzymamy 9n—1 réwnan rozmczkowych na
obrachowanie podstawier, mxanowwle :

daw _ DR
g DB enes SRR
de,  dg ip!__d_([_? ap

1) { de,”  dm O o dmy  dmy T e

ooy P Cdpan _ AP
bz, © " dpasy ' Tde, dme, a8
Zcalkowawszy ten uklad rownanh calkowicie, otrzymamy
2n—1 réwnaii miedzy zmiennemi z, @, , . . , pPn—;, zawierajacych
2i—1 stalych dowolnych a, a,, .., aygu—p. Z tych réwnan otrzy-
mamy podstawienia: »

r = YW(@s,a,0,.., G3n—2)
By oY Yi(@n s a,a,,. ., am)
(22) Tuey = Yasy (B s @y @ 4.0, Gn-z),
" = Y (.7'” s B3’ Gyly o' u2n—2),
Prn—y) = 1/1211-2 (J«'n y Ay Ay vy (62"—2)'
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ktére, uwazajac ilosci @, a,, . . , @5, —2 za MOWe zZmienne, zamienia
réwnanie (19) na inne miedzy temi nowemi zmiennemi. Atoli
wprowadzmy zamiast stalych dowolnych a, @, , .., @zn—p, ktore
wchodza bezposrednio do calek ukladu réwnai (21), inne stale,
mianowicie wartodci, ktore @, &,, .« y Ta—yy Pys + « » Pa—y PIZYjma
przy pewnéj szezegolnéj wartodci zmiennéj niezaleznéj @, = Un -
Gdy te wartoSci oznaczymy odpowiednio przez &, &, .., Cu—y,
Bis -+ Pn-y otrzymamy z (22) nastepujace zwiazki miedzy temi
dwoma rodzajami. iloéei stalych: ]

o = TV (S50 000, O VS
o, - wl(an,aaan""a%‘?)’
(23) $ Opoy = Yy, (&, @y Ay Agn-2),
ﬂ| = Yan-2 (oe,, 9 By o vy A9n—2),

) . . .

ﬂu—] = Yaon-2 (an 2 Ay @y e vy a2ﬂ—2)'

Jezeli polozymy ogélnie:
(24) Yi (-Tn 2@y Qyyos y Qgng) — Yi (@ ya,a,,.., am-2)=

= W (D s B3 Gy ges s Ban-3)s
skutkiem czego:
dw;) 1=0,1,..,2n+2

25 ;). _ =0,'——') ) e
( ) (' )Jn_flm (dak, In—on [k: O’l,._, 2 n-—2]

tedy wzory (22) przyjma postac:

(¢ =a + O (B @, .., a0-2),
T + 0, (x5 By Gy ooy Gans)s
(26) { &n—1 = On—1 + wn-l'(“’n y Ay @)y ooy g —3),
RinisE ﬂl' + W, (2,0, a, Ay oiny @2n—2),

Pn-1 = ﬂn-—l + w23 ('Tn YAy Qg0 0y a2n—2)-

Obrachujmy z wzorow (23) pierwotne stale dowolne
@y 5«5 Byn—y Wfunkeyji nowych stalych dowolnych e, e, , . .y €n—t,
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Bis o5 in— (G jest liczby szezegdlng), i podstawmy te wartosei
w (26), tedy beda zmienne &, @, . ., Zu_y, P,y . + , Pa—y Wyrazoue
w funkeyji zmiennéj @, i 2 n—1 nowych stalych dowolnych. Uwa-
Zajac te nowe stale dowolne jako nowe iloici zmienne, podstawmy
wartosci (26) w rownaniu (19), tedy lewa jego strona bedzie:

@1 —d (a+0) +B+o.) d (@ +0) + ..
o P (ﬁn—l + w.'n—-?) d (an-—l + wn—l) +(p d'T".

=Ada+ A’ da, e R - IR danvl +Bl dﬂl L B d{?»-—l"'-le J!Bm
gdzie:

=-2 dw day

A B o)’ _2_—0 % Tt
.+ (ﬂu-—1+w2u—") 20 d;a":l ZZ:
Ai= it Oppioy— k—éuo 3 gz)k (f;: + (B +w13_”2lf—2 g{%" g%i +.
(28) 4 (ﬂH+wz._§Jz"_2 dg';:‘ ;%";-
4 </>’M+w2,.*a)"2" 1@ d,‘;Z‘,j : Z’ﬁ
i = 1,2,...,n—1]

Atoli podlug twierdzenia Pfaffa (rozdzial I, art. 4) winien byé
w (27) wspolezynnik przy da, identycznie réwny zero:

R=0,
a wspolezynniki 4, 4; , B; unie powinny zawieraé ilosci @, albo,
gdy ja zawieraja, to ta iloé powinna si¢ znajdowaé w czynniku
wspolnym wszystkim tym wspélezynnikom, zatem stosunki:
Ao i Bs

b e |
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winny byé od @, niezalezne i posiadaé te same wartoéé jakakol-
wiek wartos¢ na 2, naznaczymy.
Dla x, = «, wynika z (28) podlug (25): -
A==l A= B; =0,
zatem rownanie (27) moZzemy tak pisaé:
—dx+p, de, + .. + Prct ATpr + @ dxn =
A (—da + B, dey + . . + Buey datyy).
Ztad czytamy, ze gdy funkeyje @, o1,y @aryy By 5ouy Bu-a
zmiennych &, &,,. ., @a—, ¥n 5 P, - + » P, 58 takie, iz
(29) .. da =8.do, +.:: 4 Lot Qs s
wtedy bedzie:
dz = p, dz,+. . + Ppt dTpey + P dvy.

Zatem calkowanie rdwnania (19) sprowadza sie do calko-
wania rownania (29).
8. Réwnaniu (29) mozna nezynié¢ zadosé dwojakim sposobem:
1° kladac:
Ao =204 : A 5510« ¥ios Hksci 1015

t. j.-uwazajac ilosci e, 1, . ., @,_, za dowolne stale;

20 uwazajac ilo§é @ za funkeyja ilosci e, . .y ¢tn—,, ktoréj czast-
kowe pochodne odpowiednio wzgledem ¢, y.., ¢tyy 58 5.0, Fues
t j. kladae:

o = ;{(a“ ag,..,lx,.*n),
(30) {

- ay _ay
: ﬂl o d—al"" ﬂn—l—da“_l-

W pierwszym przypadku rugujac miedzy réwnaniami (23),
(26) ilokci @, @, , .+ @zn—zs Bis - s Bu—y, Otrzymamy n
rownafi migdzy @, &\, . « » Ta s Pis + - 3 Puiy Z n stalemi
dowolnemi @, @, , .., ¢ty—,.  Z tych n rownan rugujac n—1 ilosci
Pis -« s Pu—y Otrzymamy najprzéd réwnanie:

(31) T [ )00y Ty @y, yaq0),
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1 nadto: ; bo.. b
P= f;(&',,.-, Lpy Oy Oy 6.y Olt)y
(32) ) ikt (BT gal et R
Pt =f;t-| (JL', 3 v 3Ty Oy O yeey Oyr):
Poniewaz te wartosci (31), (32) sprawdzaja identy-
cznie rownanie (19), przeto (31) ]est rozwiazaniem tego réwnania
i to rozwiazaniem zupelném.

W drugim przypadku -wyrazajac z rownan (23), (26) ilosci
G Bys o s 3 Cnri s s s oot TNy funquji LoReL: e 01 & i 1300 Phiy
Ty s Prs -« s Pu—y 1 podstawiajac te wartosci w (30) otrzymamy
n rownai miedzy temi ostatniemi iloSciami.

Te réwnania przedstawiaja - najogélniejszg calke rowna-
nia (19) lub (18).

Uszczegdlniajac ksztalt dowolnéj funkeyji x i rugu_]qc ilogei
Pis -+ » Pu—y Otrzymamy szezegblne rozwiazanie.

Mozna takze tak postapié. Z réwnan (23) i pierwszych n
rownan (26) oznaczamy e, 3, , . . , Ja—, W funkeyjiilosci @, .., @» ,
«,, .,0_,,tewartosci podstawiamy nastepnie w rownaniach (30).
Rugowanie ilosci @, , . ., &,-; miedzy temi rownaniami daje przy
szezegblnym ksztalcie funkeyji g rozwiazanie szezegolne.

Aby objasnié te metode przykladem nwazajmy rownanie:

() Py P2 Ps ==&, &2 T3,
lub:
py = BT T
Py P2

Rownania Pfaffa (21) sa dla tego rownania:

dr 3, @
d‘lfl3—— Py P2 ¢
(b) ) 2z _ B nmn apy _ 2 &
dry pip. ' des pips’
deg * ‘&, 23 %5 ° d_Pg_ﬂﬁa
doy " ppd 0 ’odey p py’

Celem latwiejszego zcalkowania sprowadzamy te réwnania
do nastepujacych:
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2= on =

dp, l’l dpa _ 7’z dr _ - dey _p, dr,_ i @ay

de, ;" dmy " dr, p“dil'. P "dry;  pilp,
Calkowanle daJe:

3
(c) Pi=C&y, P2=C &y, &= 5 ¢ X740, ¢y x2=c% a? [
2 I I

c§03x§=w§+c§, i
gdzie ¢, ¢,, ¢, €4, C5, 83 stale calkowauia.
Gdy dla @3=ea; (ag jest liczba szezegdlna) jest z-- ¢,
Ty= 0Oy, To=0y, p,=f, po=[3:, Wtedy z (c) wypadnie:

p 3
e, =50, 02=%" s o a—?al B> c4=azﬁz""‘a|ﬂn
2 2
65 - ﬂ——‘;ﬁz = a%.

Podstawiwszy te wartosci w (c) otrzymamy:

3.5
R )

ﬁ_' (@ —a)= z’z (25 by
() ) ﬁz g:( i) e @Y i)
P B
&, o,
P _Ba
€Ly —aa

Po wyrugowaniu iloSci p,, ps, #,, . z pomigdzy tych pig-
ciu rownai (d) otrzymamy zupelne rozwiazanie rownania (a).

© @— =g o —ad) et — ) @3 —a).

z trzema dowolnemi ¢, au, ¢, (@3 jest liczba szczegblng),

Gdy przyjmiemy ze & jest dowolna funkeyja dwoich pozo-
stalych dowolnych «,, &,, np. a=yx (e, «,), natenczas bedzie
podlug art. 3° calka najogélniejsza przedstawiona przez trzy
réwnania:
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v =2 (0, @)+ 5/ @i—a?) @i—ad) (@3- 3)
A (@F —ap) (e3 —a3)
TR & % da. l/ (@ —ap®*
= (ix_ (23 — a?) (22 —a2)
T T l/ @3 —ar

Do tego samego wypadku dojdziemy za pomoca metody
Cauchy’ego. Albowiem oznaczajac z trzech pierwszych réwnain
(d) ilosci @, 3,3, w funkeyji ilosci @, @, @,, 3, as €2
otrzymamy:

3
o=a — -:9’« l/ "y 2 2 F 2 a%) ’
(v — o}) (22 — a3) (v — 03

z‘—a‘)(w — a%)
ﬂl—al I/( :aasa)a 3’

M Vi =rarc =l

(z3 — ag)?

© |

a gdy te wartodci podstawimy w réwnaniach:

day
det,

d
——:x(al?ag)’ ﬂl:%, ﬂ2=

otrzymamy réwnania (f).
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ROZDZIAYL. CZWARTY. :

O METODZIE JACOBIEGO CALKOWANIA ROWNAKN ROZNICZ-
KOWYCH O CZASTKROWYCH POCHODNYCH RZEDU 1-go.

fi. Jacobiego ostatnia metoda jest uogélnieniem metody,
ktora podal Lagrange dla przypadku, gdy réwnanie o czastkowych
pochodnych zawiera trzy iloSci zmienne; dlatego wylozymy prze-
dewszystkiem metode Tagrange’a.

Niechaj daném bedzie réwnanie o czastkowych pochodnych
rzedu 1° miedzy trzema zmiennemi x, z,, z,, z ktérych pierwsza
jest zalezng a dwie ostatnie niezalezne; t. j. réwnanie:

1) Fy(z, 2, 23, py p2) =0.

Celem wynalezienia rozwiazania zupelnego tego réwnania
potrzeba (art. 14) wynalezé réwnanie migdzy ilosciami z, @, , @, ,
P1» P2 > Zawierajace jedng stala dowolng a, ksztaltu:

(2) Fy(z, o, 22,p1,P2) =2,

ktoreby lacznie z rownaniem (1) dalo na p,, p, wartosci w funk-
cyji @, z, , &, , robigee réwnanie:

(3) daf == pl dw, + p’ dxz

calkowalném. Calka tego réwnania bedzie zadaném rozwiazaniem
zupelném.
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Réwnanie (3) rzedu 1° i linijowe, migdzy trzema zmiennemi,
bedzie calkowalne, jezeli ilosci p,, p,, oznaczone jako funkcyje
ilosei z, ,, #,, dopelnia warunku:

(0,1,2) =0,
t. j. gdy bedzie identycznie:

dp, dp, dp, dp, .
@ [(d.z) (zzr o\ gp | P a‘;) s

Nawiasy oznaczaja, ze uwazamy p, , p, jako funkcyje samych
ilodci &, ., , @o%

Poniewaz dane réwnanie (1) daje p, w funkeyji ilosci
&Ly Tyy Ty, Pa, rozwigzawszy bowiem to réwnanie wzgledem p,
otrzymamy:

(5) 7’1:93(‘@‘,“’1,-732,172),

przeto potrzeba jeszcze tylko oznaczyé p, w funkeyji @, @i, z,
zgodnie z warunkiem (4). Podstawiwszy wartos¢ (5) na p, w row-
naniu (4) i zwazywszy ze podlug tego réwnania:

dpi) __ dp o dpy fdpa) s {dpales Sdbeioks SBA
d’b’g day dpy \dey) * | da| — da dp, \ da|’

tedy otrzymamy na oznaczenie p, w funkeyji ilosci , @, @,,
réwnanie o czastkowych pochodnychrzedu 1°ilinijowe:

dp, dp, [dp, dp,\ (dp.\ _ dp, dp,
e (dw) s (U) + o —ng) [B)-Frn B
miedzy czterema zmiennemi &, &, , L, , Pz

Ktoérekolwiek rozwiazanie tego réwnania lub, co jedno,
jedna z calek réwnai Lagrange’a:

% L da 41 dp,
G R, L 985 oo i L s BB
"~ dp, Pr= PG, dp, diy * dx

da nam Zzadang wartosé¢ na p, w funkeyji ilosci z, x,, @, z jedng
dowolng stala. Podstawiwszy te wartosé¢ w (5) otrzymamy takze
p, w funkeyji ilosci z, @, , a,; a gdy nareszcie te wartosci
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na p,, p, podstawimy w réwnaniu (3), otrzymamy rdwnanie
calkowalne, ktorego calka bedzie zadaném rozwigzaniem zupelném.

Nie trudno zauwazyé ze réwnania Legrange’a (7) dla rowna-
nia linijjowego (6) nie rbznig si¢ weale od pierwszego ukladu
rownaii Pfaffa.

Jezeli przeto zwazymy, Ze metoda Cauchy'ego wymaga zu-
pelnego zcalkowania tego ukladu réwnad, a metoda Lagrange’a
wymaga wynalezienia tylko jednéj calki z jedna dowolng stala,
pojmiemy o ile ostatnia metoda jest dogodniejsza.

2. Metoda Lagrange’a jeszcze jest prostsza, jezeli rownanie
dane nie zawiera wyraznie zaleznéj @, zatem gdy jest ksztaltu:

3) By @iy @, p15p) =0,
wtedy bowiem potrzeba jeszcze znalezé drugie réwnanie miedzy
iloSciami @, By, PirPoZ jedna dowolng stala a, , ksztaltu:

) Fy (@) @3, p1 s p2) = g,
ktéreby dalo Iacznie z (8) na p,, p, wartosei w funkeyji z, , =,
robigce wyrazenie:

(10) Py day 4 py day

pelna roézniczka funkeyji ilosci z
wtedy bedzie:

(11) z=[(pdo, + p.da,)

zadaném rozwigzaniem zupelném réwnania (8).
‘Wyrazenie (10) bedzie pelng rézniczka gdy p,, p,,0znaczone
Jjako funkeyje ilosci il czynia zado§é réwnaniu:

dp, dpy\ _
a ()= fa) -
Poniewaz rownanie (8) daje:
(13) Py =9 (20, T2, P2)

przeto gdy te wartod¢ podstawimy w (12) i zwazymy Ze po-
dhug (13):

y 2 &y 5 cogdy znajdziemy,
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ap i ) Sy g
(la'z (lwz dp‘) dw, 2

otrzymamy na oznaczenie p, W funkeyji 2, , 2, rownanie o czast-
kowych pochodnych rzedu 1° linijowe:

(14) (’L) e @.(ﬁlﬂ) _dn

da, dp, \dz,

migdzy trzema zmiennemi p,, ®, , &g+ Roéwnania Lagrange’a
sq W tym przypadku:

_ dxe;  _ dp, ‘
(15) dw,~—£1__p—l.--a.
dp, dary

Gdy znajdziemy jedne calke ukladu dwoch zwyklych ré-
wnaii (15), wyznaczymy z niéj p, w funkeyji ®, , xg; te wartosé
podstawimy w (13) i otrzymamy takze p, w funkeyji ilodci LR
a gdy nareszcie te wartoei na p,, p, podstawimy w (12) i wyko-
namy kwadrature, otrzymamy zadane rozwiazanie zupelne ré-
wnania (8).

Jako przyklad uwazajmy rownanie:

L
@ (1 +p?+p2) =1,
zkad
1
()  po=(r2—1—pf).
Poniewaz
dp d 8 id
Poe —py =1 - pp7E,

dpz o

przeto, gdy te wartoSci podstawimy w réwnaniach Lagrange’a (7)

%
i jednoczeénie przez(2=2 —1 —p%) ’ pomnozymy, otrzymamy:

dx, de,  de  a2ddp,
© PR et S

(672 —1—p3)"
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Dwa ostatnie wyrazy daja:

dpy dz
d e
(@ Pa =2’
zkad po z calkowaniu:
X
el — a3,
(©) SR S

a nastepnie podlug (b):

b 3 £
(1 — cz)z(l —.z2)7'

() = p

Podstawiwszy te wartosci w réwnaniu de—p, do,+4p,dz,,
otrzymamy:

X
(@ ——fdx—,/:(l —)*day, + cday,

1—2y
zkad:
% %
(h) l—a)?=¢—0Q—c)’a2 —cux,
To jest zupelne rozwigzanie réwnania (a) z dwiema stalemi

¢, ¢/, ktore weszly przy calkowaniu rownan (d), (¢).
Odpowiednia calka ogdlna bedzie zaé:

(&) ‘ (l—m’)%ztp(c)-—(l—cz)%l.z',—c:vg

0=¢ @ +cl—c) "o, —a,
gdzie @ jest dowolng funkeyja.

Zalety téj metody Lagrange’a, tak prostéj i tak naturalnie
wynikajacéj z wlaSciwosci réwnania o czastkowych pochodnych,
byly powodem, ze Jacobi nie poprzestal na swéj dawniejszéj
metodzie, lecz usilowal metode Lagrange’a rozszerzyé do réwnai,
zawierajacych ilekolwiek zmiennych.

Poniewaz przedstawienie téj ostatniéj pracy Jacobiego znacz-
nie si¢ uproéei, gdy przyjmiemy, Ze dane réwnanie o czastko-
wych pochodnych nie zawiera wyraznie zmiennéj zalezn¢j, przeto
niech bedzie dane rownanie ksztaltu:
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(16) Iﬂl("”l,°°,wﬂip]9--,2’n)=0-

To przyjecie nie zmniejszy cgélnosci badania, albowiem do
tego ksztaltu mozna kazde réwnanie sprowadzié przez powigk-
szenie liczby niezaleznie zmiennych.

Albowiem gdy mamy rownanie:

D (9, By 00a Byl P4 ooy Pu) iy
wtedy wprowadzajac nowa niezalezna .4, i nowazalezng za pomoca
podstawienia:
e Y= tnpa @,
1 zwazajac ze:
e 1 dy 1 dy

—— =Py s

= &
dx,.+l ¥ $”+l d.fb' 1

otrzymamy rownanie ksztaltu (16):

dy Li iy — &
(ﬂ:ﬂ:}-_‘)wl" "T"’md_xl’“’wn-f-l a;")—o’

miedzy n 41 niezaleznemi, lecz nie zawierajalce wyraznie zalezndj y.
Aby wynalezé rozwiazanie zupelne réwnania (16), trzeba
wynalezé n—1 funkeyj ilosci By y s sy &yy Prye s Pa ktbre pray-
rownane do dowolnych stalych daja n—1 rownai:
Fy (d'l,--’wn’ P“--,Pn) = a0 ,
a7 3 é . " “ g
Ty 3 o'e s @uy Di's e s o) = G
takich, aby wartosci na p,, .., pa W funkeyji ilosci 2 , .. a,,
obrachowane z tych rownan i danego réwnania (16) zrobily

wyrazenie:
1 P dey .. = pa da,
pelng rozniczka.

To wyrazenie bedzie pelng rézniczka funkeyjiilosci o, sbpatiy

jezeli iloscip,,. . , pa , uwazane jako funkeyje tych iloci, dopelnig

?lff(’—t)——}-) warunkow, ktore otrzymamy z jednego:

Can ()= () e,

day. day
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kladac za ¢, k wszystkie rézne kombinacyje 2z szeregu liczb
PR i

Poniewaz dane rownanie (16) oznacza py wfunkeyjip, 5.vypn
Ty oy &, PrIeto do rozwiazania zagadnienia potrzeba n—1 ilosci
Pgs « - » Pn 0znaczyé w funkeyji iloSci Zy..,&,. Atolinato
n (n—1)

2

warunkowych jest z wyjatkiem przypadku, gdy n=2, zawsze
wigksza od liczby ilosci majacych si¢ oznaczyd; zachodzi wige

z i . n (n—1
pytanie, czy mozna uczyni¢ zadoS¢ tym -Lz——) warunkom

oznaczenie mamy rownai warunkowych; ta liczba rownai

przez mniejsza liczbe ilosci. To pytanie zadawali sobie przez
pol wieku matematycy, lecz dopiero Jacobiemu udalo si¢ rozwigzaé
je w sposéb zupelnie zadowalniajacy.

4. Przedewszystkiem pytamy sig, jaki zwiazek zachodzié
powinien miedzy funkeyjami F,, F,,.., F, , aby wartoici na
Pis+ s P, Obrachowane z réwnai (16), (17), dopelnily warun-
kéw (18). Okazemy, ze te funkeyje F,, F,,.., F, winny

L . n (n _1 ’ » ’ .
sprawdzi¢ identycznie —(2—-)- rownan, ktore z jednego:

k=n
R L | R
k=t ( dpy dag dxy dpy,
otrzymamy, kladac za ¢, 3 wszystkie rozne kombinacyje z szeregu
liczb 1,2, . . , n, i ktore symbolicznie tak pisaé bedziemy:

(20) (F,,Fg)=0.

Uwazajmy bowiem ktorekolwiek dwa z pomigdzy row-
nai (16), (17):

=a

o o

FB - ag.

*) Jezeli funkeyje F,, F,, .., F, zawieraja wyraznic zaleing z,
wtedy warunck (19) nalezy zastapié warunkiem:

k§n §dFa (dFB dFB ('dFa dFa) ‘_Zﬂ psly

Z \apy \dm T2 T) ~ \G TP 0 | e
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Jezeli ze wszystkich » réwnaii (16), (17) wyobrazimy sobie
ilosci p1,..,pn obrachowane w funkeyji iloci By o s 5B
i te wartoSci podstawimy w dwéch powyzszych réwnaniach, tedy
te rownania zamienig si¢ na tozsamosci. Rozniczkujac przeto
W tém przypuszczeniu pierwsze wzg]edem x; , adrugie wzgledem
&% otrzymamy:

L (dpk)

oy v g Nl
LT
dd‘b =1 dp. d(l'k

Mnozac nastepnie pierwsze z tych dwoch ostatnich réwnan

dF3

przez W i sumujac wzgledem ¢ od <=1 do i==, a drugie

mnozac przez (Z:“ i sumujac wzgledem k od k=1 do k=n,
x
znajdziemy:
ol E“ 'E" "‘2”' ar, dl’g dp: %'
ci=t da; dp; i=t x=1 dp; dp; \da; i
k=n dF, dF St dF, dFy [dp;
Ay T B (s ) o
k=t d[’k d-’I'L S (Ip,‘ dp;
a gdy nareszcie odejmiemy od siebie dwa ostatnie rownania zamie-
niwszy wprzéd skazéwke ¢ na k w pojedynczéj sumie pierwszego
rownania, tedy wypadnie:
*—"‘dﬁ dI'B dF, dFE +'2’"‘§‘dlf‘ dFﬁ dp; dpy
kzlldpk d.l'k dxk dpk i=1k=1 dpk dp,

d‘tk

d.'l'k Z;f.'

lub gdy wprowadzuny :ymbole (18), (20):
dr,
P .
(21) ‘El kzl dp ; p‘ (7" k) + (Fa ’ FE) =0.

Z tego réwnania czytamy bezposrednio, ze gdy wartodei
DA Pys « « 5 Pu 5 Obrachowane wfunkeyji ilosei @, | . . | &, spraw-
dzaja identycznie warunki (20), wtedy funkeyje F, ,.., F,
sprawdza, identycznie warunki (20), albowiem gdy jest (¢, k)= 0,
wtedy réwnanie (21) sprowadzi si¢ do ( F , F3)=0.

_http://rcin.org.pl



ENEEE ;G

&. Okazemy teraz, ze gdy nawzajem funkecyje Fu, Ip
sprawdzaja warunek (20), wtedy iloSei p,,.., P , z rownai (16),
(17) obrachowane w funkeyji ilodci , , .., ,, sprawdza wa-
runki (18).

Tym celem trzeba réwnania (21) rozwiazaé wzgledem (7, k).

Zamieniajac najprzod skazowki e, 3 miedzy soba i zwazajac
ze ogolnie ( £, Fo)=— ( Fa, F3 ), mozemy rownanie (21)
takze tak pisa¢:

= tage. dFB T T

(22) igl kzl dp;  dpy

(Fa ’ FB )'

W podwdjnéj sumie po lewéj stronie tego réwnania znajduje
sie n2 wyrazow; atoli n wyrazéw jest réwnych zeru, mianowicie
te wyrazy, ktore odpowiadaja réwnym wartosciom skazowek i, k,
gdyz ogdlnie (i, ¢) =03 pozostale n (n—1) wyrazéw maja po dwa,
odpowiadajace téj saméj kombinacyji skazowek (ik) (ki) czynnik
(i, k) rowny liczebnie a przeciwny co do znaku, bo (i, k) =—(k, ©).
Rozumiejac przeto przez tk same rézne kombinacyje z szeregu liczb
1,2,..,n, mozemy réwnanie (22) takze tak pisaé:
dF, dFg 2 dF, dFg l Gion \ By,
dp; dpx dpx dp,

Takich réwnai migdzy iloéciami F,, Fy, .., F, istnieje
n (n—1)

2

Te rownania sa linijjowe wzgledem wyrazen (¢, k); drugie
ich strony sa roznemi wyrazeniami ( Fn , Fp ). Zatem jezeli
funkeyje F, .., I, dopelnig wszystkich warunkéw (20), naten-
czas ilosci p; , .., pa , dopelnig wszystkich warunkéw (18), jezeli
n (n—1)
—2— ro-
wnaii linijowych (22b) nie jest rowny zeru, gdyz w tym przypadku
wyrazenia (¢, k) obrachowane z (22b) przedstawilyby si¢ pod

(22b) - X S

to jest tyle, ile jest réznych kombinacyj ik i af.

tylko determinant zlozony ze wspélezynnikéw tych

AT 0 : -
postacia nieoznaczong - Ze ten przypadek wyjatkowy nie ma

miejsca, okazemy jak nastepuje.
Dla uproszczenia rachunku polézmy:
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i oznaczmy przez R determinant z n? wyrazéw a? ,gdziei=1,2,..,n,
a=1,2,..,n t.j. niech bedzie:

R=Eia{a.§..a:=z4_.%§: %;‘ 021;
n
nadto polézmy:
A;*=@_

W skutku tego zamieni si¢ réwnanie (22) na:

i=n k=

S 3 dfdf GR=(F,, Fy).

i=l k=
To réwnanie utrzymuje si¢ nietylko gdy ¢, 8 sa dwie
rozne skazowki z szeregu liczb 1, 2, .., n, ale nadto gdy a=0,
gdyz w ostatnim przypadku jest to rownanie tozsamolcig, obie

strony sa identycznie rdwne zeru, jak to bezposrednio wynika
z réwnania ( 22b), ktore jest inng forma powyZzszego réwnania.

Pomnézmy ostatnie rOwnanie przez iloczyn minoréw A, A? i
gdzie r, s sa jakiekolwiek liczby z szeregu 1, 2, .., n i sumujmy
wzgledem i 3 od 1 do n, tedy Wypadnie:
i=n k=n a=n Pf=n

S 3T S s ey ="T3 5 adF, . ),

i=1 k=1 a=1 B=t a_..l g=1

albo gdy polozymy dla krétkosei:

a=n B=n —n B=
M= 3 3 47 A?a§-=a2 47 af o 4% df
a=1 B=1 a=1 gt
t—n k=n
S 3 MG ke 1Bk z ATAE (F,, Fp.
T R 2 | a=1B=

Atoli wiadomo z teoryji determinantow, ze sumy pojedyncze,
ktorych iloczyn nazwalismy Af; | i, sa rowne zeru lub réwne deter-
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minantowi R wedlug tego czy i rézne od r a k rézne od s, czy téz
jednocze$nie i—=r, k=—=s. Zatem:

M;,l,=0 ’ M,-,,:Ra.

W skutku tego zamienia sig ostatnie rdwnanie na:

Beg="S '3 a4 F,, B,
a==1 B=1
zkad bezposrednio wynika, ze gdy warunki ( Fu , Fg )=0 sa
dopelnione, wtedy takze bedzie identycznie (», s) =0, jezeli tylko
determinant:
dF, dF, dF,
dp, dp; * * “dp.

nie jest identycznie réwny zeru. Ten determinant méglby byé
tylko wtedy zerem, gdyby ilosci F,, F,, .., F, , uwazane jako
funkeyje ilosci p,, Pas. - » Pa » byly miedzy soba zalezne, co jednak
miejsca mié¢ nie moze, jezeli z rownai (16), (17) dadza si¢ ozna-
czyé ilodei py , . . , pn W funkeyji ilosci 2, . . , 2, .

Podlug tego twierdzenia sprowadza sig przeto wynalezieniza
rozwigzania zupelnego rownania (16) do wynalezienia n—1 funkcyj
J o e L dlokel By 3 vy By Bualos Pus ktére wraz z funk-

R=2X+

cyja I sprawdzaja identycznie n(n_2—l) warunkow, przedstawio-
nych przez réwnania o czastkowych pochodnych rzedu 1°1i linijowe:
dF, dFg dF, dFg dF, dFg
Ty AL e P i ™
@3) (F,, Fp) = =0,
dF, dFy dF, dFy, dF, dFy
l d-”n dl’l day !dpﬁ F 4 Tideg _d_I;;

Jak z tych warunkow nalezy rachowad funkeyje Fp, .oy s
wylozymy w nastepujacym artykule.

6. Wynajdziemy funkcyje F,, .., F, dopelniajace wa-
runkow (23), gdzie ¢ i 3 sa jakiekolwiek dwie liczby z szeregu
1, 2,.., 1, sposobem nast¢pujacym.
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Najprzod za I', wezmiemy jakickolwiek rozwiazanie rowna-
nia o czastkowych pochodnych rzedu 1° i linijowego:
(#,, F;) =0,
lub co jedno, jedng z calek ukladu réwnai jednoczesnych:

dF, dF,
dP: d[’z :
daF, - 4F;, Tdly
. a—’:.—d‘l‘l S E'.'.—d—wn'

Nastepnie wezmiemy za F'3 ktorekolwick wspélne rozwia-
zanie ukladu dwéch. réwnaii o czastkowych pochodnych rzedu 1°
i linijjowych: :

dzy:dzy 2, ..dge:dp,sdpyi. fdps =

(F1, Fy) =0, (Fy, F3) =0;
za I, wspolne rozwiazanie ukladu trzech réwnai:
(F,, Fy)=0, (Fy,F)=0, (F3,F)=0;
ogolnie za Fyy, wspdlne rozwigzanie ukladu ¢ réwnan:
24) (B, Figa) y (Fay Fipn) = 0, .oy (Fi, Fipy) = 0.

Widzimy przeto, ze Wynalez1eme rozwiazania zupelnego
réwnania o czastkowych pochodnych rzedu 1° sprowadza metoda
Jacobiego do wynalezienia wspélnych rozwigzan ukladéw réwnai
o czastkowych pochodnych rzedu 1° i linijowych.

W rozdziale IT wylozyliémy teoryje takich rownan.

Nim zastosujemy metodg ich calkowania do tego przypadku,
zbadamy wprzod czy warunki, ktéreSmy ogdlnie oznaczyli przez:

B w0,

sa dopelnione przy ukladzie rownai (24).
Uwazajmy dwa rownania:

av av

(25) AaV=Awld &k Aa 2 da,', - +Aav d‘l?__ O’
av av av

A"V'—Aa’l— + A?, 2 E+U+A3'n—d._l': :O
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Wprowadzmy zamiast » zmiennyh 2 .. z, 2n zmien-
nych, z ktorych pierwszemi n niech beda niezalezne ey
a pozostalemi n ilodci p,, . . , P, t. j. niech bedzie
Ty, =Proee s 83, Pn 3 nadto polozmy dla r=1, 2,..,n

dF, dF.
A r— & A T = - ’

) dp, ’ i dz,

9 dFB dFﬁ
A r — ———- ’ A K S rer—

B p" 5 i dd‘,-

tedy réwnania (25) zamienia si¢ odpowiednio na:

27 Fps V)=0, I, V)=0
warunki B;”; = 0, ktérych w tym przypadku bedzie 2 n, przed-
stawia si¢ pod postacig:

3 ar; adr
Bi o= Ay Agr — & A“"—(Fa’ dpg)—'( dpa) =0,

‘ n4r dF dF
B =ta g = g e =(Fu ) (R =,

gdzie v—=1, 2( .43 >0
Poniewaz ogolnie:
Ps¥) = — (¥, 9) = (9, —¥),
przeto bedzie jeszcze:
£y dp

(nt-r) dF dF )
P TR ) e o B A B “ﬁ

s ( % da:,) (da‘,’ Fﬁ) dx,

Ztad czytamy, ze te warunki sa rzeczywiscie dopelnione,
gdyz z zalozenia musi byé (F,, F3)=0;— mozna zatem do
rownan (24) stosowaé metode calkowama. Jacobiego, ktora wylo—-
zylismy w rozdziale II.

Zrobimy to w nastepnym rozdziale, przyczem postaramy sie,
aby rachunek, o ile moznoéci, uproscicé.

(28)
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. Urzadzimy tak rachunek, aby szukana funkeyja ', nie
zalezala od p,, funkcyja F; ani od p, ani od p,, w ogole aby
funkeyja Fiy, nie zawierala wyraznie iloci py, pgy ey pi »

I tak, dane réwnanie rézniczkowe F,=0 daje p, w funkeyji

Liyeoy®yyPare osPrs rozwiazawszy je bowiem wzgledem p,
otrzymamy:

(a') P1=(P1(93|,--,4’n’Pm--,p.)-

Nastepnie szukadé bedziemy réwnania Fy=a, mi¢dzy
Byye oy @yyPrseesPnsstego rownania oznaczymy:

(b) Pr=@2 (s @y Py Pa)
a gdy te warto$é podstawimy w (@), otrzymamy takze:

© Pr=91(%,.cs@nyPgseesPn)

To znalazlszy bedziemy szukaé réwnania F; = az miedzy
X g+ oy @y, Pase-sPas 2tego rownania oznaczymy:

(d, Pa=(P“s($u.-o,wn,Pu--,Pu ),
a gdy te wartosé podstawimy w (0) (¢) otrzymamy takze:

(e) P2=90"2(~’71,--,-T’n,Pt,--,[’u)
(f) pl=(P"l(ml""'tn’p't,--spn)-

Postepujac ciagle tym samym sposobem oznaczymy ¢ pierwszych

ilodci p,, P2y« i Wiankeyji iloSci @, .., 2, , Pitisees Pns
mianowicie znajdziemy:

(g) Pr =Y yPs=Yay.eyPi =Y,
gdzie v, Yo, .., Y 82 dane funkeyje ilodci WG P T
Dit1s s +3Pn - X

Jezeli nastgpnie Fip1 = aiy., jest wyraZenie definiujace piy,
jako funkeyja nastepnych p i niezaleznych 2 .., ,, tedy
funkeyja Fip, winna byé wspolném rozwiazaniem ¢ rownaii o czast-
kowych pochodnych rzedu 1° i linijowych, mianowicie rownai,
ktore otrzymamy z jednego:

(Fa,FB)«—_-O,
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kladae: I = Wy — Py F, = F,
adzie: =158, .8
Jedném z tych réwnail bedzie przeto: '

(h) (E-}-l ) ¥ — P3 ) = 0,

lub:
dF’,'.H dl/la dF; 4, dl/’B dﬂ+l
IR P b i
g s g @R,
‘ dpipic Aegy 1 .' 0~ Ape I ABL1I0 |,
albo z powodu, ze podlug (g) Yg =pg s
" dFiy, dPB dF:'-H d[’g dFi—{-l
(k) dxg Ay dpiy, " da, dps
dpg dFiy dpg dFiy,

dpiyy daiyy
. gdzie-ﬂ:l, 2, «u-t

Wynalazlszy wspolne rozwiazanie tych ¢ réwnan (k) otrzy-
mamy réwnanie Fipi = @iy, 7 ktorego oznaczymy piy1 w funkeyji
X, ..y &y, Pitzse s P> agdy te wartodé podstawimy w (g),
otrzymamy takze p,,..,p:; W funkeyji ilosci S0 .
Pit2s « o 5 Pn »

Tak do kofica bedziemy postepowaéd, az wszystkie ilosci p
oznaczymy w funkeyji niezaleznych 2 .. z,.

8. Wiskazawszy w ogolnych zarysach sposéb postepowania,
przystepujemy do wlasciwego rachunku,

Dane réownanie Fi=0, daje p, w funkeyji po, .., pa,
e niech bedzie p;, = ¢,. Szukamy teraz réwnania
F, =a,, ktore daje p, w funkeyji py,..,pn,. &), Al
Wiyrazenie I, jest jakiemkolwiek rozwiazaniem réwnania o czast-
kowych pochodnych rzedu 1° i linijowego, ktére otrzymamy z (k)
kladac #=1, i=I1, mianowicie rownania:

dF, dp, dF, dp, dF, dp, @

{4) “da, + da, dp, day dp, 2 dx, dp,
dp, dFy  dp, dF, dp, dF, 0
. mTr,— m de, " cdpedeg U

10
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lub, co jedno, jedna z calek ukladu 2 (z—1) réwnalt Lagrange’a:

l dp dp., dpa e dp, dp, __ dp,

e de, do, * dry, ~ dag’’ 'dz,  dzy,’
(){@ﬁ=-ﬂlﬂﬂ~_m B ... g

l da, dp, ' de, —  dpg’ " *° da, dp,’
gdzie p,=;.

Wynalazlszy jedne calke tego ukladu réwnan z jedna do-
wolna stala i oznaczywszy z niéj p, w funkeyji ps, .., Pa s
Ty, ey &, OtYZyMamMy pgy=¢,’, i nastepnie p; =¢,’, gdzie ¢,’, ¢,
‘84 dane fnnkcyje iloSci pg 4 e s Pus £ sulpams

Szukamy nastgpnie rownania F'3 =a, determinujacego p, ja-
ko funkeyja iloci pa, « oy pu s @, .., @,; Wyrazenie Fj jest
wspolném rozwigzaniem dwoch rownain, ktére otrzymamy z (k)
kladac B=1, 2, ¢ =2, t. j. réwnaii:

dF. dp, dF. dp, dF,

Lo R R
_dwdB | _dpdh
dpy dag R G T A

dF, dp, dF. dp, dF.

G i Tk b

AR 42 RIS %

dps dag N3 apldr T

gdzie py=0\', po=0,"

Aby wynalezé wspolne rozwiazanie rownai (B), (C) szukamy
najprzod jakiegokolwiek rozwiazania pierwszego réwnania lub,
co jedno, jednéj z calek ukladu 2 (»—2) réwnan Lagrange’a dla
rownania (B):

W L TR T
Iy N~ e Snadt s 4
("@__@ dey _ _ dpy

ldm,— dps’ 6 i dp,

Niech bedzie @=const ta calka. Formujemy naste¢pnie
szereg wyrazen:
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< : (ld) (lp,_ dd dp, dd

PSE, VRt T aet Tl g

dp, dd dp, dD

(D) Ldps des |7 dp, dz,’
d®,  dp,dd, dp, AP,
P, = ((D“(P’—Pz)_—-‘--dT;d?; +-d—1'-n—d];;—

dp, dd, dp, dd,

T gy dp, duy

e d

Podlug twierdzenia Poissona (rozdzial IT art. 6) beda te
wyraZenia rozwigzaniami réownania (3), a précz tego bedzie takze
F3 = 2, rozwigzaniem tego samego réwnania (B), bo w niém
niema zadnych rézniczkowan wzgledem g 3 Poniewaz réwna-
nie () moze miéé tylko 2 (n—2) roéznych rozwiazan, przeto
w szeregu rozwigzah p,, @, Dy, P, .. znajdzie si¢ jedno,
ktore bedzie funkeyja wszystkich poprzednich rozwigzan. Niech
bedzie dopiero:

(E) (Pp.:”(.’l‘i,¢, d)l’--s d)}l-—l)- Au‘<2("_2)

Zadane wspélne rozwigzanie réwnan (B), (C) bedzie przeto
ktoremkolwiek rozwiz[zanicm rdwnania:

(x,,9', p;) +(‘I) 9, P;)dtp‘{'l([)nq)z I‘)d([’;_’_ :

L 8
APy
lub z powodu ze (z, y2'—p2)=11 podlug (D):

ap Ay ay
o, g T

albo, co Jedllo, jedna z calek réwnai Lagrange’a dla rownania {/7):
agp
(G)

«[@
lub nareszcie pierwsza calka rownania rzedu @° miedzy dwiema
zmiennemi z, P

-+ 11 =-0,

1
(F d’l("*'dqu'i“ +(p}1|d =0,

ddp. -
¢2 §e o9 ﬁ}’- l’“”’

de,

Ql’

(lr
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i dgs =1 g
([I) [.z'P' ”(a‘zyi) -.,Ad;g._—l‘).
- Jezeli:
3 dp =1 ¢
I (.12,15,35,.., dxy*’)—CODSt

jest ta pierwsza calka, natenczas podlug (G) bedzie:
Fy (@ B:sDrseos Dp) = a4

bedzie wspolném rozwiazaniem réwnan (B), (C) i zarazem zada-
ném réwnaniem determinujacém p,.

Z tego rownania otrzymamy p;—=@3* i nastepnie p,=.",

=, gdzie ', P, s’ sa dane funkeyje ilosci py, ..y Pr »

Zyyirin yilys

Daléj szukamy réwnania Fa=a, miedzy z .., a,,
Pas> -« pn 3 funkeyja Fy jest wspolném rozwigzaniem trzech
rownai:

(K) (F,i a(PI“_pl)iz 0, (F4 ’ (Pz"‘—Pa) s 0’ (F4 ’ (Pa"—l’a):o-
Gdy X=const jest jakiemkolwiek rozwigzaniem pierwszego

z tych réwnai lub, co jedno, jedna z calek ukladu 2 (n—3)
rownan Lagrange’a dla tego rownania:

[ i dpn 0 )
6 d.’vl —— %4 il dm, 4, (l.'t',, ?
£ i day & (m dra dp,
P PTERSRE VT R T

wtedy beda takze wyrazenia:
Xl = (X» (Pz" = Pz) B 09 (Xl - ‘[’z“ =% ]’z) e

rozwigzaniami pierwszego réwnania (K), nadto beda takze 2, , 2,
jego rozwigzaniami, bo w niém nie znajduja si¢ rézniczkowania
ani wzgledem p, , ani wzgledem 2, , Jezeli jest dopiero

Xy = Jlw, oy o X Ko Ny 2, )" <2 ((n—-3)

wtedy bedzie rozwiazanie wspolne dwéch pierwszych rownan (X))
jakiemkolwick rozwiazaniem rownania:
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R ¢ ¢ RS

1Y y diY,
(22,92 ‘—]’z) +( 3y q)z"“pz) (L’L‘ +(X, 9" — p2) 7% T s ik
o 0 4
-4 8 X =0,
lub z powodu, Ze (2,, @.""—p2)=1, (23, P=""—pgz)=0,
ay dY ay dY ay

O - -+ Xiggt gyt .+ XaggrtF gp—=0,

albo jednq z calek ukladu réwnai Lagrange’a dla tego rownania:

dX. %ol de._ﬁ__ dXv._| L Ilr
(M) ——X], ’(E— X1.$ ’ d-l'z —Xv—l’—a‘”_2' T ?
albo pierwsza calka rownania rzedu v°
a’ X dX a1 X

N =1l (3,25, X

gt i T ok B
d.'l:2 dz, day

Niech bedzie:

Z (hissm, o dX drviX
Loy X3y

flas * * ) d&ﬂé—_,)zconst
. ta pierwszg calka, wtedy
Z(xy, 25, X, X500, Xy—1) = const

bedzie wsp6lném rozwiazaniem dwoch pierwszych rownan (X).
Formujemy nast¢pnie wyrazenia:

Zl = (Z’ (P:i" —Ps) ) Zz =3 (Zl ) (Ps" —Pz) yor
te wyrazenia beda takze wspélnemi rozwigzaniami obu pierwszych
rownan (K), nadto bedzie /4 = @3 ich wspdlném rozwigzaniem,
gdyz w obu réwnaniach nie znajduje si¢ rézniczkowanie wzgle-
dem 2.
Jezeli znowu:

e 247! (J'S'Z’ Zl5--1Zn—l),

gdzie n < 2 (n—3), wtedy wspoélne rezwigzanie wszystkich trzech
rownai (K ) bedzie znown rozwigzaniem réwnania linijowego:

iU A e
(F) +/ B Tt S gt e = 6,

,
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lub, co jedno, jedng z catek ukladu rownan Lagrange’a:

dz a2z A8 2y - R
Q) da, N ica E‘Z" pimital’ " P Zam Vi i
albo nareszcie pierwsza calka réwnania rzedu 7%

drz , az ase
(I{) T’L‘g:” (wa,Z,m,-.,I’t?_—i).
Jezeli:
77 T:,_l
Fi(2g 2 2.4 g Z)=const

’;Z“'_s MRS T
jest ta pierwsza calka, wtedy bedzie:
Fl(‘TS 9Z’Z|a--,zn_|)=a,,

zadaném. wspolném rozwiazaniem. Z ostatniego rownania otrzy-
mamy p,=@, i nastepnie znajdziemy pz=@;", B,=¢,",
po=9"" gdzie @, @, @3’y @' sa dane funkeyje ilodci
Psr++3Pns &yyess&n, & nie zalezg juz wcale od czterech
pierwszych ilosci p t. j. od p,, Py, p3, P4

Tym sposobem do koiica bedziemy postepowad, az wszystkie
ilosci p wyrazimy w funkeyji samych niezaleznych =, .., ,
Otrzymawszy takie wartosci podstawimy je w wyrazeniu:

da}:pl dw' +pzdm2+..pn dz, ’

ktore calkowane da rozwiazanie zupelne réwnania ), =0:

S) @@=/ (pdn, + p, dry + ..+ pa da, ).

P, Sprowadzajac kazdy z ukladdw zwyklych réwnan
(49, (B, (K"), .., dla ktérych mamy wynalezé po jednéj calee
do jednego réwnania rzedu wyzszego a zatem odpowiednio rzedu
2 (n—10° 2 (n—2)° 2 (n—3)°% .., mozemy powiedziéé, ze
cheac wynalezé zupelne rozwigzanie réwnania o czastkowych po-
chodnych rzedu 1° migdzy % zmiennemi niezaleznemi niezawieraja-
cego wyraznie zmienndj zaleznéj, potrzeba wynalezé po pierwszéj
calce:
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dla 1° réwnania (4°), 2 (n—1)° rzedu
2-ch rownan (B') (1), 2 (n—2)° rzedu
3-ch réwnan ( K’), N), (R), 2 (n—3)° rzedu

i rownaﬁ 2 (n—z)° rzgdu

n—1 réwnaf . . g 20 rzcdu.

Tylko w bardzo niekorzystnym razie dojda wszystkie row-
nania do swych najwyzszych- rzedow, zwykle i to bardzo rzadko
tylko pierwsze w kazdéj grupie jest rzedv najwyzszego, ktory téj
grupie odpowiada, a rzedy innych rownai téj saméj grupy kolejno
i to bardzo szybko znizaja sie. ,

Jako przyklad uwazajmy réwnanie:

(a) 2p (pg — ps)* — 23 py =0.
Najprzéd mamy:
a3 P
Al B T TSR

Aby oznaczyé p, wfunkeyji py, p, 2, @, , ¥3, , mamy

wynalézé jedne calke ukladu 6 rownaii:

i " we g LA
; (©) dz, . da, day - ® (P2—ps)*’
d.lf,z $4 p4 (I{L'3 w2p4 dtt4 5 w%

l dz,  (p.—ps)*’ day, _(Pz—P3)3 ’%‘—_2(102—[)3)3'
Pierwsze rownanie daje:

a zatem podlug (0) (d)

Aby nastepnie oznaczyé p; w funkeyji py, @, @y, @5, 4,
musimy najprzéd wynalezé jedne calke ukladu 4-ch réwnai:

dps _ o G a2 05,

g dz, T 2 (e—py)?’
R T L T
l dz, (c—p3) * dz, — 2(c—p3)?

Pierwsze rownanie daje:
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(f) P3 = C1»
a ze wyrazenie symboliczne (p;—¢,, p,—c)=0, przeto ta war-
to8¢ (f) jest dobra.
kladac t¢ wartosé w (d) otrzymamy:
23 p
@ » Fﬁ 3P =Ci" Py e

Aby nareszcie oznaczyé p, w funkeyji samych ilosei 2y, @, ,

&3, @4 szukamy najprzéd jednéj calki ukladu dwoch réwnaii:

[ doe_3 _sir

da 2 (¢c—-¢)*’
() . .
de, x3

day . 2(c—e)t’

Gdy te dwa réwnania przez siebie podzielimy, tedy wypadnie:

00 s gl
day N
zkad
, sEe 02
(k) Py 7= a:_i— :

. . . C2
Poniewaz oba symboliczne wyrazenia (p; — P ),y
4

(pe — % ,P3—¢,) sa identycznie zero, przeto ta wartos¢ (k) jest
dohra.
Kladac wartosé (k) w (¢) otrzymamy ostatecznie:
) po= g, Ph =, pr= Py = -
2(e—e)?’ g Nl e
A zatem:
o= -—c’——d;z'+cd.x +cdm+ciz-‘fi.
o—a;) Nt 2 1| Qg ? 23
nh: "0
(m) .z=2(%-'%)—9+cmg + ¢ 2:3—52::—% +c¢,,

bedzie zadaném rozwigzaniem zupelném réwnania (a).
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NOT:A

Jezeli jest danych n funkeyj w,, ua , . . u, , zaleznych od n
iloéci zmiennych ,, @2 , .., @, , natenczas nazwiemy determi-

nant:
du, duy du,

dz,’ dey’ " dw,
duy  duy duy
1) A=| W &’ e
du, du, duy,
dw. ’ d_a:; 9 9009 d_.l'n
determinantem ukladu danych funkeyj, lub determinantem funk-
cyjonalnym funkeyj w, , wa, . . , un ze wzgledu na ilosci
R e A TR

Mamy udowodnié nastgpujace twierdzenie:

nJdezeli funkeyje w, , ug , . ., u, ilosci @, , %2 , .., @, niesy
migdzy soba niezalezne, zatém jezeli miedzy niemi zachodzi zwia-
zek identyczny

(2YT" 1 [ainy ooy Un )= 10y
natenczas determinant (1) tego ukladu funkeyj bedzie identycznie
rowny zeru t. j.
8 fnind @) 10sd 200
1 nawzajem.* :
Albowiem rézniczkujac rownanie (2) calkowicie, otrzymamy:

dF adF dF A
3 du, + s dug + .. + g iy ==0..

*) Jacobi: de determinantibus functionalibus (Crelle J. T. XXII, 5.319).
11
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zkad wnosimy, ze gdy du; = 0,.., diup = 0, wtedy takze
du, = 0, zatém ze gdy:

du, duy du, £

E (Id'x - -(E' d-zﬂ +"+dwl'n 2y = 0,

dupy duy .y Atbie S
d‘zt d‘zl i d.’l'a dw? +"+ d ¥ dx" _— 0’

wtedy takze:
du, d’u,, du, osia
() -d.T:d'z‘ - T & - g I Jire dz, = 0.

A zatém n réwnahn (4), (5), linijowych wzgledem dw; ,
dzy o ..,dx, , nie beda miedzy soba niezaleznemi, dlatego ich
determinant (1) bedzie identycznie rowny zeru, ¢. b. d. o.

Nawzajem mozna okazaé, ze gdy determinant funkeyjonalny
(1) jest identycznie réwny zeru, natenczas funkcyje %y , ug 4. ., Uy
iloci @, , @2 , .., @, nie sy miedzy soba niezalezne.

Najprzéd jest widoczném, ze gdy n—1 funkeyj wy , g 5.0y 70—y
sa miedzy soba zaleznemi, wtedy takze n funkeyj wg, ug , .., Uy
nie beda miedzy soba niezaleznemi. Zaldozmy przeto, ze n—1 pier-
wszych funkeyj u,, %y ,.., %, sa miedzy soba niezaleznemi.
W tym przypadku wyrugujmy z wyraZzenia na w, n — 1 iloci
Zyy T3 g .oy Bpoy ZAPOMOCE WYraZel Na Uy , Ug 5 . .+ y Upey , WSkU=
tku czego bedzieu, wyrazong jako funkeyja ilosci wy , ug .., Upwry,
&, , a uklad n réwnan (4), (5), zamieni si¢ na uklad rownowazny:

du 20 b e 5240 4100 510Uy 155105

du, Uy du,. duy,
= d""“,‘ o e IO o 8 o By

Atoli, z powodu ze determinant (1) jest identycznie rowny
zeru, rownania ukladu (4), (5) lub, co jedno, ostatnie réwnania nie
sa migdzy soba niezaleznemi, zatém ostatnie rdwnanie musi by¢
algiebrycznym wynikiem poprzednich, czyli musi byé:

du,

dvg ®
zkad wnosimy, ze w, jest funkcyja jedynie iloSci u, , u,, . . , 2yey,
e. b. d. o.

K O N I E C.

r TR
¢ A . »
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ZALOZENIA. A\

1. Pojecie granicy i ilosei nieskoiiczenie maléj jest podstawg
analizy wyzszéj.

2. Metoda transformacyj jest najodpowiedniejszy zadamu
gieometryji analitycznéj.

3. Sposéb formowania lub geneza réwnania rézniczkowego
o pochodnych czastkowych nietylko rzuca Swiatto na naturg
calki, ale daje takze sposob jéj wynalezienia.
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