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Ksigzka niniejsza powstata z wyktadow, ktére pod tym samym
tytulem wygtaszal Pan Profesor Sleszyiski na Uniwersytecie Ja-
giellonskim. Plan dzieta wzorowany jest na kursie z lat 1921/22
i 1922/23, w szczegoblnosci, tom pierwszy odpowiada wyktadom
z roku 1921/1922. Jednakowoz uwzgledniono w nim niektore ino-
wacje, wprowadzone w ostatnim roku wyktadéw Teorji dowodu,
t. j. 1923/24. Dla Scistosci nadmieniam jeszcze, iz w rozdziatach VII
i VIl dodatlem réwniez w porozumieniu z Panem Profesorem Sle-
szyniskim, pare dowodéw mojego pomystu. Niech mi tutaj bedzie
wolno wyrazi¢ Mu mojg gteboka wdziecznos¢ za cenne rady, kto-
rych mi nie szczedzit, podczas gdy redagowalem wspomniane wy-
ktady, tudziez za udzielenie mi swoich rekopiséw, dzieki czemu
mogtem niejedng niedoktadno$¢ w mojem opracowaniu sprostowac
i doda¢ niektére zajmujgce szczegéty, na ktére w wyktadzie nie byto
miejsca. Spetniam takze mity obowigzek dziekujac najserdeczniej:
mojemu przyjacielowi R. M. Wasserbergerowi za nader skrupulatne
przeprowadzanie korekty i za niewdzieczny trud sporzadzenia sko-
rowidzow alfabetycznych; Zarzadowi Kotka Matematyczno-Fizycznego
U. U. J. za podjecie sie naktadu ksigzki w obecnych trudnych wa-

runkach; Drukarni Uniwersytetu Jagiellonskiego za sumienne wy-

nanie druku.
S. K. Zaremba.
Paryz, maj 1925,
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WSTEP.

W dawnych czasach, uczeni znali sie na logice i wiele sie
nig zajmowali. Ale w epoce Odrodzenia powstat prad zwracajgcy
sie przeciwko catej filozofji Arystotelesa. Poniewaz za§ w owych
czasach nie znano innej logiki, jak tylko te, ktora jest wytozong
w jego Organonie, wiec tez ofiarg wspomnianych daznosci padia
miedzy innemi logika. Stan ten az do ostatnich czasOéw nie zmienit
sie na lepsze. Powodem tego jest fakt, ze, jak powiada Kartezjusz
(,Rozprawa o metodziel): ,Mimo, iz logika zawiera w istocie wiele
przepisdbw bardzo prawdziwych i bardzo dobrych, jest w niej wsze-
lako, zamieszanych pomiedzy owe, tyle innych, szkodliwych lub
zbytecznych, ze prawie roéwnie trudno jest wydzieli¢ je, co wydobyc¢
Diane lub Minerwe ze ztomu marmuru, w ktérym nawet nie jest
jeszcze naszkicowanadd. Dotyczy to przedewszystkiem logiki trady-
cyjnej- Istotnie, zawiera ona najrozmaitsze rzeczy, nie majgce nic
wspolnego z wiasciwa logika, mozna tam znalez¢ uwagi nalezace
do dziedziny metafizyki, psychologji, teorji poznania, gramatyki,
jezykoznawstwa i t. d.

Obojetno$¢ ogdétu uczonych wzgledem logiki uwazamy za
fatalng dla nauki. Wprawdzie zarozumiatos¢ ludzka kresli wspa-
niaty obraz nauki, ktéry zabarwia sie jeszcze jaskrawiej w litera-
turze popularnej. Stad powstaje szeroko rozpowszechniony i wielce
szkodliwy, bo fatszywy, poglad na nauke i uczonych. Szybki
rozw0j nauk, zwiaszcza przyrodniczych, w ciggu ostatniej doby,
tudziez catkiem nieoczekiwane zastosowania techniczne tych nauk,
zdajg sie potwierdza¢ 6w poglad optymistyczny. Przystuchajmy sie
jednak gtosom nielicznym wprawdzie, ale pochodzacym od genjal-
nych bezsprzecznie uczonych, ktorzy mieli tyle trzezwosci, by widziec¢
jasno rzeczy, i tyle odwagi, by sady swoje wypowiadac.

Juz w wieku XVII Leibniz, przerazony nawatem wcigz uka-
zujacych sie prac naukowych, z posrod ktérych, z natury rzeczy,

Teorja dowodu. |



niewielka tylko ilos¢ ma jakgkolwiek wartos¢, wypowiadat obawe,
by ludzkos¢, jesli tak pdjdzie dalej, nie wpadia w stan barbarzyn-
stwa, (,ne studiorum taedio barbaries reducatur"). C6z powiedziatby,
gdyby zyt obecnie, kiedy kazdy pisze a nikt nie czytal? Aby
zrozumie¢ calg gleboka i straszng prawde stow Leibniza, trzeba
tylko postawi¢ sobie pytanie: dla kogo to sie wszystko pisze i dru-
kuje? Kto w stanie jest z tej powodzi prac wytowi¢ to, z czego
moze skorzysta¢, co ma jakas$ istotng i trwalg warto$¢? 24 godzin
doby nie starczy na najpowierzchowniejsze przejrzenie tego, co sie
drukuje n. p. wylgcznie w matematyce czystej. Pozostaje chyba
da¢ pokdj literaturze i nic nie czytat. Tak tez jest w istocie: pra-
wie nikt nic nie czyta, kazdy zaledwie przeglagda to, co w naj-
Scislejszym stoi zwigzku z jego wiasng praca.

Bytby na to tylko jeden $rodek, mianowicie, w ogtaszaniu
prac naukowych stosowa¢ dewize Gaussa: ,pauca sed matura",
ktérej on sam tak Scisle sie trzymat, ze niektére z najwiekszych
jego odkry¢ ogtoszone zostaty dopiero po jego $mierci.

Nie bedziemy tu méwili o proznosci ludzkiej, bo kazania na
ten temat nic nie pomoga. Chodzi nam o wykazanie mniej jawnych
przyczyn optakanego stanu nauki. Sa to: ogromna zawito$¢ i trudnos¢
badan i bezgraniczna trudnos¢ jasnego wyktadu. Kazdy moze to
sprawdzi¢ wiasnem doswiadczeniem, ale to nie wystarcza, kto bo-
wiem nie jest dostatecznie zarozumiatym, ten przypisze napotykane
trudnosci swojej niezdolnosci, mniemajac, iz inni pokonywuja je
z tatwoscig; tembardziej, ze sporo znajdzie sie ludzi, ktérzy, ukry-
wajgc swoje mozoty, udajg, iz to wszystko przychodzi im #tatwo,
albo tez tak powierzchownie rzeczy biorg, ze istotnych trudnosci
nie dostrzegaja. Trudnosci te sg jednak wielkie. Jeden z najwiek-
szych myslicieli matematycznych N. H. Abel, $wiadczy o tern
w swych listach najwyrazniej : w jednym z nich zapowiada on, iz
poswieci wszystkie swe sity, aby rozswietli¢ nieco mroki, jakie
panuja w analizie. W drugim liscie uskarza sie na ogromng trudnos¢
pisania o rzeczach, ktéremi sie zajmuje. Jeszcze w innym liscie,
chcac scharakteryzowa¢ nadzwyczajne trudnosci, jakie napotkat
w pewnem miejscu swych badan algebraicznych, powiada, iz sam
djabet sie miesza do tej sprawy. Jeden z najwiekszych matematykéw
niemieckich, C. G. J. Jacobi, méwi co nastepuje: ,Gorzkg jest
praca, ktorej dokonatem, gorzka tez jest ta praca, ktorg obecnie
jestem zajety. Nie pilno$¢ i nie pamie¢ prowadza tu do celu, sg to



najnizsze stuzebnice czynnego, czystego myslenia; ale uporczywe,
mdzg rozsadzajagce rozwazanie, ktére wymaga wiecej sit, niz naj-
wytrwalsza pilno$¢. Jezeli mi sie wiec udato przez ciggte éwiczenie
rozwagi dojs¢ do pewnej w tern wprawy, to niech nikt nie sadzi,
iz przyszto mi to tatwo, przez jaki$ szczesSliwy, naprzykiad, dar
przyrodzony. Gorzka, gorzka prace musiatem wytrzymac i strach
przed mys$leniem czesto poteznie wstrzasat mojem zdrowiemu. Sa-
dzimy, iz te dwa Swiadectwa, wydane przez prawdziwie genjalnych
matematykow, wystarczajg dla potwierdzenia mysli, ktorg wypo-
wiedzielismy.

Strasznie wiec sg zawite i trudne badania naukowe, a zwilaszcza
matematyczne. Lecz nie wiemy, czy nie trudniejszym bodaj jest
jasny wyktad tych badan. Czytanie ksigzki matematycznej dla
cztowieka, ktdry chciatby ja zrozumie¢ do konca jest niekiedy
rodzajem katuszy nie do zniesienia. Pewnego razu, wsrdd zupeinej
ciszy czytelni matematycznej jednego z uniwersytetow niemieckich
rozlegt sie glosny trzask; wszyscy zwrdcili sie w strone, skad
wychodzit i ujrzeli niemtodego juz, powaznego cztowieka, ktéry bit
ksigzkg w stor wpadt on w gniew taki, nie mogac zadng miarg
zrozumie¢ mysli autora! Bo tez autorowie posiadajg sposoby, ktore
istotnie czytelnika mogg wyprowadzi¢ z cierpliwosci. Najskuteczniej-
szym z nich jest u matematykéw stowko ,oczywiscied. Jeden
z uczonych angielskich powiada, ze kiedy spotykat ten wyraz
w stynnem dziele Laplace,a o teorji prawdopodobienstwa, wiedziat
juz, ze bedzie go to kosztowato godziny, dni, a moze i miesigce
namystu. Pochodzi to stgd, iz autorowie uzywajg tego wyrazenia
przedewszystkiem wtedy, gdy rzecz jest o tyle niejasng, ze, jak-
kolwiek przekonani sg o stusznosci tego, co twierdzg, jednak albo
wcale nie umiejg tego dowie$é, albo tez znaja tylko tak dtugie
i niezgrabne dowody, ze sie ich wstydza. Do tego trzeba dodac,
ze w ksigzkach matematycznych zwykle w miejscach najtrudniej-
szych pojawia sie omytka w druku, aby dopetni¢ miary utrapienia
czytelnika. Nie jest to rzecz przypadkowa: zecer, nie rozumiejacy
wywodéw matematycznych, rozsiewa do$¢ réwnomiernie btedy dru-
karskie, ale autor, czytajgc korekte zwykle nie dostrzega btedu
w ustepie, ktérego wskutek trudnosci juz nie pamieta i nie rozumie.

Stan obecny nauki nie jest wiec tak Swietnym, jakby sie
zdawato. Pozostaje wiec pytanie, gdzie jest droga wyjscia? Co moze
uczyni¢ badanie #tatwiejszem i wyklad jasniejszym? | dzi$, jak
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dawniej, nie brak na niwie naukowej utalentowanych, a nawet
genjalnych pracownikéw. Nie odczuwa sie wiec braku tej intuicji
i fantazji tworczej, bez ktorej zadne badanie odbywac sie nie moze.
Czeg6z wiec brakuje? OdpowiedZ, naszem zdaniem, moze by¢ tylko
jedna: Brakuje logiki, brakuje tego narzedzia, ktére jedno moze
wypleni¢ chwasty na polu naukowem i drogg analizy skracac¢
i kondensowa¢ ten przeogromny materjat, ktéry daje twdrczosé
naukowa. Logika jest jedynym S$rodkiem otrzezwiajgcym badacza,
wskazujacym mu normy waznosci tematu i dojrzatosci jego pracy.

Celem niniejszej ksigzki jest udzielenie Czytelnikowi tego
minimum przygotowania logicznego, jakie uwazamy za konieczne
dla badan naukowych. Zwraca sie ona przedewszystkiem do mate-
matykow; sadzimy jednak, ze kwestje tutaj poruszone majg wielkg
doniosto$¢ dla catej nauki i nie powinny dla nikogo by¢ zupetnie
obojetne. Wyktad nasz bedzie miat posta¢ historyczna, poniewaz,
jak sadzimy, w tej postaci bedzie on najtatwiej zrozumiatym. Nie
bedzie jednak tutaj historja wystepowata jako cel sam w sobie, ale
jako s$rodek dydaktyczny. W ten sposob przejdziemy rozwoj logiki
od czasO6w greckich az do lat ostatnich.

Pierwszy tom niniejszego dzieta zawiera wyktad logiki tra-
dycyjnej czyli klasycznej, wywodzgcej sie od Arystotelesa. Jest on
jednak poprzedzony wstepom ogélnym, majgcym dac¢ pewne pojecie
o celu, do ktérego dazymy, tudziez krotkim rysem historycznym
catosci; ostatnie cztery rozdzialy stanowig przygotowanie do logiki
nowszej, zwanej logikg matematyczng lub logistyka. Tej ostatniej
bedzie poswieconym tom drugi i ostatni tego dzieta.



ROZDZIAL .

Poglad na budowe dowodu i nauki
dedukcyjnej.

Moze sie wydac¢ dziwnem, ze potrzeba jeszcze dawac pojecie
0 budowie nauki dedukcyjnej: przeciez juz w szkole Sredniej wy-
ktada sie geometrje, ktora jest jednym z najlepszych przyktadow
takiej nauki. Napozor jest to rzecz taka prosta i jasna Okazuje
sie jednak, ze nietylko wiekszos¢ ludzi wyksztatconych, ale nawet
bardzo czesto wybitni uczeni, nie majg zrozumienia dla istoty nauki
dedukcyjnej. Postaramy sie zatem dac obraz ogoélnej budowy takiej
nauki i to dwojaki, ze sie tak wyrazimy, statyczny i dynamiczny,
t. j. obraz gotowej nauki dedukcyjnej i obraz jej powstawania,
wzgl. dalszego rozwoju.

Za przyktad moze stuzy¢ geometrja. Ze strony zewnetrznej
jest to pewien ukiad zdan, powigzanych miedzy sobg przy pomocy
t. zw. dowodow. Jezeli ksigzke, zawierajacg wyktad tej nauki,
wezmiemy w przektadzie na inny jezyk, to zdania, z ktérych sie
sktada, bedag zupetnie inne. Jest jednakze co$, co sie przytem nie
zmieni. Ten niezmiennik, to jest tres¢ zdan, czyli, jak moéwit Bol-
zano 1), zdanie w sobie, co$, co nie zalezy od tego, kto i Kiedy je
wypowiada, a nawet od tego, czy ktokolwiek kiedykolwiek je wy-
powie. Jest to ta rzecz nieuchwytna, z ktérg ma do czynienia nauka
dedukcyjna. Nie bedziemy sie tutaj zajmowali pytaniem, co to jest
wihasciwie tres¢ zdanig czy symbolu? Pozwolimy sobie tylko przy-
toczy¢ zdanie, ktére, o ile nam wiadomo, po raz pierwszy wypo-
wiedziat logik amerykanski Peirce. Sadzi on, ze tresci naszych
.symboli nie sg niczem innem, jak tylko wyrazami naszych przezy¢

1) Bernard Bolzano, zob. nizej Rozdz. IlI.



czy tez wskazOwkami postepowania. Gdy n. p. zapytamy sie, co to
jest dom lub ulica, okaze sie, ze kazda definicja jest wilasciwie
niewystarczajaca; natomiast, gdy komus$ powiemy, ze pan X mieszka
w domu pod takim a takim numerem na ulicy takiej a takiej, nasz
interlokutor to zrozumie, t. j. potrafi odnalez¢ pana X.

Zajmujac sie w dalszym ciggu jedynie zdaniami w sobie,
abstrahowa¢ bedziemy od wszelkich zagadnien psychologicznych
i metafizycznych. Jezeli w ten sposéb wyzwoliliSmy sie z wiezOw
metafizyki i psychologji, to nie znaczy jeszcze, abySmy byli wolni.
Czeka nas najciezsza sprawa, bo sprawa z teorjg poznania, z za-
gadnieniem, co jest zdaniem prawdziwem a co jest zdaniem fatszy-
wem. Bedziemy sie starali i tego pytania nie porusza¢. Dla nas
wiasciwie wystarczy wiedzie¢, ze wszystkie zdania podzielone sg na
dwie kategorje: zdan prawdziwych i fatszywych. Kategorje te po-
siadaja, pewne wiasnosci, ktoremi nizej zajmowaé sie bedziemy.
Nasze rozwazania bedg miaty zatem charakter formalny. Moznaby
oczywiscie postawi¢ pytanie, dlaczego ogranicza¢ sie do strony for-
malnej a ignorowac inne strony zagadnien? — Ot6z niewatpliwie
te inne strony sg bardzo wazne, ale o tern my prawie nic pewnego
nie potrafimy powiedzie¢; zresztg sg to rzeczy catkiem rézne od tego,
czem sie tutaj zajmujemy.

Wezmy do reki jakikolwiek szkolny podrecznik geometrji.
albo lepiej Elementy Euklidesa, ktore jeszcze dzi$ dokiadniejsze
sg od zwyktych ksigzek szkolnych. Zobaczymy tedy, iz nauka usta-
nawia pewne zwigzki logiczne pomiedzy twierdzeniami, w jej skiad
wchodzacemi. Jesli sie naszej ksigzce blizej przyjrzymy, spostrze-
zemy, iz przy ustalaniu dalszych twierdzen opieramy sie na po-
przednich. Od danego twierdzenia, cofajgc sie coraz dalej, docho-
dzimy do twierdzen przyjetych bez dowodu ; jest to oczywiscie
konieczno$¢, poniewaz ten tancuch dowoddéw i twierdzeh musi sie
gdzies konczyé. W osnowie zatem nauki lezg zdania, przyjete bez
dowodu. Charakterystycznem jest wiec to, ze nauka wychodzi ze
zdan, przyjetyrch bez dowodéw, a na ich podstawie otrzymuje dalsze
zdania — twierdzenia. Wszystkie te zdania sg wyrazone w postaci
symbolicznej. Uzywamy zatem w nauce pewnych symboli, pewnych
termindw naukowych. Zwréémy sie n. p. do terminu ,kwadrat/4
Okreslamy czyli definjujemy go jako prostokat réwnoboczny, wyraza-
jac go temsamem przy pomocy innych termindéw, ktére, w danym
razie, uwazamy zaznane. Podobnie wiec, jak sprowadzamy kolejno



jedne twierdzenia do drugich, tak tez sprowadzamy jedne terminy
naukowe do drugich, wczesniejszych termindéw. Do tego wiasnie
stuzg definicje, ale, podobnie jak w tamtym przypadku, i tutaj mu-
simy sie gdzie$ zatrzymaé. Podobnie wiec, jak istnieja zdania,
przyjete bez dowodu, tak tez istniejg terminy, przyjete bez defi-
nicji; sa to t zw. terminy prymitywne.

Cata wiec nauka opiera sie na pewnych zdaniach, przyjetych
bez dowodu. Sg one dwojakiego gatunku. Te zdania pierwszego
gatunku nazywane sg do$¢ rozmaicie: aksjomatami, postulatami,
pewnikami i t d.; moéwi sie o nich czesto, iz sa one jasne, oczy-
wiste — ale to nie ma dla nas znaczenia. Najczesciej w wyktadach
geometrji przyjmuje sie za postulat n. p. miedzy innemi zdanie:

Jezeli dwie proste majg dwa rézne punkty wspoélne, to te
proste sie zlewajai.

Mys$l te mozna, naturalnie, w rozmaity sposéb wyrazaé; mo-
zemy wiec krécej powiedziet:

.Przez dwa rézne punkty przechodzi tylko jedna prostai.

Ale mozna i tego dowodzi¢, wychodzac oczywiscie z odpowiednich
zatozen. Niema zatem nigdy koniecznosci zatrzymywania sie przy
jakim$ jednym ukiadzie postulatéw; trzeba tylko jeden z nich
wybrac.

Druga kategorje zdan, przyjmowanych bez dowodu, stanowiag
wspomniane juz przez nas definicje. Pojecie definicji jest dos¢ zawite;
zajmowat sie niem miedzy innymi matematyk wiloski Giuseppe
Peano i jego szkota. Do tego pojecia nieraz jeszcze powrdcimy.
Narazie niechaj nam wystarczy, ze definicja jest réwnoscia logiczna,
ktérg przyjmujemy jako umowe. Mdéwimy n. p..

~Kwadrat jest to prostokat réwnobocznyld.

Definicja ta, taksamo jak kazda inna definicja, jest wynikiem
potaczenia dwéch twierdzen wzajemnie odwrotnych. W danym ra-
zie czesci te sg nastepujace :

1° Kwadrat jest prostokgtem réwnobocznym.

2° Prostokat rownoboczny jest kwadratem.

Zadne z tych zdan zosobna definicja by¢ nie moze. Dopiero pota-
czenie ich. do czego w jezyku polskim stuzy wyrazenie ,jest to,
stanowi petna definicje.

Takie sg zasady, na ktorych opiera sie budowa nauki deduk
cyjnej. Dzieki niezrozumieniu tych tak prostych mysli powstajg
owe dyskusje bez konca, w ktérych nikt nikogo przekonaé¢ nie moze.



Spotykamy je nietylko w polityce, gdzie wchodzg w gre interesy
osobiste i zbiorowe, ale takze w nauce. Skad to pochodzi ? Analiza
logiczna argumentacji wykazataby zawsze to, do czego niekiedy
obie strony po dituzszym czasie dochodza, mianowicie, ze ci, ktorzy
sie spieraja, przyjmujg rozne postulaty; nic dziwnego, ze wyniki
zgodzi¢ sie nie moga ! Analiza taka jest ¢wiczeniem bardzo zajmu-
jacem, ale tez potaczonem ze znacznemi trudno$ciami, gdyz cate
nasze rozumowanie ma charakter silnie intuicyjny, w szczegdélnosci
za$ postulaty, na ktoérych ono sie opiera, przyjmowane s hajcze-
Sciej podswiadomie.

Kwestja, na jakiej zasadzie przyjmujemy postulaty, a zarazem
co to znaczy, ze przyjmujemy jaki$ postulat, splata sie z teorjg
poznania i metafizyka, z tg pierwsza w szczeg6lnosci przez pojecie
prawdy i fatszu, albowiem, przyjmujac jakie$ twierdzenie, my za-
pewniamy tylko o jego prawdziwosci. Co to jest ta prawdziwosc ?
Arystoteles powiada, ze jest to zgodnos$¢ z rzeczywistoscig. Ale cé
to jest rzeczywisto$¢? Pytanie to jest trudne i zawite niezmiernie.
Nas zresztg zajmuje tylko zwigzek logiczny, jaki tgczy postulaty
z poszczegblnemi twierdzeniami danej teoriji.

To wiasnie pojecie jest najkardynalniejszem dla catej nauki
i na niem skupi¢ musimy catg naszg uwage. COz to jest zatem za
zwigzek? Napréznobysmy szukali doktadnej odpowiedzi na to naj-
wazniejsze w logice pytanie w traktatach, poswieconych temu przed-
miotowi, jakkolwiek kazdy z nich daje te lub owag odpowiedz.
Najlepsza z tych odpowiedzi jest, naszem zdaniem, odpowiedz
Arystotelesa, ktora zawiera sie w jego okres$leniu syllogizmu. Oto
jest dostowne brzmienie tego okres$lenial): ,Syllogizmem jest taka
mys$l (mowa), w ktorej, jezeli co$ jest wypowiedziane, *co$ innego
z koniecznosci wynika i wynika tylko z tego, Zze to co$ zostato
zatozone. Przez dodatek ,tylko z tego, ze to co$ zostato zatozonell
pojmuje, ze z zatozonego tylko wynika, t. j. ze nie wymaga zadnego
innego terminu, zadnego dalszego oznaczenia, aby to, co jest ko-
nieczne, ujawnito sield. Zwigzek zatem, o ktéry nam chodzi, polega
na tern, ze przyjmujgc jedno, my tern samem przyjmujemy, a raczej
zmuszeni jesteSmy przyjac, drugie. Arystoteles, rozumiejac doniostosé
wyrazenia ,tern sameméi objasnia je, mowiac, ze nic innego, oprocz

1) Cytujemy podiug przektadu, jaki podaje Bieganski w swem dziele
p. t. ,,Teorja logiki".



przyjecia pierwszego zdania, nas do tego nie przymusza. Ale nie
wyjasnia on bynajmniej, w jaki sposéb my, pojmujac jedno, tern
samem zmuszeni jesteSmy przyjg¢ drugie. Cudowny to jednak
zwigzek, nie opierajgcy sie na zadnym gwaicie, na zadnem prawie
karnem, ani na zadnej powadze; on tkwi w nas samych ! Trzeba
zywi¢ w sobie i utwierdza¢ poczucie tego zwigzku, trzeba wypra-
cowywac¢ w sobie czuto$¢ i wrazliwos¢ nan !

Zwigzek logiczny ujawnia sie blizej na przyktadach. Podamy
wiec kilka przyktadow, mozliwie najprostszych. Nie sg to jeszcze
te przykiady, ktére na koncu bedziemy w stanie podawaé; chcemy
tylko da¢ pewne pojecie o tern, czego szukamy i wyjasni¢ nieco
doktadniej, jak to jest, ze przyjmujgc co$ jednego, zarazem przyj-
mujemy co$ drugiego. Niech zatem beda

a b ¢ d

jakiekolwiek liczby. Symbolika ta niezupelnie odpowiada naszej
mysli, nam bowiem chodzi o jakgkolwiek pierwsza, jakagkolwiek
drugg liczbe i t. d, nie zas o pewne okreslone liczby.

Sa to zatem niejako puste miejsca, za ktére wolno nam wsta-
wia¢ jakiekolwiek liczby. Ale do niektérych miejsc musimy pod-
stawia¢ te same liczby, do innych mozemy wstawia¢ inne. Tego za$
nie umiemy wyraza¢ inaczej, jak tylko zapomocg takich wilasnie
okreslonych liter czy innych, podobnych znaczkéw. Za tesamg litere
musimy wiec wszedzie w danym zapisie wstawiaC te sama liczbe,
za rozne litery za$ wolno nam wstawia¢ rozne liczby. Mamy tutaj
do czynienia z pojeciem zmiennej czyli indeterminaty, nalezycie
zanalizowanem i wyjasnionem dopiero przez matematyka nie-
mieckiego, G. Fregego.

Procz liter oznaczajacych zmienne uzywacé bedziemy zwyktych
symboli arytmetycznych, a nadto wprowadzonego przez prof. Gius.
Peano znaku

Dv

zastepujacego stowo ,,wynikati. Znak ten wyraza zdanie warunkowe
i oddziela poprzednik, potozony na lewo od niego, od nastepnika”
potozonego na prawo. Znak ten nazywamy czesto znakiem wyni-
kania, gdyz z poprzednika wynika nastepnik, t. j. przyjmujac po-
przednik, tern samem przyjmujemy nastepnik. Wreszcie zamiast
nawiasOw uzywac¢ bedziemy o wiele od nich dogodniejszej punktacjit
t. j. osobnych punktéw i grup punktéw dla oddzielania poszczegol-
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nych czesci zdania. Zasada jest ta, ze najwieksza ilos¢ punktéw
wskazuje podziat gtéwny. W ten sposéb zdanie jest podzielone na
dwie czesci, do kazdej z nich stosuje sie znowuz tasama zasada i t. d.
A zatem zapis

a=i.6=c ca—¢
bedzie wyrazat zdanie skltadajace sie z dwoch czesci

a=bb=c¢c i «—c¢

przyczem pierwsza z nich jest poprzednikiem a druga nastepnikiem
zdania warunkowego. Poprzednik sam skiada sie réwniez z dwéch
czesci
a=b i b—c

oddzielonych od siebie tylko punktem, bez zadnych innych sym-
boli; w tym przypadku zastepuje on stéwko ,,i*“. Wobec tego, caty
nasz zapis oznacza co nastepuje: ,Jezeli jest a—b i b=ic, to
bedzie a = cu.

Dla zmniejszenia wszakze ilosci punktéw w naszych wzorach,
ktéra przy zawilszych kombinacjach mogtaby by¢ znaczna, wpro-
wadzimy odrazu umowe, na mocy ktérej punktom, potozonym przy
znaku wynikania, przypisywa¢ bedziemy wiekszg niejako wartosé,
niz wszystkim innym, a zatem, jezeli podziat gtéwny znajduje sie
przy znaku wynikania, mamy prawo jeden z punktéw obok niego
odrzuci¢. W ten sposob poprzednio przez nas rozwazane twierdzenie
zapisa¢ mozemy nieco krocej, jak nastepuje :

1 a=b.bh=c a=¢

W wypadkach, gdy bedziemy mieli obok siebie kilka réwno-
rzednych cztonéw zdania, oddziela¢ je bedziemy, dla uproszczenia,
ta samg iloscig kropek; jest bowiem rzecza obojetna, gdzie najpierw
zaczniemy dzieli¢. Umowa ta jest zupetnie podobng do umowy,
przyjetej w arytmetyce, a pozwalajgcej opuszczaé nawiasy w sumie
lub iloczynie Kilku elementéw. Wobec tego mozemy zdanie: ,Jezeli
jest a=h b=¢e i ¢c=d to bedzie a = du napisa¢ w postaci na-
stepujacej :

2. a—bb=c.c=d”"M . a=d

Zadajmy sobie teraz pytanie, czy pomiedzy twierdzeniami
1 i 2 nie zachodzi jaki zwigzek logiczny, czy moze, przyjmujac
jedno z nich, nie musimy zarazem przyja¢ i drugiego? Czy w ta-
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kim razie nie mozna dowies¢ drugiego, opierajgc sie na pierwszem?
'Oczywiscie, mozna to uczyni¢. Przytoczymy najpierw dowdd taki,
jaki mogliby$my znalez¢ w szczegétowym wyktadzie matematycznym.
Przypusémy zatem, ze mamy

a=b.b=c.c=d,

okazemy, iz woweczas zachodzi takze réwnos$c
a=d.
W rzeczy samej, z réwnosci :
a=hib=c¢

wynika, na zasadzie twierdzenia 1. zwigzek

a=-=c.
Mamy zatem
a=cic—d

podobnie jak w poprzedniku wzoru 1. Réznica polega tylko na tern,
ze uzyto innych liter; jak juz widzieliSmy, jest ona zupelnie nie-
istotng. Mozemy wiec we wzorze 1. zastgpic¢ litery

bic \
odpowiednio przez

cid
nie zmieniajac przez to jego wiasciwej tresci. Mamy wiec zwigzek

a=c.c=d"N.a=d

przy pomocy ktérego wnioskujemy

a—d.
co byto do okazania.

Dowdd ten jest jednak dla naszych celéw niedo$¢ jasny. Zapi-
szemy go przeto w postaci dopuszczajagcej doktadniejszg analize,
mianowicie w postaci redukcyjnej, ktora jest wyrazem szukania
dowodu. Zakladamy wiec znowu, iz zadano nam okreslone, choé
dowolne liczby, a, b. ¢, d spetniajgce zwigzki

a—»b b=¢c ¢c=d;
trzeba dowieséj ze wowczas jest takze:

a=d.
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Zaznaczy¢ nalezy, iz rozpoczynajgc dowod zmieniamy nasz sposéb
patrzenia na powyzsze litery: w wzorach 1 i 2 sg to zmienne
w calem tego stowa znaczeniu. Tutaj, przeciwnie, postepujemy tak,
jak gdybysmy mieli do czynienia, w ciggu catego dowodu, z sta-
temi, ktére oznaczyliSmy literami

a, b c d

State te sa wszakze dowolne, z tern tylko zastrzezeniem, by spet-
niaty zwigzki
a=Dhb b—c c=d.

Przed tern, co ma by¢ udowodnione, piszemy znak poszukiwania
dowodu

i zauwazamy, ze, gdybysmy mieli

a=ic. c—d.
to mielibySmy takze
a=d

na podstawie twierdzenia 1. Aby sie o tern przekonaé, wystarcz

za zmienne
a 6 c

w twierdzeniu 1 podstawi¢ odpowiednio state, cho¢ dowolne liczb

ktére oznaczyliSmy literami
a. ¢ d,

woéwczas bowiem poprzednik tego twierdzenia przybratby posta
a=c.c=d.
za$ nastepnik bytby
a=d.

Aby wiec udowodni¢ to, o co nam chodzi, wystarcza miec¢

a=cic=d.
Piszemy zatem :
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To jest pierwszy krok redukcji: cofamy sie od tego, co trzeba
udowodni¢, ku temu, co jest dane. Pamietamy bowiem, iz mamy
z zalozenia

c=d.
t. j. uwazamy te réwno$¢ za dang. Zapiszemy to w naszym sche-
macie redukcji, piszac przed tg rownoscig strzatke wskazujgca na
litere D. Schemat nasz wyglada teraz jak nastepuje :

Do udowodnienia pozostaje jeszcze roéwnosc
a=c,
ktéra bezposrednio dang nie jest, piszemy wiec znowu przed nig
znak redukcji i zwracamy uwage, ze, gdybysmy mieli
a=bib—cg
to, na podstawie twierdzenia 1., podstawiajgc za zmienne
a b c

dowolne state, oznaczone temi samemi literami, moglibySmy wywnio-
skowac

a—c¢
Tojest drugie ogniwo redukcji. W ten sposob sprowadziliSmy réwnosc
a=c¢
do dwoch réwnosci, ktére juz nam sg dane. Posrednio zatem spro-
wadzilismy réwnos¢
a—d
do réwnosci danych i tern samem dowdd doprowadziliSmy do korica.
Catkowity schemat dowodu ma postac:

Nalezy jednak pamieta¢ o tem, Zze jest w tem jeszcze pewna
niedoktadno$¢, nalezatoby bowiem uzywac¢ innych liter dla ozna-
czania zmiennych a innych — dla oznaczania tych dowolnych statych,
ktéremi je zastepujemy w czasie dowodu. Nie bedzie z tem wszakze
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zbyt wielkich trudnosci, jesli pamieta¢ bedziemy, iz z dowolnemi
statemi mamy do czynienia jedynie w czasie dowodu; gdy twier-
dzenie udowodniliSmy, mamy znowu zmienne, bo udowodnilismy je
dla jakichkolwiek liczb.

UdowodniliSmy zatem, ze z twierdzenia 1. wynika twierdze-
nie 2. Moze to jednak nastreczy¢ pewne watpliwosci: co to znaczy,
ze, jezeli prawdziwem jest twierdzenie 1. to prawdziwem jest i dru-
gie? Przeciez oba sg prawdziwe! Aby to wyjasni¢, zwrdcimy sie
teraz do ogolniejszego, choé podobnego przyktadu. Dla wiekszej
wyrazistosci oznacza¢ bedziemy przytem innemi literami zmienne,
a innemi literami — te dowolne state, ktéremi operujemy w czasie
dowodu. Obecnie

y, Zrt

oznacza¢ bedg te zmienne, za ktdére wolno nam podstawia¢ dowolne-
przedmioty. Przez R za$ oznaczymy dowolng relacje czyli stosunek.
Rozwazajmy teraz twierdzenia, wyrazajagce sie wzorami:

Powiadamy, iz drugie z nich wynika z pierwszego, t. j., jezeli
prawdziwem jest pierwsze twierdzenie, to prawdziwem jest takze
twierdzenie drugie. Uwazajmy wiec twierdzenie 1’. za prawdziwe,
a na jego podstawie sprébujmy udowodni¢ twierdzenie 2. w tym
celu za zmienne

y, z, t

podstawiamy dowolne, chociaz state, przedmioty,
a b, c d,

spetniajace poprzednik twierdzenia 2’.; udowodnimy jego nastepnik.
Postepujac zupetnie podobnie, jak poprzednio, wykonamy redukcje,
ktéra wyrazi sie nastepujgcym schematem :

W ten sposob udowodniliSmy nasze twierdzenie dla statych

« b c d.
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ale one sg dowolne. Wobec tego mozemy te stale zastgpi¢ pier-
wotnemi zmiennemi. Mamy wiec:

XRy.YRz.zRtI2).XRt,

co bylo do okazania.

Odpadta teraz trudnos$¢ z wyrazem ,jezeli”, bo twierdzenie 1’
niekoniecznie musi by¢ prawdziwem. Bedzie ono wprawdzie praw-
dziwem jezeli litery

zZ,y, 2t
uwaza¢ bedziemy za przedstawiajgce zmienne liczbowe, za$ litere R
za znak arytmetycznej réwnosci, wiekszosci lub mniejszosci. Nato-
miast nie bedzie ono prawdziwem, jesli zachowamy interpretacje
zmiennych

z, y 2 t

a relacje R uwaza¢ bedziemy za nieréwno$¢, albo tez, jesli uméwimy
sie, iz za zmienne podstawia¢ bedziemy rozmaitych ludzi a relacje R
rozumie¢ bedziemy jako stosunek znajomosci pomiedzy tymi ludzmi.

To wszystko jednak, co powiedzieliSmy, nie bytoby dosta-
tecznie jasnem, gdybySmy poprzestali na jednym przykladzie.
Podamy wiec drugi przykiad, zaczerpniety z teorji dziatan w aryt-
metyce i dotyczacy zwigzkdéw, ktore nie sg dobrze wyjasniane
w szkole. Postugiwaé¢ sie bedziemy przytem dwoma symbolami,
wprowadzonemi przez Peano

eiq
Pierwszy z nich czytamy: ,jest"; drugi z nich oznacza og6t liczb
rzeczywistych. Do pojecia, ktdre przedstawia symbol ¢ jeszcze
powrdcimy; narazie wystarczy wiedzie¢, ze zesp6t symboli:
X €q

bedziemy rozumieli: nx jest liczbg rzeczywistg".

Mozemy teraz napisa¢ twierdzenie, ktore zamierzamy udo-
wodnié

xeq.yeq.-J.{{X- -y>)-y} = X
czytamy je jak nastepuje: ,Jezeli x jest liczbg rzeczywistg i y jest
liczbg rzeczywista, to zachodzi réwnosé
{(sy)-=

Zazwyczaj opuszcza sie te nawiasy, my jednak, dla wiekszej jasnosci,
takich nawiaséw opuszcza¢ nie bedziemy.
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Przestanki, na ktérych dowdd bedzie sie opierat, sg naste-
pujace :

W szkole Sredniej nie méwi si¢ o takich przestankach, jak 1. i 3.; my
jednak pomina¢ ich nie mozemy, tem bardziej, ze przestanki tego
rodzaju niezawsze sg prawdziwe: gdyby n. p. chodzito o liczby nie-
ujemne, to przestanka 3. bytaby falszywa. Odnosnie do przestanki 4.
zauwazy¢ nalezy, iz stanowi ona definicje odejmowania. R&ézni sie
ona od twierdzenia, ktére mamy udowodnié¢, tylko porzadkiem zna-
kow -]- i —. Kto$ nieobeznany z matematyka mogtby sie zapytac,
czy to nie wszystko jedno, najpierw odja¢ y od x a potem je dodac,
czy tez zrobi¢ to samo w odwrotnym porzadku. Czy twierdzenie
nasze nie wynika bezposrednio z przestanki 4? Okazuje sie jednak,
ze tak nie jest istotng role odgrywa tutaj przestanka 2., jakkol-
wiek wielu matematykéw nie zdaje sobie z tego sprawy. Rozwazmy
te przestanke doktadniej; mozemy ja ujaé w innej postaci: ,jezeli
a, Y, z, sg liczbami rzeczywistemi i

to
X-[12 py-j-2u.

Innemi stowy: ,Jedli w sumie dwdch liczb rzeczywistych zastgpie
pierwszy skladnik przez nieréwna mu liczbe rzeczywista, a drugi
pozostawie bez zmiany, to suma sie zmieniu. Twierdzenie powyzsze
rozstrzyga pytanie, czy roznica dwoch liczb rzeczywistych jest w zu-
petnosci okreslong przez te liczby, ktore od siebie odejmujemy. Ze
wynik dziatania niekoniecznie musi by¢ jednoznacznie okreslony,
poucza nas juz przyktad pierwiastkowania, albowiem pierwiastek
stopnia parzystego z liczby dodatniej (w zakresie liczb rzeczywistych)
dopuszcza dwie wartosci, réznigce sie znakiem. O tem, ze dla odej-
mowania nic podobnego zachodzi¢ nie moze, poucza nas wiasnie
przestanka 2w Opierajac sie na przestankach 2. i 4. poda¢ mozemy
dowdd naszego twierdzenia taki, jaki spotkaé mozna w dobrej ksigzce
.matematycznej.

W rzeczy samej, niech a i b bedg dwie dowolne (ale
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state !) liczby rzeczywiste; wowczas, poditug definicji odejmowania,
réznica
{(a+78)-Vs)
jest to taka liczba, ze, dodawszy do niej 6, otrzymujemy
(a=+9J).

Ale taka liczba jest whasnie al Czyz tern samem twierdzenie nie by-
toby udowodnionem? Oczywiscie, ze nie, bo trzeba wiedzie¢, ze jest
tylko jedna taka liczba. O tern wszakze poucza nas przestanka 2.
Dzieki wiec tej przestance mamy prawo napisac

{(a ¢ —6)}=a
Pamietajac, ze te réwnos¢ udowodniliSmy pod warunkiem, ze state
« i % sg liczbami rzeczywistemi, osiggniety wynik zapisujemy w po-
staci nastepujace;j:
a&gq. beq A(a +ty — b} = a

Udowodnilismy to dla statych; ale te state sg dowolne. Mozemy
wiec zastgpi¢ je przez zmienne, ktére oznaczymy n. p. literami x i y
W ten sposob otrzymujemy twierdzenie, o ktore chodzito.

Powotujemy sie tutaj na przestanki 2. i 4., pomijajgc nato-
miast 1. i 3. jako same przez sie zrozumiate. Skoro wogole mowi
sie o liczbach rzeczywistych, zaklada sie milczaco, ze wszystkie
litery, ktoremi operujemy, oznaczajg liczby rzeczywiste i przyjmuje
sie intuicyjnie, ze suma i rdznica dwdch liczb rzeczywistych jest
rowniez taka liczbg. Nie wida¢ jednak, skad to wyptywa? Przez to
wiasnie powyzszy dowdd jest intuicyjny i niedokiadny.

Poszukajmy wiec doktadniejszego dowodu i to znowu metodg
redukcyjng. Zastepujemy znowuz zmienne

X iy
w wypowiedzi twierdzenia dwiema statemi,
aib

dowolueini, byle tylko spetniajgcemi poprzednik twierdzenia (a wiec
dwiema dowolnemi liczbami rzeczywistemi). Gdy za$ dla tych sta-
tych udowodnimy nasze twierdzenie, state te znikng i bedziemy
mogli je zastgpi¢ przez pierwotne zmienne.

Aby teraz zrobi¢ pierwszy krok redukcji, musimy ws$réd na-
szych przestanek znalez¢ taka, ktéra przy odpowiedniem podstawieniu
miataby nastepnik identyczny z nastepnikiem naszego twierdzenia.

Teorja dowodu. 9
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Poniewaz ten nastepnik ma postaé pewnej roéwnosci, nie mozemy
wzigé w rachube ani przestanki 1. ani przestanki 3. bo do zadnej
z nich nie wchodzi znak roéwnosci. tatwo sie tez przekona¢, ze
z przestanki 4. nie zdotamy zrobi¢ wielkiego uzytku. Pozostaje wiec
przestanka 2. Nastepnik jej ma postac¢
A=Y,
wobec tego, musimy podstawic
{(0 -j- b) — />} zamiast ur,
a zamiast y.
Jest jeszcze w przestance 2. trzecia zmienna, z, ktéra nie wchodzi
do nastepnika; co za nig podstawi¢? Tu trzeba prébowaé. Bez proby
bowiem w badaniach naukowych sie nie obejdzie; dowody twier-
dzen bywaja zresztg wielorakie, nie jest wiec rzecza z gory wy-
kluczong, by rézne drogi nas mogty doprowadzi¢ do celu. W danym
razie okazuje sie rzecza pozyteczng podstawi¢ b na miejsce z.
Woéwczas poprzednik przestanki 2. przybiera posta¢
{(a + b) -b}eq. agq .beq. [{(a -j- 6) — b} -j- b] = (a -j- 6).
Woystarczy stwierdzi¢ ten poprzednik, aby mie¢ dowod naszego
twierdzenia. Zauwazamy jednak odrazu, iz druga i trzecia jego
czes¢, t .
aeq i beq
sg nam dane, jako czesci poprzednika twierdzenia, ktére mamy
udowodni¢. Pozostaje nam wiec do udowodnienia pierwsza i czwarta
cze$¢; tutaj znowuz bedziemy postepowali przez redukcje. Osta-
tecznie schemat redukcyjny naszego dowodu bedzie miat postac
nastepujacg :

Cyfry oznaczaja, jak poprzednio, przestanki, na ktére sie powo-
tujemy, nawiasy za$ przy nich — podstawienia. Litery przed kreska
pionowg wewngtrz nawiasu — sg to litery, przedstawiajgce zmienne,
ktoreto litery zastepujemy innemi literami lub kombinacjami liter,
w danym razie przedstawiajacych dowolne state; litery te, wzgle-



dnie ich kombinacje, umieszczamy za wspomniang kreskg poziomg
w tym samym porzadku, co litery, za ktére je podstawiamy.

O ile redukcyjna posta¢ dowodu #tatwiejszg jest wtedy, gdy
chodzi o szukanie dowodu, o tyle, gdy twierdzenie juz jest udo-
wodnionem, dogodniejszg jest forma dedukcyjna. Dlatego dowody
spotykamy najczesciej w tej ostatniej postaci i my roéwniez bedziemy
zazwyczaj podawali je w postaci dedukcyjnej. Chcemy teraz po-
dany przez nas wyzej dowdd przedstawi¢ w tej normalnej postaci.
Dowdd nasz bedzie sie przedstawial w postaci tabeli, ztozonej z po-
jedynczych wierszy, ktére, aby mdc sie na nie powotywac, bedziemy
oznaczali numerami. Taksamo, jak poprzednio, zastepujemy na czas
trwania dowodu, zmienne x i y przez dwie dowolne state, a i b
spetniajgce poprzednik naszego twierdzenia, t. j. dwie dowolne liczby
rzeczywiste. DowOd zaczniemy teraz od wciggniecia do tabeli do-
wodu obu czesci poprzednika dowodzonego twierdzenia. Jezeli czesci
te oznaczymy odpowiednio przez a i B, to bedziemy mogli napisaé
a % ali— aeq
Bly'b — beg 2

To sa pierwsze dwa wiersze dowodu. Jest to tylko wciagniecie
do tabeli pewnych zatozen; nie przynosi to zatem jeszcze nic istotnie
nowego. Umozliwi nam to jednak wytworzenie pierwszego ogniwa
dowodu, mianowicie, jezeli do przestanki 1. podstawimy odpowiednio
a i b zamiast x i y. to poprzednik jej bedzie sprawdzonym, co
wiasnie wyrazajg pierwsze dwa wiersze dowodu; wobec tego, opie-
rajac sie na nich i na przestance 1, przy wspomnianem podstawieniu,
mozemy orzec prawdziwos$¢ jej nastepnika. Takie przejscie od po-
przednika zdania warunkowego do jego nastepnika nazywa sie
modus ponens. Mamy wiec :

D@21y a6 — (a-f-0)eq 3)

Tak wyglada pierwsze ogniwo dowodu. Na lewo od zdania,
ktore otrzymalismy, zapisaliSmy wiersze dowodu i przestanke (wraz
z odnosnem podstawieniem), na ktorg sie powotujemy. Postepujac
dalej w sposéb zupetnie podobny, t. j. stosujac ciagle modus ponens,
otrzymujemy nastepne wiersze dowodu :

@).(2).3>y (@4-9), 6 i- {(a--ty-b}eq (4)
(0). (2).4 1%y —b b}=@ 0 (®)
@) .(D.(2).(5).2v8y,™ {(a+ d)-0},a,6] - {(aWwh) — b} =a,

co byto do okazania.
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Ustanowilismy zatem zwigzek logiczny pomiedzy pewnem
twierdzeniem a przestankami, ktore nam stuzyly do jego uzasadnie-
nia. Aby sobie te rzeczy lepiej uprzytomnié, rozpatrzmy je nieco
ogolniej. Zadajmy sobie mianowicie pytanie, czy w czasie dowodu
korzystaliSmy ze znaczenia symboli, z ktérymi mieliSmy do czy-
nienia? Dostrzegamy odrazu, iz w odniesieniu do symboli matema-
tycznych, odpowiedZz wypada przeczaco: korzystaliSmy tylko, w spo-
s6b czysto formalny, z pewnych twierdzen, ktére mozna o tych
symbolach napisa¢; byly to przestanki naszego dowodu. Inaczej
przedstawia sie sprawa w odniesieniu do symbolu

D
(a takze i do kropek); na jego znaczeniu oparliSmy caty sposob
dowodzenia: Jest to symbol, ktérego tres¢ zawsze musi pozostac
stalg ; jest to t. zw. stata logiczna.

Powracajac jeszcze raz do symboli arytmetycznych, z ktérymi
mieliSmy do czynienia, zauwazmy, iz, skoro nie korzystaliSmy bez-
posrednio z ich tresci, mozemy ja zmienia¢, a wiec rozmaicie te
symbole interpretowac. Zaleznie od tego, czy przy danej interpre-
tacji przestanki dowodu pozostang prawdziwemi lub nie, bedziemy
mieli pewnos$é, ze osiggniety wynik jest prawdziwym, lub tez tej
pewnosci nie bedziemy mieli. Oczywiscie jednak nie jest rzeczg
wykluczonag, by, mimo fatszywosci przestanek, twierdzenie samo
byto prawdziwem. We wszystkich wszakze przypadkach zwigzek
pomiedzy przestankami a twierdzeniem pozostanie waznym.

Dla wyjasnienia powyzszych rzeczy na przyktadzie, zastgpmy
niektére z rozwazanych symboli arytmetycznych przez inne symbole,
do ktérych nie bedziemy przywiazywali okreslonego z géry znacze-
nia. Zastgpmy mianowicie znaki

4 —
przez dwa inne znaki dziatan
Uin
i przepiszmy z taka zmiang przestanki 1—4. Otrzymamy wowczas
przestanki nastepujace:
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Twierdzenie za$ nasze przybiera postac:

Twierdzenie to wynika z powyzszych przestanek. Odnos$nego
dowodu nie potrzebujemy tutaj rozwija¢, gdyz nie roznitby sie on
od poprzedniego dowodu niczem innem, jak tylko zmiana znakéw
dziatan. Wspomniany przez nas zwigzek logiczny jest niezaleznym
od tego, czy przestanki 1.—4’ sg sprawdzone, czy nie. Cata réznica
polega na tem, ze w pierwszym wypadku mozemy stagd wywnio-
skowac 0 prawdziwosci twierdzenia, w drugim za$ nic powiedziec¢
nie mozemy, bo twierdzenie moze by¢ zarOAvno prawdziwe, jak
fatszywe.

Interpretacje symboli |_|ii | przy ktérej spetnione sg wszyst-
kie przestanki, otrzymamy identyfikujgc znak

U
ze znakiem dodawania a znak
N

ze znakiem odejmowania; wowczas prawdziwem jest i twierdzenie.
Wiasnie dla tego przypadku przeprowadziliSmy przedtem jego dowdd.

Ciekawszy przypadek bedziemy mieli, jesli zidentyfikujemy
pierwszy znak ze znakiem mnozenia a drugi — ze znakiem dzie-
lenia. Wowczas przestanka 2'. fatszywa dla jest

z =0,
za$ przestanka 4'. jest nieprawdziwa, wzglednie traci sens, przy

y=o
Pomimo to, dowody oparte na tych przestankach moga by¢ po-
prawne, tylko to, co udowodnimy, moze sie okaza¢ fatszem. W da-
nym przypadku twierdzenie nasze bytoby fatszywem dla

y =0
gdyz nastepnik jego przybratby postaé

0: 0=u,

co jest fatszem, poniewaz symbol

0:0
oznacza kazdg liczbe.



Jezeli przyjmiemy, ze symbole

oznaczajg odpowiednio potegowanie i pierwiastkowanie, t. j.

to przestanki nie bedg wszystkie prawdziwemi, a i twierdzenie
bedzie falszywem. bo n. p. nie jest prawda, ze

albowiem symbol

oznacza zaréwno

Podkreslamy jednak, ze z tego, iz przestanki nie sg sprawdzone,
nie mozna wnioskowaé¢ o fatszywosci twierdzenia Moznaby fatwo
znalez¢ interpretacje, przy ktérej przestanki bytyby fatszywe —
a twierdzenie prawdziwem.

Odktadamy na pozniej gtebsze wnikniecie w istote dowodu;
to, co o nim wyzej powiedzieliSmy, wystarcza w kazdym razie,
aby to nie bylo puste stowo. Tymczasem pragniemy jeszcze na
chwile powrd6ci¢ do og6lnego obrazu nauki dedukcyjnej i uzupetnic go
paroma rysami. WidzieliSmy wiec, ze w nauce mamy dwie kategorje
zdan przyjetych bez dowodu: postulaty i definicje. Okazuje sie
wszakze, (mogliSmy sie o tern przekona¢ na ostatnim przyktadzie),
iz w dowodach postugujemy sie formalnie definicjami zupetnie tak-
samo, jak postulatami Iub jakiemikolwiek innemi twierdzeniami.
Pochodzi to stad, ze skoro termin wprowadzony przez definicje jest
przyjety, odnosna definicja staje sie takiem samem twierdzeniem, jak
kazde inne, t. j. twierdzeniem o przedmiotach nam znanych. Jest
jednak pewna cecha, ktéra odr6znia definicje od postulatu: Miano-
wicie. kazdej definicji mozna unikngé. Tak n. p. mozemy unikac
terminu ,kwadratf{, modwigc stale zamiast tego ,prostokat réwno-
bocznytt. Mozemy wiec sobie wyobrazi¢, ze z nauki wyrugowalismy
wszystkie definicje Taka struktura nauki bylaby teoretycznie zna-
cznie prostsza, w praktyce jednak niewykonalna. Gdybysmy bowiem
kazdy definjowany termin zastgpili przez kombinacje, zapomocag
ktorej go okreslilismy, wszystkie wypowiedzi statyby sie tak diu-
gie, ze najprostsze rozumowanie bytoby nie do przebycia. Znaczenie
definicji jest wiec praktyczne. Wprowadza ona skrot, zastepujacy
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zawilsze wyrazenie. Poza tem znaczenie jej polega na wyborze tej
kombinacji terminéw uprzednio wprowadzonych, ktdrg, przy pomocy
Jej, wprowadza sie do badania. Sama definicja stuzy tylko do
umozliwienia orzeczen, dotyczacych tej kombinacji, istotng za$
waznos$¢ posiada wiasciwie sama kombinacja.

Widzielismy, jak przez wyrugowanie definicji mozna uprosci¢
obraz teoretyczny nauki. Ale mozna w tym kierunku p6js¢ jeszcze
dalej: Mozemy w dowodach twierdzeh nie powotywac sie na po-
przednio udowodnione twierdzenia, wcielajgc natomiast tam, gdzie
trzeba, ich dowody do dowodu danego twierdzenia. Na poczatku
nauki bedziemy mieli wodwczas pewne postulaty, nastepnie zas
twierdzenia udowodnione wprost na podstawie tych postulatéw;
zarowno te twierdzenia, jak i postulaty, wyrazone bedg zapomocg
poje¢ prymitywnych. Definicyj nie bedzie, a porzadek twierdzen
bedzie obojetny. Ze wzgledéw, o ktorych juz wspominalismy, taki
obraz nauki nie nadaje sie wecale do urzeczywistnienia, natomiast,
jako obraz teoretyczny, jest zupetnie mozliwym i niejednokrotnie
pozytecznym.

Wszystko zatem opiera sig, w istocie rzeczy, na postulatach
i pojeciach prymitywnych. Skoro jednak terminy prymitywne przyj-
mujemy bez definicji, powstaje pytanie: co te terminy majg ozna-
cza¢? Czyz bylyby to symbole zamiast ktérych wolno nam pod-
stawia¢, co chcemy? Tak bynajmniej nie jest, a to dlatego, ze
te terminy zwigzane sg postulatami. Postulaty wprawdzie mogg
w praktyce zawiera¢ takze terminy definjowane, ale moéwiliSmy juz
wyzej o mozliwosci usuniecia tych ostatnich. Uktad wigc postula-
téw przypomina ukitad réwnan, w ktérych niewiadomym odpowia-
dajag terminy prymitywne. Dowolno$¢ zatem znaczen terminéw
prymitywnych ograniczona jest tem. ze maja one spetnia¢ postulaty.
Ale te znaczenia moga by¢ przez to niezupetnie okreslone. Inaczej
mowigc, uktad termindéw prymitywnych moze dopuszcza¢ rozmaite
interpretacje, wskutek czego i tres¢ catej nauki ulega rozmaitym
interpretacjom.

Nie bedziemy sie juz wiecej zastanawiali nad stosunkiem
postulatbw do poje¢ prymitywnych. Przytoczymy tylko poglad
wioskiego matematyka, Giov. Vailati,ego, ktéry sadzi, iz postulaty,
ktére przyjmujemy intuicyjnie, nie sg niczem innem, jak ukry-
temi definicjami lub ich czesciami. Terminom bowiem, ktére w nich
wystepuja, nadajemy takie wiasnie znaczenie, aby te postulaty byty
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sprawdzone. Gdyby sie nam udato wszystkie postulaty zamieni¢ na
definicje, te terminy, ktéreby pozostalty prymitywnemi, dopuszcza-
tyby zupeinie dowolng interpretacje. Nauki istniejgce nie sg jednak
tego typu.

Kant, jak wiadomo, opart swg filozofje na podziale zdah na
analityczne i syntetyczne. Co przez to rozumie¢ nalezy, trudno dociec.
R6zni uczeni roznie o tem mysla. Kant sam prawdopodobnie tych
poje¢ dokiadnie nie znat Sadzimy, ze to, co on intuicyjnie w po-
dziale swoim uchwycit, jest wlasciwie rozréznieniem definicyj i postu-
latbw. Postulaty sg wiasnie zdaniami syntetycznemi. W tem zna-
czeniu mozna zgodnie z Kantem powiedzie¢, ze matematyka opiera
sie na zdaniach syntetycznych. Postulaty bowiem pozwalajg oczy-
wiscie odbudowac¢ calg nauke.

Podalismy wyzej gtébwne rysy gotowej nauki dedukcyjnej. To
jest wiasnie zagadnienie logiki, t. j. tej logiki, ktdrej niniejsza ksigzka
jest poswiecong i ktéra jest jedyna prawdziwg logika — logiki de-
dukcyjnej. Ale nauka sie rozwija. Ona sie tworzy, powstaje. Obraz
za$ nauki powstajacej jest catkiem inny, niz nauki gotowej.
Tworzenie bowiem nowych rzeczy nie odbywa sie poditug zadnych
z goéry okreslonych regut i prawidet. Ars inventiva, t. j. umiejetnosé
tworzenia, jako nauka wcale nie istnieje. Tworzy sie wiec przy-
padkowo i dorywczo, gtéwnie za sprawg intuicji i fantazji. Gtéwna
metodag badania jest tutaj indukcja, mianowicie nie indukcja mate-
matyczna, ale zwyczajna przyrodnicza indukcja zwana takze in-
dukcjg niezupetna. Chcac bada¢ jakie$ zwigzki, matematyk zwraca
sie najpierw do najprostszych przypadkéw i posuwa sie stopniowo
dalej, usitujgc pochwyci¢ wspolne ich cechy. Mamy tu do czynienia
z dwojaka syntezg: synteza poje¢ i syntezg sadéw. Za punkt wyj-
dcia stuzg zwykle rzeczy zawite i ztozone, przytem ujete intuicyjnie,
bo tutaj nie chodzi o zwigzek logiczny, tylko o prawde, t. j. czy
cos$ jest tak, jak my o tem myslimy, czy tez nie jest tak? Zwigzek
logiczny odgrywa tu role podrzedng, S$rodka przekonywania sie
0o prawdzie. Nauka z tego punktu widzenia jest zbiorem prawd,
faktéw. Przedstawia sie ona w ten sposob dlatego, ze symbole, kto-
remi w niej sie postugujemy (terminy naukowe) majg okreslone zna-
czenie: one odpowiadajg naszym pojeciom intuicyjnym. Wiec i twier-
dzenia nasze podpadaja pod kontrole intuicji i musza by¢ z nig
zgodne. Z tego punktu widzenia jest rzeczg obojetng, na jakich
twierdzeniach oprzemy dowod nowego twierdzenia, byle owe twier-
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dzenia byly prawdziwe i dowdd byt poprawny. Zupetnie co innego
mamy w nauce gotowej. Tam niema nowych twierdzen. Chodzi
o to, aby calg nauke sprowadzi¢ do najmniejszej mozliwie ilosci
twierdzen, ktére stajg sie postulatami. Istnieje przeciwieristwo po-
miedzy naukg gotowag a naukag in statu nascendi. W tej ostatnigj
wszystko jest okryte gesta mglg niejasnosci. Definicje sg niepo-
rzadnie wydzielone a dowody — niezupetne. Czesto mylimy sie
w naszych uogdlnieniach. Dopiero, prostujac wiele btedéw, docho-
dzimy do ostatecznych wynikéw. To, co do nas przychodzi jako
nieokreslony pomyst, rozwazamy, roztrzasamy i staramy sie jako$
rozplata¢. Bo, doprawdy, praca naukowa, zwiaszcza w dziedzinie
matematyki, ma charakter rozplgtywania jakich$ tajemniczych we-
ztébw ! Stad to pochodzi, iz tytuly tylu starych ksigg matematycz-
nych zaczynajg sie od tacinskiego wyrazu: Enodatio.



ROZDZIAL I

Zarys historyczny: powstanie logiki
w Swiecie starozytnym.

Kolebka nauki jest Grecja. Zapozyczajac u narodéw dawniej-
szych tylko praktyczne poczatki nauk (u Egipcjan — geometriji,
u Babilonczykéw — astronomji, u Fenicjan — arytmetyki), utwo-
rzyli Grecy z tych wiadomosci poczgtkowych odpowiednie nauki,
podczas, gdy u tamtych narodéw poczatki owe wcale sie nie roz-
winety. Taka byla potega greckiego ducha! On to zatem stworzyt
podstawe tej kultury, z ktorej teraz korzystamy. Jak biednym
wiec jest ten argument, tak czesto uzywany przez przeciwnikow
wyksztatcenia klasycznego, iz, jezeli uznajemy potrzebe nauczania
jezykow greckiego i tacinskiego, to musimy tez uzna¢ potrzebe
nauczania wszystkich innych jezykéw starozytnych!

Moznaby pomysleé, ze dla poznania twdrczosci greckiej moga
wystarczy¢ przektady. Dosy¢ jednak zajrze¢ do dokiadniejszego
stownika, aby zobaczy¢, jaka masa wyrazow jednego jezyka odpo-
wiada prawie kazdemu wyrazowi drugiego. Naturalnie, w rzeczach
prostych i jasnych tatwo zrobi¢ wybér. Ale takie rzeczy, jak pisma
Arystotelesa, petne subtelnych odcieni i niejasnosci, nie moga by¢
poznawane z przektadoéw, bo przektad zaciera wszystkie $lady, po-
dtug ktérych mysl autora moze by¢ odgadnieta.

Aby daé¢ pojecie o Swietnosci greckiej nauki, przytoczymy
tylko jeden, ale chyba dosy¢ wymowny, przyktad:

Nie wiemy nic pewnego o stanie geometrji greckiej przed
Pitagorasem; jednakze kompetentni badacze, a miedzy nimi i Paul
Tannery, przypuszczaja, iz wowczas wyobrazano sobie wszelki
odcinek jako ztozony ze skornczonej ilosci punktow. Wynikato stad,
iz mozna stosunek dwoch jakichkolwiek odcinkéw przedstawic jako
liczbe, liczbe, oczywiscie, wymierng, gdyz, jak wiadomo, Grecy
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znali jedynie liczby catkowite i utamkowe. Geometrja miata, dzieki
temu, posta¢ zgrubsza podobng do dzisiejszej. Wywrdcit jednakze to
wszystko Pitagoras przez odkrycie odcinkéw niewspotmiernych;
wykazat on bowiem, ze stosunek przekatni kwadratu do jego boku
nie da sie wyrazi¢ zadng liczbg catkowitg ani utamkowg. Geometrja
w ten sposéb utracita swa podstawe. Odkrycie to bylo tak kata-
-strofalnem dla nauki, iz. jak gtosi podanie. Pitagorejczycy mieli
przez diuzszy czas utrzymywaé je w tajemnicy.

Nowg podstawe dat geometrji dopiero Eudoksos, stawny le-
karz, matematyk i astronom z wyspy Knidos, zyjacy w IV wieku
przed Chrystusem, przez stworzenie teorji proporcji, czyli stosun-
kéw odcinkéw, odpowiadajacej w zupetnosci i w owych czasach
zastepujgcej to. co dzisiaj nazywamy teorjg liczb niewymiernych.
Teorja ta jest wytozona w V. ksiedze Elementoéw Euklidesa. War-
tos¢ naukowa tej teorji jest tak wielkg, iz dotychczas moze ona
stuzy¢ za wzér konstrukcyj scisle naukowych. W czasach nowo-
zytnych zarzucono tego rodzaju rozwazania i zastgpiono proporcje
przez liczby niewymierne, jakkolwiek nie posiadano poczgtkowo nau-
kowej ich teorji. Te ostatnig stworzyli w drugiej potowie ubiegtego
stulecia dwaj uczeni niemieccy, Weierstrass i Dedekind; dopiero
woéweczas powrdcono do wyzyn $cistosci i doskonatosci nauki greckiej!

Z innemi naukami powstata w Grecji i logika. Zaczatki kaz-
dej nauki trudne sg do zbadania. U Arystotelesa, jednego z naj-
wiekszych filozoféw wszystkich czaséw, znajdujemy te nauke w po-
staci bardzo juz dojrzatej, ktéra az do czaséw najnowszych zacho-
wata sie prawie niezmieniong. Arystoteles stusznie jest poczytywany
za tworce tej nauki. On sam jednak moéwi o tem. co zawdziecza
swoim poprzednikom: Ot6z najwiecej zawdziecza on swemu nauczy-
cielowi, Platonowi. Ten za$ idee gtdbwne zawdziecza z kolei swo-
jemu mistrzowi, ktorym byt Sokrates. Z tg wiasnie trjadg zwigzane
jest powstanie logiki jako nauki. Schemat nastepujacy pozwala nam
widzie¢ jasno stosunki chronologiczne tej najswietniejszej epoki
filozofji greckiej:

Te pamietne lata oznaczaja, ze Sokrates zyt od r. 469 do 399
przed Chrystusem, a wiec lat 70. Platon od 42| do 347, a wiec
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lat 80, Arystoteles od 384 do 322. a wiec lat 62. Arystoteles uro-
dzit sie wiec w 15 lat po $mierci Sokratesa, z ktorym go posre-
dnio taczy Platon, jako uczeh Sokratesa a nauczyciel Arystotelesa.

Logika przedstawia sie nam w dzietach Arystotelesa w formie
tak zakorniczonej, ze wielki filozof nowozytny. Kant, byt zdania, iz
dalszy rozwdj tej nauki nie jest wcale mozliwym. Kant jednak,
jak sie okazato, byt w biledzie, bo nauka ta wcale nie przestaje sie
rozwija¢ i zwikaszcza w czasach najnowszych rozwdj jej stat sie dosc¢
bystrym. Nie przeczy to bynajmniej temu, iz juz Arystoteles podat
ja w formie znacznie rozwinigtej. Nie bedzie to wcale zdanie para-
doksalne, jezeli powiemy z L. Couturatem. iz wiasciwie doskona-
tos¢ dziet Arystotelesa i niezmierna powaga, jaka wskutek tego
cieszyt sie przez diugie wieki, przeszkadzaty dalszemu rozwojowi
logiki. Jak byt krepujgcym wplyw tej powagi, mozna widzie¢
z zacietosci, z jakg w epoce Odrodzenia uczeni, ktérzy rozpoczeli
walke z jej wptywem, przeciwko Arystotelesowi wystepowali. Taki
prawdziwy uczony, jakim byt Petrus Ramus (Pierre de la Ramee),
w roku 1536 bronit tezy, iz wszystko, cokolwiek powiedziat Ary-
stoteles, jest nieprawda!

Historycy logiki upatrujg jej poczatki juz w wieku VI przed
Chrystusem. T. zw. prawa myslenia znajdujg sie u filozofa Parme-
nidesa, ktory powiada: ,Trzeba mowic¢ i myslec, ze to, co jest, jest™.
Zasada ta, jest znang pod nazwag prawa tozsamosci. Daleko donio-
Slejszem jest jednak to, ze wiasnie w tej szkole Eleatéw, do ktorej
nalezat Parmenides, powstaly pierwsze znane nam dowody przy
pomocy rozumowania. Parmenides nauczat, ze Swiat, ktéry znamy,
jest ztudzeniem zmystdw, ze w rzeczywistosci ani mnogos$¢ oddziel-
nych rzeczy, ani ruch i w ogélnosci zmiana, wecale nie istnieja; iz
poza tern ztudzeniem kryje sie jaki$ jedyny, niezmienny byt

W przeciwienstwie do tego uczyt Heraklit, ze wszystko sie
zmienia (,wszystko ptyniell), a statos¢, ktérg obserwujemy, jest
wiasnie ztudzeniem zmystdéw, pochodzgcem stad, ze zmysty nasze
sg niedos$¢ ostre, by dostrzec ciggte, drobne zmiany, jakie zachodza
w tern, co sie wydaje niezmiennem. Przyznac trzeba, ze jego po-
glad zgadzat sie z pogladem, opartym na nowoczesnej fizyce, wedtug
ktérego n. p. arkusz papieru, na ktérym piszemy, nie jest czems
niezmiennem, ale jakby chmurag, ztozona z atoméw w ciagtlym ru-
chu. przyczem jedne do niej wpadajg a inne wypadaja.

Poglad Heraklita jest dos¢ jasny. Przeciwnie, to, co twierdzi,
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Parmenides, bynajmniej jasnem nie jest. Nie mozna sprawdzi¢ tego
zapomoca zmystdéw, gdyz Parmenides nie ufa icb $wiadectwu. Nic
wiec dziwnego, iz Zenon, uczeh Parmenidesa, wpadtl na pomyst
uzycia rozumowania dla uzasadnienia nauk, jakie gtosita szkota, do
ktorej nalezat. Utozyt on osiem t. zw. argumentéw, z ktorych cztery
miaty dowodzi¢ niemozliwosci ruchu, a cztery — niemozliwosci
mnogosci. Te stynne argumenty otrzymaty niestusznie nazwe sofi-
zmatow t. j. rozumowan swiadomie fatszywych. Arystoteles nazywa je
zresztg paralogizmami, t.j. rozumowaniami nieSwiadomie fatszywemi.
Mozna powiedzie¢, ze niema prawie autora w dziedzinie filozofji,
ktoryby sie w ten lub 6w sposéb nie znecat nad tymi argumen-
tami, a kazdy prawie usituje na swoj sposob okazaé, ze to sg jawne
btedy, ale jako$ to sie im nigdy nie udaje. Do wyjgtkdw nalezg
tacy wybitni uczeni, jak filozof Hamilton, a w naszych czasach B.
Russell, ktorzy rozumiejg gtebokos¢ tych argumentéow. Wielka to
strata, iz dzietlo Zenona do nas nie doszto. Mamy tylko innych pi-
sarzy wyciagi, niewiadomo, o ile poprawne.

Przytoczymy tylko pierwsze dwa argumenty przeciwko ru-
chowi, jako najbardziej, naszem zdaniem, zastugujgce na uwage.
Wezmiemy je w formie, w jakiej je podaje Arystoteles, najwiary-
godniejszy Swiadek starozytnosci greckiej. Pierwszy z tych argu-
mentow jest nastepujacy:

»,Ruch jest niemozliwy, bo to, co sie porusza, zanim do-

siegnie konca drogi, musi dosiegng¢ jej Srodkai.

Jest to forma niezupetna, ktéra mozna rozmaicie rozumie¢; praw-
dopodobnie chodzito o to, ze zanim to, co sie porusza, dojdzie do
konica drogi, musi dojs¢ do jej potowy, wiec przedtem musi dojsc
do jednej czwartej, jeszcze przedtem do jednej Osmej i t d. Ale
ten cigg utamkow nie ma poczatku, t j. niema w nim najmniejszej
liczby, zero bowiem don nie nalezy. Ruch wiec nie moze wogble
sie zaczac.

Drugi argument podajg zwykle w tej postaci, ze Achilles nie
moze dogoni¢ zoétwia. Arystoteles podaje go w formie nastepujacej:

»Poruszajacy sie predzej, nie dogoni poruszajgcego sie
powolniej, bo przedtem, t. j. nim to nastgpi, $cigajgcy musi
sie znalez¢ w miejscu, skad wyruszyt juz uciekajgcy. Wiec
uciekajacy bedzie zawsze na przedziel.

Tu wiec niema korica drogi!
Argumenty Zenona, wbrew mniemaniu wielu uczonych, nie
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sg bynajmniej btednemi rozumowaniami, i jakkolwiek nie moga
nas przekonaé, ze ruch nie istnieje, to jednak przekonywujg nas,
ze go poja¢ nie mozemy, czyli, ze nie da sie pomysle¢ jako po-
wstajacy. Istotnie, kazdy z nas wyobraza sobie, iz poruszajgcy sie
punkt musi przej$¢ przez kazdy punkt swojej drogi, ale nie
moze pojac, jaki sposob to zachodzi, skoro nie istnieje punkt
najblizszy punktu danego. Zupeinie tak samo nie mozemy sobie
wyobrazi¢ zadnej przemiany, bo nie istnieje chwila najblizsza do
danej. Mozemy widzieé, ze sie co$ zmienito, t. j. stwierdzi¢, ze co$
bylo przedtem i co$ innego jest potem; ale jak sie to stato—tego
poja¢ nie jesteSmy w stanie. To, co mOwig nam argumenty Zenona,
mozna, jak nam sie zdaje, wyrazi¢ tak: Myslenie sklada sie z ak-
tow, ktdére zajmuja okresSlone odstepy czasu. Odstepy te nie moga
by¢ mniejsze od pewnej wielkosci, wiec ilos¢ ich jest skoriczona.
Nie mozemy wiec obja¢ nieskoriczonosci $wiadomoscig. Tymczasem
ilos¢ punktéw odcinka lub chwil w odstepie czasu jest nieskoriczona.

Materje, ktérej dotyczg argumenty Zenona, stanowig pojecia,
wykryte dopiero w XI1X wieku przez matematyke i lezgce u pod-
staw analizy. Jest to to, co pierwszy dostrzegt Bolzano, iz cigg nie-
skonczony wielkosci moze nie posiada¢ wielkosci najwiekszej albo
najmniejszej.

Historyczna doniosto$¢ argumentéw Zenona jest ogromna.
Mozna powiedzie¢, ze to one nadaly charakter matematyce staro-
zytnej. Wykrywajac trudnosci, jakie tkwig w pojeciu nieskorczo-
nosci, Zenon odstraszyt matematykoéw greckich od tego pojecia tak
skutecznie, ze w dzietaeh ich nigdzie sie z niem jawnie nie spoty-
kamy. Tam, gdzie go nie mozna oming¢, jak w metodzie granic,
matematycy greccy ukrywali je w formie dowodéw przez reductio
ad absurdum. Swoja nadzwyczajng S$cisto$¢ zawdziecza matematyka
grecka w znacznej mierze argumentom Zenona.

Chcemy podaé prosty przykiad, w jaki sposob Grecy ukry-
wali pojecie nieskonczonosci: Wiadomo, jak obliczamy dzisiaj po-
wierzchnie kota. Archimedes za$, ktory pierwszy wzér na nig po-
dat, formutuje to jak nastepuje: Pole kota réwna sie polu tréjkata,
zbudowanego na jego promieniu, a majgcego drugi bok prostopadty,
dtugosci roéwnej obwodowi kota. Dowdd zas, przy pomocy wpisa-
nych i opisanych wielokatow, polegat na wykazaniu, ze pole
kota nie moze by¢ ani mniejszem ani wiekszem od wspomnianego
trojkata.
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I pdzniejsi matematycy uzywali podobnych rozwazan, unika-
jac starannie pojecia nieskonczonosci. Kepler pierwszy miat odwage
wprowadzi¢ je do matematyki w swojej przerébce dziet Archime-
desa. Jego rozumowanie dla uzasadnienia wzoru na powierzchnie
kota jest nastepujgce: Okreg kota skilada sie z nieskonczenie wielu
punktéw, ktére sa podstawami trojkatow o wspdlnym wierzchotku
w $rodku kota. Poniewaz podstawy sg nieskonczenie mate, zatem
wysokos$¢ réwna sie promieniowi kota. A ze dla pola tréjkata mia-
rodajng jest jego podstawa i wysokos¢, mozemy te trojkaty tak
utozy¢, aby ich podstawy lezaty na stycznej do kota a wierzchotki
zlewaty sie ze Srodkiem jego. Ale suma pol tych tréjkatow bedzie
wiasnie réwna polu wyzej wspomnianego tréjkata. — Rozumowanie to
jest niezmiernie wadliwe i niesciste, ale z niego powstato rozumo-
wanie wspoétczesne przy pomocy pojecia granicy. — W korcu ubie-
gtego stulecia odkryto nieznang przedtem prace Archimedesa: | oka-
zato sie, iz on takze postugiwat sie tego rodzaju rozumowaniami.
Ale powiada on wyraznie, iz metoda taka pozyteczng by¢ moze
do wykrycia jakiego$ zwigzku, a nawet do znalezienia dowodu
jego; nigdy jednak nie moze by¢ zastosowang do samego dowodu.

Takiem bylo znaczenie argumentéw Zenona dla matematyki.
Niemniejszein byto ich znaczenie dla logiki. Sg to bowiem pierwsze
dowody logiczne. Stanowig one zatem pierwsze kroki na drodze
rozwoju tej nauki. Dalsze kroki uczynili sofisci.

W czasie najwyzszego rozkwitu zycia politycznego Grecji
(po wojnach perskich) rozwigzanie najwazniejszych zagadnien zycia
spotecznego stato sie zaleznem od uchwat, ktére przyjmowano na
licznych zgromadzeniach wigkszoscig gtoséw. Stad staje sie jasnem,
jak wielkg potegg mogla by¢ umiejetnos¢ przekonywania ludzi.
Sztuka dowodzenia byta poteznem narzedziem w reku mowcéw,
ktorzy wystepowali na tych zebraniach. Potrzeba praktyczna po-
wotata w ten sposoéb osobng klase ludzi — sofistow, ktérzy wedro-
wali z miasta do miasta i uczyli madrosci w zamian za pewne wy-
nagrodzenie. Medrcy i przedtem uczyli rozumowania, ale nauka ta
bywata udzielang w osobnych szkotach a przytem bezptatnie. Te-
raz madros¢ okazata si¢ potrzebng w zyciu praktycznem i nie mozna
sie dziwi¢, ze ludzie za nig chetnie ptacili. Ale zaptata najczesciej
wigze ludzi i pozbawia ich wolnosci. Tak i madros¢ sofistbw prze-
stata by¢ madroscia swobodng badaczy. Stata sie madroscia
praktyczna cztowieka, ktoéry sie przystosowuje do potrzeb chwili.
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Podczas, gdy medrcy wolni uczyli poznawania rzeczy, sofisci mu-
sieli uczy¢ sztuki dowodzenia i przekonywania. Chodzito im prze-
dewszystkiem o skuteczno$¢ ich nauki, t j. o to, aby ich uczeh
mogt udowodni¢ to, co chciat, bez wzgledu na to, czy to byta prawda,
czy falsz. Wiec dowodzono nieraz rzeczy sobie przeciwnych a takze
rzeczy notorycznie fatszywych. Nie mozna sie zatem dziwié, ze
z imieniem sofisty zwigzane jest pewne odium. Stosunek pogardliwy
do sofistow nie jest jednakze usprawiedliwiony. Najstarszym sofi-
stom, zwiaszcza Protagorasowi i Gorgjaszowi, nauka niemato za-
wdziecza. Protagoras uczyt, ze dla kazdego prawdg jest to, co on
sam .uwaza za prawde. Subjektywizm kranicowy sofistdw, potgczony
z krytyka dogmatyzmu, wytworzyt w epoce pézniejszej sceptycyzm
starozytny, ktéremu nauka wspétczesna, i tak jeszcze chorujaca na
dogmatyzm, zawdziecza swoje pierwiastki krytyczne, tak niezbedne
dla jej rozwoju.

Sztuka przekonywania, ktorej uczyli sofisci, postugiwata sie
wszelkimi Srodkami; najwazniejszym z nich jednak byto rozumo-
wanie. Nic wiec dziwnego, ze sofisci zajmowali sie logika. Prze-
chowato sie jednak tylko niewiele z ich powaznych argumentacy;j.
Do takich nalezata argumentacja Gorgjasza, ktéry dowodzit, ze:

1. Nic nie istnieje.

2. Gdyby za$ co$ istniato, to nie dawatoby sie poznac.

3. Gdybysmy nawet mogli co$ pozna¢, nie moglibySmy naszej
wiedzy innym udzielié.

Podmiotowos¢ sofistow, negujgca wszelkg wiedze przedmiotowa,
prowadzita naturalnie do zaprzeczenia catej nauki. Z tego ciezkiego
przesilenia wywiodt nauke grecka jeden z najwiekszych medrcéw
Swiata — Sokrates.

Sokrates nie napisat nic oprécz krétkich wierszy, utozonych
przed Smierciag w wiezieniu. To, co wiemy 0 jego nauce, zawdzie-
czamy wylkacznie jego uczniom, Platonowi i Ksenofontowi. W dja-
logach Platona wystepuje zawsze Sokrates w roli jednego z dyspu-
tujacych, najczesciej osoby gtéwnej, ktéra prowadzi calg dyspute
Krytyka naukowa stwierdzita jednak, iz ten Sokrates wygtasza nie-
kiedy nauki, ktoérych nie znat wcale Sokrates historyczny; sg to
teorje samego Platona. Z drugiej strony natomiast, badania kry-
tyczne, przez porO6wnanie Platona z Ksenofontem i uwzglednienie
pbézniejszych pisarzy, pozwalajg powzia¢ pewne wyobrazenie o So-
kratesie.
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Sokrates jest przedewszystkiem jednym z najgtebszych peda-
gogoéw wszystkich czasow. Dwie genialne mysli Sokratesa majg
dla pedagogiki donioste znaczenie. Pierwszg rozwija Platon w dia-
logu nTectetu, gdzie Sokrates, dla jasnosci, przyrOwnywa swojg
dziatalno$¢ nauczycielskg do zabiegéw potozniczych. Mysl, ktéra tu
rozwija, jest nastepujaca: nauczyciel nie powinien udziela¢ wiado-
mosci uczniowi; powinien mu tylko dopoméc do wydobycia tych
wiadomosci z siebie samego. Sokrates przytem powiada, iz robig mu
zarzut, ze niczego nie uczy. Rzeczywiscie, on nie moze uczyC
madrosci, bo jej nie posiada. On tylko moze pomagaé¢ drugim w wy-
dobywaniu wiedzy z samych siebie. Mysl ta jest podstawa catej pe-
dagogiki. Do cudzego umystu nie mozna wiozy¢ wiedzy, jak ksigzke
do szafy, mozna tylko obudzi¢ i skierowaé czynno$¢ umystu, aby
badat rzeczy samodzielnie. Mozna i nalezy mu w tern dopomdc,
pokaza¢, co w tej mierze zrobili inni, ale tylko w tym celu, by on
sam to na swodj sposob zrobit. Przytem jest rzeczg nadzwyczajnie
wazng zachowanie pewnej miary, aby nie nadwyrezy¢ samodziel-
nosci ucznia, nie zatrze¢ jego cech indywidualnych, gdyz wiasnie
indywidualnos$¢ jest najcenniejsza rzecza dla spoteczenstwa.

Druga mys$l podstawowa Sokratesa, takze ogromnej wagi, roz-
winietg jest w dialogu nMenonu. Na przykiadzie wykazuje on, ze,
aby sie nauczy¢ czegokolwiek, trzeba z poczatku przyjs¢ do prze-
konania, ze sie tego nie zna. Sokrates np. pyta sie mtodego chtopca,
jak trzeba powiekszy¢ bok kwadratu, aby jego pole podwoié. —
Chtopak odpowiada, ze trzeba oczywiscie bok podwoi¢. Na to So-
krates, zamiast wprost mu zaprzeczy¢, doprowadza go przez szereg
umiejetnych pytan do poznania swego btedu. Dopiero wtedy chto-
piec moze sie czego$ nauczy¢! Ocenimy doniostosé tej mysli, jezeli
uwzglednimy, iz najwigksza przeszkoda w nauce, a takze najobfit-
szem zrodiem pomytek, jest wihasnie uprzedzenie, mniemanie, ze
wiemy co$ o rzeczy, o ktérej w rzeczywistosci nic nie wiemy. Te
uprzedzenia bywajg ukryte, t. j. na wpdt Swiadome; tern trudniej
przeto usuna¢ ich wpltyw, paralizujgcy myslenie.

Osobliwym byt wiec sposéb nauczania Sokratesa: on nigdy
nic nie twierdzit. Stawiat tylko pytania i badat odpowiedzi, wyka-
zujgc ich niedoktadnos$é lub blednos¢. Zwykite stowa, ktéremi roz-
poczynat swojg nauke, gdy temat byt juz wiadomy, byly: rozwaz-
my, zbadajmy. Gdy odpowiedz byta btednag, nigdy Sokrates jej nie
odrzucat; przeciwnie, podnosit ja i rozwijat dalej, stajagc na stano-

Teorja dowodu. 3
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wisku swego przeciwnika dopoéty, dopoki nie doprowadzit do sprzecz-
nosci. Jego stowa przytem byly zwykle takie: A przedtem my pizy-
szliSmy przeciez do innego wniosku, wiec widocznie jest nie tak,
jak mysleliSmy. Musi to by¢ jako$ inaczej!

Te metode Sokratesa, zwang metodg heurystyczng, i teraz
uwaza sie za najlepsza w nauczaniu. Posiada ona gteboka podstawe
psychologiczng. Twierdzenia bowiem wypowiadane dogmatycznie
wywotujg u wiekszosci ludzi opér, czesto catkiem bezwiedny. Skoro
za$ powstato uprzedzenie, zadna argumentacja nie trafi do prze-
konania.

Pytanie heurystyczne jest wielkg sztuka, ktorej dopiero trzeba
sie uczy¢. Pytania muszg by¢ gieboko obmyslane bo w przeciw-
nym razie moga wywotaé wielka strate czasu; trzeba starannie
unika¢ wszelkich pytan btahych albo samych przez sie zrozumia-
tych. Niektorzy nauczyciele rozumiejg tez falszywie calg metode,
bo wszystkiego heurystycznie zrobi¢ nie mozna. Niektore rzeczy
w nauce wynikajg z umowy, inne z doswiadczen, ktérych w da-
nych warunkach powtdérzy¢ nie mozna; te rzeczy musi sie podawac
dogmatycznie, a na nich dopiero mozna budowaé heurystycznie.

Zatrzymalismy sie dtuzej na sposobach pedagogicznych So-
kratesa, bo i dla nauki wogéle sa to rzeczy bardzo wazne, muka
bowiem nie da sie oddzieli¢ od nauczania. Zwracamy sie teraz do
zastug Sokratesa w nauce wogoble i w logice w szczegélnosci. So-
krates opart calg nauke na pojeciach ogolnych. Zrozumiat, ze
nauka nie moze mie¢ do czynienia z przedmiotami rzeczywistemi,
ktore, jak uczyt Heraklit, wcigz sie zmieniajg O tych rzeczach nie
da sie nic powiedzie¢. Nauka musi mie¢ do czynienia z rzeczami
niezmieunemi: Sg to pojecia ogélne. Podmiotowosci sofistyki prze-
ciwstawit Sokrates przedmiotowos¢ nauki. Wykazywat, wbrew
twierdzeniom sofistéw, iz istnieje wiedza ogoélnie przyjeta i nieza-
lezna od osobistych pogladéw ludzi. Tego celu dopinat on przez in-
dukcyjne badanie pojeé, ktore przeprowadzat swojg metoda heury-
styczng, wyjasniajac prawdziwe znaczenie takich stéw, jak ,dobro,
~cnota¥, ,wiedzall i t d. Stawiajgc pytanie, co znaczy dane stowo,
np. ,cnota#, i otrzymujgc w odpowiedzi wyliczenie rozmaitych cnot,
Sokrates stwierdzatl, ze mu nie o to chodzi, ze on chce wiedziet,
co jest wspdlnego we wszystkich tych rzeczach, wskutek czego
wiasnie kazda z nich nazywa sie cnota. W ten sposdb Sokrates
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wypracowywat w swojem nauczaniu ten dziat logiki, ktéry obecnie
nazywa sie nauka o definicji.

W przeciwienstwie do Sokratesa i Arystotelesa, ludzi trzez-
wych i, w gruncie, materjalistow, byt Platon marzycielem i idealista.
Wprawdzie metafizyka jego nie nalezy do zakresu naszych badan,
ale posiada ona rysy tak wazne i tak bliskie matematykom, ze nie-
podobna jej poming¢ catkowitem milczeniem. O tem, ze poglady zbli-
zaly go do matematykéw, Swiadczy np. znany napis, umieszczony
u wrét jego szkoly i bronigcy dostepu do niej tym wszystkim
ktérym obcg byla matematyka.

Widoczne sga u niego wplywy Pitagorejczykéw i wogodle
Wschodu, jako dziedziny, z ktérej przychodza wszystkie religje
a takze mistycyzm i spirytualizm. Wedtug Platona skiada sie czto-
wiek z ciata Smiertelnego i z duszy nieSmiertelnej. Ciato jest dla
duszy wiezieniem, z ktérego ta usituje sie wyzwoli¢. Tem wyzwole-
niem bedzie Smier¢, po ktérej dusza potgczy sie z Bogiem; to jest
cel zycia. Na Swiecie za$ jest cierpienie i walka z cialem. Na tym
ziemskim padole trzeba patrze¢ wecigz do gory, dazy¢ do ideatu,
gardzi¢ dobrem materjalnem. Powinnismy zawsze zachowywac to
stanowisko Platona, chocby upadia nauka o dwoistosci ciata i duszy;
bo nawet to ziemskie zycie, brane z tego punktu widzenia, nam
wystarcza!

Ten poglad Platona bardzo jest bliskim matematykom. Mate-
matycy takze spogladajg na Swiat sub specie aeternitatis, bo c6z
wspélnego z rzeczywistoécia ma matematyk? Swiat poje¢ matema-
tycznych jest catkiem innym, odrebnym i wyzszym S$wiatem!

Sokrates zajmowat sie tylko etyka, uwazajgc inne rzeczy za
zbyt trudne. Platon za$ byt bardziej wszechstronny. Rozciggnat on
metode Sokratesa na caty obszar nauki. Nie wiadomo doktadnie,
co on sam stworzyt, a co jego uczniowie, ale jest to dla nas rzecz
matej wagi. W kazdym razie znajdujemy w jego djalogach m. i.
zarys 0golnej metodologji i teorji nauki dedukcyjnej.

W szkole Platona powstata metoda badania naukowego, znana
dzisiaj pod nazwg analizy starozytnych. Mys$l polega na tem, ze,
dla badania jakiego$ przypuszczenia, mozemy z niego wyciggac
whnioski, nie wiedzac jeszcze, czy jest ono prawdziwem, czy fatszy-
wem. Wydaje sie nam ona oczywistg, ale ten, kto pierwszy na nig
wpadt, powita¢ ja musiat jako najwyzsze odkrycie. W rzeczy samej,
jest to wielka metoda badania, a zastosowania jej sg bardzo liczne.

3
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W matematyce odgrywa, ona wazng role. Od niej pochodzi nazwa
analizy matematycznej.

Platon tgczy niejako sprzeczne poglady Parmenidesa i Hera-
klita w jedng cato$¢. Twierdzi on, ze Swiat, jaki dostrzegamy za-
pomocg naszych zmystow, jest zmienny i wiasciwie jest tylko zhu-
dzeniem; prawdziwym S$wiatem jest Swiat idei, t. j. wzoréw, podtug
ktorych zrobione sg rzeczy, ktére ogladamy. Trudno te nauke zro-
zumie¢ Sam Platon prawdopodobnie nie wiedzial, co wiasciwie
oznacza istnienie idei. Platon myslat, ze tworza one osobny Swiat.
Ale mial pewne watpliwosci; nie wiedziat n. p., jak sie zdaje. czy
rzeczy podte, nedzne, majg tez swoje idee.

Ideologja Platona ulegta réznym transformacjom w ciggu wie-
kéw. U Arystotelesa pojawia sie ona w znacznie trzezwiejszej for-
mie. Wedtug niego idee sg w samych rzeczach i nazywajg sie isto-
tami rzeczy. Nastepnie w wiekach $rednich, jako dalszy rozwdj
tego zagadnienia, powstat znakomity spor nominalistéw z realistami.
Jest to wiasciwie spor o znaczenie poje¢ ogolnych. Nominalisci,
negujac osobne istnienie poje¢ ogodlnych, twierdzili, iz to, co my
tak nazywamy, sg to tylko terminy, nazwy, imiona (nomina) wspolne
pewnej ilosci osobnych rzeczy. Realisci, przeciwnie, uznawali rze-
czywiste istnienie poje¢ ogoélnych. Pd&zniej wytworzyt sie poglad
posredni, t. zw. konceptualizm, uznawany dzisiaj przez wiekszos$¢
uczonych, wedtug ktérego pojecia ogolne majg byt tylko w mysli
naszej. Nie sg to rzeczy tak dawne i przestarzate. Przeciwnie, je-
szcze dzisiaj nie sg one zupelnie wyjasnione. taczy sie z niemi
pojecie klasy, nad ktérem bedziemy sie jeszcze szczeg6towo zasta-
nawiali.

Zanim przejdziemy od Platona do Arystotelesa, musimy sie
zatrzymaé tutaj na ogélnym charakterze tej epoki. Chcemy pod-
kresli¢, ze wowczas u Grekow sktonno$¢ do rozumowania abstrak-
cyjnego oraz zamitowanie i zainteresowanie w tym kierunku byto
tak wielkie, jak poza tem w zadnej epoce u zadnego narodu. Jezeli
poréwnamy te umystowos$¢ z obecnie panujgca w Europie, to od-
niesiemy bardzo dziwne wrazenie. Podczas gdy obecnie donioste
znaczenie maja: obserwacja i eksperyment, uczeni za$ s zajeci
W znacznej mierze sprawdzaniem faktéw i wiekszos¢ ich z pewng
nieufnoscig traktuje rozumowanie abstrakcyjne, zwiaszcza, jezeli re-
zultaty jego nie daja sie sprawdzi¢ w drodze dos$wiadczalnej, to
w starozytnosci, wrecz przeciwnie, jakkolwiek uprawiano pewnego
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rodzaju obserwacje i niekiedy (rzadko) eksperyment a takze zbie-
rano fakta, wszystko to jednak odgrywato role podrzedng Najwaz-
niejszem bylo rozumowanie. Smiata my$l badaczy i filozoféw nie
znata granic i zapuszczata sie tak gteboko w Swiat abstrakcji, jak
sie to potem nie zdarzato. Taki wiasnie naréd mogt wytworzyc
logike.

Bardzo charakterystyczne dla éwczesnego stanu mysli grec-
kiej sgq trudnosci, t. zw. aporje, na ktére ona natrafiata i ktorych
przezwyciezy¢ nie mogta. Wiekszos¢ dzisiejszych uczonych odwraca
sie niemal z pogardg od nich, nazywajac prowadzace do nich ro-
zumowania sofizmatami. Ocena ta jest jednak niestuszna. Z punktu
widzenia logiki sg to pytania, ktére musza by¢ badane z calg uwaga.
Najlepszym dowodem jest fakt, ze jedna z tych aporyj wyptyneta
niespodziewanie na wierzch w matematyce, mianowicie w badaniach
teorjomnogosciowych. Jest to aporja, znana pod nazwg aporji ktamcy.
Istnieje wiadomos¢, ze filozof Chrysippos napisat o niej dzieto, skia-
dajace sie z szedciu ksiag (rozdziatdw). O drugim (Filetos z wyspy
Kos) istnieje podanie, ze zameczyt sie na $mier¢, rozmyslajac o tej
trudnosci. Kraj, ktéry wydawat takich ludzi, mogt by¢ istotnie
kolebkag nauki.

O tern, jak w dzisiejszych podrecznikach przekreca sie i znie-
ksztatca mysl starozytnych Grekow, Swiadczy sama postaé, w jakiej
sie zwykle podaje wspomniang aporje. Mowi sie: ,Kretericzyk twier-
dzi, ze wszyscy Kretenczycy klamig  Zadnej trudnosci tutaj nie
widaé. Arystoteles tak ja wyraza: Jezeli ja mowie, ze to, co twier-
dze, jest klamstwem, to niewiadomo, czy moéwie prawde czy falsz.
Znaczy to, ze, jesli kto$ powiada: ,To, co ja moéwie, jest klam-
stwem®, to nie mozna powiedzie¢, ani ze jest to orzeczenie praw-
dziwe, ani ze jest falszywe. Istotnie bowiem, jesli przyjmieiny je
za prawde, to musimy przyja¢ wilasng ocene moOwigcego, a wiec
uznaé, ze klamie. W przeciwnym wypadku zmuszeni jestesmy od-
rzuci¢ jego ocene, t. j. przyja¢, ze mowi prawde!

Rozwazmy to blizej: Niech A bedzie jakiemkolwiek zdaniem,
B za$ zdaniem, wyrazajgcem, iz A jest fatszem. W takim razie, jezeli
jedno z tych zdah jest prawdziwem — drugie jest falszem. Jezeli
zdanie A zidentyfikujemy z B, to nie bedzie ono mogto by¢ ani
prawdziwem, ani fatszywem. To jest whasnie nasza aporja. Powstaje
ona dzieki temu, ze nie mozna identyfikowa¢ zdania z jego ocenag
logiczng Zdanie musi by¢ najpierw wypowiedziane, a potem do-
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piero mozna wyraza¢ jego ocene. W przeciwnym wypadku otrzy-
mujemy nie zdanie, a nonsens. PrzekonaliSmy sie wyzej, ze jesli
zidentyfikujemy zdanie z jego ujemng oceng logiczng, to otrzyma-
niv sprzeczno$¢. Jezeli natomiast zdanie zidentyfikujemy ze zda-
niem wyrazajgcem, ze ono jest prawdg, to sprzecznosci nie otrzy-
mamy. ale. powtarzamy, jest to réwnie niedopuszczalne, jak tamto.
Formalnie niema bowiem zadnej roznicy pomiedzy temi dwoma
wypadkami. Dlaczegéz wiec w jednym z tych wypadkéw otrzy-
mujemy sprzecznos¢? W tern tkwita trudno$¢, napotkana przez
Grekow.

Zatrzymamy sie jeszcze na dwoch aporjach greckich. Pierw-
sza z nich nosi nazwe: ,Protagoras i Euatlos#. Oto, na czem ona
polega: Euatlos uczyt sie u Protagorasa obrony spraw przed sa-
dem. Protagoras byt sofista, pobieral wiec zaptate za nauke, kto-
rej udzielat. Potowe umoéwionej sumy wptacit Euatlos odrazu; druga
potowe miat zaptaci¢ po wygraniu pierwszego procesu. Ale Euatlos
nie prowadzit proces6w i drugiej raty nie zaptacit. Wtedy madry
Protagoras zazadat od niego tych pieniedzy, grozac, ze mu wytoczy
sprawe w sadzie. Jesli tedy Euatlos przegra, to zaptaci na mocy
wyroku; jesli zas wygra, to na mocy umowy; w kazdym wiec razie
bedzie musiat zaptaci¢. Ale Euatlos, ktory juz poduczyt sie sztuki
rozumowania, odpowiada mu: ,Jezeli wygrasz proces, to nie zaptace
na mocy umowy, jesli za$ przegrasz, to nie zaptace na mocy wy-
roku; w zadnym wiec razie nie zaptaceld

Podczas gdy w aporji ,Ktamcal zdanie byto nieokreslonem,
tu postepowanie jest nieokreslone. Gdyby sprawa sgdowa dotyczyta
czego innego, a nie tresci umowy, to postepowanie bytoby zupetnie
okreslonem. Ale gdy wyrok sagdu ma wiasnie w tej sprawie orze-
ka¢. wowczas postepowanie staje sie nieokreslonem, bo na podsta-
wie umowy ono musi by¢ jednem, a na podstawie wyroku — dru-
giem. wrecz przeciwnem.

W aporji ,,Krokodyld mamy to samo w innej cokolwiek po-
staci. Krokodyl porwat dziecko i méwi do ojca: ,Oddam ci dziecko,
jesli odgadniesz, co postanowitem z niem uczynié: odda¢ czy nie
odda¢; nie oddam natomiast jezeli nie odgadniesz#. Ojciec mowi
~Postanowites mi dziecka nie odda¢, ale musisz je oddac; jeslim
dobrze zgadt — to na podstawie umowy, a jeslim Zzle zgadt — to
na podstawie twego wlasnego postanowienial. Na to krokodyl:
»W zadnym razie dziecka nie oddam; jeslim go postanowit nie
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zwraca¢ — to na podstawie mego postanowienia, a jeslim chciat
je odda¢ — nie uczynie tego, poniewaz Zle odgadtes!d

Wobec takiego rozwoju rozumowania i trudnosci, na ktére
ono natrafiato, wobec walki z sofistami, rozpoczetej przez Sokratesa
i Platona, walki, w ktorej chodzito o wykrycie sprzecznosci i oba-
lenie dowoddéw, ktéremi sie postugiwali, trzeba byto poddaé¢ mysl
ludzka analizie wszechstronnej i stworzy¢ metode sprawdzania do-
wodow. Tego podjat sie wlasnie Arystoteles. Zaznaczy¢ nalezy, iz,
podczas gdy dzieta Platona, posiadajgcego zresztg dar twaorczosci
poetyckiej, posiadajg wielkie zalety literackie, dzieta Arystotelesa
odznaczajg sie bezbarwnoscig i suchoscia wyktadu. Sa to prawdo-
podobnie jego wyktady opracowane przez uczniow. Dzieta te skia-
daja sie z kilku czeéci. Zadne z dziet Arystotelesa nie nosi tytutu
~JLogikall, Tego terminu, wprowadzonego dopiero podzniej przez stoi-
kow, Arystoteles wecale nie znat. Ale kilka traktatow jego, objetych
0g6lng nazwg ,Organon#. stanowi zupetny kurs logiki o bardzo
bogatej i glebokiej tresci. Tu wchodzg nastepujace dzieta:

1. O kategorjach.

2. O interpretacji.

3. i 4. Pierwsza i druga analityka.

5. Topika.

6. O dowodach sofistycznych.

Z nich najwazniejsze sa obie analityki Pierwsza, co do swej tresci
odpowiada wspoétczesnym podrecznikom logiki tradycyjnej, druga
rozwija podstawy ogolnej metodologji. Omawiajac w krétkosci lo-
gike Arystotelesa, bedziemy narazie pobieznie tylko dotykali jej
tresci, gdyz bedzie ona w znacznej mierze przedmiotem naszych dalszych
studjow. Logika Arystotelesa jest logika w osnowie swej metafizyczna.
Dlatego tez i poza Organonem, mianowicie w jego metafizyce, na-
trafiamy na ustepy, dotyczace logiki. Dla nas jednak wazng jest
tylko strona formalna logiki Arystotelesa ktéra, wbrew do$¢ roz-
powszechnionemu mniemaniu filozoféw, da sie bez uszczerbku od-
dzieli¢ od jej podkiadu metafizycznego.

Analizujac mysl ludzka, rozktada ja Arystoteles na elementy,
ktore dotychczas przechowaty sie w logice w postaci czterech zdan
podstawowych:

Kazde S jest P
Zadne S nie jest P.
Niektére S sg P.
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Niektére S nie sg P.
Chodzito 0 metode dowodzenia zdan, majacych takg postac. U Ary-
stotelesa odbywa sie to przez wsuniecie pomiedzy terminy S i P,
trzeciego terminu, zwanego terminem Srednim. Jezeli n. p. mamy
przestanki:

Kazde S jest M,

Kazde M jest P,
to mozemy stad wywnioskowac:

Kazde S jest P.
Tak wiec z tego, ze kazdy wrobel jest ptakiem a kazdy ptak jest
zwierzeciem, wyciggamy wniosek, ze kazdy wrdbel jest zwierze-
ciem. W ten sposéb z dwdch przestanek, zawierajgcych wspdlny
termin, przez wyrugowanie tego terminu dostajemy wniosek, doty-
czacy pozostatych dwoch termindw. To jest syllogizm. Ale nie
kazde dwa zdania zawierajgce wspolny termin, dajg moznos¢
wyciggniecia takiego wniosku. N. p. z tego, ze kazdy wrdbel jest
zwierzeciem i kazdy ptak jest zwierzeciem, nie wynika nic o wza-
jemnym stosunku termindéw. wrébel i ptak. Wystarczy, aby sie
o tern przekonaé, zamiast terminu ,ptak” podstawi¢ termin ,ptaz".—
Powstaje przeto zagadnienie nastepujgce: Jezeli dwa zdania (zdania,
oczywiscie, postaci, rozwazanej przez Arystotelesa) majg wspolny
termin, kiedy i w jakim duchu mozna z nich wyciaggna¢ wniosek,
dotyczacy pozostatych dwoch termindéw? — To jest wiasnie zagad-
nienie, ktore rozwigzuje Arystoteles w swej syllogistyce, ktéra, jak
sam to zaznacza, zostata po raz pierwszy przez niego wytozona,
podczas gdy inne czesci logiki zawdziecza on swoim poprzednikom.

W wielu traktatach logiki, zwlaszcza niemieckich, spotykamy

sie z ostrg krytyka Arystotelesa; tak samo twierdzi wiekszos¢ lo-
gistykéw, iz logika Arystotelesa jest niezupetna i btedna. Wszystkie
te zarzuty wywotane sg przewaznie bardzo prostem nieporozumieniem.
Mianowicie, starozytni Grecy mowili o klasach, ale mieli zawsze
na mysli klasy niepuste. Istotnie, jezeli wprowadzimy klasy puste,
teorja Arystotelesa okaze sie bledng; ale ta teorja ich nie obejmuje
i odnosi sie jedynie do klas niepustych, dla ktoérych postawione
zagadnienie rozwigzuje zupetnie poprawnie. Inng jest rzeczg jej
znaczenie praktyczne. Trzeba przyzna¢, ze teorja, ktorg stworzyt
Arystoteles, nie znajduje zastosowania praktycznego, gdyz nasze
myslenie nie moze by¢ sprowadzonem do tych elementéw, ktére
on rozwaza; ale sama w sobie jest ta teorja bez zarzutu.
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Syllogistyka Arystotelesa byta teorjg klas a uwzgledniata je-
dynie zdania kategoryczne. Tymczasem do zastosowan, zwiaszcza
w matematyce, przydatng jest przedewszystkiem logika zdan, t. j.
teorja zdan warunkowych. Ta ostatnig, wraz z teorjg zdan rozjem-
czych, zaczeli sie zajmowaé: Teofrastos i Eudunus, rozszerzajgc
w tym kierunku badania Arystotelesa. Badania te rozwijali dalej
stoicy a nastepnie scholastycy $redniowieczni.



ROZDZIAL Il

Zarys historyczny:
Rozwo logiki w Sredniowieczu i czasach
nowozytnych.

Nastepng epoka rozwoju logiki jest Sredniowiecze. Epoka to
nadzwyczaj zajmujaca, jakkolwiek mato znana i, naog6t, niespra-
wiedliwie osgdzana. Zarzuca sie jej bezptodno$¢ scholastyczna.
Prawda jest, ze ta epoka niewiele przyniosta nowego w zakresie
nauk przyrodniczych; ale tez zajmowano sie woéwczas gtdwnie czem
innem, mianowicie metafizyka, a przedewszystkiem — teologja.
Syllogistyke Arystotelesa doprowadzono przytem do najwyzszego
stopnia doskonatosci.

Kant nazywa syllogistyke $redniowieczng: ,feine Spitzfindig-
keit“. Wida¢ stad odrazu. iz matematykiem nie by}, bo matematy-
kowi syllogistyka, jako doskonate rozwigzanie postawionego zagad-
nienia, podoba¢ sie musi. Istotnie, tacy wielcy uczeni, jak Kartezjusz,
Leibniz i Newton, odnosili sie do niej z prawdziwg czcig, jako do
idealnie precyzyjnego sposobu rozumowania.

Zastuga scholastykéw polega na tern, ze nadali syllogistyce
posta¢ prosta, jasng i tatwag do stosowania. My wiasnie poznamy
syllogistyke w tej postaci. Syllogistyka osiggneta te posta¢ dosyc
wczednie, bo juz w XIIl wieku; znajdujemy ja po raz pierwszy
w dziele niejakiego Piotra Hiszpana, ktére wilasnie z tego czasu
pochodzi

Byto w S$redniowieczu wiele wybitnych i zajmujacych postaci,
jak np. sw. Tomasz z Akwinu, doskonaty komentator Arystotelesa
i tylu innych. Kto chce naby¢é pewne pojecie o catoksztatcie tej
epoki, ten z korzyscig przeczyta¢c moze ksigzke prof. Twardow-
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skiego p. t. ,Filozofja $redniowieczna¥d Nas zajmujg szczegOlnie:
Roger Bacon (1214—1294) i William Occam (1270—1347).

Franciszkanin Roger Bacon (oczywiscie nie majacy nic wspol-
nego z Franciszkiem Baconem, ktéry zyt o trzysta lat pozniej), za-
stuguje na najwieksza uwage, jako jeden z pierwszych, ktérzy za-
uwazyli, ze trzeba bada¢ przyrode. Arystoteles takze uznawat za
rzecz bardzo wazng badanie przyrody. Mozna nawet powiedzieé, ze,
o ile Platon byt matematykiem, o tyle Arystoteles byt przyrodni-
kiem; wskazuje na to chociazby jego syllogistyka ktéra jest teorja
klas, odpowiadajaca klasyfikacji przyrodniczej. Doswiadczenie jednak
i obserwacja grajg u Arystotelesa role podrzedng. Tymczasem Ro-
ger Bacon pilnie na nie zwraca uwage; znajdujemy w jego pismach
pojecie o indukcji. Zwracajgc sie ku przyrodzie, nie ufat on auto-
rytetom. On réwniez, jeden z pierwszych, wystgpit przeciwko opie-
raniu si¢ na tlumaczeniach. ,Jak mozna, pyta sige, pozna¢ mysli
Arystotelesa i arabskich filozoféw, jak mozna objasnia¢ Pismo $w.,
jesli sie nie zna jezykdw, w ktorych dzieta te byly pisane, jesli
polega sie wyltgcznie na przektadach, spaczajgcych tak czesto mysl
oryginatu ?*

Nieco pozniej zyt William Occam, takze franciszkanin. Zajat
on jasne stanowisko, twierdzac, ze teologja nie jest nauka. Dla nas
wprawdzie teologja jest nauka. Od innych nauk rézni sie tylko
tem, ze uczy niezmiennosci i nietykalnosci swych podstaw podczas
kiedy gdzie indziej wolna krytyka moze jutro odrzuci¢ wszystkie
zasady, na ktorych dzi$ stoi nauka, jesli tylko je uzna za zie.
Occam jednak nazywat naukag tylko takag teorje, ktéra wychodzi
z przestanek, danych przez doswiadczenie. To stanowisko Oceania
bylo waznem, poniewaz rozcinato ni¢, tgczacg filozofje z teologja.

Occam gtosit zasade, znang pod nazwg ,brzytwy Occamau,
podiug ktorej nie nalezy mnozy¢ bytéw bez koniecznosci, t. j nie
nalezy przypuszcza¢ nic takiego, co nie jest potrzebnein do wyja-
$nienia znanych faktéw. Zasade te zastosowat do idei Platona
Occam byt nominalista,

Nie znamy logiki Occatna; nalezy jednak przypuszczaé, ze
ten cztowiek miat jasne pojecie o dowodzie, skoro twierdzit, ze
istnienia Boga dowie$¢ nie mozna. Nie nalezy jednak myslec, ja-
koby Occam byt ateista. Przeciwnie, z tem wszystkiem #aczyta sie
u niego bardzo gteboka wiara, w znacznej moze czesci dzieki ory-
ginalnej doktrynie o dwoistosci prawdy. Mniemat on bowiem, ze
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istniejg obok siebie dwie niezalezne i niekoniecznie ze sobg zgodne
prawdy: naukowa i objawiona.

Odrodzenie nauk w Europie, a w szczeg6lnosci szybkie po-
stepy przyrodoznawstwa, zrodzity wsréd uczonych nowozytnych
przekonanie, iz logika scholastyczna nieprzydatng jest przy badaniu
przyrody. Stad powstata wspomniana juz przez nas zazarta walka
z filozofjg scholastyczng, a wiec i z powagg Arystotelesa. Nowe
idee w obrebie logiki byly najjaskrawiej wyrazone w ,Nowym
Organonieu Franciszka Bacon,a (1561—1626). Dzieto to, zaznaczajgc
bezuzytecznos¢ logiki scholastycznej, nawotlywato do obserwacji
i doswiadczen, aby z dobytych tg drogg danych przez stopniowe
uogOlnienia wybudowac¢ nauke o przyrodzie. W ten sposéb powstata
t. zw. logika indukcyjna, ktéra obecnie stanowi pewng cze$¢ kaz-
dego prawie podrecznika logiki.

Bytoby jednak btedem mysle¢, iz idee, wyrazone w dziele
Bacon,a odrazu zostaty przyjete przez logikdw; rozwoj nauki nie
jest tak prosty. Przedstawia sie on w postaci wielu S$cierajgcych
sie praddéw, z ktorych pewne chwilowo znikajg, aby po niejakim
czasie znowu sie ujawnié. Tak i po Baconie powrdcono na przeszto
dwa wieki do dawnej logiki, z tg tylko roznica, ze podczas gdy
u Arystotelesa tgczyta sie z metafizyka, teraz nadano jej raczej
charakter po czesci formalny a po czesci psychologiczny.

Méwimy tu o czasie, w ktérym role najwybitniejszg odgry-
wali filozofowie — matematycy: Descartes (1596—165() i Leibniz
(1646— 1716) Wprawdzie zaden z nich nie napisat traktatu o lo-
gice. ale obaj wiele jej miejsca poswiecali w swych pismach, ktoére
z tego wzgledu posiadajg wielkg doniostos¢. Pod wptywem tych
filozoféw zostaty utozone takze traktaty logiki. Uczniowie Karte-
zjusza, Nicole i Arnauld, wydali bezimiennie w r. 1662 stynne
dzieto ,La logique ou Part de penserktére sie zwykle nazywa
logika Port Royala od miejsca pobytu autoréw. Z uczniéow Leib-
niz,a zastugujg na uwage: Lambert i AVolff Ten ostatni napisat
kilka traktatow logiki, o tresci bardzo zblizonej do wiekszosci
wspotczesnych podrecznikow.

Znacznie poézniej, bo w pierwszej potowie ubiegtego stulecia,
zyt Bernard Bolzano. Czterotomowy jego traktat logiki p t Wis-
senschaftslehreu ogtosili uczniowie bez jego wiedzy. Jest to dzieto
tak powazne, iz wszystkie inne wydaja sie przy niem jakby dzie-
cinnemi. Znakomite to dzieto dopiero stosunkowo niedawno zwro-
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cito na siebie uwage filozoféw dzieki ksigzce Husserl,a p. t. ,Lo-
gische Untersuchungenu. Husserl, ktory przyszedt do logiki, wycho-
dzac z badan nad podstawami matematyki, cenit Bolzano,a, jako
autora nielicznych wprawdzie i bardzo niewielkich, ale bardzo do-
niostych prac matematycznych. W jednej z nich Bolzano ustanawia
nowe pojecie matematyczne kresu goérnego i dolnego, wychodzac
z tej mysli, ktéra tkwi w argumentach Zenona, iz niezawsze ist-
nieje liczba najwieksza albo najmniejsza, jezeli ilo$¢ liczb rozpatry-
wanych jest nieskoriczona. Jedng z przyczyn dtugiego ignorowania
dziet Bolzano,a jest ta okoliczno$¢, ze Bolzano, jako mysliciel bar-
dzo trzezwy, oceniat nader krytycznie modne poddéwczas nauki me-
tafizykéw niemieckich, zwiaszcza za$ Hegla. Druga przyczyng byta
wielka i prawdziwa skromno$¢ Bolzano,a, ktéry nie dbat o rozgtos
i z ktérego dziet, nieliczne tylko zostaty wydane. Z tych ostatnich
na szczegolng uwage zastuguje broszurka p.t ,Paradoksy nieskon-
czonosci, zajmujgca sie kwestjami, nalezacemi dzisiaj do teorji
mMnogosci.

Bolzano jest jedng z tych postaci ludzkich, na ktérych warto
zatrzymywaé uwage, gdyz obraz ich zycia pokrzepia naszego ducha.
Jego dziatalno$¢ matematyczna przypada na okres, w ktérym two-
rzyt na nowo matematyke Augustyn Cauchy. W jego ,Cours
d,analyse algebriquelt (Paryz, 1828) znajdujemy nareszcie jasno sfor-
mutowane pojecie granicy, ciggtosci it. d., ale Bolzano go wyprze-
dzit: Cauchy nie znat gérnego i dolnego kresu. Po pewnym czasie
jednak Bolzano. zastanowiwszy sie, jaki ma wybra¢ zawdd, aby
najlepiej stuzy¢ ludzkosci, zostat ksiedzem i objgt katedre teologji
na uniwersytecie praskim. Pod wiptywem denuncjacji, rzad upatrzyt
roznice pomiedzy jego wyktadem a tym, ktory aprobowaty wiadze
koscielne. Chcac sie go wiec pozbyé z tego stanowiska, zapropo-
nowano mu katedre matematyki w Wiedniu; ale on jej nie przyjat.
Nie chcac za$ odwotat tego, co sie rzadowi nie podobato, musiat
wzig¢ dymisje, poczem przewazng czeSC zycia spedzit na wsi.

Bolzano,a ,,Wissenschaftslehrell jest pisana ogromnie obszernie,
ale bynajmniej nie rozwlekle; pochodzi to stad, iz wyklad jest
niezmiernie sumienny. W kazdej kwestji przytacza autor zdania
wszystkich wazniejszych pisarzy: stanowi wiec ksigzka rodzaj en-
cyklopedji. Wyktad zblizony jest do ogdlnego typu logiki schola-
stycznej; o indukcji méwi Bolzano tylko podiug Arystotelesa.

Kto pragnie blizej zaznajomi¢ sie z osobg i dziatalnoscig Boi-
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zano,a, tego odsytamy do jego znakomitej autobiografji lub do dziefa.
Bergmann,a p. t. ,Das philosophische Werk Bernhard Bolzanos*; kto-
za$ umie po czesku, moze z korzyscig przeczyta¢ zyciorys, napi-
sany przez Marje Cervinkowa.
Do Baconowskiej indukcji nawrécit J. S. Mili (1806 — 1873),.

w petni juz nalezacy do XIX wieku. Jego logika wyszia w r. 1843
(pierwsze wydanie). Dzieto to zawiera teorje dedukcji i teorje in-
dukcji. W teorji dedukcji Mili rozwija swoéj poglad na istote syl-
logizmu, polegajacy na tem. iz syllogizm nie moze wzbogaca¢ na-
szej wiedzy, bo konkluzja juz jest zawartg w jednej z przestanek
(wiekszej). Tak n. p. przestanki:

Wszyscy ludzie sg $miertelni

Sokrates jest cztowiekiem
dajg konkluzje:

Sokrates jest Smiertelny,
ale konkluzja ta musi by¢ przedtem znana, gdyz w przeciwnym
razie nie moglibySmy twierdzi¢, ze kazdy cztowiek jest Smiertelny.
Ta krytyka nie jest nowag, bo podali ja juz sceptycy starozytnej
Grecji. Ale zarzut nie jest stusznym, bo gdyby$Smy nie mieli dru-
giej przestanki (mniejszej), t. j. gdybySmy nie wiedzieli, ze Sokra-
tes jest cztowiekiem, to nie moglibySmy wycigga¢ konkluzji; kon-
kluzja nasza nie zawiera sie zatem w zadnej z naszych przestanek
zosobna, a tylko w obydwéch wzietych razem. Falszywa za$ jest
mysl, ze wieksza przestanka, jako zdanie ogdlne, moze by¢ przyjeta
wyltgcznie na podstawie zbadania wszystkich przedmiotéw, podpada-
jacych pod ogélne pojecie. Ogélne zdania mogg by¢ temi zdaniami
zasadniczemi, przyjmowanemi bez dowodu, moga tez by¢ defini-
cjami. Faktem jest, ze n. p. w matematyce niemal nigdy nie dowo-
dzimy twierdzenia przez sprawdzenie go w kazdym wypadku z oso-
bna! Mozemy wreszcie wnioskowac ze zdan, podlegajgcych badaniu
i w tym celu przyjetych hipotetycznie.

Przy tej sposobnosci mozna poruszy¢ pytanie do$¢ wazne:

Czy nauka dedukcyjna — matematyka naprzyktad — prowadzi do
nowych prawd? Jest rozpowszechnionem ws$réd nie-matematykow
inniemaniem, iz nowe prawdy powstajg tylko jako takie syntezy,
ktére nie dajg sie czysto dedukcyjnie wyprowadzi¢ ze znanych juz
przestanek Jest to nieporozumienie, ktore tkwi w nieokreslonosci
terminu ,nowyu. Kazda synteza, ktéra jest dotychczas nieznana.
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jest nowg, zupetnie niezaleznie od tego, czy da sie dedukcyjnie
sprawdzi¢, czy nie. Zanim wykryto np. identycznosc:

nikt o tern nie wiedziat i byla to prawda nowa, Kkiedy pierwszy
raz wyszta na jaw.

Wracajac jeszcze do Milka, nadmieniamy, iz w teorji indukcji
podaje on metody badania indukcyjnego. Odtad kazdy niemal pod-
recznik logiki zawiera te teorje indukcji, ustanawiajgcg prawidia,
ktore sie zwykle nazywa prawidtami MilPa. Jakkolwiek trudno sie
zgodzi¢ z Millem co do pogladu na dedukcje, a prawidta indukcji
zbyt sa ogoélne, aby mogly znalez¢ rzeczywiste zastosowanie w ba-
daniu przyrody, niemniej jednak logika jego zawiera tak duzo ory-
ginalnych i trafnych pogladéw i mysli, ze dzi§ jeszcze zastuguje
na czytanie.

Nieco miodszy od Milia St. Jevons (1835—1882) napisat naste-
pujace dzieta logiczne, nalezace do najlepszych z tego zakresu:

1° Logie (1-sze wyd. 1876) [Istnieje polski przekiad].

2° Elementary lessons in logie deductive and inductive (1-sze
wyd. 1870).

3° The principies of science. A treatise on logie and scien-
tific method (1-sze wyd. 1874).

4° Pure logie and other minor works (wydanie posmiertne
artykutéw od roku 1864, ktore ukazato sie w r. 1890).

5° Studies in deductive logie (1-sze wyd. 1880).

Z tych dzieto, wymienione pod 2°, do niedawna stuzyto, a i dotad,
zdaje sie, stuzy za podrecznik logiki w szkotach angielskich. Pierw-
sze, to krotki, ale bardzo jasny i dowcipnie napisany zarys logiki.
Dzieto ad 3° uwzglednia wszystkie prace Jevons,a, takze z zakresu
logiki matematycznej. Temu ostatniemu przedmiotowi przewaznie
poswieconem jest nastepne przez nas wymienione dzieto. Ostatnie
jest zbiorem ¢wiczen.

Nie jesteSmy w stanie przytoczy¢ tutaj wszystkich, albo cho-
ciazby najwazniejszych traktatéw logiki, jakie w ostatnich czasach
ukazaty sie na obu potkulach ziemi. Nadmieniamy tylko, iz za naj-
lepsze ze wspotczesnych, zachodnio-europejskich dziet tego rodzaju
uwazamy logike (,,Logik#) Sigwart,a (1818—1905). Stabszg, naszem
zdaniem, jest cze$¢ pierwsza, zwiaszcza logika klasyczna, gdzie
autor, ulegajac panujagcym w nauce pradom, usituje zastgpic¢ teorje
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syllogizmu konstrukcjg nowg, daleko mniej pozyteczna, niz stara
teorja. Natomiast metodologja jego zawiera duzo bardzo pieknych
mysli.

Zwracamy sie teraz do literatury polskiej. Naszem zdaniem
zastugujg na uwage trzy polskie podreczniki logiki, ktére nalezg
do najlepszych wogdle i nie ustepujg w niczem dzietom zagranicz-
nym. Sg to:

1° Lutostawskiego ,Logika ogoélnal (1907).

2° ks. Gabryla ,Logika ogélna# (1912).

3° Bieganskiego ,Teorja logiki4 (1912).

Z nich najbardziej polecamy ksigzke Lutostawskiego. Czes¢ pierw-
sza ma charakter metafizyczny, ale cze$¢ druga zawiera najlepszy
ze znanych nam wykiadoéw logiki tradycyjnej, formalnej. Kogo zaj-
mujg inne pytania w logice tradycyjnej, ten znajdzie na nie odpo-
wiedz w dzietach ks. Gabryla i Bieganskiego. Wykiad u Biegan-
skiego jest bardzo piekny i zajmujacy, ale w logice formalnej za-
wiera grube btedy, ktére w swojem miejscu doktadnie omowimy,
gdyz badanie ich jest nader pouczajgcem.

Tak mniej wiecej przedstawia sie rozwdj logiki tradycyjnej.
Doktadniejszg jej historje znalezé mozna w ksigzce PrandtPa p. t.
.Geschichte der Logik# Jest to dzieto bardzo powazne Zatowaé
tylko mozna, iz autor, bardzo surowy i zawziety, co chwila szafuje
takiemi wyrazeniami, jak ,gtupstwold. ,bezsensé i t p. a o logice
formalnej wogole méwi wprost, ze jg ,nalezatoby nogami podeptacd!
O stanie obecnym logiki poinformowa¢ sie mozna z pierwszego
tomu wydawanej przez Ruge,go ,Encyklopadie der philosophischen
Wissenschaftend. Jest to pismo zbiorowe, w ktérem wspdtdziatato
szesciu wybitnych uczonych, mianowicie: Windelband, Royce, Cou-
turat, Croce, Enriques i tosskij. Daje ona obraz S$cierania sie dwéch
pradéw: psychologicznego i formalnego. Najskrajniejszym przedsta-
wicielem pierwszego z nich byt Niemiec Lipps (niedawno zmarty).
Formalistg byt juz wiasciwie Bolzano; obecnie kierunek ten przed-
stawia Husserl.

Tyle o logice tradycyjnej, wywodzacej sie od Arystotelesa.
Obok niej rozwijata sie t. zw. logika matematyczna czyli logistyka.
Poswiecong jej w catosci jest druga czes¢ niniejszego dzieta. Na-
razie o jej rozwoju wzmiankujemy tylko tyle, ile potrzeba, aby
reszte zrozumieé. Logike matematyczng znat juz Leibniz, ale nikt
0 tem nie wiedziat. Mozna powiedzie¢, ze odkryt jg na nowo ma-
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tematyk angielski Boole w pierwszej potowie XIX w. Punkt wi-
dzenia jego, jak to najczesciej bywa u Anglikow, byt wihasciwie
psychologiczny. Chodzito mu o prawa myslenia, t.j. rachunek, kto-
ryby pozwolit rozwigzywaé pewne zagadnienia logiczne. W ugfeczy-
wistosci, zakres jego badan obejmowat tylko czes¢ dzisiejszej logi-
styki, zwang algebrag logiki. />

Do rozwoju logiki matematycznej w wysokim stopnis' przy-
czynito sie odkrycie geometrji nieeuklidesowej. Jeden bowiem
z postulatéw geometrji budzit oddawna pewne watpliwosci. Chodzito
o to, czy jest on takim saugym aksjomatem, jak inne, czy tez moze
da sie udowodni¢ przy ich pomocy? Jest to aksjomat o linjach
réwnolegtych, t zw. postulat .Euklidesa. W Elementach Euklidesa
jest on podany w postaci' stosunkowo zawitej; jest on jednak ro-
wnowazny twierdzeniji nastepujacemu: Jezeli mamy linje prostg
i punkt na niej nie lezacy, to przez ten punkt przechodzi jedna
i tylko jedna prosta do powyzszej linji prostej réwnolegta. Bardzo
wiele bylo préb uzasadnienia tego na podstawie innych postulatow
geometrji, ale zadna sie nie udawata. Po dtugich wiekach doszli
wiec matematycy do przekonania, ze ten postulat nie wynika z po-
zostatych. Nie zajmiemy sie tu historjg tego odkrycia, nadmieniamy
tylko, ze pierwszym, ktéry powzigt Smiatg mysl odrzucenia tego
aksjomatu byt tobaczewski, Rosjanin polskiego pochodzenia.

Zbudowat tedy tobaczewski geometrje bez postulatu Euklidesa.
Okazato sie, iz mozna stworzy¢ geometrje zakladajgc, ze przez je-
den punkt, nie lezacy na danej prostej, przechodzi nieskonczenie
wiele prostych do niej réwnolegtych, t. j. jej nie przecinajacych.
Taka geometrja jest bardzo oryginalna: niema w niej n. p. kwa-
dratu ani wogdle takiego czworoboku, ktoryby miat sume katow
rowng czterem prostym, suma za$ katow w tréjkacie jest zmienna
ale ~zawsze mniejsza od dwoch prostych. Sag w tej geometrji i inne
osobliwosci; ale, jakkolwiek daleko jg rozwijano, nie natrafiono na
sprzecznosci. Pozniej za$ inni matematycy, przez znalezienie pewnej
nterpretacji dla terminéw tej geometrji, udowodnili, ze sprzecznos¢
w jej postulatach jest niemozliwa.

Odkrycia te, pochodzgce z pierwszej potowy XIX wieku, po-
woli sie rozwijaty i nietatwo tez sie rozpowszechnialty. Krytyka
tformalnie przesladowata tobaczewskiego; publicysci dowodzili, ze
siwarjowat. Wspotczesny Gauss niezaleznie od niego doszedt do
ttych samych mysli, ale obawial sie z niemi publicznie wystgpic.

<Teorja dowodu 4.
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albo chociazby tylko potwierdzi¢ nauki Lobaczewskiego; jedynie
w rozmowach prywatnych wyrazat niekiedy swoje poglady na te
sprawy. W liscie do przyjaciela ttdmaczy sie obawg przed ,krzy-
kiem Beotyjczykow*,

Odkrycia Lobaczewskiego dokonaty istotnego przewrotu w po-
gladach na matematyke. Dawniej bowiem pospolicie mniemano, iz
matematyka jest naukg o liczbie i przestrzeni. Po tobaczewskim
jednak okazato sie, iz matematyka jest naukg o zwigzku logicznym.
Zarazem obalone zostaly poglady Kanta na matematyke Dowody
twierdzen u Lobaczewskiego sg ogromnie oryginalne, gdyz intuicja
nasza tutaj zawodzi, trzeba wiec bada¢ zwigzek logiczny, bez wzgledu
na nig. Jest rzecza zrozumiaty, jak bardzo tego rodzaju rozumowa-
nia mogly sie przyczyni¢ do rozwoju logiki i wzmocnienia jej
zwigzku z matematyka.

Wszystkie te rzeczy pogiebity myslenie matematykéw i logi-
kow, znajacych sie na matematyce. Sg jednak logicy, na ktérych
wspomniane prady nie wywarty zadnego wplywu. Jeszcze dzisiaj
tzyta¢ mozna w niektorych ksigzkach niemieckich drwiny z ,mate-
matyzujacych* — jak oni to nazywajg — logikow! Pomimo to zai-
nicjowany zostat nowy okres w historji logiki. Dominujg tutaj prace
Frege,go. profesora matematyki na uniwersytecie w Jenie (ur. 1848)
i Peano,a profesora analizy matematycznej na uniwersytecie w Tu-
rynie (ur. 1858), niezalezne zresztg od siebie; z prac za$ obu ko-
rzystat Anglik, B. Russell.

Peano wyszedt z tej uwagi, ze bledy w matematyce najcze-
Sciej pochodzg stad, iz twierdzenia nie sg dokladnie wyrazane;
zwihasza poprzedniki bywajg niezupetne. Wiele rzeczy uwaza sie za
same przez sie zrozumiate; czasami jednak o nich zapominamy
i stad powstajag btedy. Szczegdlnie czeste sg n. p. bledy powstajace
stad, ze zapominamy, iz przez zero dzieli¢ nie mozna; spotykamy
je czasami u najwybitniejszych matematykéw. Peano sadzit, iz mo-
zna bedzie temu zapobiega¢ przez uktadanie formularzy, t. j. spis6iw
twierdzenn matematycznych, gdzieby kazde twierdzenie byto zupet-
nie dokfadnie wyrazone. Wobec jednak wieloznacznosci i rozwle-
ktosci, zwyczajnej naszej mowy, o ile chodzi o takie rzeczy, po-
trzebnem bylo pismo pojeciowe, od niej niezalezne. W ten spos6b
powstata ideografja Peanowska, z niej za$, i zawsze w zwigzku
z nig, rozwineta sie logika. Liczba symboli wspomnianego pisma
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ideograficznego jest zmienng, zaleznie od zakresu, w ktérym sie
obracamy; w kazdym razie jednak okoto dziesieciu symboli wy-
starcza, aby wyrugowaé stowa.

Frege przyszedt do tej samej mysli, ale podstawy jego sa gleb-
sze: chodzito mu nie tyle o formutowanie twierdzen, ile o ich
dowody, mianowicie dowody zupetne. Pisma jego w zakresie logiki
sg nastepujace:

1. Begriffsschrift (1879)

2. Function und Begriff (1891) -1

3. Uber Begriff und Gegenstand (1892)

4. Uber Sinn und Bedeutung (1892)

5. Kritische Beleuchtung einiger Punkte in E. Schréders Vor-
lesungen iiber die Algebra der Logik (1895)

6. Grundgesetze der Arithmetik (1 tom — 1893; 2 tom __
1903).

Prace te dotyczg rozmaitych bardzo waznych poje¢ logicznych.
Pierwszych pie¢ prac umieszczonych zostato w réznych czasopi-
smach naukowych, sz6sta za$, to gtéwne, dwutomowe dzieto Fregeigo,
zawierajgce najwazniejsze wyniki tamtych i stanowiace prdébe uzasad-
nienia matematyki, opartego jedynie na logice. Jest ono napisane
ideografjg nadzwyczaj subtelng i dokitadnag. Niestety, jest ona tak
trudng i zawilg, ze dzieta Frege,go sg nie do czytania.

Z tego powodu Russell, piszac dzieto p. t ,The principies of
mathematicst (1903), nie mogt sie zdecydowac na uzycie ideografji
Frege’go; zastosowat on udoskonalong symbolike Peany. Wspo-
mniane dzieto jest dzietem krytycznem, w ktérem autor wypowiada
wszystkie swoje watpliwosci. Z tego powodu dzieto to jest bardzo
trudnem do czytania i w kazdym razie nie nadaje sie dla poczat-
kujacych, natomiast dla badacza jest ksigzkg nieoceniong. Miat sie
ukaza¢ drugi tom tego wydawnictwa. Zamiast tego jednak przystgpit
Russell, wspélnie z matematykiem Whitehead,em do opracowania
monumentalnego dzieta p. t. ,Principia mathematicald. Tylko tytut
tego dzieta jest tacinski. Tekst jest prawie wytgcznie pisany udosko-
nalong ideografjg Peanowska a nieliczne komentarze sg po angiel-
sku. Pierwszy tom tego wydawnictwa ukazat sie w r. 1910, drugi
w r. 1912, trzeci w r. 1913, czwarty za$ w ostatnich czasach wy-
dat sam Whitehead. Jest to wilasciwie dzieto matematyczne; je-
dnakze pierwsza potowa pierwszego tomu zawiera wyktad logiki.
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Catos¢, podobnie jak ,Grundgesetze" Frege,go stanowi probe
uzasadnienia podstaw matematyki, w oparciu 0 sama tylko logike.
Dzieto to nazwa¢ mozna genjalnem. Jest ono jednak niestychanie
trudnem do czytania. Pozatem sg pewne niejasnosci. W czesci, tra-
ktujacej o teorji typow, sg ustepy, gdzie autorowie w nawiasie do-
daja: ,Wiasciwie to jest niezupetnie tak". Jakze to wiec jest, jesli
jest ,niezupetnie tak"!?



ROZDZIAL V.

Wstep do logiki Arystotelesa.

Wspominalismy juz wyzej, iz syllogistyka Arystotelesa podana
bedzie w postaci scholastycznej. Uzasadnienie jednak naszych twier-
dzen bedzie w znacznej mierze inne, korzysta¢ bowiem bedziemy
takze z najnowszych wynikOéw w tej dziedzinie. Niniejszy za$ roz-
dziat poswieconym bedzie rzeczom, ktore Arystoteles, a za nim
i scholastycy, albo catkiem pomijali, albo bardzo krotko zbywali'
Sg to pytania nadzwyczaj trudne, ktore sg prawdziwym krzyzem
logikéw. Pytania te odnosza sie do pojecia klasy. W teorji klas po-
wstajg istotnie najrozmaitsze antynomje czyli paradoksy, z ktéremi
logicy wiele juz mieli kiopotu.

Pozornie nic tatwiejszego, niz powiedzie¢, ze klasa jest to
zbior przedmiotéw, posiadajgcych pewne wiasciwosci. Ale co to jest
zbior? Jezeli definicje te. pozornie niewinng, gltebiej rozwazyé, to
wychodzi na jaw caty szereg trudnosci. Juz de Morgan, nauczyciel
matematyki Jevons,a, zauwaza, iz we wszystkich badaniach ograni-
czamy sie do pewnego zakresu rzeczy, nie rozwazajac wcale innych
przedmiotéw; tak n. p. w arytmetyce ograniczamy sie do rozpatry-
wania pewnych kategoryj liczb. W logice za$§ rozwazamy to, co
Boole nazywa ,the univers of diseoursu — wszech$wiat mowy.
Logicy zazwyczaj chcg rozwaza¢ Swiat mowy niezamkniety, obej-
mujacy wszystkie pojecia. Antynomje jednak nie moga by¢, naszem
zdaniem, usuniete bez ograniczenia $wiata mowy. Poglad ten nie
jest ogolnie przyjetym. Dowodem tego teorja typoéw Russell,a, ktora,
jak sie zdaje, jest wiasnie probg usuniecia koniecznosci ogranicza-
nia Swiata mowy. Trzeba jednak przyznaé, ze teorja ta jest bardzo
ciemna,

Skoro jest mowa o teorji klas, nalezy zaznaczyé, iz nie moze
ona by¢ podstawa logiki. Aby ja bowiem rozwing¢, musimy sie po-



54

stugiwaé¢ dowodami, ale dowody nie mogg by¢ prowadzone bez te-
orji zdan; w ten wiec sposob teorja klas opiera sie na teorji zdan.
Teorja zdanh jest bowiem podstawg kazdej teorji dedukcyjnej. Z tym
faktem wigze sie pewna trudno$¢. Zdawatoby sie bowiem, ze w ta-
kim razie musimy teorje zdan pozna¢ przed kazda teorjg deduk-
cyjna: a ze ona sama jest takg — musimy jg pozna¢ przed nig
samg! Okazuje sie jednak, ze teorja zdan o tyle jest tutaj wyijat-
kiem, iz mozna, na poczatku jej wyktadu przyjgé, jako aksjomaty,
bardzo nieznaczng liczbe twierdzen, ktére zarazem stuzg nam jako
pierwsze sposoby rozumowania. W miare za$, jak sie posuwamy
naprzod, zwieksza sie¢ réznorodnos¢ sposobdéw rozumowania, albowiem
kazde twierdzenie w ten sposéb udowodnione, wystepuje, w dalszym
ciggu, w dwojakim charakterze przestanki i sposobu rozumowania.
Do tej kwestji powr6cimy zreszta jeszcze pozniej.

Z tego, co wyzej powiedzieliSmy, wynika, iz $ciSle naukowy
wyktad syllogistyki wymagatby uprzedniego wytozenia teorji zdan.
My jednak uczyni¢ tego nie mozemy, albowiem teorja ta, obej-
mujaca, w zwyczajnym zakresie, mimo wzglednej prostoty, dwiescie
z gobrg twierdzen wraz z dowodami, ktére musielibySmy zapisywac
zapomocy ideografji, stanowitaby, dla nieprzygotowanego czytelnika,
zbyt znaczna trudnos¢ u wstepu. Ale twierdzenia teorji zdan sg
wszystkie oczywiste. Mozemy je zatem bez trudnosci przyja¢ intui-
cyjnie. rezygnujac narazie z absolutnej Scistosci dowodoéw i uwidocz-
nienia wszystkich ich podstaw, do czego dojdziemy dopiero w dru-
giej czesci niniejszego dzieta.

Mozemy sie pociesza¢ tem, ze w ogolnosci we wszelkiem ro-
zumowaniu, nie wylgczajgc matematycznego, intuicja odgrywa ol-
brzymig role. W normalnym dowodzie matematycznym przyjmuje
sie zawsze wszelkie przestanki logiczne w sposob intuicyjny. Ale
przyjmuje sie takze zazwyczaj caty szereg innych rzeczy. W szcze-
golnosci w geometrji opieramy sie nadzwyczaj czesto na intuicji
przestrzennej. Faktem jest n. p., ze w kazdym podreczniku szkol-
nym geometrji przyjmuje sie intuicyjnie wiasno$¢ prostej, polega-
jaca na tem, ze dzieli ptaszczyzne, na ktérej lezy, na dwie czesci,
a jesli jakas druga prosta przecina ja w jakim$ punkcie, to prze-
chodzi w tym punkcie z jednej z tych czesci ptaszczyzny na dru-
ga. Przyjmuje sie réwniez intuicyjnie to, ze odcinek, tgczacy punkt
wewnetrzny trojkata z punktem zewnetrznym, przechodzi przez je-
den z wierzchotkdw tréjkata albo przecina jeden z jego bokéw. Sa
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to jednak rzeczy, grajace istotng role w wielu dowodach, a przytem
nie tak proste.

Mimo, iz w wyktadzie syllogistyki nie bedziemy sie powoty-
wali na twierdzenia z teorji zdan, musi by¢ zdanie punktem wyj-
Scia naszych rozwazan. O samem pojeciu zdania napisano cate tomy.
Arystoteles okre$la zdanie jako to. co jest prawda lub fatlszem. Na-
lezy wiec odrézni¢ zdanie logiczne od zdania gramatycznego, ktére
jest pojeciem szerszeni; w szczegélnosci rozkaz, pytanie, mimo, iz
jest zdaniem gramatycznem, nie jest zdaniem w sensie logiki. To
jednak, co powiedziat Arystoteles, nie moze by¢ uznane za definicje
zdania; wymienit on tylko pewng wiasnos$¢ tego pojecia. Wiasnosc
ta stanowi prawo wytaczonego Srodka. Prawo wylgczonego, srodka
uzupetnia prawo sprzecznosci, ktére wyraza, iz zadne zdanie nie
moze by¢ zarazem prawdziwem i fatszywem. Potaczenie obu tych
praw stanowi dysjunkcje podstawows. Kazde zdanie jest prawdziwe
albo fatszywe. Przypisujemy wiec kazdemu zdaniu jedng i tylko
jedng ocene logiczng. Prawo wylaczonego $rodka wyraza, ze przy-
najmniej jedna, prawo za$ sprzecznosci — ze najwyzej jedng. Nalezy
zwrOci¢ tutaj uwage na roznice w znaczeniu wyrazéw ,lub"
i ,albo". Pierwszy,z nich oznacza dysjunkcje, w ktorej oba cziony
sie nie wylgczajg; w matematyce uzywa sie prawie zawsze takiej
dysjunkcji. Przeciwnie, wyrazu ,albo" uzywa sie w dysjunkcjach,
w ktorych cziony wyltgczajg sie wzajemnie, t j. zachodzi jedna
i tylko jedna z powyzszych ewentualnosci. Na rozréznieniu znacze-

nia ,lub" i ,albo" polega réznica miedzy prawem wytgczonego
Srodka a dysjunkcjg podstawowg. Polskie ,lub" odpowiada tacin-
skiemu ,vel", ,albo" zas — facinskiemu ,aut". Arystoteles, ktory,

jak wspomnieliSmy, prawo wytaczonego Srodka przyjmowat za de-
finicje, uwazatl logike za opartg na prawie sprzecznosci tylko; dla
nas jednak logika bedzie opartg na dysjunkcji podstawowej.
Pojecia zdania i Kklasy wigze ze sobg trzecie, bardzo wazne
i podstawowe, pojecie funkcji logicznej, czyli jak mowig Whitehead
i Russell, funkcji propozycjonalnej. Zarodek tego pojecia spotykamy
juz u Bolzano,a. Mianowicie, zastanawiajac sie nad pojeciem wyni-
kania, wpada on na pomyst odmiany jednego terminu w zdaniu.
Stad tylko jeden krok do pojecia, do ktérego on jednak nie doszedt,
pojecia zdania nieokresSlonego, w ktorem ten termin jest zastgpio-
nym przez zmienng czyli indeterminate — puste miejsce, jak sie
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wyraza Frege. To juz nie jest zdanie, to jest wiasnie funkcja logiczna-
Wyrazenie n. p.
X dzieli sie przez 2

jest takg funkcjg a x jest zmienng. Nie jest to zdanie, bo nie jest
ani prawdg ani fatszem. Zdanie otrzymamy dopiero przez wstawie-
nie za a jakichs wartosci liczbowych. Jezeli n. p. wstawimy liczbe 3,
otrzymamy zdanie fatszywe, a jesli wstawimy liczbe 4, otrzymamy
zdanie prawdziwe.

Funkcji logicznej odpowiada pewien Swiat mowy, z ktérego mo-
zemy braé¢ te state, ktéremi zastepujemy zmienna, w niej zawarta;
terminy z poza tego S$wiata mowy dajg nie zdanie tylko nonsens.
W powyzszym przyktadzie Swiatem mowy, z naszego punktu wi-
dzenia, jest ogoét liczb catkowitych. Kazda funkcja logiczna dzieli
odno$ny Swiat mowy na dwie czesci. Pierwsza z nich skiada sie
z termindw, ktore, wstawione do funkcji, dajg zdanie prawdziwe; dru-
ga z termindw, ktére dajg zdania fatszywe. Pierwsza z tych czesci
Swiata mowy stanowi klase, okreslong przez dang funkcje logiczna.
Gdy moéwimy, iz jaki§ termin jest osobnikiem powyzszej klasyr
znaczy to. iz, wstawiony do odpowiedniej funkcji, daje zdanie praw-
dziwe. Taki jest zwigzek pomiedzy funkcjg logiczng a klasa.

Gdy chcemy wypowiedzie¢ zdanie o kazdym osobniku jakiejs
klasy, uzywamy terminu klasowego. Uwazajmy n. p. klase, okre-
$long funkcjg ,x dzieli 6““; osobnikami tej klasy sa liczby:

1, 2 3 0

Imieniem wspdlnem tych liczb, czyli terminem Klasy, z nich zio-
zonej, bedzie wyrazenie: ,dzielnik liczby 6w. Zapomocag terminu
klasowego mozemy wypowiada¢ zdania ogélne, jak n. p. ,Dzielnik
liczby 6 jest liczbg jednocyfrowaf* MoOwigc przytem: ,dzielnik licz-
by 6u nie mamy na mysli zadnej z osobna z liczb, podpadajacych
pod to pojecie, lecz wszystkie razem. Dla oznaczenia powyzszych
poje¢, bedziemy sie postugiwali literami. Tak wiec mata litera, n. p.
a, bedzie oznaczata termin klasowy, a ta sama litera, ujeta w nawias —
w danym razie (a) — bedzie oznaczata odpowiednig klase.

Zdawatoby sie, iz klasa i termin Kklasowy, sa to tak rozne-
rzeczy, ze niepodobna ich pomiesza¢; a jednak wniosek ten bytby
mylnym. N. p. uczeh Peano,a, C. Burali-Forti, we wstepie do swej
ksigzki p. t ,Logica matematicau moéwi wprawdzie o klasach i ter-
minach klasowych, ale poje¢ tych dostatecznie nie rozréznia. Ary-
stoteles operowat terminami klasowemi, ktére oznaczat duzemi lite-
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rami. Leibniz za$ i Boole postugiwali si¢ klasami. Tymczasem
Peano, a za nim wszyscy matematycy wioscy, przyjeli pojecia Ary-
stotelesa a sposob znakowania Boole,a. Nie umniejsza to wecale za-
stug Peany i szkoty wioskiej; sprowadza to jednak wielkie za-
mieszanie. Przynalezno$¢ przedmiotu x do klasy a oznacza Peano
symbolem
xX€ea

i czyta to: x jest a. Wiasciwie jednak ma by¢: ,a; jest osobnikiem
klasy au. My, w wyktadzie syllogistyki, operowaé bedziemy ter-
minami klasowymi; mamy wiec prawo czytaé: X jest a.

Z pojeciem klasy zwigzana jest bardzo powazna aporja, poda-
na po raz pierwszy przez Rusell,a we wstepie do ,Principies of ma-
thematicsu. Jak bardzo jest ona powazng, Swiadczy fakt, ze Frege
w zakoriczeniu nGrundgesetzeu, wspomina o niej uwaga: ,Ciezko
jest badaczowi widzie¢ pod koniec, ze podwaliny jego dzieta sg
zachwianeu. Aporja ta jest znana pod nazwg antynomji RusselFa;
moznaby jg takze nazwa¢ aporjg nieograniczonego $Swiata mowy.

Aporja ta bytaby niezrozumiatg bez odpowiedniego przygoto-
wania. Postawmy wiec sobie najpierw pytanie, czy moze istniec¢
klasa, bedaca swoim wiasnym osobnikiem ? OdpowiedZ bedzie twier-
dzaca tylko w wypadku nieograniczonego $wiata mowy; w tym
jednak wypadku nie trudno o przykiad: wezmy n. p. klase wszyst-
kich nie-ludzi. Klasa ta niewatpliwie cztowiekiem nie jest; jest wiec
nie-cztowiekiem, t. j. jest swoim wiasnym osobnikiem. Klasa wszyst-
kich klas réwniez bylaby swoim wilasnym osobnikiem. Zawsze je-
dnak bedg i klasy, nie bedgce swoimi wiasnymi osobnikami. Russell
rozwaza wiasnie klase wszystkich klas, nie bedacych swoimi wia-
snymi osobnikami. Jezeli klase te oznaczymy literg R, to, ideogra-
ficznie, definicja jej da sie przedstawi¢ w postaci nastepujgcych
dwdch, wzajemnie odwrotnych zdan warunkowych:

Znak —~ oznacza tu przeczenie zdania, K za$ jest zmienng, oznacza-
jaca 'dowolng klase, Pytamy sie teraz, czy R jest, czy nie jest,
swoim wiasnym osobnikiem? Aby otrzymac¢ odpowiedz wstawiamy
R zamiast K do powyzszej definicji i otrzymujemy:
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A zatem: JesSli R jest swoim wiasnym osobnikiem, to nim nie jest,
a jesli R nie jest swoim wiasnym osobnikiem, to nim jest. To jest
antynomja! Rozumowanie to jednak jest poprawnem pod warunkiem
istnienia klasy R. Widocznie wiec klasa R nie istnieje. Powstaje
tedy pytanie, kiedy mamy prawo tworzy¢ jakas klase, a kiedy nie?
Te wiasnie kwestje stara sie rozstrzygna¢ w sposéb ogélny, a za-
razem wykluczajgcy powstawanie antynomji, wspominana juz przez
nas teorja typow, na ktorej oparte sg ,Principia mathematical Rus-
sella i Whitehead'a.

Chcemy teraz wprowadzi¢ pewne dalsze pojecia, na ktdrych
opiera sie teorja klas; zwracamy sie najpierw do pojecia przecze-
nia klasy. ZauwazyliSmy juz, ze funkcja logiczna dzieli $wiat mo-
wy na dwie czesci, mianowicie ogo6t termindw, zamieniajgcych, po
wstawieniu ich za indeterminate funkcje w zdanie prawdziwe —
i 0g6t termindéw, zamieniajacych ja w zdanie fatszywe. Rozwazalis-
my przytem og6t tych pierwszych i nazwaliSmy to klasg, odpowia-
dajaca danej funcji logicznej. Mozemy jednak rozwazaé¢ takze ogot
terminéw, zamieniajgcych nasza funkcje w zdanie falszywe. Jest to
takze klasa; klase te nazywaC bedziemy przeczeniem poprzednio
rozwazanej klasy. Jesli termin jakiej$ klasy jest a. to termin prze-
czenia klasy (a), czyli, krocej, przeczenie terminu a oznaczen be-
dziemy symbolem

— &
to samo oznaczali scholastycy przez
non a.

Z przeczeniem wogole taczy sie wiele dwuznacznosci. Za przy-
ktad postuzy¢é moze nastepujgca, nietrudna zreszta, aporja, pocho-
dzaca jeszcze od Grekow. Jesli sie kogo$ zapytamy: ,,Czy przesta-
te$ bic¢ swego ojca?¥, to powinniSmy otrzymac¢ odpowiedz twierdzacg
lub przeczaca. Ale je$li nasz interlokutor odpowie twierdzaco, to
znaczy, ze poprzednio go bik; jesli za$ odpowie przeczaco, to znaczy,
ze nie przestat bi¢, t. j. bije nadal swego ojca. C6z wiec ma odpowie-
dzie¢ ten, kto nie bit nigdy swego ojca? Powinien wiasciwie od-
powiedzie¢ przeczaco. Dwuznaczno$¢ za$ pochodzi stad, ze przecze-
nie moze sie odnosi¢ do catego zdania lub tylko do stowa ,prze-
stac¢¥; mamy wiec dwa odrebne zdania, jednakowo brzmigce, ktore,
zapomocg nawiaséw, moznaby rozrézni¢ jak nastepuje:

»Nie [przestaje bi¢ swego ojca]i.
~[Nie przestaje] bi¢ swego ojcai.
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Pierwsze z tych zdan obejmuje przypadek, o ktéry nam chodzito,
drugie zas, przez odniesienie przeczenia tylko do czasownika, na-
biera znaczenia: ,Bije nadal swego ojcao. Tego rodzaju dwuzna-
cznos¢ ma miejsce zawsze, jezeli chodzi o zaniechanie jakiego$ dzia-
tania, zachodzi ona takze, jesli zaniechanie i sama czynnos$¢ wyra-
zone sg jednem stowem, wiec n. p. Kiedy sie pytamy: ,Czy wrocite$
do domu?*

Aby lepiej uprzytomni¢ sobie znaczenie przeczenia i jego wia-
snosci, podzielimy Swiat mowy na trzy czesci:

Kl, ki, ki

Niech teraz (a) i (6) bedg dwie klasy. Przypusémy najpierw, ze
klasa (a) jest czescig KI, a klasa (6) jest czescig As. W takim ra-
zie, jesli jaki$ termin jest osobnikiem (a), czyli nalezy do tej klasy,
to nie nalezy do (b) i odwrotnie; mogg natomiast by¢ terminy, nie
nalezgce do zadnej z tych klas (a) i (6). Stosunek taki wyrazamy,
moéwigc, ze klasy te wykluczajg sie wzajemnie. Niech teraz klasa
(a) obejmuje Kl i Ki a klasa (6) — Ki i Ks. W takim razie, jesli
jakis termin nie nalezy do (a), to nalezy do (&) i odwrotnie,
t. J. kazdy termin S$wiata mowy nalezy przynajmniej do jednej
z tych klas, moze jednak naleze¢ do obu. Klasy (u) i (6) wyczer-
puja zatem Swiat mowy. Klasa (b) jest przeczeniem klasy (a) wte-
dy i tylko wtedy, gdy wzajemny stosunek tych klas posiada obie
wspomniane wilasnosci.

Trzeba jednak powiedzie¢, ze wsréd logikéw, nie zajmujgcych
sie matematyka, powszechnie przyjetg jest opinja, jakoby przeczenie
klasy, scholastyczne rinon au, nie miato okreslonego sensu. Zdanie
tp jest stusznem. jezeli Swiat mowy jest nieograniczonym; stusznem
jednak nie jest, jesli Swiat mowy jest ograniczonym. Ale, zdaniem
naszem, takze samo pojecie klasy nabiera okreslonego znaczenia
dopiero na tle zamknietego $wiata mowy.

W zwigzku z tg ostatnig kwestjg, podnies¢ mozna pytanie,
jakie jest wiasciwe znaczenie pojecia klasy; czy klasa istnieje jako
jeden przedmiot, czy nie? Klasa n. p. dzielnikéw liczby 6 skiada
sie z liczb

7. 2, 3, 6.
Co to jest za potgczenie terminow? Czy wogole klasa istnieje?
Nie bedziemy tych pytan rozstrzygaé. Zaznaczy¢ jedynie nalezy, iz
pojecie klasy jest t zw. pojeciem ,in useu, t j. takiem, ktore jest
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zrozumiatem tylko w niektérych zwrotach. Wiemy n. p. co to zna-
czy, ze jaki$ przedmiot jest osobnikiem danej klasy, ale nie wiemy
doktadnie, czem jest, w istocie rzeczy, sama ta klasa.

Ale wr6¢my do stosunkéw, zachodzacych pomiedzy dwiema
klasami. Pragniemy omowic jeszcze jeden stosunek mozliwy, mia-
nowicie wigczenie klasy do klasy Pojecie to moze by¢ okreSlonem
jak nastepuje: Klasa (a) zawiera sie w klasie (6) wtedy i tylko
wtedy, kiedy kazdy element klasy (a) jest elementem klasy (0), t. .
jezeli jaki$ przedmiot jest elementem klasy (a), to jest on elemen-
tem klasy (¥%). Mozna to réwniez wyrazi¢ tak: Niech

@ @) i ip ()

beda funkcjami logicznemi, okreslajgcemi odpowiednio klasy (n) i (6).
Mowimy, iz klasa (a) zawartg jest w klasie (6) wtedy i tylko wtedy
gdy zachodzi wynikanie

PD VY{
t. j., jeSli zmienng x zastgpimy — w obrebie Swiata mowy — ja-
kakolwiek statg a, to zachodzi¢ bedzie pomiedzy zdaniami

@(a) i V>(a)

zwigzek wynikania:
0 (@D WY(9e
Niech n. p. klasa («) okreslong bedzie przez funkcje:
X dzieli sie przez 4,
zsis klasa (6) — przez funkcje:
X dzieli sie przez 2.
Widzimy, iz klasa (a) jest wowczas zawartg w klasie (b), gdyz kaz-

da wielokrotnos¢ liczby 4 jest wielokrotnoscig liczby 2, t j. zacho-
dzi wynikanie

X dzieli sie przez 4.2) - x dzieli sie przez 2.

Z powodu zwigzku, zachodzacego pomiedzy pojeciem wigcze-
nia klasy do klasy a wynikania dla zdan czy tez funkcyj logicznych,
Peano, a za nim szkota wioska, uzywa do wyrazenia obu tych
rzeczy tego samego znaku, a zatem wigczenie Kklasy (a) do klasy
(b) zapisuje

aj b
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Russell natomiast, zachowuje bez zmiany znak Peany dla wynika-
nia, ale odwraca go dla wigczenia klasy do klasy, aby tych rzeczy
nie miesza¢; wiaczenie wiec klasy do klasy zapisuje

a Qb.

My, zgodnie z przyjetym przez nas sposobem oznaczenia klas, pi-
sa¢ bedziemy:.
"9 C b

Gdy klasa (a) zawiera sie w (6), stosunek odwrotny moze za-
chodzi¢ albo nie; jesli zachodzi, to klasy sktadajg sie z tych samych
osobnikéw, wskutek czego uwazamy je za identyczne.

Dawniej nie odr6zniano wigczenia klasy do klasy od wiacze-
nia osobnika do klasy, traktujac ten ostatni jako szczegdlny wypa-
dek wigczenia klasy do klasy. Dopiero Frege i Peano zwrdcili
uwage na to, iz pojecia te majg rozne wiasnosci, a wiec zadng
miarg identyfikowane by¢ nie moga. Istotnie, jasng jest rzecza, iz
wiaczenie klasy do klasy jest przechodniem, t. j. jesli (a) zawiera
sie w (0) a (6) — w (c), to (a) zawiera sie w (c). Wigczenie o0so-
bnika do klasy tej wikasnosci nie posiada. Dowdd tego podaje szkota
wioska w sposéb cokolwiek niejasny; rozumowanie jest takie:, gdyby
rozwazana wiasnos$¢ sie tutaj stosowata, moglibysmy, z tego, ze Piotr
jest apostotem a apostot jest dwunastka, wyciagna¢ wniosek, ze
Piotr jest dwunastkg. Przestanki sg prawdziwe — a wniosek nie;
wynikanie zatem nie zachodzi, t. j. wigczenie osobnika do Kklasy nie
posiada wiasnosci przechodniosci. Rozumowanie to stanie sie bar-
dziej zrozumiatem, jesli przestanki wypowiemy tak:

Piotr jest osobnikiem klasy apostotow.

Klasa apostotéw jest osobnikiem klasy dwunastek.

Przestanki te sg istotnie prawdziwe; gdyby wiec wigczenie osobnika
do Kklasy posiadato omawiang wilasnos¢, Piotr bytby osobnikiem
klasy dwunastek. Stad, ze tak nie jest, mamy prawo wnioskowac,
ze wigczeniu osobnika do klasy nie przystuguje wiasnos¢ prze-
chodniosci.

Na zakonczenie, chcemy oméwic jeszcze dwa pojecia, bezpo-
$rednio z pojeciem klasy zwiazane. Chodzi o zakres i tres¢ klasy.
Zakresem tedy nazywamy ten sam zbior osobnikow, z ktérego klasa
sie sktada. Tak wiec zakresem klasy dzielnikow liczby szes$¢ jest
sam zbior liczb

1, 2 3, 6.
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Trescig natomiast klasy jest funkcja logiczna, ktéra jg okresla.
W powyzszym przyktadzie trescig rozwazanej klasy jest funkcja:

X dzieli 6.

O tych pojeciach pisze Frege w swej rozprawie p. t. ,Uber Sinn
und Bedeutungu. ,,Sinn“ (sens) oznacza to samo, coO my nazywamy
trescig, za$ ,Bedeutung” (znaczenie), jest to zakres.

Jak juz wspominalismy, w wyktadzie syllogistyki rozpatrywac
bedziemy jedynie klasy niepuste, t.j. skladajgce sie przynajmniej
z jednego elementu; klasy takie posiadajg zawsze tres¢ i zakres.
Klasy puste natomiast, t.j. te, do ktorych zaden termin nie nalezy,
jak n. p. klasa k&t kwadratowych, majg tresc¢ ale zakresu nie majg;
mimo to, wprowadzenie ich w logice, zwiaszcza w zwigzku z ma-
tematyka, jest bardzo dogodnem.

Pomiedzy zakresem a trescig klasy zachodzi osobliwy zwiga-
zek. Mianowicie, im bogatszg jest tres¢ klasy, tern ubozszym jest
jej zakres i odwrotnie. Istotnie, jesli chcemy zmniejszy¢ zakres ja-
kiejs klasy, to musimy funkcje logiczng, okreslajgcg te klase uzu-
petni¢ druga funkcja, ScieSniajgc w ten sposéb warunki przyralez-
nosci do klasy. Rozwazmy n. p. klase liczb parzystych, a wiec
odpowiadajacg funkcji

X dzieli sie przez 2.

Jesli z tej klasy chcemy wzig¢ tylko liczby, podzielne przez 3,
to musimy powyzszg funkcje uzupetni¢ funkcja:

X dzieli sie przez 3.

Otrzymamy tedy klase liczb, podzielnych przez 6, o bogatszej tre-
éci, ale ubozszym zakresie. Mozna jednak uzupetni¢ tres¢ klasy
w taki sposéb, by nie zmniejszy¢ jej zakresu. Rozwazmy n. p. klase,
okreslong funkcja:

X dzieli sie przez 4;

jezeli tre$¢ jej uzupetnimy funkcja:
X dzieli sie przez 2,

to nie zwezimy zakresu tej klasy, poniewaz nowa funkcja wynika
z poprzedniej, t. j. kazda wielokrotnos¢ liczby 4 jest liczbg parzysta.
Mozna jednak takze powiedzie¢, ze zwiekszenie treSci bylo tutaj
nieistotnem.



63

Z powyzszego wynika, iz mozna okresli¢ klase przez podanie
funkcji, ktorg nalezy uzupetni¢ tres¢ jakiej$ znanej klasy, aby
otrzymac tres¢ klasy, o ktérg nam chodzi. W logice tradycyjnej
nazywa sie to ,definitio per genus proximum et differentiam spe-
cificam#; ,genus proximumi jest to ta klasa znana, ktora wy-
stepuje w definicji, za$ ,difterentia specifica — to uzupetnienie
jej tresci.



ROZDZIAL V.

Logika Arystotelesa:
wnioskowanie z jednej przestanki.

Logika tradycyjna rozréznia cztery podstawowe typy zdan orze-
kajacych, ktore uwazane byty przez Arystotelesa'za'te elementy, z/*kté-
rych ma sie sktada¢ ludzkie myslenie. Zdania te oznaczali schola-
stycy przez pierwsze cztery samogtoski alfabetu taciriskiego i sto-
wami wyrazali jak nastepuje:

A — Omne S est P. (Kazde S jest P.)*

E — Nullum S est P. (Zadne S nie jest P.)

I —iQuoddam S est P. (Niektére S sg P.)

O — Quoddam S non est P. (Niektoére S nie sg P).

Dzieli sie je dwojako. Ze wzgledu na ilos¢ — na ogo6lne (A i E)
i szczegotowe (Zi 0): ze wzgledu na jakos¢ — na twierdzace (Ai 1)
i przeczace (Ei 0). Tak wiec zdanie typu A jest ogélno-twierdzace.
B — ogolno-przeczace, 1 — szczegdtowo-twierdzace, O — szczeg6towo
przeczace. Termin Kklasowy S nazywa sie podmiotem (subiectum),
P — orzeczeniem (praedicatum); termin ,jest", wzglednie ,nie jestd
nazywa sie tgcznikiem (copula). Zdania orzekajgce bedziemy pisali
W postaci:
SAP, SEP, STP, SOP.

Niemato kilopotu logikom wszystkich czaséw, az do najnow-
szych, sprawiajg zdania 1 i O. Istotnie trzeba to przyznaé, wyraze-
nie ,niektére”, figurujace w tych zdaniach, jest bardzo nietrafne,
bo w potocznej mowie ma znaczenie: ,niektore, ale nie wszystkiel.
N. p. gdy powiemy: ,Niektérzy ludzie sg Smiertelni¥d, to cztowiek
nieobeznany z logika pomysli, iz twierdzimy, ze nie wszyscy ludzie
sq Smiertelni. Wskutek tego, okoto wyrazenia ,niektére" wytwo-
rzyla sie taka mieszanina poje¢, ze n. p. Bieganski w powyzszy

www.rcin.org.pl
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W
sposob, t. j. podobnie, jak w mowie potocznej, rozumie zdania szcze-
gétowe w syllogistyce. Zobaczymy p6zniej, jak to sie Zle odbija na
catym dalszym Avykladzie. Dla schematu naukowego jest znacznie
dogodniej te zdania inaczej rozumie¢; w logice ¥emalastycznej
czenie zdan szczegdtowych jest nastepujace : S1P oznacza ,lIstniejg
8, ktére sa Pu, SOP za$ oznacza: ,lstniejg 8, ktoére nie s Pu.
Wyrazenie ,niektére Su oznacza zatem ,przynajmniej niektére 8
moga to wiec by¢ wszystkie S.

Mozna sobie postawi¢ pytanie dlaczego Arystoteles przyjat za
podstawowe te wiasnie zdania, ktore teraz rozwazamy? Aby to py-
tanie rozstrzygng¢, nalezy zwroci¢ uwage na to. ze chodzi tu o kla-
syfikacje wzajemnych stosunkéw dwoch klas, doktadniej — o sto-
sunki ich zakreséw. Przeprowadzimy, na podstawie dysjunkcji pod-
stawowej, klasyfikacje wszystkich mozliwych przypadkéw. Aby sobie
uzmystowi¢ te stosunki, bedziemy rysowali kota, lub inne obwody
zamkniete. Koét takich prawdopodobnie uzywano juz w starozytnosci,
ale nic o tern nie wiadomo. O Eulerze dopiero wiadomo napewno,
ze sig niemi postugiwat. Wielki ten matematyk napisat bowiem
elementarny wyktad logiki, w ktorym spotykamy tego rodzaju
schematy. W rozmaitych ksigzkach, zwiaszcza niemieckich, spotyka
sie czesto bardzo ostrg krytyke tej metody. Krytyka taka jest je-
dnak, naszem zdaniem, zupetnie niestuszna. Jest to bowiem bardzo
dobry sposéb wyjasniania sobie stosunkéw, zachodzacych miedzy
klasami. Oczywiscie moga one mie¢ znaczenie tylko jako schemat,
obraz, nie za$ jako dowod, ale pod tym wzgledem nikt nie moze
mie¢ watpliwosci.

Przystepujemy teraz do zapowiedzianej klasyfikacji. Niech ter-
miny rozwazanych klas beda, jak zwykle, $ i P. Rozwazamy naj-
pierw elementy wspdllne obu klasom: istniejg albo nie. Przypadek,
w ktorym nie istniejg jest catkiem juz okreslony; 5 i P wylgczajg
sie wzajemnie. Oznaczamy ten przypadek literg f. Aby za$ rozréznic¢
rozmaite mozliwosci, objete tamtym przypadkiem, bierzemy pod
uwage elementy niewspolne obu klasom. Jesli ich niema, to klasy
sg identyczne; przypadek ten oznaczamy przez litere a. Jezeli istniejg
elementy niewspodlne, to albo istniejg elementy wyrdézniajace 8, t.j.
nalezace do S a nie nalezagce do P albo nie istniejg. Jesli nie istnieja,
to S jest czescig P; wypadek ten oznaczamy przez litere /3. Jezeli
natomiast istnieja, to elementy wyro6zniajgce P istniejg lub nie. Jesli
nie istniejg, to P jest czescia 8; wypadek ten oznaczamy literg v.

Teorja dowodu. 1 5
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Jesli istniejg, to méwimy, ze klasy S i P sie przecinajg;, wypadek
ten oznaczamy literg & Klasyfikacje te wyobraza schemat nastepujacy:

Cigg powyzszych przypadkéw bedziemy nazywali ciggiem lo-
gicznym. Przypadki te uzmystawia nam fig. 1. Mozemy je sobie
jednak uprzytomni¢ bez kot Eulera. W rzeczy samej, oznaczmy
przez: Kl elementy wyro6zniajagce S, Ki — wyrdzniajgce P, przez Ki
zas — elementy wsp6lne obu klasom. Mozemy powiedzie¢, ze:

W przypadku a: ($) sklada sie z A's, a (P) tak samo.

Mamy wiec pie¢ zdan elementarnych, ktére pisa¢ bedziemy w postaci:
SaP, SBP, SyP, SdP, SeP.

Oczywiscie, nie nalezy miesza¢ znaczenia, ktére tutaj nadalismy
literze ¢ z jej znaczeniem w ideografji Peanowskiej!

Zdania orzekajace logiki tradycyjnej sa potaczeniami zdan po-
wyzszych. lIstotnie,
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Mozna to przedstawi¢ zapomocg nastepujacego schematu:

Schemat ten ujawnia odrazu, iz zdania szczeg6towe sg przeczeniami
zdan ogoélnych, mianowicie SIP jest przeczeniem SEP, SOP za$ jest
przeczeniem SAP.

Zdania podstawowe mogtyby by¢ oczywiscie inaczej dobrane.
Niektorzy logicy zarzucajg Arystotelesowi, iz jego wybor jest do-
wolny, nienaturalny, a nawet nielogiczny. Tego rodzaju zarzuty sg
jednak niestuszne. Podstawowe zdania Arystotelesa sg bardzo przy-
datne. Uzyteczno$¢ ich zresztg zalezy od tego, jak je interpretowac.
Jezeli bowiem bedziemy —jak to czyni Bieganski—interpretowac n. p.
zdanie SIP jako: ,Tylko niektére S sa Pu, to zdanie to nie obej-
mie wypadku SaP, wskutek czego nie jest przeczeniem zdanie
SEP, co powoduje bardzo wiele niedogodnosci. Z zdaniami orze-
kajgcemi logiki tradycyjnej spotykamy sie bardzo czesto. Najwaz-
niejszem z nich jest zdanie SAP, wiekszo$¢ twierdzen w nauce
ma te postat. Zastuguje na uwage takze zdanie SEP. Zdania SIP
i SOP moznaby nazwaé¢ zdaniami o istnieniu. Tego rodzaju zdania
roéwniez bardzo sa rozpowszechnione w nauce; cata klasa twierdzen
matematycznych — t. zw. twierdzenia o istnieniu — wyraza sie
wiasnie w ten sposob. Dodajmy jeszcze, iz kazdy z stosunkow,
jakie wyodrebniliSmy w ciggu logicznym, moze by¢é wyrazonym
zapomocg kombinacji zdan

A E 1, 0O
Dla przyktadu weZzmy zdanie
SBP.
Twierdzimy, iz jest ono réwnowazne uktadowi zdan:
SAP i POS.

Istotnie, SAP oznacza SaP lub SBP, SOP za$ oznacza PyS lub P3S
5*
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lub PeS. Ale PyS jest réwnowazne SBP, P3S réwnowazne SOP, a PeS
rownowazne SeP. POS jest wiec réwnowazne SPP lub SOP lub SeP.
Jedynym wiec stosunkiem miedzy S i P, spetniajgcym zaréwno
zdanie SAP, jak POS jest rzeczywiscie stosunek S(P.

Zanim sie dalej posuniemy, pragniemy wprowadzic jeszcze je-
dno pojecie, bardzo wazne dla catej syllogistyki, pojecie zakresu
podmiotu i orzeczenia. W tym celu wyrazimy nieco inaczej, niz to
przedtem uczyniliSmy, zdania orzekajace Arystotelesa, mianowicie:

SAP — Kazde S jest pewnem P.
SEP — Zadne S nie jest zadnem P.
SIP — Niektore S sg pewnemi P.
SOP — Niektére < nie sg zadnemi P.

Widzimy tedy, iz, w zdaniach ogdélnych, podmiot zaopatrzony
jest w okreslenie ,kazdel lub ,zadnel, natomiast w zdaniach szcze-
gotowych — zaopatrzony jest w okreslenie ,niektorell. Z tego wzgle-
du moéwimy, iz podmiot, w zdaniach ogélnych jest wziety ogolnie
t.j. ma zakres ogdélny, w zdaniach za$ szczegétowych jest wziety
szczegotowo, t. j. ma zakres szczegétowy. Podobnie orzeczenie w zda-
niach twierdzacych, ma zakres szczegétowy, a w zdaniach przecza-

cych — ogélny. Oznaczajac przez znak -f- zakres ogélny, a przez
znak — zakres szczegOtowy, stresci¢ to mozemy w nastepujacej
tabelce:

Juz Arystoteles i scholastycy zajmowali sie zwigzkami pomie-
dzy czterema podstawowemi zdaniami. Zwigzki te przedstawia na-
stepujaca, wymyslona przez scholastykow, tablica, zwana kwadra-
tem logicznym:
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Zdania: A i O oraz 1 i E sg wiec sprzeczne, A i E przeciwne,
I i O za$ — podprzeciwne; nadto zdania 1i O sg podporzadkowane
odpowiednio zdaniom A i E.

1. Sprzeczno$é. WidzieliSmy juz, ze A i 0 z jednej strony,
za$ Eil= drugiej, wyczerpujg razem wszystkie przypadki ciggu
logicznego i wykluczajg sie nawzajem. Stad zdania sprzeczne nie
moga by¢ ani razem prawdziwe ani razem falszywe, t j. jezeli je-
dno z nich jest prawdziwe, to drugie jest fatszywe i naodwrot.
Zwigzki te ideograficznie mozna wyrazi¢, jak nastepuje:

2. Przeciwienstwo. Zdania A i E nie obejmujg w ciagu logicz-
nym, zadnego wspélnego przypadku, nie moga wiec by¢ razem
prawdziwe, czyli wylaczajg sie wzajemnie; mamy zatem:

A3 _ E czyli E~) — A

Natomiast nie obejmuja te zdania razem wszystkich przypadkéw
ciggu logicznego; moga wiec by¢ razem fatszywe.

3. Podprzeciwienstwo. Odwrotnie zdania 1i O. Nie wytaczajg
sie one wzajemnie, gdyz obejmujg niektdre wspodlne przypadki. Na-
tomiast razem obejmujg one wszystkie mozliwe przypadki; nie moga
wiec by¢ razem fatszywe; mamy zatem:

0,
4. Podporzadkowanie. Zestawiajac A z |. widzimy, iz w ciggu

logicznym, wypadki, odpowiadajgce A, zawarte sa wsréd wypadkow,
odpowiadajacych Z; mamy wiec:

7

Odwrotny stosunek jednak nie zachodzi.
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Podobnie mamy:

odwrotny stosunek jednak nie zachodzi.
Powyzsze wyniki streszcza w sobie tabelka nastepujgca, uto-
zona przez Jevonsla.

Znak - wyraza tutaj prawde a — fatsz. Pierwsza kolumna
zawiera zdania, z ktorych prawdziwosci wyciggamy wnioski, druga
kolumna zdania, z ktérych fatszywosci wyciggamy wnioski (dlatego
u gory jest -|- i —). Whnioski znajdujg sie w tym samym wierszu,
co zdanie, z ktérego prawdziwosci lub fatszywosci wnioskujemy,
a dotyczg zdan, ktére sg podane w tej samej kolumnie u gory.
Tak wiec pierwszy wiersz czytamy: Z tego, iz prawdg jest A, czyli
fatszem jest O, wnioskujemy, iz A jest prawda, E jest fatszem, 1 jest
prawdg, O jest falszem.

Widzimy, ze z potwierdzenia zdan ogélnych lub zaprzeczenia
szczeg6towych mamy wnioski dotyczace trzech, a wiec wszystkich,'
pozostatych zdan; natomiast z zaprzeczenia zdan ogoélnych lub po-
twierdzenia szczegétowych mamy wnioski tylko o jednem ze zdan
pozostatych. Kazdy wniosek, w taki sposob wyciggniety, ma swa
nazwe tacinska; moze wiec wnioskowanie by¢ ,ad contrariamu.
»,ad contradictoriamu, ,ad subcontrariamu lub ,ad subalternatamu.

Aby lepiej wniknaé w te zwiagzki, konieczne sg liczne przy-
ktady, ktore kazdy powinien sam stosowaé. Nalezy wiec wzigé ja-
kiekolwiek zdanie rozwazanej tutaj postaci, niekoniecznie prawdzi-
we, n. p. ,Kazdy trojkat jest kotem“ i wycigga¢ z niego wszyst-
kie mozliwe wnioski lub tez prébowaé je wyraza¢ zapomocg oceny
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logicznej innych zdan o tréjkacie i kole. Wogole zaznaczy¢ nalezy,
iz poznanie jakiejkolwiek gatezi wiedzy jest niemozliwem bez ¢wiczen;
jezeli jednak chodzi o ¢wiczenia z zakresu logiki, to juz Grassmann
zauwazyt wielkg ich pozyteczno$¢. One wzmacniajg umyst wskutek
ciggtej uwagi, jakiej wymagaja. Z tego powodu jest to gimnastyka
mysli, ktéra niczem innem zastgpi¢ sie nie da.

Tyle o kwadracie logicznym. WidzieliSmy, w jaki sposob po-
zwala on wnioskowaé¢ z danej przestanki. Sg jednak i inne sposoby
whnioskowania z jednej przestanki. Do takich nalezy odwrGcenie
(po tacinie: conversio). Zanim przystgpimy do odwracania zdan pod-
stawowych Arystotelesa, zbadajmy warunki odwracalnosci zdan ele-
mentarnych. Otéz z definicji stosunkdéw, rozpoznanych przy tworzeniu
eciggu logicznego, mamy zwigzki

Poniewaz za$ zdanie

jest tern samem, co SeP, przeto
SEP 3 PES.
Zdanie za$
SIP

oznacza SaP lub SBP lub SyP lub SdP czyli PaS lub PyS lub PBS
lub P3S', ale to jest PIS. Zatem

SIP J PIS.
Zdania wiec SEP i SIP odwracajg sie bez ograniczen; takie od-
wrocenie nazywa sie po tacinie conversio simplex.
SAP

w ten sposéb odwréci¢ sie nie da. Istotnie znaczy ono to samo, co
SaP lub SBP czyli PaS lub PyS™ z tego zas PAS nie wynika. Na-
tomiast z SAP wynika, na zasadzie zwigzkéw kwadratu logicznego,
SIP, ktdére to zdanie jest odwracalnem bez ograniczen. Zatem

SAP [ PIS.

~Zdanie SAP jest wiec odwracalnem z ograniczeniem zakresu. Od-
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wroécenie takie zwie sie conversio per accidens. Pozostaje jeszcze
zdanie 0. Ono jednak nie daje sie wcale odwraca¢. Istotnie, SOP
znaczy SyP lub SOP lub SeP czyli PBS lub P3S lub PeS. Z tego
za$ nie wynika zadne ze zdanh

PAS, PES, PIS, POS,

istotnie, jesli zachodzi PeS, to falszem jest PAS i PIS, jesli za$ za-
chodzi PBS, to falszem jest PES i POS.

W ten sposéb rozstrzygneliSmy kwestje odwracania zdan pod-
stawowych. Zastanowi¢ sie teraz musimy jeszcze nad ostatnim spo-
sobem wyciggania wnioskdw z jednej przestanki, jaki zna logika
tradycyjna, i ktéry, po tacinie zwie sie obversio. Po polsku, be-
dziemy to przeksztatcenie nazywali obrdceniem; nie jest to dobra
nazwa, ale przyjmujemy ja w braku lepszej. Obrdcenie polega na
zastepowaniu orzeczenia przez jego przeczenie i réwnoczesnej zmia-
nie jakosci zdania. W mys$l bowiem tego, coSmy juz przedtem mo-
wili o przeczeniu klasy, jesli co$ jest P, to nie jest —P, a jesli co$
nie jest P, to jest — Pi naodwrot, jesli co$ jest — P, to nie jest P,
a jesli co$ nie jest — P, to jest P. Zatem

SAPjest réwnowaznem SE— P

SEP ., SA—P
siP ., so-p
sop . SI—P

To jest wikasnie obrocenie czyli ekwipolencja. Obracanie i od-
wracanie zdan obejmujemy wspoOlng nazwg kontrapozycji. Zastoso-
wania kontrapozycji sg bardzo liczne; tutaj podamy tylko dwa naj-
wazniejsze zastosowania: Tak wiec, stosujgc obwersje, zamieniamy
SAP w SE— P, to za$ odwrociwszy, dostajemy — PES, co po po-
nowncm zastosowaniu obrdcenia, zamienia sie w —PE— S. Z SAP
wynika zatem — PA — Si naodwr6t, uzmystowi to fig. 1 B. Wnetrze
kota S przedstawia klase 5, za$ reszta ptaszczyzny — klase — 5;
wnetrze kota P przedstawia klase P, za$ reszta ptaszczyzny — kla-
se — P. Jasnem jest, ze, skoro koto S pokryte jest przez P, — S po-
krywa — P. Zupelnie podobnie przeksztatcajgc SOP, przekonamy
sig, iz z SOP wynika — SO — P i naodwrdt.

Jak juz wskazaliSmy, sg to rzeczy, ktére trzeba éwiczyé. Po-
dajemy wiec pare przyktadéw déwiczen z tego zakresu.

1. Sprébujemy n. p. zbada¢, czy przeczenie kazdego zdania
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da sie przedstawi¢ w postaci zdania tejze jakosci ? Zdanie _ {SAP)
mozemy, na podstawie zwigzkéw kwadratu logicznego, przedstawié
w postaci SOP, czyli, po zastosowaniu obrocenia, SI —P. W ten
sposob dopieliSmy celu. Zupetnie podobnie moznaby postgpi¢ z za-
przeczeniem zdan K 1, 0.

2. Wszystkie zdania podstawowe moga by¢ wyrazone zapo-
mocg ktéregokolwiek z nich, n. p. A. W rzeczy samej, SEP jest
rownowaznem SA — P, SIP jest rownowaznem — {SEP), to za$ jest
rownowaznem ~ (60\d — P). Wreszcie SOP jest tem samem, co ~{SAP).
Podobnie dla E, Z, 0.

3. Mozemy wogdle wykonywa¢ rozmaite przeksztatcenia na
zdaniach. Tak wiec, wzigwszy zdanie — SAP. mozemy je przedsta-
wia¢ w postaci — SE— P, — PE— S, — PAS lub innych.

4. Mozemy wreszcie postawi¢ sobie zgdanie wyciggniecia wszyst-
kich wnioskéw z danego zdania, n. p. SAP, lub jakiegokolwiek innego.

Kiedy zwracamy sie do konkretnych przyktadow, pamietac
nalezy, iz klasy S i P majg by¢ niepuste; tak samo nie mogg one
obejmowac catego Swiata mowy, gdyz woOwczas ich przeczenia by-
tyby puste.

W rzeczach tych nadzwyczaj tatwo sie myli¢. Tak n. p. nasz
filozof Trentowski, bardzo zastuzony — chociazby tylko tem, ze
jemu zawdzieczamy bardzo dobry wyraz: przestanka — myslat, ze
znalazt nowe prawo logiczne, podtug ktérego ze zdania SIP wynika
PAS i napisat dostownie: ,Niektére zwierzeta sg lwami, ergo kazdy
lew jest zwierzeciem“(!). Podtug tego ,prawali moznaby rozumowac
tak: ,Niektérzy Polacy sg uczonymi, ergo kazdy uczony jest Pola-
kiem! Nie przytaczamy tego bynajmniej na nagane Trentowskiego;
chodzito nam tylko o pokazanie tatwosci bledoéw. Zresztg nietylko
Trentowski popetniat tego rodzaju omyitki, w ksigzce znakomitego
filozofa niemieckiego, Mach'a, znajduje sie gruby biad, dotyczacy
zwigzkéw kwadratu logicznego!

Zazwyczaj wnioskowanie z kwadratu logicznego i kontrapo-
zycje obejmuje sie wspolng nazwag wnioskowania bezposredniego.
Nasuwa sie pytanie, czy w ten sposob wyczerpaliSmy caty zasob
wnioskow, jakie mozna wyciggna¢ z jednej przestanki? Jezeli okre-
slimy doktadnie posta¢ tego wniosku, zgdajac n. p. wniosku postaci

PH’S
z przestanki postaci
SHP
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(gdzie H i H, oznaczajg ktérekolwiek ze stosunkéw: A, E. Z, 0),
to odpowiedZz wypadnie twierdzaco. Szukajgc natomiast odpowiedzi
na powyzsze pytanie w calej ogo6lnosci, warto pamietaé, ze de Mor-
gan, jak podaje Jevons, zwykt byt mawia¢ na swych- wyktadach,
ze cata logika Arystotelesowska nie wystarcza, aby, wychodzac
z zatozenia, iz koh jest zwierzeciem, udowodnié, iz glowa konia
jest gtowg zwierzecial



ROZDZIAL VI.

Logika Arystotelesa:
wnioskowanie z dwoch przestanek.

Zagadnienie, do ktérego rozwigzania przystepujemy, jest takie:
Na podstawie dwoch danych przestanek, nalezacych do jednego
z typow: A, E, I, O, zawierajacych jeden termin wspdlny M i dwa
terminy niewspolne, S i P, powiedzie¢, czy z tych przestanek wy-
nika jaki wniosek postaci

SAP, SEP, SIP lub SOP,

a jezeli tak, to poda¢ najogdlniejszy wniosek.

Niejasne formutowanie powyzszego zagadnienia wywotuje nie-
porozumienia, ktére sie czesto spotyka, czytajac literature przedmiotu.
Jezeli bowiem, zamiast wniosku jednej z powyzszych postaci, mo-
wi¢ bedziemy o wniosku jakimkolwiek, to zadanie stanie sie nieo-
kreslonem. Naprzyktad. jak zobaczymy pOzniej, przestanki MAP
i SEM nie dajg zadnego wniosku postaci SHP, gdzie H zastepuje
J, E, I lub 0. Zobaczymy jednakze, iz z tych przestanek wynika
wniosek POS, ktory, do pewnego stopnia, charakteryzuje S. Otrzy-
many wniosek moznaby takze przedstawia¢ w rozmaitych postaciach.
Ale to wszystko nie stanowi odpowiedzi na zagadnienie syllogistyki.

Przystepujac do samego przedmiotu, wprowadzi¢ musimy pe-
wne nazwy. Nazywamy wiec podmiot wniosku, oznaczany zazwy-
czaj, jak wyzej, przez S, terminem mniejszym, orzeczenie wniosku
P, terminem wiekszym, termin zas wspoOlny obu przestankom —
terminem $rednim. Nazwy te pochodzg stad, ze w najprostszym
przypadku syllogimu, ktory uzmystawia figura 2., termin mniejszy
zawiera sie w $rednim, ten za$ w wiekszym. Przestanka, zawiera-
jaca termin mniejszy, zwie sie przestankg mniejszg, przestanka zas
zawierajgca termin wiekszy, zwie sie przestankg wiekszg. Zazwyczaj
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w schemacie syllogizmu pisze sie przestanke wigkszg nad przestan-
ka mniejsza, pod niemi za$ wniosek.

Schemat syllogizmu rozmaicie wyglada, zaleznie od potozenia
terminu Sredniego w przestankach; w kazdej z nich bowiem moze
on by¢ podmiotem Ilub orzeczeniem. Na tej podstawie dzielimy

wszystkie mozliwe przypadki na cztery kategorje, t. zw. figury syl-
logizmu. Pierwszg figure charakteryzuje to, iz termin S$redni jest
podmiotem wiekszej a orzeczeniem mniejszej przestanki. Schemat
jest wiec nastepujacy:

M—P
S—M
—S—17~

W figurze drugiej, termin $redni jest orzeczeniem w obu prze-
stankach. Schemat jest wiec nastepujacy:

P—
S—M
S—P

W figurze trzeciej, przeciwnie, termin S$redni jest podmiotem w obu
przestankach. Schemat jest wiec nastepujacy:

M— P
M—S
~S—P

W figurze czwartej wreszcie, termin $redni jest orzeczeniem wiek-
szej, a podmiotem mniejszej przestanki. Schemat jest wiec nastepujacy:
P—M
M— S
S—P
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Te ostatnig figure wprowadzili dopiero scholastycy; Arystoteles od-
nosit jej tryby do figury pierwszej. W traktatach logiki, zwilaszcza
niemieckich, czytamy rozmaite zarzuty, skierowane przeciwko figu-
rze czwartej. Naszem zdaniem sg one zupeinie niestuszne, gdyz
figura ta jest rownie potrzebna, jak inne i daje réwnie wazne wnioski.
Kazdg kombinacje dwoch przestanek nazywamy trybem (mo-
dus). Wszystkie mozliwe tryby sa:
AA EA 1A OA
AE EE IE OE
Al EI 11 Ol
AO EO 10 00

Kazdy z tych szesnastu trybow moze naleze¢ do kazdej z czterech
figur. Razem wiec stanowi to
16 < 4 = 64

tryby. Z nich jednak tylko dziewietnascie daje wnioski; moéwimy
0 nich, ze sg wazne. Z nich po cztery nalezg do pierwszych dwdch
figur, szes¢ nalezy do trzeciej a pie¢ do czwartej. Trybom tym na-
dano w logice scholastycznej imiona sztuczne, nic nie znaczgce w je-
zyku tacinskim, ale majgce ukryte znaczenie, ktére nizej objasnimy.
Imiona trybow figury | sa:

Barbara,

Celarent,

Darii,

Ferio;
figury 1I:

Cesare,

Camestres.

Festino,

Baroco;
figury IlI:

Darapti,

Felapton,

Disamis,

Datisi,

Bocardo,

Ferison;
figury 1V:

Bamalip,

Calemes,
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Dimatis,
Fesapo,
Fresison.

W skiad kazdego z nich wchodzg doktadnie trzy samogtoski,
mianowicie pewna kombinacja znanych nam ze swego w syllogi-
styce znaczenia liter: A, E, I, O, pierwsza z nich charakteryzuje
przestanke wiekszg, druga — mniejsza, trzecia zas — wniosek. 7ak
wiec nazwa: Camestres oznacza, iz tryb VLE w figurze Il daje wnio-
sek E, t. j. ze z przestanek PAM i MES wynika wniosek SEP. Ale
imiona te zawierajg jeszcze co$ wiecej, mianowicie wskazowki do
uzasadnienia odnosnych wnioskéw przez sprowadzenie ich do wnio-
skow z trybow figury |. Zauwazy¢ nalezy przedewszystkiem, ze
imiona tryboéw pierwszej figury zaczynaja sie od czterech pierw-
szych spotglosek alfabetu tacinskiego. W innych figurach imima
trybow zaczynajg sie od tych samych liter; ot6z kazdy tryb figu-
ry I, 11l lub IV sprowadza sie do tego trybu figury pierwszej,
ktérego imie zaczyna sie od tej samej litery, co jego imie. Tak n. p.
Disamis sprowadza sie do Darii a Bocardo — do Barbara. W dal-
szym ciggu tych imion wystepuje dziesie¢ spotgtosek, ktére utozyé
mozna w tabele nastepujaca:

Tylko te litery, ktore sie znajdujg w $rodkowej kolumnie, sg zna-
czace; pozostate stuzg jedynie do utatwiania wymowy. Ze Srodko-
wych liter: litera ¢ ostrzega, ze dowdd trzeba przeprowadzi¢ przez
reductio ad absurdum, czyli na podstawie prawa sprzecznosci, ,per
contradictionem*; litera ni oznacza przestawienie przestanek ,meta-
tesis praemissarum*; litera p moéwi, iz to zdanie, ktére symbolizuje
samogtoska, przed nig stojaca, ma ulec odwréceniu z ograniczeniem
zakresu (,conversio per accidensu); wreszcie litera s wyraza od-
wrécenie bez ograniczenn (,conversio simplexu) zdania, ktére sym-
bolizuje samogtoska, przed nig sie znajdujaca.

Pokazemy na przyktadach, w jaki sposob korzysta sie z tych
wskazéwek. Zwréémy sie wiec najpierw do trybu Camestres figu-
ry Il. Jego schemat jest nastepujacy:
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PAM
SEM
SEP

Litera m w imieniu wskazuje, ze dla dowodu, trzeba przestawic
przestanki, uczyniwszy to, otrzymujemy:

SEM

PAM.

Ale w imieniu Camestres, po pierwszem E, mamy litere s, odwra-
camy wiec przestanke przeczacg i otrzymujemy:

MES

PAM.

Jest to tryb Celarent figury pierwszej; mamy wniosek:
PES.
Ale litera s na koncu imienia Camestres, przpomina, iz trzeba wnio-
sek odwroci¢; uczyniwszy to, dostajemy
SEP
co byto do okazania.
Wezmy teraz inny tryb, n. p. tryb Darapti figury IIl. Imie
wskazuje, iz jest to tryb taki:
MAP
MAS
~~SIP.
Imie Darapti zawiera dwie spoétgtoski znaczace: D na poczatku ip
w $rodku. Tryb sprowadzi sie zatem do trybu Darii figury pierw-
szej przez odwrOcenie z ograniczeniem zakresu przestanki mniej-
szej, (gdyz p znajduje sie po drugiej samogtosce). Istotnie, jesli od-
wrdcimy przestanke mniejsza, to otrzymamy uktad przestanek
MAP
SIM-,
jest to tryb Darii z wnioskiem

SIP,
0 ktoéry wiasnie chodzito.

Wezmy jeszcze jeden z trybdw figury 1V, n. p. Calemes. Imie
wskazuje, ze jest to tryb taki:
PAM
MES
SEP.
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Z liter, wchodzgcych w skiad imienia Calemes, trzy majg ztgcze-
nie: C, m i s. Litera m méwi o potrzebie zmiany porzadku prze-
stanek, litera C zwraca uwage na tryb Celarent figury perwszej,
a koncowe s wskazuje, iz otrzymany wniosek trzeba odwrodo. Wy-
konujac to, otrzymujemy istotnie z przestanek

MES

PAM
wniosek

PES,
a po odwroéceniu jego —

SEP,

0 co wiasnie chodzito.

W nieco inny sposéb uzasadnia sie dwa wyjatkowe tryby,
ktérych imiona zawieraja litere ¢. Dowody musi sie prowadné przez
reductio ad absurdum. Oto, jak to wyglada: Przestanki t>ybu Ba-
roco figury Il sa:

PAM

SOM;
chcemy uzasadni¢ wniosek:

SOP.

Zaktadamy wiec chwilowo, iz jest fatszywy. Ze zwigzkdéw kwidratc
logicznego mamy tedy

SAP.
Zestawmy to z przestanka

PAM.

Terminem Srednim jest P. Jezeli przestanki te ustawimy jak Las;epuje:

PAM
SAP,

to zobaczymy, iz mamy tryb Barbara figury I; wniosek jest wiee
" SAM.

a wiec zaprzeczenie przestanki wiekszej. Zakladajac fatszywosa
wniosku
SOP,
dochodzimy zatem do sprzecznosci; musi wiec by¢ prawda
SOP.
co byto do okazania.
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W imieniu ,Baroco" jest jeszcze ta wskazéwka mnemotechnicz-
na, ze litera ¢ znajduje sie po drugiej samogtosce, co o0znacza, iz
z przeczenia wniosku mamy doj$¢ do zaprzeczenia przestanki mniej-
szej, opierajac sie oczywiscie na wiekszej. Odwrotnie tryb Bocardo
figury I1l. Litera B na poczatku wskazuje wprawdzie, iz stosuje
sie takze tryb Barbara, ale potozenie litery ¢ wskazuje na to, ze
z przeczenia wniosku mamy dojs¢ do przeczenia przestanki wiek-

szej. Sprébujmy to wykonaé. Tryb nasz nalezy do figury III, sa-
mogtoski wskazujg wiec, ze jego postaé jest:
MOP
MAS
~~SOP

Zatézmy wiec, ze falszem jest SOP, czyli, ze prawdg jest SAP.
Dotgczamy do tego przestanke wieksza, MAS. Mamy wiec:

SAP
MAS,

a wiec tryb Barbara z wnioskiem
MAP,

ktory przeczy przestance wigkszej,
MOP.

Na doktadniejszg analize dowodéw bedziemy sie mogli zdobyc¢
dopiero poézniej. Narazie jednak podamy powyzsze dowody w nieco
doktadniejszej postaci, mianowicie w postaci podobnej do tej, do
ktorej doszliSmy w pierwszym rozdziale, t j. bez uwzglednienia
przestanek z teorji zdan.

Zwracamy sie najpierw znowuz do trybu Camestres. Przede-
wszystkiem musimy ustanowi¢ spis przestanek, na ktérych dowod
sie oprze. O doborze ich pouczajg nas niektore litery wchodzace
w skiad imienia Camestres. Tak wiec poczatkowa litera ¢ wskazuje,
iz bedziemy sie musieli oprze¢ na syllogizmie trybu Celarent. Zapomoca
Peanowskiego znaku wynikania, zapiszemy go w postaci nastepujgcej:
1. MEP. SAM .~J . SEP:

Dwukrotnie powtarzajgce sie¢ s po samogtosce e, przypomina,
iz bedziemy musieli odwraca¢ zdania ogolno-przeczace; zapisujemy
wiec przestanke:

2. SEP 3 PES.

Teorja dowodu. (]
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Oprze¢ sie wreszcie musimy na obu przestankach trybu Camestresy

3. PAM
4. SEM

aby uzadni¢ wniosek:
SEP

Wowczas tabela dowodu, sporzadzona, jak w rozdziale |
przedstawia sie, jak nastepuje:

@
)
®)
(4)
c. b. d o

Podobnie przedstawiajg sie inne dowody. Ktoby jednak chciat
uzasadni¢ wnioski z trybéw Baroco lub Bocardo, ten mogtby na-
trafi¢ na pewne trudnosci. Dlatego tez, aby wskazaé, jak to mozna
zrobi¢, podamy dowdd pierwszego z nich; dowdd drugiego jest zu-

petnie analogiczny. Chcemy wiec pokazac, ze z przestanek

PAM

SOM
wynika wniosek

SOP.

Do przestanek naleze¢ bedzie tryb Barbara, my go jednak wezmie-
my w osobliwej postaci, zamiast bowiem

napiszemy:
1

Teorja zdan poucza, iz sg to rzeczy réwnowazne. Intuicyjnie jest
to takze jasnem. Jezeli bowiem wniosek jest fatlszywy, to nie moga
obie przestanki by¢ prawdziwe; jezeli jednak prawdziwg jest prze-
stanka wieksza, to fatszywg musi by¢é druga, a wiec przestanka
mniejsza.

Dalsze dwie przestanki beda zaczerpniete ze zwigzkéw kwa-
dratu logicznego. Bedg to twierdzenia nastepujgce:

2.
3.
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Wreszcie przyjag¢ musimy obie przestanki trybu Baroco, a wiec:

4, PAM
5. SOM

Sam dowdd przedstawia sie, jak nastepuje:

Zauwazy¢ nalezy, iz unikneliSmy tutaj redukcji ad absurdum;
stalo sie to dzieki napisaniu trybu Barbara w tej osobliwej postaci.
Narazie na to tylko wskazujemy; pdézniej to dokiadniej wyjasnimy.

W kazdym razie sprowadziliSmy wszystkie figury do figury
pierwszej. Jak teraz uzasadni¢ wnioski w tej figurze? Sprowadzimy
przedewszystkiem Darii i Ferio do Barbara i Celarent. Istotnie, prze-
stanki trybu Darii sa:

MAP
SIM

Druga przestanka méwi zatem, ze ,niektére $ sg J/*; jezeli jednak
oznaczymy przez S, te S, ktoére sg M, to z definicji bedzie:

S,AM.
Ale przestanki:

MAP

SAM
tryb Barbara) dajg wniosek:

S,AP

a wiec ,niektore S sg Pu, ¢. b. d. o
W zupetnie podobny sposéb sprowadza sie Ferio do Celarent.
Zauwazy¢ jednak nalezy, iz w tych dowodach postugujemy
sie Srodkami, ktérych w poprzednich dowodach nie uzywalismy;
wystepuje tutaj tworzenie owej klasy S\ Dokiadniejsza analiza lo-
giczna tych rozumowan mogtaby nastreczy¢ pewne trudnosci. Dla-
tego tez, obok tych dwoch dowodéw podamy dowody, polegajace
na sprowadzeniu tryb6w Darii i Ferio do trybu Celarent, korzy-
stajgc jedynie z odwracania zdan orzekajgcych, ze zwigzkow kwa-
dratu logicznego i z redukcji ad absurdum.
6*
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Oto uzasadnienie syllogizmu podtug trybu Darii: Schemat jego
jest nastepujacy:
MAP
SIM
S1P.
Zat6ézmy chwilowo:
~(SJP)
Mamy tedy, ze zwigzkéw kwadratu logicznego:
SEP
czyli
PES

(conversio simplex); dotaczajgc do tego przestanke

MAP
otrzymujemy tryb Celarent z wuioskiem

MES
czyli

SEM,
ktéry przeczy przestance

SIM
Nie moze zatem by¢

~(SzP)

a wiec musi byc¢

SIP

c. b. d o
Podobnie wyglada uzasadnienie wniosku trybu Ferio. Sche-
mat jego jest:
MEP
SIM
SopP
Odwréémy przestanke wieksza. Mamy tedy
PEM',
Zaprzeczmy whnioskowi. Mamy
SAP.

Poznajemy przestanki trybu Celarent z wnioskiem:

SEM,
ktory przeczy przestance mniejszej, skad wynika, ¢. b. d. o.
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Pozostajg juz tylko tryby Barbara i Celarent. Ale drugi z nich
sprowadzi sie tatwo do pierwszego. W rzeczy samej, przestanki trybu
Celarent sa

MEP
SAM

Ale, obwersje stosujac, mozemy zastgpi¢ pierwszg z tych przesta-
nek przez

AL4 — P,
Otrzymujemy tedy tryb Barbara z wnioskiem

SA —P,
czyli
SEP, c. b d o

Zwracamy sie teraz do uzasadnienia trybu Barbara. Poniewaz
tutaj zadnego trybu syllogistycznego zastosowa¢ nie mozemy, mu-
simy przestanki i wniosek sprowadzi¢ do postaci zdania warunko-
wego. Trvb Barbara nrzvbierze tedv Dosta¢ nasteDuiaca:

W dowodzie przyjmujemy za przestanki obie przestanki trybu, a wiec:

oraz poprzednik wniosku, t. j.

3. XE€S

8 na.tej podstawie udowadniamy nastepnik wniosku
xeP

Sam dowdd, nadzwyczaj prosty, przedstawia si¢ jak nastepuje:

W ten sposéb uzasadniliSmy wnioski wszystkich trybow waz-
nych. Pozostaje do wykazania, iz pozostate tryby zadnych wnio-
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skéw nie daja; jest to obalenie trybéw niewaznych, ktérem zajmie-
my sie w nastepnym rozdziale.

Tymczasem, na zakonczenie niniejszego rozdziatu, dodamy, iz
dawniej nieco inaczej uzasadniano syllogizmy figury pierwszej. Przyj-
mowano bowiem tryby Barbara i Celarent w postaci t. zw. dictum
de omni et de nullo:

»,Quidquid de omni valet, de quibusdam et de singulis valetl
(Barbara)

,Quidquid de nullo valet, neque de quibusdam valet neque
de singulisi (Celarent).

Po polsku:

.10, cOo sie sprawdza dla wszystkich, sprawdza sie dla nie-
ktorych i dla pojedynczych osobnikéw#,

.10, co sie nie sprawdza dla zadnych, nie sprawdza sie ani
dla niektérych ani dla pojedyriczych osobnikéwi,

Jeszcze dzisiaj zreszta w niejednym traktacie logiki mozna
znalez¢ podobne wywody. Jest rzecza godng .uwagi, iz tutaj wyo-
drebniano wypadek, gdy chodzito o klasy ztozone z jednego o0so-
bnika. Juz bowiem woOwczas przeczuwano wspomniane przez nas
trudnosci, ktore nastrecza rozwazanie takich Kklas.



ROZDZIAL VILI.

Logika Arystotelesa:
obalenie trybow niewaznych.

Zwracajac sie do obalenia trybéw niewaznych, zaznaczamy
odrazu, iz moznaby to uskuteczni¢ dla kazdego takiego trybu zoso-
bna przez podanie odpowiednich przyktadéw; bytaby to jednak ro-
bota bardzo zmudna i bardzo mato pouczajaca. Uzyjemy wiec innego
sposobu. Mozna bowiem uzasadni¢ pewne prawidta ogdélne, odno-
szgce sie do syllogizmu, z ktérych wynikajg twierdzenia, dotyczace
poszczegllnych figur, ktére wiasnie pozwalajg wykreslic wszyst-
kie tryby niewazne. Przeprowadzenie tych prawidet wprawdzie ro-
wniez jest zmudne, ze wzgledu jednak na proste i zajmujgce wy-
niki, zadamy sobie ten trud.

Scholastycy znali osiem nastepujgcych prawidet syllogizmu:
Tum re, tum sensu, triplex modo terminus esto.

Nungquam contineat medium conclusio, oportet.
Neque ac praemissae extendat conclusio voces.
Aut semel aut iterum medius generaliter esto.
Ambae affirmantes nequeunt generare negantem.
Utraque si praemissa negat, nil inde sequetur.
Peiorem semper sequetur conclusio partim.

. Nil sequitur geminis ex particularibus umqguam.

Po polsku:

1. Co do rzeczy i co do sensu termin niech bedzie tylko tro-
jaki (t. zn. do syllogizmu majg wchodzi¢ nietylko trzy stowa, ale
tez trzy, a nie cztery, sensy).

2. Trzeba, aby wniosek nie zawierat nigdy (terminu) $redniego.

3. Wniosek niech nie bedzie ogolniejszym od przestanek.

4. Raz albo wiecej termin $redni niech bedzie wzietym ogodlnie.

© N ORWN
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5. Dwie (przestanki) twierdzace nie moga da¢ (wniosku) prze-
czacego.

6. Jesli obie przestanki sg przeczgce, nic stad nie wynika.

7. Wniosek zawsze idzie pod kazdym wzgledem zosobna za
(przestanka) stabsza. (Za przestanke stabsza pod wzgledem jakosci
uwaza sie, przeczacg w stosunku do twierdzacej, pod wzgledem
za$ ilosci — szczeg6towa w stosunku do ogdlnej).

8. Nigdy nic nie wynika z dwdch szczegdtowych (przestanek).

Jezeli sie blizej przyjrzymy powyzszym regutom, to dostrze-
zemy, iz pierwsze dwie nie sg wihasciwie regutami w znaczeniu
twierdzen. One opisujg syllogizm; nalezg do jego definicji. Dostaty
sie one miedzy prawidta syllogizmu poprostu przez nieporozumie-
nie, jak to zreszta czesto bywa w rzeczach, ktére ida z tradycji.
My sie zatem zajmiemy tylko ostatniemi szeScioma prawidtami;
sformutujemy je jednak inaczej i przytem siodme prawidto rozszcze-
pimy na dwa. Utozymy je réwniez w innym porzadku, dla ufa-
twienia sobie dowodoéw. Wreszcie, dla wiasnego uzytku — gdyz po-
zniej bedziemy sie na nie powolywali — nadamy im nazwy. Kazde
prawidto wyrazonem bedzie w trzech postaciach réwnowaznych;
z jednej postaci do drugiej bedzie mozna przejS¢ przez proste prze-
ksztatcenia z teorji zdan, intuicyjnie zupetnie jasne. Dodajemy na-
reszcie, iz do numeracji naszych prawidet uzyjemy cyfr rzymskich;
arabskie, obok w nawiasach, beda odsytalty do odpowiedniego pra-
widla w postaci tradycyjnej, wyzej przez nas zacytowane;.

Oto teraz same te prawidia:
I. (8). Prawidto przestanek szczegétowych.

1) Jezeli obydwie przestanki sg szczegdétowe, to przestanki te
nie dajg wniosku.

2) Jezeli przestanki dajg wniosek, to przynajmniej jedna z nich
jest ogodlna.

3) Jezeli przestanki dajg wniosek i jedna z nich jest szcze-
gétowa, to druga jest ogdlna.
1. (6). Prawidto przestanek przeczacych.

1) Jezeli obydwie przestanki sa przeczace, to przestanki te nie
dajg wniosku.

2) Jezeli przestanki dajg wniosek, to przynajmniej jedna z nich
jest twierdzaca.

3) Jezeli przestanki dajg wniosek i jedna z nich jest prze-
czaca, to druga jest twierdzaca.
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I11. (4). Prawidto terminu S$redniego.

1) Jezeli w obydwu przestankach termin S$redni jest wziety
szczegotowo, to przestanki te nie dajg wniosku.

2) Jezeli przestanki dajg wniosek, to przynajmniej w jednej
z nich termin $redni jest wziety ogolnie.

3) Jezeli przestanki dajg wniosek i w jednej z nich termin
Sredni jest wziety szczegotowo, to w drugiej jest wziety ogolnie.
IV. (3). Prawidto terminéw gtéwnych. (Terminami gtéwnymi nazy-

wamy terminy, majace wystepowac we wniosku).

1) Jezeli przestanki dajg wniosek i jeden z terminéw gtownych
jest wziety we wniosku ogdlnie, to termin ten w przestance wziety
jest ogolnie.

2) Jezeli jeden z terminéw gtéwnych jest wziety w przestance
szczegbtowo, to albo przestanki nie dajg wniosku, albo ten termin
jest wziety we wniosku szczegétowo.

3) Jezeli jeden z terminéw gtdwnych jest wziety w przestance
szczeg6towo i przestanki daja wniosek, to termin jest wziety we
whniosku szczegétowo.

V. (5). Pierwsze prawidto wniosku twierdzacego.

1) Jezeli obydwie przestanki sg twierdzace i dajg wniosek, to
whniosek jest twierdzacy.

2) Jezeli przestanki dajag wniosek i wniosek jest przeczacy,
to przynajmniej jedna z przestanek jest przeczaca.

3) Jezeli przestanki dajg wniosek i wniosek jest przeczacy
a jedna z nich jest twierdzaca, to druga jest przeczaca.

VI. (7). Drugie prawidto wniosku twierdzacego.

1) Jezeli przestanki dajg wniosek i wniosek ten jest twier-
dzacy, to obydwie przestanki sg twierdzace.

2) Jezeli przynajmniej jedna z przestanek jest przeczaca, to
albo przestanki wniosku nie dajg, albo wniosek jest przeczacy.

3) Jezeli przynajmniej jedna z przestanek jest przeczaca i prze-
stanki daja wniosek, to wniosek jest przeczacy.

~VII. (7). Prawidto wniosku ogdlnego.

1) Jezeli przestanki dajg wniosek i wniosek ten jest ogdlny,
to obydwie przestanki sg ogélne.

2) Jezeli przynajmniej jedna z przestanek jest szczegdtowa,
to albo przestanki nie dajg wniosku, albo wniosek jest szczegétowy.

3) Jezeli przynajmniej jedna z przestanek jest szczegdtowa
i przestanki dajg wniosek, to wniosek ten jest szczegotowy.
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Przy uzasadnianiu naszych prawidet korzysta¢ bedziemy z pe-
wnej cechy niewaznosci trybéw. Cecha ta polega na tern, ze, chcac
sie przekona¢ o niewaznosci jakiegokolwiek trybu, mozemy tryb
ogolny zastgpi¢ przez jakikolwiek szczegélny przypadek; jezeli tryb
ogolny jest wazny, to i w tym szczegdlnym przypadku daje wnio-
sek. jezeli wiec w tym szczegdlnym wypadku wniosku nie daje,
to jest niewazny. W szczegdélnosci mamy wiec prawo zastepowania
ktéregokolwiek ze zdan: A, E, /, O, przez dowolne zdanie elemen-
tarne, a wiec

o, B.y 6 lub g

wchodzace w skiad tego zdania. Dla utatwienia sobie tego rodzaju
postepowania, uzasadnimy najpierw trzy lematy, dotyczace trybow
elementarnych, t. j. takich, ktorych przestanki sg zdaniami ele-
mentarnemi.

Lemat I. — Dwie przestanki ¢ wniosku nie daja.

Nie rozrézniamy tutaj figur, gdyz, jak widzieliSmy, zdania 9
sg odwracalne bez zadnych ograniczen; jakikolwiek wiec bytby tryb,
przestanki sprowadzg sie do tego samego. Dowdd lematu bedzie sie
sktadat z dwdch czesci. Wykazemy najpierw, ze rozwazany tryb
nie daje wniosku przeczacego, t.j ani E ani O, p6zniej za$ obali-
my wniosek twierdzacy, a wiec A lub Z. Zwracajac sie do pierw-
szej czesci, zastosujemy najpierw metode pogladowa ko6t Eulera.
Nie bedzie ona jeszcze stanowita samego dowodu, ale naprowadzi
nas nan.

Przestanki nasze, na takim rysunku, wyrazg sie tern, iz kota,
przedstawiajgce 5 i /< majg sie przecina¢ z kotem, przedstawiaja-
cem termin Sredni M. Jezeli tedy terminy giéwne sie zlewaja, t. j.
wyobraza je jedno i tosamo koto, przecinajace sie oczywiscie z JZ,
to przestanki sa spetnione, a miedzy tymi terminami zachodzi zwigzek

SaP
Niema zatem ani SEP ani SOP (zob. fig. 3).
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To samo mozemy S$cisle wyrazi¢, jak nastepuje. Niech mate
litery oznaczajg rozigczne, t. j. wzajemnie sie wykluczajgce klasy.
Jezeli tedy (S) skiada sie z (a) i (c) i (P) tak samo, (M) za$ skiada
sie z (a) i (b). to obie przestanki sg spetnione, pomiedzy za$ '5i P
zachodzi zwigzek a. a wiec ani E ani O.

Rownie tatwo wykazaé, ze z rozwazanych przestanek nie wy-
nika zaden wniosek twierdzacy. W rzeczy samej, zwracajgc sie
znowuz do két Eulera, wyobrazi¢ sobie mozemy sytuacje, w ktorej
wprawdzie kota S i P przecinajg koto M, ale nie majg punktéw
wspoélnych. Przestanki znowuz sg sprawdzone, ale mamy

SeP,

st wiec ani SAP ani SIP.

To samo mozemy Scisle wyrazi¢ jak nastepuje. Niech, przy
zachowaniu poprzedniej umowy, dotyczacej oznaczen, klasa (S) skiada
sie z elementéw klas, (@) i (¢), P) — z (b) i (d). (M) zaS§—z (a)
i (b). Przestanki znowuz sg spetnione a pomiedzy S i P zachodzi
zwigzek ¢, wiec ani A ani 1. (Schemat ten jest wprawdzie nieco
prostszy, niz ten, ktoryby odpowiadat naszym poprzednim rozwa-
zaniom na kotach Eulera, gdyz na fig. 4. s3 M, ktére nie sg ani S,
ani P, tego rodzaju réznice sg jednak zupetnie nieistotne).

Lemat | udowodnionym jest w zupetnosci; przechodzimy
wiec do nastepnego.

Lemat Il. — Dwie przestanki ¢ wniosku nie daja.

Z tych samych powodoéw co przy lemacie I, figur nie potrze-
bujemy rozréznia¢. Podobnie tez. jak w dowodzie lematu I, chce-
my najpierw obali¢ wniosek przeczacy. Wyrazajac sie pogladowo,
mozemy powiedzie¢, ze przestanki oznaczaja, iz kota wyobraza-
jace S i P nie majga mie¢ punktéw wspolnych z kotem, wyobra-
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zajgcem M'l miedzy sobag jednak mogg by¢ nawet identyczne. Ma-
my wowczas:
SaP,

a wiec ani SEP ani SOP.

Mozna tez tak powiedzie¢: Niech (S) i (P) beda identyczne
z (@), M za§ — z (b)\ przestanki tedy sa spetnione a miedzy Si P
zachodzi stosunek a a wiec ani E ani O.

Aby druga czes¢ naszego lematu uzasadnic¢, wystarczy zauwa-
zy¢, ze przestanki dopuszczajg przypadek, w ktorymby zadne dwa
z kot, wyobrazajacych N, P, Af, nie miaty punktéw wspodlnych.
Bedzie tedy

SeP,

a wiec ani SAP ani SIP.

Innemi stowy: Niech (S) bedzie identyczne z klasg (a), (P) z (b)y
(M) z (c). I w tym przypadku przestanki sg sprawdzone, ale po-
miedzy S i P zachodzi stosunek ¢, a wiec ani A ani 1.

Lemat Il udowodnionym jest w zupetnosci, przechodzimy wiec,
do nastepnego:

Lemat Il1l. — Dwie przestanki, z ktérych wieksza jest d,
a mniejsza — ¢ wniosku nie daja.

I tutaj figur rozréznia¢ nie potrzebujemy; mdwigc obrazowo,
przestanki na tem polegaja, iz koto P ma sie przecina¢ z kotem A/,
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S za$ nie ma mie¢ z niem nic wspdlnego. Mozliwym jest tedy wy-
padek, w ktorym koto $ znajduje sie w catosci w tej czesci kota P,
ktéra lezy poza obrebem kota M. Mamy tedy

S P,
a wiec ani SEP ani SOP.

Jezeli natomiast, co réwniez dopuszczajg przestanki, 8 lezy catkowicie
w tej czesci ptaszczyzny, ktdra sie znajduje poza M i p6za P, to mamy

SeP,
a wiec ani SAP ani SOP.

Dowdd wihasciwy lematu 111, przedstawia sie wiec jak naste-
puje. Przestanki nie wykluczajg ani przypadku, w ktérymby (S)
sktadato sie z osobnikéw klasy (@), (P) — z (@) i (b), za (M) —
z (b) i (c), ani tez przypadku, w ktérymby .(S) sktadato sie z oso-
bnikéw klasy (a), (P) z (b) i (c), (M) zas — z (c) i (d). Ale w pierw
szym wypadku zachodzi SBP, a wiec aui SEP ani SOP, w dru-
gim za§ — SeP. a wiec ani SAP ani SIP. Wniosku zatem isto-
tnie niema.

Opierajac sie na powyzszych lematach, mozemy z tatwoscig
uzasadni¢ prawidito przestanek szczegétowych. W rzeczy samej, wez-
my je w postaci pierwszej. Stosujgc ceche niewaznosci trybdéw, za-
uwazamy, iz zdanie szczeg6towe dopuszcza zawsze relacje 6 pomie-
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dzy podmiotem a orzeczeniem, wobec czego mozemy w naszym
przypadku zastgpi¢ przestanki przez przestanki typu J, ktére jednak,
w mys$l lematu I., wniosku nie daja. Prawidto I. jest w ten sposob
uzasadnione.

Dowod prawidta przestanek przeczacych rézni sie od powyz-
szego tylko tern, ze przestanki zastepujemy przestankami, nie 0.
a g i stosujemy lemat Il., a nie I

Ciekawg jest rzeczg rozejrze¢ sie po literaturze logiki i zo-
baczy¢ co o tych dwoch prawidtach piszg najwybitniejsi logicy.
Juz Boecjusz wyraza watpliwosci odnosnie do prawidta przestanek
przeczacych, przytaczajgc poprawne rozumowanie, znalezione u Pla-
tona, w ktérem wniosek wycigga sie z dwodch przestanek przecza-
cych. Caly szereg logikbw ma tego rodzaju watpliwosci. Jevons,
jeden z najgtebszych logikéw, podaje réwniez przyktad, majacy
obala¢ prawidto przestanek przeczacych i dodaje, ze nie zna spo-
sobu objasnienia tego. Tryb, o ktdéry mu chodzi, ma posta¢ naste-
pujacy:

XH)A>
zEX
zEy
Sigwart §, przytaczajgc ten sam tryb w postaci:
(—IHEP

SEM

SEP
zauwaza stusznie, iz ,wniosek jest niewatpliwie poprawny; ale bte-
dem jest, jakoby on wynikat z dwoch przeczacych przestanek w sen-
sie Arystotelesa, gdyz zdanie: to, co nie jest Jf, nie jest P, jest
tylko formalnie (dem Ausdruck nach) przeczacem, w rzeczywistosci
za$ jest réwnoznacznem ze zdaniem: kazde P jest M..u Doda¢ na-
lezy, iz w powyzszym trybie przestanki nie sg wyrazone w tej
formie, jakiej wymaga syllogistyka (niema terminu S$redniego!);
skoro za$ zastgpimy przestanke wieksza przez rownowaznag jej
przestanke

PA M,
to uzyskamy uklad przestanek trybu Camestres, dajacy istotnie
wniosek

SEP,

¢) Logik, Bd. 1, wydanie z 1889 r., etr. 456, odsyfacz.
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ale to nie jest bynajmniej sprzecznem z prawidtem przestanek prze-
czacych.

Bieganski ¥, zacytowawszy ustepy i z pism Jevonsa i Sigwarta,
mowi: ,Sigwart uznaje jego (t. j. powyzszego syllogizmu) prawi-
dtowag budowe, ale powiada, ze przestanka wieksza jest w nim tylko
pozornie przeczaca i wiasciwie wyraza mysl, ze wszystkie M sg P.
Gdyby nawet tak byto, gdybysmy przestanke ,wszystko, co nie
jest M, nie jest PU zamienili na przestanke twierdzacg ,wszystkie
M sg Pa, to i wtedy wniosek ,S nie jest Pu nie datby sie uza-
sadni¢, gdyz syllogizm ma forme figury pierwszej, w ktérej tryb
AE nalezy do niewnioskujacych. Wyjasnienie wigc Sigwarta nie
da sie w danym przypadku utrzymacid. Biad Bieganskiego polega
na tern, ze, przytaczajagc Sigwarta, bierze przestanke MAP zamiast
PAM nic dziwnego, iz wéwczas wniosek nie wychodzi!

Bolzano takze, ten biegly i gteboki logik, tknietym byt nieco
krytyka klasycznej syllogistyki; widac, ze odnosit sie do niej z nie-
ufnoscia. Przeciwko temu samemu prawidtu przestanek przeczacych
podaje on, jako argument, przyktad nastepujacego syllogizmu:

MEP
ME S

SHI{-P}
I ten przykitad tatwo objasni¢. W rzeczy samej, obrociwszy prze-
stanke mniejszg, otrzymamy

MA(-S).
Bedziemy woéwczas mieli przestanki trybu Felapton figury 111

Z wnioskiem:
(C_S)OPczyli (—9S)I1(—P).

Whniosek jest wiec niewatpliwie stusznym, ale nie jest to taki wnio-
sek, o jaki chodzi, dotyczy on bowiem zwigzku pomiedzy (— S)
a (—P), nie za$ pomiedzy S i P, t j. nie ma postaci:

SHP,

gdzie H jest A, E, 1 lub O.
Dziwi¢ sie tylko mozna, iz tylu wybitnych i powaznych lo-
gikdw, tak powierzchownie traktuje te rzeczy!

*) Teorja logiki, str. 352 i 353.
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Powracamy teraz do sprawy obalenia trybow niewaznych. Po
uzasadnieniu pierwszych dwoch prawidet syllogizmu, mamy przed
sobg dwie drogi. Pierwsza polega na uzasadnieniu jeszcze jednego
twierdzenia, obalajgcego pewien tryb we wszystkich figurach, a na-
stepnie na obaleniu kazdego z pozostajagcych trybow niewaznych
zosobna, przez zastosowanie cechy niewaznosci trybéw. Droga ta
jest wprawdzie kroétsza, ale mato zajmujgca, wiec naszkicujemy
ja tylko.

Uzasadniamy najpierw twierdzenie nastepujace: Tryb, w kto-
rym przestanka wieksza jest postaci /. mniejsza za§ — E, jest nie-
wazny. Twierdzenie to, przez zastgpienie przestanki 1 przez 0, zas
E — przez g sprowadza sie do udowodnionego juz przez nas le-
matu I1l. Na podstawie dwoéch pierwszych prawidet syllogizmu,
tudziez powyzszego twierdzenia odrzuci¢ mozemy juz te wszystkie
tryby, ktére w zadnej figurze wniosku nie daja. Istotnie, zwracajac
sie do tablicy, zestawiajacej wszystkie mozliwe tryby w kazdej figu-
rze, mozemy z niej, jako zawsze niewazne, wykreslic tryby: EE,
EO, OE, OO0 — na podstawie prawidta drugiego; IlI, 10, Ol —
na podstawie prawidia pierwszego; 1E — na podstawie wspomnia-
nego twierdzenia. Z szesnastu odpada wiec osm kombinacvj; pozo-
staje oSm nastepujacych:

AA, AE, AL AOQ.
EA, EL

IA.

OA.

W czterech figurach daje to 32 tryby, z ktérych tylko 19 jest wa-
znych, a wiec 13 niewaznych. Do obalenia tych trybdéw wystarcza
obali¢ cztery tryby elementarne, albowiem niewazno$¢ (BB obala
fMA, (OA)], (AA)2, (A1)2, (1A)L, (ADIi, (AO)i. niewaznos¢ (Be)?
obala (AE)i, (AO}L (AE)t i (AO)Z, tryb (ya)2 obala wniosek prze-
czacy, za$ (ea)? — twierdzacy dla (OA)2 i (OA)i (wskazniki przy
nawiasach oznaczajg tutaj figury).

Szczegotowe przeprowadzenie zaznaczonego tutaj rozumowania
polecamy jako dobre ¢wiczenie; tymczasem zwracamy sie do do-
wodu dalszych prawidet syllogizmu, ktére réwniez doprowadzg do
obalenia trybdéw niewaznych. Ta metoda obalenia trybéw niewa-
znych, jakkolwiek zawilsza, odrdznia sie jednak od innych wigksza
elegancjg i nastrecza bardziej zajmujace dowody. Wyszczegolnione
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juz przez nas prawidta syllogizmu rozbi¢ mozna na trzy grupy na-
stepujace: 1. Prawidia przestanek (1. i Il.) 2. Prawidta terminéw
(111, i V) 3. Prawidta wnioskéw (V. VI. i VII.). Pierwsza grupe
juz uzasadniliSmy; przechodzimy obecnie do drugiej.

Prawidto terminu S$redniego wezmiemy w pierwszej postaci.
Jezeli Jtedy w pierwszej przestance termin M jest wziety szczego-
towo, to mozemy nazwa¢ AT te wiasnie M, o ktére tam chodzi.
Podobnie mozemy oznaczy¢ przez Mn te M, o ktére chodzi w dru-
giej przestance. Ale AP i J/” beda mogly nie mie¢ ze sobg nic
wspolnego. Nie bedzie zatem wiasciwie terminu $redniego, bo beda
cztery terminy, taki zas ukiad przestanek wniosku da¢ nie moze.
W podobny sposdb uzasadni¢ mozna prawidto terminéw gtéwnych,
n. p. w trzeciej postaci. Istotnie, jezeli P jest wziete w przestance
szczeg6towo, to mozemy oznaczy¢ przez P, te P, o ktdre tam chodzi;
0 pozostatych P nic wiasciwie nie wiemy. Wobec tego nie mozna
rozcigga¢ wniosku na wszystkie P; moznaby go rozciggna¢ tylko
na wszystkie P’

Doktadna analiza logiczna tych dwoch dowodéw bytaby je-
dnak troche trudnag. Dlatego obok nich podajemy nizej dowody,
postugujgce sie metodami analogicznemi do tych, ktérych uzywa-
liSmy do uzasadnienia pierwszych dwoch prawidet syllogizmu. Przed-
tem jednak musimy uzasadni¢ nastepujacy, prosty lemat:

Jezeli jaki$ dowolny termin, S, w zdaniu, taczagcem go z ja-
kims terminem dowolnym, P, wziety jest szczeg6towo, to zdanie to,
dopuszcza stosunek

PBS

pomiedzy tymi terminami. W rzeczy samej, tabelka zakresu pod-
miotu i orzeczenia w zdaniu orzekajagcem wskazuje odrazu, iz zda-
nie to moze by¢ tylko

PAS, PIS, SIP lub SOP.

Ale pierwsze dwa z tych zdan z definicji dopuszczajg stosunek:
PBS,
pozostate dwa za$ dopuszczaja z definicji:
SyP czyli PBS.

W ten sposéb lemat jest udowodniony.

Z lematu tego, przy uwzglednieniu cechy niewaznosci trybow
Teorja dowodu. 7
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wynika, iz dla dowodu prawidta terminu Sredniego, mozemy prze-
stanki zastapi¢ przez

PBM

SB M.
Ale taki tryb wniosku nie daje. Obrazowo mdéwigc, przestanki ozna-
czaja, iz kota, wyobrazajgce S i P lezg wewnatrz kota, wyobraza-
jacego M, moga one jednak albo sie zlewad,

albo nie mieé¢ nic wspdlnego (zob. fig. 9. i 10.). Scislej: przestanki
dopuszczajg zarowno przypadek, w ktorym (S) skiada sie z (0) i (P)
tak samo, M za$ z (a) i (b), jak tez przypadek, w ktérym (S) sktada
sie z (a), (P) z (b), (M) za$ z (a) i (b). W pierwszym przypadku mamy

SaP,

co wyklucza wniosek przeczacy, w drugim zas —

co wyklucza wniosek twierdzacy. Tym sposobem prawidto jest uza-
sadnione.

Zwracamy sie teraz do prawidta terminéw gtéwnych. Musimy
je uzasadni¢ osobno dla terminu wiekszego, osobno dla mniejszego.
Jezeli wiec termin wigkszy jest w przestance wziety szczegétowo,
to mozna przestanke wiekszg zastgpi¢ (w mysl lematu) przez:

MpBP.
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Jesli teraz przestanka mniejsza jest twierdzgca, to mozna jg zawsze
zastgpi¢ przez

SAM.
jezeli za$ jest przeczaca, to mozna jg zastgpi¢ przez

Seg M.

Otéz w pierwszym przypadku (szczegélny wypadek trybu Barbara),

mamy whniosek
SAP.

ktéory wyklucza
SOP i SEP.

W drugim przypadku wniosku niema, ale wystarczy nam wiedziec,
ze moze by¢ SAP. W rzeczy samej, obrazowo moéwigc, przestanki
wyrazajg, iz koto M znajduje sie wewnatrz kota P, koto za$ S nie

ma nic wspolnego z kotem Jf; moze ono jednak leze¢ takze we-
wnatrz kota P (zob. fig. 11). Scislej: przestanki dopuszczajg przy-
padek, w ktorym (S) sktada sie z (a). (P) skiada sie z (a) i (b),
(M) za8 — z (b). Woweczas zachodzi znowu
SBP, a wiec SAP.
co wyklucza
SOP i SEP.

Jezeli zatem tryb dopuszcza wniosek, to moze on byc¢ tylko

SAP lub S7P;

ale w takim wniosku P jest wziete szczeg6towo. Pierwsza czesé

prawidta jest wiec udowodniona.
Zwracajgc sie teraz do terminu mniejszego, zauwazmy, iz tu-

taj mozemy przestanke mniejszg zastgpi¢ przez

M B S.
7*
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Wieksza, jesli jest twierdzaca, to dopuszcza
Ma P,
a jesli jest przeczaca, to dopuszcza
MeP.
W pierwszym wypadku M jest tern samem co P, a wiec jest
PBS czyli 5yP\

co wyklucza wniosek ogolny. W drugim przypadku wniosku niema.
ale nam wystarczy wiedzie¢, ze moze byc¢

SyP.

W rzeczy samej, przestanki nasze wyrazajg, mowigc obrazowo, iz
koto, wyobrazajagce M lezy wewnatrz kota S i niema nic wspdlnego
z kotem P. Ale to nie wyklucza tego, by koto P lezato takze we-

wnatrz kota S. Sci$lej. przestanki dopuszczaja kombinacje naste-
pujaca: (S) sktada sie z (@) i (6), (P) —z (i), (M) za$ z (a). WoOw-
czas jest wiasnie

SyP.

Jezeli zatem tryb dopuszcza wniosek, to moze on by¢ tylko szcze-
gotowym; zatem S jest wziete we wniosku szczeg6towo. W ten spo-
sob zupetnie uzasadnionem jest prawidio 1V.

Zwracamy sie teraz do trzeciej z kolei grupy prawidet, a prze-
dewszystkiem do pierwszego prawidia wniosku twierdzacego. Mo-
zemy je wzig¢ w pierwszej postaci. Chodzi wiec o obalenie wnio-
sku przeczacego. To mozna uskuteczni¢ przez zastosowanie cechy
niewaznosci trybow. W rzeczy samej przestanki twierdzace dopu-
szczajg zawsze relacje a pomiedzy terminami, ktére do nich wchodza.
Ze wzgledu na odwracalnos¢ tej relacji, mozemy je napisa¢ w postaci:

MaP
SaM.
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Mamy szczegélny przypadek trybu Barbara z wnioskiem
SAP.

ktéry wyklucza, na podstawie zwiazkéw kwadratu logicznego, za-
rowno SEP, jak SOP. Tern samem prawidto jest uzasadnione.
Przechodzimy teraz do drugiego prawidfa wniosku twierdza-

cego. Udowodnimy je w trzeciej postaci. Poprzednik moéwi, iz przy-
najmniej jedna przestanka ma by¢ przeczaca, ale poniewaz dwie
przeczace wniosku nie dajg, mozemy przyja¢, iz sg one réznej ja-
kosci. W tych warunkach obalimy wniosek twierdzacy przez ceche
niewaznosci trybow. Mozemy, istotnie, zastgpi¢ przestanke twierdzaca
przez a, przeczaca za$ przez & Oznaczmy dalej przez Q ten z ter-
mindéw gtéwnych, ktéry wchodzi do przestanki twierdzgcej, R zas—
ten, ktéry wchodzi do przeczacej. Obie przestanki sg odwracalne
a porzadek, w ktérym je zestawimy, jest obojetnym; mozemy je
wiec wzigé w postaci:

MeR

QaM

Mamy tu szczegllny przypadek trybu Celarent z wnioskiem:

QER czyli REQ.
Mamy whjec
SEP,

co wyklucza wniosek twierdzacy. Prawidto VI. jest wiec uzasadnione.

Do dowodu ostatniego prawidta potrzebne sg jeszcze dwa le-
maty nastepujace: ,

Lemat A. — Jezeli dwie przestanki dajg wniosek i w tych
przestankach trzy razy termin jest wziety ogdlnie, to przestanki te
sg koniecznie A i E. Istotnie, poniewaz kazda przestanka zawiera
tylko dwa terminy, w jednej z nich oba terminy musza by¢ wziete
ogolnie; ale taka przestanka nie moze byc¢ inng jak E. Druga prze-
stanka musi wiec by¢ twierdzaca i zawiera¢ jeden termin wziety
mogdlnie. Termin ten jednakze nie moze by¢ orzeczeniem, gdyz wéw-
czas zdanie byloby przeczace; jest to zatem podmiot. Ale skoro
mpodmiot jest wziety ogodlnie, zdanie jest ogélne. Ogdlnem za$ i twier-
edzacem zarazem, moze by¢ tylko zdanie A. Tym sposobem lemat
udowodnionym jest w catosci.

Lemat B. — Jezeli dwie przestanki dajg wniosek SAP, to
tryb jest koniecznie Barbara. W rzeczy samej, zatozmy iz jakie$
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dwie przestanki dajg wniosek J; jest on zatem twierdzacy. W ta-
kim razie (drugie prawidto wniosku twierdzgcego, w pierwszej
postaci) obie przestanki sg rowniez twierdzace. Termin S jest wziety
we wniosku ogolnie; w przestance wiec takze. A poniewaz prze-
stanka jest twierdzaca — moze on tylko by¢ jej podmiotem. Prze-
stanka mniejsza jest wiec ogdlna: ze za$ jest przytem twierdzaca,
musi ona by¢
SAM.

Termin M jest wziety w tej przestance szczegdtowo; wobec tego
w przestance wiekszej jest wziety ogodlnie. Rozumujgc dalej dla tej
przestanki zupeinie podobnie, jak dla przestanki mniejszej, docho-
dzimy do wniosku, iz nie moze by¢ inng, jak tylko

MAP.

Mamy wiec rzeczywiscie przestanki trybu Barbara.

Dowdd prawidta wniosku ogoélnego jest teraz catkiem prosty.
Istotnie, wezmy je w pierwszej postaci. Jezeli tedy wniosek jest
0golny, to jest on

SAP albo SEP.

W pierwszym przypadku tryb jest Barbara (lemat B); przestanki
sg wiec rzeczywiscie obie ogélne. W drugim przypadku, oba terminy
gtowne sg wziete we wniosku ogolnie; sg wiec wziete ogdlnie takze
w przestankach. Nadto termin $redni musi by¢ choé¢ raz wzietym
ogoélnie. W przestankach zatem trzy albé cztery razy termin jest
wziety ogolnie. 'Nie moze jednak by¢ cztery razy wzietym ogolnie,
gdyz wowczas w kazdej z przestanek oba terminy bylyby wziete
ogllnie, t. j. obie przestanki bylyby E, a wiec przeczace, co jest
wykluczonem, poniewaz dajg wniosek (prawidto przestanek prze-
czacych). Wobec tego trzy razy w przestankach termin jest wziety
ogoélnie, a wiec (lemat A) przestanki te sg A i E, rzeczywiscie
ogOlne. Prawidto jest wiec uzasadnione w obu przypadkach.

UzasadniliSmy wiec w catosci prawidla ogdlne syllogizmu.
Mozemy teraz zajg¢ sie wycigganiem z nich wnioskOw. Pierwszy
z tych wnioskoéw jest nastepujacy:

Tryb, w ktorym przestanka wieksza jest /, a mniejsza E, jest
niewazny. DowodziliSmy juz tego przez zastosowanie cechy niewa-
znosci  trybéw; obecnie wyprowadzimy to z prawidet syllogizmu.
Istotnie, poniewaz jedna z przestanek jest przeczaca, wniosek mu-
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siatby by¢ przeczacym, wskutek czego termin wiekszy bytby w nim
wziety og6lnie. Powinienby zatem termin P by¢ wzietym ogo6lnie
w przestance wiekszej, ale jest to niemozliwe, poniewaz przestanka
ta jest 7, skad wyptywa, iz oba terminy sa wziete szczegétowo.
Z tego wynika, iz wniosku niema, c. b. d. o

Mozna rowniez pokazac¢, ze, jesli jedna z przestanek jest O,
a tryb jest wazny, to nalezy on do figury II. lub 1Il. Istotnie,
z prawidet VI. i VII. wynika, iz wniosek moze by¢ tylko

SOP.

Z drugiej strony, z obu prawidet przestanek wynika, ze, skoro je-
dna przestanka jest O, to druga musi by¢ A. Albo wiec przestanka
wieksza jest A, a mniejsza — O, albo naodwrét. W pierwszym
przypadku, poniewaz P jest wziete we wniosku, a wiec i w prze-
stance, ogolnie, musi termin wiekszy by¢ podmiotem wiekszej prze-
stanki. Musi ona zatem by¢:

PAM.

Termin Sredni jest tutaj wziety szczegdtowo, a wiec w przestance
mniejszej musi by¢ wziety ogélnie; poniewaz za$ ta ostatnia jest O,
musi on by¢ jej orzeczeniem. Jest tedy przestanka mniejsza

SOM.

Poznajemy przestanki trybu Baroco figury Il. W drugim przypadku
przestanka wieksza jest O. Poniewaz P jest w niej wziete ogolnie,
musi by¢ przestanka

J/OP.

Termin $redni jest tutaj wziety szczeg6towo, zatem w przestance
mniejszej jest wziety ogOlnie; a ze ta ostatnia jest A. musi on by¢
jej podmiotem. Przestanka mniejsza jest wiec

MAS.

Teraz znowu mamy przestanki trybu Bocardo figury Il11. Twierdze-
nie wiec jest wiec uzasadnione.

Dalszem zastosowaniem prawidet syllogizmu sg prawidta figur.
Oto one:

Prawidto przestanki mniejszej w figurze 1. i IlI.

Jezeli tryb figury 1. albo IlI. jest wazny, to mniejsza prze-
stanka jest twierdzaca.
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Dowod. —? Whniosek moze by¢ twierdzacy albo przeczacy.
W przypadku pierwszym, podiug drugiego prawidta wniosku twier-
dzacego w postaci 1. obydwie przestanki muszg by¢ twierdzace;
wiec | mniejsza bedzie twierdzgca. W przypadku drugim, be-
dzie we wniosku orzeczenie, P, jako w zdaniu przeczgcem, wziete
ogdlnie, wiec, na podstawie prawidta termindw gtéwnych, w postaci 1.,
musi P by¢ wzietem i w przestance wiekszej ogolnie. Ale ta prze-
stanka ma w figurach 1. i Ill. posta¢

M—P,

wiec orzeczenie jej bedzie wziete ogodlnie. To za$ znaczy, ze bedzie
ona przeczaca. Stad, na podstawie prawidla przestanek przeczacych,
w postaci 3., druga przestanka, t.j. mniejsza, musi by¢ twierdzaca,
c. b. d o

Uwaga. — Jezeli wzig¢ prawidto w postaci takiej: jesli prze-
stanka mniejsza w figurze 1. albo IIl. jest przeczaca, to tryb jest
niewazny, to mozna dlan poda¢ dowdd nastepujacy: Na podstawie
drugiego prawidta wniosku twierdzacego, w postaci 2., poniewaz
mamy przestanke przeczaca, albo wniosek nie istnieje, albo jest
przeczacy. W ostatnim przypadku, P jest w nim wziete ogolnie,
a wiec, na podstawie prawidta terminéw gtéwnych, w postaci pierw-
szej, w wiekszej przestance P musi by¢ réwniez wziete ogoélnie;
ale ona jest postaci:

M— P.

bedzie to wiec przestanka przeczaca. Bedag zatem dwie przestanki
przeczace, wiec, podtug prawidta przestanek przeczacych, w postaci
pierwszej, tryb bedzie niewazny.

Prawidto przestanki przeczacej w figurze II.

Jezeli tryb figury I1. jest wazny, to zawiera przestanke przeczaca.

Dowéd. — Dla dowodu nadamy temu twierdzeniu postac:
jezeli obie przestanki sg twierdzace, to tryb jest niewazny. Ponie-
waz termin $redni w obydwdch jest orzeczeniem, wiec w obydwdch,
jako twierdzacych, bedzie wziety szczegoétowo. Zatem, podiug pra-
widta terminu Sredniego, w postaci pierwszej, wniosku nie bedzie.

Whniosek I. — Jezeli tryb figury Il. jest wazny, to jedna
przestanka jest twierdzgca, a druga — przeczaca, czyli przestanki
sg roznej jakosci. Istotnie, na podstawie powyzszego prawidta przy-
najmniej jedna przestanka jest przeczaca. A, podtug prawidta o prze-
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siankach przeczacych, w postaci 2., przynajmniej jedna musi byc¢
twierdzaca. Jest wiec jedna twierdzaca i jedna przeczaca.

Whniosek Il. — Jezeli tryb figury Il. jest wazny, to wniosek
jest przeczacy. Istotnie, podtug powyzszego prawidia przynajmniej
jedna z przestanek jest przeczaca. Stad wynika, podiug drugiego
prawidta wniosku twierdzgcego, w postaci 3., wniosek bedzie
przeczacy.

Prawidto przestanki wiekszej w figurach 1. i Il. — Jezeli tryb
figury 1. albo II. jest wazny, to wieksza przestanka jest ogélna.

Dowdd podamy osobno dla kazdej z figur. Dla figury 1., po-
dtug prawidta przestanki mniejszej, mniejsza przestanka jest twier-
dzaca, wiec orzeczenie jej M, jest wziete szczegdtowo. Zatem, podiug
prawidta terminu $redniego, w postaci 3., w drugiej przestance, t. j.
wiekszej, Al musi by¢ wziete ogdlnie. Ale w niej jest ono podmio-
tem, wiec przestanka ta bedzie ogolna.

Dla figury Il., podtug wniosku Il., wniosek jest przeczacy,
wiec orzeczenie jego. P, jest wziete ogollnie. Zatem, na podstawie
prawidta terminéw gtéwnych, w postaci 1, P musi by¢ wziete
ogllnie takze w przestance wigkszej. Ale w niej jest podmiotem.
Bedzie'wiec ona zdaniem ogdélnem.

Prawidto przestanki mniejszej w figurze 1V. Jezeli tryb figu-
ry IV. daje wniosek twierdzacy, to mniejsza przestanka jest A.

Dowdd. — Podtug drugiego prawidta wniosku twierdzacego
w postaci 1., obydwie przestanki bedg wtedy twierdzgce. Ale w wiek-
szej, Al jest orzeczeniem, wiec, jako w twierdzacej, jest wziete szcze-
gétowo. Stad, podiug prawidta terminu S$redniego, w postaci 3., wy-
nika, iz w przestance mniejszej musi AL by¢ wzietem ogodlnie, a po-
niewaz jest w niej podmiotem, musi ona by¢ ogdlng, ze za$ jest
twierdzaca, nie moze by¢ inna, jak tylko A.

Mozemy teraz, na podstawie powyzszych twierdzen, przystgpic
do wykreslenia trybéw niewaznych. W tym celu zestawmy sobie
to, co prawidta figur dajg dla kazdej figury zosobna. A wiec:

Jezeli tryb jest wazny i nalezy do figury 1, to wieksza prze-
stanka jest ogdélna, a mniejsza jest twierdzaca.

Jezeli tryb jest wazny i nalezy do figury Il., to wieksza prze-
stanka jest ogdlna a przestanki sg réznej jakosci.
Jezeli tryb jest wazny i nalezy do figury IIl., to przestanka

mniejsza jest twierdzaca.
Jezeli tryb jest wazny i nalezy do figury IV., a wniosek jest
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twierdzacy, to przestanka mniejsza jest A. Procz tego, zastosujemy
do figury IV. twierdzenie o niewaznosci trybu IE i o trybach
zawierajacych przestanke O.
Jakiez tedy tryby wazne dopuszczajg powyzsze prawidia?
W figurze L: Przestanka wigksza musi by¢ ogdlna, zatem A
lub E. Przestanka mniejsza ma by¢ twierdzaca, wiec A lub I. Cztery
sg zatem tryby mozliwe:

AA, Al, EA, EL

W figurze Il.: Przestanka wieksza ma by¢ ogdlna, wiec A
lub E. Przestanka mniejsza musi sie od niej rézni¢ jakosScia, zatem
w pierwszym przypadku moze by¢é E lub O, w drugim A lub L
Cztery sg zatem tryby mozliwe:

AE, AQ, EA, EL

W figurze [111.: Przestanka mniejsza moze by¢ A lub /.
W pierwszym przypadku, przestanka wieksza moze by¢ jakakol-
wiek, w drugim za$, ze wzgledu na prawidio przestanek szczegoé-
towych, w postaci 3., musi by¢ ogdlna, a wiec A lub E. Sze$¢ jest
zatem trybéw mozliwych:

AA. EA, TA, OA, Al, EL

W figurze IV.: Jezeli wniosek jest twierdzacy, to przestanka
wieksza jest takze twierdzaca, a wiec A lub I, mniejsza zas$ jest A.
Jezeli wniosek jest przeczacy, to przynajmniej jedna z przestanek
jest przeczaca. Ale dwie przeczace wniosku nie dajg, wskutek czego
przestanki muszg by¢ réznej jakosci. Ale tryb nic moze zawierad
przestanki O; przestanka przeczaca moze wigc by¢ tylko E. A zatem
jedna z przestanek musi by¢ E, druga zas A lub 1. Jednakowoz
tryb 1E jest wykluczonym. Pozostajg wiec tryby:

AA, 1A EA, El, AE.

UzasadniliSmy w rozdziale VI. wnioski z 1J tryboéw, wymie-
nionych na poczatku. Odnajdujemy teraz te same tryby. Okazuje sie
mianowicie, ze jesli tryb jest .waznym, to jest jednym z tych try-
béw. Stad, przez kontrapozycje, wynika, iz pozostate tryby sg nie-
wazne. Aby wiec uzasadni¢ w zupetnosci syllogistyke; trzeba jeszcze
tylko pokazaé, ze podane przez nas wnioski dla wspomnianych
trybow sg najogdlniejsze, t. j. ewentualne inne wnioski z nich wy-
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nikaja. Moznaby to uczyni¢ przez zastosowanie cechy niewaznosci
trybow, ale zrobimy to prosciej i tatwiej, opierajac sie na prawi-
dtach syllogizmu. W tym celu, zauwazmy przedewszystkiem, ze,
jesli wniosek jest twierdzacy, to przestanki muszg byc¢ obie twier-
dzace, wykluczonym jest wiec wniosek przeczacy. Odwrotnie, jesli
wniosek jest przeczacy, to przynajmniej jedna przestanka musi by¢
przeczaca, wskutek czego wniosek twierdzacy jest wykluczonym.
Zachodzi¢ moze zatem tylko watpliwos¢, czy, obok podawanych
przez nas wnioskow niema innych wnioskéw tej samej jakosci. Ale,
jesli wniosek jest
SAP,

to zachodzi wprawdzie rowniez
SIP,

ale wynika to z samego wniosku na podstawie zwiazkéw logicznego
kwadratu; jest to t zw. ostabiona konkluzja. Jesli wniosek jest

SEP,
to, podobniez, mamy ostabiona konkluzje

SOP.
Jezeli wniosek jest

SIP,
to moznaby sie zapyta¢, czy nie zachodzi réwniez zdanie ogolne
tejze jakosci,

SAP.
PrzekonaliSmy sie jednak (lemat B), ze wniosek taki daje tylko
tryb Barbara. I w tym przypadku zatem wniosek jest jedyny.

Przejdzmy wiec do ostatniego przypadku, do przypadku, w kto-

rym wniosek jest

SOP.

Zachodzi tutaj pytanie, czy niema wniosku
SEP.

Jest to wniosek ogolny, potrzebaby zatem, aby obie przestanki byty
ogolne. Dwa tylko tryby o przestankach ogélnych dajg wniosek

SOP,
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mianowicie: tryb Felapton figury IIl. i tryb Fesapo figury IV.
W tych trybach jednakze przestanka mniejsza jest

MAS.

Termin mniejszy jest w niej wziety szczegétowo, wskutek czego
(prawidto terminéw gtéwnych) i we wniosku musi by¢ wziety szcze-
gétowo, to znaczy, ze wniosek musi by¢ szczegétowy, nie moze
wiec by¢

SEP.

Tym sposobem okazuje sie, iz tryby syllogistyki, obok wymie-
nionych przez nas wnioskéw, dajg jedynie konkluzje ostabione.
Stwierdzeniem tego, koriczymy uzasadnienie syllogistyki.



ROZDZIAL VIII.

Uzupetnienia i zastosowania logiki
Arystotelesa.

Jako uzupetnienie wyktadu syllogistyki klasycznej, podamy
tu proby jej udoskonalenia, dokonane przez Leibniz,a i R. Grass-
mann,a. Leibniz, ktory bardzo wysoko cenit syllogistyke i czesto-
kro¢ w swoich badaniach do niej powracal, zauwazyt, ze tryb, da-
jacy wniosek A, daje tem samem wniosek I, a tryb, dajgcy wniosek
E. daje tem samem wniosek O. Jezeli na tej podstawie utworzyc
osobne tryby, to sie doda do figury I. tryby: Barbari i Celaront,
do figury Il. — Cesaro i Camestros, do figury IlIl. — Calemos.
W ten sposob kazda z figur bedzie miata po sze$¢ trybéw, co sie
bardzo podobato Leibniz,owi. Te tryby dodane nie daja jednak no-
wych wnioskéw syllogistycznych, gdyz wnioski te wynikajg z kla-
sycznych przez wnioskowanie bezposrednie.

Wieksze znaczenie majg uwagi Leibniz,a, dotyczace wywodu
figur 11.—1V. z trybéw figury |I. Zaprzeczajac bowiem zdaniu Lo-
cke,go, ktory wysSmiewat t. zw. prawo tozsamosci, SAS (kazde S
jest S), Leibniz stusznie podniost, iz zdanie to, tak samo, jak kazde
inne, moze stuzy¢ za przestanke w dowodzie. Jako przyktad, przy-
toczyt on dowdd odwrdcenia przy pomocy syllogistyki. Ale klasy-
czne uzasadnienie trybow figur I1.— IV. opierato sie na tem samem od-
wrdceniu. Aby wiec unikna¢ btednego kota, musiat Leibniz poszukaé
sposobu sprowadzenia trybéw figur II. i IIl. (IV. nie byla mu po-
trzebng we wspomnianych dowodach) do figury I. bez korzystania
z odwrdécenia. Okazato sie to istotnie mozliwem, mianowicie przez
reductio ad absurdum, tak, jak to sie robi w syllogistyce klasycznej
dla tryb6éw Baroco i Bocardo. Pokazemy na jednym przykiadzie,
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jak to mozna tutaj uskuteczni¢. Wezmy wiec tryb Camestres. Chodzi

0 to, by z przestanek
PAM,

SEM,

wyprowadzi¢ wniosek
SEP.

Zat6zmy wiec, ze zachodzi
~(SEP) czyli S1P.
Dotaczajac do tego przestanke wiekszg, otrzymujemy uktad przestanek

PAM
S1P.

Jest to tryb Darii figury 1., z wnioskiem
SIM, /

ktory przeczy przestance mniejszej. Nie moze zatem by¢ S1P.
a zatem musi by¢ SEP, c¢. b. d. o
Leibniz mniemat, ze tryby figury IV. nie dadza sie sprowadzi¢

do figury 1. bez uzycia konwersji. Tak jednak nie jest, jak wyka-
zala panna Bakow z Odessy. Oto n. p. jak uzasadniamy tryb Ba-
malip. Przestanki sg:

PAM

MAS.
Chodzi o wniosek:

S1P.
Zatézmy wiec

- (SIP) czyli SEP.

Dotaczajac do tego przestanke mniejsza,
MAS,

otrzymujemy uktad przestanek trybu Celarent figury 1. z wnioskiem
MEP.

Dotaczajac do tego, z kolei, przestanke wieksza,
PAM,

otrzymujemy znowu uktad przestanek trybu Celarent figury I., jesli
uwaza¢ M za termin Sredni. Wniosek jest zatem

PPP,

co przeczy prawu tozsamosci. Musi by¢ zatem SIP.
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Posiadajac uzasadnienie trybow wszystkich figur bez pomocy
odwroécenia, mozemy przystgpi¢ do dowodzenia twierdzen o odwra-
caniu podiug Leibniza:

Odwrdcenie E. — Zatozmy

SEP;

z prawa tozsamosci mamy zawsze

PAP.
Uwazajmy, za termin $redni wspdlne orzeczenie obu przestanek;
mamy wiec przestanki trybu Cesare figury Il. z wnioskiem:
PES, c. b. d o
Odwrocenie 1. — Zatozmy
SIP;

z prawa tozsamosci mamy zawsze

SAS,
Ustawiamy teraz tryb:

SAS

SIP,

w ktérym za termin $redni przyjmujemy wspdolny podmiot obu
przestanek. Mamy wiec przestanki trybu Datisi figury I11. z wnioskiem

PIS.
Odwrdcenie A. — Zatdézmy
SAP.
Ustawiamy tedy tryb:
SAS
SAP,

uwazajac za termin S$redni wspdélny podmiot. Mamy wiec tryb
Darapti figury Ill. z wnioskiem

PIS, c. b. d o

Tak sie przedstawiajg Leibniziowskie dowody odwrécenia. Mo-
zna jednak poda¢ dowdd odwrdcenia przy pomocy wylgcznie try-
béw figury 1. przez reductio ad absurdum. Istotnie, dla dowodu
odwrécenia E, przyjmijmy

SEP.
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Jezeli teraz przypuscimy
~ (PPS), t. j. PIS,
to bedziemy mieli przestanki trybu Ferio z wnioskiem
POIl,

ktory przeczy prawu tozsamosci, PAP. Dla dowodu odwrécenia 7.
zaktadamy SIP i ~(PIS), czyli PES, i ustawiamy przestanki:

PES

SIP
trybu Ferio z wnioskiem:

SOS,

€O znowu przeczy prawu tozsamosci. Podobniez, do dowodu odwré-
cenia A, zaktadamy SAP i ~ (PIS), czyli PES. Mamy tedy tryb
Celarent;
PES
SAP
~ SES.

Alez SES znowuz przeczy prawu tozsamosci. Przyjgwszy te metode
dowodu odwrocenia, nie musiatby Leibniz zmienia¢ klasycznego
uzasadnienia trybow figur I1.—1V.

Robert Grassmann zbadat syllogistyke zapomocg logiki ma-
tematycznej i doszedt do przekonania, ze brakuje w niej oSmiu try-
béw. Nie spostrzegt jednak, ze wnioski, jakie dajg jego tryby, nie
majg zadanej postaci:

S—P,
tylko
P— S

I te wnioski zreszta mozna otrzymac¢ przy pomocy klasycznej
syllogistyki, trzeba tylko przestawi¢ przestanki. Aby wiec te tryby
otrzymadé, trzeba zbada¢, jaki wplyw wywiera na tryb przestawia-
nie przestanek. Tu nalezy zauwazy¢ przedewszystkiem, ze schematy
figur wskazuja, iz, przy takiem przeksztatceniu, tryby figury I.
przechodzag w tryby figury IV. i naodwrot, natomiast tryby figur
Il. i Ill. przechodza w tryby tych samych figur. Wobec tego, po
przestawieniu przestanek, tryb:

Barbara przechodzi w Bamalip
Celarent i » Calemes,



113

Darii przechodzi w Dimatis,

Ferio . » tryb (IE)i. niewazny,
Cesare ” » Camestres,

Camestres ” . Cesare,

Festino ,, » tryb (1IE)t, niewazny,
Baroco ,, » tryb (OA)a, niewazny,
Darapti ,, » Siebie,

Felapton N » tryb(AA)s, niewazny,
Disamis " » Datisi,

Datisi . , Disamis,

Bocardo B » tryb (AO)3, niewazny,
Ferison ,, » tryb (IE)a, niewazny,
Bamalip N » Barbara.

Calemes ,, » Celarent,

Dimatis . , Darii,

Fesapo N » tryb (AE)], niewazny.
Fresison . » tryb (IE)I, niewazny.

I oto, ujawnity sie tryby Grassmanowskie! Sg to zatem tryby
nastepujace:

W figurze I: IE, AE,

W figurze I1I: IE, GA,

W figurzelll: IE, AE. AO,
W figurze IV: IE.

Wszystkie te tryby dajg wniosek: POS. Jest to wniosek wzgle-
dem P. B. Grassmann jednakze uwazal to za wniosek wzgledem N
i dlatego uznawat za konieczne dodanie powyzszych o$miu trybow
do klasycznych dziewietnastu. Ale widzimy, iz jest to zbytecznem,
bo dostajemy wnioski tych trybOw, przez poszukiwanie wniosku
wzgledem P zapomocg klasycznej syllogistyki.

PoznaliSmy syllogistyke Arystotelesa. WidzieliSmy takze, iz
proby jej uzupetnienia nie doprowadzity do znaczacego rezultatu.
Teraz z kolei, nalezy przejs¢ do znaczenia, jakie ona posiada. Zna-
czenie to rozpatrzymy z dwojakiego punktu widzenia: teorji i prak-
tyki. To znaczy, iz z poczatku bedziemy wychodzili z zatozenia,
ze rozumowanie odbywa sie w formie syllogistycznej, a potem zba-
damy. czy to przypuszczenie odpowiada rzeczywistosci.

Teorja dowodu. ®
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Wartos¢ prawidet syllogistycznych polega na tem, ze wycho-
dzac z przestanek prawdziwych, przychodzimy zawsze do wnioskéw
prawdziwych. Ale trzeba dobrze sobie uprzytomni¢, iz ten zwigzek
nie daje sie odwrdcic, t. j., jezeli do przestanek, o ktérych nie wiemy,
czy sg prawdziwe, czy nie—stosujemy prawidta syllogistyczne i otrzy-
mujemy wniosek prawdziwy, to nie znaczy to bynajmniej, aby
przestanki byty prawdziwe. Moze sie witasnie okazac, ze jedna z nich,
albo obydwie, sg fatszywe. Natomiast z fatszywosci wniosku wynika
fatszywos¢ jednej lub obu przestanek — o ile wniosek zostat wy-
ciggniety prawidtowo. Wniosek magt jednak by¢ wyciggnietym nie-
prawidtowo; woéwczas on sam moze by¢ fatszywym, ale tez moze
prawdziwym. W zwigzku z tem rozrdzniajg czesto logicy prawde
formalng i prawde materjalng. Jezeli mianowicie wniosek zostat
wyciggnietym poprawnie z przestanek prawdziwych lub fatszywych,
nazywa sie formalnie prawdziwym; w przeciwnym przypadku for-
malnie fatszywym. Tak wiec, zdanie

SAP,
jest formalnie prawdziwem, jako wniosek z przestanek-:

MAP
SAM

(Barbara), niezaleznie od tego, czy sg prawdziwe, czy fatszywe.
Natomiast to samo zdanie, jako wniosek z przestanek

PAM
SAM

(Tryb (M-4)2. niewazny) jest formalnie fatszywem. Niezaleznie jednak
od tego, zdanie SAP samo w sobie, moze by¢ prawdziwem lub
falszywem: to jest materjalna prawda i fatsz. Rozréznienie formal-
nej i materjalnej prawdziwosci zdania prowadzi jednak do niepo-
rozumien i jest, naszem zdaniem, niepotrzebnem. Zdanie bowiem
musi by¢ prawdg lub fatszem; inng jest rzecza, ze ono moze wy-
nika¢ lub nie wynika¢ z drugiego zdania.

To, ze wniosek jest zdaniem (materjalnie) prawdziwem, nie
wynika z naszego wywodu. Wywdd nasz znaczy tylko to, ze, jezeli
obydwie przestanki sg prawdziwe, to i wniosek jest zdaniem praw-
dziwem. Jezeli za$ nie s obydwie przestanki prawdziwe, to waru-
nek nasz nie jest spetnionym, a zatem nie mozna twierdzié, iz
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whniosek jest zdaniem prawdziwem. Ta okoliczno$¢ jednakze nie
przeszkadza, aby zdanie, ktére otrzymaliSmy, byto prawdziwem.
Stosunki te zbadat juz Arystoteles. Wobec waznosci tych rzeczy,
objasnimy je na przyktadzie. Wystarczy rozpatrzy¢ tryb Barbara,
inne tryby dajg sie zbada¢ w ten sam sposéb. Niech wiec bedzie

SAP.
Mozemy ustawi¢ syllogizm podiug trybu Barbara:

MAP
SAM
SAP,

dobierajgc przytem rozmaicie termin Sredni, M. Jezeli za M przyj-
miemy:

jakies V1, zawarte w P. a zawierajagce w sobie S, to i prze-
stanki i wniosek, bedg sprawdzone;

jakies Mi, zawarte w P, ale nie majace nic wspoblnego z 6,
to przestanka wieksza bedzie prawdziwa, mniejsza za$ — nie, ale
pomimo to wniosek bedzie prawdziwy;

jakie$ V8, zawierajgce w sobie oba terminy gtéwne i rézne
od kazdego z nich, to przestanka mniejsza bedzie prawdziwa, a wiek-
sza fatszywa, ale wniosek bedzie prawdziwy;

jakies JA, nie majace nic wspdlnego z zadnym z terminéw
gtébwnych, to przestanki obie bedg fatszywe, ale wniosek i wtedy
bedzie prawdziwym (zob. fig. 13).

Aby mie¢ konkretny przykiad na to, coSmy wyzej powiedzieli,
uwazajmy zdanie: ,Kazdy kwadrat jest figurg ptaska”. Jak widac,
8
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role S odgrywa tu termin ,kwadrat¥, role P — ,figura ptaska;
mamy woéwczas wiasnie zdanie SAP. Za Ml mozemy przyja¢ pro-
stokat, za M2 — koto, za m» — twoOr geometryczny, za Mi — kule.
Whniosek zawsze bedzie prawdziwym, ale przestanki tylko w pierw-
szym przypadku beda prawdziwe. W ten sposob objasnia sie wnio-
skowanie z przestanek falszywych. Poznajemy wiec te zasadnicza
ceche, ktéra odréznia prawde od fatszu. Z falszu da sie wyprowa-
dzi¢ i fatsz i prawda) z prawdy zas tylko prawda wynika. Jest to
wilasnie charakterystycznem, ze do prawdy i fatsz nawet prowa-
dzi¢ moze, ale do fatszu tylko fatsz prowadzi.

Bezposredniem i, mozna powiedzie¢, pod wzgledem tatwosci
i doktadnosci idealnem zastosowaniem syllogistyki jest sprawdzanie
dowodoéw. Wychodzimy z zatozenia, iz rozumowanie sklada sie
z syllogizméw. Potrzeba wiec tylko sobie uprzytomnié, jak sie
sprawdza osobny syllogizm. Dane sg wiec przestanki i wniosek.
Liczymy najpierw przestanki i przekonywujemy sig, czy sg istotnie
w liczbie dwdoch. Nastepnie liczymy terminy: majg by¢ trzy. Jeden
z nich powtarza sie zatem dwa razy w przestankach; pozostate dwa
maja wchodzi¢ do wniosku. Mozemy tedy, zestawiajac przestanki
z wnioskiem, zobaczyé¢, jaki jest termin wiekszy, jaki mniejszy
i jaki Sredni. Na podstawie tego okreslamy, ktéra przestanka jest
wieksza a ktdra—mniejsza i nadajemy im porzadek umoéwiony, pi-
szac mniejszg pod wieksza. Rozpoznajemy stad figure i tryb. Wspo-
minajac imiona tryboéw tej figury, widzimy, czy wniosek istnieje
i, jesli istnieje, to jaki mianowicie? Nareszcie porownywamy ten
whniosek z danym wnioskiem. Jezeli wniosek dany jest ten sain,
lub wynika z niego przez podporzadkowanie, to wnioskowanie jest
prawidtowe; w przeciwnym przypadku jest btedne.

Tak wiec sprawdza sie syllogizm. A oto przykiad. Przestanki
niech beda:

(1) Zaden trojkat prostokatny nie jest figura réwnoboczna.

(2) Kazda figura foremna jest figurg réwnoboczna.

Whniosek: Zaden trojkat prostokatny nie jest figurg foremna,

Czy wnioskowanie jest poprawne ? Przestanki sg w liczbie
dwoch a terminy sg trzy: to wiec jest w porzadku. Z ksztattu
whniosku poznajemy rowniez, ze S jest ,tréjkat prostokatny#, P —
Jfigura foremnal, M — wreszcie jest ,figura réwnoboczna. Wieksza
przestanka jest (2), mniejsza (1). Trzeba wiec przestawi¢ przestanki;
piszac je schematycznie, dostajemy:
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PAM
SEM.

Jest to zatem figura Il., tryb Camestres. Wniosek przeto jest:
SEP,

a wiec istotnie: zaden trojkat prostokatny nie jest figurg foremna.
Rozumowanie byto zatem prawidiowe.
Wezmy jeszcze jeden przyktad. Niech przestanki beda:
(1) Kazda figura foremna jest réwnoboczna.
(2) Zaden trojkat prostokatny nie jest figurag foremna.
Whiosek: Zaden tréjkat prostokatny nie jest figurg réwnoboczna.
Warunki wstepne sg znowuz spetnione; S jest trojkat prosto-
katny, P — figura réwnoboczna, J/ — figura foremna. Przestanki
zatem sa:
MAP
SEM;

mamy wiec tryb (AE)1, niewazny. Zdanie rozwazane jest wiec zu-
petnie stuszne, ale z danych przestanek nie wynika.

Drugie zagadnienie, jakie rozwigzuje syllogistyka, zagadnie-
nie Scisle zreszta z powyzszemi zwiazane, jest nastepujace: Dane
$§q dwie przestanki; czy, wzglednie jaki, z nich wniosek wyptywa?
Z przestanek rozpoznajemy termin $redni M. Nie wiemy natomiast,
ktory z terminéw gtébwnych ma by¢ podmiotem, a ktéry orzecze-
niem wniosku. Jezeli to nam jest dodatkowo wskazanem, woéwczas
zagadnienie staje sie zapetnie okreslonem i postepujemy podobnie,
jak przy sprawdzaniu gotowego syllogizmu, opuszczajac jedynie
koncowe poréwnywanie z danym wnioskiem, ktoérego tu niema.
Jezeli za$ nie jest nam danem, ktéry z terminédw ma by¢ podmio-
tem wniosku, to przyjmujemy z kolei raz jeden, drugi raz drugi
z terminéw gtdwnych za podmiot i w kazdym z tych przypadkéw
postepujemy, jak wyzej.

Dla przyktadu powréémy do przestanek ostatnio sprawdza-
nego syllogizmu. Oczywiscie, jezeli przyjag¢ N i P tak, jak w tym
przyktadzie, to wniosku niema. Niech wiec teraz naodwrot, S be-
dzie ,figura rownobocznal a P— ,trojkat prostokatny¥. Trzeba tedy
przestawi¢ przestanki; uczyniwszy to, dostajemy w postaci sche-
matycznej:

PEM
MAS;



118

sg to przestanki trybu Fesapo figury IV. Whniosek jest O, t. j.: nie-
ktére figury roéwnoboczne nie sg trojkatami prostokatnemi. Skad-
ingd wiemy wiecej, ale z przestanek wynika tylko tyle. Takiem
jest drugie zastosowanie syllogistyki.

Zupetnie inny charakter ma trzecie zastosowanie syllogistyki:
poszukiwanie dowodu. Tutaj danem jest twierdzenie, ktére chcemv
otrzymac¢ jako wniosek syllogistyczny; trzeba znalez¢ przestanki
prawdziwe, z ktérychby ten wniosek wynikat. Jest to zadanie nad-
zwyczaj wazne, ale nieokreslone i bardzo trudne. Metoda rozwigzy-
wania jego zalezy od postaci zdania, ktére chcemy uzasadni¢; my
tutaj zajmiemy sie jedynie dowodami zdah ogdélnych, a wiec

SAP i SEP.

Do dowodu pierwszego z tych zdan stuzy¢ moze, jak wiemy,
tylko tryb Barbara. Przy danem S i P trzeba znalez¢ termin Sre-
dni J/, sprawdzajacy przestanki tego trybu: -

MAP
SAM.

Poszukiwanie tego terminu zawiera w sobie catg trudno$¢ poszuki-
wania dowodu. Jako wskazéwke o0g6lng do tego, mozna powiedziec¢
tylko to, ze trzeba, jak sie méwi, rozwija¢ tres¢ < t. j. wylicza¢
rozmaite wiasnosci podmiotu i rozwija¢ zakres P, t j. wylicza¢ roz-
maite pojecia, posiadajagce wihasnos¢ orzeczenia, az natrafimy w oby-
dwu tych ciggach na jeden i ten sam termin M. Bedzie to wiasnie
pozadany termin Sredni.

Niech n. p. chodzi o dowdd twierdzenia takiego: ,Kazda liczba,
ktorej cyfra jednostek jest zerem, dzieli sie przez 2u. Szukajgc
terminu $redniego, zobaczymy, iz za M moze stuzy¢ n. p. termin:
Jliczba skiadajagca sie z jednego albo sumy kilku dziesigtkow!*
wowczas tatwo nam bedzie ustawi¢ potrzebny syllogizm.

W inny sposob przedstawia sie naturalnie szukanie dowodu
zdania postaci:

SEP.
Tryboéw, dajacych taki wniosek, jest cztery: Celarent figury I, Ce-
sare i Camestres figury 1l. i Calemes figury IV. W rzeczywistosci

jednak sg miedzy nimi tylko dwa ro6zne. Istotnie, dwa pierwsze
majg te sama przestanke mniejsza, SAM, przestanka wigksza wpraw-
dzie w jednym jest MEP, a w drugim PEM, ale sg to zdania ro-
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wnowazne. Niema wiec istotnej réznicy pomiedzy trybami Celarent
i Cesare. Figura 14. uzmystawia nam powyzsze tryby zapomocg

kot Eulera i podsuwa zarazem plan dowodu, opartego na jednym
z tych trybow. Trzeba znalez¢ takie M, ktoreby zawierato w sobie
aS, a wykluczatlo P. Jest to metoda odosobnienia podmiotu. Tak
samo, jak miedzy trybami Celarent i Cesare niema istotnej réznicy,
niema jej takze pomiedzy trybami Camestres i Calemes, o0 czem
tatwo sie przekonaé, zestawiajac ich przestanki. Powyzsze dwa tryby
wyobraza fig. 15. Wida¢ zarazem, jaka metode nalezy stosowaé, by

znalez¢ dowdd oparty na jednym z tych tryb6éw. Trzeba znalezé
takie M, ktéreby zawierato w sobie P a wykluczato S. Jest to me-
toda odosobnienia orzeczenia.

Wobec braku miejsca, pominiemy metody dowodzenia zdan
I i O, bardzo liczne a majgce wzglednie mato zastosowania w ma-
tematyce.

Syllogizm jest ogniwem w dowodzie; dowdd syllogistyczny
jest wiec potaczeniem syllogizméw. Takie potaczenie syllogizmow
nazywa sie polisyllogizmem. Aby mie¢ pojecie o polisyllogizmie,
wyobrazmy sobie, iz szukamy dowodu syllogistycznego jakiego$
zdania. Wiemy juz, jak wyglada pierwszy krok takiego poszuki-
wania. Szuka sie przestanek, z ktorychby! rozwazane zdanie wynikato.
Ale zdarzy¢ sie moze, iz nie znajdujemy takich przestanek wsrod
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znanych nam twierdzen. Mozemy natrafi¢ na przestanki, z ktorych
zdanie rozwazane wynika, nie wiedzac jednak o prawdziwosci je-
dnej z nich albo obydwodch. Szukamy tedy z kolei dla nich dowodu
w podobny sposéb. W ten sposéb powstanie szerokie rozgatezienie
dowodu, ktérego schemat ogdlny jest nastepujacy:

Litera P oznacza tutaj zdanie, ktérego dowodzimy; ta sama litera,
zaopatrzona we wskazniki, wyobraza przestanki dowodu. Widocz-
nem jest prawo, podiug ktérego tworzymy te wskazniki.
Szczegblnie zajmujgce sg prostsze przypadki polisyllogizmu,
mianowicie te, w ktérych w kazdem ogniwie dowodu dang jest
jedna z przestanek, i to zawsze ta sama, a wiec stale wieksza
albo stale mniejsza. W pierwszym przypadku mamy polisyllogizm
wsteczny, czyli regresywny, w drugim za$ — polisyllogizm postepowy
czyli progresywny. Schemat polisyllogizmu postepowego jest taki:

Podobng metodg mozna przedstawi¢ polisyllogizm wsteczny w po-
staci nastepujacej:
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1
L}

Wezmy najprostszy przypadek, kiedy wszystkie syllogizmy
sa Barbara. Chodzi o dowdd zdania

: SAP. ‘
Oznaczamy terminy S$rednie, wprowadzane kolejno przez
Mi, Mi..., Mn

Polisylogizm postepowy bedzie miat postac:

Rozumowanie, jakie w obu tych przypadkach ma miejsce
uzmystawia fig. 16 Widzimy, iz przestanki dane sg te same w obu
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polisyllogizmach, tylko wykorzystywane w odwrotnym porzadku.
Mianowicie polisyllogizm postepowy posuwa sie w Kierunku zwiek-
szajacej sie tresci termindw, wsteczny — odwrotnie, t. zn., ze w pierw-
szym idziemy od P, poprzez M1, Mi,..., Mn, do 8, przyczem
wieksze przestanki wszystkie zawierajg P. w drugim za$ idziemy
od S poprzez Mn, NM~1,..., MA do P, przyczem mniejsze prze-
stanki wszystkie zawierajg 8.

Ale ogniwa polisyllogizmu nie musza by¢ wszystkie tworzone
podtug trybu Barbara. Powstaje wiec pytanie, jakich trybéw uzy-
wa¢ mozna, aby budowa¢ polisyllogizmy postepowe lub wsteczne ?
Mozliwe formy zaleza od figur, ktéremi sie postugujemy; rozstrzy-
ganie powyzszego pytania w catej ogélnosci lub dla poszczegolnych
figur jest pozytecznem c¢wiczeniem na stosowanie prawidet figur.
My tutaj podamy tylko wyniki dla pierwszej figury. A zatem: Po-
lisyllogizm postepowy moze sie skitadaé: 1) z samych trybow Bar-
bara (przypadek ten juz rozwazalismy); 2) z trybow Barbara z wy-
jatkiem ostatniego ogniwa, ktére moze by¢é Darii; 3) z samych
trybéw Celarent; 4) z trybéw Celarent z wyjatkiem ostatniego
ogniwa, ktére moze by¢ Ferio. Polisyllogizm wsteczny moze sie
sktada¢: 1) z samych trybow Barbara (przypadek ten juz rozwaza-
lismy); 2) z trybow Barbara z wyjgtkiem ostatniego ogniwa, ktére
moze by¢ Celarent; 3) z samych trybéw Darii; 4) z samych trybow
Darii, z wyjatkiem ostatniego ogniwa, ktére moze by¢ Ferio

Jest rzeczg ciekawg, ze, o ile w nauce, zwiaszcza w matema-
tyce, syllogistyka znajduje bardzo mato zastosowan, gdyz mamy
tam do czynienia prawie wytgcznie ze skomplikowanemi zdaniami
warunkowemi, ktére nie dajg sie wyrazi¢ zapomocg schematéw
Arystotelesa, a nadto, gdyby nawet mozna byto sprowadzi¢ cate
rozumowanie do syllogistyki, bylaby to rzecz tak ucigzliwa ze nie
optacataby sie; o tyle w zyciu codziennem dos¢ czesto postugujemy
sie rozumowaniem syllogistycznem, jednakze nie w postaci zupetnej,
ktérag wiasnie poznaliSmy, a w pewnych skrétach. Zazwyczaj, w po-
jedynczym syllogizmie, przytaczamy tylko jednag przestanke, mia-
nowicie te, ktéra nam sie wydaje najmniej oczywistg. Tak skrécony
syllogizm nazywa sie entymematem. Méwimy n. p.: ,Kwadrat jest
figura réwnoboczna, bo jest figurg foremnau. Jest to skrécony syl-
logizm nastepujacy:
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Kazda figura foremna jest figura réwnoboczna.
Kazdy kwadrat jest figurg foremna.

Kazdy kwadrat jest figurg réwnoboczna.

Jest to zatem tryb Barbara. Wyzej opuszczono przestanke wieksza.
Moznaby tez opusci¢ przestanke mniejsza a przytoczy¢ wieksza.
Mieliby$my tedy entymemat: ,Kazdy kwadrat jest figurg réwnobo-
czna, bo kazda figura foremna jest réwnoboczngid A oto inny przy-
ktad. Przypusémy, ze szukamy jakich$ ksigzek w szafie i po-
wiadamy: ,W tej szafie takich ksigzek niema, bo tu sg tylko
podrecznikitl. Jest to entymemat Camestres; pelne rozumowanie
wyglada tak:

Kazda ksigzka tej szafy jest podrecznikiem.

Zadna z poszukiwanych ksigzek nie jest podrecznikiem.

Zadna z poszukiwanych ksigzek nie jest ksigzka tej szafy.

W podobny sposob skraca sie polisyllogizmy. Tam przytacza sie
tylko przestanki dane, opuszczajac te, ktore dostajemy jako wnioski.
Tak powstajg tancuszniki czyli soryty. Z polisyllogizmu wstecznego
powstaje tancusznik Arystotelesa: ,Kazde S jest J/,, kazde M,

jest J,,-1 ..., kazde Afl jest P, zatem kazde <S jest Pf, z poste-
powego za$ — tancusznik Gocleniusa: ,Kazde M, jest P. kazde M
jest Jfl, ..., kazde >,jest Afn, zatem kazde S jest P

W logice klasycznej, jak juz wspominalismy, kazdy z ter-
mindéw uzywanych posiada pewien zakres, t j. zadna z klas rozwa-
zanych nie jest pusta; w przypadkach za$, kiedy rozwazamy prze-
czenia klas danych, musimy takze robi¢ zatozenie, iz zadna z klas
danych nie obejmuje catego $wiata mowy, gdyz w przeciwnym
razie, przeczenie tej klasy bytoby znowuz klasg pustg. Jest to punkt
widzenia zupetnie naturalny, jesli jest mowa o klasie jako o zbiorze
rzeczy, t j. jezeli traktujemy klase z punktu widzenia zakresu.
Jakiz to bowiem moze by¢ zbiér rzeczy, ktoérych niema? Inaczej
przedstawia sie sprawa z punktu widzenia tresci. Uwazajmy jakas
wilasnosé, t j. funkcje logiczng; tres¢ klasy, jej odpowiadajacej, jest
zupetnie okreslona. Inng zupetnie jest rzecza pytanie, czy istniejg
przedmioty, posiadajagce te wiasnos¢. Mozemy n. p. sie zapytaé
0 liczbe catkowitg, wiekszg od dwdch a mniejszg od trzech — albo
0 rzeczywisty pierwiastek réwnania:

X2~ 1==o.
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Wiadomo, ze ani jednego ani drugiego niema. Jezeli jednak wez-
mierny jakie$ zawite réwnanie, to i najbieglejszy algebraista nie
powie odrazu, czy istnieje jego pierwiastek rzeczywisty. Zachodzi
czesto potrzeba badania przedmiotu, o ktorym nie wiemy, czy w rze-
czywistosci istnieje. Jezeli chcemy wiec udowodnié, ze jakie$S row-
nanie algebraiczne pierwiastka rzeczywistego nie posiada, to musimy
go oznaczyé¢, rozwazy¢ i doprowadzi¢ do sprzecznosci. Dla potrzeby
zatem rozumowania nad rzeczg ktérej niema, wprowadzamy klase
pusta. Powtarzamy, ze, skoro klasa pusta nie ma osobnikéw, nie
ma ona i zakresu; natomiast posiada ona tres¢, tak samo, jak kazda
inna klasa.

Klasa pusta i pod innym wzgledem posiada donioste znacze-
nie. Stanowi ona bardzo dogodne uogOlnienie. Oto przykiad: Niech
(S) i (P) beda dwie klasy; mozna rozwaza¢ klase (C) zitozong ze
wspdlnych osobnikéw klas (S) i (P). Bedziemy mieli rézne twier-
dzenia o tej klasie, ale moze ona by¢ pustag. GdybySmy zatem nie
uznawali klas pustych, trzebaby ciggle robi¢ zastrzezenia niepustosci.
Pojecie klasy pustej pozwala nam zatem ujmowaé razem niektore
twierdzenia. Przekonamy sie zreszta pdzniej, jak pozyteczng i waz-
ng jest ona w logice matematycznej

Z tych powodéw, na zakonczenie wyktadu logiki Arystotelesa,
pragniemy rozstrzygna¢ pytanie, w jaki sposéb odbija sie na niej
wprowadzenie klas pustych Aby na to odpowiedzie¢, musimy prze-
dewszystkiem uzupetni¢ definicje zdan orzekajacych: A. E, /, O.
Jest to bardzo wazne pytanie, pomijane jednak — rzecz dziwna
zazwyczaj w literaturze przedmiotu. Przypominamy, iz zdania pod-
stawowe zdefinjowaliSmy na poczatku zapomoca ciggu logicznego.
Cigg logiczny za$ jest klasyfikacjg zupelng stosunkdéw, mogacych
zachodzi¢ pomiedzy dwiema klasami, w zatozeniu, iz sa one obie
inepuste. Trzeba obecnie uzupenic te klasyfikacje przez uwzglednie-
nie przypadkéw, w ktérych przynajmniej jedna z klas jest pusta.
Jezeli tedy jedna tylko z klas jest pustg, to moze to by¢ (P) lub
(£); trzeci przypadek ma miejsce jesli i (S) i (P) s puste. Przy-
padki te oznaczamy odpowiednio greckiemi literami:

£ Ya o
Klasyfikacje te zestawi¢ mozna w tabelce takiej:
14 v 0
(N)  niepuste puste puste

(P)  puste niepuste puste
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Okreslamy teraz zdania podstawowe tak, by zachowa¢ stosunek
sprzeczno$ci. Zdanie J zachowa swe dawne znaczenie, poniewaz
rozumiemy je zwykle tak: Istnieje takie S, ktOre jest P. nie moze
wiec zadna z tych klas by¢ pusta. Natomiast zdanie E musi woOw-
czas by¢ rozszerzonem na wszystkie nowe przypadki. Zdanie A.
tak, jak je zwykle rozumiemy, prawdziwem jest, jesli podmiot jest
klasg pusta; rozszerzamy je wiec na przypadki n i 6. Dla zacho-
wania wiec stosunku sprzecznosci, musimy uwaza¢ zdanie O za praw-
dziwe w przypadku . Obraz tego okreslenia zdan orzekajacych
daje nastepujgca tabelka:

A 0 A
apysSsEqcnoe
I E

Przekona¢ sie mozna, iz dla tak okreslonych zdan orzekaja-
cych upadajg wszystkie zwigzki kwadratu logicznego — procz
sprzecznosci. tatwo sie réwniez przekonaé, ze z wnioskéw przez
przeksztatcenie, conversio simplex zachowuje sie bez zmian. W rze-
czy samej, dla zdan [ zachowuje sie, poniewaz majg one to samo
znaczenie co dawniej, dla E za$, poniewaz jest to przeczenie I.
Natomiast conversio per accidens upada, poniewaz jesli S jest klasg
pusta, to prawda jest zawsze SAP. nieprawdg natomiast PIS. Mo-
zna wreszcie przekonaé sie, iz obrécenie “obversio) zachowuje sie
bez zmian.

Mozemy teraz zaja¢ sie samg syllogistyka: Ot6z Mac Coli
zauwazyt, ze zmiana polega na odpadnieciu czterech trybéw, mia-
nowicie tych, ktore zawierajg litere p, a wiec: Darapti i Felapton
figury 111, tudziez Bamalip i Fesapo figury Il. Jest to zrozumiatem,
poniewaz s one uzasadniane przez conversio per accidens. Uzasa-
dnimy najpierw waznos$¢ pozostatych trybow, nastepnie za$ obalimy
wspomniane czterv tryby. Zwracajgc sie do figury l., mianowicie
do trybu Barbara, zauwazmy, iz, jesli S jest niepuste, to i pozo-
state dwa terminy musza by¢ niepuste, gdy tylko przestanki sg
sprawdzone; mamy wiec wowczas klasyczny przypadek, w ktérym
syllogizm zawie$¢ nas nie moze. Jezeli za$§ S jest puste, to wnio-
sek jest zdaniem prawdziwem bez wzgledu na przestanki. W obu
wiec przypadkach tryb jest wazny. Podobnie tryb Celarent. Jesli
oba terminy gtéwne sg niepuste, to z przestanek wynika, iz termin
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$redni pustym by¢ nie moze; mamy wiec klasyczny przypadek.
Jesli za$ jeden lub oba terminy gtowne sg puste, to wniosek jest
zdaniem prawdziwem. W obu wiec przypadkach tryb jest wazny.
W trybie Darii przestanka mniejsza wskazuje, iz S i J/ sa niepu-
ste, ale wowczas, ze wzgledu na przestanke wiekszg, réwniez P
pustem by¢ nie moze. Tryb Darii dopuszcza zatem tylko klasyczny
przypadek. W trybie Ferio, z tych samych racji, jesli tylko prze-
stanki sg urzeczywistnione, 3 i M muszg by¢ niepuste. Wéwczas,
jesli P jest niepuste — mamy klasyczny przypadek, natomiast jesli
P jest puste a S nie, to wniosek O zachodzi bez wzgledu na prze-
stanki. Tryby figury 1. utrzymujg sie zatem w catosci. Tryby za$
pozostatych figur, précz tych czterech, ktére wymieniliSmy, spro-
wadzajg sie do nich za pomocg conversio simplex, zastosowania
stosunku sprzecznosci i reductio ad absurdum. Poniewaz te trzy
sposoby wnioskowania wazne sg i dla klas pustych, widzimy, iz
rozwazane tryby pozostajg i nadal waznemi.

Tryby, ktérych imiona zawierajg litere jp, tatwo jest obalic¢
przez zastosowanie cechy niewaznosci trybdéw. W rzeczy samej,
przestanki tych trybow sg wszystkie ogdlne, natomiast wnioski sg
szczegOtowe. Jesli zatem wszystkie terminy, jakie do nich wchodzg,
przedstawiajg klasy puste, to przestanki sg zdaniami prawdziwemi
a wniosek jest zdaniem falszywem. Mamy zatem wogoéle prawidio
takie, ze dwie przestanki og6lne wniosku szczegétowego daé nie
moga. W ten sposéb odpadajg réwniez wszystkie konkluzje osta-
bione klasycznej logiki.



ROZDZIAL IX.

Wstep do logiki matematycznej.

WspominaliSmy juz o tem, ze elementem, do ktérego mysle-
nie sprowadza sie w nauce, a przedewszystkiem w matematyce, jest
zdanie warunkowe. Z pojeciem tem mieliSmy juz do czynienia, lecz,
zanim dalej pojdziemy, musimy doktadniej je zgtebi¢. Jest rzecza
uderzajaca, iz w wiekszosci wspoétczesnych ksigzek o logice jest ono
bardzo niejasno okre$lane. Tymczasem juz stoicy, jak sie zdaje,
wnikneli dos$¢ gleboko w te rzeczy.

Aby sobie zda¢ sprawe z istoty tego pojecia, zapoznaé sie
musimy blizej z pojeciem wynikania. Jest to stosunek pomiedzy
dwiema funcjami logicznemi. Powiadamy n. p., ze pomiedzy funk-
cjami logicznemi:

X=y i 2x—2y

zachodzi zwigzek wynikania:
X—y. 3B 2x— 2y.

Arytmetycznie, jest to calkiem zrozumiate. Znaczy to, ze, jezeli do
obu tych funkcyj za x i y wstawimy jakie$ liczby, a i 6, takie,
aby zdanie, w ktoére zamieni sie funkcja po lewej stronie, byto
prawdziwem, to zdanie, w ktére sie zamieni funkcja po prawej
stronie, réwniez bedzie prawdziwem. Chodzi wiec o to, ze wyklu-
czonym jest przypadek, w ktérymby poprzednik zamienit sie w zda-
nie prawdziwe, a nastepnik w zdanie fatszywe.

Mozemy to ogolnie sformutowac, jak nastepuje: Jezeli mamy
dwie funkcje propozycjonalne, do ktérych na miejsce zmiennych
wstawiamy rozmaite terminy, zamieniajgce te funkcje w zdania, to
przy kazdem podstawieniu, zachodzi¢ musi jeden z przypadkow
nastepujacych:
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1. 1-sza funkcja zamienia sie w zdanie prawdziwe. 2-ga — w prawdziwe

2. » » XX, fatszywe, y = *
3. . ” . X X w X his — W fatszywe
4., « » » » »  prawdziwe, , —

Ot6z, jesli powiadamy, iz z pierwszej funkcji wynika druga, to od-
rzucamy ten ostatni przypadek, t j. twierdzimy, iz jest on wy-
kluczonym.

Mozemy jednak uwaza¢ stosunki nie funkcyj logicznych, a zdan.
Jezeli p i q sg dwa zdania, to mozliwe sg podobne cztery przy-
padki; przedstawia je tabelka nastepujgca:

P %
le  + +
2. — +
3 = —
4, + —

Oznaczamy tutaj, jak zwykle, znakiem  prawde, znakiem — fatsz.

Analogicznie tedy do wynikania dla funkcyj logicznych, da sie

okresli¢ wynikanie dla zdan. Powiadamy wiec, ze z np wynika ga,
PiP

jesli zachodzi jeden z przypadkéw 1., 2., 3. a wiec nie zachodzi

przypadek 4.

Wynikanie funkcyj logicznych sprowadza sie do wynikania
zdan, albowiem, twierdzac, iz z jednej funkcji logicznej wynika
druga, wyrazamy mysl, ze, jesli do tych funkcyj podstawimy jakies
terminy, zamieniajace je w zdania, to pomiedzy odpowiedniemi zda-
niami zachodzi¢ bedzie zwigzek wynikania. Wynikanie zdan jest
wiec bardziej elcmentarnem pojeciem od wynikania funkcyj. Pomi-
mo to, dla oznaczenia obu rodzajow wynikania, uzywamy tego sa-
mego Peanowskiego znaku 7). Ale nie trzeba tych poje¢ mieszaé;
Russell odréznia wynikanie materjalne — dla zdan, od wynikania
formalnego — dla funkcyj logicznych.

Wynikanie materjalne wystepuje jedynie w logistyce. Dla
tego, ktory po raz pierwszy z niem sie styka, wydaje sie ono dzi-
wacznem. Jest bowiem bardzo wielki rozdzwiek miedzy znaczeniem
wynikania w mowie potocznej a wynikaniem materjalnem. Wyni-
kanie materjalne cechuje to, ze ze zdania falszywego wynika kazde
zdanie. Prawdg jest n. p.
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Z drugiej strony, prawda wynika ze wszystkiego. Prawdg jest wiec:
2-]-3-6.MN).2-}-2=4 jak réwniez: 2xX3=6.J.2-"2 =4,

Jak widzimy, wynikanie materjalne jest zwigzkiem bardzo luznym,
t. j. obejmujacym nader wiele przypadkéw. Jest to jednak zwigzek
nadzwyczaj wazny. Stuzy on do okreslenia wynikania formalnego;
ale jest co$ bez poréwnania wazniejszego: na pojeciu tem opiera
sie cala teorja zdan czyli teorja dedukcji.

Z teorji dedukcji korzysta sie niejawnie, t. j. intuicyjnie,
w kazdym wiasciwie dowodzie; dowod zas zupelny bez niej jest
niemozliwym. Posiada ona zatem dla nas pierwszorzedne znaczenie.
Z tego powodu, jakkolwiek ostateczny jej wyktad odkiadamy na
sam koniec niemal niniejszego dzieta, musimy tutaj, aby moc sie
dalej posuwaé¢, daé o niej pewne pojecie.

Pojecia teorji dedukcji sg nastepujgce:
1. Przeczenie zdania (w symbolice Russell'a i Whitehead,a):

2. Alternatywa dwéch zdan,

ktorg dawniej zapisywano:

P2
3. Uktad dwoch zdan,

P.q
4. Wynikanie,

pPD ¢
5. ROéwnowaznosc,

==M-

Pojecia te sg bardzo subtelne i mato wyjasnione; w ,Principia ma-
thematicall pokazano, jak mozna jedne z tych poje¢ definjowaé
w zaleznosci od drugich. My sie tem narazie zajmowa¢ nie be-
dziemy. podamy jedynie warunki, w ktérych kazde z powyzszych
zdan jest prawda. Wezmy wiec najpierw pierwsze z powyzszych
poje¢, przeczenie; mamy tu do czynienia z jednem zdaniem, ktére
moze by¢ prawdg lub falszem. Dwa przypadki sg wiec mozliwe:
p jest prawda lub falszem. W obu tych przypadkach o prawdzi-
wosci lub fatszywosci zdania ~ p poucza nas ponizsza tabelka, gdzie
znowuz znak -|- wyraza prawde a — falsz:

Teorja dowodu. . 5]
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Jezeli zatem prawda jest p, to falszem jest ~p i naodwrét. Do al-
ternatywy, uktadu, wynikania i réwnowaznosci wchodza po dwa
zdania; tu wiec musimy rozroznia¢ cztery przypadki. Dla powyz-
szych poje¢ mamy tedy nastepujaca tabelke:

Tabelka tego rodzaju stuzy¢ moze do dowodu lub obalenia
kazdego twierdzenia z teorji zdan. Wystarczy zatem uwzglednic
wszystkie mozliwe przypadki odnosnie do prawdziwosci lub fatszy-
wosci poszczegblnych zdan, wchodzacych do badanego twierdzenia
i w kazdym z nich zosobna stwierdzi¢, czy to twierdzenie sie spraw-
dza. Jezeli we wszystkich przypadkach twierdzenie sie sprawdza,
to jest ono zdaniem prawdziwem; jezeli za$ cho¢ w jednym przy-
padku twierdzenie zawodzi, to jest ono zdaniem fatszywem. Na ta-
belce wyrazi sie to tern, ze w pierwszej ewentualnosci, w kolumnie,
odpowiadajgcej badanemu twierdzeniu, bedziemy mieli tylko znaki
wowczas twierdzenie \jest prawdziwem. W drugiej ewentualnosci,
w kolumnie ostatniej, t. j. odpowiadajgcej temu twierdzeniu, be-
dziemy mieli przynajmniej w jednem miejscu znak —; twierdzenie
tedy nie bedzie og6lnie prawdziwem. Prawdziwo$¢ za$ i fatszywosc
twierdzenia, ktére zazwyczaj bedzie wyrazeniem dos¢ ztozonem,
w kazdym przypadku zosobna okreslamy, opierajac sie na danych
zawartych w wyzej przytoczonej tabelce. W tabelce, utworzonej dla
zbadania prawdziwosci jakiego$ twierdzenia,bedg kolumny pomoc-
nicze, okreslajgce w kazdym wypadku zosobna prawdziwosc¢ i fal-
szywos$¢ cztonbéw, wchodzacych w skiad twierdzenia. Dla przyktadu,,
wezmy nastepujace, bardzo charakterystyczne twierdzenie:



Odnos$na tabelka bedzie nastepujgca:

Twierdzenie zatem we wszystkich przypadkach sie sprawdza. Oka-
zuje sie wiec, ze z dwéch zdan, zawsze przynajmniej jedno z dru-
giego wynika. Jest to jedna z tych zadziwiajgcych wiasnosci, ktore
posiada wynikanie materjalne.

A oto drugi przyktad. Zbadajmy twierdzenie:

Odnosna tabelka bedzie nastepujaca:

Widzimy, iz w ostatniej kolumnie nie wszedzie figuruje znak
twierdzenie jest zatem falszywe.

Oto zatem nasza metoda! Mamy wiec do czynienia z osobliwg
teorjg, istnieje w niej bowiem moznos$¢ sprawdzania kazdego twier-
dzenia sposobem zupetnie mechanicznym. Jest to zwigzane Scisle
z maszyna logiczng Jevons,a, ktérg sie pozniej zajmiemy. Same te
tabelki, ktéremi sie postugiwaliSmy, wprowadzit pierwszy E. Schro-
der, najpierw w kilkutomowym podreczniku algebry logiki, nastepnie
za$ w krotkiej broszurce, w ktérej tenze przedmiot jest zwiezle
opracowany i ktérg po S$mierci jego wydat Miiller. Dla S$cistosci
dodac trzeba, iz Schréder, zamiast uzywania znakéw -|- i —, przy-
pisywat zdaniom prawdziwym wartos¢ 1 a falszywym 0O i na tej
podstawie obliczat wartos¢ kazdego wyrazenia, ktéra zawsze wypa-
data 1 lub 0. Oczywiscie jednak, roznica ta nie jest istotng. Rzecz
ciekawa, iz Schréder prawdopodobnie — jak to sie czesto odkryw-
com zdarza — nie zdawat sobie sprawy z doniostosci swego od-

9
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krycia, gdyz tabelke swojg podaje jako jeden ze sposobéw dowo-
dzenia twierdzen, tak jednak, ze mozna jej nie zauwazyc.

Zapomocg tabelki Schrdderfa, kazdy bedzie mogt z tatwoscig
sprawdzi¢ twierdzenia nastepujace:

Pierwsze z tych twierdzen okazuje, iz réwnowazno$¢ mozna
uwaza¢ za wzajemne wynikanie dwodch zdan, drugie Russell i Whi-
tehead biorg za definicje wynikania. Trzecie stanowi t. zw. kontra-
pozycje. Czwarte twierdzenie i pigte wyrazajg znakomite prawidia
de Morgan,a o przeczeniu ukladu i alternatywy. Szoste zdanie stu-
zy¢ moze za definicje uktadu przy pomocy wynikania. Sic')qu wy-
kazuje, iz wynikanie zastgpi¢ mozna przez roéwnowaznos¢. Osme
znane jest pod nazwg twierdzenia o wniesieniu i wyniesieniu. Dzie-
wigte twierdzenie jest jednem z najwazniejszych w teorji dowodu.
Od dziesigtego poczawszy, twierdzenia nasze moéwig tylko o wyni-
kaniu; niema juz roéwnowaznosci. Z twierdzen 10. i 11. wynika, iz
wynikanie mozna mnozy¢ i dodawac stronami, jak zwykle mowig
logicy; trzeba bowiem wiedzie¢, ze uklad dwodch zdan nazywa sie
czesto ich iloczynem, a alternatywa — sumg (dlatego dawniej ozna-
czano te ostatnig znakiem p -|- q). Ostatnie twierdzenie stanowi
t. zw. syllogizm.

Powracamy obecnie do funkcyj logicznych; funkcje te ozna-
czajg logicy wiloscy literami:

it d

Mogg to by¢ funkcje niekoniecznie jednej, ale kilku zmiennych;
woéwczas wskaznik x bedzie oznaczat caty ukiad tych zmiennych.
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Jezeli za te zmienne podstawimy jakie$ okreslone wartosci, to uzy-
skamy zdania. To jest zatem sposdb otrzymywania zdan z funkcyj
logicznych. Ale sg i inne sposoby. Jezeli bowiem chcemy wyrazic,
ze, przy kazdem podstawieniu za x okreslonych wartosci, funkcja px
zamienia sie w zdanie prawdziwe, to podiug symboliki Russell'a
i Whitehead,a, piszemy

| G

sdla kazdego x zachodzi pxu., Tak n. p. mozemy napisac

X) (x==9),
»dla kazdego x zachodzi x = xa Jest to zdanie ogélne; podkre-
Slamy, zdanie, a nie funkcja. Zdanie to jest przytem prawdziwem.
Natomiast

) (tex
jest wprawdzie takze zdaniem og6lnem, ale zdaniem fatszywem.
W zdaniach tych niema juz zmiennych w $cistem tego stowa zna-
czeniu; zmienne zamienity sie w zmienne pozorne. Pojecie zmiennej
pozornej w logice jest zupetnie analogicznem do pojecia zmiennej
pozornej w matematyce.

Mozemy réwniez chcie¢ wyrazi¢ mysl, ze jakas funkcja px,

zamienia sie, przy pewnych wartosciach zmiennej, w zdanie praw-
dziwe; zapisujemy to jak nastepuje:

(P

Jstnieje x takie, ze zachodzi pxu. Jest to znowuz zdanie, zawiera-
jace zmienng pozorna. Tak n. p. z funkcji:
xi =1
utworzy¢ mozemy zdanie:
(Mear) (x2=7);
jest to zdanie prawdziwe. Natomiast fatlszywem jest zdanie:

H2) xpXx)
Niech teraz bedg dwie funkcje logiczne

Pz i 2%
jezeli napiszemy:

Pz D 9z
to bedzie to znowu funkcja, do ktérej, na miejsce zmiennej, wsta-
wia¢ mozemy rozmaite state, otrzymujac zdania, wyrazajgce wyni-
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kanie materjalne. Ale zdarzy¢ sie moze, iz wszystkie te zdania beda
prawdziwe. Mysl te, w symbolice Russell,a i Whitehead,a, zapi-
szemy jak nastepuje:

I (P« D %),

»dla kazdego z, z pz wynika gxu, jest to wynikanie formalne. Peano
zapisuje je krocej:
Pz 3« Tx:

My za$, narazie, uzyjemy jeszcze prostszej symboliki, mianowicie,
bedziemy funkcje logiczne oznaczali duzemi literami alfabetu grec-
kiego, jak

> /7, Pit d

Nie bedziemy zatem ujawniali zmiennych. Symbol zdania warun-
kowego, t. j. wynikania formalnego, bedzie nastepujacy:

SD7.

Opuszczamy tutaj znak ogolnosci, jako sam przez sie zrozumiaty.
Dla przyktadu wezmy zdanie:

X dzieli sie przez 4.M)x.x dzieli sie przez 2.

Jest to zdanie prawdziwe, jezeli bowiem zwrocimy sie do tabelki,
umieszczonej na poczatku niniejszego rozdziatu, ktora stuzy do ob-
jasnienia znaczenia wynikania formalnego, to zobaczymy, iz wyklu-
czonym jest przypadek 4-ty. Wszystkie inne przypadki sg zato
mozliwe. Istotnie, jezeli za x podstawimy liczbe 4, to otrzymamy
przypadek 1-szy, jezeli 3, to otrzymamy przypadek 2-gi, jezeli
zas§ 2 — to otrzymamy przypadek 3-ci. Zdanie natomiast:

X dzieli sie przez 3 .~)x x dzieli sie przez 2

jest fatszywem, gdyz zdarzy¢ sie moze przypadek 4-ty. Inne przy-
padki wprawdzie rowniez sg mozliwe, ale nie to jest charaktery-
stycznem; charakterystycznem jest to, ze zachodzi¢ moze 4-ty
przypadek.

Jak wiemy, zdanie warunkowe skiltada sie z dwoch czesci;
n. p. w zdaniu

S3 P

czesciami temi sg Y i /7, przyczem 3 nazywamy poprzednikiem, a []
nastepnikiem zdania warunkowego. Niekiedy tez funkcje > nazywa
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sie hypoteza a [] teza. Najciekawszg jest jednak nazwa, jakiej uzy-
wajg matematycy. Oba cztony zdania warunkowego zowig sie wa-
runkami; poprzednik jest warunkiem dostatecznym, nastepnik za$ —
koniecznym. Jezeli précz zdania

> D,
zachodzi tez zdanie odwrotne,

Mo X

to oba warunki sg konieczne i dostateczne. Wezmy n. p. zdanie
warunkowe:

X dzieli sie przez 2.y dzieli sie przez 2 . Xy dzieli sig przez 2.

Mozna to tez wyrazi¢ jak nastepuje: Podzielnos¢ (przez 2) skiadni-
kéw pociaga za sobg podzielnos¢ (przez 2) sumy. Zdanie odwrotne
nie jest prawdziwem. Podzielno$¢ sumy nie pocigga za sobg po-
dzielnosci sktadnikéw. Podzielnos¢ skitadnikow jest zatem warun-
kiem dostatecznym, ale nie koniecznym, podzielnosci sumy, podziel-
no$¢ za$ sumy jest warunkiem koniecznym, ale bynajmniej nie
dostatecznym, podzielnosci sktadnikéw. Terminologja taka, aczkol-
wiek niematematykowi nieco dziwng wydac sie moze, w praktyce
jest nadzwyczaj dogodna.

Wynikanie formalne posiada wiele wiasnosci wynikania ma-
terjalnego, ale nie posiada ich wszystkich. W teorji dedukcji n. p.
poznalismy twierdzenie nastepujace:

~(pPD¢+D+?Dp-

tatwo sprawdzi¢, ze dla wynikania formalnego niema analogicznego

twierdzenia:
~(2D[)-bD/7D3.

Istotnie, wezmy n. p. za > funkcje rx dzieli sie przez 30, a za
[T — .Xx dzieli sie przez 2u. Falszem jest tedy

a wiec prawdg jest

~(2D[D).

natomiast réwniez fatszem jest

M3>i

mamy wiec przypadek 4. naszej tabelki. Wkasnos¢, o ktéra chodzi,
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beda dopiero posiadaly zdania, ktére otrzymamy z powyzszych
funkcyj przez zastgpienie zmiennej x jakgkolwiek statg liczbg cal-
kowita. !

WspominaliSmy juz parokrotnie o odwracaniu zdan warunko-
wych; chcemy teraz nieco blizej sie tem zajg¢. Majgc tedy dwie
funkcje logiczne, > i [, mozemy z nich utworzy¢ nastepujgce
cztery zdania warunkowe:

Jak wiemy, gdy chodzito o wynikanie materjalne, zdania po-
dobne do zdan 1. i 4. byly réwnowazne; czy podobna wiasnosé
istnieje dla wynikania formalnego? Przekonamy sie, ze tak jest istot-
nie. Najpierw jednak wyjasni¢ musimy doktadniej pojecie przecze-
nia funkcji.

Niech wiec bedzie jakakolwiek funkcja logiczna, Z; istnieje
tedy funkcja logiczna, bedaca jej przeczeniem,

—=

Przy tych wartosciach zmiennych, przy ktérych pierwsza z tych
funkcyj zamienia sie w zdanie prawdziwe, druga zamienia sie w zda-
nie falszywe i naodwr6t. tatwo stwierdzié, ze jest:

~()=%,

t. j. ze te funkcje razem stajg sie prawdg i razem stajg sie fatszem.
Istotnie, zdanie, w ktére przy dowolnych wartosciach zmiennych
zamienia sie ~ > jest przeczeniem zdania, w ktdre zamienia sie >
przy tych samych wartosciach zmiennych, zdanie za$, w ktére za-
mienia sie ~ (~ Y) jest przeczeniem zdania, w ktére zamienia sie
~ 2, a wiec przeczeniem przeczenia zdania, w ktore zamienia sie >y
ale zdania te sg réwnowazne, t j. razem prawdziwe albo razem fat-
szywe. Mamy wiec, podobnie, jak dla zdan, prawo podwadjnego
przeczenia dla funkcyj.

Powracamy teraz do sprawy odwracania zdan warunkowych.
Aby tedy uzasadni¢ rownowaznos¢ zdan 1. i 4., zwrdocmy uwage
na przypadki, w ktorych powyzsze zdania sg fatlszywe. Otdz pierw-
sze z nich jest fatszywem wtedy i tylko wtedy, gdy przy pewnych
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wartosciach zmiennych, > staje sie prawda, a /7 — fatlszem; zdanie
za$ 4. jest fatlszywem wtedy i tylko wtedy, gdy, przy pewnych
wartosciach zmiennych, _ [] staje sie prawdg a — Y — falszem.
Ale sg to te same przypadki; zdania 1. i 4. s wiec razem fatszywe
i razem prawdziwe. Wobec tego mamy kontrapozycje takze dla
funkcyj logicznych:

>D/7.=. /7D —X%

Podobnie, jak zdania 1. i 4., réwnowazne sg takze zdania 2. i 3,
réznigce sie zresztg od nich tylko oznaczeniami. Tylko dwa zatem
z naszych czterech zdan sg niezalezne. Jest to rzecz bardzo wazna.
Istotnie, uktad zdan 1. i 2. wyraza réwnowazno$¢ funkcyj > i [].
Ale, ze wzgledu na powyzsze zwigzki, aby udowodni¢ te réwnowaz-
nos¢, wystarcza udowodni¢ ktérekolwiek dwa zdania niezalezne
z posrod naszych czterech. Cztery sg zatem mozliwe kombinacje:

Mamy wiec cztery metody dowodu réwnowaznosci dwoch funkceyj;
w praktyce wybieramy oczywiscie te, ktéra w danym razie jest
najdogodniejsza.

Dla przyktadu udowodnimy, iz warunkiem koniecznym i do-
statecznym parzystosci kwadratu liczby catkowitej jest parzystosé
samej tej liczby. Chodzi wiec o roéwnowaznos¢ taka:

X parzyste . ==x.x? parzyste.
Nasze cztery zdania bedg tedy nastepujgce:

1. x parzyste . . X2 parzyste,
2. X2 parzyste . ~))x. X parzyste,
3. X nieparzyste .)X.X2 nieparzyste,
4. X2 nieparzyste . > X. X nieparzyste.

Dla dowodu wybierzemy zdania 1. i 3. Zdania 1. dowodzi
sie bardzo prosto. Istotnie, niech x przybierze jakgkolwiek statg, ale
dowolng warto$¢, a; wowczas

al—a.a

Jezeli tedy a jest parzyste, to oba czynniki powyzszego iloczynu
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sg parzyste, a zatem i iloczyn jest parzysty; ale to jest wiasnie a2
Dla dowodu zdania 3., zatézmy, iz x przybratlo jakagkolwiek war-
to$¢ nieparzystg, a. Istnieje takie n, ze jest

a=2n-j-1,
gdzie n jest liczbg catkowitg. Woéweczas jest:
al = (2n D8=1InN2? 4nA-1=2@2n2+2n) 1L
Jezeli tedy przyjmiemy:
m = 2n2 -p 2n,
to m bedzie liczbg catkowitg, spetniajgca zwigzek:
al =2m |- 1-
W takim razie jednak a? jest liczbg nieparzysta, c. b. d. o
Kontrapozycja odgrywa wielkg role we wszelkiem dowodze-
niu matematycznem. Roéwniez bardzo waznem twierdzeniem jest
$cisle z nig zwigzana t. zw. kontrapozycja uogdlniona, wyrazajaca
sie wzorem nastepujgcym:

S./73.P:=:Z. P.3./7.

R6zne sg sposoby udowodnienia tego; my to uczynimy zapomocg
twierdzenia o wniesieniu i wyniesieniu dla funkcyj logicznych, ana-
logicznego do twierdzenia o tejze nazwie — w teorji dedukcji:

> NnJP-=iLJ.[I1JFP
Dla unikniecia nieporozumien, zaznaczy¢ nalezy, iz symbol
/73 P

w nastepniku prawej czesci powyzszej réwnowaznosci nie oznacza
zdania (wynikania formalnego), lecz funkcje logiczna, powstajaca,
jako wyrazenie ztozone z funkcji /7 i P. O prawdziwosci powyz-
szego twierdzenia mozna sie przekonaé, rozwazajac przypadki, w kto6-
rych obie strony réwnowaznosci sg zdaniami fatszywemi. Ot6z lewa
strona jest falszywa, jesli istnieje uklad wartosci na zmienne, przy
ktérym prawda sie staje =. /7, a wiec Y i /7, a falszem sie staje P;
prawa strona jest fatszywa jesli istnieje uklad wartosci na zmienne,
przy ktorym prawdg sie staje 2, zaS [ 3 P staje sie fatszem. Ale
/73 P staje sie falszem wtedy i tylko wtedy, gdy [] staje sie
prawdg a P — falszem; oba przypadki sg wiec te same, a zatem
rownowaznos¢ rzeczywiscie ma miejsce.
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Majac to przeksztatcenie, mozemy z tatwoscig uzasadni¢ kon-
trapozycje uogolniong. W rzeczy samej, mozemy lewg strone zastag-
pi¢ przez zdanie

rownowazne jej. Ale do nastepnika mozemy zastosowal zwykig
kontrapozycje, t. j. zastagpic

przez

otrzymamy tedy:

Ale to jest rownowazne

a wiec prawej stronie naszej réwnowaznosci, ktéra tem samem, jest
uzasadniona.

Z kontrapozycji uogoélnionej korzystamy bardzo czesto w ma-
tematyce. W ten sposéb z jednego twierdzenia mozemy nieraz
otrzymac¢ drugie, napozér rézne od niego. Jezeli n. p. pl i p2 ozna-
czaja jakies punkty, a rl i r2 — jakie$ dwie proste, to mamy
twierdzenie nastepujace: Jezeli kazdy z punktéw pl i p2 lezy na
kazdej z prostych rl i r2, a przytem punkty pl i p2 sa rézne, to
proste rl i r2 nie sg rozne. Stosujac do tego twierdzenia kontrapo-
zycje uogdlniong, otrzymujemy to samo twierdzenie w postaci na-
stepujacej: Jezeli kazdy z punktéw pl i p2 lezy na kazdej z pro-
stych rl i r2 a przytem proste rl i r2 sg rézne, to punkty pi i p?
nie sa rézne.

Kontrapozycja uog6lniona ma tez zastosowanie w syllogistyce.
KorzystaliSmy z niej juz w dowodzie syllogizmu podiug trybu Ba-
roco. ZauwazyliSmy bowiem, ze syllogizm Barbara moze by¢ przed-
stawiony w postaci zdania warunkowego:

MAP. SAM.SAP,
ale zdanie to réwnowaznem jest zdaniu takiemu:
MAP. — (SAP). 3 . — (SAM)-

od jednego do drugiego przechodzimy wiasnie przez kontrapozycje
uogdlniona. Jezeli uwzglednimy zwiagzki kwadratu logicznego, to
powyzsze zdanie przybierze postac:

MAP. SOP.3 . SOM.
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Mamy wiec tryb:
MAP
SOP

SOM.

Jest to tryb Baroco. Widzimy, iz powstaje on z trybu Barbara przez
przestawienie przestanki mniejszej z wnioskiem, przy réwnoczesnem
zaprzeczeniu obu. Ale mozemy z wnioskiem przestawi¢ przestanke
wieksza. Z trybu Barbara otrzymamy tedy tryb Bocardo:

SOP
SiM
MOP.

Kazdy moze sam wykona¢ znakomite c¢wiczenie, polegajgce
na wyszukaniu podobnych zwigzkéw dla kazdego trybu. Jezeli przy-
tem uwzglednimy Leibnizowskie tryby z ostabiong konkluzjg, to
okaze sie, iz z 24-ch trybéw waznych da sie utworzy¢ osiem tro-
jek takich, ze w kazdej z nich przechodzimy od jednego trybu do
drugiego przez kontrapozycje uogOlniona. Troéjki te sg nastepujace:

1. Barbara, Baroco, Bocardo;

Barbari, Camestros, Felapton;
Celarent, Festino, Disamis;
Celaront, Cesaro, Darapti;
Darii, Camestres. Ferison;
Ferio, Cesare, Datisi:
Bamalip, Fesapo, Calemos;
Caleme8, Dimatis, Fresison

Na tych zwigzkach w rzeczywistosci, opiera sie klasyczne-
uzasadnienie syllogizméw Baroco i Bocardo. Zauwazy¢ réwniez na-
lezy ten ciekawy fakt, ze kontrapozycja wigze kazdy tryb figury 1.

® N A WNDN

z jednym trybem figury Il. i jednym figury Ill; natomiast tryby
figury IV. fgczy ona z trybami tej samej figury Dlatego wiasnie
mogt Leibniz sprowadza¢ tryby figur I1. i Il11. do trybéw figury I,

natomiast nie umiat tego uczyni¢ dla trybow figury IV.
Przystepujemy teraz do jednego z najtrudniejszych pytan
w catej logice, mianowicie do pytania o istocie modus ponens.
Pytania tego dawniej prawie zupetnie nie poruszano; dopiero now-
sza literatura fachowa, zwiaszcza angielska obfituje w rozprawki
na ten temat. Modus ponens nalezy uwaza¢ za zastosowanie zdania
warunkowego, za spos6b wnioskowania, t. j. pewien sposob poste-
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powania, polegajacy na przejsciu od stwierdzenia jednego zdania do
stwierdzenia drugiego zapomocag zdania warunkowego. Niech be-
dzie zdanie warunkowe
>Drl-
jezeli tedy, przy pewnej wartosci zmiennych, Y staje sie zdaniem
prawdziwem, to zdanie, w jakie przemienia sie [] jest zdaniem takze
prawdziwem. Na wyciggnieciu tego ostatniego wniosku polega mo-
dus ponens. Modus ponens polega zatem na wnioskowaniu o prawdzi-
wosci nastepnika zdania warunkowego z prawdziwosci poprzednika.
Poniewaz ze zdania

23[1
~/7D~—%,

wynika

wiec z prawdziwosci — [] mozemy wnioskowac o prawdziwosci — Y
(oczywiscie, zawsze przy podstawieniu pewnych statych za zmienne,
w przeciwnym bowiem razie nie moze by¢ mowy o prawdziwosci
poprzednika lub nastepnika), innemi stowy, z fatszywosci [] mozemy
whnioskowaé¢ o fatszywosci Y. Gdy zatem mamy jakie$S zdanie wa-
runkowe, mozemy z falszywosci nastepnika wnioskowa¢ o fatszy-
wosci poprzednika. Taki sposéb wnioskowania nosi, w logice tra-
dycyjnej nazwe modus tollens

Nalezy odrdznia¢ modus ponens, ktory jest zastosowaniem wy-
nikania, od samego wynikania; jest to bardzo wazna ré6znica. An-
glicy majg na te rzeczy dwie odrebne nazwy: implication zwie sie
wynikanie, a inference jego zastosowanie.

Bardzo pospolite sg btedy w stosowaniu modus ponens. W szcze-
golnosci wnioskuje sie nieraz z prawdziwosci nastepnika o praw-
dziwosci poprzednika oraz z fatszywosci poprzednika o fatszywosci
nastepnika. Jest to naturalnie, wnioskowanie zupeinie btedne. Tak
n. p. prawda jest, ze, jesli kto§ mowi, to zyje; natomiast nie jest
prawda, ze, jesli kto$ zyje, to mdwi, Mozemy wiec z tego, ze kto$
mowi, wnioskowac, ze zyje (modus ponens), albo z tego, ze kto$
nie zyje, ze nie moéwi (modus tollens); natomiast bytby to gruby
btad, gdybysmy z tego, iz kto$ zyje, chcieli wnosi¢, ze mowi, albo
na tej podstawie, ze nie moéwi, utrzymywali, ze nie zyje. Bledy te
sg szczegotowo omoéwione w kazdym traktacie logiki.

Z wnioskowaniem przez modus ponens zwigzang jest pewna
aporja, ktéra podat Levis Carrol w zartobliwym artykule p.t ,Co
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powiedziat z6tw Achillesowi?" Opowiada autor, ze Achilles pomimo-
wszystkich argumentéw Zenona, dogonit zo6twia i dogoniwszy go,
usiadt na nim dla odpoczynku. Woweczas z6tw zadal mu nastepu-
jace pytanie: W jednem z pierwszych podan Euklidesa rozwaza sie
trojkat ABC. Powiada Euklides, ze, jezeli dwie wielkosci sg réwne
trzeciej, to sg rowne miedzy sobg. Poniewaz za$ boki AB i AC sg
rowne bokowi BC, zatem boki AB i AC sg rowne miedzy soba.
Z6hw zgadza sie wprawdzie na to, iz z réwnosci:

AB =BC i AC—BC
wynika
AB = AC,
zgadza sie nawet na to, iz zachodza rzeczywiscie réwnosci:
AB = BC i AC=BC,

ale chce wiedzie¢, na jakiej podstawie my stad wyciggamy wniosek
AB = AC.

W odpowiedzi na to, Achilles prosi zotwia o przyjecie przestanki®,
podiug ktorej rowno$¢ ta wynikataby z zatozen. Zotw przyjmuje
te przestanke, ale znowu sie zapytuje, na jakiej podstawie wycia-
gamy stad zakwestjonowany przez niego wniosek? Achilles znowu
prosi zO6twia o przyjecie odpowiedniej przestanki, ktorg tez zotw
przyjmuje. Ale zo6tw, skoro juz raz i drugi zakwestjonowal stoso-
wanie modus ponens, moze je zakwestjonowac po raz trzeci, czwarty
i t. d. Mamy wiec regressus in infinitum i dowdd jest udaremniony.

Aporja powyzsza powstaje wtedy, gdy modus ponens uwaza
sie za przestanke. Przestanka ta opiewa, ze jesli prawdziwem jest
jakie$ zdanie warunkowe i jego poprzednik, to prawdziwym jest
jego nastepnik. Ideograficznie wyraza ja wzor:

>.>SD7.D/7.

Aby na podstawie tej przestanki otrzymac wniosek /7, musielibysmy
zastosowa¢ znowu modus ponens, t. jzja samg. Potrzebng wiec be-
dzie nowa przestanka, ktorg zapiszemy w skréceniu:

2,-2,DIN-DI:
jesli przez 22 oznaczymy poprzednik ostatniej przestanki, t. j.

>.>D7.



143

Ale do zastosowania tej przestanki bedzie potrzebng jeszcze jedna
przestanka, do tej — jeszcze druga i t d. w nieskornczonos¢.

Najjasniej sie to okaze, jesli przedstawimy dowo6d w postaci
tabelki. Dowdéd bowiem T[], oparty na modus ponens, jako sposobie
whnioskowania, gdy mamy dane

> i3D7,
sktada sie z dwoch wierszy. Jesli przytem przez liczbe 1. oznaczy-
my pierwszg z tych przestanek, a przez 2. — druga, to mozna go

zapisa¢ jak nastepuje:

1)
c. b.d o
Stosujemy tu modus ponens w drugim wierszu. Jezeli go poj-
mowa¢ jako przestanke, to musimy dotgczy¢ do spisu przestanek
przestanke nastepujaca:

3 >2.2)H.J).r.
Dowdd bytby:

(e}
)
c. b d o,
ale i tu mozemy zakwestjonowac¢ ostatni krok. Trzeba wiec bedzie
dotaczy¢ nowg przestanke; ale i ona nas od tego nie uchroni. Mamy
wiec istotnie regressus in infinitum! Wzmiankowany artykut korczy
sie zapewnieniem, ze Achilles dotad zapisuje przestanki w swym
notatniku.
Te samg kwestje poruszyt juz znacznie wcze$niej Bolzano
w sposob zupetnie powazny, zastanawiajagc sie w 8§ 199 swej logiki
nad pytaniem, czy mozna modus ponens uwaza¢ za przestanke
Dla nas nie ulega watpliwosci, iz modus ponens nie mozna uwazaé
za przestanke; modus ponens musi by¢ przyjety jako sposéb wnio-
skowania.
Chcemy teraz zwrd6ci¢ uwage na zwigzek logiki zdan z logika
Arystotelesa. Niech wiec bedzie zdanie warunkowe

jezeli tedy oznaczymy odpowiednio przez 5i P terminy klas, okre-
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stonych funkcjami Y i /7, to nasze zdanie bedzie réwnowaznem
zdaniu Arystotelesowskiemu

SAP.
Moglibysmy nawet uzywac litery A zamiast znaku wynikania. Zdanie

SAI
znaczytoby to samo, co:
>SD7.

W podobny sposéb moznaby okresli¢ zdania, odpowiadajace innym
zdaniom orzekajgcym logiki Arystotelesa. Mielibysmy tedy z definicji

Na takie zdania da sie rozciggng¢ wnioskowanie syllogistycz-
ne. Przytem, jesli przyjmiemy ograniczenie, by zadna z rozwaza-
nych funkcyj nie zamieniata sie stale w zdanie fatszywe, to miec
bedziemy syllogistyke Arystotelesowska; jesli zas dopuscimy tego
rodzaju funkcje, to mie¢ bedziemy syllogistyke podobng do tej,
ktéra uwzglednia klasy puste.

Gdy mamy jaka$ ilos¢ funkcyj logicznych,

211 221 ' .? >

zachodzi¢ moga pomiedzy niemi rézne zwigzki; wezmiemy teraz
pod rozwage najprostsze dwa z pos$réd nich. Pierwszy z nich — to
wzajemne wylgczanie sig, ktore polega na tem, ze, gdy tylko jedna
z powyzszych funkcji zamienia sie w prawde, wszystkie pozostate
zamieniajg sie w falsz, a wiec:

>i-D—% i=212,_-_-n;AQi

Gdy zatem wiemy, iz jedna z powyzszych funkcyj zamienia sie
w prawde, mozemy stad wnioskowac, ze inne zamieniajg sie w falsz;
taki sposéb wnioskowania nosi nazwe modus ponendo-tollens.

Drugi stosunek mozliwy pomiedzy naszemi funkcjami — to
stosunek wyczerpywania, polegajgcy na tem, ze wszystkie te funk-
cje nie moga réwnoczesnie stawac sie falszem; stosunek taki zapi-
sujemy jak nastepuje:

SIV iV vin
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Jest to zdanie rozjemcze. Gdy zatem o wszystkich rozwazanych
funkcjach, z wyjatkiem jednej, wiemy, iz zamieniajg sie w zdania
fatszywe, mozemy stad wywnioskowacd, iz ta ostatnia wiasnie za-
mienia sie w zdanie prawdziwe. Taki sposéb wnioskowania zwie
sie modus tollendo-ponens.

Pomiedzy funkcjami:

Si? 320+ 3n

zachodzi¢ moga naraz oba zwiagzki, ktére rozwazaliSmy. Mamy wtedy
dysjunkcje. ktéra zapisywa¢ bedziemy sposobem Burali-Forti’ego:

YloZ2o...03n

Dysjunkcja, bedac potaczeniem stosunkéw: wykluczania sie i wy-
czerpywania, posiada, oczywiscie, wiasnosci obu tych stosunkdw.

W logice klasycznej i w wielu wspoétczesnych podrecznikach
rozwaza sie jedynie dysjunkcje. Niektérzy jednak logicy wydzielajg
osobno stosunki: wzajemnego wykluczania sie i wyczerpywania.
Naszem zdaniem majg oni stuszno$¢, albowiem czesto zachodzi po-
miedzy jakiemi$ funkcjami jeden z tych stosunkéw bez drugiego
rozwazania zatem tych logikéw dajg sie czesciej stosowat. W ma-
tematyce czesto spotyka sie stosunek dysjunkcji. Jesli n. p. a i b
sq dwie liczby rzeczywiste, to mamy:

a = bQar>bQa<Zb.
Najczesciej jednak spotykamy sie ze stosunkiem wyczerpywania.
Na wyczerpywaniu opartg jest ztozona forma dowodu, zwana
polileinatem. Gdy bowiem jakie$ funkcje:
515 52,1 -, 51, P 1% v 4 []n
spetniajg zwigzki:
N34, 23 172,..., 503 /M,
to mamy nastepujacy stosunek wynikania:

StvyIv..vyn3. /1 v/lv...v/

Istotnie, niech przy jakiems$ podstawieniu za zmienne zamieni sie
w prawde poprzednik tego zdania; jest tedy jakie$s Yi, ktore za-
mienia sie w prawde. Ale poniewaz

>.Drl,

Teorja dowodu.
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mamy woéweczas takze []i, a zatem

Polilemat przybiera najprostszg posta¢, ktora czesto wystepuje
w matematyce, jesli wszystkie

sg identyczne. Woweczas, jezeli zachodzg zwigzki:

to mamy:

Powracajac do naszego pierwotnego zatozenia, jesli mamy:

to mamy réwniez, przez kontrapozycje:

a zatem:

Najczesciej korzysta sie z tego zwigzku, kiedy wszystkie

sg identyczne; wowczas, jesli:

to mamy:

Oto przyktady na zastosowanie polilematu w matematyce:
W dowodzie twierdzenia, iz w kole miara kata obwodowego réwna
sie potowie miary tuku, na ktérym sie wspiera, rozrézniamy trzy
przypadki: 1° Srodek kota lezy na jednem z ramion rozwazanego
kata; 2° Srodek lezy wewnatrz tego kata; 3° Srodek lezy na ze-
wnatrz jego. W kazdym z tych przypadkéw zosobna dowodzimy
naszego. twierdzenia. W dowodzie twierdzenia o kwadracie boku
przeciwlegtego jakiemus$ katowi (w trojkacie), rozrdzniamy takze
trzy przypadki, zaleznie od tego, czy kat ten jest wiekszy, réwny,
czy mniejszy od kata prostego.

Na zakoriczenie niniejszego ustepu, uzasadnimy twierdzenie
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Hauber,a o odwracalnosci zdan warunkowych. Twierdzenie to po-
lega na tem, ze, jesli pomiedzy funkcjami:

zachodzg zwigzki

woéwczas mamy:

a zatem zwigzki 1. sg odwracalne. W rzeczy samej, przez kontra-
'pozycje otrzyma¢ mozemy zwigzki 1. w postaci takiej:

Majac udowodni¢ zwigzek

zatézmy, iz jakie$ []i zamienito sie w zdanie prawdziwe. Mamy
tedy ze wzgledu na 3.

skad, stosujac 1', otrzymujemy

Stad zas, stosujgc modus tollendo-ponens, dostajemy Yi' mamy wiec
istotnie, dla dowolnego i, wynikanie

c. b. d o

Zazwyczaj twierdzenie Haubera podaje sie w cokolwiek innej
postaci, mianowicie zaktada sie, iz miedzy funkcjami

jakotez miedzy funkcjami

zachodzi dysjunkcja, t. j.

10*
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Zdawatoby sie zatem, zeSmy twierdzenie Haubera uogolnili. Ale
tak nie jest; zatozenia nasze nie sg w rzeczywistosci ogolniejsze od
powyzszych, albowiem z zatozen 1, 2., 3. wynika:

W rzeczy samej, gdybysmy mieli

to, na mocy zatozenia 1, mielibySmy roéwniez

co przeczy zatozeniu 3.; zwigzek 4. musi zatem zachodzi¢. Zwra-
cajac sie do zdania 5. zauwazmy, ze gdybysmy mieli

to, ze wzgledu na 1, mielibySmy réwniez

co przeczy zatozeniu 2.; mamy wiec i zwigzek 5. Obie wypowiedzi
twierdzenia Haubera sg zatem réwnowazne; lepiej jest jednak tak
je formutowaé, jak mysmy to uczynili, reszta bowiem warunkow
jest niepotrzebna,

Twierdzenie Haubera daje sie czesto stosowa¢ w matematyce.
W geometrji elementarnej mamy n. p. twierdzenie nastepujace:
Jezeli litery a i b oznaczajg boki trojkata, A i B za$s — katy prze-
ciwlegte, to zachodzg zwigzki:

Twierdzenie Haubera daje nam mozno$¢ sformutowania twierdzenia
odwrotnego, ktérego osobno dowodzi¢ nie potrzebujemy:



ROZDZIAL X.

O metodach rozumowania.

Jak widzieliSmy, nauka dedukcyjna skiada sie ze zdan, po-
wigzanych ze sobg logicznie, t. j. przez wnioskowanie; w takiej
postaci poznajemy gotowg nauke. Taka nauka, dla swego uzasadnie-
nia, wymaga tylko dedukcji wszystkich twierdzen z postulatéw
i definicyj. Ale powstaje pytanie, poruszone zaledwie przez nas w |I.
rozdziale: jak sie tworzy nauke? Chodzi najpierw 0 sposéb wy-
krywania twierdzen, z ktérych nauka sie skiada. Jezeli n. p. kto-
kolwiek nam powie, iz kwadrat boku przeciwlegtego katowi pro-
stemu w tréjkacie réwna sie sumie kwadratow bokow przylegtych,
to mozemy, przez rozumowanie, przekona¢ sie, ze tak jest istotnie.
Ale w jaki sposob sami moglibySmy wpas¢ na mysl, ze zachodzi
takie twierdzenie, a przynajmniej na my$l poszukania zaleznosci
miedzy kwadratem przeciwprostokatnej a suma kwadratéw przypro-
stokgtnych ? PowiedzieliSmy, iz majgc twierdzenie, mozemy je spraw-
dzi¢; ale wiasciwie sama logika pozwala nam dopiero sprawdzic¢
gotowy dowdd, gdy jest nam danym. Ale jak znajdziemy dowdd,
gdy nam nie jest danym? Mozemy powiedzie¢, ze poszukujemy
intuicyjnie twierdzenia i kiedy nam sie zdaje, ze je znalezliSmy,
poszukujemy dowodu; kiedy za$ nam sie zdaje, iz dowodd znale-
zlismy, sprawdzamy go logicznie. Dla $cistosci nalezatoby dodac,
iz w rzeczywistosci czynnosci te nie sg doktadnie rozdzielone; owszem
tacza sie one ze sobg i przeplatajg.

Przy wynajdywaniu twierdzen nowych, samych dla siebie
(a wiec nie dla dowodu innych twierdzen), najskuteczniejsza me-
todg jest stawianie pytan o stosunku, jaki zachodzi¢ ma miedzy
danemi pojeciami albo o wyznaczaniu jakich$ wartosci na podstawie
innych (danych) wartosci. OdpowiedZz na kazde takie pytanie sta-
nowi twierdzenie. Pytania stawia¢ tatwo, ale wybra¢ z posréd nich
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takie, na ktére udaje sie znalez¢ odpowiedZ — w tem lezy trudnosc.
Szezeg6lnie teorja liczb daje tego liczne i jaskrawe przykiady.

Trzeba zauwazyé, iz przy poszukiwaniu dowodu, musimy naj-
czesciej poszukiwac twierdzen do tego potrzebnych, a przytem nie-
raz tworzy¢ nowe.

Wreszcie zastuguje na uwage, iz w tworczosci matematycznej
przewaznie chodzi o pomysty. Czy taki pomyst (wynikanie przy-
puszczalne) okazuje sie prawdziwym czy fatszywym —to jest mniej
wazne. Czesto bowiem zdarza sig, iz wystarczy doda¢ pewne uzu-
petnienie, aby pomyst dat twierdzenie prawdziwe. A nawet wtedy,
kiedy trzeba go odrzuci¢, naprowadzi¢ to moze przez analogje na
nowy, tym razem udatny pomyst. Aby jednak znalezé co$ waznego,
musimy wyprébowywaé ogromna moc takich pomystéw. Totstoj
wyznaje, ze, gdy pisat powies¢, miljony kombinacyj mozliwych brat
pod uwage, zanim ostatecznie postanawiat o losie swych bohaterdw.
I w nauce nie dzieje sie inaczej. Poincar¢ wspomina 0 czem$ po-
dobnem. Wybitni badacze tem wilasnie roéznig sie od innych, ze
posiadajg jakis szczegdlny zmyst, pozwalajacy im odrzuca¢ bardzo
szybko kombinacje nie prowadzgce do celu.

Nie istnieje logika, ktéraby stuzyta do wykrywania twierdzen
i ich dowodow. Dotychczasowe proby utworzenia takiej nauki nie
doprowadzity do pozgdanych wynikéw. Tworzenie nauki nalezy do
sfery intuicji tworczej, ktora za sprawg fantazji, stawia pytania
i przewaznie zapomocg indukcji, odgaduje odpowiedzi, kierujac sie
najczesciej analogja z teorjami znanemi. Do badania twierdzen da-
nych posiadamy pewne bardzo ogo6lne wskazéwki. Ot6z, zanim
przejdziemy do badania dowodéw zupetnych, podamy tu rzecz o tych
ogélnych metodach rozumowania.

Niektore z tych metod juz poznaliSmy; m. i. korzystaliSmy
z redukcji i widzieliSmy, jakie ustugi ona oddaje. W zwigzku z re-
dukcjg znajdujg sie pomysty, ktére rozwingt i ujgt w pewien sy-
stem znakomity matematyk francuski, Duhamel, w pieciotomowem
dziele p. t. ,Des methodes dans les sciences de raisonnementu
(O metodach w naukach rozumowych; 1865—1871). W pierwszej
czesci, ktéra stanowi wstep logiczny do powyzszego dzieta, podaje
on zarys teorji dowodu; z poczatku zajmuje sie on analizg starozyt-
nych, wykazuje jej stabe strony i dochodzi do wniosku, iz wia-
Sciwg analizg powinna by¢ redukcja. Jezeli chodzi o dowdd czego$
nalezy zaczyna¢ od tego, co mamy udowodni¢ i szuka¢ twierdzenia
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z ktéregoby to wynikato. Jezeli takiego twierdzenia nie znajdujemy,
to tworzymy przypuszczalne. Tak sie cofamy od konca do poczatku.
To jest wihasnie redukcja. Duhamel nazywa redukcje analizg a de-
dukcje — syntezg; nazwy te jednak sie nie utrzymaty.

Redukcja ma nadzwyczaj wielkie znaczenie w nauczaniu ma-
tematyki. Zapomocg tej metody mozna dokonywaé cudéw. Dzieci,
ktére nie lubig matematyki, moga sie nig bardzo zainteresowac,
jesli je nauczymy postepowaé przez redukcje. Pojecie to nalezy im
podawaé od najwczesniejszego wieku. Zaznajamia¢ je z niem moz-
na na zadaniach, pobudzajagc do myslenia przez stawianie odpowied-
nich pytan. Wiele mozna zrobi¢ przez umiejetny dobdr tych ostat-
nich. Trudnosci musi sie, oczywiscie, stopniowaé¢, dajac najpierw
zadania o dwdch ogniwach redukcji, potem o trzech i t. d. Wiele
zastosowan ma redukcja w geometrji. N. p. na poczatku stereome-
trji jest szereg bardzo prostych twierdzen, ale co twierdzenie, to
inny dowdd. Jezeli wiec kto$ nie zna dowodu, to nie wie, jak go
zaczg¢. Tymczasem zapomocg redukcji uktada sie te dowody w spo-
sob bardzo prosty.

Nakoniec zaznaczy¢ trzeba, iz redukcja jest drogg zupetnie
pewng, ale zato trudng, trudniejszg od analizy starozytnych, bo bez
zadnego poréwnania trudniej jest wyszukiwac twierdzenie podiug
whniosku, jaki ono ma da¢, niz wyszukiwaé wnioski z danego
twierdzenia.

W Elementach Euklidesa (w przypisku do ksiegi XIIl.) znajdu-
jemy nastepujace, kroétkie i niezbyt jasne okreslenie analizy i syntezy:

LJAnaliza jest to wziecie rzeczy badanej za prawdziwag,
skad przez wnioskowanie przychodzi sie do rzeczy istotnie
prawdziwej. Synteza jest wzigcie rzeczy prawdziwej, skad przez
wnioskowanie przychodzi sie do rzeczy istotnie prawdziwej“.

WspominaliSmy juz, ze analiza starozytnych powstata praw-
dopodobnie w szkole Platona. Metoda ta polega na wycigganiu
wnioskow ze zdan, o ktérych nie wiemy, czy sg prawdziwe. Wnio-
ski te moga sie okaza¢ prawdziwe lub fatszywe. W tym ostatnim
przypadku, nasz punkt wyjscia jest przez to obalonym; na tem po-
lega metoda dowodzenia twierdzen przez reductio ad absurdum,
0 ktorej nizej. Narazie zatrzymujemy sie na pierwszej alternatywie.
Jezeli tedy dochodzimy do wnioskéw prawdziwych, to bezposre-
dnio nic stad nie mozemy wywnioskowaé¢ o zdaniu, z ktérego wy-
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szliSmy. Moze ono by¢ prawdziwem, ale tez moze by¢ fatszywem.
Tak n. p. ze zdania fatszywego

7 =2,

mnozac przez zero obustronnie, dostajemy
0=0,

a wiec wniosek prawdziwy. Zdawaloby sie, ze w tym przypadku
analiza starozytnych nic nie daje. Ale tak nie jest, nawigzaliSmy
ni¢ logiczng miedzy zdaniem badanem a zdaniem prawdziwem. Mo-
zemy teraz sprobowac przeby¢ te samg droge w odwrotnym Kie-
runku. Moze sie to nie uda¢, bo dedukcja nie zawsze jest odwra-
calng. Ale, jesli rozumowanie da sie odwroci¢, to dostajemy dowdd
syntetyczny zdania badanego. C6z wiec zyskujemy? Zyskujemy
punkt wyjscia, o ktorym zgory nie mieliSmy pojecia. W tym na-
wet przypadku, kiedy rozumowanie nie daje sie odwrdéci¢, mamy
czestokro¢ juz czes¢ dowodu, bo, wywodzac nastepstwa z badanego
twierdzenia w innych kierunkach, mozemy przyj$¢ do innych zdan
prawdziwych i ze wszystkich zdan tak otrzymanych razem moze
sie da¢ wyprowadzi¢ nasze twierdzenie.

Damy teraz pare przyktadéw zastosowan analizy starozytnych.
Szukajmy wiec dowodu twierdzenia takiego. Jezeli a i b sg liczby
dodatnie, to zachodzi nier6wnosc:

Dla znalezienia dowodu, zakladamy, iz zachodzi powyzsza nieréw-
nos¢. Przez kolejne przeksztatcanie jej, otrzymamy tedy nastepu-
jace nieréwnosci:

Os¥aptnia nieréwnos$¢ jest niewatpliwie prawdziwa; rozumowanie zas
daje sie odwrdci¢. Wychodzac wiec z przestanki:

mozemy dojs¢ do zgdanego wniosku.
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Tu powstaje najwazniejsze pytanie, co kieruje naszemi kro-
kami tak. aby wychodzgc z danej nierdwnosci, dojs¢ do tej ostat-
niej, ktéra jest prawdziwg? Dokonujemy pewnych przeksztatcen,
ale ilos¢ mozliwych przeksztatcenn jest nieskorczong. Skad wiemy,
iz te przeksztatcenia, ktére zaczynamy stosowaé, doprowadzg do
celu? W danym przypadku tancuch przeksztatcen jest krotki, wiec
jest to tatwe; ale takie taricuchy bywajg przerazajaco diugie. W jaki
spos6b je znajdujemy? Tu tkwi wiasnie trudno$¢ matematyki. Do
przetamania tej trudnosci w osobnych przypadkach stuza roézne
metody (drogi) badania. W danym razie metoda jest bardzo prosta.
Sprowadzamy nieréwnos$¢ do najprostszej postaci

gdzie / oznacza funkcje catkowitg i wymierng zmiennych a i b.

Analiza starozytnych ma wielkie zastosowanie takze w roz-
wigzywaniu wszelkich réwnan i nieréwnosci. Réwnanie nalezy uwa-
za¢ za pytanie, czy istniejg wartosci na niewiadome, dla ktérych
to réwnanie sie sprawdza, i, jezeli istniejg, to jakie mianowicie.
Analiza wychodzi z zalozenia, ze takie wartosci istniejg i sg pod-
stawione na miejsce niewiadomych Jezeli tedy, przez dedukcje, do-
chodzimy do okreslonych wartosci na te niewiadome, to nie oznacza
to jeszcze wecale, aby te wartosci stanowity poszukiwane rozwigza-
nie. lIstotnie, wychodzimy z przypuszczenia, o ktérem nie wiemy,
czy jest prawdg, czy fatszem; jezeli za$ ono jest falszem, to nastep-
stwa nie majg zadnego znaczenia. Wynika wiec z naszego rozumo-
wania to tylko, ze, jezeli poszukiwane wartosci istnieja, to musza
by¢ takiemi, jak te, ktére znalezliSmy. Tylko przebiegajac droge
odwrotng, jezeli ona jest mozliwg, mozemy sie przekonaé, ze przy-
puszczenie. z ktoérego wyszliSmy, byto prawdziwem. Zamiast tego,
mozemy sie przekonac jakgkolwiek inng droga, iz otrzymane war-
tosci istotnie czynig zado$¢ zagadnieniu; albo tez mozemy uzupetnic
analize dowodem istnienia wartosci poszukiwanych Ta ostatnia
metoda ma nadzwyczaj wielkie znaczenie w matematyce.

Zasade rozwigzywania rownan objasni nam prosty przyktad.
Niech wiec chodzi o rozwigzanie réwnania:

5x + 9 = 3x + 15.

Zaktadamy tedy istnienie rozwigzania i rozwigzanie to oznaczamy
ta sama litera X. Przez przeksztatcenia otrzymujemy kolejno:
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5x — 3x =15 —9
2X =6
X =3

To znaczy, ze, jezeli istnieje X, czynigce zado$¢ rozwazanemu réw-
naniu, to ma ono warto$¢ 3. Ze ono istnieje — przekonaé sie
mozemy dopiero, wykonujac te same przeksztatcenia w odwrotnym
porzadku; zobaczymy, iz rozumowanie byto odwracalnem. Mogli-
bysmy takze przekonaé sig, iz znaleziona wartos¢ czyni zados¢ row-
naniu, przez podstawienie jej za niewiadomg w tem rdwnaniu.
Réwnanie zamienitoby sie wtedy w tozsamos$é, a wiec bytoby
sprawdzone.

Niekiedy, badajgc rdwnanie zapomocg analizy starozytnych,
zamiast dojs¢ do domniemanego rozwigzania, dochodzimy do réwno-
Sci fatszywej. Wowczas mozemy by¢ pewni, iz rozwazane réwnanie
rozwigzania nie posiada;, mamy' tego dowdd przez reductio ad absur-
dum. Zwréémy sie n. p. do réwnania:

3x -]- 5 = 3x -f- 6.
Znajdujemy

3X—3x=6 —5
tj.

Oo=7,
a wiec jawny falsz. Rozwigzanie zatem nie istnieje. Mowi sie wpraw-
dzie niekiedy, iz istnieje rozwigzanie oo (nieskoniczenie wielkie), ale
jest to tylko modus dicendi, nad ktérym nie bedziemy sie tutaj
zastanawiali.
Wezmy jeszcze przyktad réwnania:

3x 5=23x-5
Mamy tu:

3Xx —3x =5—15
tj-

0=0
I w tym przypadku niewiadoma znika na koncu, ale dostajemy
"rownos¢ prawdziwg. Rozumowanie daje sie odwrdcic a wiec kazda
warto$¢ na x czyni zado$¢ powyzszemu réwnaniu Jest to wiec
tozsamosc.
W matematyce wyzszej, mianowicie w tej jej czesci, ktora

nosi nazwe analizy matematycznej, stosuje sie bardzo czesto analize
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starozytnych w postaci poszukiwania warunkéw koniecznych, aby
zachodzit jaki$ stosunek pomiedzy pewnemi pojeciami matematycz-
nemi; nastepnie osiggniete w ten sposéb wyniki uzupetniamy
podobnie, jak przy rozwigzywaniu prostych roéwnan lub nieréwno-
§ci. Tutaj takze wielkg role odgrywaja dowody istnienia.

Dla przyktadu, wezZmy nastepujagce zagadnienie, dajgce sie
fatwo rozwigza¢ Srodkami zupetnie elementarnemi. Niech x i y beda
zmienne rzeczywiste, ktorych suma jednakze rowna sie statej do-
datniej, c. Kiedy oc i y sie zmieniajg, zmienia sie takze ich iloczyn;
czy i kiedy osigga on najwyzsza wartos¢ ? Przypusémy ze osigga
on te najwyzszg wartos¢ przy

X—ay=h.
Mamy tedy:
a-\-b = ¢

a nadto, dla kazdej wartosci na x i vy,

Nazwijmy z réznice x —y, a d —rlznice a— b. Ze zwigzkéw

mamy woOwczas:

skad:

a wiec

Podobnie jest

»

Z warunku na iloczyn ab, mamy:

a zatem:
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Zachodzi to dla kazdej pary wartosci na x iy, a wiec dla kaz-
dego z i w szczegélnosci dla

Mamy wiec
a ze

musi byc¢:
skad

t j.

wiec

Jest to warunek konieczny by a i b byly rozwigzaniem. Mozemy
sie teraz przekonaé, iz jest to warunek dostateczny. Istotnie, w ra-
zie spetnienia tego warunku, mamy:

a wiec
c. b. d o

Nie bedziemy sie zastanawiali nad zastosowaniem analizy sta-
rozytnych do rozwigzywania zadan geometrycznych na konstrukcje,
gdyz jest to pytanie (jedyne), ktore w ksigzkach zawsze jest trak-
towane z podkresleniem znaczenia analizy. Mozna znalez¢ przyktady
w doskonatej ksigzce Petersen,a o tym przedmiocie, istniejgcej takze
w przektadzie polskim, albo w dziele tegoz rodzaju Adlera, ktérego
przektad na jezyk rosyjski z doskonatym komentarzem prof. Szu-
tunowskiego ukazat sie kilkanascie lat temu.

Zastosowaniem analizy starozytnych jest ogdélna metoda dowo-
dzenia, zwana reductio ad absurdum, z ktérej zreszta juz Kilkakrot-
nie korzystaliSmy. Dowdd przez reductio ad absurdum jakiego$
twierdzenia q polega na obaleniu

przeczenia tego twierdzenia. Dokonujemy tego w ten sposob, ze,
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wyciggajac wnioski z ~ g, staramy sie dojs¢ do zaprzeczenia jakie-
go$ twierdzenia prawdziwego, p, a wiec do

Jesli to osiggniemy, bedziemy mieli dowdd, ze nie moze byé ~ q,
musi by¢ zatem

3-

Reductio ad absurdum czyli dowdd nie-wprost, ma przede-
wszystkiem dlatego wielkie znaczenie, ze mamy tutaj gotowy punkt
wyjscia, wiemy skad dowdd zacza¢. Pomimo, iz w matematyce bar-
dzo czesto postugujemy sie dowodem nie-wprost, wielu matematy-
kow i filozoféw uwaza te metode za wadliwg i gorszg od dowodu
wprost. Pochodzi to zapewne stad, ze dowdd taki opiera sie na
dysjunkcjach, przyczem #tatwo jest opuscic jedne z alternatyw; wow-
czas mamy poprostu biad. Jezeli jednak dowdd jest prowadzony
bez btedu, to jest on réwnie dobrym, jak kazdy inny. Zobaczymy
zreszta, w jaki spos6b mozna go, przez zastosowanie transpozycji,
zamieni¢ na dowo6d wprost.

Za przyktad postuzy¢ nam moze dowdd twierdzenia XX.
ksiegi IX. ,Elementow“ Euklidesa. Twierdzenie to ma tre$¢ aryt-

metyczng; trzeba bowiem wiedzie¢, ze ksiegi: VII., VIIL i IX.
jego ,Poczatkéw geometrji" zawierajg wyklad arytmetyki, ale wy-
fozonej — tak, jak to wogoble starozytni Grecy czynili — na od-

cinkach. Wspomniane twierdzenie, w ksigzkach wspodtczesnych wy-
razanem bywa w sposéb nastepujacy: 1los¢ liczb pierwszych jest
nieskonczong. Euklides jednak, zwyczajem matematykow starozyt-
nych, unika nieskoriczonosci i formutuje to twierdzenie tak: ilekol-
wiek wezmiemy liczb pierwszych, istnieje ich wiecej, niz wzielismy.

Dowdd Euklidesa zawiera reductio ad absurdum. Dowdd ten,
W o0szpeconej postaci, powtarza sie zwykle w podrecznikach aryt-
metyki. Oto jest ten dowdd: Niech bedg dane jakiekolwiek liczby
pierwsze; pokazemy, ze istnieje liczba pierwsza od nich odmienna. Niech
najmniejsza wspdlna wielokrotnoé¢ liczb danych bedzie a. Rozwazmy
liczbe a J- 1. Ta liczba jest pierwsza albo nie-pierwsza. Jezelia 1
jest pierwsza, to, jako wigksza od a, bedzie wieksza od kazdej z liczb
wzietych, a wiec rézna od nich; mamy tedy zadang liczbe. Jezeli
za$ a + 1 nie jest liczbg pierwszg, to posiada dzielnik pierwszy.
Niech b bedzie dzielnikiem pierwszym liczby a -|- 1. Twierdzimy,
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iz b jest odmiennem od kazdej z liczb danych. | tego wiasnie do-
wodzimy przez reductio ad absurdum. Przypusémy zatem, ze b
jest jedng z liczb danych. W takim razie dzieli ona wielokrotnosc a.
Ale, z zalozenia, dzieli ona a -j- 1, wiec dzieli i r6znice tych dwdch
liczb, t. j. liczbe 1. To jednak jest niemozliwe. Twierdzenie jest
zatem uzasadnione.

Twierdzenie, ktore podaje Euklides, uogélni¢ mozna jak na-
stepuje: llekolwiek wzielibysmy liczb naturalnych, istnieje liczba
pierwsza od kazdej z nich rozna. W dowodzie unikng¢ mozna dy-
lematu, ktéry u Euklidesa powstawat skutkiem tego, iz Grecy
jedynki nie uwazali za liczbe. NajwazZniejszem jest jednak to, iz,
nie zmieniajgc istotnej mys$li dowodu, unikniemy reductio ad absur-
dum. Oto nasz dowdd: Niech a bedzie iloczynem rozwazanych liczb.
Uwazajmy tedy liczbe « - 7; liczba ta posiada dzielnik pierwszy, b.
Dzielnik ten dzieli a 1 i nie dzieli jedynki, zatem nie dzieli a.
Poniewaz za$ dane liczby dzielg a, zatem (tryb Camestres) b nie
jest zadng z nich. Mamy zatem szukang liczbe i twierdzenie jest
uzasadnione.

Wida¢ w jaki sposéb unikneli$my dowodzenia nie-wprost. Oto,
Euklides powotuje sie na przestanke taka:

(a- -1) dzieli sie przez b. a dzieli sie przez b . 1 dzieli sie przez b.

My za$ twierdzenie to transponujemy i korzystamy z niego w po-
staci nastepujace;j:

(a—I) dzieli sie przez b. 1 nie dzieli sie przez b
a nie dzieli sie przez b.

Przez transpozycje, dowody nie-wprost zamieniajg sie na dowody
wprost. Reductio ad absurdum ma jednak wielkie znaczenie przy
poszukiwaniu dowodu.

Chcemy jeszcze zwr6éci¢ uwage na pewien osobliwy sposob
dowodzenia, ktory dostrzegt Saccheri, matematyk wioski, zyjacy
w XVII. wieku. Znalezienie tego wiasnie sposobu dowodzenia po-
budzito go prawdopodobnie do szukania dowodu znanego postulatu
Euklidesa o linjach réwnolegtych . Zdawato mu sig, ze dowdd
znalazt przez reductio ad absurdum, ale w jego rozumowaniu byt
btad. Znamienng jednak jest rzeczg, iz poczatkowe wnioski, jakie

*) W sprawie teeo postulatu por. rozdziat Ill. str. 49.
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on wyciggnat z zaprzeczenia postulatu Euklidesa, odpowiadaty do-
ktadnie twierdzeniom geometrji tobaczewskiego.

Metoda, o ktéra nam chodzi, polega na tem, ze, chcac udo-
wodni¢ jakie$ twierdzenie, p, wywodzimy je z jego przeczenia, t. j.
dowodzimy zdania warunkowego:

—_ p D p_
Z tego za$ zdania wynika bezposrednio p Aby sie o tem przeko-

na¢, wystarczy zastosowa¢ dylemat. Mamy bowiem z dysjunkcji
podstawowej:

pv-~p

Jezeli teraz zachodzi p, to mamy bezposrednio to, o co chodzito,
jezeli za$ przypusci¢ ~p, to. z uwagi na tamto zdanie warunkowe,
mamy znowuz p. W obu zatem przypadkach twierdzenie p zachodzi.

Saccheri nie wiedziat, ze przed nim juz pisat o tym sposobie
dowodzenia Cardano i zachwycat sie nim. Cardano za$ nie wiedziat,
ze juz u Euklidesa znajduje sie tego rodzaju rozumowanie. Uzywa
go mianowicie Euklides w dowodzie twierdzenia XII. ksiegi 1X.
Twierdzenie t6 jest nastepujace: Jezeli jaka$ liczba a, podniesiona
do jakiej$ potegi n, podzielng jest przez jakas liczbe pierwsza, p,
to sama liczba a jest podzielng przez owg liczbe p. My ograniczy-
my sie tutaj do przypadku, kiedy jest

n—2.

Chodzi wiec o dowod tego, ze, jesli ai dzieli sie przez liczbe pierw-
szg p, to a dzieli sie takze przez p. Opieramy sie tutaj na poprzed-
nio udowodnionem (u Euklidesa) twierdzeniu, podiug ktérego, jesli
iloczyn jakich$ dwodch liczb, a i b, dzieli sie przez jakas liczbe
pierwszg i liczba a nie dzieli sie przez te liczbe, to liczba b dzieli
sie przez nig. W takim razie, dla dowodu twierdzenia, o ktére nam
chodzi, nalezy tylko zauwazy¢, ze mamy:

0 = a. a.

Teraz tem twierdzeniem p, do ktérego zastosujemy metode, ktéra
nas obchodzi, jest zdanie: a dzieli si¢ przez p. Zaprzeczenie jest:
a nie dzieli sie przez p. Zaktadamy wiec, ze a nie dzieli sie przez p.
Ale a jest pierwszym czynnikiem iloczynu a. b. ktéry dzieli sie
przez te liczbe. Wobec tego drugi czynnik dzieli sie przez p\ a ze
jest znowu a, wiec a dzieli sie przez p. W ten spos6b z przeczenia
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zdania dochodzimy do jego stwierdzenia. Zatem a dzieli sie przez pr
c. b d o

Powyzsza metoda dowodzenia zachwycata Saccheri,ego i na-
petniata go nadziejg rozstrzygniecia rozmaitych trudnych kwestyj.
WspominaliSmy juz o tem, ze myslat, iz zapomocg jej znalazt do-
wod postulatu Euklidesa. Procz tego stosowat te samg metode do
logiki. W swem dziele p. t ,Logica demonstrativau (1690 wy-
chodzi on z tej mysli, iz zwykty sposob wyktadania logiki nie jest
zadowalajgcym, albowiem niema tam prawdziwych dowodéw. On
szuka tych dowoddéw. Metoda wywodzenia twierdzenia z jego prze-
czenia wydaje mu sie szczegélnie odpowiednig, poniewaz, jak mniema,
stosowanie jej nie wymaga zadnych przestanek. Myli sie oczywiscie
Saccheri, albowiem wycigganie wnioskdéw z przeczenia twierdzenia,
ktére chcemy udowodni¢, nigdy nie moze sie odbywa¢ bez prze-
stanek; poza tem musimy przyjmowac pewne sposoby wnioskowania!

W cytowanem dziele, stosuje Saccheri swg ulubiong metode
dowodzenia do dowodéw twierdzen o syllogizmach. Chcac n. p. udo-
wodni¢, ze tryb (AEEN\ jest niewazny, t. j. ze tryb AE figury pierw-
szej nie daje wniosku E, rozumuje on tak: Przypus¢my, iz tryb
(AEE)! jest wazny. Mamy w kazdym razie przestanki nastepujace:

Tryb Barbara jest wazny.
Tryb (AEE)) nie jest trybem Barbara.

Sg to wiasnie przestanki trybu (AEE)1 wyciggamy przeto z nich
whniosek:

Tryb (AEE)Il nie jest wazny.

Przyjmujac przeczenie twierdzenia, o ktére chodzi, dostajemy to samo
twierdzenie. Jest ono zatem prawdziwe.

Podobne rozumowanie stosuje Bolzano dla obalenia bezwzgled-
nego sceptycyzmu. Bolzano, umyst bardzo subtelny, rozumie, ze
go tem nie obali, ale podaje to rozumowanie. Chodzi mu mianowi-
cie o dowdd istnienia przynajmniej jednego zdania prawdziwego.
Bierze on zaprzeczenie tego zdania, a wiec zaktada, iz kazde zdanie
jest falszywem. Wowczas moze on ustawi¢ syllogizm nastepujacy
(Barbara):

Kazde zdanie jest fatszem.
,Kazde zdanie jest falszywe" jest zdaniem.

,Kazde zdanie jest fatszywe” jest fatszem.



161

W takim razie prawdg jest przeczenie tego zdania, a wiec: Istnieje
cho¢ jedno zdanie prawdziwe. Bezwzgledny sceptyk mogtby jednak
na to odpowiedzie¢, ze nie uznaje trybu Barbara...

Oprécz tych metod ogolnych, w matematyce stosuje sie na
kazdym niemal kroku metode, znang pod nazwg indukcji matema-
tycznej. Metoda ta stosuje sie w przypadku, kiedy mamy do czy-
nienia z jakims$ ciggiem zdan,

P1, P2, ... e

Dowodd zapomocg indukcji matematycznej, ze kazdy element tego
ciggu jest zdaniem prawdziwem, skiada sie z trzech czesSci naste-
pujacych:

1) dowodu, ze zachodzi zdanie P1,

2) dowodu, ze zachodzi zdanie warunkowe

3) konkluzji, ze zachodzi ogdlnie zdanie

Czesto mozna spotka¢ zdanie, iz metody tej uzyt poraz pierw-
szy Jakob Bernoulli (1654 — 1705). Juz jednak w roku, w ktorym
rodzi sie Bernoulli, uzywa indukcji do swoich badan i formutuje
ja zupetnie wyraznie Btazej Pascal (1623 — 1662). Ale matematycy
wioscy wykazali, iz metoda ta znajduje sie uzyta juz w ksigzce, wydanej
w r. 1556, p.t. ,Arithmeticae libri duou, ktérej autorem jest Mau-
rolico (Maurolycus; 1494 —1575) z Messyny, znany jako jeden
z najzawzietszych przeciwnikéw Kopernika.

O przyktad zastosowania indukcji matematycznej nie trudno.
Przypusémy, iz chodzi o dowod nieréwnosci:

gdzie a jest jakakolwiek liczba rzeczywista, nieréwna zeru i wiek-
sza od — 1, n za$ jest liczbg naturalng wieksza od jednosci. Do-
wodzimy tej nieréwnosci najpierw dla

n==2.
Istotnie,

Teorja dowodu. U
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Dokonujemy nastepnie tego, tak charakterystycznego dla indukcji
matematycznej, przejscia od n do n-|-1, t j., przyjmujac

chcemy wykazaé, ze jest

W tym celu zauwazmy, iz

Mnozac wiec stronami nieréwnos$é, ktora przyjeliSmy, przez 1 -- ar
dostajemy:

Ale

skad:

Na zasadzie indukcji matematycznej opartg jest cata arytme-
tyka liczb catkowitych. Pierwszym, ktéry jg podat w naukowej po-
staci, byt Hermann Grassmann w dziele p. t. ,Lehrbuch der Ari-
thmetiku (1861). Grassmannowski sposéb uzasadnienia arytmetyki
przyjeli matematycy wioscy z Peanoem na czele. Okazato sie jed-
nak, ze istnieje, obok tego, drugi sposob uzasadnienia matematyki;
mianowicie Russell i Whitehead w swem dziele ,Principia mathe-
maticau, rozwijajg teorje liczb catkowitych wspélnie z liczbami po-
zaskonczonemi. Spos6b ten jest jednakze znacznie zawilszy od
Grassmannowskiego.

W wyktadzie Grassmann,a wystepujg odrazu i liczby ujemne
My jednak pokazemy tutaj tylko, jak mozna, jego sposobem, wyto-
zy¢ teorje liczb catkowitych nieujemnych. Za pojecia prymitywne
przyjmuje tedy Grassmann jedynke i dodawanie jedynki. To ostat
nie stanowi proceder, ktorym tworzymy nowe liczby. Tak wiec
z definicji

Za definicje dodawania przyjmuje Grassmann wiasnos$¢ nastepujaca

0
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Jest to definicja indukcyjna. To znaczy, iz nie okre$la ona bezpo-
Srednio sumy a -+ n; podaje sie tutaj tylko definicje sumy a 4- (b 4- 1)
przy pomocy sumy (a 4- &). Poniewaz wiemy, czem jest wynik do-
dania jedynki do jakiejkolwiek liczby, wiec wiemy, czem jest kazda
suma. Przypusémy n. p., ze chcemy obliczy¢ sume 4 + 3. Mamy tedy:

4+3=4+Q+1)=4+2+1=4+1+1)+1=
=4 +1+1+1=5+1+1=6+1=7

Dodawanie posiada rozmaite inne wiasnosci; Grassmann, na pocza-
tek, dowodzi trzech twierdzen nastepujgcych:

La+(b+c)=(@+Dh +c,
2 a+1=1+ a
3.a+b=b+ a

gdzie a, b, ¢ sg liczby catkowite. Pierwsza z tych wiasnosci — to
wiasnosé tacznosci, trzecia — przemiennosci; druga stanowi szcze-
golny przypadek tej ostatniej i jest lematem do jej dowodu.

Zanim przytoczymy dowody Grassmann,a zwrdci¢ musimy
uwage na jego spos6b pojmowania réwnosci. Trzeba bowiem wie-
dzie¢, iz Grassmann wykorzystat mysl Leibniz,a, ktéry uwazat za
rowne wielkosci takie, iz mozna w kazdem zdaniu zastepowac jed-
ng przez druga, ,salva veritate®, t j., jesli to zdanie jest praw-
dziwe, bez naruszenia jego prawdziwosci. W ten sposéb pojmuja
rownos¢ takze Russell i Whitehead. Prowadzi to jednak do pewnych
komplikacyj. Tak n. p. zdanie: ,Symbole i f sg roznell wydaje
sie nam prawdziwem; tymczasem jesli w niem zastgpimy f- przez
otrzymamy zdanie niewatpliwie falszywe. Mozna temu, oczywi-
Scie, przeciwstawi¢ rozmaite argumenty; to tez my, nie przesadzajac
samej kwestji, podalismy ten przyktad tylko dla pokazania, ze istniejg
tutaj powazniejsze trudnosci. Z drugiej strony wszakze trzeba przy-
zna¢, ze w réwnaniach arytmetycznych mozna bez obawy podsta-
wia¢ réwne za réwne. W kazdym razie, przez wspomniane posta-
wienie kwestji, Grassmann ogromnie sobie utatwit zadanie. Dzieki
temu bowiem, dowody twierdzehn sprowadzajg sie, u niego, do pro-
stych rachunkdéw. Lewa strona pozostaje niezmienng, natomiast prze-
ksztatca sie prawa. W nawiasie, obok kazdej rownosci, podane sg
twierdzenia i definicje, na ktore sie powotujemy.

11
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Dowdd twierdzenia 1. jest indukcyjny ze wzgledu na c. Spraw-
dzamy wiec najpierw twierdzenie dla

c—I\

istotnie ono zachodzi, gdyz woéwczas przybiera posta¢ definicji do-
dawania (1). Zaktadamy teraz, iz twierdzenie zachodzi dla jakiej$
wartosci na c, t j., ze mamy:

(H) ad- (b +c)=(4b)4c

chcemy udowodni¢, ze zachodzi woéwczas takze dla ¢ 4-7, tj.,
ze mamy:
«+[b--C=7]=(@4~h) 4~ (c = ")e

W rzeczy sameyj:

Powotujemy sie tutaj tylko na definicje dodawania (I) i na nasze
zatozenie (H). Jezeli zatem nasze twierdzenie zachodzi dla jakiego$ c,
to zachodzi takze dla ¢ -J- 1- Wobec tego zachodzi ono dla kazdego c.
Zwracamy sie teraz do dowodu twierdzenia 2. Bedzie on induk-
cyjnym ze wzgledu na a. Upewniamy sie wiec najpierw, ze twier-
dzenie zachodzi dla
a=17,

istotnie, mamy woéweczas, po obu stronach znaku réwnosci, sume
14-7. Zaktadamy wiec, ze, dla jakiejs wartosci na a, mamy:

(H) ald~7=1743q

chcemy udowodni¢, ze wowczas jest takze:

W rzeczy samej,

Jezeli wiec twierdzenie nasze sprawdza sie dla jakiegos a, to spraw-
dza sie ono takze dla a 1; wobec tego sprawdza sie ono dla
kazdego a.
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Pozostaje jeszcze do udowodnienia twierdzenie 3. Poniewaz
juz uzasadniliSmy twierdzenia 1. i 2, mozemy sie na nie teraz po-
wotywaé. Dowdd twierdzenia 3., jest indukcyjny ze wzgledu na h.
Stwierdzamy wiec najpierw, iz sprawdza sie ono dla

b=1,
wowczas bowiem nie rézni sie ono od twierdzenia 2. Zaktadamy
wiec teraz, ze, dla jakiegos b jest:

(H) a+b=b+ a

chcemy udowodnié¢, ze, w takim razie jest réwniez

W rzeczy samej,

Jezeli wiec twierdzenie zachodzi dla jakiego$ b, to zachodzi ono
rowniez dla b + 1; wobec tego zachodzi ono dla kazdego b.

Te przyktady wystarczajg, aby daé pojecie, w jaki sposob
mozna, opierajac sie na zasadzie indukcji, uzasadni¢ $cisle teorje
liczb catkowitych.



ROZDZIAL XI.

O btedach w rozumowaniu.

Btedami w rozumowaniu zajmowano sie bardzo wiele od chwili
powstania logiki. Juz Arystoteles poswieca im osobne dzietko p. t
,,O dowodach solistycznych4; dzisiaj w kazdym niemal podreczniku
logiki znajduje sie obszerny rozdziat, traktujacy o btedach w do-
wodzeniu. Mozemy wiec tutaj ograniczy¢ sie do podania niektorych
tylko wskazéwek. W kazdem rozumowaniu mamy do czynienia:
1° z teza, 2° z przestankami, 3° z wnioskowaniem. Moga tedy by¢
bledy: 1° w tezie, 2° w przestankach, 3° we wnioskowaniu.

Btad w tezie nazywa sie ignoratio elenchi (zatracenie watku)
i polega na tem, ze sie dowodzi czego$ innego niz to, czego sie miato
dowies¢. N. p. zamiast udowodni¢, ze jakas liczba jest dodatnia,
dowodzimy, iz jest nieujemna, tymczasem ona moze by¢ zerem.

Baczng uwage nalezy zwraca¢ na bledy w przestankach.
Wskazuje na to juz nazwa tacirfiska: error fundamentalis (btad pod-
stawowy). Jeden z najbardziej rozpowszechnionych biedéw tej ka-
tegorji nosi nazwe: a dicto secundum quid, ad dictum simpliciter.
Btad 6w polega na tem, ze od czegos, co jest prawdg pod pewnemi
warunkami, przechodzi sie do tego samego bez tych warunkéw. To
znaczy, ze, przy powotywaniu sie na jakie$ twierdzenie, zapominamy
o warunkach, pod ktéremi ono zachodzi. Tak n. p., powotujac sie
na twierdzenie, podtug ktérego iloczyn jest wiekszy od mnoznej, po-
wiadamy, iz

Btad pochodzi, oczywiscie stad, ze, przy powotywaniu sie na twier-
dzenie, zapomnieliSmy o warunku, by mnoznik byt wiekszym od
jednosci. Omyitka taka tatwo moze sie wslizgnaé, jezeli przyzwy-
czailiSmy sie mnozy¢ przez liczby wieksze od jednosci.
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A oto drugi przykiad: Poniewaz, powiadamy, jest:

a z drugiej strony,

zatem:

Tu znowu opusciliSmy warunek:

Btedu tego, w postaci tak prostej, nie popetnimy; ale, jezeli mno-
zymy przez jakies zawite wyrazenie algebraiczne, to mozemy z ta-
twoscig zapomnie¢ o sprawdzeniu, iz wyrazenie to nie jest zerem.

Podobnych btedéw moznaby przytoczy¢ bardzo wiele. Twier
dzenia matematyczne majg posta¢ zdan warunkowych; jezeli tedy
przy stosowaniu jakiego$ twierdzenia matematycznego, zapominamy
o ktéryms$ warunku, zawartym w poprzedniku, to zastosowanie
moze sie okaza¢ falszywem. Dawniej bardzo czesto nie znano do-
ktadnie warunkéw, pod ktoéremi zachodzity twierdzenia. Mimo to,
w matematyce biedy byly wzglednie rzadkie. Abel w jednym ze
swych listbw zastanawia sie nad tern, dlaczego przed pracami Cau-
chy,egb i Bolzano,a, stosujgc twierdzenia naoslep, t. j. bez spraw-
dzania ich warunkow, popetniano jednak stosunkowo tak mato bie-
doéw ? Odpowiedz jest bardzo prosta: jezeli pominiety warunek
w rzeczywistosci zachodzi, to zastosowanie twierdzenia nie prowadzi
do btedu. Ot6z w owych czasach miano do czynienia gtdwnie z funk-
cjami analitycznemi, przewaznie czynigcemi zados¢ warunkom, ktore
pomijano.

I dzi$ zreszta wiele os6b nie zdaje sobie doktadnie sprawy
z warunkéw, pod ktéremi zachodza niektére twierdzenia. Tak n. p.
Z nieréwnosci:

niejeden bytby sklonnym, przez mnozenie stronami, wyciggnac
whniosek:

Powinny by¢ wymienione warunki, pod ktérymi zachodzi twier-
dzenie 0 mnozeniu stronami nieréwnosci:
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Zwykle méwi sie, ze liczby a, b, ¢, d majg by¢ dodatnie; tymcza-
sem warunek konieczny i dostateczny jest inny: Oto. z tych liczb
maja by¢ przynajmniej trzy dodatnie, lub, przy dwoéch tylko dodat-
nich, jedna ma by¢ zerem.

WspominaliSmy juz o tern (w rozdziale I11.), ze punktem wyj-
Scia dla Peano,a w jego pracach nad logikg i stworzeniem ideo-
grafji byla wiasnie che¢ unikniecia tego btedu w matematyce przez
doktadne formutowanie twierdzen. Pismo pojeciowe, ktére on stwo-
rzyt, jest do$¢ trudne i zawite, poniekad nawet, w poréwnaniu
z mowa potoczna, niedotezne, ale co do Scistosci jedyne. Jezeli chcemy
zupetnie scisle sie wyraza¢ i najlepiej zabezpieczy¢ przed biedami,
powinnismy uzywac takiej symboliki. Moze by¢, ze, aby uczynic
postugiwanie sie ideografjg tatwiejszem, byloby dobrze uczy¢ jej
od dziecinstwa. Kto wie, czy w takim razie, nie zblizytaby sie ona
bardziej do nas?

Inna kategorja bledéw w przestankach nosi nazwe petitio
principii. Ma ona miejsce jezeli, majac dowie$¢ jakiego$ zdania p
na podstawie pewnych zatozen i majgc, na podstawie tychze zato-
zen, zwigzek

w dowodzie zdania p powotujemy sie na q a w dowodzie q powo-
tujemy sie na p. Poza matematyka, btad ten jest bardzo czestym.

Szczegolny przypadek petitionis principii stanowi circulus vi-
tiosus, btedne kolo. Z blednem kotem mamy do czynienia, jesli
zdaniem q jest samo p, t. j. w dowodzie twierdzenia postugujemy
sie tg sama teza, ktérg mamy uzasadnic.

Za przyktad petitionis principii stuzy¢ moga nadzwyczaj liczne
dowody, ktoére, zaczynajac od chwili pojawienia sie ,Elementéw"
Euklidesa, byly podawane i, niestety, sg dotychczas przez ludzi
nieobeznanych z przedmiotem, podawane dla postulatu Euklidesa
o linjach réwnolegtych 5. Niektére z tych dowodéw przyjmujg za
rzecz oczywistg istnienie figur podobnych, inne — istnienie kwa-
dratu, jeszcze inne — to, iz wewnatrz kata wypukiego nie moze
by¢ poprowadzona prosta, nie przecinajgca zadnego z jego bokéw
i t d Wszystko to sg petitiones principii, bo przyja¢ ktérekolwiek
z tych zatozen, to znaczy przyja¢ postulat Euklidesa.

Ciekawym przyktadem petitionis principii jest takze czesto

*) W sprawie tego postulatu por. odnos$ne ustepy w rozdziatach I11. i X.
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podawany dowdd kontrapozycji przy pomocy reductio ad absurdumr
ktéra sama, dla swego uzasadnienia, wymaga kontrapozycji. Twier-
dzenie o kontrapozycji, jak wiadomo, ma postac:

W dowodzie tego twierdzenia przyjmuje sie:

i na tej podstawie wykazuje sie, ze jest

Stosujagc w tym celu reductio ad absurdum, zaktada sie ~(~7>)r
t. j. p. Ale z p wynika e; mamy wiec g, co przeczy zatozeniu ~ q.
Musi by¢ zatem ~ g. Ale uzasadnienie redukcji ad absurdum opiera
eie na kontrapozycji. W rzeczy samej, jak wiemy, metoda ta po-
lega na tem, ze, chcac uzasadni¢ jakie$ twierdzenie p, dowodzimy
wynikania

gdzie q jest zdanie, o ktérem juz wiemy, iz jest falszywem. Po-
wiadamy, ze wobec tego, nie moze by¢ ~p, wiec musi by¢ p. Dla-
czego? Oto, przez kontrapozycje mamy z powyzszego wynikania

poniewaz za$ fatszem jest g, a wiec prawdg jest ~q. a zatem i pr
c. b. d o

Zwracamy sie nakoniec do btedéw we wnioskowaniu. Niemi
to przewaznie zajmuje sie logika. Ona bowiem podaje pewne Kka-
nony, podtug ktérych wolno nam wnioskowac; jezeli od nich od-
stepujemy, to popetniamy bigd we wnioskowaniu. Taki btgd popet-
niamy n. p., wnioskujgc podtug niewaznego trybu syllogistycznego-
(AP)! lub (AA),; na podstawie zdania

SAP,
twierdzac

PAS;

z falszywosci poprzednika wnioskujgc o fatszywosci nastepnika zda-
nia warunkowego lub z prawdziwosci nastepnika wnioskujac o praw-
dziwosci poprzednika i t. d.



ROZDZIAL XIlI.

O dowodzie zupeinym.

Powracajac, na zakonczenie pierwszej czesci niniejszego dzieta,
do pojecia dowodu, pragniemy najpierw uzupetni¢ wybo6r dowoddéw
bez przestanek logicznych dowodami twierdzen, ktorych zazwyczaj
dowodzi sie przez reductio ad absurdum, tudziez twierdzen, nie
majacych postaci zdah warunkowych. Za pierwszy przykiad postuzy
nam dowodd twierdzenia nastepujgcego: Jezeli a jest liczbg dodatnia,
a b — liczba rzeczywista, to nieréwnosé

pocigga za soba:

Matematyk poda nam ten dowdéd w dwéch stowach: Jest
bo, gdyby byto

to byloby odpowiednio:

co przeczy zatozeniu:

Ze kroétko, nie przeczymy, ale czy jasno? Uczen gimnazjalny, ktory
dopiero co zaznajomit sie z algebrg, odpowie bez wahania, ze to
jest zupetnie jasne. Ale nauczyciel moze go tatwo ziapac, jezeli po-
stawi pytanie tak: nie korzystateS w swoim dowodzie z zatozenia,
iz a jest liczbg dodatnia, a wiec dowdd stosuje sie i do liczb ujem-
nych; wobec tego, stad, ze jest
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mozna wyciggna¢ wniosek, ze jest:
— 2= 1

W istocie korzystaliSmy z warunku, by a bylo dodatniem, gdyz
powotywalismy sie na to, ze, gdyby byto

a<<%
to byloby
al < o2,

co moze by¢ btednem, gdyby a byto liczbg ujemng. Nie jest wiec
w tym dowodzie uwidocznionem znaczenie jednego z warunkow,
pod ktéremi twierdzenie zachodzi.

Aby poda¢ dowdd zupetny twierdzenia, musimy wyszczegolnic¢
wszystkie przestanki, z ktérych bedziemy korzystali. Bez tego za-
danie, ktore przeciez polega na ustanowieniu zwigzku logicznego,
bytoby wiasciwie nieokreslonem. W systematycznym wyktadzie
nauki tego niema, poniewaz za podstawy dowodu stuzg wszystkie
postulaty, definicje i poprzednio uzasadnione twierdzenia; ale tutaj
musimy szczegétowo wymieni¢ wszystkie podstawy dowodu. Otéz
dowdd nasz bedzie sie opierat na nastepujacych siedmiu przestankach:

Symbol g oznacza tutaj, jak zwykle, liczbe rzeczywistg, symbol
za$ p — liczbe dodatnig. W tej samej symbolice, twierdzenie nasze
wyrazi sie wzorem nastepujgcym:

Ale przestanki nasze w tej postaci, w jakiej je podalismy, nie
bylyby przydatne do naszych celéw. Musimy dwie z nich, miano-
wicie dwie ostatnie, przeksztatci¢ zapomoca kontrapozycji uogoélnio-
nej. czyli transpozycji. Zamiast tedy przestanek 6. i 7., bedziemy
mieli przestanki nastepujace:
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To wiasnie przeksztatcenie przestanek zastepuje reductio ad ab-

surdum.
Sam schemat redukcyjny naszego dowodu bedzie nastepujacy:
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Przypominamy, iz litery, uzyte w dowodzie nie oznaczajg tego
samego, co w wypowiedzi twierdzenia i w przestankach, albowiem
w dowodzie zastepujemy zmienne przez dowolne state, spetniajgce
poprzednik twierdzenia, ktérego dowodzimy. W rozdziale pierw-
szym zaznaczyliSmy to wyraznie, uzywajac w dowodzie innych
liter, niz w wypowiedzi twierdzenia. Obecnie jednak uwazamy rzecz
za wyjasniong na tyle, iz mozemy tego zaniechad, nie wywotujac
przez to nieporozumien.

Dla otrzymania dowodu dedukcyjnego w zwyktej postaci uktadu
wierszy, dotgczamy do przestanek dowodu, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7', jesz-
cze poszczegllne czesci poprzednika dowodzonego twierdzenia:

8.
9.
10.

Wowczas dowod przybiera postac:

1)
)
@)
4)
()
(6)
(7
®)
©)
(10)
c. b. d o

Uzyteczng jest rzecza sprawdzenie, czy niczego w takim do-
wodzie nie opusciliSmy. Doswiadczenie wykazuje, iz bardzo sku-
tecznym S$rodkiem, prowadzacym do tego celu, jest skreslenie sche-
matu dowodu, uwidoczniajgcego ogniwa rozumowania, przez wska-
zywanie numerdw odnosnych wierszy. W danym razie schemat taki
ma posta¢ nastepujaca:
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Widzimy na tym schemacie, ze wszystkie przestanki zostaty
wykorzystane, ze niema luk w dowodzie i ze ostatnie ogniwo re-
dukcji sprowadza sie wszedzie do przestanek: 8, 9, 10, t.j. do po-
przednika naszego twierdzenia.
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AVidzimy na tym schemacie, ze wszystkie przestanki zostaty
wykorzystane, ze niema luk w dowodzie i ze ostatnie ogniwo re-
dukcji sprowadza sie wszedzie do przestanek: 8, 9, 10, t.j. do po-
przednika naszego twierdzenia.
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Za przyktad twierdzenia, nie majacego postaci zdania warun-
kowego, mogtaby stuzy¢ roéwnos¢

2+2=4.

Dowod bytby jednak stosunkowo dos¢ diugim; wezmiemy wiec
prostszy przykiad: twierdzenie, ze 2 jest liczbg naturalna,

2eN

(N oznacza liczbe naturalng). Przestanki, w liczbie czterech beda
nastepujace:

1.

2.

3.
4.

Dowdd redukcyjny ma postaé nastepujaca:

Odtworzenie tego samego dowodu w postaci dedukcyjnej nie przed-
stawia zadnych trudnosci.

W powyzszym dowodzie wida¢ odmienng role przestanek nie
majacych postaci zdan warunkowych. Tylko przestanki, majace
posta¢ zdan warunkowych tworzg ogniwa dowodu; tamte za$ stuzag
za punkty wyjscia, za poprzedniki, podobnie, jak w poprzednich
dowodach poszczeg6lne czesci poprzednika dowodzonego twierdzenia.

Twierdzenie moze takze miec posta¢ alternatywy. Za przyktad
takiego twierdzenia postuzy nam twierdzenie nastepujgce:

gdzie a oznacza liczbe rzeczywista. Potrzebne do dowodu przestanki
matematyczne sg w liczbie dwaoch, mianowicie:

Aby, na podstawie tych przestanek, przeprowadzi¢ dowéd powyz-
szego twierdzenia, musimy: albo przeksztatci¢ wypowiedZ twierdze-
nia i jedng z przestanek, albo wprowadzi¢ do dowodu przestanki
logiczne.
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W pierwszym przypadku, nadajemy naszemu twierdzeniu
posta¢ nastepujaca:

oczywiscie rownowazng poprzedniej. Nadto, do przestanki 1., sto-
sujemy kontrapozycje i dostajemy przestanke:

Dowdd redukcyjny jest woéwczas nastepujacy:

Ale, jezeli nie zechcemy przeksztatca¢ twierdzenia i przesta-
nek poza tabelg dowodu, to dowdd, prawdziwy dowdd zupetny,
w porzadku dedukcyjnym bedzie taki: Wnosimy najpierw obie
przestanki matematyczne do tabeli dowodu.

(€
2
przyczem a interpretujemy nie jako zmienng, ale, tak, jak w po-
przednich dowodach jako statg dowolng. Stosujemy nastepnie
znang nam przestanke logiczng o dodawaniu stronami zdan wa-

runkowych:
Dod.

podstawiajac za p, g, r, s odpowiednio:

Mamy tedy pierwsze ogniwo dowodu:

H.{2").Dod. (3)
Skorzystamy teraz z przestanki logicznej, ktora oznaczymy literg L:
L.

Przestanke te, po podstawieniu

zamiast p, wciggamy do tabeli dowodu:

L «)
Mamy obecnie, we wierszu. (3], pewne zdanie warunkowe we wierszu
~a$ (4) — jego poprzednik. Mozemy wiec, stosujgc modus ponens,
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otrzymac¢ stad nastepnik powyzszego zdania warunkowego. Zauwa-
zy¢ jednak nalezy, iz dotad stosowaliSmy modus ponens tylko w ten
spos6b, ze mieliSmy wsréd przestanek pewne zdanie warunkowe
a w tabelce dowodu jego poprzednik; wnosiliSmy stad, ze zachodzi
nastepnik. Tym razem jednak, to zdanie warunkowe znajduje sie
w tabelce dowodu, a nie wsérdéd przestanek. Stad pewna trudnosé
formalna. Radzimy sobie w ten sposob, ze stosujemy modus ponens
jako przestanke, t. j. przestanke nastepujaca:

M. P.

podstawiajgc za p i  oba cztony rozwazanego zdania warunkowego.
Stwierdzamy, iz zachodzi poprzednik tej przestanki i, zapomocg
modus ponens jako sposobu wnioskowania, otrzymujemy to, o co
nam chodzito. Podstawiajac wiec za p i q odpowiednio:

otrzymujemy koncowe ogniwo naszego dowodu:

Schemat powyzszego dowodu jest nastepujgcy:

W poprzednio podawanych dowodach twierdzen, majacych
posta¢ zdan warunkowych, unikaliSmy wprowadzenia przestanek lo-
gicznych przez dotgczanie do spisu przestanek poszczegélnych czesci
poprzednika dowodzonego twierdzenia, a nadto przez uprzednie prze-
ksztatcenie przestanek, lub nawet samego twierdzenia. W rzeczy-
wistosci, przestanki logiczne byty, ale poza tabela dowodu. Docho-
dzilismy wiasciwie do innego twierdzenia, niz to, ktére mieliSmy
udowodni¢, bo tylko do jego nastepnika, i wychodziliSmy z innych
przestanek, niz to zapowiadaliSmy. Dowodéw tych nie mozna zatem
sija  d wodu. 12
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otrzymac stad nastepnik powyzszego zdania warunkowego. Zauwa-
zy¢ jednak nalezy, iz dotad stosowaliSmy modus poneus tylko w ten
spos6b, ze mielismy wsréd przestanek pewne zdanie warunkowe
a w tabelce dowodu jego poprzednik; wnosiliSmy stad, ze zachodzi
nastepnik. Tym razem jednak, to zdanie warunkowe znajduje sie
w tabelce dowodu, a nie ws$rod przestanek. Stad pewna trudnosc
formalna. Radzimy sobie w ten spospb, ze stosujemy modus ponens
jako przestanke, t. j. przestanke nastepujgca:

M. P.

podstawiajgc za p i q oba cztony rozwazanego zdania warunkowego.
Stwierdzamy, iz zachodzi poprzednik tej przestanki i, zapomocg
modus ponens jako sposobu wnioskowania, otrzymujemy to, o co
nam chodzito. Podstawiajgc wiec za p i q odpowiednio:

otrzymujemy korncowe ogniwo naszego dowodu:

Schemat powyzszego dowodu jest nastepujacy:

W poprzednio podawanych dowodach twierdzen, majgcych
posta¢ zdan warunkowych, unikaliSmy wprowadzenia przestanek lo-
gicznych przez dotaczanie do spisu przestanek poszczegolnych czesci
poprzednika dowodzonego twierdzenia, a nadto przez uprzednie prze-
ksztatcenie przestanek, Inb nawet samego twierdzenia. W rzeczy-
wistosci, przestanki logiczne byty, ale poza tabelg dowodu. Docho-
dzilismy wiasciwie do innego twierdzenia, niz to, ktére mieliSmy
udowodnié, bo tylko do jego nastepnika, i wychodziliSmy z innych
przestanek, niz to zapowiadalisSmy. Dowoddéw tych nie mozna zatem
Ttorja d wodu. 12
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uwaza¢ za dowody zupeilne. Powréémy wiec do tych twierdzen,
ktérych dowody przedtem podaliSmy, i zobaczmy, jak beda wygla-
daty dowody zupetne:

Zwracamy sie najpierw do wywodu twierdzenia:

z przestanki:
1

w dowodzie tym znowuz, tak, jak we wszystkich dowodach, zamie-
niamy zmienne a, 6, ¢, d na dowolne state. Wnosimy najpierw te
przestanke do tabeli dowodu:

1. @

Nastepnie stosujemy do niej jedno z twierdzen logicznych, ktére
ogélnie oznacza¢ bedziemy nazwg twierdzen o mnozeniu (Mn.),
a mianowicie:

przy podstawieniu za p, q, r odpowiednio
aRb . bRc ; aRc ; cRd\
otrzymujemy w ten sposob pierwsze ogniwo dowodu:
(1)- @)

Dalej, wciggamy znowu do tabeli dowodu przestanke 1. ale z pewnem
podstawieniem:

1. (3)

Drugie i ostatnie ogniwo dowodu wytwarzamy zapomocg znanej
nam przestanki logicznej, syllogizmu

z podstawieniem na miejsce p, g, i r, odpowiednio:

aRb . bRc . cRd ; aRc.cRd ; aRd"
otrzymujemy tedy:
(2).(3). syl c.b.d.o

Ale nie ograniczymy sie do tego najprostszego przyktadu; po-
damy cokolwiek zawilsze. Pierwszym przykladem takim bedzie
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dowdd rozpatrywanego juz przez nas twierdzenia, wyrazajgcego sie
-wzorem:

Przestanki matematyczne bedg te same, co przedtem (zob. na po-
czatku niniejszego rozdziatu); przestanek tych jednak nie przeksztat-
camy przed rozpoczeciem dowodu. Rozpoczynamy dowdd przez wecig-
gniecie do tabeli przestanek: 1. i 5 Mamy wiec:

1. 1)
5. 2

Przez zastosowanie syllogizmu wytwarzamy pierwsze ogniwo do-
wodu:

(1)-(2). syl ®)
Whnosimy nastepnie przestanke 5., tym razem jednak z podstawieniem:
h. 4)

Przez zastosowanie nastepujgcego twierdzenia o mnozeniu:

przy podstawieniu, za p, q, r. s, odpowiednio:

otrzymujemy:
(3). (4) Mn. 5)

Postugujac sie innem twierdzeniem o mnozeniu, ktére juz gdzie-
indziej stosowaliSmy, mianowicie:

przy podstawieniu za p, g, r, odpowiednio:

otrzymujemy:
(5). Mn . (6)
Wnosimy teraz, z odpowiedniem podstawieniem, przestanki: 2. i 3:

2. (?
3. (8)
%2



180
Mnozac stronami te dwa wiersze, tak, jak to uczyniliSmy z wier-
szami (3) i (4) dla otrzymania wiersza (5), otrzymujemy:

(7). (8. Mn. (9

W wierszach: (7) i (8) poprzednik jest ten sam; nie powtarzamy
go zatem dwa razy. Z zastosowania syllogizmu do wierszy (6/ i («),
mamy:

(6). (9). Syl (10)

Stosujgc znowu twierdzenie o mnozeniu:

przy podstawieniu za p, q, r, odpowiednio:

dostajemy:.

(10). 260 (V)

Stosujgc to samo twierdzenie 0o mnozeniu, przy podstawieniu, za p,
g, r, odpowiednio:

dostajemy dalej.

(1). Mn .

(12)
Wnoszac za$ przestanke 6.
6. (13)
i dokonujac na niej transpozycji, otrzymujemy:
(13) Tr. (14)

Podobnie postepujac z przestankg 7, tworzymy nastepne dwa wiersze:
7. (15)
5). 7r. (16)
Mnozac stronami wiersze: (14) i (16), dostajemy:

(14).(16). AL/
(7)
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Mnozac to wynikanie obustronnie przez:

dostajemy:

(17). Mn
(18)

Wreszcie, przepisujemy przestanke 4:
4, (19)

Stosujac trzykrotnie syllogizm do otrzymanych wynikéw, dochodzimy
do twierdzenia, ktére mieliSmy udowodni¢. Mamy bowiem:
(20)

(18).(19). sy.
(21)

(12).(20). sy.
(11).(21).sy.

Schemat tego dowodu jest nastepujgcy .

Widzimy, iz w dowodach zupetnych, ogniwotworczemi sg jedynie
przestanki logiczne. Przestanki matematyczne stuzg tylko za punkty
wyjscia, podobnie, jak dawniej poszczegélne czesci poprzednika do-
wodzonego twierdzenia; w tym samym charakterze moga jednak
wystepowac takze niektore przestanki logiczne. Zaznaczy¢ nalezy,
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iz wyjatek stanowig dowody niektorych twierdzen matematycznych,
majacych postaé zdan prostych, jak n, p.

w tych dowodach wszystkie przestanki, a wiec takze ogniwotwércze,
sg matematyczne. Ale takie twierdzenia, w zwyktych ksigzkach ma-
tematycznych, nalezg do rzadkosci.

We wszystkich przyktadach, jakie dotychczas rozpatrywalismy”
mieliSmy do czynienia wylacznie ze zdaniami ogélnemi; znak og6l-
nosci opuszczaliSmy tylko dla skrécenia. Tymczasem, jak wiemyr
istniejg réwniez zdania szczegétowe, bedace przeczeniem ogoélnych
i majgce postaé: ,lIstnieje x takie, ze...".

@
Ten wiasnie ksztatt majg wszystkie twierdzenia o istnieniu. Takie
zdania sprawiajg nam najwiecej trudnosci w dowodach zupetnych..
Aby da¢ o tern pojecie, przytoczymy dowodd zupeiny twierdzenia
XX. ks. IX. Euklidesa, (ktore juz rozwazaliSmy w rozdziale X.),
w postaci przez nas uogOlnionej. ldeograficznie, wyrazi sie ono wzo-
rem takim:

Symbol pr. oznacza tutaj liczbe pierwsza.

sq to owe dowolnie wybrane (w skorczonej ilosci) liczby naturalne.
Chodzi zatem o istnienie liczby pierwszej, od nich odmiennej.

Przestanki matematyczne, na ktorych oprzemy dowdd twierdzenia
Euklidesa, mozna bedzie wyrazi¢ jak nastepuje:

1
2.

3.
4.

Skrét dz oznacza tutaj stowo ,dzieli". Dla unikniecia nieporozumien
przypominamy, iz zera do liczb naturalnych nie zaliczamy (zali-
czamy je natomiast do liczb catkowitych), jedynki za$ nie uwazamy
ani za liczbe pierwsza ani za dzielnik jakiejkolwiek liczby natu-
ralnej. Matematycy w takich przypadkach dajg zazwyczaj dowdd
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skrocony w ten spos6b, ze, skoro dBAviedli istnienia jakiej$ liczby,
oznaczajg ja jakims$ symbolem wypisuja jej wiasnosci; to jednak,
co oni pisza, nie jest wiasciwie wnioskiem z przestanek. Takie do-
wody zatem nie s dowodami zupetnemi; zato sg one od dowoddéw
zupetnych znacznie kréotsze. W danym razie n. p. tego rodzaju
rozumowanie bytoby takiem: przestanka 1. wyraza, ze kazda liczba
naturalna, wieksza od jednosci, ma dzielnik pierwszy. Istnieje wiec

dzielnik pierwszy liczby ktéry oznaczymy przez a. Mamy
zatem:

L @
o) )
3 ®3)
) (4)

Mamy wiec liczbe pierwszg, rézng od kazdej z liczb
c.b.d.o

Aby poda¢ dowdd zupetny, musimy skorzysta¢ z nastepujacych
przestanek logicznych:

Przestanki L1, L2 Ls sg nam dobrze znane: Pierwsza z nich do-
tyczy mnozenia, druga wyniesienia, trzecia za$ — to modus ponens
jako przestanka. Ostatnia przestanka jest przestanka, przy pomocy
ktorej bedziemy przeksztatca¢ zdania o istnieniu; litery p i g ozna-
czajg tam. oczywiscie, funkcje logiczne do ktérych wchodzi zmienna x.

Dowod zupelny, oparty na tych przestankach, ma posta¢ na-

stepujaca:
1 (1)

@
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My$l o dowodzie zupelnym powstaje naturalnie i koniecznie,
gdy, wychodzac z zadania mozliwie najwiekszej Scistosci w rozu-
mowaniu. pragniemy uwidocznia¢ wszystkie podstawy naszych do-
wodow. Z drugiej jednak strony, widzimy przerazajgcg dtugosc
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dowodow zupetnych, nawet gdy chodzi o rzeczy najprostsze. Po-
wstaje tedy pytanie, o ile dowody zupetne sg wykonalne. Obecnie
robig one wrazenie, nie dajacych sie przeprowadzi¢ systematycznie,
ale to 'niczego nie dowodzi, bo diugos¢ ich pochodzi, by¢ moze,
stad, ze nie sg one dostatecznie zbadane. Nie da sie przewidzie¢,
jak znaczne skrécenia mogg w nich z czasem powstac. Wiele mozna
oczekiwa¢ od wuogélnien, t. j. od utworzenia twierdzen na ktére
mozna sie bedzie powotywaé w bardzo licznych przypadkach Po-
czatek kazdej rzeczy jest trudnym. Ale waznos¢ dokiadnego zba-
dania rozumowania dedukcyjnego wogéle i poznania wszystkich
wigzan logicznych, na ktoérych opartg jest kazda teorja dedukcyjna,
jest, w naszych oczach, tak doniosta, ze nie powinnismy rezygnowac
z tego rodzaju badan.

Koniec pierwszego tomu-
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