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PROPOSITIONS A LALOUVERE.

I.

Soit une parabole BAD ( fig. 112) dont AC est I'axe, BC une ordon-
née, AE le paramétre. On demande le rapport de la courbe AB a la
droite BC.

Fig. r12.
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Soit 'hyperbole MLO de centre G, d'axe transverse FL égal au para-
metre AE de la parabole. Soit LN I'axe de cette hyperbole, dont nous
supposerons le paramétre égal a 'axe transverse, en sorte que pour
toute ordonnée on ait MN*=FN.NL. En G, élevons la perpendicu-
laire GH égale a I'ordonnée BC de la parabole; menons HM et LI,
paralléles 2 GN et GH et par M, point de rencontre de HM et de I’hy-
perbole, menons I'ordonnée MN.

Je dis que le rapport de la courbe parabolique AB & la droite BC est
le méme que celui du quadrilatére MHGL (formé par les droites MG,
HG, GL et la courbe ML) au rectangle IG.

I1.

Soit donnée (fig. 113) la parabole BAD; soient AC son axe, BC une
ordonnée, AE le parametre; on fait tourner la figure parabolique BAC
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[200, 201] PROPOSITIONS A LALOUVERE. 173

autour de I'ordonnée BC; trouver la mesure de la surface courbe du
solide engendré.

Je construis 'hyperbole MNH ayant HI pour axe, en prenant son
axe transverse HF égal au quart du parametre de la parabole, c’est-
a-dire de la droite AE, et en faisant le paramétre de cette hyperbole

Fig. 113.
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égal & son axe transverse, en sorte que, pour une ordonnée quel-
conque, on ait IM?= FI.IH. Je prends HI égale a I'axe AC de la para-
bole et je meéne I'ordonnée IM. Du produit de CA par Varc parabo-
lique BA, je retranche l'aire hyperbolique IMH; je construis le carré
égal a la différence. La diagonale de ce carré sera le rayon d’un cercle
égal A la surface courbe du solide engendré par la rotation de l'aire
ABC autour de I'ordonnée BC.

I1I.

Soit une demi-parabole quelconque AC (fig. 114), de sommet A et
d’axe AB; de cette courbe j'en déduis d’autres en nombre indéfini
comme AF, AE, AD, etc.

Fig. 114.
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Voici la loi de leur formation : pour la courbe AF, I'ordonnée BF est
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égale i 'arc de courbe parabolique CA, et si je prends un auire point
quelconque, comme N, par lequel je méne I'ordonnée NP, cette ordon-
née NP est de méme égale a I'arc de parabole AO. Pour la courbe EA,
I'ordonnée EB est égale a la courbe FA du second degré et toute autre
ordonnée QN est de méme égale a I'arc PA de la méme courbe du
second degré. De méme, pour la courbe AD, I'ordonnée BD est égale
a la courbe EA du troisitme degré, et toute autre ordonnée NR a
I'arc QA de laméme courbe du troisiéme degré ; et ainsi de suite indé-
finiment.

Je dis que toutes ces courbes en nombre indéfini se trouvent dans
un rapport donné avec la parabole simple primitive; voici comment
on peut énoncer le théoréme général :

Qu’on prolonge indéfiniment la parabole primitive AC par les points
M, L, K, par exemple, et de méme son axe par les points G, H, I, en
nombre aussi grand que I’on voudra, en prenant BG = GH = HI = AB
I'axe, et en menant les ordonnées GM, HL, IK :

Le rapport de la courbe parabolique AM & la courbe AF du second
degré est celui de 'ordonnée GM a 'ordonnée BC.

Le rapport de la courbe parabolique AL & la courbe AE du troisieme
degré est celui de 'ordonnée HL & la droite BC.

Lerapportde la courbe parabolique AK & la courbe AD du quatrieme
degré est celui de 'ordonnée Ki a la droite BC.

Et ainsi de suite indéfiniment.

Sil'on fait tourner les figures AMG, AFB autour des ordonnées GM,
BF, le rapport de la surface courbe engendrée par la figure AMG tour-
nant autour de GM a la surface courbe engendrée par la figure AFB
tournant autour de BF est égal au rapport de GM?® & BC®.

De méme le rapport de la surface courbe engendrée parla figure ALH
tournant autour de HL & la surface courbe engendrée par la figure
AEB tournant autour de BE sera égal au rapport de HL? a BC®.

Et ainsi de suite indéfiniment.
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IV.

Soit BA (fig. 115) une demi-cyéloide dont on déduit une autre

courbe DA par la condition que le rapport des ordonnées ]é—g ou g—g

soit constamment égal & un rapport donné. Des géometres ont dé-
montré que la demi-cycloide BA est double de la droite AC, diamétre
du cercle générateur de la cycloide. On demande larelation des courbes
AD & d’autres lignes soit courbes, soit droites.

Fig. 115.
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Voici notre énoncé général : Si ces nouvelles courbes se trouvent,
comme sur la figure ci-dessus, entre la cycloide et le diamétre du
cercle générateur, toutes ces courbes AD et leurs parties seront égales
a des arcs de parabole; si ces nouvelles courbes sont au contraire
extérieures a la cycloide, comme dans la figure ci-apres (fig. 116),
toutes ces courbes AD et leurs parties auront un rapport donné a la
somme d’une droite et d’un arc de cercle.

Sur la premiere figure (fig. 115), le théoréme général peut étre for-
BC*—CD* _ 4AC,

CDh* CTUAM
prenez A comme sommet d’une parabole ayant AM pour parametre et
AC pour axe; soit G le point de rencontre de cette parabole et du pro-

mulé comme il suit. Construisez AM pourla condition

longement de la droite BDC, H le point de rencontre avec le prolonge-

ment de la droite FEO. Le rapport de la courbe parabolique AG a la
g AG? BC?
courbe AD sera donné; on aura en effet 1D — Bo—cp’ o le rapport
des arcs AH et AE sera le méme.
Si P'on fait tourner les figures : ACG autour de I'ordonnée CG, ADC
autour de la droite DC, le rapport des surfaces courbes engendrées

sera égal au rapport des courbes AG et AD. Il en sera de méme pour
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les parties de figure AOH, AEO, si on les fait tourner autour des
droites OH, OE.
Pour l'autre figure ( fig. 116), dans laquelle la courbe AD est exté-
CD*—CB* _ AC
Cp* T AM
gueur AM sur la méme direction que AC; sur cette droite AM, je

rieure a la cycloide AB, je fais > et je prends la lon-

Fig. 116.
/—A
ik bl s
D B c ¢
M

décris un demi-cercle qui sera coupé aux points G et H par les droites

arcAG + GC\*__ /arcAH-+HO\* _ BC?
DBC, EFO. On aura( o AD ) = ( are AR ) = o —cp? P
port donné.

.

Soit la parabole AC (fig. 117), de sommet A, d’axe AB, d’or-
donnée CB; de la courbe parabolique CA j'en déduis d’autres en

¥ Fig. 117.
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nombre indéfini CD, CE, CF, par la méme méthode que précédem-
ment (fig. 114), sauf que cette fois je les fais toutes passer par I'extré-
mité de la méme ordonnée, au lieu de les faire toutes passer par le
sommet,
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La propriété de ces nouvelles courbes sera donc que, si 'on méne
GHIOM parallele a I'axe AB, la droite BD interceptée en D par la
courbe CID du second degré sera égale a I'arc de parabole AC, et la
droite GI égale a 'arc de parabole CH; la droite BE interceptée en E
par la courbe du troisieme degré sera égale a I'arc DIC du second
degré et ainsi de suite indéfiniment pour les courbes et leurs arcs.

Je dis que toutes ces courbes CD, EC, FC, etc. sont égales a des arcs
de paraboles primitives ou simples, qui seront toutefois différentes de
celles qui ont été précédemment égalées aux courbes dérivées. Voici
le théoréme général : ,

Je construis la parabole RP, ayant pour axe RQ = AB I'axe de la
premiére parabole, et pour parametre RV, double du parameétre AN.
Je dis que 'arc RP de cette parabole est égal a la courbe CID.

Si, avec RQ = AB pour axe, on prend le parametre RV = 3 AN, I'arc
parabolique RP sera égal a la courbe COE.

Si, toujours avec RQ = AB pour axe, on prend le parametre
RV=4AN, l'arc parabolique RP sera égal a la courbe CMF.

VI.

Si, autour des droites AB, BD, BE, BF, on fait tourner les figures
ACB, DCB, ECB, FCB, etc., on peut construire un cercle équivalent a
chacune des surfaces courbes des solides ainsi engendrés, avec autant
de facilité que I'on peut construire un cercle représentant la surface
courbe du conoide parabolique engendré par la rotation de la para-
bole AB autour de I'axe AB. Je n’ajouterais pas cette derniére con-
struction que j'apprends avoir déja été trouvée (sans avoir cependant
connaissance de ce qui a été écrit par d’autres sur ce sujet), si le pro-
cédé n’était pas général et ne s’étendait pas tres aisément a tous les
conoides engendrés autour des axes BD, BE, BF par ces nouvelles
courbes en nombre indéfini.

Si I'on fait tourner (fig. 117) la courbe CD autour de la droite BD,
voici comment on trouvera la surface courbe du solide engendré :

Construisez, d’apres la méthode ci-dessus, la courbe parabolique RP

FerMAT, — III. 23
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égale i la courbe CID, et faites tourner cette parabole RP autour de la

£i4 . surf. conoide RPQ  PQ eE
droite RQ. On aura sutf. conoide DICE — B * rapport des ordonnées.

Sil'on construit de méme la parabole RP égale a la courbe COE, on

Aiiad surf. conoide RPQ  PQ s A% P AR 2
aura encore — - rEnEE = et ainsi de suite indéfiniment.

VII.
Soit maintenant (fig. 118) la parabole FBAD d’axe EA, d’or-

donnée FE. On demande la mesure de la surface courbe du solide
engendré par la rotation de la figure ABFE autour de 'axe AE.

Fig. 118,
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Prenez AC égal au quart du parametre ; construisez I'ordonnée CB;
prenez EH = AC, et construisez I'ordonnée GH, puis le carré équiva-
lent & CBGH, ce qui est facile d’aprés Archiméde. La diagonale de ce
carré équivalent 8 CBGH sera le rayon du cercle équivalent a la sur-
face courbe du conoide FAD engendré autour de I'axe AE.

VIII. %

Le subtil géometre qui a récemment démontré I'égalité de la spirale
a la parabole aurait pu concevoir le théoreme plus généralement et
établir une comparaison entre un nombre indéfini de spirales et de
paraboles d’especes différentes, grace a la proposition suivante qui
peut étre énoncée de fagon a servir d’exemple général :

Soit sur la fig. 38 du Livre de Dettonville (fig. 119), une spirale
d’espece quelconque, c’est-a-dire telle que le rapport d’une puissance
quelconque du rayon AB a la méme puissance da rayon AC soit égal
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au rapport d’une puissance quelconque de la circonférence totale
BES8B & la puissance semblable de I'arc E8B.

Fig. 119.

Construisez la parabole dont la demi-base ou la derniére ordonnée
RP soit égale au rayon AB, et dont I'axe AR soit égal a une fraction de
la circonférence totale BE8B, fraction ayant pour numérateur I’expo-
sant de la puissance du rayon AB, et pour dénominateur la somme
des exposants de la puissance du rayon AB et de la puissance de la
circonférence BE8B; qu’enfin les puissances des ordonnées de la
parabole, ayant pour exposant la somme de ceux des puissances du
rayon AB et de la circonférence BE8B, soient entre elles dans le méme
rapport que les puissances des abscisses dont I'exposant est celui de
la circonférence BE8B. Je dis que la spirale et la parabole ainsi con-
struites seront toujours égales entre elles dans tous les cas.

Par exemple, soit d’abord la spirale d’Archimede et la parabole

AB _ circ. BESB
AC — arcE8B

derniére ordonnée RP =AB, et pour axe AR une fraction de la cir-

simple : - Construisez la parabole AQP ayant pour
conférence BE3B, ayant pour numérateur I’exposant de la puissance
du rayon AB (icir) et pour dénominateur la somme des exposants des
puissances du rayon et de I'arc (ici 2; car dans ce cas I’exposant de la
puissance de I'arc est 1). Ainsi 'axe AR devra étre } de la circonfé-
rence constitutive de la spirale, et dans la parabole, une puissance de
I'ordonnée RP ayant pour exposant la somme de ceux des puissances
du rayon et de 'arc (ici 2) doit étre & la puissance semblable de I'or-
donnée 6Q comme une puissance de I"abscisse AR ayant pour expo-
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sant celui de la circonférence BE8B (ici 1) est a la puissance sem-
blable de I'abscisse A6, ¢’est-a-dire que I'on doit avoir : (?g) “A
La courbe parabolique PQA et la spirale BCDA seront égales.

AB? _ circ. BESB ,
Supposons maintenant : Ty Badwe e 1 Dans ce cas I'exposant

de la puissance du rayon AB est 2, celui de la puissance de la circon-
férence est 1. La parabole se construira suivant la régle ci-dessus :

I'ordonnée RP sera prise égale au rayon AB, 'axe AR = § circ. BESB,
enfin <:}é> : RA - Cette parabole et la spirale correspondante seront
égales.

Soit encore : aB MS_IL Dans la parabole, 'ordonnée RP

AC ™ arcESB’
sera prise égale au rayon AB, I'axe AR = {circ. BE8B, et enfin

(g—({;)‘: (g—ﬁ)‘ Il y aura toujours égalité entre la parabole et la spi-

rale. -
2
:E, = M dans la parabole
arc ESB’

correspondante et égale a cette spirale, on aura, comme toujours, I'or-
donnée RP = AB, I'axe RA = % circ. BESB, et enfin pour le rapport

E T : 1 B Rp AR
des ordonnées et des abscisses : (m) <0A)

La méthode sera indéfiniment la méme pour comparer les spirales
et les paraboles d’espéce quelconque. Il n’y aura d’ailleurs aucune
difficulté pour égaler des arcs de spirale augmentés ou diminués avec
des arcs de la parabole correspondante. D’aprés ce qui précede, il y a
a I'intérieur d'un méme cercle une infinité de spirales différentes d’es-

Soit enfin dans la spirale :

pece et de longueur; bien plus, il y en a une infinité qui surpassent
la circonférence du cercle, ce que I'on peut compter parmi les mer-
veilles de la Géométrie. Cependant il n’y en a pas qui ne soit infé-
rieure a la somme de la circonférence et du rayon, et il n’y en a pas
qui ne soit plus grande que le rayon.
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