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Przedmowa.

Tom niniejszy ma podobne zadanie jak i inne tomy, niedawno
przezemnie ogtoszone, a mianowicie przedstawienie stanu terazniej-
szego pewnej okre$lonej teoiyi z dziedziny matematyki wyzszej.
Oczywiscie, gdybysmy zechcieli zebra¢ skrzetnie wszystkie rozwa-
zania, jakie o danym przedmiocie wypowiedzieli rozni autorowie,
wtedy i cate tomy nie bylyby wystarczajgcemi; lecz praca taka by-
taby bez pozytku dla tycti celéw, jakie sobie w pracach naszych
zaktadamy.

W dzisiejszym stanie studyow matematycznych pozytecznemi
sa, jak mniemam, prace syntetyczne, w ktérych podane sg metody
i rozwazania ogo6lne, odnoszace sie do ré6znych zagadnien danej te-
oryi; w ktérych umiejetnie ugrupowane sg metody réznych autoréw,
z podaniem tego, co w kazdym z nich jest najlepszego; w ktérych
sg nalezycie os$wietlone zwigzki pomiedzy pomystami i pogladami
réznych autoréw, nie zawsze tatwemi do wykrycia; w ktorych
wreszcie udzielono sporo miejsca wskazéwkom historycznym i bi-
bliograficznym, racyonalnie uporzadkowanym.



V.

Te ostatnie wiasnie pomijano zwykle, z matemi wyjatkami,
w podrecznikach, gdy tymczasem one to nieraz rzucajg najwiecej
Swiatta na metody i badania naukowe i dlatego sg bardzo uzyte-
cznemi.

Podrecznik bowiem, nawet jasno i dobrze napisany, moze nie
wywrzeé skutecznego wptywu na umyst czytelnika. Czytanie pe-
wnych ksigzek, majacych zresztg zalety innej natury, pozostawia
nieraz w umysle ciekawego czytelnika jakby préznie; nie wie on,
ktére postepowania, metody i twierdzenia nalezg do autora ksigzKki,
ktére za$ do innych autorow; nie widzi racyi ich bytu, skad pocho-
dza i dokad daza. Umyst pozostaje niejako obcym temu, czego
sie uczy, i nie wie, w jakim kierunku ma w dalszym ciggu sam po-
stepowac.

Stosowanie sie do wyzej wytuszczonych zasad jest szczegol-
nie waznem w wyktadzie przedmiotéw, pozostay/iajacych jeszcze
wiele do dyskusyi, a badaniu krytycznemu rozlegte pole dzia-
fania. Takim jest naprzyktad przedmiot, traktowany w ksigz-
ce mojej: ,Note critiche di calcolo infinitesimale” (Medyo-
lan, 1895)*), takim przedmiot pierwszej czesci tomu niniejszego,
t. j. rachunek waryacyjny. Metody tej trudnej nauki odkryli juz
przed dawnym czasem Euler, Lagrange i Jacobi, lecz
ci autorowie zajmowali, rzec mozna, stanowisko formalne. Jezeli
za$ zajmiemy stanowisko, z ktérego bada sie uprawnienie tych
metod i stosowalno$¢ rezultatéw, jakie za pomocg nich otrzymuje-
my, to bedzie mozna powiedzie¢, ze metody te dopiero powstajg. Na
stwierdzenie tego dos¢ tu przypomnieé, ze dopiero przed niedawnym
czasem poddano rozbiorowi kwestye uprawnienia metody mnozni-
kébw Lagrange'a, ktéorg uwazano dotad jako opartg na twier-
dzeniu natury aksiomatycznej, co w rzeczy samej miejsca nie ma.

Program, wyzej skreslony, przewodniczyl mi w pisaniu tej
ksigzki i innych.

*) Niechaj mi wolno bedzie przytoczy¢ tu zdanie M. Cantora, iitéry napi-
sat o ksigzce tej : ... ,eine Sammlung, welche bis jetzt einzig in der mathemati-
schen Litteratur dasteht und geAviss zahlreiche Wiinsche befriedigt. ..". (Zeit-
schrift fur Mathematik und Physik, t. XL (1896), str. 190).



V.

w rachunku waryacyjnym, stanowigcym galeZz rachunku nie-
skonczono$ciowego, tkwig, a nawet mnoza sie wszystkie niedosko-
natosci tego ostatniego. Stad, z punktu widzenia krytycznego, ra-
chunek waryacyjny jest nauka jeszcze bardzo niedoskonata. Naj-
lepiej bedzie, gdy w podreczniku, poswieconym temu rachunkowi,
nie ukryjemy tych niedoskonatosci, lecz, owszem wystawimy je na
Swiatto, zwracajac na nie wyraznie uwage czytelnika.

Daleki jestem od mniemania, ze praca moja spetnia doskonale
warunki programu, i dlatego bede zadowolony, jezeli czytelnik, zgo-
dziwszy sie na porzadek mysli w tej ksigzce, zechce ja zyczliwie
poczyta¢ za prdbe pierwsza, jeszcze niedoskonata.

Ernesto Pascal.

Pavia, w pazdzierniku, 18%.
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RACHUNEK WARYACYJNY,

R/s historyczny rachunku waryacyjnego.

Wszystkie prace, nalezace do rachunku waryacyjnego, mo-
zna odnie$¢ do nastepujacych trzech zagadnien zasadniczych.

1) Zagadnienie, dotyczace pierwszej waryacyi catek po-
jedynczych : szukanie najdogodniejszej postaci rownan réz-
niczkowych, ktérym powinny zado$¢ czyni¢ fnnkcye niewiado-
me w zagadnieniu.

2) Badanie i przeksztatcenie tak zwanej waryacyi drugie;j.

3) Rachunek waryacyj catek wielokrotnych o granicach
zmiennych.

Zagadnienie pierwsze datuje sie od samych poczatkéw ra-
chunku Avaryacyjnego, a wiec od Eulera (1744), a scislej od
Lagrange'a (1762); drugie od Jacobi'ego (1837), jak-
kolwiek juz przedtem Legendre (1786) prébo\vat byt je roz-
wigzac; trzecie wreszcie zagadnienie, do ktérego dato pobudke
penyne poszukiwanie Gaussa, rozpoczyna sie od Poissona
(1833) i Ostrogradzkiego (1834).

Pierwsze zadanie z dziedziny rachunku waryacyjnego za-
wdzieczamy Newtonowi (1686), ktéry podat tez i rozwia-

Pascal R. W. 1
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zanie bez dowodu; szto w tem zadaniu o okre$lenie postaci ciata
okragtego, ktére zanurzone w cieczy w kierunku swej osi, napo-
tyka opor najmniejszy, przy zatozeniu, ze opdr jest proporcyo-
nalny do kwadratu predkosci. (Patrz nizej § 30).

AVisciAvie jednak nie to zadanie dato poczatek rachunko-
wi warj*acyjnemu, lecz stawmb zadanie o bractiystocliro-
nie lub krzywej najkrotszego spadku. (Patrz nizej § 31).

Zagadnienie to postawit Jan Bernoulli w r. 1696
i rozwigzat je w roku nastepnym.

Historye tego zadania podamy w osobnym paragrafie; tu
powiemy tylko, ze brat Jana. Jakdéb Bernoulli, wr.
1697 podat inne jego rozwigzanie; nadto w rozprawie swej roz-
winagt poglady na istote zagadnienia i znalazt pokrewieAstnvo
tegoz z zagadnieniami o najwiekszych powierzchniach przy da-
nym obwodzie, badanemi juz przez geometréw greckich. JIY za-
konczeniu swej pracy Jakob Ber no ulli, objgwszy wszyst-
kie podobne zagadnienia pod nazwg izoperymetrycz-
ny ch, podat geometrom inne zagadnienie tegoz gatunku do
rozwigzania w ciggu trzech miesiecy, przeznaczajac za nie nagro-
de w wysokosci 50 dukatow. (Patrz § 34, nr. 1).

Prawie przez pot wieku rozni autorowie, gtdwnie za$ bracia
Bernoulli i Euler, zajmowali sie zagadnieniem o bra-
chystochronie i zagadnieniami izoperymetrycznemi, zmieniajac
na rézne sposoby warunki zagadnienia. WS$rdéd prac Eulera
nie brakto i rzeczy mylnych, jakiemi sg np. ogtoszone w tomach
VIl i VI dawniejszych Pamietnikéw Akademii petersburskiej.

W roku 1744 pojawito sie pierwsze, prawdziwie wazne
o tym przedmiocie dzieto Eulera p.t.: ,Methodus inveniendi
lineas curvas maxinii minimive proprietate gaudentes, sive solu-
tio problematis isoperimaetrici latissimo sensu accepti'® (Lausan-
nae et Grenevae)j. W dziele tem stara sie Euler, jak
to wida¢ z tytutu, utworzy¢ metode og6lng rozwiazania zadan

Ogtoszone po niemiecku nyrar z rozprawami Jana i Jakéba Berno-
ullich wwydawnictwie ,Ostwalda Klassiker der exakten Wissenschaften",
Nr. 46, r. 1894, p. t.: ,,Abhandlungen liber Yariatiousrecbnung".
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izoperymetrycznj*ch i dochodzi do metody, ktéra jest daleka
jeszcze od prawdzhvego rachunku waryacyjnego, opartego zasa-
dniczo na rozwazaniu nieskonczenie matycii. Euler rozwaza
przypadki maximum bezwzglednego, niaximum nvzglednego
z jednym warunkiem danym, wreszcie przypadek, w ktérym
zachodzi wiecej warunkdw danych, i stosujac metode swojg do
bardzo wielu przyktaddw, rozwigzuje prawie wszystkie o tym
przedmiocie zagadnienia, jakiemi w owym czasie zajmowali sie
geometrowie. Metoda Eulera byta prawdziwie godng jego
geniuszu; znalazt on t. z. prawidto izoperymet ry-
cz ne, ktére byto niewatpliwie zarodkiem metody ogdinej,
uzytej potem przez Lagrange'a i noszacej nazwe m e-
tody mnozniké\v.

Praca Eulera, prosta w'swych wynikach, byta \vszakze
zbyt sztuczng pod wzgledem metody. .,Nie pozostawiataby ona
nic do zyczenia, powiada Lag range (Oeuvres, X, str. 395),
gdyby byta opartg na analizie, bardziej zgodnej z duchem ra-
chunku rézniczkowego; lecz stosowany p*rzez autora rozktad réz-
niczek i catek na ich elementy pierwotne burzyt mechanizm te-
go rachunku i zatracat jego najwazniejsze zalety, t.j. prostote
i ogdlnos¢ algorytmu”.

PrzytoczyliSmy dostownie ten ustep z Lag rang e'a dla
okazania, w jaki sposob powstato i rozwineto sie dzielo tego
wielkiego analisty w rachunku waryacyjnym, za ktérego twérce
pod pewnym wzgledem winien by¢é uwazany. Staral sie L a-
grange— ze tu uzyjemy jego whasnego wyrazenia — na-
gig¢ rachunek rozniczkowy do tego nowego
rodzaju zagadnien, ktére z istoty swej na-
lezaty do zakresu tego rachunku. Sltawna roz-
prawa, drukowana w tomie Il-gim ,,Pamietnikow Turynskich",
1762 "), miata ten cel na widoku; w tej pracy poraz pierwszy wy-
kazano dogodno$¢ pojecia nowej charakterystyki dla waryacyj
i wprowadzono znak 6, ktoéry nastepnie wszedt w uzycie ogélne.

") Ogtoszona po niemiecku w Nr. 47 cytowanego poprzednio wydawni-
ctwa ,,Ostwald's Klasscker der exakten Wissenscliaften", r. 1894.
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Wprawdzie juz Euler poznat niedogodnos¢ uzywania
tych samych znakéw dla rézniczek nowych i dawnych; by uni-
kng¢ pomieszania, zamys$lat oznaczac te r6zniczki za pomocg réz-
nic kolejnych wartosci zmiennych i funkcyi. Cldyby, powiada
Cauchy (Exercices, Ill, str. 51), wpadt byt na pomyst uzycia
réznych znakowan dla obu przypadké\v, bytby byt niewatpliAvie
doszedt do rachunku waryacyjnego Lagrang e'a.

Euler przyjat odrazu nowe pomysty i po dwéch latach
(1764) wystagpit juz w Nowych Pamiet. Akad. petersburskiej
(t. X) z rozpraAva: ,,Elementa calculi yariationum", w ktérej bar-
dzo szczegotowo i, jak zwykt byt to czyni€, z licznemi zastoso-
waniami rozwingt podstawy zasadnicze nowego rachunku. Po-
Zniej zajmowat sie jeszcze w ciggu wielu lat tym rachunkiem
i ogtosit badania swe w t. I11 ,,Instit. Calculi integr.", Peters
burg, 1770, w t. XVI Nowych Pamietnikéw, 1771, wreszcie t.
IV ,Instit. Cale. integr."S wyd. II, t. IV, 1794.

W roku 1767 B or d a ogtosit w Pamietnikach Akademii
nauk w Paryzu rozprawe o rachunku waryacyjnym, sy ktérej
skrytykowat rozwigzanie L agrange'a, odnoszace sie do za-
gadnienia o brachystochronie w przypadku, gdy zakiada sie,
ze punkt poczatkowy nie jest oznaczony, lecz ma znajdowaé
sie jedynie na krzywej oznaczonej. B orda miat stusznos¢,
gdyz Lag range nie spostrzegt byt, ze gdy rzedna punktu
poczatkowego jest ruchoma, to nalezy do waryacyi catki dodaé
jeden wyraz, o ile sie nie czyni odmiennej hypotezy o predkosci
poczatkowej (patrz nizej § 31, w ktorym moéwimy o tym przed-
miocie). Lagrange przyznatten btagd w nastepnej rozpra-
wie s\vej z r. 1770 (Miscel. Taurin, 1V)  Niestusznie wiec twier-
dzi Darboux (Theorie des surfaces", t. I, str. 268), ze roz-
prawa B or dy byta bez pozytku, jako powtarzajaca tylko re-
zultaty L agrange'a; przeciwnie, ona to wiasnie pobudzita
Lagrange'a do napisania nowej rozprawy, w ktorej podat
inny wyktad swej metody. Na poczatku tej pracy polemizuje

) Ogtoszona w przektadzie niemieckim w Xr. 47 cytowanego wyda-
wnictwa Ostnyalda n
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Lag range zniektorymi autorami, ktérzy w przeciggu czasu
ubiegtego pomiedzy pierwsza a drugg jego rozprawa, ogtosili
prace otym przedmiocie.

Pierwszy z nich Fontaine ogtosit w r. 1769 w Pa-
miet. Akademii paryskiej prace, w ktorej twierdzi, ze jego
poprzednie}* nie znajagc prawdziwej teoryi, mylili sie, i podaje
dwie metody, ktére poczytuje jako nowe. Lagrange zwra-
ca uwage nato, ze jedna z tych metod, jezeli pomingé zna-
kowania, jest whasciwie metodg Eulera, druga za$ nie rézni
sie niczem od metody samego L agrange'a orok wczesniej
ogtoszone;j.

Takze Le Sueur i Jacquier ogtosili w tym czasie
w Parmie traktat rachunku catkowego, w ktérym powtarzajg
tylko metode Lagrange'a, przypisujac ja wszakze Eule-
rowi.

Dwie cytowane przez nas rozprawy L agrange'a odno-
szg sie do tej epoki, kiedy on nie odczuwat jeszcze potrzeby usu-
niecia z rachunku nieskoiczonos$ciowego znaku i pojecia réznicz-
ki oraz ilosci nieskonczenie matej. Dopiero p6zniej, juz jako
autor stawnej ,,Teoryi funkcyj analitycznych”, zmuszony byt
Lagrange rachunek waryacyjny wytozyé zupetnie niezalez-
nie od pojecia iloSci nieskoriczenie matych, czemu poswiecit tez
rozdziat 12-y s\vojego dzieta (1797). Tenze sam przedmiot spo-
sobem prostszym i petniejszym wytozony jest w dziele ,,Oalcul
des fonctions", (Paryz, 1806). Metode mnoznikdéw, stu-
zacy do redukcyi zagadnien na maximum i minimum wzgledne
do zagadnien na maximum i minimum bezwzgledne, wytozyt
Lagrange poraz pierwszy w swojej ,Mechanice analitycz-
nej" (1788), a potem powtérzyt w ,Teoryi funkcyj analitycz-
nych" i w ,Rachunku funkcyj". Mozna te metode uwazal za
rozwiniecie metody, podanej przez Eulera na rozwigzy\vanie
zagadnien izoperymetrycznych.

Pierwsze zagadnienie rachunku waryacyjnego, ktérego roz-
woj historyczny wyzej nakreslono, mozna uwazac¢ za zamkniete
na Lagrang edi, gdyz odtad uwaga analistéw zostata skiero-
wang przewaznie ku innym trudniejszym zagadnieniom tego ra-
chunku. Zagadnienie, unvazane za zamkniete, gdy idzie o pro-
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stote wzorOAY, do ktérych prowadzi, przedstawia sie inaczej, gdy
stajemy na stanowisku moznos$ci stosowania \vzoréw i rozszerze-
nia icti na inne zagadnienia. Pod tym wzgledem dopiero nieda-
wno podjeto badania i odczuto konieczno$¢ uzasadnienia pe-
wnych twierdzen, bedacych podstawg wspomnianych wyzej wzo-
row a uwazanych przez pierwszych twércow rachunku warya-
cyjnego za prawdy aksiomatyczne, jakiemi w rzeczy samej nie
sg. Nadto powstato i drugie pytanie: Jezeh przyjmiemy w ogol-
nosci stosowane postepowanie i otrzymane rezultaty za $ciste, to
do jakiego punktu dajg one rozwigzania? Albo inaczej, czy roz-
wigzania, ktdre otrzymujemy, sg mozliwie najogolniejszemi, lub
tez, czy stosowanie wzmiankowanych procesow opiera sie milczg-
Co na ograniczeniu rozwigzan do pewnych tylko kategoryj
funkcyj ?

W tej drugiej czesci krytycznej, ktérg nazwiemy cze-
§cig, odnoszacg sie do rozwigzan przerywa-
nych, uczyniono bardzo mato postepow; bedziemy o niej moé-
wili potem, dlatego, ze dotyka ona nietylko pierwszej z trzech
kategoryj zagadnien, na poczatku wymienionych, lecz wszyst-
kich. "W tem miejscu ponylety tylko kilka stéw o tej czesci kry-
tyki, ktora dotyczy dowodéw niektérych twierdzen, uwazanych
przedtem za aksiomatyczne.

Pierwsze z tych twierdzen odnosi sie do metody mn o-
znikd\v; drugie do dowodu twierdzenia pomocniczego, beda-
cego podstawg szukania maximow i miniméw catek, mianowicie
twierdzenia, ze znikanie tozsamos$ciowe waryacyi pocigga za so-
ba znikanie tozsamosciowe funkcyi pod znakiem catkowym.

Pierwsze z tych twierdzehA byto uwazane za pewnik i szu-
kano tylko dowodé6\v znanego prawidia Eulera dla przypad-
ku specyalnego izoperymetrycznego (patrz np. Bertrand,
w t. YIN dziennika Liouville'a, str. 55 [1842]). Tym sa-
mym przedmiotem zajmowat sie p6zniej Du Boi s-Reymond
(Math. Ann., XV), a przypadkiem ogo6lniejszym Scheeffer
(Math. Ann., XXV, 1885); lecz dopiero pierwszy Mayer po-
Swiecit temu pytaniu prace specyalna (Math. Ann., XXVI; patrz
nizej 88 12, 13, 14). W ostatnich czasach Turksm a podjat
na nowo pytanie to (Math. Ann., XXVII) z odmiennego punktu
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widzenia i doszedt do rezultatéw, potwierdzajgcych w zupetno-
sci wyniki pochodne z metody Lagrange'a,

Co do drugiego twierdzenia, to pierwszy Heine w krot-
kim komunikacie w t. Il Math. Ann. (1870) zauwazyt, ze dowdd,
ktéry zwykle da\vano we wszystkich podrecznikach, pocigga za
soba konieczno$¢ przyjecia pewnych hypotez ociggtosci i naturze
waryacyi 6l; hypotez, ktére moga nie spetnia¢ sie w ogélnosci,
mimo, ze twierdzenie w mowie bedace utrzymuje sie w mocy.
Po nim Du Bois-Reymond zajmowat sie jeszcze szczego6-
towiej tem pytaniem w pracy wyzej wspomnianej, petnej wielu
bystrych mvag i nowych mysli, lubo bezwatpienia bardzo jesz-
cze niezupetnej (1879).

Przechodzimy do drugiego z zagadnien zasadniczych
o drugiej waryacyi. WspomnieliSmy juz otem, ze L e-
gendr e pierwszy wr. 1786 myslal o koniecznosci zwrdcenia
sie do drugiej waryacyi, jezeli idzie o rozpoznanie faktycznego
istnienia i odréznienia maximum od minimum. Legendre
wpadt atoli w pewne btedy, z ktorych niektore sam poprawit,
inne zas spostrzegli Lagrange, Brunacci it.p. (Patrz
nizej § 16).

Zresztg rozwigzanie, do ktérego doszli ci autorowie w prze-
ksztatceniu waryacyi drugiej, byto skomplikowane skutkiem
nowego catkowania ponad to, ktérego wymagato odszukanie
mozliwych maximow i minimow.

JacobPemu (1837) byta pozostawiona stawa wprowa-
dzenia zupetnie nowych punktéw widzenia do tego trudnego
pytania; uczynit on to w rozprawie, ogtoszonej w tomie XY LU
dziennika Crellego i przedrukowanej w t. LI dziennika
LiouVillea

Jacobi zauwazyt, ze mozna wykona¢ mniej takich cal-
kowan, i w tym celu podat bez dowodéw niektére twierdzenia
og6lne rachunku rézniczkowego, z ktérych mozna byto wywnio-
skowac, ze po zcatkowaniu pierwszego réwnania rézniczkowego,
ktére wystepuje \v zagadnieniu rachunku waryacyjnego w przy-

0 Takze w Nr. 47 wydawnictwa Ostwalda, 1894
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padku jednej funkcyi niewiadomej, catki wystepujace przy prze-
ksztatceniu waryacyi drugiej tatwo juz otrzyma¢ za pomoca
prostych rézniczkowan wzgledem statych.

Geniahiy pomyst J acobi'ego zwrocit szybko na siebie

uwage analistow; Lebesgue, Delaunay i Bertrand
pierwsi podjeli dowodzenie twierdzen Jacobi'ego, ktoremi
pdzniej zajmowali sie takze Mainardi i Brioschi (patrz

nizej § 16). Spis wszystkich prac, odnoszacych sie do tego przed-
miotu, podajemy w ksigzce na wiasciwem miejscu. Twierdze-
nia Jacobi'ego przedstawiajg prawdy bardzo ukryte i nie
wiemy, w jaki sposéb doszedt do nich Ja cob i; przez dtugie
lata byly one przedmiotem rozwazah najlepszych analistow
epoki. Pomiedzy nimi nalezy wymieni¢ Spitzera, ktory
posunat o wiele naprzod dyskusye nad przeksztatceniem J ac o-
bi'ego, oraz Hesseg o, ktory w rozprawie swej podat jakby
zupetnie nowg teorye o pewnym sposobie przedstawienia wyra-
zen liniowych z kolejnemi pochodnemi tej samej funkcyi. Nie-
ktore z twierdzen Hesseg o podajemy w tej ksigzce (§ 20).

Od Clebscha (1858) rozpoczyna sie rozwazanie jakiej-
kolwiek liczby funkcyj nieznanych i przypadek ogolniejszy,
w ktérym pomiedzy temi funkcyami zachodza zwiazki roznicz-
kowe. Tym samym przedmiotem (wszakze tylko v przypadku
dowolnej liczby funkcyj niewiadomych, bez zakladania zwigz-
kéw rozniczkowych pomiedzy niemi) zajmowat sie Lipschitz
i metodg odmienng doszedt do tych samych rezultatow (1864).
Metode te rozciggngt pézniej Mayer na wymieniony wyzej
przypadek ogolniejszy (1868). Ten ostatni ogtosit kilka bardzo
interesujacych prac o tym przedmiocie.

W rozprawie, ogtoszonej w Math. A.nnn., XXV, 1885, stara
siec Scheeffer rozwigzaé to zagadnienie na drodze odmien-
nej i scislejszej, a w nastepnym tomie tegoz dziennika podaje
bardzo wazne spostrzezenia, dotyczace granic, pomiedzy ktoéremi
majg znaczenie rozwigzania zagadnienia.

Nakoniec wspomnieé jeszcze nalezy o najnowszych bada-
niach Weierstrassa, podanych w wyktadach jego w Ber-
linie (1884). Ograniczajac w rozmaitych kierunkach istote za
gadnien rachunku waryacyjnego, dochodzi Weierstrass za
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pomocg metod Scistych, do wynikéw doktadnych; lecz wyniki te,
z powodu wielu wprowadzonych ograniczen, nie majg charakte-
ru ogélnosci, do ktorej dojscie powinno by¢ gtéwnym celem dal-
szych postep6\v rachunku waryacyjnego.

Badania nad przeksztatceniem drugiej waryacyi nie sg ta-
twemi; trudno$¢ tkwi moze w naturze samego zagadnienia.
Przed kilkunastu laty zdawato sie Zmur ce, ze znalazt nowe
i tatwiejsze drogi rozwigzania zagadnienia, lecz przekonano sie,
ze prace jego byty biednemi').

Przechodzimy do ostatniego z wymienionych na wstepie
trzech zagadnien, t. j. do waryacyi catek wielokrotnych o grani-
cach zmiennych.

Waryacye catek wielokrotnych o granicach statych otrzy-
mat by}, stosujac metode ogélng, juz L agrange, ktory na tej
drodze znalazt réwnanie rézniczkowe powierzchni minimalnych.
Lecz przypadek granic zmiennych przedstawiat trudnosci zna-
cznie wieksze iinnej natury.

W r. 1833 Grauss natkngt sie po raz pierwszy na zada-
nie z mechaniki, ktére wj™magato szukania minimum catki po-
dwojnej o granicach zmiennych. Zadanie to brzmiato: ,,Okre-
§lic forme rownowagi ptynu, zawartego w naczyniu danego
ksztattu". Poisson w tymze roku zajat sie szczeg6towo tem
P3"taniem; w roku za$ nastepnym Ostrogradzki znalazt
wzor wazny, ktéry nosi jego nazwisko. Rozprawa tego osta-
tniego autora jest dzi$ jeszcze wazng dla nastepujacego powodu.
On pierwszy ustanowit Scisle pojecia i wzory na waryacye po-
chodnych czgstkowych funkcyj wielu zmiennych, podawane
przedtem btednie lub bez nalezytej ogélnosci. Prawda, ze Pois-
son znalazt byt wzory, o ktérych mowa, lecz do wywodu
ich potrzebowat sztucznych sposobdw, przy wprowadzeniu pe-
wnych zmiennych pomocniczych; dopiero Ostrogradz-
ki pokazat po raz pierwszy, ze w tych rozwazaniach nie po-
trzeba oddala¢ sie od metod Lagrange'a. Zapomocyg zasad
elementarnych rachunku rézniczkowego mozemy dzi§ wzory te

") Cytowane nizej w § 16.
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wyprowadzi¢ bez wszelkiej trudno$ci, lecz w owej epoce mogty
one, jak tatwo rozumieé, by¢ przedmiotem kontraAversyj.

Po AVzoze Ostrogradzkiego pozostawata jeszcze
do rozwigzania najtrudniejsza i najbardziej interesujgca cze$é
zagadnienia o pierwszej waryacyi catek wielokrotnych, t.j. prze-
ksztatcenie waryacyi catki na takie dwie czesci, z ktorycli jedna
zalezy tylko od granic catkowania, t. j. to, co uczynit L agra n-
g e dla catek pojedynczych.

Ogtoszony w r. 1842 przez Akademie paryska konkurs, na
ktory nadestali rozprawy Delaunay iSarrus, datrozAvig-
zanie tego zagadnienia; albowiem otrzymano wzér, ktéry jest
rozszerzeniem wzoru L agrange'a i do ktérego w istocie rze-
czy w spos6b niedo$é wyrazny doszedt byt Ostro gradzki
w koricu swojej rozprawy.

Po sprowadzeniu waryacyi pierwszej do postaci najdogod-
niejszej przyszta kolej na waryacye druga, ktorej zbadanie jest,
jak wiemy, niezbedne do rozstrzygniecia, czy zachodzi maximum
czy minimum.

PowiedzieliSmy juz, ze Clebsch pierwszy usitoAvat roz-
szerzyC rozwazania Jacobi'ego na przypadek ogolniejszy;
dodajmy jeszcze, ze przy tych poszukiwaniach zajmowat sie on
takze waryacya druga catek nvielokrotnycll (1869). O tym sa-
mym przedmiocie istniejg tez p6zniejsze badania Sabin ina
(1870—8--90). Wspominamy wreszcie, ze w niedawno ogtoszo-
nej pracy (1893) K ob b stara sie rozciggna¢ na catki wielokro-
tne rozwazania analogiczne do tych, ktore czyni W eier-
strass nad catkami pojedyficzemi. Nie potrzeba nadmieniac,
ze teorya waryacyj catek wielokrotnych pozostawia jeszcze wie-
le do zyczenia i ze niematemi sg braki, jakie przedstawia; jest
naturalnem, ze wszystkie trudno$ci, spostrzezenia krytyczne
i zarzuty, ktére wypowiadano odnosnie do catek pojedynczych,
stosujg sie w wyzszym daleko stopniu do catek wielokrotnych.

Powiemy jeszcze kilka stow o ograniczeniach, jakie co do
istoty rozwigzan sprawiajg postepowania rachunku waryacyjne-
go, oraz o tak znvanych rozwigzaniach przerywanych.

JIY rozmaitych paragrafach ksigzki niniejszej zaznaczamy,
ze dla moznosci wykonania rozmaitych przeksztatcen, ktére pro-
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wadzg do zwyktych wzoréw rachunku waryacyjnego, nalezy
przyjac, ze funkcye nieznane majg pewne \viasnosci specyalne,
gtéwnie za$, ze sg ciggtemi wraz ze swemi pochodnemi.

Stad wynika, ze gdy zadanie o maximuni i minimum do-
puszcza rozwigzanie przy pomocy funkcyi nieciggtej, albo, gdy
przy ciggtosci funkcyi, jest nieciggta jej pochodna; gdy wiec
przedstawiona za pomocag krzywej, funkcya ma skonczong albo
tez nieskonczong liczby punktéw szczegdlnych (weztow), wtedy
procesy zwykte nie mogg prowadzi¢ do rozwigzania. Nasuwa
sie tedy mysh szukania innej metody, ktéraby nie wylgczata
i owych rozwiazah przerywanych; zarazem nalezy poAviedzie¢,
ze w tym. kierunku uczyniono postep do$¢ nieznaczny.

Zadanie, postawione przez uniwersytet w Cambridge w r.
1871, wywotato pojawienie sie¢ duzego tomu, napisanego przez
Todhuntera: ,Researchesin the calculus of variations, prin-
cipally on the theory of discontinous solutions"”, (Londyn, 1871);
lecz autor gubigc sie w wielu szczegotach i w wielu przykitadach,
nie dochodzi w gruncie rzeczy do zadnej konkluzyi og6lnej.

Inne prace o tym przedmiocie ogtosili: Cayley: ,On a pro-
blem in the calculus of yariations etc." (Proc. of Lond. Math.
Soc.,, I, str. 221; 1871); W ilkin son: ,Review of Todhun-

ters researches etc." (Messenger, 2-a ser., t. VIII, str. 184; 1874);
Erdmann: ,,Ueber unstetige Losungen in der Yariationsrech-
nung™ (Dziennik Crellego, t. LXXXII, str. 21; 1876).
Niedawno Star kow sadzit, ze znalazt metode o0gding,
obejmujaca i rozwigzania nieciggte, i ogtosit o tym przedmiocie
prace w rozmaitych czasopismach (Bul. Tow. mat. w Moskwie,
1884; Eend. di Palermo, t. 1l: Bul. Tow. mat. w Odesie, 1884—
1885 t. d.). Lecz rozwazania jego sg wogole btedne, jak to po-
kazat Sonin i po6zniej August (patrz § 30;. Na szcze-
gélng wzmianke zastuguje praca Du Bois-Reymonda
(Math. Ann,, XV); dos$¢ czytaé te prace, ktora zreszta jest tylko
préba, aby przekonac sig, ile jeszcze jest niepewnego i niedo-
skonatego w teoryi waryacyj. Autor podejmuje jedno zadanie
i to jedno z najprostszych, mianowicie o linii dtugosci najmniej-
szej i przechodzac krok za krokiem A/ jego rozwinieciu, czyni
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spostrzezenia krytyczne™ wielce donioste, nad rozmaitemi uzy-
wanemi procesami i granicami ich stosowalnosci.

Dla uzupetnienia naszego zarysu historycznego wspomina-
my jeszcze o tych autorach, ktérzy w rozmaity sposéb oddalali
sie od metod og6lnie uzywanych.

Challis np. w roku 1871 ogtosit w Phil. Mag. (4-a serya,
t. XLII, str. 28) prace, ktorej idea gtdwna jest nastepujaca: za-
miast szuka¢ wprost krzywej, szukajmy najprzod jej rozwinietej,
a od tej przejdzmy do rozwijajacej. Praca ta wywotata pole-
mike, w ktorej brali tez udziat Cayley i Todhunter.
Do tej polemiki odnoszg sie artykuty: Cayley: ,,0On a suppo-
sed new integration of differential equations of 2 order" (Phil.
Mag., t. XLII, str. 197); Challis: ,In reply to Prof. Cayley"
(tamze, str. 302); Todhunter: ,On a problem etc." (tamze,
str. 440); Challis ,On the solution of three problems in the
calculus of yariations in reply to Mr. Todhunter'- (Phil. Mag.,
1872).

Wymieniamy jeszcze odnoszacg sie do tego przedmiotu
prace CurVelwela: ,Researches in the calculus of varia-
tions" (Proc. Lond. Math. Soc., t. XXIII, str. 241, 1892 it. XXV,
str. 361; 1894), w ktdrych autor stara sie utworzy¢ teorye maxi-
mow i miniméw przy granicach statych i granicach zmiennych,
porzucajac postepowania analityczne i opierajgc sie na podsta-
wach geometrycznych.

Wymienimy na zakonczenie wieksza czes$¢ traktatow i prac
historycznych, wydanych dotad o rachunku Avaryacyjnym.

Najpierwszym byt traktat L acroix'a, zawarty w jego
stawnym ,,Rachunku rézniczkowym i catkowym", ktérego pierw-
sze wydanie ogtoszone zostato w r. 1797—18()0, drugie w 1810—
1819. Rachunek waryacyjny zajmuje 1(tO stronic drugiego to-
mu. W przekladzie polskim Niemczewskiego, [(wyda-
nie 2-gie, poprawione przez Petke Polinskiego (AVilno,
1824)] rachunek waryacyjny, nazwany rachunkiem zmiennosci,
zajmuje str, 466—492.

Jednoczes$nie pojawito sie we Wioszech dzieto ,,Corso di
matematica sublime” Brunacci'ego (Florenc™a, 1808), kto-
rej 10 stronic w tomie IV-ym poswiecone sa rachunkowi wa-
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ryacyj. W Anglii wyszedt traktat Woodhous e'a: ,,A Trea-
tise on Isoperimetrical Problems and Calculus of variations",
Cambridge, 1810. W Niemczech Bnquo ,Eine eigene Dar-
stellung der Grundleliren der Variationsrechnung"; po6zniej wy-
zej cytowane dzieta Dirksena i Ohma; drugie znich nie
zupetnie udane (patrz rozprawe Jacob i'egow t. XVII dzien-
nika Crellego).

Z kolei wymieniamy: Choisy: ,Essai historique etc.",
(1823); Graeffe: ,Commentatio historiam calculi variatio-
numcomplectens etc." (Getynga, 1821); B ordoni: ,Lezionidi
calcolo sublime", Medyolan, 1831 (str. 192—298 w t. Il); Mo m-
s en: , Elementa calculi variationum etc.", Altona, 1833; Abbat:
»A Treatise on the Calculus of Variations™, Londyn, 1837.
Almaquist: ,De principiis calculi variationum, I, 11", Upsala,
1837; Senf: ,Elementa calculi variationum", 1838; Bruu n:
»,Podrecznik rachimku waryacyjnego” (po rosyjsku), Odessa,
1848; Strauch: ,Theorie und Anwendung der sogenannten
Variationscalculs”, Zirich, 1849; Jellet: , An elementary tre-
atise on the calculus of variations"”, Dublin, 1856, przektad nie-
miecki Schnusego, Brunswik, 1860; Stegman: ,Lehrbuch
der Variationsrechnung it. d.", Kassel, 1857; Popow: ,Po-
czatki rachunku waryacyjnego" (po rosyjsku). Kazan, 1856.
Meyer: ,Nouveaux elements du calcul des variations", Liege
i Lipsk, 1856; Simon: ,Die Theorie der Variationsrechnung",

Berlin, 1857; Giesel: ,Geschichte der Variationsrechnung",
Torgau, 1857; Lindeldéff-Moigno: ,Calcul des varia-
tions", Paryz, 1861; Natani: ,Die Variationsrechnung"”, Ber-

lin, 1806; Dienger: ,Grundriss der Variationsrechnung"
Brunswik, 1867; Car 11: ,Calculus of Variations", New-York,
1885; Waszczenko-Zacharczenko: ,,Rachunek wa-
ryacyjny" (po rosyjku), Kijow, 1889; Sabinin: ,Rachunek
waryacyjny" (‘po rosyjsku), Moskwa,f 1893. Specyalnych tra-
ktatéw rachunku waryacyjnego—po za rosyjskiemi —w najno-
wszym czasie, 0 ile wiemy, nie wydano.

W powyzszym spisie nie pomiesciliSmy najnowszych tra-
ktatéw rachunku wyzszego, w Kktorych znajduje sie zawsze
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czes¢, odnoszaca sie do rachunku waryacyjnego, traktowana nie-
kiedy obszernie (np. w traktacie J ordana i innych).

Na szczeg6lna wzmianke zastuguje dzieto Todhun d-
tora: ,.A History of the progress of the calcuhis of variations
during the nineteenth century", Cambridge, 1861. W dziele
tem na 530 stronicach autor stara sie przedstawi¢ historye ra-
chunku, poczawszy od Lagrang e'a. Niewatpliwie jest to
ksigzka bardzo obfita pod wzgledem materyatu, lecz autor ro-
zumie historye jako Kkronike. Rozmieszcza chronologicznie
wszystkie prace réznych autoréw i podaje w krotkosci tresé
tychze; stad zmuszony jest wielokrotnie powtarza¢ jedno i to
samo. llekro¢ razy ma méwi¢ o nowej rozprawie, rozpoczyna
rzecz od poczatku, powtarza zasady i znakowania zasadnicze,
idac krok za krokiem, prawie temi samemi stowy, za autorem,
0 ktorym mowi; niekiedy wprost ttomaczy cala prace, jezeli jest
krétka. Bytby on stworzyt dzieto bezwatpienia uzyteczniejsze
1 bardziej wartosciowe, gdyby owe piec¢set kilkadziesigt stronic
poswiecit na przedstawienie istotnej zaleznosci historycznej je-
dnej pracy od drugiej; gdyby wykazat, w jaki spos6b rozwijaty
sie poglady na rézne szczeg6lne zadania teoryi; gdyby pokazat,
co w pracach opisywanych jest istotnie waznem i co sprawito po-
step nauki, a pominat to, co poszto w zapomnienie. Mimo to,
dzieto Todhuntera moze oddac ustugi, i sam korzystatem
z niego, jakkolwiek utrzymuje, ze ma tylko warto$¢ Zrodia bi-
bliograficznego.

§ 1.

Rozwazania  wstepne.

Niechaj y bedzie funkcya zmiennej X] y — f{x). Aby
lepiej uwydatni¢ pojecie, ktdre chcemy wytozyé, wyobrazmy so-
bie funkcye te, przedstawiong geometrycznie sposobem zwyktym
za pomocg krzywej f.



§ 1. — Rozwazania wstepne. 15

Wyobrazmy sobie dalej szereg krzywych, ktérych krzywa
graniczng niechaj bedzie wtasnie dana krzywa f i rozwazajmy
jedng z krzywych tego szeregu, np. krzywg f* ktorej punkty
odpowiadajg jednoznacznie punktom krzywej f w ten sposob,
ze odlegtos¢ pomiedzy dwoma punktami, odpowiadajagcemi so-
bie, jest nieskonczenie mata. Warto$¢ funkcyi ij moze zmie-
niac¢ sie wskutek trzech réznych okolicznosci.

Wartos¢ ta tlanonylcle zmienia sie moze:

1) Skutkiem tego, ze zmieniamy odpowiednig warto$é
zmiennej Xx; Avtedy od punktu P przechodzimy do innego pun-
ktu P' tejze krzywej f.

2) Przez to, ze zmieniamy funkcye f na funkcye fj; wte-
dy od punktu P krzywej f przechodzimy do punktu P* krzy-
wej /,, Dwa punkty Pi Px maja tedy te samg odcieta, ktéra
pozostata niezmieniona,

3) Przez to, ze zmieniamy funkcye /' i réwnocze$nie zmie-
niamy odcieta x; wtedy od punktu P na krzywej f przecho-
dzimy do innego punktu P\ na krzywej f\, nie majgcego z pun-
ktem P tej samej odcietej.

Zmiana, jakiej podlega y w pierwszym przypadku, ma
zwiagzek z tem, co w rachunku rézniczkowym nazywa sie
rézniczka funkcyi y i istota tego zwigzku jest znana z zasad
tego rachunku. Wiemy tedy, ze zmiana funkcyi y w przypad-
ku pierwszym jest sumg nieskoriczenie matych, z ktérych nie-
skonczenie mata najnizszego rzedu jest $cisle wyrazeniem, no-
szgcem nazwe rozniczki.

Jest widocznem, ze i w drugim przypadku zmiana, jakiej
podlega y jest réwniez iloscig nieskofnczenie mata, lecz jest do-
wolng, gdyz dowolng jest krzywa y =  (k), ktérg podstawia-
my zamiast krzywej y  f {x). Warto$¢ tej zmiany nazwiemy
waryacya funkcyi y iprzez analogie oznaczac jg bedziemy
za pomocg symbolu dy.

Dogodnem jest pisaé dowolne by w postaci:

dy = dak {x),

gdzie 4 {x) jest funkcya dowolna zmiennej da za$ jest iloscia,



16 § 1, — Rozwazania wstepne,

zdazajgca do zera; w ten bowiem sposéb uwidocznia sie wia-
sno$¢ zdazania do zera waryacyi dy, a zarazem i witasnos¢, ze
nyaryacya jest dowolna.

Nalezy wszakze zauwazy¢, ze pod tg postacia waryacya
jest specyalng. llos¢ dy wyobraza réznice pomiedzy rzednemi
' iy dwu krzywych nieskonczenie blizkicli; otéz nie mozemy
twierdzi¢, ze ta roznica zawsze daje sie roztozy¢ na iloczyn fun-
kcyi samej zmiennej x przez ilo$¢ da, zdgzajagcg do zera; mo-
znaby naprzykitad tatwo wyobrazi¢ sobie przypadek, w ktorym
funkcya { zawiera takze ilo$¢ da, byle tylko stato sie zado$é
warunkowi, ze A {x) da dazy do zera.

Zreszta, gdy sie przedstawia waryacye pod powyzszg posta-
cig, czyni sie zado$¢ jeszcze innej wiasnosci podstawowej, ktorg
ta waryacya ma spetnia¢, mianowicie, ze ona sama i wszyst-
kie jej pochodne wzgledem x dgzg do zera wraz
z iloscig da.

W samej rzeczy, jezeli dwie krzywe nieskonczenie blizkie
daza do zlania sieg, to jest naturalne, ze bedg tez dazyty do zlania
sie np. ich styczne i ze powinny dazy¢ do zera i waryacye po-
chodnej ilosci y wzgledem x i t. d.

Jezeli za$ przypuscimy, ze w ¢ zawiera sie i da, to nie
zawsze bedzie mozna uczyni¢ zado$C powyzszemu warunkowi;
jezeli np.:

dy = dasin A
y asin 2,

to wprawdzie dy dazy do zera wraz z 6a, lecz poniewaz:

oC
W—y="7y"r e

wiec nyaryacya ilosci y' do zera nie dazy.

AYaznem jest i nastepujace spostrzezenie. Kladac warya-
cye pod postacia da.X{x) ograniczamy (jak powiedziano
juz) gatunek krzywej ulegtej waryacyi, ktorej row-
naniem bedzie y — f {x) dan (x). Jedyny warunek, ktdre-
mu dotad ma zado$¢ czyni¢ funkcya A {x) jest ten, by byta fun-
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kcya skoHCzong dla kazdej wartosci zmiennej X w rozwazanym
obszarze, inaczej bowiem nie moznaby twierdzié, ze waryacya
jest nieskonczenie mata, t. j., ze dazy do zera.

Gdybysmy \varyacye poddali innym warunkom, np. by
funkcya I{x) byta ciaggta, ograniczyliby$my jeszcze bardziej na-
ture krzywej, zmienionej przez Avaryacye. Lecz moze zdarzy¢ sie,
ze dla dojScia do pewnych rezultatow w postaci prostej lub przy
specyalnym charakterze traktowanych zagadnien szczegdlnych,
jest koniecznem i dogodnem ograniczy¢ nature waryacyi lub, co
na jedno wychodzi, funkcyi | {x). Rozumie sie wszakze, ze okoli-
cznosc¢ ta jest rownowazna wylgczeniu pewnych kategoryj krzy-
wych, na ktére krzywa y = f {x), za pomocag zmian nieskoncze-
nie matych, przeksztatca¢ sie moze tak, ze punkty jej przecho-
dza na punkty odpowiednie tych krzywych.

Bywa wszakze niekiedy, ze takie ograniczenie, wprowa-
dzone implicite, moze prowadzi¢ do btedéw. Co do tego przed-
miotu patrz bystre uwagi Scheeffera (Math. Ann. XXVI,
str. 197, Leipz. Ber., 1885, str. 92).

Przejdzmy teraz do trzeciego przypadku, ktéry jest naj-
ogolniejszy.

AVyobrazmy sobie dwa tuki krzywych nieskonczenie bhz-
kich i ustalmy w pewien sposéb odpowiednio$¢ ciggta po-
miedzy punktami jednej i drugiej. Jezeli punktami odpowie-
dniemi sg punkty, majace te samg odcietg, wtedy odpowiednio$¢
jest taka, jaka rozwazyliSmy w przypadku drugim; jezeli za$
odciete sag rézne, wtedy roznica pomiedzy dwiema odcietemi
punktow odpowiednich bedzie waryacyg zmiennej x; oznaczmy
jg przez dx. EOznica pomiedzy dwiema rzednemi, przy p o-
minieciu nieskonczenie matych rzedu wyz-
szego, bedzie waryacya ilosci .

Jezeli rownaniem drugiej krzywej jest, jak wyzej:

Y= [o(«)-r*  Ma

i jezeh iCj jest odcietg punktu drugiej krzywej, odpowiadajacej
odcietej x punktu pierwszej (t. j. krzywej o réwnaniu y = /"(X)),
to réznica dwu rzednych bedzie:

Pascal, R. W. 2
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a poniewaz

gdzie co, coj sg nieskofAczenie matemi rzedu wyzszego niz odpo-
wiednio 0a, ktorych rzad uwazamy za jednakowy, przeto
waryacya ilosci y wyrazi sie w ten sposob:

W tym wzorze pomingliSmy nieskoficzenie mate rzedu wyzszego,
zgodnie z okres$leniem waryacyi funkcyi vy
w przypadku ogo6lnym.

Zobaczmy teraz, jak wyraza sie waryacya pochodnej y' fun-
kcyi y w przypadku ogélnym.

Podobnie, jak wyzej, przemiennos¢ oy' bedzie zbiorem
wyrazow nieskonczenie matych rzedu najnizszego w wyrazeniu :

Poniewaz zas:

gdzie £, ¢ sg nieskonczenie matemi rzedu wyzszego, mozemy
wiec napisac:

Podobniez otrzymacéby mozna dy", dy™ it. d.

Z okres$lenia waryacyi wynika wprost jej witasnos¢ zasa-
dnicza, ze symbole dziatah d i d, t.j. rézniczki i waryacyi sg
przemiennemi.

Okazemy to najprzéd dla samej zmiennej x. Warya-
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cya zmiennej x jest réznicg pomiedzy dwiema wartoSciami tej
zmiennej; np, dla pewnego x jest:

a wiec waryacya rozniczki dx dla tegoz x bedzie:

Rozniczkujgc za$ réwnosS¢ poprzednig, mamy:

a wiec:

To ustaliwszy, przez rézniczkowanie wzgledem x wzoru

otrzymujemy:

Z drugiej za$ strony znalezlismy, ze:

nadto mamy tozsamos¢:

a wiec:

Widzimy, ze istotnie:

co jest stwierdzeniem mozno$ci przemieniania symboli d i b.
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Podobniez moznaby dowie$¢ tozsamosci:
ddt/ = pgtiy\ ...

W rachunku rézniczkowym rdzniczka zmiennej niezaleznej jest
dowolng i od niej zalezy rozniczka funkcyi. W rachunku wa-
ryacyjnym rézniczka staje sie tem, co nazwaliSmy waryacya;
dowolnos¢ za$, ktoéra w rachunku rézniczkowym byta przywia-
zana do rdézniczki zmiennej niezaleznej, jest tu przywigzang nie-
tylko do waryacyi zmiennej niezaleznej, lecz takze i do warya-
cyi funkcyi.

Aby doj$¢ do ilosci, ktorej waryacya jest zalezng od wa-
ryacyj, uwazanych za dowolne, t. j. do ilosci, ktéra w pewien sposob
spetnia te samg role ny rachunku waryacyjnym, jakg w rachun-
ku rézniczkowym spetnia funkcya, wyobrazmy sobie fun-
kcye F zmiennych X vy, y'*y". Przyjmujemy, ze funkcya
F jest zawsze rozniczkowalng wzgledem
swoich argumentow.

Nadajmy zmiennej x przyrost \x = Sx, zmiennej za$ y
przyrost \y = y* —y —dye] wtedy funkcya F dozna
pewnego przyrostu nieskonczenie matego, ktdrego
cze$¢ rzedu najnizszego nazwiemy, jak zwykle, wa-
ryacyag funkcyi F i oznaczaé be dziemy 'przez dF.

Utworzmy rdzniczke funkcyi F~ nadajac zmiennym

X, ¥, Y, ... ,odktérych F zalezy, przyrosty —dx, ly, W\
Bedzie:
dF dF dF
a poniewaz:
\x = dx, +

wiec pomijajac nieskoriczenie mate rzedu wyzszego, znajdujemy:

dF dF dF
dx dy oo '
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Jako uogdlnienie wyzej dowiedzionego twierdzenia o przemien-
nosci symboléw d i 6, twierdzimy, ze jest ogoélnie:

ddF = o6dF,

gdy F jest funkcya, dla ktorej zachodzi twierdze-
nie o przemiennos$ci rdézniczkowan wzgledem jej
argumentdw. Gdyz obliczajagc d 6F — dd F i pamietajac, ze

ddx = adx, déij= gdy, ddy = pgdy\

znajdziemy, ze powyzsze dwa wyrazenia sg réwne.
Jezeli w wyrazeniu waryacyi funkcyi F podstawimy za-
miast dy, dy' ich wartosci, mie¢ bedziemy:

+ dF AW aa + %F r(x) aa+...},

gdzie cze$¢ druga jest oczywiscie waryacyg funkcyi F w przy-
padku szczegblnym, gdy x pozostaje bez zmiany. Poniewaz
za$ w nawiasie pierwszym zawiera si¢ pochodna catkowita fun-
kcyi F wzgledem », otrzymujemy wiec rezultat taki: ,WA.-
ryacya funkcyi F w przypadku og6lnym jest zaw-
sze rowna sumie, ztozonej z waryacyi dla przypad-
ku szczegdlnego, w ktdrym x sie nie zmienia, i z wy-
razenia, ktore jest iloczynem pochodnej catkowite]j
funkcyi F wzgledem x przez dx.

Jest widocznem, ze wszystkie te rozwazania mozna roz-
ciggna¢ na przypadek ogélniejszy, w ktérym funkcya F zalezy
nie tylko od jednej funkcyi y zmiennej x ijej pochodnych, lecz
od wiekszej liczby funkcyj vy, z, .. . iich pochodnych.

Zasady rachunku rézniczkowego pozwalajg na znalezienie
wzorow, odnoszacych sie do tych przypadkéw bardziej zio-
zonych.



22 § 2. — Waryac™a catki

§2.
Waryacya catki okreslonej  pojedynczej.

Rozpocznijmy od przypadku najprostszego, w ktérym ma-
my do obliczenia waryacye catki:

gdzie y jest funkcyag zmiennej x.
Zatdézmy najprzod” ze x jest niezmienne. RoOznica

réwna sie:

a stad jest widocznem, ze waryacya catki w tym prostym przy-
padku jest réwna wprost catce waryacyi funkcyi, znajdujacej
sie pod znakiem catkowania.

Niechaj bedzie catka postaci:

Nadajmy zmiennnym vy, Y\ . .. przyrosty dy = X{x) da,
dy' = X'{x) da" e« ! wtedy funkcya F, ktérg przyjmujemy jako
ciggty, dozna przyrostu O6F-j-co, gdzie o jest iloScig nieskon-
czenie matg rzedu wyzszego niz rzad ilosci 6a. Calka J zy-
skaje przyrost:
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I 6Fdx j (JO dx .

Jezeli druga z tych dwoch catek jest nieskonczenie
mata, rzedu wyzszego niz rzad ilosSci da, wtedy warya-
cya catki jest scisle rowna;:

J dFdx,

t.j. waryacya catki jest ré6wna catce waryacyi.
Warunek powyzszy spetnia sie po najwiekszej czesci
w przypadkach zwyktych; aby przekona¢ sie o tem, przepro-
wadzmy nastepujgce rozwazanie.
Zatozmy, ze do funkcyi F mozna stosowaé wzoOr na war-
to$¢ Srednia, rozciggniety az do drugiej pochodnej, t. j. ze jest:

F{Xy T db,y -f d\ ) —FOK Y Y, ...

gdzie znaki umieszczone u spodu drugiego nawiasu wskazujg, ze
zamiast y*y\ ... nalezy podstawi¢ y bdy, y* 6 by, ...;
6, 6', .,. sg liczby zawarte pomiedzy Oi 1.

Pierwszy wyraz strony drugiej jest OF" druga za$ cze$é
jest co; podstawiajac w niej wartosci 6y, 6y’ . widzimy, ze

w co wystgpi czynnik 6a"”. Catka j co dx bedzie tedy réwna:

da" f dx.
t-i-Qdy

Jezeli catka, stanowigca drugi czynnik tego wyrazenia, nie da-
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zy do nieskonczono$ci — co spetnia sie np. gdy dla kazdej
*A wartosci funkcyj ... " zawartych odpowiednio pomiedzy
y i y-]-dy, y'A-dy',. .. warto$¢ bezwzgledna catki pozostaje stale

mniejsza od pewnej liczby skoriczonej — wtedy warto$¢ catki

I co dx bedzie nieskoriczenie matg rzedu nizszego, niz rzad ilo-
§ci da. Rozwazanie dos$¢ podobne do powyzszego znales¢ mo-
zna na str. 449—450 pierwszego tomu dzieta Stolz a: ,,Grund-
zlge der Differential und Integralrechnung".

Przejdzmy teraz do rozwazania waryacyi catki okreslonej,
kiedy i granice catki sg zmiennemi.

Niechaj granice x\ stajg sie skutkiem zmiany réwne-
mi x'  dx\ x" -+-dx". Waryacya catki jest zbiorem wyrazdéw
najnizszego rzedu w wyrazeniu:

gdzie AJ, W\ ... sa przyrostami, jakie otrzymujg funkcye
yy\ ... , gdj® pojedyncze punkty krzywej pierwotnej y — f{x)
przechodzg na odpowiednie punkty krzywej y— f{x) | {x) da.
W pierwszej z dwdch powyzszych catek uskutecznijmy zamiane
zmiennej niezaleznej, t. j, potozmy x = t  dt, gdzie dt jest
funkcyg nieskonczenie matg zmiennej poddang warun-
kom, aby stawata sie roéwng dx', ox'\ gdy t staje sie odpowie-
dnio rownem x\ x". Jezeli uczynimy i — x\ wtedy x staje sie
rownem x' fdx\ gdy t= x\ x staje sie réownem x" -f dx'\
a wiec granicami catki bedg wprost x' i x". Funkcya pod zna-
kiem catkowym jest funkcyg ilosci t  dt] oznaczmy jg przez
A {t + dt). Bedziemy mieli tedy catke:

lub piszac x zamiast t:
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Poniewaz:

mamy przeto, rozwijajac:

tj.

Zbadajmy warto$¢ funkcyi  {x). Na podstawie zatozenia jest:

a poniewaz "y — Oy -j- eeei przeto:

gdzie co'jest iloscig nieskonczenie matg rzedu wyzszego, dF za$
jest waryacyg funkcyi F w zatozeniu, ze x jest niezmienne.
Podstawiajagc, mamy:
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a wiec waryacya catki bedzie:

X" X"

(3/= ~dFdx f F dx

Postepowanie powyzsze, napotykane zwykle w traktatach, jest
dalekiem od S$cistoSci wymaganej dzi§ w postepowaniach ana-
lizy; nie mniej sg takiemi warunki potrzebne na to, by mozna
twierdzi¢ z zupetna pewnosciag, ze wzOr dany przez nas na wa-
ryacye catki jest Scisty. Stosuje sie on bezwatpienia do funkcyj
zwyktych; lecz pod tym wzgledem postep, uczyniony w najnow-
szych badaniach, nie jest wielkim.

Rozwazmy jeszcze przypadek ogo6lniejszy. Zatdzmy, ze
funkcya F* précz x, y, ¥, ..., zawiera jeszcze i granice catko-
wania x".  Ten przypadek moze zachodzi¢ w réznych zaga-
dnieniach. Spotykamy go np. w zagadnieniu o brachystochro-
nie, gdy nie ustalamy punktu poczatkowego, a ustalamy tylko
krzywa, na ktérej ma sie znajdowaé; w zagadnieniu tem sam
Lagrange popetnit btad (patrz § 31). Wtedy waryacye pierw-
szg catki stanowi ogét wyrazéw najnizszego rzedu w wyrazeniu:

f F{x x-f o6a;, 0" -f y+ Ay y -fly, ...) dx

X"

— J F{x x\ x",y, Y\ )ik

X

Mozemy tu powt6rzyé postepowanie powyzsze i dojdziemy do
przeksztatcenia wyrazu pierwszego powyzszej réznicy na wy-
razenie:

X X"

i rd{- ${gdx

X' X'

gdzie:
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Podstawiajgc i znoszac, jak zwykle, wyrazy rzedu wyzszego nad
pierwszy, otrzymujemy waryacye catki w postaci:

W drugiej catce ilosci éx\ 6x" mozna wysung¢ przed znak cat-
kowania, poniewaz nie zalezg od £c; bedziemy mieli tu dwa
wyrazy:

ktore sie taczg z analogicznemi:

znajdujacemi sie w ostatniej czeSci waryacyi.
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§ 3-
Przeksztalcenie  wzoru na waryacye catki okreslone;j.

Potozmy we wzoracti powyzszych.:

to wyrazenie dF bidzie rowne Mdy M dy' + ...a stad:

Calkitu wystepujace nalezy rozumieé w ten sposéb, ze * Mdy,...

podstawiamy zamiast y, y',... ich wyrazenia w funkcyi x, a po-
tem obliczamy catki.
Grdy waryacye dy, dy\ ... sg wziete w zatozeniu, ze x jest

niezmienne, to mozna napisaé:

a wtedy catkujac pr?ez czesci, mamy:
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Widzimy, ze stosujac kolejnoi odpowiednio catkowanie przez cze-
§ci oraz zasade przemiennosci znakéw & i d, mozna przeksztatci¢ dJ
w ten sposéb, aby pod znakiem catkowania wystepowata tylko
waryacya dy, a nie wystepowaly waryacye dy'.dy\ ... Roz-
wazona cze$¢ waryacyi bedzie postaci:

a gdy potozymy dla skrocenia:

otrzymamy nastepujgce wyrazenie na catkowita waryacye:



30 § 3 — Pzeksztatcenie wzoru it d.

u.-
gdzie symbol [ J oznacza réznice dwu warto$ci wyrazenia obje-
"

tego nawiasem, ktorg otrzymujemy, ktadac najprzéd x" a na-
stepnie x' zamiast x (rozumie sie, ze i y%y', e.e odpowiednio
zmieniajg swe wartosci w pierwszym i drugim razie).

Zauwazmy, ze w nawiasie po stronie drugiej zawieraC sie
bedg by, dy\ ... az do jezeli funkcya F zawiera pocho-
dna gdy za$ funkcya ta zalezy tylko ody i y\ wtedy
w nawiasie bedg tylko wyrazy z czynnikami dx i dy.

Jezeli funkcya F, précz yy'i y\ zawiera jeszcze inne fun-
kcye z, n, ... zmiennej x wraz z ich pochodnemi, wtedy za po-
mocg rachunku podobnego do powyzszego, otrzymaé mozna na
bJ wyrazenie, w ktérem wystepujg wyrazy, utworzone w Spo-
séb analogiczny, tjdko ze zmienng y zastepuja odpowiednio
z,u it. d. Bedzie tedy:

gdzie liczba wyrazéw pod znakiem catkowym réwna sie licz-
bie funkcyj ?, ... Jezeli w funkcyi F pochodne funkcyi
y dosiegaja rzedu r, pochodne funkcjd rzedu sit. d., to
w pierwszej czeSci powyzszego wyrazenia ostatnim wyrazem

pierwszego wiersza bedzie A'/"-1) ostatnim wyrazem
drugiego: Afg™i) i t. d. Wreszcie A, AV, e, Po-
wstaje z Zi, Z™i',..., Ili tylko wprost przez zamiane y na 2.

W przypadku szczegdélnym, gdy krzywa zmieniona przez
waryacye ma te same krarice x\ x\ co krzywa pierwotna y=f{x),
wtedy widocznie dla x — x i x — X" waryacye bx, by sg ze-
rem; wtedy, jezeli F zawiera tylko y' i nie zawiera pocho-
dnj~ch nastepnych, znika w wyrazeniu waryacyi wyraz pierwszy
i pozostaje tylko wyraz catkowy.
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Toz samo miatoby miejsce, gdyby krzywa, zmieniona przez
waryacye, miata nietylko krance krzywej pierwotnej, lecz i tez
same styczne w tych krancach; gdy nadto F zawiera tylko po-
chodne az do pochodnej y" it. d.

§

Uwagi o warunkach stosowania przeksztalcenn,  wykonanych
w paragrafie ~ poprzedzajacym.

W paragrafie poprzedzajacym wykonywalismy catkowanie
przez czesci. Otdz, aby modz dziatanie to wykonaé, potrzeba
pewnych warunkéw, ktére tu w krotkosci zbadamy.

Dla ustalenia mysli przyjmijmy, ze funkcya F zawiera tyl-
ko vy iy. Wtedy w przeksztatlceniu powyzszem jedj*ne cat-
kowanie przez czesci bedzie nastepujace:

I M by clx— M by — j U

Aby ten wzér mozna byto stosowaé, jest koniecznem, by M
byto funkcyg rézniczkowalng w catym rozwazanym przedziale
od x' do x". Poniewaz za$ F, a wieci M\ i¥", ..., sa danemi
jako funkcye ilosci a?,y, y\ ..., to gdy nawet zatozymy, ze F
jest funkcya ciagta i rézniczkowalng swych argumentow,
dF
nie mozna stad bedzie jeszcze wnie$¢, ze M' = , jest fun-
kcyg rozniczkowalng wzgledem x. Postawienie warunku tej
rézniczkowalnos$ci jest rGwnowaznem ograniczeniu natury fun-
kcyj y i y' zmiennej x. Dla prostoty przyjmijmy takze, ze
funkcya y' jest rézniczkowalna, t. j. ze istnieje pochodna y"
jezeli nadto pochodne funkcyi M wzgledem i 2 sg funkcya-
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mi ciggtemi, to wtedy, jak wiemy z rachunku rézniczkowego,
istnieje tak zwane twierdzenie o funkcyacti ztozonych, t.j. istnie-
je pochodna funkcyi M' wzgledem x. Przy tych tedy warun-
kach wytaczone zostajg funkcye, nie posiadajgce drugiej po-
chodnej.

PrzytoczyliSmy powyzsze uwagi dla pokazania, ze dla
utrzymania w mocy dziatan wyzej podanych, nalezy funkcye y
podda¢ nowym ograniczeniom co do jej natury.

W przedmiocie uwag tu podanych patrz artykut Du Bois-
Reymonda wt. XV Math. Ann., str. 294,

§5-

Twierdzenie pomocnicze podstawowe w rachunku waryacyjnym.

W paragrafie niniejszym przeprowadzimy badanie na-
stepujace:
Zalézmy, ze catka:

N H dy
gdzie:

dx Tt — (te”

jest zerem, niezaleznie od warto$ci waryacyi dy. Co mozemy
wtedy orzec o warto$ci wyrazenia H ?

Jezeli waryacye dy mozna uwaza¢ za zupeinie dowolng,
wtedy mozemy powtdérzy¢é bez zmiany rozumowanie, pomiesz-
czone w wielu dawniejszych traktatach rachunku waryacyjnego.
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Potézmy dy = H i wtedy mamy catke funkcyi, ktora jest stale
dodatnig; taka catka moze by¢ zerem tylko wtedy, gdy H” jest
zerem dla wszystkich wartosci x. W tym wiec przypadku ze
znikania catki wynika wprost znikanie funkcyi H.

Lecz zatézmy, ze waryacya dy nie jest dowolna w znacze-
niu bezwzglednem. Jezeli ma by¢ poddana chocby warunkowi
ciggtosci, wtedy powinna by¢ ciggta i funkcya A (ic), co n. p. mil-
czaco zaktadamy, przyjmujac istnienie pochodnej A {x) i nie mo-
zna juz potozy¢ 6y = Il, o ile nie przyjmiemy, ze H jest fun-
kcya ciggta zmiennej x.

Przy tem zalozeniu, ograniczajagcem oczywiscie nature fun-
kcyi y, mozna, podobnie, jak wyzej, uzasadni¢ twierdzenie, ze ze
znikania catki wynika znikanie ilosci H.

Zatézmy teraz, ze H nie jest funkcya ciagtg i ze zmienia
znak w skonczonej liczbie punktéw a® Og ... "Wtedy mo-
zemy przyjac¢ na dy wyrazenie ciggle:

dy = {x—ay) (X—0a) ...,

takze zmieniajgce znak w tychze samych punktach, i otrzjnnamy
pod znakiem catki funkcye statego znaku; a poniewaz catka ma
by¢ zerem, stad wiec i H— O w ogdélnosci, t.j. z wyjat-
kiem specyalnych punktow przedziatu catkowania,
gdyz wiemy, ze catka nie zmienia wartosci, jezeli w danych pun-
ktach przedziatu zmieniamy warto$¢ funkcyi podcatkowe;j.

Zatdzmy nakoniec, ze dy ma by¢ poddane warunkom inne-
go rodzaju, np. ze ma znika¢ w punktach danych, lub ze pocho-
dne tej waryacyi majg tez znika¢ w punktach danych. Wtedy
nie mozemy juz powtdrzyé rozumowan powyzszych, gdyz nie
mozemy juz wzig¢ dy = B\ lecz gdy aj, ag, . . . s3 punktami,
w ktorych znika dy® mozna napisac:

dy = (a?—ai) {x—a") ... dy,
Hy {X)= @—0l) {x—a") ... H {x),

i oczywiscie:

Pascal R. W. 3
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a wtedy z dowolnosci wyrazenia d"ij wynika znikanie funkcyi
Hj ipc) dla kazdego a wiec i znikanie funkcyi H{x).

Co do rozwazan niniejszych poréwnaé mozna: Heine,
Math. Ann., II, str. 188 (1870); Du Bois-Reymond, Math.
Ann., XV, str. 297 i nast. (1879); Mer ay, Ann. de TEcol. Norm.,
(2), VII, str. 187.

W cytowanej pracy DuBois-Reymonda znajduje-
my takze nastepujgce twierdzenie:

Jezeli waryacya dy wraz z pewng liczbg
swych pochodnych ma by¢ ciggta a zreszta
dowolng, wtedy ze znikania catki

dla kazdej warto$ci 6y i z zatozenia, ze il/jest
funkcyag catkowalng zmiennej x wynika, ze
i catka funkcyi J?pomiedzy temi samemi gra-
nicami jest takze zerem.

§6.
Zagadnienie podstawowe w rachunku waryacyjnym.
Rachunek waryacyjny zajmuje sie gtéwnie jednym gatun-

kiem zagadnien, mianowicie zagadnieniem na maximum i mini-
mum. Niechaj bedzie catka okreslona:



w rachunku war3'acyjn3'm. 35

gdzie y jest funkcyg nieoznaczong zmiennej x. Szukajmy ta-
kiej funkcyi 7, dla ktorej catka poprzednia staje sie maximum
lub minimum.
tatwo widzie¢, ze dla maximum i minimum potrzeba, aby
waryacya catki stawata sie zerem. Gdyz rdznica pomiedzy
dwiema wartosciami, jakie przyjmuje catka, gdy za y kladziemy
raz funkcye, odpowiadajacg maximum lub minimum, drugi raz
za$ tez funkcye, po poddaniu jej dowolnej waryacyi, jest réwna
waryacyi, zwiekszonej o pewng liczbe nieskoriczenie matych rzedu
wyzszego. Otéz wiemy, ze sume nieskonczenie matych mozna do-
bra¢ tak, aby znak catego w”razenia zalezat od nieskofczenie ma-
tej rzedu najnizszego, ktéra w naszym przypadku jest scisle réw-
na dJ. Lecz znak ilosci dJ zalezy od znaku dowolnych waryacyj
Sy, dy',...; jezeli zmienimy ich znak, to zmieni sie i znak wy-
razenia 0J (patrz wyzej wyrazenie na dJ). A zatem rdznica po-
miedzy dwiema kolejnemi warto$ciami catki nie miataby statego
znaku; tymczasem jest jasnem, ze ta roznica musi mie¢ znak sta-
ty, jezeli idzie o maximum lub minimum, to jest o réznice po-
miedzy wartoscig catki dlay, odpowiadajgcego wartosci najwiek-
szej lub najmniejszej, a inng wartoscig y, zmieniong skutkiem
waryacyi w jakikolwiek sposéb. Rdznica ta powinna
by¢ albo stale dodatnig, albo stale ujemng;wnosimy stad, ze wa-
ryacya pierwsza catki musi by¢ zerem.

Widzimy, ze rozwazania niniejsze sg analogiczne do roz-
wazan w rachunku rézniczkowym, odnoszacych sie do teoryi
maximum i minimum funkcyi jednej lub wielu zmiennych.

Znikanie waryacyi pierwszej nie jest warunkiem dostate-
cznym na maximum lub minimum, lecz tylko warunkiem Kkonie-
cznym. Dla zbadania, kiedy istotnie ma miejsce jedno lub dru-
gie dla krzywych y = f{x), gdy dJ — O, nalezy podjaé pewne
rozwazania, ktdremi zajmiemy sie w nastepstwie.

W rachunku rézniczkowym, gdy przyréwnamy do zera
pierwszg rézniczke funkcyi lub oddzielnie jej pochodne czastko -
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we wzgledem kazdej ze zmiennych, otrzymujemy szereg rownan
analitycznych, a rozwiazanie ich moze stuzy¢ do wyszukania
punktéw, w ktérych funkcya moze stawacé sie maximum lub mi-
nimum. Zachodzi pytanie, czy co$ podobnego ma miejsce w ra-
chunku waryacyjnym?

Ré6znica polega na tem, ze w rachunku waryacyjnym dla
wyznaczenia szukanej funkcyi lub szukanych funkcyj, mamy
nie zwyczajne rownania lecz ré6wnania rézniczkowe,
ktorych catkowanie prowadzi do funkcyj szukanych. Zobaczy-
my, w jaki spos6b to sie dzieje.

Widzieliémy, ze waryacya OJ moze by¢ napisana w po-
staci :

dl = fr]"+ r Hdi/dx,
rr

gdzie:
K' by

Waryacya ma by¢ zerem, bez wzgledu na to, jakiemi sg dowolne
waryacye OC, by by', . .. RozporzadZmy niemi na chwile
w sposOb nastepujacy: przypusémy, ze wszystkie sg zerami
w punktach x', ktore sa granicami catki; w tym celu dos¢
zatozy¢, ze bx' — bx" = O za by wzigé takg funkcye zmien-
nej X, ze sama ta funkcya i jej pochodne az do pochodnej rzedu
r—1 (jezeli we wzorach naszych wystepujg waryacye az do wa-
ryacyi sg zerami w dwu punktach wskazanych. Mozna

np- przyjaé, ze:
by = ba.k{x) = ba {x—xr {x—x"T A @),

gdzie Xl {x) jest funkcyg dowolng zmiennej Xx.
Dla tych wartoSci cze$é pierwsza wyrazenia bJ, t. j.
o
[JT] , staje sie zerem, a stad powinna by¢ zerem i cze$¢ druga
cc'

i to bez wzgledu na to, jaka jest funkcya Aj(x), lub tez bez
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wzgledu na to, jaka jest waryacya dy, byleby tylko wraz ze swe-
mi pochodnemi znikata w punktach x — x\ x = x".

W paragrafie poprzedzajagcym rozwazalismy ten przypadek
i widzieli$my, ze okoliczno$¢ ta pocigga za sobg koniecznie zni-
kanie wyrazenia H. Ot6z H nie zawiera wcale waryacyj, kto-
rym nadali$my wartosci specyalne, mozemy zatem wnie$¢ stad,
ze ze znikania waryacyi dJ wynika w kazdym przypadku zni-
kanie funkcyi H.

7a drugiej strony ze znikania ilosci H wynika znikanie

catki, a wiec i znikanie ilosci [TXJ; dochodzimy zatem do re-
v

zultatu:
Aby istniato maximum lub minimum, po-
trzeba, by byto:

H= 0, = 0.
o
Pierwsze z tych rdwnan zawiera Xx, yy\ .. A jgg™ przeto
,rownaniem rézniczkowem rzedu stuzy ono do wyznaczenia

funkcyi y. Po zcatkowaniu tego réwnania, otrzymujemy fun-
kcye y z 2n statemi dowolnemi, ktére wyznaczamy przy pomo-

cy drugiego zwigzku [7"X]I= 0.

Sposob, w jaki to sie uskutecznia, objasnimy szczeg6towiej
w nastepnych paragrafach.

Podobniez mozemy roztrzasng¢ przypadek, w ktérym za-
chodzi wiecej funkcyj vy.,z, .. .

Wtedy waryacya catki jest tego samego typu, lecz czesé
pierwsza zawiera jeszcze wyrazy o czynnikach dz, bz\ ..., dru-
ga za$ cze$¢ jest:

f (Boy-I-B, 02 + . .)dx

gdzie Hi tworzy sie w ten sam sposéb jak Il, przez zastgpienie
zmiennej y zmienng it. d.
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Jezeli potozymy 6z — O i dobierzemy dx, dy, dy\ ... tak,
aby te iloSci stawaty sie zerami w punktach x', x", otrzymamy
najprzod i/ = O; podobniez otrzymamy /J, = Oit. d.

Dochodzimy zatem nie do jednego réwnania rézniczkowego
lecz do uktadu réwnan rézniczkowych:

zawierajgcych funkcye niewiadome y*2z* ... Catkujgc ten
uktad, znajdziemy szukane funkcye y*z, .. . z pewng liczbg

statych dowolnych, ktére wyznaczymy z warunku [T] = O, na-
2

zwanego réwnaniem dla granic.

87.

Rozbior warunkéw” okreslonych réwnaniem dla grania.

Pierwsza strona rdwnania dla granic jest postaci:

zalezy ona od wartosci dx, dy, dy',..., oraz yy\.. w pun-
ktach X — x\ X = x".

Rozpatrzmy to zagadnienie w postaci najbardziej dowolnej,
t. j. zatézmy, ze szukana funkcya y nie jest poddana zadnym
warunkom, ze wiec nie sg okreslone ani wartosci jej, ani wartosci
jej pochodnych w punktach x\ x\ ani tez zwigzki pomiedzy te-
mi warto$ciami. Nadto niechaj pozostajg nieoznaczonemi i same
granice £c¢,x". Wtedy ilosci dx, dy, dy\ ... w jakimkolwiek
punkcie, a w szczeg6lnosci w punktach granicznych, pozostaja
dowolnemi, jak to juz dotad byto przyjmowane; stad ze zwiazku
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wyniknie wprost, ze sp6tczynniki pojedynczych wyra-
z6w powinny by¢é zerami. Tym sposobem otrzymamy 2n -1- 2
rownan:

Przez catkowanie réwnania i? = Ootrzymamy y, a wiec iy, W\,
z 2r statemi dowolnemi; podstawiajgc wartosci tych funkcyj na
granicach x = cd'i x = X' “srréwnania powyzsze, otrzymamy
2r + 2 zwigzkéw, ktére w ogélnosci bedg mogty stuzyé do wy-
znaczenia 2r statych catkowania oraz dwu granic x', x".

Opiera sie to oczywiscie na zatozeniu, ze Il = O jest w rze-
czy samej rownaniem rozniczkowem rzedu 2r, a do tego za$ po-
trzeba i wystarcza (jezeli przypominamy sobie ksztatt funkcyi H),
aby pochodna

zawierata funkcye t.j. aby - - byto réznem od ze-

ra. Jezeli ten warunek nie spetnia sig, zagadnienie jest nieroz-
wigzalne. Lecz o tem méwic¢ bedziemy ogdlniej w oddzielnym

paragrafie. (Patrz § 15).
Zaldzmy teraz, ze granice ca’rkowanla (93"(1) S™ okreslone;

wtedy Ox" sg zerami i w wyrazeniu [/"I znikajg dwapierw-

sze wyrazy. O innych wyrazach mozna poczyni¢ te same, co
wyzej, uwagi. Otrzymamy tu nie 2r -f 2, lecz tylko 2r zwigz-
kow, z ktorych wyznaczymy 2r statych catkowania.

Zatdzmy wreszcie, ze pomiedzy wartosciami ilosci x,y, Y\.-
na granicach, t.j. pomiedzy x', x", y® y® 2/, ... (za pomoca
znaczkoéw 1i 2 odr6zniamy wartosci w punktach x' i x") zacho-
dzi k zwigzkéw danych:
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Zwigzki te sg statemi dla kazdego uktadu waryacyj:

stad waryacye pierwszych, stron tych zwigzkéw, uwazanych za
funkcye ilosci x', X", y*, y\ W\, ..., powinny by¢ zerami, t. j.
byé winno:

Stanowi to r zwigzkéw pomiedzy waryacyami dx\ dxi', dy*\dy”, s..;
podstawiwszy otrzymane z nich warto$ci r waryacyj w réwna-

niu [JT]"= O, znajdziemy jeden zwigzek, w ktorym bedzie

waryacyj dowolnych. Przyréwnawszy do zera
spotczynniki tych waryacyj otrzymamy razem z k zwigzkami
danemi 2r+2 réwnan, z ktérych wyznaczymy 2r statych catkowa-
nia oraz granice x\ x".

Jezeli w szczegdlnosci h — 2r -f 2, wtedy to postepowa-
nie doprowadzi nas do 2r 4- 2 réwnan liniowych jednorodnych
pomiedzy tyluz zmiennemi; wyznacznik uktadu tych rownan nie
moze by¢ zerem, gdyz jest on jakobianem funkcyj //j, RMN e o
i gdyby byt zerem, to jeden z k zwigzkow danych wynikatby
tozsamosciowo z pozostatych, co naturalnie z gory wytaczamy.

A zatem jako warto$ci waryacyi i
mozna wzigé tylko zera, i bedzie:
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dx' — dx" = dhJi

tak wiec réwnanie dla granic bedzie tozsamo$ciowo spetnionem.

Celem wyznaczenia 2r statych catkowania zauwazmy, ze
rozwigzujac 2r + 2 zwigzkow B—O, mozemy otrzymaé wartosci
2r -f 2 ilosci x', x", y», YN W\, e+ Podstawiwszy te wartosci
w znalezionych wyrazeniach na 2 i na pochodne tej funkcyi, be-
dziemy mieli 2r rownan na wyznaczenie tyluz statych.

Bardzo tatwo rozciggnaé te rozwazania na przypadek,
w ktorym mamy wiecej funkcyj niewiadomych vy, z, .. . Jezeli
liczba tych funkcyj wynosi w, bedziemy mieli 2w -f-2 réwnan
dla granic.

W nastepujacym paragrafie pokazemy, w jaki sposéb rézne
przypadki, rozwazane w tym paragrafie, sprowadzi¢ mozna do
ostatniego, t. j. do przypadku, w ktorym i warto$ci granic i war-
tosci funkcyj nieznanych sg na granicach okreslonemi.

8 8.

Zagadnienie ogélne rachunku waryacyjnego z wartosciami na granicach
nieokre$lonemi daje sie zawsze sprowadzi¢ do zagadnienia z warto-
Sciami na granicach  okres$lonemi.

Redukcya, o ktorej tu mowa, jest do$¢ wazng, gdyz stuzy
do uproszczenia wielu rozwazan, jakie podamy w nastepstwie.

Zagadnienie og6lne na maximum i minimum w rachunku
waryacyjnym daje sie zawsze roztozy¢ na dwa inne zagadnienia,
z ktorych jedno nalezy do rachimku rozniczkowego. W samej
rzeczy, niechaj idzie o wyznaczenie maximum lub minimum catki
okreslonej znanego gatunku. Niechaj wartosci funkcyj niewia-
domych nie beda na granicach okreslonemi; niechaj i same gra-
nice X" okre$lonemi nie beda, albo niechajte iloSci bedg okre-
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$lonemi tylko w czesci lub poddane pewnym warunkom, nie wy-
starczajacym do zupetnego ich okre$lenia.

Mozemy najprzod przyjac, ze nadaliSmy granicom wartosci
oznaczone i rozwigzalismy odpowiednie zadanie rachunku wa-
ryacyjnego; otrzymamy wtedy najwiekszg lub najmniejszg catke,
jako funkcye wartoSci granicznych. Jezeli te wartosci sg catko-
wicie lub w czesci nieokreslonemi i uwaza¢ bedziemy je za
zmienne, to catka bedzie funkcya tych zmiennych. Ot6z po-
miedzy nieskonczenie wielu warto$ciami, ktére moze przyjmo-
wac i catka, szukajmy jej wartosci maximum i minimum, co
oczywiscie sprowadza sie do zwyczajnego zagadnienia rachunku
rézniczkowego namaximum i minimum funkcyi wielu zmiennych;
w ten spos6b rozwigzemy zadanie postawione pierwotnie. Po-
rownaj co do tegoprace A. Mayera: ,Ueber die Kriterien des
Maxim. und Minim. etc.”, Crelle, t. LXIX, str. 261—263.

§9.

Zagadnienia na wzgledne maximum i minimum.

Pomiedzy zagadnieniami namaximum i minimum catki okre-
$lonej moga byé zagadnienia natury odmiennej od rozwazanych
dotagd. W paragrafach poprzednich szto o znalezienie maximum
i minimum catki okre$lonej przez dobranie funkcyj y, ..., kto-
re wraz z pochodnemi swemi wystepujg w funkcyi podcatkowej;
te funkcye v, z, ..., byty albo nieoznaczone, albo tez byty usta-
lone catkowicie lub w cze$ci wartosci ich i ich pochodnych na
granicach x' i x" calki. Lecz mogg by¢ zadania inne. Moze-
my stara¢ sie znales¢ maximum lub minimum catki, gdy pomie-
dzy funkcyami y, ... iich pochodnemi istniejg pewne zwigz-
ki, t. j. gdy funkcye maja czyni¢ zado$¢ pewnym roéwna-
niom rozniczkowym. Albo tez mozemy szuka¢ maximum lub
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minimum catki, poddajac funkcye .. warunkowi, aby je-
dna lub wiecej catek okreSlonych tejze natury pomiedzy temi
samemi granicami miaty warto$¢ oznaczona.

Zagadnienia tej natury mozna nazwa¢ zagadnienia-
mi na maximu™m i minimum wzgledne, gdyz ma-
ximum lub minimum, ktérego szukamy, nie jest bezwzglednem,
jak w zadaniach poprzednio rozwazanych.

W zadaniach niniejszych nie mozemy juz tak postepowad,
jak poprzednio. Waryacya catki okre$lonej jest:

dJ = I + f {n by\ A-..) dx

Gdyby by, bz, ... byty niezaleznemi od siebie, jak to byto po-
przednio, wtedy otrzymaliby$my // = O, = 0O, ...; lecz taki
wniosek jest nieprawdziwym, gdy istniejg pewne zwigzki po-
miedzy waryacyami tych funkcyj. Rozwigzanie zagadnienia
bedzie w zarysie takie: trzeba bedzie stara¢ sie wyrugowac z po-
przedzajacego wzoru niektére z waryacyj Sy, dz, ... w ten spo-
s6b, aby pozostate mogty by¢ uwazane za niezalezne, a potem
dopiero zastosowa¢ metode juz znang. Rzecz cata sprowadza
sie tedy do znalezienia zwigzku, ktéry powinien zachodzi¢
pomiedzy dy, dz, . ..

Pokazemy, ze drugie z wystowionych zagadnien sprowadza
sie do pierwszego, ktore dla krétkoSci nazwiemy zagadnie-
niem Lagrange'a, dlatego, ze ten wielki analista podat
genialng metode rozwigzania tego zagadnienia (t.z. metode mno-
znikéw). Drugie zadanie nazwiemy (dla powodow nizej wy-
tuszczy¢é sie majacych) zadaniem izoperymetrycznem.
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§10.
Forma kanoniczna zagadnienia Lag r an g e'a.

Powtdrzmy wystowienie zagadnienia L agr ange'a. Nie-
cliaj bedzie catka:

©
[/ = J Filx
gdzie F jest funkcyag zmiennych vy, . ,y"vz,oo ]
Y, Z, ... sg funkcyami zmiennej x. Mamy wyznaczy¢ te fun-

kcye tak, aby catka J stata sie maximum lub minimum i aby
stato sie zadoS¢ zarazem réwnaniom rézniczkowym:

=0 @ O ....,

zawierajagcym zmienne X, y, z, ... i ich pochodne i, og6lniej hio-
rac, inne jeszcze funkcye zmiennej x wraz z ich pochodnemi.

Zobaczymy najprzod, do jakiej postaci kanonicznej mozna
sprowadzi¢ dane zagadnienia.

Mozna bezposrednio uskuteczni¢ redukcye podobng do tej,
jaka uskutecznia sie z uktadem rdéwnan rézniczkowych jedno-
czesnych: wiadomo, ze powiekszajgc liczbe réwnan danych i li-
czbe funkcyj, mozemy dojs¢ do uktadu réwnowaznego réwnan
rézniczkowych, ktdre wsz3"stkie sg rzedu pierwszego. Potoz-
my w naszym przypadku:

y = y' = - == =
2= 2,,,7" = yn — 24 e o

i wtedy rozwazajgc razem z funkcyami niewiadomemi funkcye
. i odpowiednio réwnania rézniczkowe 1-go rzedu:
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y'= Vi y\=yni-"-

sprowadzamy zagadnienie do takiej postaci, w ktérej pochodne
wszystkich funkcyj niewiadomych nic wystepujg w rzedzie wyz-
szym nad pierwszy.

Zmieniwszy odpowiednio znakowania, by uczyni¢ je bar-
dziej symetrycznemi, mozemy zagadnieniu nadaé posta¢ na-
stepujaca:

Niechaj bedzie catka:

J= | F(X iji, 22,009 yu )
00’

oraz réwnania rézniczkowe 1-go rzedu:

?i yu .o y'u ee 9= 0,

znale$¢ funkcye nieznane ~d 2% ¢+ « w ten sposob, aby stato sie
zado$¢ tym réwnaniom rézniczkowym i aby catka byla maxi-
mum lub minimum. W szczeg6lnych przypadkach niektore
z funkcyj niewiadomych moga nie wystepowaé¢ wyraznie pod
znakiem i®, a natomiast wystepowa¢ w réwnaniach rdzniczko-
wych. Moga tez w przypadkach szczegdlnych niektére z fun-
kcyj @ nie zawiera¢ pochodnych funkcyj niewiadomych i by¢
tylko zwigzkami skonhczonemi pomiedzy samemi fun-
kcyami.

tatwo pokazaé, ze pod tg postacig przedstawi¢ mozna dwa
inne wyzej wystowione zagadnienia, t, j. zagadnienie na maxi-
mum i minimum bezwzgledne oraz zagadnienie, w ktérem da-
ne catki okreslone majg wartos$ci state.

Zagadnienie na maximum i minimum bezwzgledne, gdy
funkcya F zawiera pochodne funkcyj niewiadomych rzedu wyz-
szego nad pierwszy, mozna oczywiscie wprost przedstawi¢ pod
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postacig zagadnienia Lagrange'a; dos¢ bowiem wykonaé

tez same podstawienia:
y' = y" = = 2@ 00,

ktore uskuteczniono w przypadku ogélnym.

Przejdzmy do zagadniehA izoperymetrycznycti. Catka J
ma by¢ maximum lub minimum, wtedy gdy inne catki J* J2, ...
majg warto$ci oznaczone Zagadnienie to sprowadza sie do za-
gadnienia Lagrange'a za pomocg nastepujgcego postepo-
wania, ktére zawdzieczamy tez Lagrang e'owi.

Niechaj bedzie:

lji=J Fr dx,

wprowadzmy nowg funkcye niewiadoma, okreslong za pomocy
zwigzku:

yi = | FNdx,

z warunkiem, aby dla x="x' byta ona zerem i aby dla x=x" mia-
ta wartos¢ oznaczong A. Funkcye okresla takze réwnanie
rézniczkowe y\z=F, a zatem zadanie sprowadza sie do naste-
pujacego: Uczynié¢ catke J maximum lub minimum, gdy funkcye
Y, Z, ... czyni¢ majg zadoS¢ warunkom, danym przez réwnania
rézniczckowe Y\ = FN YW\ = FA .., w ktorych, précz funkcyj
wystepujg jeszcze inne funkcye 2[2. ¢+ N warto-
$ciami, ustalonemi przez warunki dla granic. Tym sposobem
dochodzimy do spacyalnego zagadnienia typu Lagrang e'a.
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§ 11

Zagadnienie ogdlne Mayera.

Nazwiemy zagadnieniem Mayera zagadnienie po-
dane i rozwigzane przez Adolfa Mayera za pomocg metody
podobnej do metody Lagrange'a (Mayer: ,Die Lagran-
ge'sctie Mnltiplicationsmethode imd das allgemeinste Problem der
Yariationsreclmung bei einer nnabliangigen Yariabeln", Leipz.
Ber. 1878 i 4 marca 1896). Zagadnienie to moze by¢ uwazane
za bezposrednie uogélnienie zagadnienia L agrang e'a

AV zagadnieniu L agrange'a potozmy:

Funkcya ?,4i zmiennej x jest okre$lona przez warunki, by byta
zerem dla x = x\ by czynita zado$¢ roéwnaniu rézniczkowemu:

i aby nadto stawata sie maximum i minimum dla x — x".
Uogolnienie przedstawia sie odrazu w ten sposob:
Wyobrazmy sobie pewng liczbe rdéwnahn

rozniczkowych:

zawierajgcych zmienng x oraz funkcye nie-
wiadome:

Wartos$ci pierwszych z tych funkcyj sg da-
ne w punktach x, x\ wartos$¢ funkcyi jest
dana tylko dla punktu Wyznaczy¢ te fun-
kcye tak, aby czynity zado$¢ danym rdéwna-
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niom rdzniczkowym i warunkom dla granic
i aby funkcya ynA\ stawata sie maximum lub
minimum dla x — x"

Jezeli rownanie rozniczkowe, ktéremu czyni zado$é fun-
kcya ynA)\ jest formy specyalnej = F, gdzie F nie zawie-
ra juz funkcyi i gdy warto$¢ na y™+i dla x — x' jest ze-
rem, wtedy powracamy do zagadnienia Lagrang e'a.

W drugiej z prac wyzej cytowanych autor rozcigga na
przypadek ogdlniejszy metode mnoznikow L agrang e'a.

Podobne rozwazanie przeprowadzit pozniej Jermakow
w ,,Wiadomos$ciach TJniw. kijowskiego" (patrz Fortschr.d. Math.,
t. XXI1, 1890, str. 381).

§12.
Rozwigzanie zagadnienia Lagrange'a. H/letoda mnoznikdw.

Zagadnienie L agrange'a rozwigzuje sie za pomoca
metody mnoznikéw, obmyslonej a potem uzasadnionej przez
samego L agrange'a (,Fonctions analytigues™, str. 202,
»,Calcul des fonctions'~ str. 460). Mozna te metode uwazaé za
rozwiniecie metody izoperymetrycznej Eulera.

Bertrand dat dowod prawidta Eulera (Liouville,
VII, str. 55, 1842), a p6zniej Du Bois-Reymond (Math.
Ann., XV) dat dwa dowody. Nastepnie Scheeffer (Math.
Ann., XXV, str. 557: ,,Maxima und Minima der einfachen Inte-
grale) zajmowat sie zagadnieniem, ktére nazwat izope-
rymetrycznem, odnoszgce m sie do powierz-
chni; w tym przypadku podane sg catki, majace zachowywaé
wartosci oznaczone, pomiedzy funkcyami niewiadomemi za$ za-
chodzg zwigzki skonczone. Mayer zajmowal sie badaniem
tego pytania w przypadku ogélnym (,,Begriindung der Lagran-
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geschen Multiplicatorenmethode in der Yariationsrechnung”,
Math. Ann., XXVI, str. 74, takze Leipz. Ber., 1885). W ostat-
nich czasach podjat na nowo to pytanie Turksma (,,Begrun-
dung ler Lagrange'schen Multiplicatorenmethode in der Ya-
riationsrechnung durch Yergleich derselben mit yiner neuen
Methoie it. d.", Math. Ann., XLVn, str. 33) i podat inng meto-
de roz:viazania, ktéra prowadzi do tych samych rdwnan, co me-
toda Lagrange'a; wynika stad dowdd posredni tej osta-
tniej. Nadto za pomoca swojej metody mogt autor dowiesc,
ze nie istniejg inne rozwigzania procz tych, ktére daje metoda
Lagrange'a conie wynikato z samych badan Mayera.

Podamy rozwigzanie zagadnienia L agrange'a pod je-
go postacig najogélniejsza. Jak powiedziano juz w paragrafie
poprzelzajacym, mozna zawsze przyjaé, ze w danych zagadnie-
nia wystepuja tylko pochodne pierwsze funkcyj szukanych.

Pomiedzy rownaniami warunkowemi rozréznimy réwnania
skoiczone od réwnan rézniczkowych; niechaj pierwszych be-
dzie m" drugich m' i niechaj bedzie n funkcyj niewiadomych
Uli y%i eeetyn'" Dana jest, jak zwykle catka:

ktora iia by¢ maximum lub minimum;

=0@®=0,..., = o,
sg rownania warunkowe rézniczkowe i
NGO =0, ..., =0

Drownania warunkowe skonczone. Oznaczmy przez:
A, (%), (x), JUi {x), ..., jum” {x),

nw W2 fimkcyj nieoznaczonych i utwdrzmy wyrazenie:

Pastal, R. w.
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Jezeli @i (i sa zerami dla kazdego x, to catka dana bedzie ma-
ximum lub minimum, gdy bedzie takg catka poprzednia,
i odwrotnie, Przyrdwnajmy do zera waryacye tej catki; mozna
ja bedzie, jak zwykle, napisa¢ w postaci:

gdzie Q jest czeScia juz zcatkowang, ktdrej ksztalt znamy.
W naszym przypadku (patrz § 3) jest:

Wyobrazmy sobie, ze mamy znales¢ maximum lub minimum
bezwzgledne catki F*; w tym celu trzeba bedzie przy-
réwna¢ do zera spétczynniki przy S%j, SMg,... w funkcyi, znaj-
dujacej sie pod znakiem catkowym (co do poprawnos$ci tego po-
stepowania istnieje wyzej wspomniane $cislejsze uzasadnienie A.
Mayera); bedziemy mieli zatem n réwnan:

(a)

ktore wraz z m' A-m" réwnaniami danemi tworzg n -f tn' -f m"
rownan do wyznaczenia tyluz funkcyj niewiadomych vy, A fi,.
Liczba m' m" powinna by¢é mniejsza od w, gdj*z w prze-
ciwnym razie warunki dane wysta rczatyby juz do wyznaczenia
funkcyjy, précz statych, lub bytoby ich wiecej niz potrzeba.
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Pierwsze m' -f m" ze zwigzkéw {a) mozna uwazaé za wa-
runki do wyznaczenia funkcj?j X jj,; mozna wiec powiedzie¢: do-
bieramj" funkcye dowolne Ai // tak, aby stato sie zado$¢ pierw-
szym m' 4-m" ze zwigzkow (a). Cale pytanie sprowadza sie
tedy do okazania, ze i pozostate ze zwigzkow (a) spetniajg sie.
Rozumowanie mniej Sciste jest nastepujace:

Poniewaz w wyrazeniu waryacyi nie wystepujg (pod
znakiem catkowym) W3"razy o czynnikach S%j, .. ..,
a tylko wyrazy o czynnikach .., 8%, i poniewaz mo-

zemy uwazaé, ze dane réwnania rozniczkowe dajg i, .. e,
w funkcyi pozostatych y, wiec jezeli waryacye pierwszych
funkcyj y sa potaczone z waryacyami pozostatych, to waryacye
tych pozostatych sg od siebie niezalezne i mozemy przyréwnac do
zera spotczynniki przy waryacyach y ey . (Patrz np.
Jordan, Cours danalyse, 11, str. 479), Rozumowanie to nie
przedstawia pozadanej Scistosci dlatego, ze nie mozeni}- a priori
rozwazac z catg pewnoscig mozliwych zwigzkdw, jakie dane row-
nania rozniczkowe ustanawiajg pomiedzy funkcj*ami szukanemi.
(Patrz codotego Turksma, Math. Ann., XLYII, str. 35). Gdy-
by sie miato do czynienia tylko z rownaniami skonczonemi, to ta
metoda dowodzenia mogtaby nazwac sie Scista. Zapetnienie tego
wiasnie braku jest przedmiotem cytowanych prac A. Mayer g;
nie mozemy tu wszakze wchodzi¢ w szczegbty jego rozwazan.
Dajmy, ze warto$ci funkcyj y™ y+ ¢+ yn na granicach sa
okre$lone i ze same granice sg tez okreSlone. Te wartosci na
granicach powinny by¢ oczywisScie dane tak, aby réwna-
nia skornczone =0 ..., = O spetnialy sie same przez
sig; wtedy ilos¢ Q bedzie zerem, gdyz = ...—ty,= 0.
Podamy kilka uwag o wyznaczaniu statych, jakie wynikaja
z catkowania. Roéwnania ia) sa rzedu drugiego wzgledem fun-
kcyj y i rzedu pierwszego wzgledem funkcyj | i Zamiast
rownan tpfj= O, 4y = ™ wezmy Wa3aiikajace z nich réwnania:

[h)

ktére sg rzedu drugiego wzgledem ilosci y. RoOwnania ia) po
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rozwinieciu i uwidocznieniu wyrazéw, w ktérych zachodza
, mozna napisac tak:

gdzie i zmienia sie od 1 do n i gdzie S przedstawia ogdt wy-
razéw, nie zawierajacych ani y\ ani X'h-, ani wreszcie i%.
Rownania {h) mozemy tak napisac:

gdzie T, R sg wyrazeniami, nie zawierajgcemi zadnego y"i.
Razem mieé¢ bedziemy n + 4-m" réwnan liniowych

wzgledem ilosci y"i, ktoérych jest tez razem

Aby te wszystkie rownania liniowe daty sie rozwigzaé wzgledem

niewiadomych, trzeba, aby byt r6znym od zera wyznacznik:
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Gdyby m' + m" byto wieksze od n, ten wyznacznik bytby toz-
samosciowo zerem; dla innego powodu, jak wiemy, przypadek
m' + m" >en nalezy wytaczy¢. Jezeli ten wyznacznik jest od
zera réznym, wtedy mozemy rozwiagza¢ réwnania poprzedzajace
wzgledem ilosci y"i, Xk fij.

Po za réwnaniami, dajgcemi bezposrednio wartosci funkcyj
fij, rozwazmy pozostate réwnania rozniczkowe w liczbie n + fn'.
Wprowadzmy nowe funkcye niewiadome 7j, . .., okreslone
za pomocg réwnan:

N
IC clx

bedzie wted}:

" dz
dx

i otrzymam}® uklad 2n+ m' roéwnan rdzniczkowych jednocze-
snych rzedu pierwszego, sprowadzonych do postaci normalnej,
t. j. rozwigzanych wzgledefn pi erwszych pochodnych
wszystkich funkcyj nieznanych, ktéremi sa w naszym przypad-
ku funkcye zy iL Catkujgc, wprowadzamy 2n -f m' statych;
z tych 2n statych mozna wyznaczyé, gdy sg ustalone wartosci fun-
kcyjy nagranicach x\ x"\ pozostate state wyznaczymy z warunku,
ze funkcye y winny czyni¢ zado$¢ m' réwnaniom @ = 0. Nale-
zy tu zauwazy¢, ze postugiwalismy sie dotagd warunkami —0,

ktére dajg wiasciwie (= statej, nie za§ — 0. Znalaziszy fun-
kcye y i podstawiM”szy je w @ bedziemy mieli agregat samych
statych {x powinno znikng¢), a przyréwnanie do zera takiej fun-
kcyi ilosci statych stanowi warunek, ktéremu te state sg poddane.
Wszystkie warunki = O powinny by¢ tozsamo$ciowo spetnio-
ne, gdyz, jak powiedziano juz, wartoSci na granicach majg byc¢
tak dobrane, aby stato sie warunkom tym zados$¢.

Jezeli powyzszy wyznacznik jest zerem, to uktad réwnan
rézniczkowych moze by¢ sprowadzony do uktadu nizszego rzedu;
w catkach tego uktadu zawiera sie mniej statych. State te nie
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sg wtedy wystarczajgcemi do spetnienia wszystkich danych zaga-
dnienia i dlatego wtedy nie bedzie znikata wogéle pierwsza
waryacya catki danej. (Patrz Jordan, Cours d'analyse”
I11, str. 566).

Co do rozwazan powyzszych nad statemi poréwn. Mayer,
Crelle, tom LIX, str. 240; Scheeffer, Math. Ann., XXV,
str. 559

Zauwazmy jeszcze, ze redukcya powyzsza, oparta w zasa-
dzie na tem, by w danych zagadnienia wystepowaty tylko po-
chodne pierwsze funkcyjnieznanych, jakkolwiek uzyteczna
dla uproszczenia wyktadu metody rozwigzania, nie jest wszakze
konieczng. Tez samg metode stosowa¢ moznaby i wtedy, gdy-
by zachodzity pochodne rzedu wyzszego i dosztoby sie wtedy do
analogicznych rezultatéw.

§ 13.

Przypadek szczegdlny zagadnienia izoperymetrycznego

PowiedzieliSmy juz, ze zagadnienie izoperymetryczne moze
byé przeksztatcone w ten sposéb, ze staje sie przypadkiem szcze-
gélnym zagadnienia L agrange'a. Stad jest oczywistem, ze
ustaliwszy z calg Scistoscia metode rozwiazania ostatniego
zagadnienia, potrafimy rozwigzac¢ i pierwsze.

Dajmy, ze szukamy maximum i minimum catki J, tak, aby
réwnocze$nie catki J*, ... MJn zachowywaly wartosci okre-
Slone. Niechaj bedzie:

X"

Jk = j Fkdx;
©

wprowadzmy m funkcyj, okreslonych za pomocg wzoru:
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lub

pod warunkiem, aby te funkcye stawatly sie zerami dla x — X'
i mialty warto$ci oznaczone /j, A, ... ,Jm dla x Mamy
zatem przypadek szczegélny zagadnienia L agrange'a, w ktd-
rym rownania rézniczkowe sg postaci:

gdzie funkcye Fk nie zawieraja w sobie ani funkcyj
ani ich pochodnych.
Stosujac metode o0g6lng, potézmy:

i napiszmy nastepujgce rownania rozniczkowe:

Poniewaz zadna z funkcyj F* nie zawiera ani yn+k® ani ynih-
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przeto m ostatnicti réwnafn sprowadzi¢ sie daje wprost do po-
staci :

skad XI= const., » = const., = const.
Pierwsze n réwnan sprowadza sie do postaci:

. _ AN 1 V3 m n
diji dx diju \dyi dx
ktérag mozna w nastepujacy sposéb rozumieé:

Dajmy, ze mamy catke:

m

J {FAZ  XHFH)dx,
A=1

W ktérej sg statemi i ze chcemy catke te uczyni¢ maximum
lub minimum. B-6wnaniami rézniczkowemi, ktorym funkcye
szukane majg by¢ poddane, bedg powyzsze n roéwnan, jak wia-
domo z teoryi og6lnej. Mozemy wiec twierdzi¢, ze zagadnienie
0golne izoperymetryczne rozwigzuje sie przez uczynienie catki
J maximum lub minimum. State | w liczbie m wyznaczymy
z warunku, ze catki J*, ..., J" powinny mie¢ wartosci ozna-
czone.

Scisto$é tego rezultatu, do ktérego doszedt juz byt Euler,
uwazana byta przez czas diugi za aksiomatyczna; lecz wi-
dzimy konieczno$¢'uzasadnienia go w sposdb bardziej Seisty.
WprowadziliSmy te metode, rozwazajac zagadnienie izoperyme-
tryczne jako przypadek szczeg6lny zagadnienia L agrang e'a;
Scistos¢ za$ metody rozwigzania tego og6lnego zagadnienia byta,
jak powiedziano naswojem miejscu, uzasadniona przez Mayera.

Jedno z pierwszych badah nad doktadnos$cia Eulerdéw-
skieg o rozwigzania zagadnienia izoperymetrycznego zawdzie-
czamy Bertrandowi (Journal de Liouville, t. YII, str. 56,
1842); potem pytaniem tem zajmowali sie Weierstrass.
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(Wyktady z r. 1877) Du Bois-Reymond (Math. Ann,, t.

XV, str. 3101 673) i Scheeffer (tamze, t. XXV, str. 583)
Du Bois-Reymond w cytowanej pracy dat dwa do-

wody; pierwszy z nicti polega na zastosowaniu pomystu Reiffa,

w rozprawie: ,,Ueber den Einfluss der Capillarkrafte auf die

Form der Oberflache einer bewegten Fliissigkeit", Tybinga, 1879;

drugi dowdd jest powtorzony w ,,Kursie analizy" Jordan a.
Podajemy nizej te dowodzenia.

§14.
Dowdd prawidta izoperymetrycznego, podany przez
Du Bois-Reymond a.
Catka
"
J= f Fclx

o
ma sie sta¢ maximum lub minimum ijednoczesnie catki Jj,..., J*,
gdzie:

o

Jk = f Fk dx,

X

majg mie¢ wartosci state.

Poniewaz warj™acye wszystkich tych catek powinny by¢
zerem, wiec (w zatozeniu, ze wartosci wszystkich funkcyj szu-
kanych sg dla granic statemi, ze zatem sg zerem i waryacye dla
tj*chze granic) bedzie:

AN , , IdF d dF\I.
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Waryacye ..., di/n w pierwszej catce nie sg od siebie nieza-
lezne, gdy sg zwigzane m warunkami bJk = 0. Potézmy:

gdzie Q sg statemi, symbole za§ < (5i, ..., dn m-f 1 uktadami
waryacyj funkcyj y. Bez wzgledu na to, jakim jest uktad wa-
ryacyj 6”i,.. ., dy, poddanych m warunkom dJk = O, mozna
wyznaczy¢ state g tak, aby stato sie zado$¢ poprzednim zwigz-
kom i aby waryacye Sj,..., byty dowolnemi. Innemi
stowy, mozna okaza¢, ze biorgc waryacye o\ Oj,...,0n zupetnie
dowolnie, mozna zawsze wyznaczy¢ state q tak, aby(

byly zwigzane warunkami blJk= 0. W tym celu wystarczy
uskuteczni¢ podstawienie; po redukcyi otrzymujemy zwigzek :

ktéory dla A= 1,2,. .., przedstawia uktad m réwnan linio-
wych niejednorodnych ze statemi q. Waryacye
beda poddane tylko jednemu warunkowi, aby wyznacznik:

nie byt zerem; waryacya za$ moze by¢ zupetnie dowolna.
Podstawiwszy w wartosci waryt.cyj S™i,. .., n, ~po"

tem za ..., Qn wartoSci tych statych, znajdziemy taki sam re-

zultat, jaki otrzymujemy, rugujac iloScig pomiedzy réwnaniem:
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1 réwnaniami:

Dochodzimy wiec do rezultatu:

gdzie Asg minorami macierzy:

Z zas jest wyznacznikiem, ktéry otrzymujemy z niej po zniesie-
niu pierwszego wiersza.

Dobierajgc odpowiednio waryacye Si,.. .,  mozZemy spra-

wié, ze stosunki bedg miaty wartosci dowolne.
Mamy wiec wynik nastepujacy:

Aby rozwigza¢ zagadnienie, nalezy przyrownaé do zera
waryacye:

gdzie §y jest symbolem waryacyi zupetnie dowolnej; waryacye
8 SO eee» th nalezy tedy uwazaé za zupeinie dowolne
i niezalezne od siebie; jn sg statemi dowolnemi, okreslonemi za
pomocgy jakichkolwiek warunkéw, np. w zagadnieniu, ktorem
nas obecnie zajmuje za pomoca warunkéw, wyrazajacych, ze
catki Jk majg wartosci przepisane. W ten sposéb dochodzimy
do znanego nam juz prawidia izoperymetrycznego.
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§ 15.

O mozliwosci znikania pierwszej waryacyi catki.

"W § 12 podaliSmy kryterynm mozliwosci znikania pierw-
szej waryacyi catki, a w zagadnieniu ogolniejszem, t.j. w zaga-
dnieniu Lagrange'a, do ktdrego, jak wiemy, dajg sie spro-
wadzi¢ wszystkie inne zagadnienia, traktujgce o maximum lub
minimum catki okres$lonej i znalezliSmy, ze pewien wy-
znacznik powinien by¢ ré6znym od zera. "W razie przeciwnym
liczba statych jest wogdle niewystarczajgca dla zado$¢ uczynie-
nia wszystkim warunkom zagadnienia. Zastosujmy ten rezultat
0g6blny do gtéwniejszych przypadkéw szczeg6lnych.

Przyjmijmy najprzod, Ze idzie tu o zagadnienie na maxi-
mum lub minimum bezwzgledne; Zze mamy n funkcyj nie-
znanych; ze wreszcie w funkcyi F wystepuja tylko pochodne
pierwsze.

Wtedy kryteryum mozno$ci znikania pierwszej waryacyi
mozemy otrzyma¢ wprost z kryteryum, podanego w 8§ 12, kia-
dac W6 i m" rébwnemi zeru. Zauwazmy, ze w tym przypadku
F~ jest rowne F, a wiec wyznacznik:

d'F d'F

d"F

powinien bj*¢ r6znym od zera. AYyznacznik ten jest hessy a-

nem funkcyi F, uwazanej za funkcye ilosci gS - -eyn\
a zatem:

Jezeli idzie o wyznaczenie maximum lub
minimum bezwzglednego i jezeli funkcya

podcatkowa nie zawiera pochodnych niezna-
nych funkcyj rzedu wyzszego nad pierwszy,
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wtedy, aby zagadnienie byto wogéle rozwia-
zalnem, jest koniecznem, by hessyan funkcyi
F, uwazanej za funkcye pierwszych pocho-
dnych, byt ré6znym od zera.

Jezeli zachodzi tylko jedna niewiadoma to warunek ten
przechodzi wprost na nastepujacy: pochodna druga fun-
kcyi F wzgledem y powinna byé rézna od
zera.

"Wezmy teraz przypadek ogolniejszy, w ktorym idzie tez
0 maximum lub minimum bezwzgledne, lecz w funkcyi F wy-
stepuje n funkcyj niewiadomych z ich pochodnemi az do pocho-
dnych rzedu r-tego wiacznie.

Zastosujmy kryteryum ogolne § 12-go. Zredukujmy naj-
przéd wzory w ten sposéb, aby wystepowaty tylko pochodne
pierwsze; t j. wprowadzmy nowe funkcye niewiadome:

Funkcya F zaleze¢ bedzie od zmiennych:

a zatem zachodzi¢ w niej beda pochodne tylko n funkcyj
UL, r—\, ¢ ., yn,r—\* ROwnaniami roézniczkowemi, ktore nalezy
dotgczy¢ do danych zagadnienia, sa:

liczba tych roéwnan, wynosi 1), co potézmy rdédwne m.
Oznaczmy przez cpi, g9 pierwsze strony tych réwnan
rézniczkowych i utworzmy wyznacznik wedlug wzoru w § 12,
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Z powodu szczeg6lnego ksztattu funkcyj i @ pewna czesé
elementéw wyznacznika zniknie. Poniewaz w wyrazeniu:

Fr= FAN 4 eeek

funkcye tp zawierajg w sobie pochodne pierwsze funkcyjy co
najwyzejw stopniu pierwszym, przeto pochodne drugie
funkcyi Fi wzgledem tych pochodnych pierwszych bedg row-
ne odpowiednio pochodnym drugim funkcyi F. Stad wynika, ze
z tych pochodnych drugich beda r6znemi od zera tylko pochodne
drugie zachodzace w macierzy:

dF d'F

Co do pochodnych funkcyj @ wzgledem ilosci y', to jest jasnem,
ze sg one réwne zeru albo jednosci. Nadto, poniewaz w fun-
kcyach @ nie zawiera sie ilos¢, ykr-i =1,2,...,7) awiec
elementy, zawarte w tych samych wierszach i kolumnach z ele-
mentami poprzedniej macierzy, sg wszystkie zerami. Poniewaz
nie ma wiec dwu funkcyj o zawierajacych te same pochodne
pierwsza, przeto elementy réwne 1 sg rozmieszczone w ten
sposob, ze zadne dwa z nich nie znajdujg sie w jednym wierszu
lub wjednej kolumnie, Z drugiej strony, poniewaz w funkcyach @
wystepujg pochodne pierwsze wszystkich funkcyj, procz tych,
ktorych drugi skaznik jest r—1, przeto te wartosci réwne 1 sg
rozmieszczone w ten sposob, ze jest ich po jednym w kazdym
wierszu i po jednym w kazdej kolumnie, z wyjatkiem wierszy
i kolumn, do ktérych naleza elementy powyzszej macierzy.
Wszystkie inne elementy sa zerami. Ostatecznie widzimy, ze
wyznacznik sprowadza sie do iloczynu samych jednoSci przez
powyzszg macierz, ktora ze wzgledu na réwnos$¢ ykri — yi-rn
przeksztatca sie na wyznacznik:
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Jest to hessyan funkcyi F, uwazanej za funkcyi pochodnych
?'-tego rzedu.

Do tego rezultatu moznaby dojs$¢ prosciej, gdybysmy roz-
wazali uktad réwnan rézniczkowych, do ktérych prowadzi wa-
runek znikania pierwszej waryacyi catki i wyrazili za pomoca
teoryi uktadow roéwnan rozniczkowych jednoczesnych warunek,
aby catka tego uktadu zawierata 2nr statych dowolnych, t.j. ze
wartosci funkcyj ..., i ich pochodnych az do rzedu (r—1I)-go
0 ile zachodzg, mogg by¢ dowolnie obrane. Mamy tedy:

Aby znikata waryacya pierwsza catki
okreslonej, gdy funkcya podcatkowa F za-
wiera pochodne n funkcyj niewiadomych az
do pochodnej rzedu r-tego. jest koniecznem, by
hessyan funkcyi F, uwazanej za funkcye po-
chodnych r-tego rzedu, byt réznym od zera.
(Lipschitz w dzienniku Crellego, t. LXIX, str. 28).

W przypadku jednej funkcyi, t.j, gdy w= 1 otrzymujemy
stad warunek prosty, ze pochodna druga funkcyi F
wzgledem pochodnej powinna by¢ zerem.
Warunek ten znalezliSmy juz w § 7. (Jacobi. Dziennik Crel-
lego, t. XVIII, str. 68"

Przechodzimy wreszcie do przypadku zagadnienia izopery-
metrycznego.

Przyjmijmy te same znakowania co w § 13. Potoézmy:
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tatwo poznaé, ze wyznacznik, o ktdry nam idzie, przybiera
postac:

Warto$¢ jego, nie uwzgledniajac znaku, jest rowna wartosci wy-
znacznika :

ktory jest tiessyanem funkcyi uwazanej za funkcye poctio-
dnych y'. Mamy tedy:
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Aby znikata pochodna pierwsza catki
w 0g6lnem zadaniu izoperymetrycznem, jest
koniecznem, by hessyan funkcyi:

m

1

byt ré6znym od zera; | sg state, funkcye za$
F, s funkcyami podcatkowemi catek danych.

§

Waryacya druga catki okreslonej.  Wiadomosci wstepne.
Bibliografia zagadnienia.

Gdy nawet pierwsza waryacya catki jest zerem, nie mo-
zna jeszcze twierdzi¢, ze rozwigzaliSmy zadanie na maximum
lub minimum, gdyz znikanie tej waryacyi jest tylko warunkiem
koniecznym lecz niedostatecznym istnienia maximum lub mi-
nimum.

Komu znane sg zasady rachunku rdzniczkowego i teorya
maximoéw i miniméw funkcyjjednej lub wielu zmiennych, tego
ta rzecz nie zdziwig gdyz i w tej teoryi trzeba, jak wiadomo,
rozwazac¢ pochodna druga lub wogoéle pochodne rzedu parzyste-
go, stosownie do okolicznosci. Rozwazanie to nie tylko ustala
faktyczne istnienie maximum lub minimum, lecz ustanawia tez
kryteryum, na mocy ktérego mozna a priori rozpoznaé, czy za-
chodzi maximum, czy tez minimum.

W rachunku waryacyjnym rowniez nalezy zajg¢ sie roz-
wazaniem waryacyi drugiej.

Jezeli jak zwykle, jest funkcyag iloSci 'y, Y\ «.. i je-
zeli zmiennym vy, y'-, -« nadamy przyrosty hj, 8y', ..., to przy-

Pascal R. W. 5
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rost, jakiego doznaje <jjest iloscig nieskonczenie matg (przy
zatozeniu zwyktych warunkow ciggtosci, rézniczkowalnosci it. p.)
ktorej cze$¢ rzedu najnizszego jest waryacya pierwszg; ogot
wyrazéw rzedu najnizszego w cze$ci pozo-
statej stanowi waryacye druga, ktdérg ozna-
cza¢ bedziemy przez

Wedtug zasad rachunku rézniczkowego ta waryacyg druga
jest wtedy:

= 4- 2 81/ 8v' 4- — 4-. ..

jezeli zatozymy, Ze x jest niezmienne.

Jest widocznem, ze moznaby otrzymadé z stosujac
do tej ostatniej waryacyi jeszcze raz to samo dziatanie, za pomo-
cg ktérego otrzymuje sie waryacya pierwsza, w zatozeniu, ze a2
a wiec Ze i waryacye 8y, 8y',. .., jako funkcye zmiennej a, sg
niezmienne.

Jezeli funkcya » ma byé maximum lub minimum, to jej
przyrost nieskoriczenie maty powinien by¢ statego znaku, bez
wzgledu na to, jakiemi sg nieskofczenie mate waryacye XY
a wiec jest koniecznem, aby ostatnia z kolejnych waryacyj fun-
keyi nie stawajacych sie zerem, byta rzedu parzystego.
W przeciwnym bowiem razie, przy zmianie znakéw ilosci

«1zmieni sie znak przyrostu funkcyi <& Nadto, jezeli
zatozymy, ze waryacya druga jest rozna od zera, to dla tego
samego powodu powinna by¢ ona koniecznie statego znaku;
i mianowicie dodatniego dla minimum, ujemne-
go dla maximum.

Niechaj bedzie catka okreslona:

i =j FixyyVy,.. Jcl

Wiemy, ze w badaniu zagadnienia na maximum i minimum, mo-
zemy zawsze ograniczj”¢ sie najprzod na rozwazanim przypadku.
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W ktérym granice x\ x" sg statemi, a wartosci y*y'-, * ¢- na gra-
nicach przepisanemi. Dajmy, ze spetniajg sie warunki, aby wa-
ryacya druga catki byta réwna calce drugiej waryacyi funkcyi
podcatkowej (warunki te spetniajg sie dla funkcyj zw3'czajnych;
patrz § 2); wtedy druga waryacya catki 1 bedzie:

Pod znakiem catki znajduje sie tu wyrazenie stopnia 2-go wzgle-

dem Sy, vy, 1 jezeli funkcya F zawiera wiecej niewiadomych
2Ai) Al eee> to pod znakiem catki mamy wyrazenie stopnia
2-go wzgledem hy”, oo by ..., t.j. wyrazenie typu:

gdzie znak sumy rozcigga sie na wszystkie kombinacye skazni-
kow li, k i gdzie sp6tczynniki créwnajg sie albo 1 albo 2.

Dochodzimj” zatem do badania, kiedy to wyrazenie jest réz-
nem od zera, oraz przy jakich warunkach zachowuje ono znak
staty, gdy zmieniamy wartosci waryacyj dy, dy\ ... na wszel-
kie sposoby, zgodne z warunkami zagadnienia.

Pierwsze badania nad druga waryacj-g podjat byt L e-
gendre w Mem. de TAcad. des sciences, 1786, str. 7—37.
Niektore sprostowania do tej rozprawy podal tenze autor w na-
stepnym tomie ,,Pamietnikdw", 1789, str, 348. Pordwn. co do
tego uwagi Stackela w Nr. 47 wydawnictwa ,,Ostwald's
Klassiker der exakten Wissenschaften" (Abhandlungen iiber Ya-
riationsrechnung, Zweiter Theil, na konicu). O biedach L e-
gendre'a pisat Brunacci w rozprawie: ,Sui criterii per
distinguere i massimi e minimi nelle espressioni integrali" (w Mem.
deirist, Nazion, Italiano, Yol I, par. 2, Bologna, 1806, str. 191).

Lagrange w rozdziale XIl-ym drugiej czesci ,Teoryi
funkcyj analitycznj*ch" (Oeuvres, t, IX, str. 296 i nast.) zajmuje
sie krotko tem samem pytaniem i powtarza w gruncie rzeczy
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pod inng postacig rozwazania Legendre'a, nie cytujac je-
go nazwiska, a wymieniajac tylko tom ,Pamietnikow Akad.
paryskiej" z r. 1786. To wprowadzito prawdopodobnie w biad
Jacobi'ego, ktéry w pracy swej o tym przedmiocie wymienia
swych poprzednikow. (Patrz uwagi Stackela w wyzej cy-
towanem dzietku).

Lagrange uczynit wszakze dos¢ wazne spostrzezenie
0 zmianie znaku catki, gdy funkcya podcatkowa, zachowujgc
znak staty, staje sie nieskonczong w jakimkolwiek punkcie (patrz
Oeuvres, t. IX, str. 303;.

"Warunki, podane przez Legendre'a i Lagrang e'B,
powtérzyli mniej lub wiecej doktadnie w traktatach swych
Dirksen (Analytische Darstellung der Yariationsrechnung
1t. d., Berlin, 1823) i Ohm (,Die Lehre vom Grossten und
Kleinsten", tamze, 1825).

Z Jacobim (Zur Theorie der Yariationsrechnung und
der Differentialgleichungen, Crelle, XVII, str. 68, 1838; prze-
ktad w dzienniku Liouville'a, t. I1l, 1838) rozpoczyna sie no-
wa era w teoryi drugiej waryacyi. Z pracg Jacobiego
wigze sie szereg prac innych autoréw, ktérzy rozwineli roz-
maitemi sposobami punkty specyalne rozprawy Jacobi'e-
g 0, podane przez niego bez dowodu. Wymieniamy prace
nastepujace: L ebesgue: rozprawa owzorze Vandermon-
d e'a i o0 zastosowaniu tegoz do dowodu twierdzenia J aco-
bi'ego (dziennik Liouville'a, t. VI, str. 17, 1841); Delau-
nay: Sur ladistinction des maxima et des minima etc., tamze,
VI, str. 209); Bertrand: Demonstration d'un theoreme de
Jacobi (Journ. de TEcole polyt., Cah., XXVIII, str. 206, 1841):
Mainardi: Richerche sul calcolo delie variazioni, Annali
di Tortolini, HI, str. 132, 379; 1852; Brioschi: Sul teore-
ma di Jacobi e sui criteri etc., tamze, Ill, str. 322, 1852;
Eisenlohr: Untersuchungen tiber Yariationsrechnung, Mann-
heim, 1853; Spitzer: Ueber die Kriterien des G-rossten u.
Kleinsten u. s. w. Wiener Sitzungsberichte, t. XII, str. 1014, r.
1854; X1V, str. 41, 1854; Heine: Bemerkungen zu Jacobi's
Abhandlungen u. s. w., Crelle, t. LIV, str. 68, 1857; Hesse:
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Ueber die Kriterien der Maxima und Minima der einfachen In-
tegrale, tamze, t. LIV, str. 227; Minding: Ueber die Trans-
formationen, welche in der Variationsrechnung zur Nachwei-
sung grosster oder kleinster Werthe dienen, tamze, t. LV, str.
300 (1857); Horner: OnJacobi's reduction etc., Quart. Journ.,
X1V, str. 218 (1876).

Badaniami w przypadku wiekszej liczby funkcyj niewia-
domych, pomiedzy ktéremi zachodza zwigzki rézniczkowe, zaj-
mowat sie pierwszy C1lebsch: Ueber die Reduction der 2-ten
Variation auf ihre einfachste Form, Dziennik Crellego, tom
XV, str. 254; 1858; Ueber diejenigen Probleme der Variations-
rechnung i t. d., tamze, LV, str. 335. 0 trzeciej pracy C1leb-
s ch a, odnoszacej sie do tego samego przedmiotu dla catek wie-
lokrotnych, wspominamy w innym rozdziale.

Lipschitz zajmowat sie inng metoda tegoz zagadnie-
nia i tak nazwanemi przeksztatceniami drugiej waryacyi: ,,Bei-
trdge zur Theorie der Variation der einfachen Integrale”, Grel-
le, LXV, str. 26 (1864). Jego metode rozciggngt Mayer na
maxima i minima wzgledne: ,,Ueber die Kriterien des Maxi-
mums und Minimums der einfachen Integrale”, Grelle, LXIX,
str. 238 (1868). Inne badania, odnoszace sie do tego przedmiotu,
ogtosili: Stern: ,Ueber die Bestimmung der Gonstanten in der
Variationsrechnung", Gott. Abh., XIII (1868); Lundstrém:
,Distinction des maxima etc.” Nova acta Soc. Upsaliensis, ser.
3-a, t. VII (1869); w tej pracy zajmuje sie autor specyalnem za-
daniem izoperymetrycznem; Erdmann wZaitschrift fur Math.,
t. XXI1II, str. 362; Krey: ,Kriterien des Maxim, etc:", Math.
Ann., XIIl, str. 53, 518; Mayer: ,Die Kriterien des Maximums
etc.", Math. Ann., t. XIII, str. 53 (1878), gdzie autor bada spe-
cyalnie zagadnienie izoperymetryczne i uzasadnia pewne prawo
wzajemnosci, o ktorem mowi¢ bedziemy poOzZniej; Mayer:
»Zur Aufstellung der Kriterien u. s. w.", Leipz. Berichte, str. 99
(1884), gdzie rozwaza przypadek, w ktérym granice sg zmienne;
Scheeffer: ,Die Maxima und Minima der einfachen Integrale
zwischen festen Grenzen", Math. Ann., XXV, str. 522 i 594
(1885); Culverwell w rozprawie, ogtoszonej w London
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Phil. Trans., t. CLXXAMI (A), str. 95, Winkler w pracy
pomieszczonej w Sprawozdaniacli Akad. Wied., XCVII, str.
1065. von Escherich: ,Zur Theorie der 2-ten Variation.
Wiener Berichte, XCVII, czes¢ Il, str. 1416; t. XCIX, str. 1463.
Jermakow w pracy ogtoszonej w Kijowskich Wiadomosciach
uniwersyteckich, Nr. 9 (1891).

Badania Weierstrassa, wygtaszane najego wyktadach,
uwzglednia praca Zer mel o: ,Untersuchungen zur Yariations-
rechnung", Berlin, 1884.

Nastepujace prace Zmurki, odnoszg sie do kwestyi
traktowanej w tym rozdziale, lecz dla przypadku og6lnego
catek wielokrotnych: ,Ueber die TJnzulanglichkeit der bis
jetzt bekannt gewordenen Kriterien des Grossten und Klein-
sten bestimmter Integrale und ihre Vervollstandigung"”. (Tage-
blatt der 48 Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte in
Graz, 1875); Przyczynek do rachunku przemiennosci ze szcze-
gélnem uwzglednieniem znamion najwiekszosci i najmniejszosci
catek oznaczonych, w ktérych niewiadome funkcye podlegaja
danym warunkom", Pam. Akad. Um. w Krakowie, Wyd. mat.-
przyr., t 11(1876). ,Theorie der relatiyen Maxima und Minima
bestimmter Integrale”. Deukschr. der math. nat. Classe d. k.
Akad. d. Wissenschaft, t. XXXVI, 1876; ,Ueber die Kriterien
hoherer Ordnung zur Unterscheidung der relativen Maxima und
Minima bestimmter Integrale bei vorhandenen Systemen zwei-
felhafter Nachbarwerthe", tamze, t. XXXVII, 1876. Mertens
w pracy: ,O funkcyi oskulacyjnej prof. Zmur ki* w 1l-gim
tomie Pamietnika Akad. Um. w Krakowie, 1876 i w artykule:
,Ueber die Kriterien der Maxima und Minima bestimmter Inte-
grale” w Zeitschrift Schlomilcha, t. XXI, str. 142, wykazat bted-
nos¢ kryteryébw Zmur ki. Poréwn. tez spostrzezenia Mayera
w Jahrbuch iiber die Fortschr. d. Mathematik, t. VIII, str. 220
i nast. Oprocz powyzszych, Zmur k o ogtosit jeszcze: ,,0 wa-
znosci i zastosowaniu funkcyi oskulacyjnej w rachunku prze-
miennos$ci oraz odpowiedz na uwagi d-ra Mertensa, doty-
czace tego przedmiotu." Pam. Wydz. mat.-przyr. Akad. Um..
t. 111, str. 24—34, 94—101, Krakow, 1877.
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Badaniem waryacyj rzedow wyzszych, gdy waryacya dru-
ga i trzecia jest zerem, mato sie zajmowano; oprocz ZmurKkii
(patrz wyzej cytowane prace w Pam. Akad. Wiedenskiej, tom
XXXVII) pisat otem Er dmann w rozprawie: ,,Untersuchung
der hoheren Variationen einfacher Integrale”, Zeitschr. Schlom-
milcha, t. XXII, str. 324; 1876 i XXVI, str. 73 (1881). Wzor,
jaki na pochodne rzedu wyzszego podaje autor w tej drugiej
pracy, nalezy przypisa¢ matematykowi wiloskiemu, E. Fer-
gola (Patrz Rend. Acc. Napoli, t. XXI, str. 161, 1882).

Obserwacye krytyczne wielkiej wagi nad prawdziwem zna-
czeniem zwyktych rezultatow rachunku waryacyjnego co do ist-
nienia maximow i miniméw zawdzieczamy Ludwikowi Scheef-
ferowi, przedwczesnie, niestet}-, zabranemu nauce i stu-
dyom Kkrytycznym. Jego prace, Kkilkakrotnie juz cytowane,
mieszczg sie w t. XXAT Math. Ann., str. 197. (Ueber die Bedeu-
tung der Begriffe Maximum und Minimum in der Yariationsre-
chnung) i w Leipz. Berichte, 1885, str. 92.

§ 17.
Rozbior ogdlny zagadnienia o przeiiszialceniu ~ waryacyi drugiej.

Druga waryacya catki ma, jak to widzieliSmy w paragrafie
poprzedzajagcym, postac:

X"

hu = / Sz/',,..., ca) dx,

gdzie jest forma kwadratowa ilosci 8'2) e 0> o>
ktore sg funkcyami dowolnemi zmiennej x (podlegtemi zwykitym
warunkom ciggtosci, rézniczkowalnosci i t. p.). Gdyby te argu-
menty, ktére chwilowo oznaczmy przez z,, e+« byly od siebie
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wszystkie niezalezne—co nie ma miejsca, gdyz np. nie jest
niezalezne od lubo hj™ jest dowolne—wtedy tatwo bytoby
zbadaé, kiedy SV zachowuje znak staty. Trzebaby byto tylko,
by funkcya kwadratowa Q zmiennych ™, .+ . zacho-
wywata znak staty w granicach catkowania, bez wzgledu na
to, jakim jest punkt x pomiedzy temi granicami. Grdyz przede-
wszystkiem jest jasnem, ze gdy dla kazdej wartosci x, zawartej
pomiedzy x' i x\' funkcya Q ma znak staty i nie staje sie
nieskoné¢zong pomiedzy granicami catkowania, wtedy §2/
ma znak staty i mianowicie ten sam znak co  jezeli X' X"

Warunek, aby funkcya Q nie stawata sie nieskoriczong
w zadnym punkcie, dotaczyt Lagrange w wykiadzie swym
badan Legendre'a (Oeuvres, IX, str. 303). Podat on prz}
kiad taki:

Funkcya ™ o M jest zawsze dodatnig dla rzeczywistych

wartosci X] jej catka jest , a catka okre$lona pomiedzy

oc
J 00

granicami x' — , X' = 2 ma warto$¢ ujemng — 3, a to

dlatego, ze funkcya ™ " staje sie nieskoniczong dla wartosci

X = 1, ktora jest wartoscig, zawarta pomiedzy granicami cal-
kowania.

Dajmy na to, ze catka ma mieé znak staty, np. dodatni.
Jezeli Q w punkcie np. iCf, zawartym pomiedzy x' i x" i dla pe-
wnego ukladu wartosci SM, ... ma znak ujemny, wtedy, na
podstawie przyjetej ciggtosci, znales¢ mozna przedziat w otocze-
niu punktu ao w ktorym Q jest ujemnem. Niechaj iCj, be-
dag krancami tego przedziatu i niechaj z, = coj (&), Z\*—a2 (), ...
beda takiemi funkcyami zmiennej £ dla ktérych Q jest ujem-
nem w przedziale od cg do Zbudujmy funkcye ciagta
X{x) zmiennej x taka, aby byta zerem w przedziatach x' Xi,
X"x" i dodatnig w przedziale Xi i potézmy Zi=X {x) 0), (),
Z2 = X(x) CO2 (x), ... Przy takiej postaci funkcyj funkcya
bedzie miata dla kazdej wartosci x albo warto$¢ zero, albo uje-
mna, a wiec catka jej bedzie ujemna, wbrew zatozeniu. Wno-
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simy stad, ze aby waryacya SMi bytla stale dodatnig, jest ko-
niecznem, by nig byta i funkcya Q.

Oczywiscie, ze nie mozemy stosowac tego samego rozumo-
wania wtedy, gdy ilosci ZW e o, 53 zaleznemi od siebie, gdyz
w takim razie nie mozemy juz wiecej rozporzadza¢ niemi do-
wolnie, co whasnie spozytkowalismy w powyzszem rozumowaniu.

Jakaz mys$l nasuwa sie wtedy mimowolnie?

Zatézmy, ze w z pomiedzy iloSci zy,Zn, ... mozemy wy-
bra¢ dowolnie i ze inne sg zaleznemi od tych wybranych.
'W przypadku np. jezeli mamy n funkcyj nieznanych i ich po-
chodne, to mozemy uwazac ..., Hijn za niezalezne, za$
Syl/, Silg, ..., S"NQ") » ¢ ¢ za zalezne od poprzednich.

Jezeli mozemy przeksztatci¢ forme kwadratowa Q na inne
wyrazenie takie, ktére po za czeSciami catkowalnemi byloby
znéw formg kwadratowg tylko n zmiennych niezaleznych od
siebie, wtedy do funkcyi Q moznaby juz zastosowac poprzednie
kryteryum i tym sposobem zupetnie rozwiagza¢ zagadnienie.

Zadanie o przeksztatceniu waryacyi drugiej polega wiec
na tem.

Przeksztatci¢é forme kwadratowag Q ilo-

Sci ., S™, \eeena sume: pocho-
dnej funkcyi kwadratowej znikajgcej dla
X=x"1 X=x"1idrugiej formy kwadratowej

juz nie zmiennych pierwotnych, lecz n in-
nych zmiennych, ktdére oznaczmy dla syme-

tryi przez a ktéore zostaty utworzo-
ne liniowo z pierwszych i sg od siebie bez-
wzglednie niezalezne. Funkcya nie powin-

na sie stawac¢ nieskonczong w granicach cal-
kowania.
Bedzie zatem:

a catkujac pomiedzy granicami i X" i pamietajac o wiasno-
§ci funkceyi mamy bezposrednio:
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M = fnday= fO dx;

X X

aby wiec miato znak staty jest koniecznem i dostatecznem,
by byto statego znaku.

Gdyby funkcya nie stawata sie zerem na obu granicach,
wtedy mielibySmy o jeden wyraz wiecej po za znakiem catko-
wym i nie moglibySmy juz tatwo znale$¢ warunku na to, aby

byto statego znaku.

Zatézmy, ze funkcya Q zawiera ilosci 57, Sy/,. ..,

(i= 1,2, ..., w); wtedy funkcya nie moze zawieraé z pe-
wnoscig , gdyz inaczej po rézniczkowaniu wzgledem x, po-
chodna zawierataby wzoru poprzedzajgcego wynika, ze

ta ilos¢ powinna by¢ zawarta w Q.
Jezeli sg przepisane wartosci funkcyj niewiadomych oraz
ich pierwszych r—1 pochodnych na granicach (razem 2m war-

tosci), wtedy wszystkie waryacye ody,, oyi, ..., sg na gra-
nicach zerem, a wraz z niemi i —0.
§ 18.
Pierwsze badania Legendre'a i Lagrang e'a.

Rozpatrzmy przypadek n=I, t.j. gdy mamy jedne tylko
funkcye niewiadomg y. Funkcya F pod znakiem catkowym
zawiera tylko vy, y'. Druga waryacya ma postac:

X"

[A 6y -f 2B éy by' -f Chy' dx ,

X

gdzie A, B, C sg pochodnemi drugiemi funkcyi F wzgledem
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y i y'. Na podstawie zasad ogo6lnych, podanych w poprzedza-
jacym paragrafie, nalezy przeksztalci¢ wyrazenie Q pod zna-
kiem sie znadujace tak, aby otrzymaé wyrazenie ¢

gdzie jest formg kwadratowg tylko jednej ilosci dy, t.j. wy-
razeniem postaci ady”, za$ jest formg kwadratowg jednej
tylko zmiennej, bedacej funkcya liniowa jednorodng ilosci
dy i dy', lub innemi stowy, jezeli odwrécimy uwage od czynnika,
jest kwadratem funkcyi liniowej jednorodnej ilosci dy, dy'.

Wyznaczenie funkcyi a zmiennej x prowadzi do réwna-
nia rézniczkowego. Potézmy:

skad:

Bedzie:

lub:

a poniewaz ma by¢ kwadratem zupeitnym funkcyi liniowej
ilosci dy, dy', musi by¢ tedy:

Jest to wihasnie réwnanie rézniczkowe, stuzace do wyznaczenia
ilosci a.

Jezeli przyjmiemy, ze temu warunkowi staje sie zadosc,
wtedy mozemy funkcye napisa¢ w postaci:
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C Ay'H BTa'A’y

w zalozeniu, ze C jest r6znem od zera. Jezeli a nie jest rzeczy-
wistem, to nie bedzie mozna powiedzieé, ze wyrazenie to ma
znak staty i mianowicie znak ilosci

nadto, gdy a staje sie nieskoiczonem w jakimkolwiek punkcie
przedziatu catkowania, to nie bedzie tez mozna powiedzie¢, ze
catka takiego wyrazenia ma znak staty, mianowicie znak ilo-
§ci C, co wynika ze spostrzezen, uczynionych w paragrafie po-
przedzajagcym.

Aby zatem zadanie dato sie rozwiagza¢ wskazanym sposo-
bem, jest koniecznem, by funkcya a, otrzymana z poprzedzaja-
cego réwnania rdzniczkowego, byta zawsze skofczong
i rzeczywistg. Legendre usitowat dowies¢, ze mozna
zawsze otrzymaé a rzeczywiste (Mem. de TAcad. de Paris, 1789,
str. 348), lecz dowdd jego byt niescisty; twierdzenie to zreszta,
jak wiadomo z teoryi réwnan rézniczkowych, jest prawdziwem.

Podobne postepowanie moznaby zastosowac¢ i w przypad-
ku, w ktorym w funkcyi F wystepuje takze i y". "Wtedy ma-
my trzy rownania rozniczkowe 1-gorzedu na wyznaczenie trzech
funkcyj niewiadomych a, 7, ktore sg spotczynnikami formy
kwadratowej ; forma ta bedzie postaci:

- Ady dy f y dy?

Rozniczkujac ja wzgledem x, odejmujgc od iJ i wyrazajac waru-
nek, aby roznica byta kwadratem zupetnym, otrzymujemy trzy
wyzej rzeczone réwnania rézniczkowe.

Istniejg tedy funkcye a, ... rzeczywiste, lecz nie wy-
starcza wiedzie¢ o ich istnieniu; trzeba zna¢ je, aby modz roz-
strzygngé, czy funkcya fig M®staje sie nieskoiczong w jakim-
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kolwiek punkcie przedziatu; bo gdyby stawata sie nieskonczong,
to, jak wiadomo, nie moglibySmy juz stosowaé¢ kryteryum na
maximum i minimum.

Zbadajmy teraz, jaki postep w tej teoryi zawdzieczamy
Jacobiemu.

§ 19.

Twierdzenia Jacobi®eg o.

Spostrzezenie zasadnicze J acobi'ego polega na tem, ze
catka og6lna réwnania rézniczkowego lub catki og6lne réwnan
rézniczkowych, stuzacych do wyznaczenia funkcyj pomocniczych
a, ... W poprzedzajagcym paragrafie wymienionych, mozna
bezposrednio wyznaczyé, gdy sie zna catke ogdlng réwnania
rézniczkowego, okre$lajgcego funkcye niewiadomg v.

Twierdzenia J acobi'ego, stuzace do tego celu i ogtoszo-
ne bez dowodu, mozna wypowiedzie¢ w ten sposéb (poréwn.
Jellell: Die Grundlehren der Yariationsrechnung, Brun-
Swik, 1860, str. 62 i nast, Moigno-Lindeloff: Calcul des
variations, Paryz, 1861, rozdz. YHI):

Tivierdzenie 1. Jezeli napiszemy, jak zwykle,
waryacye pierwszg catki okreslonej pod po-
staci a:

gdzie :
dF dF

wtedy waryacya funkcyi fL moze by¢ przed-
stawiona w ten sposoéb:
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gdzie A, A, A" ... sa oznaczone mi funkcyami
zmiennej X

Dowiedziemy tego twierdzenia nie metodg bezposrednia
(jak np. u Jellella), lecz przy pomocy prostej metody H ei-
nego (Crelle, t. LIV, str. 70).

Oznaczmy przez 0 i dwa rézne symbole waryacyi
i utworzmy waryacyg 3 O0"l:

1)

ktéra powinna by¢ réwna:

@

Za pomocg kolejnych przeksztatcen przez czesci, mozemy otrzy-
mac z (1):

®)
W samej rzeczy wyrazy w (1), w ktérych i —j, sg juz tej po-
staci. Jezelij = i A-1, to wyraz:

—pomijajac czes¢ zcatkowang—jest réwny:
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gdyz catkujac przez czescitowyrazenie, otrzymujemy jako cze$é
niecatkowang wyrazenie powyzsze. Cosie zastyczy czesci zcatko-
wanej, to jest ona zerem, gdy na granicacti catkowania ~ @© S"
zerami wszystkie waryacye funkcyi y i pierwszyclijej r—1 po-
chodnych (gdy w F wystepuja pochodne az do rzedu r-go).
Jezeli j jest rézne od i i od iA-1, to catkujgcprzez czesci wyraz

otrzymamy po za czescig zcatkowang, ktoéra jest zerem, dwa wy-
razy :

Stosujgc wiec kolejno ten sam proces, dojdziemy albo do przy-
padku, w ktérym skazniki sg réwne, albo tez do przypadku,
w ktorym sie réznig o jedno$c¢; ten za$ ostatni przypadek spro-
wadza sie do przypadku dwu skaznikéw réwnych. Dowiedli-
Smy zatem, ze wyrazenie (1) przeksztatca sie w istocie na wy-
razenie (3).

Rozwazmy wyraz:
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Za pomocg catkowan przez czesci, wyraz ten—jezeli pominiemy
réowng zeru cze$¢ catkowang—sprowadza sie do:

Postepujac podobnie z innemi wyrazami w (3), spostrzezemy, ze
to wyrazenie sprowadza sie do:

Z poréwnania wyrazen (4) i (2) wynika wprost powyzsze wyra-
zenie nadfiL.

Wyrazenie to jest pierwszg strong réwnania rézniczkowego
liniowego wzgledem funkcyi dy zmiennej x. W samej rzeczy,
jezeli rozwiniemy pochodne wzgledem £c to otrzymamy, jak to
wprost wida¢, wyrazenie liniowe wzgledem ilosci by ijej po-
chodnych dy\ dy'\ ... Zauwazmy jeszcze, ze:

gdyz (— 1)" Ati jest spoOiczynnikiem wyrazenia by™™ w roz-
winieciu:

; za$ jest spoliczynnikiem tegoz wyrazenia by

w rozwinieciu ilosci b”, obliczonej bezposrednio z wyrazenia:
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Twierdzenie Il. Eo6wnanie r6zniczkowe <= 0,
liniowe wzgledem ilosSci dyijej po cliodnych,

jest tozsamos$ciowo spetnione przez dy = ~
oC
gdzie c jest ktorgkolwiek ze statych catko-
wania, zachodzgcych w wyrazeniu o0g6lnem
catki vy, otrzymanej z réwnania rézniczko-
wego = 0.
Istotnie jest:

Obliczajac bezposrednio mamy:

Jezeli teraz w fx zamiast ilosci y ijej pochodnych wstawimy war-
tosci znalezione z = O, a nastepnie zrdzniczkujemy pierwszg
strone tego réwnania wzgledem c¢ i przyrdbwnamy ja do zera
(poniewaz = O jest tozsamosciowo spetnionem, wiec jest
zerem dla kazdego c), otrzymamy:

Lecz jest - i t. d.; pierwsza tedy strona tego

zwigzku jest Scisle takg samg, jaka otrzymujemy z dfi,

dy

podstawiajgc zamiast dy. Przez to podstawienie staje
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sie dfL tozsamoSciowo zerem, a wiec roéwnanie rozniczkowe
jest spetnionem. (Co do tego prostego dowodzenia patrz
H esse, Dziennik Crellego, t. LIV, str. 251).
Jezeli przyjmiemy, ze w funkcyi F pod znakiem catkowym
wystepujg pochodne funkcyinieznanej az do rzedu r-tego, wtedy
bedzie réwnaniem rézniczkowem rzedu 2r; réwnanie za$
zawiera¢ bedzie pochodne waryacyi dy az do pocho-
dnych rzedu 2r wigcznie. Po zcatkowaniu otrzymamy y z 2r
statemi dowolnemi

za$ bedg 2r catkami szczego6lnemi rdéwnania

Z teoryi réwnan rozniczkowych liniowych wiemy, ze catka
ogo6lna tego réwnania bedzie kombinacya liniowg o sp6tczjm-
nikach statych 2r catek szczeg6lnych, a wiec réwnaniu Ofi= 0
czyni zado$¢:

gdzie CI, ... , C¥ sa statemi dowolnemi.
Aby wyrazenie to mogto nazwac¢ sie catkg ogoélna, jest ko-
niecznem, by wyznacznik:

byt rézny od zera. (Patrz ,,Rachunek catkowy", str. 201). Ot6z
warunek ten sprawdza sie istotnie, gdyz y= f{x, Cj,..., Cir) jest
z zatozenia catkg og6lng réwnania ~ = Orzedu 2r, a wiec
na mocy teoryi catek ogdlnych réwnan rézniczkowych zwigzki-
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daja sie rozwigza¢ wzgledem "Ir stal*-cli i sg niezalezne-
mi, a stad jakobian funkcyj, ktore przedstawiaja pierw-
sze strony tych zwigzkdw, uwazany za funkcye ilosci Cj, c® ..., 'hr.

musi by¢ rézny od zera. Ot6z jakobian ten jest wiasnie wy-
zej wypisanym wyznacznikiem.

e Zanim przejdziemy do trzeciego pomocniczego twierdzenia
Jacobi'ego, musimj' wprowadzi¢ niektére nowe pojecia,
w czem oprzemy sie na pracy Hessego (L c., str. 230 i nast.).

§ 20.

Twierdzenia Hessego o wyrazeniach rdznicziiowych.

Niechaj z bedzie funkcya zmiennej X ] Og, cti,. .. niechaj
bedg danemi funkcyami tejze zmiennej. Rozwazmy nastepu-
jace wyrazenie rézniczkowe jednorodne:

Mozna dowies¢, ze takie wyrazenie daje sie zaw
sze przedstawi¢ w postaci:

W samej rzeczy, rozwingwszy pochodne, zawarte w ostatniem
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wyrazeniu i poréwnywawszy spoétczynniki przy tycti samych po-
chodnych ilosci » w obu wyrazeniach, otrzymamy zwigzki:

od ktérych za pomocg tatwego odwré6cenia dojs¢ mozna do wzo-
row odwrotnych takiejze postaci. W istocie, pomnozywszy wy-

razenie na cr przez wyrazenie na pochodng pierwsza
ilosci przez wyrazenie na pochodng druga
ilosci przez i t. d., i dodawszy nastepnie otrzy-

mane iloczyny, znajdziemy:
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Lecz:

0 jest oczywiscie zerem, gdyz czynnik ostatni réwna sie rozwi-
nieciu wyrazenia A wiec:

Wz6r ten wykazuje, ze ilosci A wyrazajg sie
przez iloSci a za pomocg takich samych wzo-
row, jak ilosci a przez A. "Waznym stad wnioskiem
jest to, ze gdy utworzymy wyrazenie réznicz-
kowe:

to bedzie ono réwne:

Forme <> nazwiemy formg sprzezong z formag q

Jest jasnem, ze gdy utworzymy forme sprzezong wzgle-
dem formy to dojdziemy do formy c¢p; a wiec forma
sprzezona wzgledem sprzezonej z formag da-
ng jest réwna formie danej. '

Jest widocznem, ze sprzezona sumy lub rdzni-
cy dwu form danych roéwna sie sumie lub réz-
nicy dwu form sprzezonych wzgledem form
danych.

Dla naszego celu szczeg6lnie waznemi sa formy, bedace
sprzezonemi wzgledem samych siebie.

Mozna okaza¢, ze forma rzedu nieparzystego
nie moze byé sprzezong wzgledem samej sie-
bie, W samej rzeczy, jezeli n jest nieparzyste, to ilosci a nie
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moga by¢ rowne iloSciom A, gdyz ze zwigzku a, = {—1)" A,,
otrzymalibysmy wtedy = — t j. @ = O, co sie sprzeci-
wia zatozeniu.

Forma rzeda 2m-t ego

jest sprzezong wzgledem samej siebie.
W samej rzeczy, rozwingwszy te forme, znajdziemy:

Ze zwigzkow za$ tozsamosciowych:

po pomnozeniu pierwszego przez 1, drugiego przez , trze-
ciego przez -[- i t. d., po dodaniu ich iuwzglednieniu zwiaz-

kéw binomialnych:
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otrzymujemy:

Ro6zniczkujgc obie strony m razy, dochodzimy do réwnosci:

ktorej strona pierwsza jest forma dang. Ten wzoOr pokazuje, ze
spétczynniki A sg odpowiednio réwne ilosciom a, ze tedy forma
dana jest sprzezong sama z soba.

Z tego twierdzenia wynika jako wniosek, Zze kazde
wyrazenie typu

jest samo z sobg sprzezone, gdyz ta whasnos¢ stuzy
kazdemu z pojedynczych wyrazéw tego wyrazenia.

Dowiedziemy teraz twierdzenia odwrotnego, mianowicie,
ze kazda forma @ rzedu ktéora sama z so-
bag jest sprzezona, daje sie wyrazi¢é za pomo-
cg formy:

(Patrz Hesse, 1c., str. 233).

Dowdd tego waznego twierdzenia jest bardzo prosty. Je-
zeli formy @ i @ majg obie te wiasnosé, ze sg rowne swym for-
mom sprzezonym, to takgz wiasno$¢ posiada¢ musi i forma qp—).
Po rozwinieciu tej formy i uporzadkowaniu jej wedtug kolej-
nych pochodnych funkcyi 7, mozna bedzie dobra¢ mA-1 fun-
kcyj nieoznaczonych ij, ..., w ten sposéb, aby spéiczyn-
niki przy m -j- 1 pochodnych parzystego rzedu funkcyi z byty
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zerami; pozostang wtedy tylko pochodne rzedu nieparzystego,
a stad (o ile wszystkie spotczynniki nie sg zerami), forma q—
jest z pewnoscig rzedu nieparzystego. To by¢ nie moze, gdyz
forma rzedu nieparzystego nie moze by¢ sprzezona sama z soba.
Wnosimy stad, ze wszystkie spoétczynniki i przy pochodnych
nieparzystego rzedu powinny by¢ zerami, gdy iloSci h sg ozna-
czone w sposob wyzej wskazany. Innemi stowy forma ( jest
rowna danej formie cp.

Dla zwieztosci nazwiemy forma typu i forme, ktéra
jest sprzezona sama z soba.

Udowodnimy teraz twierdzenie:

Forma

daje sie sprowadzi¢ do typu
W tym celu dos¢ wykazac¢, ze forma @ jest sprzezona sama
z sobg. W istocie, po rozwinieciu, mamy:

gdzie na koricu jest znak dodatni lub ujemny, stosownie do tego,
czy m jest parzyste lub nieparzyste; widzimy stad, ze @ jest
w kazdym przypadku rzedu parzystego, t.j. rzedu m lub m—1.
Spétczynnikami tej formy sa:

Na wartosci spétczynnikdéw Ao, Ai, ... , Am formy sprzezonej
mamy, (gdy r < T)
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gdzie:

, gdy m parzyste

, gdy m nieparzyste.

Uwzgledniajgc zwigzek wyzej udowodniony, odnoszacy sie do
pewnych kombinacyj spotczynnikow binomialnych, widzimy, ze
w kazdym przypadku jest:

Nadto jest widocznem, ze dla m parzystego = dla m
nieparzystego A,,,= 0.

Twierdzenie wiec zostato udowodnione. Od niego docho-
dzimy do nastepujgcego twierdzenia:

Forma.
(znak jezeli m —m' parzyste, —, jezeli m—m" nieparzy-
ste), daje sie sprowadzi¢ do typu (Patrz Jel-

let, Yariationsrechnung, str. 392).
W samej rzeczy, mozemy napisac:
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a ktadac:

mamy:

Na zasadzie poprzedzajacego twierdzenia forma zawarta w na-
wiasie daje sie sprowadzi¢ do typu:

bedzie tedy:

Kladac Zi = z"*', sprowadzamy bezposrednio forme @do typu

Teraz mozemy juz przejs¢ do trzeciego twierdzenia J a-
cobiego.

8

Trzecie twierdzenie Jacobi'ego.

Niecliaj t bedzie oznaczong funkcyg zmien-
nej x\ forma:
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gdzie przez (2, {t\ ... rozumiemy pochodne
kolejne iloczynu U, daje sie sprowadzié¢ do
typu

Aby tego dowie$¢, nalezy okaza¢, ze kazdy wyraz tego
wyrazenia, np.:

daje sie sprowadzi¢ do typu t).

tatwo znaleS¢ wzor nastepujacy, udowodniony zreszta
przez nas w paragrafie poprzedzajagcym, gdzie uzyto tylko in-
nych znakow:

Stosujagc ten wzér do naszego przypadku, mozemy napisac:

Rozwijajac pochodng {zY"™ wedtug wzoru, zwanego wzorem
Leibniza, widzimy, Zze ostatecznie dochodzimy do wyra-
z0w typu:

gdzie r, n moga przyjmowac¢ wszelkie wartosci od Odo m. Je-
zeli potozymy m — r — ', to poprzedzajagce wyrazenie staje
sie réwnem:

a zmieniwszy s na s' i wzajemnie, mamy:
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Oba te wyrazy sg jednego znaku lub znakéw przeciwnych, sto-
sownie do tego, czy s—s' jest parzyste lub nieparzyste.

Jezeli wprowadzimy czynnik liczbowy pod znak pocho-
dnej, to dla s= s' otrzymamy wyraz typu *; gdy za$ s jest
rézne od s', bedziemy mieli dwa wyrazy typu;

a wiec otrzymamy znak lub —, stosownie do tego, czy s—s
jest parzyste lub nieparzyste. Wedtug ostatniego twierdzenia
paragrafu poprzedzajacego, dwumian ten daje sie sprowadzi¢ do
typu (ji. Ostatecznie tedy cate wyrazenie sprowadza sie do tego
typu i twierdzenie J acobi'ego zostato dowiedzionem.

Na podstawie tego twierdzenia jest tedy:

Wartos¢ wyrazu ktorg tatwo réwnie znale$é, wyraza sie tak:

Mozemy wiec wypowiedzie¢ nastepujacy rezultat:

Jezeli t jest funkcyag oznaczong zmien-
nej X, czynigca zados$¢ réwnaniu rédzniczko-
wemu liniowemu

wtedy forma
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daje sie wyrazi¢ przez forme typu

a stagd catka

moze by¢ sprowadzona do tego samego ty-
pu, t.j. do

W rozwinieciu wyrazenia  wyraz, zawierajacy ma spot-
czynnik (—1)" ™ ten sam wyraz w rozwinieciu formy op,
wyrazony drugim sposobem ma spétczynnik (—1)™ a stad
hm = am t"

§ 22.

Zastosowanie twierdzen poprzedzajgcych do  przeksztatcenia
waryacyi  drugiej.

Rozpatrzmy przypadek najprostszy, w ktdrym funkcya F
pod znakiem catkowym zawiera tylko v, t.j. gdy:

Mamy:
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as”

gdzie:

Druga waryacya jest:

gdzie wedtug twierdzenia w § 19:

Potézmy:

gdzie y jest catkg og6lng réwnania rzedu drugiego » = 0. Na
podstawie jednego z wj”zej dowiedzionjT ch twierdzenn wyrazenie
t czyni zado$¢ réwnaniu rézniczkowemu:

a wiec na podstawie trzeciego twierdzenia J acobi'ego catka:

rébwna sie wjrazeniu typu — gdzie ™ — A*P. Wraca-
jac wiec do znakéw dawniejszjxli, mozemy napisac:
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Teraz wykonajmy catkowanie przez czeSci w wyrazeniu drugiej
waryacyi. Mozemy napisaé:

;Poniewaz dy znika na granicach catkowania, wiec znika tamze
Ntz Zatézmy, ze state Cw ilosci t nie daja
'sie wyznaczyé w ten sposéb, aby t znikato
na granicach; musi wiec znika¢ z na tych granicach; stad
- pierwsza cze$¢ catki jest zerem. Nadto mamy:

i

a wiec

tak ze waryacya druga staje sie réwna;:

i tym sposobem sprowadza sie do postaci zgdanej.
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Z warunku dla ilosci t wynika, ze nie bedzie mozna wy-
znaczy¢ zachodzacych w niej statych w ten spos6b, aby przez
odpowiedni wybor funkcyi dowolnej 6//, wyrazenie to stato sie
zerem, gdyz wtedy powinnoby by¢ dy — t, a stad zas t powin-
noby, podobnie jak dy, znikaé na granicach.

Przechodzimy do przypadku ogdlnego, w ktérym funkcya
y zawiera pochodne az do pochodnej rzedu r-tego.

Waryacya druga moze by¢ sprowadzona do postaci:

Potbézmy:

i zatézmy, ze funkcya y jest taka, ze statych C nie mozna wy-
znaczyé w ten sposéb, by funkcya t ijej r—1 pochodnych zni-
katy na granicach catkowania; stad wynika, ze ” ipochodne tej
funkcyi znikajg na granicach.

Wedtug dowiedzionego wyzej twierdzenia, mamy tozsamo-
Sciowo:

a na mocy innego twierdzenia:

Catkujac przez czesci i uwzgledniajac okolicznos¢, ze # jest
zerem na granicach catkowania, bedziemy mieli:
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Catka otrzymana jest takiej postaci, jak catka, ktérej warya-
cye drugag mozemy napisaé wprost, tylko Ze zamiast dy mamy tu

i zamiast r A-1 wyrazow mamy tylko wyrazow r. Je-
zeli potozymy:

to tatwo zauwazyé, ze czyni zado$¢ réwnaniu

przy zatozeniu, Ze zachodzi zwigzek pomieg-
dzy statemi (7/i C"
Poniewaz:

przeto dla kazdej warto$ci waryacyi dy, ktéra czyni zado$¢ row-
naniu d\i = O, strona druga jest statg; a wiec dla
dla wartosci, ktora dfi zamienia na zero), mamy:
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a wiec po wstawieniu dy = t* do catki po stronie pierwszej,
albo, co na jedno wychodzi, przy = ™ po stronie drugiej po-

winnismy na rezultat otrzymac statg dowolng. Czyniagc te stalg
rowng zeru, dojdziemy do zwigzku pomiedzy statemi
Potézmy teraz:

z warunkiem, by z* bylo zerem na granicach, i postepujmy, jak
wyzej. Waryacya druga przeksztatci sie na

Potézmy jeszcze:

1 zauwazmy, ze:

czyni zado$¢ réwnaniu

o ile pomiedzy statemi Cistniejg dwa zwigzki.
Poniewaz:
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przeto ostatnie wyrazenie réwna sie tez catce podwdjnej:

Dla dfA= O catka w nawiasie staje sie wog6le statg; oznaczmy
ta statg przez M, a wtedy catka podwdjna bedzie réwna:

gdzie N jest nowga statg catkowania.
Poniewaz d[x= O, gdy dy —t, t.j. gdy:

przeto dla tej wartosci wyrazenie

staje sie tozsamosciowo réwnem:

gdzie M \ A" sg dwiema statemi, a mianowicie kombinacyami
statych, zachodzgcych w rozmaitych wyrazach tego wyrazenia.
To wyrazenie bedzie wiec zerem, jezeli dotgczymy dwa warun-
ki JI/=iv=0.

Ta drogg idac, otrzymujemy po r przeksztatceniach:
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gdzie ilos¢ z/ po rozwinieciu wyrazi sie liniowo przez
by, dy', 6y", ..., dy"l Tym sposobem waryacya druga zostata
sprowadzona do postaci zadanej.

tatwo znale$¢ wyrazenie ogdlne na, Br. W samej rzeczy”
wiemy, ze hr = Ar podobnie bedzie:

a postepujac tym sposobem dalej, znajdziemy:

gdzie, jak juz wiemy:

Zanim péjdziemy dalej, zatrzymajmy sie przez cliwile nad
wzmiankowanemi w”-zej zwigzkami, ktore istnie¢ powinny po-
miedzy 2r2 statemi 6V, Cg" . ..

Zjatwo widzie¢, ze zwigzkdw tycli bedzie wogéle

Gdyz wprowadzajac state C", przy zmiennej t*, mamy jeden
zwigzek; wprowadzajagc zmienng "3, otrzymujemy dwa zwigzki
i t. d, tak ze razem bedzie zwigzkow

pomiedzy 2r- statemi dowolnemi. Dla r=I mamy

tylko dwie state od siebie niezalezne. Co do badan nad zwigz-
kami pomiedzy statemi poréw. H esse (L c., str. 252), a 2wlasz-
cza cytowang wyzej prace Sterna.

Wroémy do dyskusyi ogolnej.

Gdy juz waryacya druga zostata sprowadzong oo formy
poprzedzajacej, wtedy powstaje pytanie, jak nalezy postepowac,
aby zbadaé, czy istnieje faktycznie maximum i minimum i jak
jedno od drugiego odréznic.
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Przedewszystkiem waryacya druga nie powinna znikaé dla
zadnej warto$ci funkcyi dowolnej by. Grdyby znikata tozsamo-
Sciowo dla kazdej wartosci dy, wtedy nie moznaby wcale roz-
strzygna¢ kwestyi istnienia maximum i minimum, lecz nalezatoby
przej$¢ do badania waryacyi trzeciej, czwartej i t. d., podobnie,
jak to sie dzieje w rachunku rézniczkowym przy szukaniu ma-
ximum i minimum funkcyj. Przypadek taki wyraz-
nie wytgczamy.

Nie ma tedy takiego by, dla ktérego bix="0. Ot6z wiemy,
ze catka ogdlng rownania rézniczkowego jest by=ti, awiec
jest koniecznem, by funkcya dowolna by nie mogta sta¢ sie rowng
funkcyi t° zawierajacej 2r statych dowolnych. Lecz funkcya
by jest poddana wt runkowi, by znikala razem ze swemi pierw-
szemi r—1 pochodnemi w punktach x\ x"-, trzeba tedy, by te
'2r statych w funkcyi  nie daly sie wyznaczy¢ w ten sposob,
aby funkcya t* wraz ze swemi r— 1 pochodnemi stawata sie ze-
rem w tych dwu punktach. Jezeli to nie spetnia sie, to w ta-
kim razie moznaby zawsze przyjac, ze by réwna sie specyalnej
funkcyi , ktéra zamienia bju na zt"ro.

Wypada tu nadmieni¢, ze wanmek, by funkcya nie mo-
gta byé wyznaczong tak, by wraz ze swemi r—1 pierwszemi po-
chodnemi znikata na granicach catkowania, mozna zastapi¢ wa-
runkiem ogélniejszym, by funkcya t\ wraz ze swemi
r—1 pierwszemi pochodnemi nie mogta znika¢
na granicy nizszej X\ ani tez w innym jakim-
kolwiek punkcie "o, zawartym pomiedzy ic'i x"
Gdyby bowiem to by¢ mogto, to tatwo widzie¢, ze moznaby
wtedy dobra¢ waryacye by tak, aby waryacya druga catki stata
sie zerem. W samej rzeczy, moznaby wzig¢ by = t* dla kaz-
dego X pomiedzy i oraz by == O dla wartosci x po-
miedzy Xqgi x"-, wtedy ilosci by', by", ... bytyby wszystkie ze-
rem dla kazdej warto$ci x pomiedzy i X", a wiec pomiedzy

i X" waryacya bytaby z pewnoscig zerem. Bytaby réwniez
zerem pomiedzy X' i gdyz na mocy twierdzenia ogdélnego
by —  zamienia na zero waryacye druga.

Jezeli ten warunek sie spetnia, to dla istnienia maximum
i minimum jest koniecznem, by funkcya Ar pod znakiem catko-
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wym nie zmieniata znaku pomiedzy granicami catkowania i nad-
to, aby funkcya pod znakiem catki nie stawata sie nieskoriczong
dla zadnej warto$ci x pomiedzy x' i x".

State C/, Cs", .. ., zawarte w funkcyachti t*t",..., mozna
wybra¢ dowolnie, aby tylko stato sie zado$¢ zwigzkom, ktoérym
te state poddalismy; wybieramy je tak, aby funkcya pod zna-
kiem catkowym nie stawata sie nieskonczong. W zaloze-
niu, ze to uczyni¢ mozna (i ze te state nie dajg sie tak wyzna-
czy¢, aby ta sama funkcya byta zerem dla jakiegokolwiek x)
waryacya druga sprowadzi sie do postaci, w ktorej nalezy tylko
zbadaé¢ nature ilosci ( — A r, by rozstrzygng¢, czy istnieje
maximum czy minimum. Jezeli (—I)""" Ar jest ujemnem dla
kazdego mamy maximum; jezeli jest dodatniem—minimum.
Niema ani maximum ani minimum, jezeli ilo$¢ Ar jest dodatnia
dla niektorych punktow x i ujemna dla innych.

§23.
Przyktad zastosowania przeksztalcenia Jacobi®eg o.

Niechaj bedzie funkcya:

gdzie pierwiastnik przyjmujemy za dodatni dla kazdej wartosci
X miedzy granicami catkowania.
Mamy:

Rownanie rézniczkowe dfi — O bedzie
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skad:
21' — const = Co,
y' = const. = Yy — A- ¢
Funkcya i réwna sie -f- CA, stad t' = = Cj; poniewaz:

przeto podstawiajac te wartos¢ w wyzej udowodnionym wzorze
0ogblnym, otrzymujemy:

2
du = f Giic 4 g2~

Ot6z przedewszystkiem nie jest mozliwem wyznaczenie warya-
cyi dy tak, aby funkcya pod znakiem catkowym byta zerem,
gdyz nie mozna wzigé 6y = t. W samej rzeczy, gdyby dy mc
gto by¢ réwne t, wtedy t, podobnie jak i dy, znikatoby w pun-
ktach x" i x" i mielibySmy dwa réwnania:

ktore réwnoczesnie istnie¢ nie moga.

To ustanowiwszy, wyznaczmy i Oy w sposob dowolny,
lecz tak (jezeli to mozliwe), aby funkcya podcatkowa nie stawa-
ta sie nieskoninczong dla zadnej wartosci x pomiedzy x' i x".

Potézmy np. C, =0, Cg = 1, wtedy waryacya druga spro-
wadza sie do postaci najprostszej:
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Jb

f T

Poniewaz przyjelismy, ze pierwiastnik jest dodatni, to ilosé

3
za$ {IA-y"™" bedzie iloscig dodatnig, a funkcya y odpowiadaé
bedzie minimum catki. State wyznaczaja sie z warunkéw, by
funkcya y miata wartos$ci ustalone na obu granicach.

Przypadek, kiedy zachodzi nie jedna lecz wiecej funkcyj
niewiadomych i jeszcze og6lniej, kiedy pomiedzy temi funkcya-
mi zachodzg zwiazki rozniczkowe, badat, jak powiedziano
juz, pierwszy Clebsch. Nie zatrzymamy sie wszakze diuzej
nad tym przedmiotem, poniewaz zaprowadzitoby nas za daleko
od granic, jakie sobie wytknelismy; podamy tylko rezultat
w postaci, do jakiej sprowadzit go Mayer i zastosujemy
ten rezultat do dowodu tak zwanego prawa wzajemnosci
Mayera w przypadku specyalnym zagadnienia izoperyme-
trycznego.

Streszczenie  rezultatéw, odnoszacych sie do odréznienia maximéw
i miniméw w zagadnieniu ogélnem Lagrang e'a

Z rozprawy Mayera (Crelle, t. LXIX, str. 238) wyj-
mujemy rezultat, odnoszacy sie do waryacyi drugiej w przy-
padku ogo6lnego zagadnienia L agrang e'a.

Niechaj y» y» ..., bedg niewiadomemi funkcjami
zmiennej pomiedzy ktéremi zachodza réwnania rézniczkowe
rzedu 1-go:
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Wyznaczmy funkcye y w ten sposob, aby catka:

byta maximum lub minimum, w zatozeniu, ze na granicach cal-
kowania x\ x" wartosci funkcyj y oraz ich pochodnych sa
z gory dane.

Na podstawie rozwazan poprzednich (patrz § 12) to zaga-
dnienie na wzgledne maximum i minimum sprowadza sie
do zagadnienia na maximum i minimum bezwgledne catki

gdzie:

X za$ sg mnoznikami, majgcemi sie wyznaczyc.
Stosujac metode ogdlna, mamy n réwnafA rdzniczkowych
2-go rzedu:

razem z réwnaniem @@= O stanowig one ukiad n + ni réwnan
rézniczkowych, z ktérego mozna wyznaczyé n  m funkcyj nie-
wiadomych 22, yn, Xl, ..., Xiz 2n statemi Cj g, ..., ¢
Rezultat, do ktérego dochodzi Mayer (1 c., str. 260), jest na-
stepujacy:

Jezeli wyznacznik
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dla kazdej wartos$ci zawartej pomiedzy x
i X", jest réozny od zera, i jezeli forma kwa-
dratowa:

— gdzie ilosci ~ sg poddane warunkom:

a zresztg dowolne — zachowuje znak staty
dla kazdego uktadu wartosci wtedy fakty-
cznie istnieje maximum lub minimum catki.
Nalezy wszakze zatozy¢, ze sp6tczynniki waryacyi drugiej nie
stajg sie nieskonczonemi dla zadnej wartoSci x w przedziale cat-
kowania,

W przypadku n—I warunek, by wyznacznik A byt rézny
oh zera, sprowadza si¢ do warunku, by state C* nie mogty
by¢ wyznaczonemi w ten sposéb, aby wyrazenie
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¢ %}"prdc"

byto zerem dla granicy nizszej x' lub w innym jakimkolwiek
punkcie x pomiedzy granicami catkowania; rezultat ten zna-
my juz z paragrafu 22-go.

§ 25.

Przypadek zagadnienia izoperymetrycznego.

Zbadajmy, jak zmienia sie podane w paragrafie poprzedza-
jacym kryteryum na maximum i minimum, jezeli rozpatrujemy
w szczeg6lnosci zagadnienie izoperymetryczne.

Szukamy maximum lub minimum catki:

a=>
1=1 Fdx,
o
przy warunku, by caiki:
X" X"
n—3J3 Frdx, ...... Im= J Ifm clx,
zachowywaty wartosci okreslone i, 12, -, Im Zagadnienie to,

jak to powiedziano juz na wasciwem miejscu, daje sie sprowa-
dzi¢ do zagadnienia L agrange'a przez wprowadzenie m no-
wych funkcyj ~,, 4.1,¢ o yn+tm, zwigzanych z dawnemi za
pomocg réwnan rdézniczkowych:
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Wyrazenie Q bedzie to, jak juz wiemy, typu:

gdzie ilosci k sg statemi. Po zcatkowaniu rownan roézniczkowych,
otrzymamy w wyrazeniach funkcyj

statych. State wystepujg w rdwnaniach, daja-
cych ; gdyz Wyznacznik je-
zeli przez rozumie¢ bedziemy wartosci pochodnych na
granicy nizszej , - staje sie réwny:
Na podstawie tego, co wyzej powiedziano, funkcye ?i, ... ,

nie bedg zawieraly statych A, .. e, hm, kazda za$§ funkcya
yn+i z pomiedzy tych statych zawiera tylko jedne km+ii zawiera
ja liniowo, tak ze:

Gdy przeto od elementdw wiersza (2?i-1-w-f «)-tego odejmiemy ele-
menty wiersza (n-1-i)-tego {i=l, 2,..., m), towyznacznik powyz-
szy — bez uwzglednienia znaku — zamienia Sie na nastepujacy:
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Co do formy kwadratowej, to poniewaz widocznie jest

przeto ta forma staje sie réwna:

gdzie j przj*jmujg tylko wartosci 1, 2,. .., i gdzie ilosci C
powinny byé poddane warunkom:

ktére w naszym przypadku zamieniajg sie na
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Lecz poniewaz w formie kwadratowej nie wystepujg ilosci t'n+t
warunki za$ powyzsze w gruncie rzeczy ograniczajg tylko zmien-
no$¢ ilosci Cn+t W zaleznosci od ilosci Ci-ee -. QM ktore pozo-
stajg dowolnemi; otrzymujemy tedy rezultat nastepujacy:

W zagadnieniu izoperymetrycznem za-
chodzi istotnie maximum Ilub minimum, je-
zeli dla kazdej wartosSci & pomiedzy grani-
cami catkowania wyznacznik A jest zawsze
rozny od zera i jezeli funkcya kwadratowa
W nie zmienia znaku przy dowolnej zmianie
ilosci C-

§ 26.
Prawo wzajemnosci Mayera w zagadnieniach izoperymetrycznych.

Zachowajmy oznaczenia paragrafu poprzedzajacego i nie-
chaj wartoscig maximum lub minimum catki | bedzie I. Po-
stawmy zagadnienie nastepujace.

Znale$§¢ maximum lub minimum catki
gdy rownoczes$nie catki 1,/2 ¢-«ilm niajg war-
tosci

Mozna okaza¢, ze dla catki istnie¢ bedzie
maximum lub minimum, jezeli istnieje maxi-
mum lub minimum dla catki | i bedzie ono

wtasnie rowne N

Na tem polega prawo wzajemnos$ci, podane przez Mayera
(Math. Ann., t. Xm, str. 60).

Dowod twierdzenia jest prosty.

Najprzod rownania rozniczkowe zagadnienia sg jednako-
wemi w obu przypadkach, mianowicie:
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gdzie

Wprowadzajac state jednorodne, mamy:

i poprzednie réwnanie rézniczkowe, pomewaz fi, je?5t state, mo-
zna napisac¢ tak:

Dalej widzimy, ze dwa wyznaczniki Ai dwie formy kwadratowe
W, odpowiadajgce dwom tym zagadnieniom, “oznig sie tylko
czynnikami statemi. Nie zatrzymujemy sie dtuzej nad tym
przedmiotem i odsytamy czytelnika do rozprawy Mayera.

Jako zastosowanie twierdzenia, podajemy np. co nastepuje.
Wiemy (patrz § 34), ze krzywa danej dtugos$ci po-
miedzy dwoma punktami, majaca S$rodek ciez-
kosci mozliwie najnizej, jest linig +tancucho-
w g; stad otrzymujemy: krzywa, ktorej konce znaj-
dujg sie w punktach statych, a $Srodek ciez-
kosci na okreslonej wysoko$ci i majgca nad-
to dtugosé mozliwie najmniejszga, jest linig
tancuchowsg.

Widzimy wiec, ze zasada wzajemnosci moze by¢é pozyte-
czng przy otrzymywaniu nowych twierdzen z twierdzen znanych
rachunku waryacyjnego.



112 § 27. — Waryacya catek

§ 27.
Waryacya catek wielokrotnych. Bibliografia.

Waryacye catki wielokrotnej rozpatrywano juz za czaséw
Eulera i Lagrangea, lecz Gauss pierwszy, jak to
wspomnieliSmy we Wstepie, rozpatrzyt zagadnienie, zwigzane
z waryacyg catki wielokrotnej o zmiennych granicach
catkowania (Gauss, Principia generalia theoriae figurae
fluidorum in statu aeauilibrii, Comm. Soc. Gott., VII, 1833).
Do rozwigzania tego zagadnienia dochodzi sie przez szukanie
mmimum catki podwdjnej o granicach zmiennych, O tym przed-
miocie po Gaussie pisali Poisson (Mem. de TAcad., XlII,
1833) i Ostrogradzki (Acad. St.-Petersbourg, 1834, dzien-
nik Crellego, XV, 332). W tomie XV dziennika Crellego znaj-
duje sie rozprawa Pagani'ego: ,,Resolution d'un probleme re-
latif au calcul des variations"”, str. 84, w ktdrej autor traktuje za-
gadnienie, badane przez Gaussa.

Wspomniany we Wstepie konkurs Akademii paryskiej z r.
1842 wydat dwie prace: Sarrusa ,Recherches sur le calcul
des variations” (Mem. des Sav. etrang., 1846) i Delaunay'a
(Journ. de 1'Ecole polyt. Cah., XX1X, 1843). Autorowie posta-
Avili sobie zadanie przeksztatcenia catki wielokrotnej i sprowa-
dzania jej do postaci analogicznej z ta, jaka nadaje sie catkom
pojedynczym.

Rozprawa Dolaunay'a zawiera nadto pierwsze rozwa-
zania nad kryteryami, mojacemi na celu odréznienie maximéw
od miniméw w catkach wielokrotnych. O tymze przedmiocie
istnieje wczesdniejsza praca Brunacci'ego (Mem. deli' Ist.
Naz. ital., Czes¢ Il, Rozd. Il, Bologna, 1810, str. 121), w ktorej
sg rozwiniete rozwazania L egendre'a, omoéwione przez nas
w paragrafie 18-ym.

Rezultaty, do jakich doszedt Sarrus, wytozyl po6zniej
odmiennym sposobem Cauchy (Mem. sur le calcul des varia-
tions, Exerc. d'analyse, t. 111, str. 50).

Inne prace, odnoszace sie do waryacyi catek wielokrotnych,
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sg nastepujgce: Bjorling ,Calculi variationum integralium
duplicium exercitationes"”, Upsala, 1842; Strauch. ,Anwen-
dung des sogenannten Variationscalculs auf zwei- und dreifa-
che Integrale, Wieden, 1859; Clebsch: ,lieber die zweite Va-
riation vielfacher Integrale”, dziennik Crellego, t. LVI, str. 122,
1859; Lindeldf w Comptes Rendus Akad. paryskiej, t. L,
str. 85, 1860: Sabinin: ,,Sur la methode de distinguer les ma-
xima et les minima des integrales definies multiples”, Bull, de
St.-Petersbourg, t. XV, str. 70, 1870; ,,Developpements analyti-
ques pour servir & completer la discussion de la Variation secon-
de des integrales definies multiples”, Bulletin des sciences math.,
1878, str. 100; ,,0 przeksztatcenm waryacyi catek okreslonych"
w Zbiorniku tow. mat. w Moskwie (po rosyjsku), t. XV, str. 99,
gdzie do catek wielokrotnych stosowana jest metoda Cleb-
scha dla catek pojedynczych; ,,0 metodzie Sarru sa", tam-
ze, t. XVI, str. 451, 1890, gdzie traktowanem jest specyal-
nie zagadnienie: ,,znale$¢ powierzchnie o polu danem, zamy-
kajaca najwieksza objetosé". Zadaniem tem zajmowat sie byt
juz Sarrus. W tej pracy poczynit pewne poprawki Zim-
mermann w rozprawie: ,,0 rozréznieniu maximum od mini-
mum w catkach okreslonych", tamze, t. XVII, str. 229 (1893).

Zastosowanie metody Weierstrassa do catek wielo-
krotnych znajduje sie w dwu najnowszych pracach Kobba:
,»Sur les maxima et les minima des integrales doubles”, Acta
math., t. XVI, str 65, t. XVII, str. 321 (1893).

§ 28.

Wz6r Ostrogradzkiego na pierwszg waryacye catki wielokrotnej.

Niechaj  bedzie funkcya dwu zmiennych x\y. Dla usta-
lenia mysli zatézmy, ze ta funkcya moze by¢ przedstawiona
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przez punkty pewnej powierzchni. Nadajmy tym punktom do-
wolne, nieskoniczenie mate przesuniecia, t. j. uwazajmy nowg po-
wierzchnie, ktorej krzywa graniczna jest lub nie, jest krzy-
wa graniczng pierwszej powierzchni. Niechaj punkty tej dru-
giej powierzchni odpowiadajg jednoczesSnie punktom pierwszej
i niechaj odlegtosci pomiedzy dwoma odpowiadajgcemi sobie
punktami bedg ilosciami, rébwnocze$nie zdgzajacemi do zera.

Niechaj vy, z bedg spétrzednemi punktu pierwszej po-
wierzchni i rownaniem jej niechaj bedzie z — f y) (por. § 1).
Rownanie drugiej powierzchni napiszmy w postaci:

gdzie Xl, y"Zi sg sp6trzednemi jej punktu, odpowiadajacego pun-
ktowi pierwszej o spétrzednj*ch x,y, z\ da za$ jest iloscig, zda-
zajaca do zera.

Waryacya ilosci z bedzie zbiér wyrazéw najnizszego rzedu
w rozwinieciu réznicy —z, t.j. wyrazenia

[firuyd — /7 y)\+7 ("1, yx)
Poniewaz
f(aM, yi) — /o(«,
XA{Xi, yi) 6a = X{x,y) da -f co,
gdzie U) i ca'sg nieskonczenie matemi rzedu wyzszego niz ilosci
da, dx, dy, ktérych rzad mozemy uwazac za jednakowy, przeto:

= A,y "a-f -f A dy

Jest to wzdr analogiczny z wzorem podanym w § 1. Cze$¢ pierw-
sza strony drugiej tego wzoru moze bj*¢ uwazana za waryacye
funkcyi z, w zatozeniu szczeg6lnem, ze zmienne x\y nie pod-
legaja waryacyi, co wprost widaé ze wzoru wyzej wyprowa-
dzonego.
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W podobny sposéb otrzyma¢ mozemy wz6r na waryacye
pochodnych czastkowych funkcyi z. Mamy:

dl (ic,y)
dx dy

Wzory te ujawniajg zawsze wiasnos$é, ze waryacj*a catko-
wita réwna sie sumie waryacyj: jednej, wzietej w zalozeniu, ze
X 1y waryacyi nie podlegajg, drugiej, zaleznej od waryacyi
zmiennych x \y.

Jezeli mamy funkcye zmienn3*ch z i pochodnych cza-
stkowych zmiennej z, to przy pomocy zasad rachunku rdznicz-
kowego tatwo znale$¢ jej waryacye; mamy:

dz dz
bF {X’ y’ Z dx 1] dy on lj
= M\
dx bx dy + +
dx

PrzejdZmy teraz do waryacyi catki podwdéjnej okreSlonej.

Jezeli obszar catkowania jest ustalony, tak ie x \'y mozna
uwazat za niezmienne, wtedy tatwo znale$¢ wzory na wa-
ryacye catki, stosujgc postepowanie, oparte na zasadach przyje-
tych dla catek pojedynczych. Znajdziemy, ze waryacya catki
otrzymuje sie wprost przez podstawienie, zamiast funkcyi F pod
znakiem, jej waryacyi bF.

Inaczej rzecz sie ma, jezeli obszar catkowania jest zmienny.
Uzyjemy wtedy metody analogicznej do tej, jaka byta stosowa-
na w przypadku catek pojedynczych (poréw. § 2, oraz Jordan,
Cours d'Analyse, t, I, str. 634), ktéra lubo Scista, gdy idzie
o funkcye zwykle, dalekg jest od Scistosci oraz od doktadnosci
pozadanej w zasadniczych procesach analitycznych.

Niechaj bedzie catka podwdjna:
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W funkcyi F zamiast z i pochodnycli Z", ... podstawmy
N+ olz, 2+ ..., gdzie , ... Sg przyrostami, ktdrych
doznaja z, z', ... skutkiem waryacyj dx, dy zmiennych niezale-

znych oraz waryacyi samej funkcyi z. Odmienmy obszar cat-
kowania w ten sposdb, aby kazdemu punktowi x, y dawnego
obszaru odpowiadat punkt x H-dx, y dy nowego. Niechaj
punktowi y* na obwodzie dawnym odpowiada punkt

y"A-dy® nowego obwodu; utwérzmy roznice pomiedzy catka tak
zmieniong a dawna. W pierwszej z tych catek mozemy usku-
teczni¢ takg zamiane zmiennych niezaleznych, aby zamieni€ ja
na catke o tym samym obszarze catkowania, co catka druga,
W samej rzeczy, potézmy x — u-\- du, y=>v-\- dv, gdzie du, dv
maja byé funkcyami zmiennych u, r, takiemi, ze zmieniajg sie
na dx,, dy®, gdy u \ v stajg sie odpowiednio rownemi Yy,
(Wiadomo, ze przez y* rozumiemy ogdlnie sp6trzedne jakie-
gokolwiek punktu na obwodzie dawnego obszaru catkowania;
ze istnieje zatem nieskonczenie wiele warunkéw, ktérym podda-
jemy funkcye dowolne du, dv obu zmiennych).

Funkcya pod znakiem catkowania, jezeli przyjmiemy, na-

turalnie, ze w funkcyach z, z', ... podstawiono ii du, v dv
zamiast X, y, staje sie funkcyg tych iloSci. Oznaczmy jg przez
, to bedzie:

i obszar catkowania pozostaje dawnym. Dla przeksztatcenia
catki nalezy funkcye pod znakiem catkowym pomnozyé przez
jakobian dawnych zmiennych wzgledem nowych, t. j. przez:
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catka przeksztatcona bedzie:

Piszac X,y zamiast u, v, znajdujemy:

Zbadajmy funkcye Jest ona réwna:

t.j.:

a poniewaz:

przeto:

gdzie OF jest waryacya funkcyi F w zatozeniu, ze podlegaja
waryacyi tylko funkcya z ijej pochodne, f? zas$ jest iloscig nie-
skonczenie matg rzedu wyzszego.

Jezeli podstawimy to wyrazenie w calce poprzedzajacej,
odejmiemy warto$¢ catki pierwotnej
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i zatozymy, ze rzad calki

It . . . H- 2l dy,

moze by¢ istotnie uwazany za wyzszy od rzedu catek pozosta-
tych wyrazow, znajdziemy:

SI= j I  dFdxdy

+ Ji Ii "F6x)A-""iF6y)\dxdy.

Jest to wiasnie wzér Ostrogradzkiego, bedacy uog6lnie-
niem wzoru, podanego w 8 2 dla catek pojedyniczych.

tatwo juz rozumie¢, w jaki sposéb uogdlnia sie wzor osta-
tni, jezeli zamiast catki podwdéjnej mamy wogole catke wielo-
krotng.

Inne dowodzenia wzoru Ostrogradzkiego znale$é
mozna w cytowanej wyzej pracy Lindelofa zr. 1860.

§29.
Przeksztatcenie  waryacyi catki wielokrotnej. Wzér Delaun ala

W badaniu waryacyi pierwszej catek pojedynczych wa-
znem jest przeksztatcenie, za pomocg ktérego staramy sie 0 usu-
nigcie z pod znaku catkowego waryacyj pochodnych funkcyj
szukanych, aby médz otrzymac pod tym znakiem wyrazenie li-
niowe, zalezne tylko od waryacyj funkcyj szukanych, nie za$ od
ich pochodnych. Celem tej redukcyi jest pozyskanie pod zna-
kiem catkowym takich waryacyj, ktéreby mozna uwazaé za wza-
jemnie niezalezne.
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Podobne rozwazania nalezy oczywiscie poczyni¢ i dla catek
wielokrotnych. Dochodzimy wtedy do wzoru, ktéry podat juz
byt Ostrogradzki w cytowanej przez nas rozprawie, lecz
ktory nazwa¢ nalezy wzorem Delaunay'a, poniewaz autor
ten zajmuje sie szczegotowo tym wzorem w pierwszej czesci
swojej rozprawy.

Dla ustalenia mysli i dla prostoty przyjmijmy, ze mamy
tylko jedne funkcye ” i ze wystepuja tylko pierwsze po-
chodne czastkowe tej funkcyi, ktdre oznaczmy w ten sposéb:

dX AN dy AN
Napiszmy zamiast waryacyi 6F wartos¢ jej wedtug wzoru, po-
danego w paragrafie poprzedzajacym, i uporzadkujmy wyrazy

w ten sposoéb:

// 'SVF 6Z dx dy

dF
+ ff s dx dy
dF .
+ /] gr ax dy

Dwie ostatnie catki mozemy przeksztatci¢ przy pomocy catko-
wania przez czeSci. Poniewaz, w zatozeniu, ze x i y nie podle-
gaja waryacyi, mamy:

ddz
A dx dx

przeto:

/ dzy ox

dF dz -f- Fox dzdx.

- | dx dzt
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Jezeli warto$¢ na y jest dana, wtedy catkowanie wzgledem x
uskuteczni sie pomiedzy granicami, ktére bedg funkcyami ilo-
§ci y\ granice te bedg odcietemi punktéw, w ktérych prosta
réownolegta do osi x o danej rzednej przecina krzywg, otaczaja-
cg obszar catkowania. Jezeli zatozymy, Zze ta krzywa jest zam-
knieta i ze prosta rzeczona spotyka ja w dwu punktach o od-
cietych a;, cc", bedacych funkcyami ilosci y, to catkowanie trze-
ba bedzie rozciggnag¢ pomiedzy temi dwiema wartoSciami na

i wtedy zamiast pierwszego wyrazu po stronie drugiej wzoru po-
przedzajgcego, otrzymamy:

dzA-  Fdx aF dz -f Fdx

Wykonawszy nastepnie catkowanie wzgledem y po obu stro-
nach, znajdziemy:

j Ny + - JJ ax dn

gdzie catka pierwsza jest pojedynczg i rozcigga sie pomiedzy
dwiema warto$ciami na y, przedstawiajgcemi rzedne najwyzszej
i najnizszej stycznej do obwodu pola catkowania, druga za$ catka
jest podwdjng i rozcigga sie na caly obszar dany.
tatwo widzie¢, ze catkowanie pierwsze jest catkowaniem
ilosci
dF 0z A- F dx,

rozciggnietem na caty obwoéd pola. W samej rzeczy wyobraz-
my sobie w wyrazeniu tem zmienne X iy potaczone zwigzkiem,
ktory jest rownaniem obwodu, przyjmijmy y za zmienng nieza-
lezng i catkujmy; otrzymamy wtedy wyrazenie poprzedzajace.
Rozumowanie, ktére nalezy przeprowadzi¢ celem wyjasnie-
nia tego punktu, jest identyczne z rozumowaniem, ktore prze-
prowadzilisSmy w ,,Rachunku catkowym" nad wzorem G reena
i dlatego nie bedziemy go tu powtarzali. Jezeh przyjmiemy tuk
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krzywej, t.j. s, za zmienna niezalezng i potozymy dy=tls . cos co,
gdzie o jest katem, ktdry normalna do krzywej tworzy z osig
to pierwszy wyraz powyzszego wzoru mozna tak napisac:

Podobniez mozemy napisac:

tak ze otrzymujemy wreszcie:

Jezeli w funkcyi F wystepujg takze pochodne rzedu wyzszego
funkcyi 2, wtedy wykonawszy dwa razy catkowanie przez cze-
§ci, otrzymaliby$my nadto pod znakiem catkowym wyrazy:

gdzie:

Grdyby funkcya F zamiast jednej funkcyi niewiadomej z zawie-
rata ich wiecej, wtedy wystapityby wyrazy, odnoszace sie do
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tych funkcyj i tegoz typu, co powyzsze. GdybysSmy wreszcie
mieli do czynienia z catkg wielokrotna, a nie podwdjng, to nale-
zatoby stosowaé tozsamo postepowanie. We wszystkich tych
przypadkach og6lniejszych nie napotkaliby$Smy zasadniczo no-
wych trudnosci, lecz tylko wiekszag komplikacye rachunkéw
i wzory bardziej ztozone, tak ze niema potrzeby zatrzymywania
sie nad tym przedmiotem.

Po sprowadzeniu waryacyi do tej postaci, tatwo widzie¢, ze
za pomocg metod stosowanych dla catek pojedynczych docho-
dzi sie do takich samych rezultatow odnosnie do znikania
tozsamosciowego tej waryacyi; znikanie to jest, jak zwykle, ko-
niecznem, aby zachodzito maximum lub minimum. Rozwazania,
ktore w tym celu nalezatoby poczyni¢, bedg mutatis mu-
tandis takiez same, jakie podaliSmy na wilasciwem miejscu,
i dlatego méwic¢ tu juz o nich nie bedziemy.

Pierwsza z calek w wyrazeniu zredukowanem na @i jest
catkg pojedyncza, rozciggnieta na obwod obszaru catkowania;
gdyby zatem granice catkowania byty ustalonemi, a wraz z nie-
mi i wartosci funkcyi z, wtedy waryacye bx, by, bz w punktach
oby/odu bytyby zerami, catka pierwsza bytaby zerem i pozosta-
taby tylko catka podwdjna. (Patrz co do tego np. badanie La-
grange'a opowierzchniach najmniejszych, podane w tomie 1l
Misc. Taur. i ostatnig lekcye w ,,Calcul des fonctions").

§30.
Zagadnienie  Newtona. Bryta obrotowa o0 najmniejszym  oporze.

Zagadnieniem, ktdre historycznie pierwsze pomiedzy za-
gadnieniami rachunku waryacyjnego byto badanem przez geo-
metrow (jezeli nie liczy¢ pewnych tatwych zagadnien, badanych
juz w starozytnosci), byto zagadnienie Newtona, ktore mo-
zna wyrazi¢ w sposéb nastepujacy: ,Znales¢ krzywa
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przechodzagcg przez dwa punkty dane takag,
ze obracajac ja okoto osi danej, tworzymy
ciato, ktére bedac zanurzone w cieczy w kie-
runku osi napotyka opdér najmniejszy.

Zagadnienie to znajduje sie w ,Principiach” Newtona
(Londyn, 1686, ksiega 11, sek. VII, twierdz. 34, scholion), ktéry
podat bez dowodu réwnanie rézniczkowe krzywej szukanej. Po
Newtonie przedmiotem tym zajmowali sie De I'Hopital
(Acta Erud., sierpien, 1699). Jan B ernoulli (tamze, listopad,
1699), Bouguer (Mem. de Paris, 17ii3), Euler (,,Methodus
inveniendi etc. 1754, art. 36), Saint-Jacques de Silvabelle
(Mem. de Paris, t. Ill, 1760), Legend re (tamze, 1786, § VI).
Zagadnienie, ktérem zajmuje sic L egendre, jest bardzo wa-
znem, dlatego, ze rozwigzalno$¢ wigze sie z naturg krzywej,
ktéra wyobrazamy sobie jako krzywa potudnikows; spostrze-
zenie to uczynit juz byt Silvabelle. Jezeli wyobrazi-
my sobie, ze krzywa potudnikowa ma by¢ krzywg o sty-
cznej ciaggtej, wtedy mamy rozwigzanie, podane przez Newt o-
n a; lecz rozwigzanie to nie odpowiada warto$ci minimum, je-
zeli w gatunku krzywych, majacych rozwigzywaé zagadnienie,
obejmujemy takze krzywe o stycznych nieciggtych. Z pomie-
dzy prac, poswieconych temu przedmiotowi, wyliczamy nastepu-
jace: Tarleton w tomie XXXIV seryi 4-ej Phil. Magaz.
(1867), gdzie zagadnienie rozpatrywane jest w zatozeniu, ze pun-
kty krancowe krzywej potudnikowej nie sg dane, lecz tylko okre-
Slone sg rzedne tego punktu i dang jest objeto$¢ ciata; "Walt on
w Quart. Journ., tom X, str. 344 (1870); Tod hunter ,Rese-
arches in the calculus of variations”, Londyn, 1871, Rozdz. IX
i X, str. 167 i 196; Starko w w Zapiskach Tow. Odeskiego,
t. Vi VI (po rosyjsku) i wBulletin de la Societe math. de France,
tom Xni, 1884—05, str. 132; Augustin: Ueber die Rotations-
flache kleinsten Widerstandes, Crelle, t. CI11 (1888), str. 1. Roz-
wazania Starkowa sag bledne; patrz co do tego ostatnig
stronice cytowanej pracy Augusta i spostrzezenia, ktére po-
nizej uczynimy.

Zagadnienia, o ktéorem obecnie méwimy, nie mozemy tra-
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ktowa¢ w catej rozciggtosci i ograniczymy sie tjdko na podaniu
najwazniejszych jego punktow.

Wprowadzmy, jak to czyni Newton, hypoteze, ze opdr,
ktéry napotyka ciato obrotowe, zanurzone w cieczy w kierunku
swej osi, jest proporcyonalny do kwadratu rzutu predkosci jego
na normalng do powierzchni ijest skierowany w kierunku tej
normalnej. Jezeli wtedy za o$ x przyjmiemy o$ obrotu ciata, to
w zatozeniu, ze wszystkie punkty ciatla majg te sama predkosé,
opor, jakiego dozna punkt powierzchni, bedzie proporcyonalny
do dgst Nadto, poniewaz ciato moze przemieszczac sie tylko
w kierunku swej osi, to gdy roztozymy opo6r wedtug dwu kierun-
kéw, mianowicie wedtug osi x i w kierunku prostopadtym do
tej osi, sktadowa druga zostaje zniszczong i pozostang tyl-
ko sktadowe réwnolegte do osi  ktdre otrzymamy, mnozac jesz-
cze opér przez . Dla kazdego pasa szerokosci ds i prosto-

padfego do osi catkowity'- opér bedzie réwny:

k.y. 1~)" ds,

a dla catej powierzchni bedzie:

Id '
k fy di] ds.

Catke te nalezy uczyni¢ minimum. Wprowadziwszy x jako
zmienng niezalezng, znajdujemy:

Oznaczajac, jak zwykle, funkcye pod znakiem catkowym przez
F* mamy:
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Nalezy zcatkowa¢ réwnanie rézniczkowe:

lub:

Poniewaz funkcya F nie zawiera wyraznie zmiennej rc, przeto
jej pochodna catkowita wzgledem x bedzie tozsamos$ciowo:

AYyrugowawszy za pomocg poprzedzajgcego zwigzku, otrzy-

mujemy zwigzek tozsamosciowy:

lub:

Pierwsze catkowanie mozemy wykonac bezposrednio i znajdziemy:
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a rozwigzujac wzgledem y\

Jest to wtasnie rozwigzanie Newtona.
Mozemy znale$¢ tez x w funkcyi ilosci y' w sposéb na-
stepujacy. Z réwnania

mamy:

a ktadac za y wartos¢ wyzej znaleziong, otrzymujemy:

ZnalezlisSmy tedy spoOtrzedne x i y krzywej, wyrazone
w funkcyi parametru y'. Krzj'-wa, ktorg otrzymalismy, posiada
ostrze w punkcie y' = Y3.

Obliczywszy drugg pochodng funkcyi F wzgledem y', znaj-
dujemy:

"Wyrazenie to jest dodatniem dla *< 3, ujemnem dla
jedna zatem z gatezi krzywej, rozpoczynajaca sie od ostrza, od-
powiada oporowi najmniejszemu, druga najwiekszemu.

Nad tym wynikiem poczynimy pewne do$é wazne spostrze-
zenia (porow. cyt. prace Legendr e'a).
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Zagadnienie, ktore postawiliSmy sobie, jest nastepujace:
Dane sg dwa punkty Ai B\ przeprowadzié¢ przez nie krzy-
wa takg, aby catka

byta minimum. Stosujgc metode waryacyj, powinniSmy przyjac,
ze nietylko y lecz i y' jest fankcyg ciggta zmienej tym spo-
sobem milczaco wytaczamy wszystkie rozwigzania, odpowiada-
jace krzywym o stycznych nieciggtych, njj. linie tamang. W sa-
mej rzeczy tatwo okazac, ze pomiedzy punktami A i B moze-
my nakres$li¢ linie tamang tak, aby powyzsza catka miata war-
tos¢ tak mata, jak sie podoba. Do$¢ bowiem przez punkty
A i B poprowadzi¢ dwie proste, tworzace ten sam kat z osig X
i spotykajace sie w punkcie, dajmy na to, P. Rozwazmy linige
dy
tamang APB. Poniewaz odpowiada wstawie kata co, kté-

ry dwie proste tworzg z osig x, to dla kazdego punktu tej linii

ilos¢ iia- warto$¢ tez samg (réwng sin- co), a wiec catka
sprowadza sie do

dy '?2 °

y' — o A

ds |y dy sin2 co y

y —¥

= sm” co

gdzie przez yA," oznaczamy rzedne dwu punktéw danych
Ai B. Z tego wzoru widaé odrazu, ze dos¢ uczyni¢ sin”® co do-
statecznie matem, by calka stata sie dowolnie matg. Widzimy
tedy, ze gdy do krzywych mozliwych w zagadnieniu dotgczymy
i linie tamane, to zagadnienie nie bedzie miato wkasciwie roz-
wigzania.
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Niedawno Stark ow w pracach wyzej cytowanych, pod-
dawszy na nowo badaniu to p3“tanie, mniemat, ze rozwigzat za-
gadnienie powyzsze wraz ze wszystkiemi innnemi tej samej na-
tury przez przyjecie za zmienng niezalezng nie zmiennej lecz
tuku s, i to bez zatozenia z géry, ze ds = Vdx*-{-dy* . Doszedt
on do krzywej, ktérg znalazt byl Legendre jako krzywa
najmniejszg bezwzglednie, gdy tymczasem w zagadnieniu tem
przybywa warunek, by tuk krzywej, zawarty pomiedzy pun-
ktami A i B, miat warto$¢ statg. Starkow nie spostrzegt,
ze,jezeli przyjawszy tuk s zazmienng niezalezna, przy stosowaniu
wzoréw rachunku waryacyjnego otrzymat rezultat odmienny, to
zalezato to jedynie od faktu, ze postepujac tak, albo zmienia-
my nature zagadnienia, albo tez dochodzimy do rezultatu ztud-
nego. Jezeli bowiem zwrécimy uwage na granice catko-
wania wzgledem  (czego rzeczony wj"zej autor nie uczynit),
widac, ze gdy te granice z gdry ustalimy, to rezultat otrzymany
stosowac sie bedzie do zagadnienia, rozpatrzonego juz przez
Legendre'a, wktdrem zaktada sie, ze dtugosé tuku zawarte-
go pomiedzy dwoma punktami A i B, jest stata. Jezeli za$ ze-
chcemy uwazac granice catkowania N za zmienne, wtedy po-
wtarzajgc nasze powyzsze rozumowania oraz rozumowanie L a-
grange'a tatwo poznaé, ze catka nie posiada minimum, gdy
do szukanych linij wigczamy i tamane. Zresztg mozna przeko-
na¢ sie tatwo na rachunku Stark owa, ze rozwigzanie zaga-
dnienia jest zitudne. 'W'tym przypadku bowiem waryacye

sg rézne od zera; aby wiec warj*acya catki byla zerem,
trzeba koniecznie, by ilosci:

Idy y*
Y 10t ~(ds).

ktore sg spotczynnikami przy 0s, W wyrazeniu waryacyi
catki, byty zerami w punkcie A, oraz w punkcie B. Starkow
za$ znajduje, ze krzywa powinna mie¢ réwnanie (patrz nizej):

dij \3
ds ~
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gdzie c, jest oczywiscie réznem od zera (p. Bulletin de la Socie-
te mattiematigue de France, t. XI1I, str. 138).

Spostrzezenia tego rodzaju, odnoszace sie do rozwazanh
Starkowa, uczynili tez Sonin (w Zapiskacti Tow. Ode-
skiego, t. YI, str. 1i93)i August (Crelle, t. 103, str. 22).

Na zakonhczenie tych rozwazan powiemy jeszcze krotko
0 tatwym sposobie badania innego wspomnianego juz przez
nas zagadnienia, w ktorem dotgcza sie warunek, by tuk s, za-
warty pomiedzy dwoma punktami, byt diugosci statej. Mamy
wtedy zagadnienie, nalezgce z istoty swej do zagadnien izopery-
metrycznych, dajgce sie wszakze traktowac jako zagadnienie na
maximuni bezwzgledne, jezeli przyjmiemy s za zmienng niezale-
zng, co t&two uczyni¢ mozemy, poniewaz w calce specyalnej,
ktérg badamy, zmienna x w sposéb wyrazny nie wystepuje.
Mozemy wtedy stosowa¢ zwyklg metode waryacyj i otrzymu-
jemy :

dy Y aF i'™MI
dy \ da
M = =g ¥
3 ds
ds
a stad:
ds \ ds | ds | AN ods  dsh
— 2
- ds

Przyréwnywajac do zera to wyrazenie, znajdziemy albo
rozwigzanie = O, ktére przedstawia prostg réwnolegta do osi

X, a wiec wog0le nie przedstawia krzywej, przechodzacej przez
punkty Ai B, albo tez réwnanie

Pascal R. W. 9
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ktorego catka jest

Podstawiajac zamiast rozniczki ds jej wartosé

ds = dy j— , gdziey = — |

mamy:
y= E

Tak wyraza sie y w funkcyi ilosci y'; dla otrzymania wy-
razenia na X nalezatoby stosowaé sposob, wyzej w podobnej oko-
licznosci wskazany.

RoOznica pomiedzy tym rezultatem a rezultatem, podanym
przez Newtona, polega na tem ze licznik strony drugiej ma

wyktadnik 3 zamiast wyktadnika 2.

§ 31.

Zagadnienie o brachystochronie.

Grdy zagadnienie Newtona, traktowane w poprzedzaja-
cym paragrafie, nie zwrdcito byto na sie w swoim czasie szczeg6lnej
uwagi analistow, to przeciwnie, zagadnienie o brachy stochronie
zrodzito, rzec mozna, rachunek waryacyjny tak, zehistorya tego za-
gadnienia zlewa sie z historya poczatkdw rachunku waryacyjnego.
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Zagadnienie o brachystochronie podat Jan Berno u lii
(Acta Erud., czerwiec, 1696, str. 269, Programma edit. G-ronin-
gae, 1697), i sam je rozwigzat (Acta Erud.,, maj, 1698, str.
206)*). Jednoczesnie (Act. Erud., 1697, str. 211) pojawito sie
inne rozwigzanie tego zagadnienia, podane przez Jakdba
Bernoulli'ego, ktéry postawit nadto zadania ogoélniejszej
natury, objete nastepnie pod ogdlng nazwg zagadnien izopery-
metrycznych, Jan Bernoulli ogtosit prace, poswiecong
tym zagadnieniom og6lniejszym (Recueil de Paris, 1706), lecz
ta byta biledna i grzeszyta przeciwko zasadom rachunku roz-
niczkowego. Wazniejszg byta praca Jakdba Bernoul-
li'eg o: ,,Analysis magni problematis isoperimetrici" (Acta,
1701), po ktdrej nastapito rozwigzanie Taylora w dziele ,Me-
thodus incrementorum etc.", a dalej znéw prace Jana B ernoul-
li'ego (Acad. de Paris, 1718) i Eulera (Comm. Ac. Pe-
trop., t. VI, 1732—1733). Euler przeszedt nastepnie do bada-
nia przypadku ruchu, odbywajacego sie w os$rodku, stawiajgcym
opor, lecz dat niedoktadne rozwigzanie tego zagadnienia (Comm.
Ac. Petrop., t. VII, 1734 —35, ,,Mechanica etc.", t. I, Petersburg,
1736, Comm. Acad. Petrop., t. Vin, 1736). Pierwszg prawdzi-
wie wazng praca Eulera otym przedmiocie jest wspomniane
we wstepie dzieto ,,Methodus inveniendi etc." (1744), w ktorem
w 8§ 34 mowa jest o brachystochronie. Wspomnijmy jeszcze, ze
zagadnienie o brachystochronie, jest przyktadem gtdwnym, tra-
ktowanym przez Lagrang e'a w stawnej rozprawie ,Essai
d'une nouvelle methode pour determiner les maxima et les mini-
ma des formules integrales definies" w j\liscellanea Taurinensia,
t. 11, 1760—1761; Ze toz samo zagadnienie byto badane na nowo
w tomie IV-ym tegoz zbioru, w zatozeniu, ze punkty skrajne
okre$lonemi nie sa, lecz sg danemi krzywe na ptaszczyznie, na
ktorych te punkty znajdowaé sie powinny (patrz ,Oeuvres
etc," t. Il, str. 68); ze wreszcie z okolicznosci nowego przed-
stawienia metody waryacyj, Lagrange traktowat raz jesz-
cze zagadnienie o linii najkrotszego spadku w osrodku, stawia-

") Por. Nr. 46 wielokrotnie cytowanego wydawnictwa Ostwalda.
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jacym opor, uwazany za funkcye dowolng predkosci. (Calcul
des fonctions, Leeon, 22-ieme, ,,Oeuvres"”, t. X, p. 440). PdzZniej
zagadnieniem tem zajmowali sieBorda, Legendre (prace
ich cytowane we Wstepie). Co do przypadkéw nieciggtosci patrz
Todhundter: ,Researches etc.", Londyn, 1871, rozdz. VIT,
str. 126.

Zagadnienie o brachystochronie jest nastepujace:

Jakag droge powinno opisaé¢ ciato poru-
szajgce sie, ozywione predkoscig poczatko-
wa i poddane jedynie sile ciezkos$ci, aby
w czasie mozliwie najkrdétszym przeszto od
punktu o spétrzednych y\ Z2), do innego pun-
ktu o spotrzednych y\ 28 w zatozeniu, zZe
osrodek, wewnagtrz ktorego ruch sie odbywa,
albo jest prozniag, albo tez stawia opér, bedacy
funkcya predkos$ci poruszajgcego sie ciata.

Jezeli przyjmiemy, ze 0$ x jest liniag pionowg i oznaczymy,
jak zwykle, przez g statg cigzenia, to, jak wiadomo z zasad mecha-
niki, roznica miedzy kwadratem predkosci, ktorg posiada¢ be-
dzie w jakiejkolwiek chwili ciato poruszajgce sie, a kwadratem
predkosci poczatkowej, bedzie proporcyonalna do wysokosci
spadku, t.j. ze jest:

V = -j- "-1g {x—x)
Poniewaz v= , otrzymujemy wiec:
ds
J J i

i zadanie sprowadza sie do wyznaczenia minimum catki w tym
wzorze. Wprowadzajac x jako zmienng niezalezng, mamy:

gdzie y\ z', sg pochodnemi ilosci y i z wzgledem x.
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Oznaczajgc, jak zwykle, przez M, M' pochodne funkcyi
pod znakiem catkowym wzgledem vy iy' i analogicznie przez M
i N' pochodne tejze funkcyi wzgledem 2i bedziemy mieli:

a poniewaz (poréwn. § 3):

przeto:

Waryacya catki bedzie:
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a dla wyznaczenia funkcyj szukanych bedziemy mieli dwa row-
nania rézniczkowe: H”» = 0, = O, ktére daja:

gdzie Ci @ sg statemi. Stad zas wynika:

a po zcatkowaniu:

gdzie c jest staltg dowolng. To réwnanie pokazuje, ze krzywa
szukana znajduje sie w plaszczyznie pionowej. Wezmy za
ptaszczyzne ocy te ptaszczyzne pionowg, ktorej rownanie bedzie
zatem z=0; otrzymujemy je z poprzedzajacego réwnania, kia-
dagc @ = 0. Wstawiajac tg wartos¢ z do réwnania:

i rozwigzujac wzgledem y', znajdujemy:

gdzie
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Jezeli potozymy:

bedzie

Spoétrzedne y krzywej szukanej, wyrazone w funkcyi zmiennej
t, beda tedy:

co pokazuje, ze krzywa szukana jest cyklojdg o podsta-
wiepoziomej.

Jezeli dwa punkty skrajne krzywej sg z géry dane, wtedy
waryacye odpowiednie trzech spo6trzednych x, y, z sa zerami,
a cze$¢ pierwsza wyrazenia na bt jest tozsamosciowo zerem;
dwie za$ state c¢ i Cj, zachodzace w otrzymanych rdwnaniach,
wyznaczaja sie z warunku, by krzywa przechodzita przez dwa
punkty dane.

Dajmy, ze z gory dany jest tylko punkt poczatkowym i ze
punkt kofAcowy ma sie znajdowaé na krzywej, potozonej w ptasz-
czyznie pionowej. WezZmy te plaszczyzne za piaszczyzne X, y
i niechaj réwnaniem krzywej bedzie @ = 0. Waryacye 06z",

dyo sg zerami, waryacye zas (NCj, 6y powinny czyni¢ zados¢
zwigzkowi:

Przyréwnawszy do zera pierwszg cze$¢ waryacyi calki, otrzy-
mujemy:
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a rownanie to wraz z poprzedzajgcem, jezeli potozymy jeszcze
= O podstawimy zamiast i*i M' ich wartosci, doprowadza
do zwiazku:

y\
VI +

3(p
dx

Wyznacznik ten sprowadza sie tatwo do postaci:

ktéra wyraza wiasnos¢, ze krzywa najszybszego spadku przeci-
na ortogonalnie dang krzywa o

Zwigzek ten wraz z rownaniem @ — O wyznacza punkt
Xl, y*; znajac za$ ten punkt oraz uwzgledniajac dany punkt po-
czatkowy, wyznaczamy dwie state catkowania.

Jezeli punkt poczatkowy Yy~ Z* nie jest dany, lecz z gory
jest oznaczonem, ze ma sie znajdowac na pewnej krzywej danej @\
wtedy mozna zastosowaé podobng do powyzszej analize; trzeba
wszakze pamieta¢ o tem, ze parametr a, zachodzacy w funkcyi
F, nie moze by¢ uwazany za ilos¢ statg, lecz nalezy go poczytywac
jako ilos¢ zmienng wraz z waryacyg ilosci y, jako funkcyi ilosci
X (patrz § 2). Jezeli natomiast bedziemy uwazali Vaza ilos¢
zmienng taka, ze jest iloscig statg, np. zerem, t. j.
ze predkos$¢ poczatkowa jest proporcyonalna do pierwiastka kwa-
dratowego z wysokosci spadku; lub innemi stowy, jezeli przyj-
miemy, ze predko$¢ poczatkowa jest réwng predkosci spadku
ciata swobodnie i pionowo spadajgcego po osi y az do punktu

wtedy w funkcyi F ilos¢  nie bedzie wystepowata juz
jaka zmienna. W tym to przypadku bedzie mozna postgpi¢ jak
wyzej i znajdziemy wtedy, ze trajektorya ciata ruchomego
jest ortogonalna tak do krzywej ¢), jak i do krzywej oo
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W tem witasnie badaniu Lagrange, jak juz wspomnia-
no we Wstepie, popetnit btad (8 4 jego rozprawy ogtoszonej
w tomie Il Miscell. Taur.); pierwszy Bor da ten btad spostrzegt
i poprawit (Mem. de Paris, 1768), poczem Lagrange (wt. IV
Miscell. Taur., t. IV, §8) datjuz doktadne rozwigzanie zagadnienia.

Jak sie traktuje zagadnienie w przypadku, gdy ciato rucho-
me ma porusza¢ sie w osrodku, ktorego opér jest funkcya pred-
kosci ciata, mozna widzie¢ w ,,Rachunku funkcyj" Lagran-
ge'a (takze ,Oeuyres' t. X, str. 440). Podobniez moznaby
badac przj~padek, w ktéorym dana jest gory powierzchnia, na
ktérej leze¢ ma trajektorya.

8§ 32.

Zagadnienie o lcrzywej najmniejszej dtugosci.  Linie geodezyjne
powierzchni.

Zagadnienie tojest najtatwiejszem pomiedzy zagadnieniami,
do ktorych stosujemy rachunek waryacyjny. Warunki tego
zagadnienia moga by¢ najrozmaiciej zmieniane: mozna wy-
obrazié sobie, ze albo danemi sg punkty skrajne I*rzywej; albo
danemi sg krzywe lub powierzchnie, na ktorych te punkty znaj-
dowa¢ sie majg, gdy zreszta sama krzywa pozostaje wolng
w przestrzeni; albo wreszcie przyjmuje sie, ze cata krzywa po-
winna leze¢ na powierzchni z gory danej. W tym ostatnim
przypadku, najbardziej godnym uwagi, mamy tak nazwane
linie geodezyjne na powierzchni; sgto linie posiadaja-
ce dtugo$¢ najmniejsza pomiedzy wszystkiemi liniami, lezace-
mi na powierzchni i przechodzacemi przez tez same dwa jej
punkty. W geometryi rozniczkowej linie geodezyjne okreslane
bywaja inaczej, mianowicie, jako linie, ktérych nor-
malna gtéwna w kazdym z ich punktéow zle-
wa sie z normalng do powierzchni. Jest tojedna
z najwazniejszych wiasnosci linij geodezyjnych.



138 § 32. — Zagadnienie o krzywej

Zagadnienie o linii najkrétszej, traktowane ze stanowiska
teoryi waryacyj, znajdujemy juz w dzietach pierwszych wyna-
lazcow rachunku waryacyjnego; stanowi ono paragraf 33-ci sta-
wnej pracy Eulera: ,Methodus inveniendi etc." ijest obszer-
nie traktowane w lekcyi 22-giej ,Eachunku funkcyj" L a-
grange'a.

'W ostatnich czasach Du Bois-Eeymond (Math.
i“nn., t. XV), podjagwszy Sciste badanie metod rachunku warya-
cyjnego dla przekonania sie, do jakiego stopnia metody te utrzy-
mujg sie w obec krytyki, wybrat jako przykiad zadanie o linii
najkrdtszej i na tem zagadnieniu opart wszystkie rozwazania
rozprawy.

Catka, przedstawiajgca dtugos¢ linii w przestrzeni, jest:

mamy tu tedy:

Stosujac zwykte wzory rachunku waryacyjnego, bedziemy mieli
tedy dwa dwa réwnania rozniczkowe:

z ktérych wynika:

a wiec takze:
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Po zcatkowanin tych ostatnich réwnan otrzymujemy:

sg to rébwnania prostej w przestrzeni.

Jezeli danemi sg punkty skrajne linii, to wyznaczymy
cztery state z warimkdéw, aby powyzsze rOwnania spetniaty sie
dla m= ij =1ij, z= z, lub x = ij* i, z= z,.

Jezeli danym jest tylko punkt pierwszy, drugi za§ ma sie
znajdowac na powierzchni, ktoérej rownaniem jest @{x,\y,z) = 0,
wtedy 6o, (50, sg takze zerem, lecz oy®, 6z° nie sg juz
rowne zeru. Te ostatnie waryacye sg potgczone zwigzkiem:

Pierwsza cze$¢ waryacyi catki na mocy wzoréw ogolnych jest
réwna:

i powinna znika¢, gdy dy”, 628 sg polaczone powyzszym
zwigzkiem. Mnozac ostatnie wyrazenie przez
i przyréwnywajac je do zera, znajdujemy:

lub

Poniewaz ten zwigzek powinien istnie¢ rbwnoczesnie ze zwigz-
kiem poprzednio podanym, przeto minory macierzy:
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powinny by¢ zerem. Geometrycznie oznacza to, ze prosta spo-
tyka normalnie powierzchnie q

Zajmujemy sie obecnie innem zagadnieniem.

Przez dwa punkty dane powierzchni
fi v,z2) —O przeprowadzié¢ linie, potozona
catkowicie na powierzchni i majgcag dtugosé
najmniejsza.

Jest to zagadnienie z gatunku zagadnien izoperymetrycz-
nych; aby je rozwigza¢, nalezy (wedlug prawidia Eulera)
catke:

gdzie | jest statg nieoznaczong, uczyni¢ najmniejszag. Mozemy
wykonac¢ rachunki te same, co w przypadku poprzednim, i otrzy-
mamy, ze drugg czesScig waryacyi catki jest wyrazenie:

skad:

Te zwigzki mozna napisa¢ w postaci:
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Mnozac pierwsze réwnanie przez cly, drugie przez clz, dodajgc
je i uwzgledniajac zwigzki tozsamos$ciowe

znajdujemy:
(I
“Es 0 ¥
z tego zwigzku i z analogicznych wynika, ze ilosci:

ax dy dz
dds‘dds dds‘

sg proporcyonalne do ilosci:

iy %p
Bx' dy ' dz

Te ostatnie sg proporcyonalne do dostaw kierunkowych normal-
nej do powierzchni, gdy pierwsze sgproporcyonalne do dostaw kie-
runkowych normalnej gtdwnej do krzywej danej (por. ,,Rachu-
nek rozniczkowy", str. 247, 253); wynika stad, ze krzywa najmniej-
szej dtugosci na powierzchni ma wasnos¢, ze jej normalna gtow-
na zlewa sie z normalng do powierzchni. Takie krzywe nazywa-
jg sie liniami geodezyjnemi powierzchni; badanie tych
linij nalezy do geometryi rézniczkowej.

Do prac, w ktorych badanie linij geodezyjnych uskutecznia
sie ze stanowiska rachunku waryacyjnego nalezg prace: Ber-
tranda w dodatku do tomu Il ,,Mechaniki analitycznej" L a-
grange'a wyd. zr. 1851 i Bonnetaw Comptes Rendus, t.
XL—XLI (1855).
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§ 33.

Powierzchnie o polu najmniejszem.

Pomijajac przypadek bardzo szczegolny, traktowany przez
Eulera w jego pracy: ,Methodus inveniendi etc.", nalezy
L agrange'a uwaza¢ za pierwszego badacza, ktéry w wielo-
krotnie cytowanej przez nas rozprawie (Misc. Taur., t. I1) zasto-
sowat rachunek waryacyjny do zagadnienia, majgcego za przed-
miot powierzchnie o polu najmniejszem, zamknietem przez dany
obwadd, i wyprowadzit dla tych powierzchni rdwnanie rézniczko e
we o pochodnych czastkowych. Nadzwyczaj liczne poOzniejsze
prace o tym przedmiocie nie odnoszg sie wiasciwie do rachun-
ku waryacyjnego, poniewaz zajmujg sie catkowaniem rzeczone-
go réwnania rozniczkowego i wiasnosciami powierzchni naj-
mniejszych. Badanie tego réwnania rézniczkowego byto przed-
miotem kolejnych prac Meusniera (177G), Monge'a (1784),
Legendre'a (1787), Ampere'a (1820), Nastepnych licz-
nych prac w tym kierunku wymienia¢ nie bedziemy, poniewaz,
jak powiedziano, do rachunku waryacyjnego wtasciwie nie na-
lezg; wystarczy- odestanie czytelnika do wskazowek, zawartych
w rozprawach Beltrami'ego (Accad. di Bologna, t. VII,
1868) i Schwarza (Crelle, t. LXXX, 1875), do dzieta D ar-
boux'a (Theorie des surfaces, t. I, 1887), do rozprawy W. H o-
w e g o (Berlin, 1887), wreszcie do najnowszej ksigzki Bian-
c hi'ego (Geometria differenziale, Piza, 1894, przektad niemie-
cki, Lipsk, 1896).

Pole powierzchni wyraza sie catka:

waryacye tej catki nalezy przja®éwna¢ do zera, w zatozeniu, ze
granice catkowania sg statemi.

Jezeli oznaczjany przez i g pochodne czastkowe funkcyi
0, to z uwagi, ze granice catkowania sg statemi i ze pierwsza
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Z dwdcli catek we wzorze, nazwanym przez nas wzorem Delau-
nay'a (patrz 8 29), jest zerem, otrzymamy:

de i gy 9F 4 OF  d oF
= Wokkdy _dz dx dp dx dq _

skad wynika, Ze

A N + -
dx yiJrprInff dy

stanowi réwnanie o poctiodnycli czastkowych powierzchni naj-
mniejszej.

Rownanie to wskazuje wiasnos¢ osobliwg tych powierzchni,
mianowicie, Zze promienie gtéwne jej krzywizny sa réwne i zna-
kéw przeciwnych (Meusnier). JeZzeU rozwigzania tego row-
nania sg jednej z trzech postaci:

.= + A= z==f{x)-\-f{y),

mamy trzy specyalne powierzchnie najmniejsze, noszace odpo-
wiednio nazwy: katenojdy, helisojdy prostolinio-
wej (Meusnier) i powierzchni przesuniecia
(Scherk, 1834).

Jezeli nie jest dana cze$¢ obwodu, lecz tylko danem jest,
ze obwdd lub cze$é jego ma sie znajdowac na powierzchni danej,
znajdujemy wtedy rezultat, ze powierzchnia najmniejsza prze-
cina powierzchnie dang pod katem prostym. Wt#asnos$¢ ta moze
by¢ uwazana za uogdlnienie wiasnosci, odnoszacej sie do krzy-
wych o dtugosci najmniejszej, ktére mozna poprowadzi¢ od pun-
ktu danego do powierzchni danej.
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§ 34.

Rézne zagadnienia rachunicu waryacyjnego.

W tym paragi®afie wymienimy pospolitsze zagadnienia ra-
chunku waryacyjnego i podamy niektére wskazowki, odnoszace
sie do kazdego z nich.

Wiekszo$é tych zagadnien znajduje sie juz w stawnej pra-
cy Eulera, Kktory zebrat i zbadat wielkg ich liczbe. Przez
zagadnienie o brachystochronie. ktére rozpatrzyliSmy w § 31,
staty sie stawnemi zagadnienia izoperymetryczne, na-
zwane tak, jak wiadomo, dlatego, ze szto w nich o znalezienie po-
miedzy krzywemi, majgcemi roéwny obwdd, takich krzywych,
ktore posiadaty pewng okre$long wiasno$¢ w stopniu najwiek-
szym lub najmniejszym. Pierwszy zagadnienia te badat J a-
kéb Bernoulli (Acta Erudit., maj, 1697). Na koncu swej
rozprawy, w ktdrej rozwigzuje w odmienny" sposéb zagadnienie
o0 brachystochronie, postawione przez Jana Berno ulli'ego,
wymienia on niektore tatwiejsze zagadnienia izoperymetryczne,
np.: pomiedzy krzywemi ojednakowym obwodzie znale$¢ krzy-
wa, ograniczajaca pole najwieksze; pomiedzy krzywemi o danym
obwodzie znale$¢ krzywa, dla ktorej srodek ciezkosci pola lub
linii znajduje sie w najwiekszej odlegtosci od podstawy. (Zaga-
dnienia te zostaty juz rozwigzane najprzéd przez geometréw
greckich, nastepnie przez Jana Berno ulli'ego. (Dzieta,
t. 111, str. 497). Wreszcie postawit on nastepujgce zagadnienie,
przez siebie, jak twierdzit, rozwigzane, ktére my tu powtorzymy,
jako pierwsze z pomiedzy zagadnieA zbioru ponizszego.

1. Nakresli¢ krzywg dtugosci danej, prze-
chodzacg przez dwa punkty dane, itaka, ze,
gdy nakre$limy pomiedzy temi samemi pun-
ktami inng krzywg, Kktorej rzedne sg potega
lub pierwiastkiem odpowiednich rzednych
lub odpowiednich ‘tukoéw pierwszej krzyw ej,
topole drugiej krzywej bedzie maximum.
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W przypadku szczegélnym, gdy rzedna drugiej krzywej
ma by¢ réwna odpowiedniemu tukowi pierwszej, otrzy“mujemy
linie tancuchowg. Patrz co do tego przedmiotu: Mommsen
,,Elementa calculi variationum etc.’, A.ltona, 1833, str. 45, oraz
Todhunter ,Researches etc.", Londyn, 1871, str. 220.

2. Pomiedzy wszystkiemi wielokgtami
zamknietemi, majgcemi boki réwne odcin-
kom danym, znale$¢ wielokagt o polu najwiek-
sze m.

Dowodzi sie, ze wielokat szukany jest wielokgtem wpisa-
nym wkoto. Zagadnienie to rozwigzat Lagrange za po-
mocg rachunku waryacyjnego w rozprawie ,Nouvelle methode
etc." (Miscel. Taur., t. 1), Cramer za$ rozwigzat je syntety-
cznie (Akad. Berhiska, 1752).

Analogicznem zagadnieniem, odnoszacem sie do wieloScia-
néw o danej powierzchni i najwiekszej objetosci zajmowat sie
Lindelof (Math. Ann., t. I, str. 150).

Jezeli w zagadnieniu tego rodzaju idzie nie o wielokat lecz
0 krzywa, majgcg obwdd dany, wtedy otrzymujemy okrag kota.
Twierdzenie to zo.stalo juz dowiedzione przez Zenodora
1 przekazane nam przez Pappusa (patrz Cantor, Geschich-
te der Mathematik, t. I, str. 308). Lagrange w 88 swej roz-
prawy, ogtoszonej w pismach Akademii paryskiej w r. 1786, ba-
da szczegdtowo to zagadnienie ze stanowiska rachunku warya-
cyjnego; znajdujemy je takze w rozdziale V, § 41 pracy: ,Me-
thodus inveniendi etc.” Eulera. Zagadnieniami tego rodzaju
na plaszczyznie, na kuli i w przestrzeni z punktu widzenia czy-
sto-geometrycznego zajmuje sie Steiner w obszernej rozpra-
wie, ogtoszonej w t. XXI1V dziennika Crellego, str. 93 i 189 (p.
dziennik Liouville'a, t. VI).

3. Pomiedzy dwoma punktami lub dwie-
ma krzywe mi danemi nakres$li¢ krzywag taka,
by ciato ciezkie, po niej spadajgce, osiagata
w koncu spadku predkos¢ najwiekszg.

Zagadnieniem tem zajmuje sie Lagrange na Kkofcu
ostatniej lekcyi swojego ,,Rachunku funkcyj" (p. Oeuvres, t. X

Pascal, R. W. 10
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str. 448). Jezeli punkty skrajne znajdowac sie naja na dwdch
krzywych danych, wtedy znajdujemy, ze styczn3 do tych krzy-
wych w punktach skrajnych winny by¢ réwnolegtemi. Jestto
wiasno$¢ analogiczna do whasnosci, jakg posiada Irachystochrona.

4. Pomiedzy krzywemi o danym obwodzie,
przechodzagcemi przez dwa punkty dane, na-
kresli¢ krzywg, dla ktdérej Srodek ciezkosci
linii znajduje sie w najwiekszej odlegtosci
od podstawy.

Zagadnienie to rozwigzat biednie Galileusz (1638),
ktéry sadzit, ze zadana krzj*wa jest parabolg; jotem zajmowali
sie niem bracia Bernoulli'owie Jan iJaksh, Huygens
i Leibniz (Acta Erud. 1690—1692). Szukma krzywa jest
linia tancuchowga; promien jej krzywizny réwna sie dtugo-
§ci odcinka normalnej, zawartego pomiedzy krzywa a osig £
lecz ma kierunek przeciwny kierunkowi tej nomalnej.

Dla rozwigzania tego zagadnienia nalezy znales¢ maximum
catki

I (ij-j-a) ds,
gdzie a jest iloscig nieoznaczong, gdyz
1/ ds,

jak wiadomo z mechaniki, rédwna sie rzednej $rodka ciezko-
ci linii.

Legendre, w87 rozprawy, ogtoszonej wr. 1786 w Mem.
de TAcad. de Paris, zajmuje sie tem zagaénieniem. Patrz
Mayer, Math. Ann., t. XIII, str. 66.

Zagadnienia ponizsze od n-ru 6 do 11-go sg wszystkie po-
dane i rozwigzane w stawnej, wielokrotnie cytowanej przez nas
rozprawie Eulera: ,Methodus inveniendi etc."

5. Przez dwa punkty przeprowadzi¢ Kkrzy-
wg takg, aby pole, zawarte pomiedzy nig sa-
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mg, jej rozwinietg i normalnemi w punktach
skrajnych, byto mozliwie najmniejsze m.

Krzywa zgdana jest gatezig cyklojdy (Euler, L ¢ Cap. Il,
851). Porown. Jellet, Variationsrechnung, str. 191 i 422
i Todhunte,, Researches etc.", str. 260

6. Pomiedzy krzywemi, taczagcemi dwa
punkty dane i wytwarzajgce mi przez obrot
naokoto osi powierzchnie o polach rédwnych,
znalesé¢ krzywa, dla ktdérej taka powierzchnia
zamyka najwiekszg objetos¢. (Euler, lc., Cap.
V, § 44).

Zagadnienie to dato powdd do wielu kontrowersyj. Porown.
Moigno-Lindelof,. Calcul des variations", str. 218 oraz
Greve: ,Ein Problem aus der Yariationsrechnung”, Getyn-
ga, 1876.

7. Pomiedzy krzywemi, przechodzgcemi
przez dwa punkty i zamykaj agcemi to samo
pole, znale$¢ krzywe, ktére obrotem okoto
danej osi wytwarzajg powierzchnie o polu
najmniejszem.

Znajdujemy krzywag trzeciego rzedu z punktem podwoéjnym.

8. Pomiedzy Kkrzywemi o réwnym obwo-
dzie, przechodzace mi przez dwa punkty, zna-
les¢ krzywe, ktore obrotem okoto osi danej
wytwarzajag ciato o najwiekszej objetosci.
(Euler, 1 c.. Cap., § 46).

Otrzymujemy tak nazwang krzywag sprezysta, ma-
jaca te wiasnosé, ze promien jej krzywizny jest odwrotnie pro-
porcyonalny do odcietej.

9. Znales$¢ krzywga, ktora pomiedzy wszyst-
kiemi krzywemi rownoobwodowemi posiada
wtasnos$§¢ wytwarzania przez obrdt okoto osi
powierzchni o polu najwiekszem Ilub naj-
mniejszem (tamze, Cap., Y, 8§ 47).

Szukana krzywa jest krzywa tanncuchowg, otrzymana
za$ powierzchnia nazywa sie katenojda (Plateau). Po-
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rown. Goldschmidt: ,Determinatio superf. min. etc.", Ge-
tynga, 1831, Lindelof: ,Sur les limites entre lesquelles la
catenoide est une surface minime" (Math Ann., t. Il, str. 160,
1870).

10. Pomiedzy wszystkiemi krzywemi row-
noobwodowemi, zamykaj gcem i pole jednako-
we, znale$§¢ te krzywe, ktére obrotem okoto
0si wytwarzajg powierzchnie, zamykajaca
objetos¢ najwiekszg lub najmniejszg (tamze,
t. VI, str. 22).

Znajdujemy krzywg sprezysta.

11. Pomiedzy wszystkiemi krzywemi o tej
samej odcietej, zamykaj gcemi pole jednako-
we i wytwarzajacemi przez obr6t okoto osi
powierzchnie, zamykajgce tez samg objetos¢,
znales¢ krzywe, ktdérych Srodek ciezkosci
znajduje sie najnizej lub najwyzej (tamze, VI, 23).

Znajdujemy linie prosta.

12. Dane sg dwie ptaszczyzny rdéwnolegte
i punkt na jednej z nich; poprowadzié z tego
punktu do drugiej ptaszczyzny linie danej
dtugosci takg, aby pole powierzchni Avalco-
wej, ktérag otrzymujemy, prowadzagc z ro6z-
nych punktéw Ilinii prostopadte do obu pta-
szczyzn i na tych ptaszczyznach konczgce
sie, byto najwieksze m.

Znajdujemy helise. Patrz Moigno: ,Calcul des varia-
tions", Paryz, 1861, str. 299 i Starko w, Rend. di Palermo, t.
IV, str. 117. Przy ostatniej pracy trzeba mie¢ na pamieci uwa-
gi, podane przez nas w § 30 o innej pracy tegoz autora.

13. Ustaliwszy dwie rzedne, przeprowa-
dzié¢ z punktu pierwszej do punktu drugiej
krzywg takag, aby figura okreslona przez oS§
odcietych, dwie rzedne oraz samg krzywg,
miata obwo6d z goéry dany i pole najwieksze.
Patrz Challis: ,,On the solution of three problems etc.” (Phil.
Mag., 1872).
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14. Znale$é¢ powierzchnie o danem polu,
zamykajgcem najwiekszg objetos¢. Patrz Sar-
rus w Mem. des Sav. etrang., t. X, 1846, Sabinin w Zbior-
niku Tow. mat. w Moskwie, t. X1V, str. 461, 1880.

15. Znale$¢ krzywg o krzywizZznie pierw-
szej statej, opunktach skrajnycti, potozonych
na dwu danych krzywych lub powierzchniach,
majgcg ditugos¢ najwiekszg lub najmniejszg.

Zagadnienie to badat pierwszy Delaunay, po nim za$
Jellet i Todhunter. Najnowszg pracg otym przedmio-
cie jest rozprawa Venske'go, premiowana na konkursie
w Getyndze, 1891.

16. Wyznaczy¢ krzywg, ktdrej moment
bezwtadnos$ci w odniesieniu do punktu da-
nego jest najmniejszy lub najwiekszy.

Euler rozwigzat zadanie to btednie; doktadne rozwigza-
nie podat Ossian-Bonnet w Dzienniku Liouville'a, t. IX,
str. 97, 1844,

Analogiczne zagadnienie traktuje De la Goupilliere
w rozprawie ,Sur le minimum du potentiel de Tar¢", w Ass.
Frane., Besaneon, t. XXII, str. 164 (1893).

Rozmaite zagadnienia z dziedziny rachunku waryacyjnego
znajdujemy nadto w pracach nastepujacych autoréw: Min ding
(Dziennik Crellego, V, 1830); Spitzer (Archiv Grunerta, t.
XXIII, str. 125,1854); Schellbach: ,Probleme der Variations-
rechnung" (Dziennik Crellego, t. XLI, str. 293, 1851; Wal ton:
,On a problem in the calculus of variations” (Quart. Journ., X,
p. 72. 1869); Borchardt: ,Ueber das Ellipsoid von Kkleinstem
Volumen bei gegebenen Flacheninhalte einer Anzahl von Cen-
tralschnitten” (Beri. Monatsber., 1872, str. 505); tenze autor
w Beri. Abh., 1866 (zagadnienie o czworo$cianie); Wilkinson:
»Two problems in the calculus of variations" (Messenger, ser.
2-ga, t. I, str. 175, 1872); Korkin i Zototarew: ,Sur un cer-
tain minimum etc." (Nouv. Ann,, ser. 2-ga, t. XII, str. 337,1873),
Schuringa: ,Les trajectoires minima" (Archiv. Neerl,, t, Vin,
str, 1, 1873); Minding; ,Ueber einige isoperimetrische Aufga-
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ben" (Buli. de St.-Peters., t. XXIV, 1877); tenze: ,Theorie des
courbes du plus petit perimetre sur des surfaces courbes" (Buli.
da St.-Peters., t. XXI i XXV, 1876—8); D' Ocagne: ,Sur cer-
taines figures minima" (Buli. de la Soc. math. de France, t. XII,
str. 168); Posse: ,.Quelques remargues sur une certaine guestion
de minimum" (Math. Ann., t. XXVI, str. 593, 1886); Markow
(w pracach Tow. mat. w Charkowie, serya 2-ga, t. 1, str. 250).

§35.

Zastosowanie racftunku waryacyjnego do analizy.
Warunki catkowalnosci.

Nastepujgce zagadnienie pozostaje w najscislejszym zwigz-
ku z rachunkiem waryacyjnym.

Dana jest funkcya F {xy, YV, .o, YN zmiennych y
i pochodnych ilosci y wzgledem x. Chcemy znales¢,
kiedy catka

moze by¢ obliczong bez uprzedniej znajomo-
§ci funkcyi y zmiennej x i jej pochodnych;
innemi stowy, kiedy funkcya -Fjest pochodng zu-
petng pewnej funkcyi @ ilosSci & vy, ...,
Gdy ten przypadek zachodzi, nazywamy funkcye F catko-
walng. Jestjasnem, jakie znaczenie nadajemy obecnie wyra-
zeniu ,,catkowalna"; oznacza ono wprost, ze funkcya F daje sie
catkowa¢, niezaleznie od tego, czy funkcya y jest znana lub nie.
Przyjmijmy tedy. ze rzeczony przypadek zachodzi i ze
istnieje funkcya o bedzie tedy tozsamosciowo:



do analizy. Warunki catkowalnosci. 151

clx

Catkujac to rownanie pomiedzy dwiema granicami, biorgc wa-
ryacye catki i przyrownywajac ja do zera, mamy:

F— = d\ Fdx —

Obliczmy te waryacye i przeksztatémy ja wedtug znanego wzo-
ru (patrz § 3). Bedzie:

yFdx KdijA- K' dy -j-...f - & [cp]"

dnr dy dx.

Aby ta waryacya byta zerem niezaleznie od postaci funkcyi v,
trzeba, jak wiemy, by wyrazenie, znajdujace sie w niej pod zna-
kiem catkowym, byto zerem; otrzymujemy tedy warunek:

dMm' , d"M"
dx'
I gdzie
dF dF
M= JI

Jestto wiasciwie warunek konieczny catkowalnosci,

lecz mozna tatwo okazaé, ze jest on zarazem warunkiem d o-
statecznym.

Istotnie, dla w= 1 warunek przybiera postaé:

dx
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lub:
(a)

i jest warunkiem dostatecznym. Gdyz po rozwinieciu otrzy-
mujemy:

a poniewaz pierwsze trzy wyrazy nie zawierajg ilosci y\ musi
by¢ przeto:

co wskazuje, ze funkcya F jest postaci:

gdzie iloSci P i Q nie zawierajg w sobie pochodnej y'. Jezeli
teraz utworzymy funkcye

uwazajagc w funkcyi P tylko ilos¢ y za zmienna, bedziemy
mieli funkcye @ zmiennych x \ y, ktérej pochodna czastkowa
wzgledem vy jest rbwna P, a zatem:

gdzie funkcya R nie zawiera w sobie pochodnej y'. Stad wy-
nika, ze wyrazenie:
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nie zawiera w sobie tez pochodnej y'. Nie zawiera ono réwniez
w sobie ilosci y, gdyz funkcya F czyni zados¢ powyzszemu wa-
runkowi (a); temuz warunkowi czyni zado$¢ , jako zupetna

pochodna, a stad i réznica tych dwu funkcyj,t.j. Q — H temuz
warunkowi czyni¢ musi zado$¢. Poniewaz y' nie zawiera sie
w tej roznicy, bedzie tedy

dy"

skad wynika, ze i réznica Q—R nie zawiera w sobie funkcyi .
Roznica ta bedzie tedy pewng funkcya samej zmiennej  dajacg
sie przedstawi¢ w postaci pochodnej innej funkcyi tejze zmien-
nej, mianowicie funkcyi:

I () Ax) clx.

Znajdujemy wiec:

dx

t. j. ze funkcya F daje sie wyrazi¢ jako pochodna zupetna pe-
wnej funkcyi zmiennych xiy.

Twierdzenie nasze jest zatem prawdziwem dla n= 1. Mo-
zemy dowie$¢, ze jezeli jest prawdziwem az do skaznika n — 1,
to bedzie tez prawdziwem i dla skaznika n.

W samej rzeczy, rozwijajac réwnanie warunkowe:

AN -1- J— =
dy dx dy' dx'r W w2 e 0

i biorgc pod uwage to, ze wszystkie wyrazy w niem précz je-
dnego nie zawieraja w sobie pochodnej znajdujemy, ze
spotczynnik przy powinien by¢ zerem, t. j. by¢ powinno
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NANN = 0

Stad wynika, ze funkcya F powinna by¢ postaci

gdzie P i Q nie zawierajg w sobie pochodnej y™" Jezeli wiec
utworzymy funkcye
N —

gdzie w funkcyi P tylko ilo§¢ ~("-i) uwazamy za zmienng i usta-
limy inne zmienne, w funkcyi P wystepujace, znajdziemy, ze

pochodna funkcyi @ wzgledem jest rowna P. Bedzie
przeto:

AL A 4- 4- AN A9- PiM 4- R
gdzie R nie zawiera w sobie pochodnej i czyni zado$¢ po-

dobnym warunkom jak i funkcya F, gdyz po stronie prawej
réwnosci tak F jak i pochodna zupetna ctoc czyni zado$¢ tjmi

warunkom. Na mocy uczynionego zatozenia bedzie tedy rézni-
ca Q—B pochodng zupetng ilosci £i\y, W\ .. ., ; oznaczy-
wszy te pochodne przez ~ bedziemy mieli:

AAd (cp4-4)
dx '

gdzie cpf jest funkcyg ilosci x, v, ij' Tym sposo-
bem twierdzenie nasze zostato w zupetnosci udowodnione.

Podobne rozwigzanie moznaby przeprowadzi¢ i dla przy-
padku, w ktorymby w funkcyi P, précz zmiennej y, zachodzity
jeszcze inne zmienne: z, u,y it. d.
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Stosujac po kolei k razy powyzsze kryteryum, mozna zna-
les¢ warunki na to, aby funkcya rozwazanego gatunku byta k
razy catkowalng (poréw. Jellet, 1.c., str. 370). Mozna tez sto-
sowac podobne rozwazania do catek wielokrotnych.

Jezeli F jest funkcyg k zmiennych, fun-
kcyj tych zmiennych i pochodnych tych fun-
kcyj, to warunkiem koniecznym i dostatecz-
nym na to, aby catka k-krotna funkcyi data
sie sprowadzi¢ do catki (k—1)-krotnej, bez
uprzedniej znajomos$ci funkcyj, wystepuja-
cych w wyrazeniu iN jest: by wyraz, znajdu-
jagcy sie pod znakiem catki Zekrotnej we wzo-
rze Delaunaya (patrz 8§29), byt tozsamos$ciowo
zerem.

Nie zatrzymujemy sie dtuzej nad tym przedmiotem i poda-
jemy tylko niektére odnoszace sie do niego wskazowki hibliogra-
ficzne.

Twierdzenie o catkowalnos$ci, wszakze bez dowodu, podat
pierwszy Euler w rozprawie ,,Analytica explicatio methodi ma-
ximorum et minimorum" (Nov. Com. Petr., t. X, 1764); Con-
dorcet ogtosit dowdéd bezposredni tego twierdzenia w Mem.
de TAcad. de Paris w r. 1765, str. 54—55. W kilka lat pOZniej
pojawity sie dwie prace Lexella (Novi Conn. Petr., t. XIV,
XV, 1771—72), ktéry stara sie poda¢ dowod zupetny twierdze-
nia, t. j. wykazaé, ze znane warunki sg nietylko koniecziiemi
lecz i dostatecznemi. Lecz wywody jego sg bardzo skompliko-
wane; takiemiz sa naprawde i dowody Lagrange'a, odnosza-
ce sie do tego twierdzenia i podane w ,,Rachunku funkcyj" (wyd.
z r. 1806, str. 409).

Inne prace z tej dziedziny wymieniamy w porzadku chro-
nologicznym: Sarrus (Ann. de Gergonne, t. XIV, str. 197.
1824); M. B. D. C. (tamze, t. XIV, str. 319), Poisson (Mem.
de TAcad., t. XII, str. 223, 1833); Sarrus (Comptes rendus, t. I,
1835, str. 115); Dirksen (Acad. Beri.,, 1838); Bertrand
(Journ. de TEcol. Polyt. Cah., XXVIII, 1841, str. 249); Raabe
(Crelle, t. XXXI, str. 181; 1844); Joachimsthal (tamze, t.
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XXXII, str. 96, 1846, gdzie autor zaprzecza Raabemu pierw-
szenstwa w ogtoszeniu niektorych, twierdzen); Bruun (Buli.
phys. math. de rAcad. de St.-Petersbourg, t. VII, 1846); Ber-
trand (Liouville, t. XIV, str. 123, 1849); Sarrus (tamze, str.
131); Minich (Annali di Tortolini, 1.1, 1860, str. 821); de Mor-
gan (Cambr. Phil. Soc., t. IX, cze$¢ 2-ga, 1851).



RACHUNEK PROSTY 1 SZKIC RACHUNKU
ODWROTNEGO ROZNIC SKONCZONYCH.

Wstep.

Rachunek roznic skonhczonych mozna uwazal za dopet-
nienie do algebry wyzszej i zarazem za wstep pozyteczny do
rachunku nieskonczonosciowego.

Prawie wszystkim wzorom i zagadnieniom rachunku nie-
skonczonosciowego odpowiadajg wzory analogiczne a nawet nie-
raz ogdlniejsze w rachunku réznic skonczonych. Z drugiej wszak-
ze strony rachunek ten nie opiera sie ani na pojeciach ilosci nie-
skonczenie matych, ani na pojeciu granicy i ma do czynienia
tylko z iloSciami i roznicami skoriczonemi; pod wzgledem swych
poje¢ ogblnych rachunek ten nalezy tedy do algebry wyzszej.

Mieszczac sie pomiedzy algebrg i rachunkiem nieskonczo-
nosciowym, rachunek réznic skonczonych, nie moze wszakze,
z punktu widzenia dydaktycznego, jak sagdzimy, stanowi¢ przej-
Scia od jednej do drugiej z tych nauk; wielu bowiem poste-
powan i zagadnien tego rachunku nie moze pojmowac w catej
rozciaggtosci ten, kto nie zna zasad rachunku nieskonczonoscio-
wego; te za$ zagadnienia, ktére znajomosci rachunku nieskoriczo-
nosciowego nie wymagaja, razem wziete nie moga budzi¢ szcze-
gdlnego zajecia uczacych sie.
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Z tego to powodu rachunek réznic skonczonych w dawnych
traktatach uwazany byt prawie zawsze za dopetnienie do ra-
chunku nieskonczono$ciowego; z nowszych podrecznikéw zniki
prawie zupeinie, ustepujgc miejsca innym zagadnieniom, innym
pytaniom i rozwazaniom, w ktére tak obfituje rachunek nie-
skonczonosSciowy.

Rachunek réznic skonczonych wszakze i sam przez sie jest
niemalej wagi. Tak np. zagadnienie o interpolacyi, bardziej
og6lne od wzoru Taylora w rachunku nieskoinczono$ciow " m,
stanowi niejako serce rachunku réznic. Dalej—jezeli pominie-
my inne rzeczy—zagadnienie ocatkowaniu réznic ma zwiazek naj-
Scislejszy z teorya algebraiczng szeregbéw. Z tego powodu ostra-
cyzm, na ktory w ostatnich czasach skazano rachunek réznic skon-
czonych, jest co najmniej nieusprawiedliwiony'.

Z powodu szczupto$ci miejsca nie mozemy tu rozszerzaé
sie nad rachunkiem odwrotnym réznic; dajemy przeto tylko
szkic jego, rozszerzajagc natomiast bardziej wyktad rachunku
prostego; trzebaby bowiem ksigzki catej dla nalezytego przedsta-
wienia chociazby samej teoryi rownan roznicowych, stanowigcej
zagadnienie dos¢ trudne, moze nawet trudniejsze od analogi-
cznego zagadnienia dla ré6wnan rézniczkowych.

Konczac wstep niniejszy, wymieniamy gtéwne dzieta, zaj-
mujace sie specyalnie rachunkiem rdznic skonczonych: Nicole
»Traite du calcul des differences finies", Paryz, 1717; P ro ny
,,Methode directe et inverse des differences etc.”, Paryz, 1799
La ero ix: ,Traite des differences et des series”, Paryz, 1800
Herschell: , Collection of examples of the applications of the
Calculus of finite Differences”, 1820; Schlomilch: . Theorie
der Differenzen und Summen"”, 1848; Boole: ,Treatise on the
calculus of finite differences”, Cambridge-Londyn, 1860; Sturm:
,Cours d'analyse, t. Il, Paryz, 1868; Heymann: ,Studien iiber
die Transformation und Integratidn der Differential und Diffe-
renzenrechnung", Lipsk, 1891; Mark off: ,Differenzrechnung"”,
Lipsk, 1891; przektad z rosyjskiego T. Friesendorffa i E. Priim-
ma, Lipsk, 1896.
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§1-
Réznice funkeyi.

Niechaj f {x) bedzie funkcyg zmiennej x; nadajmy tej
zmiennej kolejno wartosci irY, Xi, X2, ..., z ktérych kazda po-
przedzajagca ma by¢ mniejsza od nastepnej. Utworzmy roznice

ktére oznaczmy odpowiednio za pomocg symbolow AM (X(,),
If {Xi),... i ktore nazwijmy ro6znicami pierwszemi
funkcyi f.

Wykonawszy podobne dziatanie na réznicach pierwszych,
t, j. utworzywszy réznice

otrzymamy roznice drugie, ktore oznaczamy za pomocg
symboléw
Bezposrednio widoczng jest wtasno$¢ nastepujgca: ROz-

nica (a-fj5)-ta funkcyi w punkcie rowna sie

réznicy a-tej wyrazenia Mo)> -

W rzeczy samej wedtug okreslenia jest f {xq) roznica
t, j, roznicg pierwszg, obliczong dla szeregu

wartosci:

przeto:

Podobniez
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idgc tym sposobem dalej, uzasadnimy prawdziwos¢ powyz-
szego twierdzenia.

W ponizszym wyktadzie czesto przyjmowacé bedziemy, ze
réznice pierwsze zmiennej niezaleznej x sg statemi, t.j. ze

i czesto tez dla prostoty za takg warto$¢ statg przyjmowac be-
dziemy 1.

8 2.

Pierwsze twierdzenia o roznicach.

Dla réznic mozna udowodni¢ twierdzenia analogiczne do
twierdzen, stosujacych sie do rézniczek lub pochodnych funkcyi.

Widocznemi sg dwa twierdzenia nastepujace:

Rdédznica funkcyi typu cf gdzie <cjest
iloscig statg, rdwna sie iloczynowi statej
przez réznice funkcyi /.

Rdédznica sumy algebraicznej funkcyj row-
na sie sumie algebraicznej réznic tych fun-
kcyj.

Prostym jest dowdd twierdzenia nastepujacego:

Réznice iloczynu @ (ic), @(ic)c dwu funkcyj
przedstawia wzor:

W samej rzeczy, réznica ta rowna sie —
dodajgc i odejmujac @ @M <9 ) i odpowiednio zbierajagc wyra-
zy, otrzymujemy wzor poprzedni.
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Réznica ilorazu dwu funkcyi raa D o-
/\{X) N

stac:

W rzeczy samej, roznica ta réwna:

dodajac i odejmujac w liczniku @ (@*).” (&™) i odpowiednio
grupujac wyrazy, dochodzimy do wzoru powyzszego.

§ 3.
Wyrazenie n-tej roznicy funkeyi.

tatwo znale$¢ wzor, dajacy wyrazenie roznicy IMf za po-
mocg wartosci f f .

Wz6r ten jest jeszcze godnym uwagi z tego wzgledu, ze da-
je sie przedstawi¢ w bardzo dogodnej i prostej postaci symbo-
licznej.

Rozpatrzmy najprzod réznice druga:

Ostatnie wyrazenie napiszemy w postaci symbolicznej
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ktérg nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze przy rozwinieciu po-
tegi nalezy [/"(«)]' zastapi¢ przez f {Xt), a wiec i [/"(ic)]" przez
Udowodnimy, ze og0lnie jest:

Przyjmijmy, ze wzér ten jest prawdziwym az do roznicy
)-tej wiacznie; réznica n-ta bedzie tedy:

Poniewaz jest ogolnie:

przeto:

wiec réznica w-ta ma w istocie posta¢ wyzej wskazang i twier-
dzenie nasze zostato udowodnionem.

§ 4.

Wyrazenie wartosci iunkcyi w punkcie Xn za pomocg kolejnych  roznic
funkcyi w punkcie Xq ,

Rowniez tatwo znales¢ wyrazenie wartosci f {xn) za pomo-
cg kolejnych réznic funkcyi danej w punkcie Xo.
W istocie, mamy:
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Ostatnie wyrazenie mozna napisa¢ w postaci symbolicznej

Okazemy, ze ogo6lnie bedzie:

Istotnie, jezeli przyjmiemy, ze jest

to biorgc roznice stron obu, bedziemy mieli:

Lecz

przeto:

Rozwinawszy symbole, otrz*anamj*\po prawej:

a na podstawie wiasnosci spotczynnikdw dwumianu, z ktérej
korzystaliSmy w paragrafie poprzedzajacymi, bedzie: «
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Q0 symbolicznie przedstawia sie w ten sposéb

jak by¢ powinno.

§5.
Inne wzory og6lniejsze na wyrazenie roznic rzeddw  wyzszych.

Wzory, ktore ponizej podajemy, zawarte sg w nocie Stu -
dniczki: Beitrage zum Operationscalcul, Prag. Berichte 2 Abth.,
1871, str. 39; powtérzone w t. X, str. 76 dziennika ,Griornale di
Matem atiche".

Z wzoru

otrzymujemy:

D

Ktadac symbolicznie f (ah+i) — f (au) f {a), mamy stad rowniez
symbolicznie:

2

Jezeli we wzorze (1) zamiast h potozymy kolejno h-\-I, A+2~
..., h-\-n, znajdziemy:

Mnozac przez siebie te wyrazenia przy i= 1,2,.., ,n i znoszac
czynniki wspélne po obu stronach, otrzymujemy:
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®3)

t-j.

Widzimy, ze wzdr ten otrzymano, uwazajac \ nie za sym-
bol dziatania lecz jakoby za ilo$¢, ktorg poddajemy zAyykij*m
dziataniom rachunkowym. Metoda ta nie bedzie Scista, o ile nie
udowodnimy przedewszystkiem, ze istotnie A moze by¢ podda-
ne podobnym dziataniom. Udowodnienie S$ciste powyzszego
wzoru nie bytoby zresztg trudnem; nie zatrzymamy sie wszakze
nad niem, zadawalajac sie dowodami, opartemi na rachunku ope-
racyjnym, ktory jakkolwiek pozostawia nieco do zyczenia pod
wzgledem S$cistosci (o ile nie poprzedzamy wyktadu teoryg ra-
chunku operacyjnego, ktéra zaprowadzitaby nas zadaleko od na-
szego celu), lecz za to przedstawia korzysci, wynikajgce z wiel-
kiej jego prostoty i elegancyi.

Ktadac w poprzednim wzorze ?n — O, n = O, otrzymujemy
wzbr, podany juz w paragrafach poprzedzajacych.

Ktadagc we wzorze (2) zamiast m kolejno:

m-\-n, otrzymujemy n-\-i réwnan postaci:

a mnozac te rébwnania przez siebie, znajdujemy:

(4)

tj.

Przy m = O, li—O wynika stad wzor juz znaleziony.
We wzorze (3) potozymy zamiast n kolejno: 0,1,2,..., n—1
i dodajmy otrzymane réwnania; bedzie:
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®)

tj.

Przy bedzie:

86.

Roznice funkcyj najprostszych.

Obliczymy réznice funkcyj najprostszych, a przedewszy-
stkiem funkcyj catkowitych.

Przyjmijmy, ze réznice pomiedzy kolejnemi wartosciami
zmiennej niezaleznej x sg statemi i rGwnemi h. Niechaj bedzie
funkcya , otrzymamy dla niej réznice:

ktora jest wielomianem stopnia {m—I)-go wzgledem x.

Jezeli f {x) jest wogole wielomianem stopnia wj-tego wzgle-
dem £c to do kazdego wyrazu tego wielomianu mozna zastoso-
waé postepowanie powyzsze i otrzymamy w rezulta-
cie wielomian stopnia w—1, w ktérym wyraz
pierwszy ma spotczynnik réwny spétczynni-
kow i pierwszego wyrazu wielomianu danego,
pomnozonemu przez h i przez in
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Stosujgc po raz drugi to samo postepowanie, otrzymamy
oczywiscie wielomian stopnia (w—2)-go wzgledem ktorego
wyraz pierwszy ma spotczynnik, rowny spoétczynnikowi wyrazu
pierwszego wielomianu danego, pomnozonemu przez li* i przez
m {m—1).

Postepujagc w tenze sposéb dalej, dojdziemy do wyraze-
nia na »n-tg réznice wielomianu stopnia wj-go; bedzie ono
fi".1.2...m. tto, gdzie a* jest spotczynnikiem najwyzszej
potegi ilosci x w wielomianie danym. Ta rdznica m-ta jest za-
tem iloScig niezalezng od punktu .t dla ktérego bierzemy roz-
nice funkcyi; jest ona tedy jednakowg dla wszystkich warto-
$ci X, co mozemy wypowiedzie¢ w ten sposob:

Roznice m-te wielomianu stopnia wi-tego
sg state, t.j. niezalezne od warto$ci @i wszyst-
kie sg rowne ilosci "™a,,, pomnozonej przez
faktoryalng liczby m.

Rozpatrzmy np. potegi trzecie kolejnych liczb naturalnych,
t. j. wezmy funkcye i za ajg, ngiee+e potozmy kolejno
1,2, 3, ...{h=l). Otrzymujemy nastepujgca tablice:

1, 8, 27, 64, 125, 216, . . .,

7,19,37,61, 91, ...,
12, 18, 24, 30, ... ,
6,6,6, ...;

widzimy, ze roznice trzecie sg wszystkie rowne 6, t. j. faktoryal-

nej liczby 3. Wiasno$¢ ta moze postuzy¢ do zbudowania ta-

blicy szeScianéw, przy pomocy prostych dodawan. Podobnym

sposobem zbudowaé mozna tablice poteg czwartych, pigtych it. d.
Niechaj bedzie f (ic) = e”; dla tej funkcyi jest:

[x) = —er= 0 —1).
Powtarzajgc to dziatanie, dochodzimy do wzoru

\nf {x) = er (e — 1.
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Niechaj bedzie ; mamy:

Wogole bedzie:

gdyz, jezeli przyjmiemy, ze

to bedzie:

Niechaj bedzie f (x) = sin a? mamy:

Podobnie



funkcyj najprostszych.

Ogélniej:

Z wzordw tych wynika w szczeg6lnosci

a stad

Podobnie:

Dalej bedzie

169
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87.

Wyrazenie funiccyi za pomocg jej Icolejnych réznic w puniccie poczatlio-
wym.  Wz6r Newtona, jako uogo6lnienie wzoru Taylora.

Wiemy z ,,Rachunku rézniczkowego", ze warto$¢ funkcyi
w pewnym punkcie moze by¢ pod pewnemi warunkami wyrazo-
na przy pomocy kolejnych jej pochodnych w punkcie poczatko-
wym; wzér stuzacy do tego celu nazywa sie wzorem ogdlnym
na wartosé Srednig lub wzorem Taylora. Zobaczymy teraz,
jaki jest wzér analogiczny w rachunku roznic skoriczonych.

W §4-ym znalezliSmy warto$¢ funkcyi w punkcie specyal-
nym a?, wyrazong za pomocg réznic w punkcie ic®, wzor, o kté-
ry nam obecnie idzie, jest innej natury, poniewaz ma wyrazac
warto$¢ funkcyi nietylko w punkcie specyalnym lecz w ja-
kimkolwiek punkcie przedziatu a,.

Rozpatrzmy funkcye

ktdra jest wielomianem stopnia tego wzgledem x.
Dla X— Xg mamy:

dla x = = X ¢ h znikajg wszystkie wyrazy, poczawszy od
od trzeciego i pozostaje f \f {Xf) — f {xQ-\-h)] wogdle
dla X= Xt— <9 "f*m™ = pozostanie:
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ktore to wyrazenie na mocy wzoru w § 4 rowna sie f + k).
Widzimy tedy, ze funkcya @ @) w punktach o + Mi,
C, ma te same wartosci, co funkcya / {x).

AYynika stad, ze w przypadku, gdy f{x) jest funkcya catko-
witg, musi ona zupetnie zlewac sie z wielomianem @, gdyz ina-
czej rownanie f— @ = O stopnia ?z-tego miatoby nArl pierwia-
stkow.

Przyjmijmy teraz, ze wogo6le f {X) nie jest funkcya catko-
witg lecz jakgkolwiek funkcyg ciagtyg i skonczong wraz ze swe-
mi pochodnemi. Utworzmy funkcye ~ {x), okreslong za pomo-
cgq wzoru

gdzie Q (x) jest wyrazeniem jeszcze nieokreslonem, zaleznem

od wartosci x', zawartej pomiedzy Xo a i=l, ..., n).
Funkcya < {x) ma oczywiscie, podobnie jak i funkcya @ (&) te
wiasnos¢, ze w punktach ..., X"\-nh przyjmuje tez

same wartosci, co funkcya f ix), albowiem dla tych punktow
wyraz drugi po stronie drugiej poprzedzajacego wzoru znika
tozsamosciowo.

Przystepujemy teraz do wyznaczenia wartosci funkcyi f
w punkcie x'. Przyrownajmy te warto$¢ do wartosci funkcyi »
w punkcie X', co mozemy zawsze uczyni¢, wyznaczajac odpo-
wiednio funkcye wyznaczajac ja mianowicie tak, aby bylo
fix) — ™ ix) = 0. W takim razie funkcya fix) — (I ix) sta-
je sie zerem w nA-" punktach iCp fo-f A ..., rro-fnfi, X,
a przeto na podstawie twierdzenia E o1lleg o, pierwsza jej po-
chodna znika w n+1 punktach, zawartych w n-\-l przedziatach
pomiedzy rzeczonemi punktami; pochodna druga znika w n pun-
ktach, zawartych w przedziatach pomiedzy n -f~1 punktami,
w ktorych znika pochodna pierwsza i t. d. To doprowadza nas
do rezultatu, ze pochodna (n-fl)-a funkcyi f ix) — 0 (cc) musi
znika¢ w pewnym fimkcie f, zawartj*m w przedziale, ktory ogra-
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nicza najmniejsza i najwieksza z trzech wartosci X'
Mozemy tedy napisac:

ecz

a zatem:

Poniewaz wyznaczyliSmy Q w ten spos6b, aby f — ~ byto ze-
rem dla X = mamy przeto:

lub piszagc x zamiast x':

gdzie | jest punktem, zawartym pomiedzy najmniejsza a naj-
wiekszg z wartosci X.

Dla kazdej wartosci x mamy przeto rozwiniecie powyzszej
postaci, przyczem oczywiscie ze zmiang warto$ci x zmienia sie
i wartos¢ DoszliSmy tedy do wzoru, ktéry mozna uwazaé¢ za
analogiczny z wzorem uogélnionym na warto$é $rednig, znanym
z rachunku rézniczkowego. Wz6r otrzymany nazywa Sie wzo-
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rem Newtona, a ostatni jego wyraz resztg (lub wyrazem
dopetniajagcym).
Zauwazmy, ze funkcya /—cp jest zawsze zerem w punktach

iCo, . .., XQ-+nh, a wiec stosujgc do niej twierdzenie R olleg o,
znajdziemy, ze funkcya — @W musi znika¢ przynajmniej
w jednym punkcie, zawartym pomiedzy & a Jezeli rj

jest tym punktem, to

powinno byé zerem, a wiec roznica ?i-ta moze by¢ zawsze wy-
razona w ten sposob:

gdzie Y zawiera sie pomiedzy ic® a ic"-j-wii.

To twierdzenie mozna uwazaé za uogdlnienie twierdzenia
0 wartos$ci $redniej, ktére otrzymujemy, kiadgc w—I.

Co do tego przedmiotu porown. Genocchi, Archiv.
Grunerta, t. XLTX, str. 341; Nouv. Ann. (2), t. VIII, str. 386
(1869).

§8.
Pochodna m-ta funkcyi., wyrazona za pomocg kolejnych rdznic tejze.

Za pomoca postepowania, stosowanego w paragrafie po-
przedzajagcym, mozemy znale$¢ wzor, wyrazajacy pochodng in-tg
funkcyi przez rdznice tej funkcyi w punkcie poczatkowym.

W tym celu wezmy funkcye <P {x), rozwazang w paragra»
fie poprzedzajagcym, i rézniczkujmy ja m razy wzgledem
Bedzie:
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Jezeli wyznaczymy funkcye U (x) tak, ab}* wyrazenie
znikato przy x — x\ wtedy rovfnanie

bedzie miato z pewnoscig n—j/i-j-2 pierwiastkow, z ktorych je-

dnym jest x\ pozostate za$ w liczbie n—m-\-l sg zawarte po-

miedzy A-nli.  Na tej zasadzie, stosujac wielokrotnie

twierdzenie Rolle go, dojdziemy z pewnoscig przynajmniej do

jednego punktu, zawartego pomiedzy najmniejszg a najwie-

kszaz trzech liczb x™ XQ-\-nli, x\ w ktorym znika pochodna
tego wyrazenia. Tg pochodna jest

bedzie przeto:

Wyraziwszy, ze i piszagc x zamiast X'
otrzymamy wzér:
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analogiczny z wzorem, podanym w paragrafie poprzedza-
jacym.

Wazng jest rzeczg mie¢ wzér na pochodng pierwszag w pun-
kcie specyalnym x = a Mozna go otrzymac z wzoru dopiero
co wyprowadzonego, lecz dos¢ tatwo tez wyprowadzi¢ go z wzoru,

podanego w paragrafie poprzedzajgcym, przenoszac f na
strone pierwszg, dzielgc obie strony przez a nastepnie
zblizajac nieograniczenie x do Bedzie:

rir AY(™o) ., AY(™Y

Jezeli wyraz ostatni po stronie drugiej dazy do zera, gdy n ro-
$nie do nieskonczonosci, wtedy mozemy strone drugg, a stad
i warto$¢ f (ajp) przedstawié w postaci sy”“mbohcznej

ktorg nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze w rozwinieciu potegi
symbolu A maja oznacza¢ rzedy roznic.

Co do przedmiotu poruszonego w tym paragrafie porow.
Tisserand: ,Sur un point du calcul des differences”, Comp-
tes Rendus, t. LXX, str. 678 (1870).

§9-
Pochodna m-ia funkcyi w jakimkolwiek punkcie, wyrazona za pomocg
kolejnych réznic tejze wpunkcie poczatkowym.

W podobny do powj-zszego sposéb postepujemy celem zna-
lezienia wyrazenia in-tej réznicy przy pomocy pochodnych
funkcyi.
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Rozwazmy funkcye:

gdzie co {x') jest funkcya dotad nieoznaczong, zalezng tak od Xq
jak i od innej wartosci X'

Niechaj h bedzie réznicg stala pomiedzy wartosciami
zmiennej niezaleznej £c; obliczmy réznice m-tg wielomianu
W ix) w punkcie x — x' i wyznaczmy funkcye co {x') tak, aby

byto zerem. Niechaj bedzie:

Stosujac rezultat, podany na koiAcu § 7, moz©my V {x) wy-
razi¢ w postaci h""'V"* gdzie | jest punktem, zawartym po-
miedzy x' i x-\-m]i; bedzie zatem:

Lecz

oraz
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gdzie tj jest wartoscig, zawartg miedzy Qg 8  stad:

Jezeli to wyrazeiie ma by¢ zerem, powinno byc¢:

i wzOr ten pozw&la obliczyé ilos¢ co (x') tak, aby ro6znice m-te
funkcyj #i  w punkcie c' byty réwnemi. Podstawiajgc te
warto$¢ we wzorze

piszac & zamiast x' i pamietajac, ze roznice w-te pierwszych m
wyrazéw wyrazeiia sg zerami, otrzymujemy:

gdzie rjjest liczbg, zawartg pomiedzy najmniejszg i najwieksza
z trzech liczb Xg, x, x-\-m}.

Ten wzor znajduje sie w Scistym zwigzku z wzorem analo-
gicznym, podanyn w paragrafie poprzedzajgcym.

810.
Rdzne zastosowania poprzedzajacych wzoréw. RoOznice ilosci O™,

Rozpatrzmy potegi n-te liczb naturalnych iutwérzmy réz-
nice kolejne, odnoszace sie do pierwszego elementu O". Rézni-
ce te posiadajg pewne wiasnosci specyalne, ktére zbadamy.
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Udowodnimy najprzod wzér;

Z wzoru w § 3 mamy:

zamieniajagc m na m—1 i dodajac do tak zmienionego wzoru
poprzedzajacy, znajdujemy:

Po pomnozeniu strony drugiej przez m, otrzymujemy:

€O, na podstawie powyzszego, réwna sie A* 0"+'; tym sposobem
wzér nasz zostat udowodniony.
Poniewaz jest ogllnie A"a" = w!, przeto :

a wiec:

Wyzej rozpatrzone rdznice ilosci O" obliczylismy w zatozeniu, ze
réznica stata pomiedzy kolejnemi warto$ciami zmiennej niezale-
znej jest rdbwna 1; zatézmy obecnie, ze ta réznica stata jest row-
na h. Oznaczajgc odpowiednie rdznice badanego wyrazenia przez
A" (Oh)", bedziemy mieli:
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gdyz wszystkie wyrazy, sktadajace te rdznice, otrzymaja czyn-
nik h.
Ktadagc w ostatnim wzorze paragrafu poprzedzajacego
(co jest rGwnowaznem obliczeniu rdznic funkcyi w pun-
kcie Xg) i pamietajac, ze wystepujace tu roznice oparte sg na
podstawie K znajdujemy:

gdzie ri jest liczbg, zawarta pomiedzy o i XQ-\-nh, réznice za$
A" O" odnoszg sie do podstawy 1.

Wzor ten wyraza réznice m-tg funkcyi przez pochodne jej
w tymze punkcie.

Wyprowadzimy teraz wazny wzo6r na A" O" przy n> m.

Wiemy, ze:

Stosujac wzér poprzedzajacy przy m = mamy:

liczbie rj nadalismy tu postaé x-{-*nh. gdzie 6 jest liczbg, za-
wartg pomiedzy Oi 1.

Podstawiajgc za strone pierwszg wartosé tejze, znoszac
czynnik wspolny e* i kladgc x zamiast Ji, znajdujemy:
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Rozwijajagc  —I)*" wedtug wzoru

i porbwnywajac spoétczynniki przy po obu stronacli wzoru
poprzedzajgcego, otrzymujemy:

gdzie r+i, r\, .. ., Tm sg liczby catkowite dodatnie, ktdrych suma
rowna sie n i gdzie znak sumy rozcigga sie na wszystkie mozli-
we kombinacye tych liczb.

Aby przekona¢ sig, ze strona druga jest istotnie tej postacia
rozwazmy potege m-tg wyrazenia

jako iloczyn m czynnikéw réwnych. Dla otrzymania spotczyn-
nika przy potedze a" w rozwinieciu trzeba bedzie jeden z wyra-
zOw pierwszego czynnika pomnozy¢ przez jeden z wyrazéw dru-
giego, przez jeden z wyrazow trzeciego it. d., tak dobranych,
aby suma wyktadnikéw ilosci x w tych wszystkich wyrazach
byta réwna a nastepnie wzig¢ sume tych iloczjrtiow. Dopro-
wadzi to do powyzszego wzoru.



§ 11. — Liczby Bernoulli‘ego it d. 181

§11.
Liczby Bernoulli‘eg 0, wyrazone przez roznice ilosci 0'.

Liczby Bernoulli'ego sa spdiczynnikami rozwiniecia
na szereg funkcyi

Jest mianowicie

gdzie ... sgliczbami Bernoulli'ego. Funkcya po
stronie pierwszej nazywa sie funkcygag tworzgcg liczb
Bernoulli'ego itawo widzie¢, ze w rozwinieciu jej wyrazy
z potegami a® ... sg réwne zeru.

Dzielgc licznik i mianownik tej funkcyi przez e* mamy
a zmieniajac a;na —Xx i rozwijajac ? znajdu-

jemy :

Za pomocg zwigzkdéw pomiedzy funkcyg wyktadniczg i funkcya-
mi trygonometrycznemi moznaby okazac, ze spoiczynniki roz-
winiecia stycznej na szereg dajg sie wyrazi¢ przez liczbhy Ber-
noull i'ego; mamy mianowicie:

gdzie
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(Poréwn. E. Pascal, Determinanti, Medyolan, 1896, str. 176).

Mozemy liczby Bernoull i'‘ego wyrazi¢ za pomocg réz-
nic ilosci O" w spos6b nastepujacy (B oole, Finite diff., 1860,
str. 82—83). Potozmy — 1= stad x = log (1 + O:

W poprzedzajacym paragrafie znalezlismy:

podstawiajac to, otrzymujemy na spotczynnik przy af w catko-

. L . CC .
witem rozwinieciu funkcyi g —x Wyrazenie:

Poréwnywajac to rozwiniecie z otrzymanem poprzednio, widzi-
my, ze wyrazenie to rowna sie

gdzie m jest zawsze liczbg parzystag. Tym sposobem liczby
Bernoull i'ego wyraziliSmy w postaci zadanej.



§ 12. — Funkcye interpelacyjne i t. d. 183

Liczby Bernoulli'ego majg wartosci nastepujace:

Tablice tych liczb znale§¢ mozna w nastepujgcych pracach:
M. Ohm" (Crelle, t. XX, str. 11); @ aisher "(Trans, of Cam-
bridge, t. XII, 1, str. 384, 1873); Adams ,Tables of the values
of the first sexty two numbers of Bernoulli” (Crelle, t. LXXXV,
1878, str. 269); Wronski ,Reforme des mathematigues", 1847,
str. CCXVI—CXXVII; poréwn. Dickstein, ,Pojeciai metody
matematyki'. Warszawa, 1891, str. 267.

§ 12

Funkcye interpolacyjne. Wzér Amper e'a

Funkcye interpolacyjne okreslamy w ten sposob:
Potbézmy:

Wyrazenia j nazywajg sie funkcyami
interpolacyjnemi rzedu 1-go, 2-go, ...
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Pierwsza witasnos¢ tych funkcyj jest nastepujaca: Fun-
kcye interpolacyjne sg symetrycznemi wzgle-
dem wszystkich zmiennych, ktére w sobie
zawierajg.

Wiasnos¢ ta jest widoczng dla funkcyj interpolacyjnych
rzedu pierwszego, gdyz przemieniajac Xqi nie zmieniamy
wartosci funkcyi. Aby wiasnos¢ te wykazaé ogoélnie, udowo-
dnimy wzor Ampere'a, stuzacy do przeksztatcenia funkcyi
interpolacyjnej.

Mamy tozsamosciowo:

Podobniez dla funkcyi interpolacyjnej rzedu 2-go mamy:

co wskazuje, ze funkcya @y, jest symetryczna wzgle-
dem &Y, a-l, a2
Udowodnimy, ze kazda funkcya interpolacyjna moze byé
przeksztatcona za pomocg wzoru analogicznego do wyzej napi-
sanego (Amp ere, Ann. de Grergonne, t. XVI, str. 329, 1826).
W samej rzeczy, zatozmy, ze funkcya
daje sie przeksztatci¢ na wyrazenie:
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wtedy:

przeksztatci sie na wyrazenie:

Dwa utamki, majace licznik razem wziete, sprowadzajg sie
do wyrazenia:

Podobng redukcye wykonaé mozna z wyrazami o liczniku

o liczniku f it.d Widzimy tedy, ze fn wyraza sie za po-
mocg wzoru analogicznego do wzoru na , albo innemi stowy,
ze wzOor Ampere'a, jezeli jest prawdziwym dla skaznika
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to jest tez prawdziwym i dla skaznika )i. Poniewaz za$
jest prawdziwym dla %= 1, przeto jest og6lnie prawdziwym.

Mozemy wyprowadzi¢ jeszcze godny uwagi zwigzek po-
miedzy funkcyami interpolacygnemi tego samego rzedu. Moze-
my napisac:

skad odrazu wynika:

Podamy jeszcze kilka danych historycznych, odnoszacych
sie do tej teoryi. Po Amperze zajmowali sie nig: Cau chy
(Comptes rendus, XVI, str. 776, 836, 1340), p6zniej Bell av i-
tis (Ist. Veneto, 22 czerwca 1856, 17 czerwca 1860) i Geno c-
c hi (Accad. Torino, t. Xin, str. 716, 1878). Ten ostatni wyra-
zit funkcye interpolacyjne za pomoca catek wielokrotnych. Wy-
mieniamy jeszcze: Genocchi: ,Sopra una proprieta delie
funzioni interpolari Accad. di Torino, XVP\ str. 269, (1881);
Schwarz, ,,Demonstration elementaire d'une propriete des
fonctions interpolaires”, Accad. di Torino, XVn. str. 740, 1882;
P ean o, ,Sulle funzioniinterpolari”, Accad. di Torino, XVIII,
str. 73 (1883).
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§13.

Zwigzki pomiedzy fnnkcyami interpolacyjnemi o elementach  réwnoodle-
glych a rdéznicami, oraz pomiedzy temiz funkcyami interpolacyjnemi
a pochodnemi.

Przyjmijmy, ze réznice pomiedzy kolejnemi wartoSciami
zmiennej &, t. j. roznice pomiedzy wartosciami
statemi i rownemi h. Mamy widocznie:

Mozna dowie$¢, ze jest ogolnie:

W istocie, jezeli ten wzor utrzymuje sie az do skaznika n—1
wiacznie, t. . jezeli:

to stosujgc raz jeszcze to dziatanie A, bedziemy mieli:

Lecz réznica w klamrach jest licznikiem funkcyi interpolacyjnej
rzedu n-tego, ktérej mianownikiem jest réznica {xQA-nli) —
t.j, w/l, awiecrdznica w klamrach réwna sige ..., G+ nli). nh,
jak wiasnie by¢ powinno.

Ustaliwszy te wzory, tatwo juz znales¢ zwiazek pomiedzy
funkcyami interpolacyjnemi a pochodnemi tego samego rzedu;
w tym celu do$¢ przypomnie¢ sobie zwigzek:
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= [i"fn nan

dowiedziony w § 7, skad wyniknie:
A~ -
fn ..., X\~ nh) 0

W nastepnym paragrafie uogélnimy ten wzor dla przypadku ja-
kiejkolwiek funkcyi interpolacyjnej.

§ 14.

Zwiazki pomiedzy funkcyami interpoiacyjnemi a catkami.

Wzory podane w tym paragrafie znajdujg sie w pierwszej
z cytowanych rozpraw Gen occh i'ego.

Widzimy z tatwoscia, ze catka

1
ff + (Mi-"0) O dt

t. j. rowna sie

f () — (a%)

Wynika stad, ze pierwsza funkcya interpolacyjna /i wy-
raza sie w ten sposéb:
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Podobnie

Wogolnosci jest:

Mozna catkom tym nada¢ posta¢ odmienng; poréwn. cyt. prace
G en oc ctii'ego.

§ 15

Wz6r og6lny Newtona i Gaussa. Zwigzek pomiedzy  funkcyami
interpolacyjnemi jakiemikolwiek, a pochodnemi.  Granica funkcyi inter-
polacyjnej, gdy wszystkie jej elementy zlewajg sie.

W § 7 podalismy wzér Newtona, w ktérym przyjeto,
ze wartosci zmiennej niezaleznej, majg rdéznice



n § 15. — Wz6r ogélny Newtona i Gaussa.

state. Obecnie uog6lnimy ten wzor, przyjmujac elementy jakie-
kolwiek. Wywdéd ten sprowadza sie do przypadku poprzedza-
jacego; korzystamy w nim z wiasnosci funkcyj interpolacyjnych.

Zauwazmy, ze:

Mnozac drugie z tych roéwnan przez ic—Tf, trzecie przez
i t. d., nastepnie dodajgc je do siebie i redukujac,

otrzymujemy:

Przeksztatcimy ostatni wyraz tego wyrazenia. W tym celu nale-
zy znale$¢ wyrazenie funkcyi interpolacyjnej o elementach nie-
rownoodlegtych przez pochodne funkcyi, i to za pomocg
wzoru, bedgcego uogélnieniem wzoru, podanego w paragrafie
poprzedzajagcym dla szczegblnego przypadku elementéw rowno-
odlegtych.

Funkcya, sktadajaca sie z pierwszych wyrazéw po-
wyzszego wzoru, jest wielomianem stopnia n-tego wzgledem x]
oznaczmy go przez @{x). tatwo widzie¢, ze f {x) — @ {x) jest
funkcya, znikajacg dla x = Xg, x = ..., X = X,] wynika
to z wzoru powyzszego, jezeli zwrécimy uwage na to, ze
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i ze
funkcya ...,X,] X) nie staje sie nieskonczong dla
zadnej z wartosci x = X = Mozna unikna¢ rozwa-
zania granicy, do jakiej dazy funkcya interpolacyjna fn+i, gdy
dwa elementy stajg sie rGwnemi, a to sposobem nastepujgcym.

Metodg podobng do tej, jakg otrzymano wzo6r powyzszy,
mozna otrzyma¢ wzory nastepujace:

Ot6z p{x) dla X—  Xl, Tg, ... staje sie wiasnie wyrazeniem,
jakie przedstawiajg strony dr-ugie powyzszych rownan; stad wi-
daé, ze /—cp staje sie zerem.

To ustaliwszy, dochodzimy za pomocg kolejnego stosowania
twierdzenia E,0l1leg o, t.j. za pomoca postepowania, stosowa-
nego wielokrotnie w paragrafach poprzedzajgcych, do wniosku,
ze istnieje pewien punkt | w najwiekszym przedziale, zawartym
pomiedzy punktami Xq, ..., x,, dla ktérego pochodna 9i-ta fun-
kcyi /—m jest zerem. Lecz pochodna n-to® funkcyi @ jest

, a zatem:

skad wynika nastepujgcy wzor na funkcye interpolacyjng ogo6ina:

Z wzoru tego wyptywa, ze funkcyainterpolacyjna {Xq, Xi,.., X,,)

rowna sie , gdzie | jest wartoScig, zawartg po-
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miedzy minimum i ma;Ximum wartos$ci ic" iPj,... , En. Podsta-
wiajac te wartosci, otrzymujemy wzor ogélny Newtona, kto-
ry mozna tez nazwa¢ wzorem Gaussa:

Jezeli przedziaty Xf iCg ... sa réwnemi h, wtedy fun-
kcye interpolacyjne stajg sie kolejnemi réznicami funkcyi/ (Xq)
(patrz § 13) i od wzoru tego przechodzimy do wzoru, podanego

w 8 7. Jezeli za$ punkty ..., Xn schodzg sie wszystkie
w jednym punkcie wtedy i | przypadnie w tym punkcie,
a funkcya interpolacyjna stanie sie réwng - i otrzy-

mujemy wzér Taylora.

§ 16.

Interpolacya. Wzor Lagrang e'a.

Jednym z wzoréw zasadniczych rachunku ro6zniczkowego
jest tak zwany wzor Taylora, za ktdrego posrednictwem, ma-
jac wartosci pochodnych funkcyi w jednym punkcie, mozemy
przy pewnych warunkach zbudowaé¢ samg funkcye. Pierwsze

wyrazow tego wzoru stanowig wielomian stopnia w-tego; za-
danie sprowadza sie tedy do wyznaczenia w jakiej postaci dla pe-
whnej wartoSci x daje sie przedstawi¢ réznica pomiedzy funkcya
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a tym wielomianem (ktéry moznaby nazwaé wielomianem Tay-
lora). Z badania tej réznicy mozna wywnioskowa¢ mozliwosé
rozwiniecia funkcyi na szereg nieskoriczony. Nalezy zauwazy¢,
ze wielomian Taylora posiada pochodne az do pochodnej
n-tej wigcznie w punkcie poczatkowym, odpowiednio réwne po-
chodnym funkcyi danej.

Zagadnienie interpolacyjne moze hyc uwazane za uogolnie-
nie zagadnienia Taylora.

Zatozmy, ze danemi sg wartosci funkcyi

w pewnej liczbie punktoéow; w jaki sposodb
wyznaczy¢ samg funkcye?
Przyjmijmy najprzdd, ze liczba punktéow wynosi  -f 1;

wtedy mozna wyznaczy¢ wielomian jedyny stopnia ?2-tego, kté-
ry w punktach danych posiada wartosci z gory dane. Wielomian
ten nazywa sie wielomianem interpolacyjnym.

Wypowiedzmy zagadnienie nasze w ten sposéb: Wyr a-
zi¢ réznice pomiedzy funkcyag a wielomia-
nem interpolacyjnym.

Powstaje tu pytanie, jak wyrazi¢ funkcye za pomocg wie-
lomianu interpolacyjnego stopnia n-tego oraz wyrazu—nazwijmy
go resztag — ktérego natura jest zwigzana z naturg funkcyi
danej.

Wz6r Newtona, podany w paragrafie poprzedzajacym,
rozwigzuje to zagadnienie i dlatego wi#asnie rézne wystepujace
w nim spoétczynniki nazwano funkcyami interpolacj'jnemi.
We wzorze Newtona wielomian interpolacyjny ma-postac
okreslona.

Jakkolwiek wielomian interpolacyjny jest okreslony jedno-
znacznie, gdy danemi sa wartosci funkcyi w n-\-l punktach,
wszakze w przypadkach specyalnych moze bj*¢ dogodnem nada-
nie mu postaci innej, i dlatego dobrze jest pozna¢ inny wzor,
nazwany wzorem interpolacyjnym L agrange'a (Dzieta, tom
VII), ktdéry rozni sieodwzoru Newtona jedynie postacig wie-
lomianu interpolacyjnego. Wz6r L agrange'a mozna otrzy-
mac i bezposrednio, lecz wolimy wyprowadzi¢ go z wzoru
Newtona.
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Eozpatrzmy wielomian interpolacyjny, jaki wystepuje we
wzorze Newtona; zamiast kazdej funkcyi interpolacyjnej
podstawimy jej wartos¢ wedtug wzoru Ampere'a, zbierzmy
nastepnie wszystkie wyrazy, zawierajace f (@), wszystkie, za-
wierajgce /+(iCi)i t. d. Bedzie:

Spotczynnik przy f (XQ) mozna sprowadzi¢ do postaci takiej,
aby mianownikiem byt iloczyn

licznik bedzie wtedy wielomianem stopnia w-tego wzgledem

w ktorym spotczynnik najwyzszej potegi tej zmiennej jest 1.
Latwo widzie¢, ze ten wielomian znika dla

a poniewaz dla tycti wartoSci zmiennej wielomian interpolacyjny
Newtona réwna sie odpowiednio

a wiec dla tych wartosci powinien zawsze znika¢ wyraz, zawiee
rajacy f{Xo). Spotczynnik przy /(@) bedzie tedy rowny:

Podobnie znale§¢ mozna spétczynniki przy
Ostatecznie wielomian interpolacyjny przybiera postac:
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Wzor L agrange'a bedzie tedy postaci:

gdzie R jest resztg, ktorg mozna przedstawi¢ tak samo, jak
we wzorze Newtona.
Wielomian ~ mozna jeszcze wyrazi¢ inaczej. Potézmy:

wtedy widocznie spétczynnikiem przy f {x,) bedzie:

awzér Lagrang e'a przybierze postac:

§ 17.

Ogolniejsze zagadnienie interpolacyjne Hermit e'a.
Literatura zagadnienia.

Mozemy postawi¢ zagadnienie ogoélniej, niz w paragrafie
poprzedzajgcym.

W zagadnieniu Taylora mamy dane wartosci pierw-
szych n pochodnych funkcyi w punkcie & (n moze by¢ liczba
rosnaca do nieskoriczonosci); we wzorach Newtona i La-
grang e'a mamy dane wartosci funkcyi w w-fi punktach. Drugi
przypadek sprowadza sie do pierwszego, gdy te punkty w liczbie
n-\-\ przyjmiemy za nieskonczenie blizkie. QOg6lniejsze zadanie
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bedzie takie: wyznaczy¢ funkcye, gdy danemi sg: warto$c¢ jej oraz
wartosci jej r pierwszych pochodnych w punkcie jej war-
to$¢ i wartosci jej r, pierwszych pochodnych w innym punkcie
i tak dalej; wreszcie jej warto$¢ oraz wartosci jej 7, pierw-
szych pochodnych w punkcie Xn. To zadanie postawit Her-
mite (Crelle, tom LX:XX.1V, str. 70).
Za pomocg danych zagadnienia nalezy tedy wyznaczyé
wielomian interpolacyjny stopnia:

-f (n+l) + oo+ (N-f1)

= 4- + eoeoe 4 + 4_1

Pytanie sprowadza sie do wyznaczenia rdznicy pomiedzy fun-
kcya a tym wielomianem, t. j., jak zwykle, do wyznaczenia po-
staci reszty w odpowiednim wzorze interpolacyjnym. Her-
mite wyraza te reszte za pomocg catki wielokrotnej, co opiera
sie na fakcie znanym, ze funkcya interpolacyjna daje sie wyra-
zi¢ za pomocg catki wielokrotnej, jak to widzieliSmy w paragra-
fie 14-ym, w ktérym podano wzo6r Genocchi'ego, wyjety
z jego pracy, napisanej pod wptywem badan Hermit e'a.

Jest jasnem, ze poniewaz przy x—x,) ma znika¢ nietylko
réznica f—cp (@ jest wielomianem interpolacyjnym), lecz i wszyst-
kie pochodne tej réznicy az do pochodnej rzedu r* to czynni-
kiem reszty powinno by¢ {x~x(y<>+"; podobniez drugim czynni-
kiem powinno by¢ i x — i t.d., tak ze reszta bedzie miata
czynnik:

(a ?2 — . C.iX=X,,yn+\

Inne prace o funkcyach interpolacyjnych, précz cytowanych, sa
nastepujgce: Gauss, Werke, t. Ill; Lagrange, Oeuvres,
t. YII; Genocchi. ,lIntorno ad alcune formole sommatorie",
Ann. di Tortolini, t. VI, str. 78, 1855; Czebyszew, Acad.
de St.-Petersbourg, 1859; Neli, Ueber Interpolation, Archiv.
Grunerta, LXI, str. 185, 1877: Genocchi, Comptes rendus,
t. LXXXVI, str. 406, 1878; Frobenius, ,Ueber die Entwi-
ckelung etc.”, Crelle, t. LXXIII; Cazzaniga, ,Espressione di
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una funzione trascendente intera che prende valori dati in punti
arbitrariamente dati", Annali di mat., X, 1881; Meray ,Obser-
yations sur la legitimite de 1'interpolation”, Ann. de I'Ecole nor-
male, 3 serie, t. I, str. 165, 1884; Fouret, Comptes rendus,
t. XCIX, str. 963, 1011, 1062 (1884), gdzie autor zajmuje sie in-
terpolacya przy pomocy funkcyjtrygonometrycznych; Bendix-
son ,Sur la formule de Lagrange etc.", Comptes rendus, t. Cl,
str. 1050, 1129 (1885); Teixeira, Nouv. Ann., 3 serie, t. IV,
str. 351; Crelle, t. C, str. 83; Enestrom, ,Note histo-
rigue sur une serie dont le terme generat est de la forme
J ...(a;—Comptes Rendus, t. CHE, str. 423, 1886;
Bendixson ,Sur une extension a l'infini de la formule d'in-
terpolation de Gauss", Acta math., t. IX, str. 1, 1876; P osse,
Acad. de St.-Petersbourg, 1886; Carvallo, ,Formules d'inter-
polation”, Comptes rendus, t. CVI, str. 346, 1888; Pincher 1le,
»Sui sistemi ricorrenti”, Rendinconti Lincei, t. V,1889; Diestel,
,Beitrage zu der Interpolationsrechnung", Getynga, 1890; Wil-
li ot, Bulletin des sciences math. ("2, t. X1V, str 218; Lais ant,
»our rinterpolation sucoesive", Buli. de la Soc. math. de France,
t. XIX, str. 44 i 121; Radau, ,Sur les formules d'interpolation”,
Paryz, 1891; E chols,,,0n some forms of Lagrange's interpola-
tion formuta"”, Annals of math., t. VIII, str. 22 (1873); Netto
»Zur Cauchy'schen Interpolationsaufgabc”, Math. Ann., t. XLII,
str. 453 (1893); Pincherle, ,SulPinterpolazione”, Accad di
Bologna, t Ill, 1893; Markoff, ,Differenzenrechnung etc."
(cytowane juz wyzej).

§18.
Wzory przyblizone na kwadrature.  Wzér Simpsona.

Jak rozwinigcie funkcyi na szereg Taylora moze stu-
zy¢ do przyblizonego obliczenia catki ojire$lonej tej funkcyi, po-
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dobniez ogo6lniej, wzor interpolacyjny og6lny stuzy¢ moze do tego
samego celu Pytanie sprowadza sie do zbadania, jaki jest naj-
ogélniejszy sposdb przystosowania wzoru interpolacyjnego do
przyblizonego obliczania kwadratur.

Jezeli wyjdziemy z wzoru Lagrange'a i bedziemy go
catkowali wyraz po wyrazie, tp catka reszty bedzie miata postaé:

gdzie 1 jest punktem posrednim pomiedzy punktami iCi,.,.

i X. Jezeli {x—XQ) ... (x—xn) jest zawsze tego samego znaku
dla wszystkich warto$ci x, zawartych w przedziale catkowania,
wtedy na podstawie twierdzenia rachunku catkowego powyzsze
wyrazenie bedzie réwne:

gdzie ] jest wartoSciag posredniag pomiedzy wartosciami

Przyjmijmy najprzod, ze i

Trzy pierwsze wyrazy wzoru Lagrange'a dadza:
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Calki tych trzech wyrazéw beda:

Uwzglednienie tylko trzech pierwszych wyrazéw wzoru L a -
grange'a daje nam tedy:

gdzie:

Ilos¢, mnozaca funkcye f" pod znakiem catkowym, nie ma
znaku statego dla wszystkich wartosci x pomiedzy a i i, gdyz
dwumian x — dla x = ai x = b ma znaki przeciwne.

Nie mozemy tu wiec stosowa¢ znanego twierdzenia, na podsta-
wie ktorego funkcye f" mozna przenie$¢ poprzed znak catkowy.
Lecz mozemy nadaé funkcyi R ksztatt dogodniejszy w obecnym
przypadku. Oznaczmy przez @ (cc) sume trzech pierwszych wy
razobw wzoru Lagrange'a i potéozmy:
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Dla kazdej wartosci Q, niezaleznej od mamy zawsze:

Wybierzmy Q tak, aby byto:

i potdézmy:

gdzie T jest funkcyg skoriczong zmiennej dotagd nieoznaczo-
ng. Czynnik przy tej funkcyi wskazuje, ze réznica —  znika

w trzech punktach a, ™~ ~, h inadto, ze pochodna tej fun-

kcyi znika w punkcie

Stosujac twierdzenie E,o01lleg o, mozemy napisac, ze war-
toscig funkcyi T w punkcie x bedzie:

gdzie | jest punktem, zawartym pomiedzy Ponie-

N '

waZz —"— z pewnoscig zawiera sie pomiedzy a i 6, mozemy

przeto powiedzieé, ze | zawiera sie pomiedzy a, bi x.
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Catkujac, otrzymujemy:

gdzie w drugiej catce mozna przenies¢ funkcye ' (|) przed
znak catkowy, poniewaz nie zmienia ona znaku dla wartoSci
zawartych pomiedzy ai b.

Potozywszy t, bedziemy mieli:

a zatem:

gdzia Yjjest wartoscig, zawartg pomiedzy a i h.
Ta warto$¢ reszty dazy do zera, gdy a dazy do h.
Zobaczmy, czy mozna otrzymac przyblizong posta¢ kwa-
dratury, dzielac catkowity przedzial na przedziaty czastkowe
i stosujgc do kazdego z nich wzér powyzszy.
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Podzielmy przedziat catkowania h—a na n rownych prze-

dziatow i napiszmy:

Stosujac do kazdej z catek wzdr powyzszy, znajdziemy:

Prawo tworzenia argumentéw, zawartych pod znakiem f

w nawiasach, jest jasuem: rosng one kolejno o "~ e« Prawo

spbtczynnikow jest tez prostem: précz ostatniego, ktory jest je-
dnoscig, wszystkie pozostate sg kolejno rowne 4 i 2.
Reszta R' jest postaci:

gdzie 72 sg kolejnemi warto$ciami, zawartemi w przedziatach
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czastkowych. Jezeli przyjmiemy, ze " jest funkcyg skonczo-
ng i ciggty, to wyrazenie

f M-Ariri,) + ...
n

bedzie miato warto$¢, zawartg pomiedzy maximum i minimum
wartosci funkcyi " w catkowitym przedziale; jezeli wiec przez
t] oznaczymy pewng warto$¢, zawartg pomiedzy a i b, bedzie
mozna napisac:

reszta za$ B,' przybierze postac:

— A1 (b—ay
- - 16 +"O!

Widzimy stad, ze dla wartosci n dostatecznie wielkiej mozna
uczyni¢ E' mniejszem od ilosci danej, dowolnie matej, wzér za$
wyzej napisany jest wzorem przyblizonym na kwadrature.
Wz6r ten nazywa sie wzorem Simpsona. Literature tego
wzoru podajemy w § 20.

§ 19.

1¥z6r Cot es a.

Catkujmy wyraz po wyrazie we wzorze Lagrang e'a.
Mamy:

A cp {Xi) J x—(ri
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gdzie

Wybierzmy punkty oo, ... , X, W sposob nastepujacy:

wtedy wyrazenie - staje sie réwnem:

Jezeli przez lij'~ oznaczymy spoétczynniki:

to tatwo widzie¢, ze spotczynniki te nie zaleza od granic a i b.
W samej rzeczy, potdézmy ; stad (

i bedzie:
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@ nie zalezy juz ani od a ani od b. "Wzdr nasz zamienia sie na
nastepujacy:

b
f £ dx = {b—a) Z + A .t
«0

Jest to tak zwany wzér Cotesa, ktoremu zawdzieczamy ta-
blice wartosci liczebnych spdtczynnik 6w h dla r6znych wartos$ci
nii Tak np. jest

o) = had) -1

§20.
Wz6r Gaussa na kwadrature.

Przechodzimy obecnie do wzoru na przyblizong kwadratu-
re, ktéry zawdzieczamy Graussowi (Werke, III).

Cel, jaki sobie zaktadamy, jest taki: wz6r szukany ma by¢
doktadnym, jezeli funkcya / {x) jest funkcya catkowitg sto-
pnia wyzszego niz stopien, bezposrednio okreslony przez licz-
be punktéw, w ktérych danemi sg wartosci funkcyi f. Otrzy-
muje sie mianowicie wzdr doktadny, gdy f jest funkcya
stopnia nie wyzszego nad -f 1, jezeli jak zwykle
funkcya f jest co do wartosci swej dana dla punktow
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W ten sposob za pomocg rachunku catkowego mozna otrzy-
mac wieksze przyblizenie niz za pomoca metod poprzednich dla
jakiejkolwiek funkcyi niecatkowitej, jezeli ta oczywiscie nie staje
sie nieskoriczong pomiedzy granicami catkowania.

Wz6r Gaussa otrzymujemy, dobierajgc w odpowiedni
spos6b punkty dla ktérych maja by¢ danemi
wartosci funkcyi.

WyjdZmy i tu z wzoru Lagrange'a i potézmy:

a «

Pytanie sprowadza sie do odpowiedniego wyboru punktow
Xi, lub wielomianu

b EC) = VX=Xgq) {X=Xi) (Xx—=X") ... (X=Xn).

Potdzmy.

Taki wielomian stopnia nA-1 nazywa sie zwykle funkcya
Legendre'a, liczbhy Xg, ...,X, sg pierwiastkami funkcyi
Legendre'a stopnia n+1.

Jezeli funkcya f {x) jest wielomianem stopnia n-tego, wte-
dy we wzorze powyzszym jest H' — Q \ wzér na kwadrature
jest doktadnym.

Okazemy, ze wybierajac na ilosci Xi pierwiastki wie-
lomianu Legendre'a otrzymujemy wzdr doktadny i dla wie-
lomianu stopnia (2n4-1)-go, jezeli dla tego wielomianu jest jesz-
cze H' =0.

Niechaj @) bedzie jakimkolwiek wielomianem stopnia
(w+1)-go (lub nizszego od n-hl); utwérzmy wielomian f{x) (j*f)
stopnia 2w-fl (lub nizszego od 2n+ 1). Jezeli précz punktéw
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obierzemy jeszcze n-\-l pmiktéw C, Xann,
bedziemy mogli napisa¢ wzér doktadny:

gdzie:

Pokazemy, ze w tym wzorze: 1) wszystkie wyrazy, odpowiada-
jace skaznikom i= n+2,...,2n-f 1, znoszg sig; 2) fun-
kcye $ mozna zastapi¢ funkcyg g Na tej zasadzie z wzoru
znikng wszystkie elementy nieoznaczone icV\H, o 0>
i pozostanie wzor, zalezny jedynie od elementow 83 cCi ..., Xn.
W samej rzeczy, tatwo widzie¢, ze wyrazy, odpowiadajgce
skaznikom i =. nA-k, 2, ...,n-"I, znikajg. Gdyz wyra-
zy te zawierajg czynnik catkowy:

a gdy uporzadkujemy wielomian:

wedtug poteg ilosci to catka rozpadnie sie na sume catek po-
staci

Kazda taka catka da sie catkowac przez czesci:
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gdzie ze wzgledu na posta¢ specyalng funkcyi @ (et), mamy:

Strona druga ostatniej rownosci staje sie zerem dla x = a i dla
X = 1),gdyz w pochodnej n-tej iloczynu { x — z a -
chodzi¢ bedzie z pewnoscig czynnik {x—a) {x—h). Bedzie zatem:

Stosujgc powtodrnie toz postepowanie, dojdziemy do catki

i idagc w ten sposob dalej (i pamietajagc ze h™ n), wreszcie do
catki:

rownej oczywiscie wyrazeniu
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ktéra, jak to juz wyzej objasniono, jest zerem tak dla x=a jak

i dla x= b
Wnosimy tedy, ze

stad za$ wynika, ze jest ogdlnie:

gdzie Q (x) jest jakakolwiek funkcyg catkowitag stopnia
réwnego n lub mniejszego od n.
Tym sposobem witasno$¢ podana pod 1) zostata udowodniona.
Dla udowodnienia witasnosci drugiej nalezy tylko stwier-
dzi¢, ze dla f ~ n jest zawsze

Zauwazmy, ze

skad dla

Twierdzenie, ktére mamy udowodni¢, przyjmuje tedy postac:
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lub

A X—Xi

co istotnie jest prawdg, gdyz

YQ{X)-Qfxi)\

CC cct

jest funkcya catkowita stopnia w-go, do ktdrej stosuje sie zasa-
da, wyzej przy udowodnieniu wiasnosci pierwszej stwierdzo-
na. A zatem i druga wiasno$¢ zostata sprawdzona.

Z tego wszystkiego wyptywa, ze wzér Gaussa

Inx)dx=kip-J"~cix,
J A X—Xi

gdzie iloSci Xi sg pierwiastkami wielomianu Legendre'a

jest wzorem dokladnym i wtedy jeszcze, gdy stopieri funkcyi

catkowitej f {x) jest wyzszy od w+ I, wszakze nie wyzszy od
+ 1

Dla wszelkich innych funkcyjwzér ten, na zasadzie dopiero
co wystowionej wiasnosci, daje przyblizenie wyzsze, niz inne
wzory.

O kwadraturach przyblizonych traktujg nastepujgce prace:
Gauss ,,Methodus nova integralium valores per approximatio-
nem inveniendi", Werke, IIl, str. 163, 202; Jacobi, ,Ueber
Gauss'neue Methode", Crelle, I, str. 301 (1826); Christoffel,
tamze, LV, str. 61, 82 (1858); Tisserand, ,Sur Tinterpolation",
Comptes rendus, t. LXVIII, str. 1101 (1869); Steen, ,Zeuthen
Tidskr. (3), I, str. 90 (1870); Chevi lliet, ,Sur le degre d'exa-
ctitude de la formule de Simpson”, Comptes rendus, LXXVin,
str. 1841 (1879); Czebyszew ,Sur les guadratures"”, Liouyille,
(2). t. XIX, str. 19, (1874); Chevilliet, ,Sur Terreur de la
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formule de Poncelet a I'evaluation des aires”, Comptes rendus,
t. LXXX, p. 823 (1875); Permantier, ,Simplification de la
methode de Simpson", Nouv. Ann. (2), t. XV, str. 24 (1876); Li-
go ws ki, Grunert. Archiv., t. LX, str. 336 (1877|; Hall, Ana-
lyst, t. m, str. | (1877); P ujet, Comptes rendus, LXXXIV, str.
1071: Callandreau, ,Sur la formule de Gauss", Comptes
rendus, t. LXXXIV, str. 1226 (1877), t. XC, str. 1067 (1880);
Radau, Liouville (2), t. VI, str. 283 (1880), Comptes rendus,
t. XC, str. 250, 913 (1880); Chatalan, Nouv. corresp. math.,
t. VI, str. 336, Mem. de Belgigue, t. XLIIl; August, Archiv.
Grunerta, t. LXVI, str. 72(1880); Stiellj es, Comptes rendus,
t. XCVII, str. 740; t. XCVin, str. 798; Czebyszew, Mem. de
St.-Petersbourg, t. XLVII (1883); P osse w ,,Bulletin des scien-
ces mathem." (2), t. Vn, str. 214; Stielljes, Ann de TEcole
norm, (3), t. I, str. 409 (8884), Comptes rendus, t. XCIX, str.
850; Mansion, Soc.scient. Bruxelles, t, Vm B, str. 11, (1884),
Hoczevar, Wiener Ber, t. XC, str. 908 (1884); Schell-
bach ,Ueber mechanische Quadratur”, Berlin (1884); Mar-
kow, Math. Ann., XXV, str. 427 (1885); Mansion. Acad. de
Belgigue (3), X1 (1886), Comptes rendus, t. Cll, str. 412; t. CIV,
str. 488, Mathesis, t. II; Deruyts, Buli Belg. (3), t. XI, str.
3(j7; Soc. math. de France, t. XIV, str. 151 (1886); Czeby-
szew, Mem. de St.-Petersbourg, t. LX, str. 1; Mansion, Soc.
scient. Bruxelles, t. XII, A, str. 63, t. XV, A, str. 57; Sonin,
Mem. de St.-Petersbourg, t. LXTX, str. 1 (1892; Peano ,Ge-
neralizzione delia formola di Simpson”, Accad. di Torino, tom
XXVU (1892).

§21.

Rachunek odwrotny réznic.  Rzeczy ogolne.

Zagadnienia z rachunku odwrotnego réznic sg analogiczne
z zagadnieniami rachunku catkowego: idzie w nich o znalezienie
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funkcyi F {x), ktdrej réznice w jakimkolwiek punkcie x sg réw-
ne warto$ciom funkcyi danej f w tymze punkcie, w zatozeniu, ze
réznice pomiedzy kolejnemi wartoSciami zmiennej niezaleznej sg
state irdwne h. Ta funkcya F nazywa sie catka nieokre-
$§long ro6znicowa funkcyi/"ioznacza sie zapomocg symbolu

ktérego uzycie usprawiedliwimy nizej przy pomocy zasadniczej
wiasnosci funkcyi F.

Jest jasnem, ze gdy do funkcyi F dodamy statg dowolng,
to ta nowa funkcya bedzie czynita zados¢ zagadnieniu, gdyz
w kazdym punkcie rdéznica ilosci statej jest zerem. Ogoluiej bio-
rac, otrzymamy funkcye, czynigcg zados¢ zagadnieniu, jezeli do
funkcyi F dodamy inna funkcye, ktorej réznica dla przyrostow
h zmiennej niezaleznej jest zerem, albo inaczej moéwiac, jezeli
dodamy funkcye peryodyczng, ktora niezmienia swej war-
tosci, jezeli zmienng niezalezng powiekszamy o statg h.

Taka funkcya jest np.

/. ) 27ix\
@ Sm —z—, cos “hy
Zagadnienie wyznaczenia funkcyi F jest tedy, Scisle biorac, za-
gadnieniem nieoznaczonem, gdyz dwie funkcye, maja-
ce te same roznice, rozni¢ siemogg o funkcye,
ktorej roznica jest zerem.

Zobaczmy, czem jest catka okreslona w tym ra-
chunku?

Wezmy sume wartosci funkcyi f w n punktach réwnood-
legtych o ilo$¢ h; tatwo widzie¢, ze suma ta daje sie wyrazi¢ za
pomocg dwu wartosci funkcyi F (catki nieokreslonej), gdyz
z réwnan

F(x-"h)- Fx) = %),
F(x-{-2h) — F(x+h) = f{x+h),

F {x+nh) — F (a-j-(w—1) h) = f {x\-{n—1I) 7i).
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otrzymujemy:
F{x-imh) — F{x) = f {x) Af {xA-l) -[.. + f (x+{n—I) h).

Sume po stronie drugiej mozemy oznaczy¢ przez

I+(«})

i przez analogie nazwa¢ jag catka okreslong od x do
X -j-nil.  2j powyzszego wzoru wynika tedy, ze jezeli znamj'
catke nieokreslong, t. j. funkcye -F, to dla otrzymania catki okre-
$lonej od x=a do x—h=a-i-nh  dos$¢ wzig¢ réznice dwu warto-
§ci funkcyi F od x—a do x=h. Jest jasnem, ze w takiej roz-
nicy ginie wszelki $lad jakiejkolwiek innej funkcyi, ktora wcho-
dzi do catki nieokreslonej i ma réznice réwng zeru.

Jezeli granica wyzsza catki jest nieskonczonoscia, otrzy-
mujemy wtedy szereg. Jezeli przyjmiemy, ze ten szereg jest
zbiezny, to do obliczenia go wystarczy znajomos$é catki nieokre-
Slonej réznicowej, odpowiadajacej ogdlnemu wyrazowi szeregu.
Z tego punktu widzenia catkowanie réznicowe ma wazne zasto-
sowanie w teor}™ szeregow.

Jest jasnem, ze do catek réznicowych stosujg sie nastepuja-
ce twierdzenia elementarne rachunku catkowego:

Catka sumy algebraicznej pewnej liczby
funkcyj rowna sie sumie algebraicznej ca-
tek tych funkcyj.

Catka iloczynu ilosci statej przez fun-
kcye rdwna sie iloczynowi tej statej przez
catke funkcyi.
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8§22,

Catkowanie przez  czesci.

Podajemy tu wzér analogiczny do znanego wzoru w rachun-
ku catkowym.

Wiemy (8§ 3), ze

stad:

a gdy wezmiemy catke okreslong od x=a do x=a-\-"i]i, bedzie:

§23.

Catkowanie funkcyj catkowitych.

Wiemy, ze réznica funkcyi catkowitej stopnia n-tego jest
funkcya catkowita stopnia {n—I)-go; stad wynika, ze catka réz-
nicowa funkcyi catkowitej stopnia wittego jest funkcya catkowity
stopnia (m-f-1)-go, ktorej spdiczynniki mozna tatwo otrzymac
przy pomocy wzoréw zwrotnych.

Niechaj bedzie:
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potézmy:

Utworzmy roznice funkcyi F i poréwnajmy spotczynniki jej ze
spotczynnikami funkcyi /', otrzymamy tym sposobem zwigzki:

ktorychi prawo tworzenia jest widocznem i ktére stuzy¢ moga do
wyznaczenia spoétczynnikéw c.

Niechaj bedzie np.
wtedy z rownan poprzedzajgcych dla h=I znajdujemy:

skad

Stad mozna otrzymac¢ wyrazenie na sume jn-tych poteg pierw-
szych n liczb naturalnych, t. j.

Catkujac pomiedzy granicami x — Oix = n-\-l, otrzy-
mujemy na stronie pierwszej:

po drugiej zas:
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Stad dla m = 1,2, 3, ... znajdujemy:

Co do tego przedmiotu patrz prace: Glaisher, ,,Note on
the formuta etc.", Messenger (2), t. V, str. 168 (1875): Seitz
i Gander, The Analyst, t. VI, str. 58 (1879), gdzie okazano, ze:

D ostor, Archiv. Grunerta, t. LXIII, str. 435, t. LXIV, str. 310,
Nouv. Ann. (2), t. XVin, str. 459, 513 (1879); Cesar o, Mathe-
sis, V, str. 64 (1885); Appell, ,Sur les polynémes qui expri-
ment la somme des puissances “-mes des premiers nombres en-
tiers", Nouv. Ann. (3), t. VI, str. 312 (1887); Duporc g, Nouv.
Ann- (3), t. IX, str. 694 (1889); G la ser, Archiy. Hoppego (2),
t. Xni, str. 106 (1894).
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§ 24.

Catkowanie innych funkcyj.

Jezeli

gdzie @{x) jest funkcyg catkowitg stopnia (m—I)-go, to stosu-
jac catkowanie przez czesci, znajdziemy (patrz Markof f, 1 c,,
strr103):

Stad mozna znales¢ wzér na obliczenie szeregu

dla c< 1
Ktadac

otrzymujemy wzory nastepujace
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Dla , i w granicy dla n = co. bedzie:

Co do catkowania roéznic innych funkcyj patrz prace: Abel,

,,Les fonctions transcendantes * JN t~ir ' e Oeuvres,
t. Il; ,Sommation de la serie @ 0) @ (1) x -j-9 (2) a”
tamze, ,L'integrale finie o {x), tamze; Minding,

»Eine Anwendung der Differenzenrechnung", Buli. de St.-Peters-
bourg, t. XXV (1879); Russell ,0On the calculus of finite dif-
ferences"”, Messenger (2), t. XlI, str. 33; Guichard, Ann. de
TEcol. norm. (3), t. IV, str. 361 (1887).

Nadmieniamy jeszcze, ze dla catek r6znicowych mozna po-
stawi¢ zagadnienia podobne do tych, jakie stawia rachunek wa-
ryacyjny dla zwyczajnych catek okreslonych. Do tego przed-
miotu odnoszg sie dwie miodziencze, niedoskonate i dlatego wy-
taczone z drugiego wydania dziet prace Abel a: ,Sur les
maxima et minima des integrales des differences” (Oeuvres, I-re
edit., t. 11, str. 1) i ,,Sur les conditions necessaires pour qu'une
fonction de plusieurs rariables et de leurs differences soit une
difference complete” (tamze, str. 9). Ta ostatnia zajmuje sie za-
gadnieniem podobnem do tego, jakie podalismy w § 36 ,,Rachun-
ku waryacyjnego".
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§25.

Roznica pomiedzy caUg okre$/ong zwyczajng a catkg okreslong
réznicowa.  Wzor Eulera.

Niechaj bedzie dana funkcya f (g); obliczmy najprzdd jej
catke zwyczajng w granicach a i b, potem jej catke réznicowa
miedzy temi samemi granicami. Zachodzi pytanie, w jaki spo-
s6b mozna jedne z tych catek wyrazi¢ przez drugg. "Wzdr,
ktory wyraza jedng z tych catek przez druga, nazywa sie wzo-
rem Eulera.

WyjdZzmy z wzoru Taylora, zastosowanego do catki

Mamy:

dodajgc te rownosci i ktadagc h=a-\-7ih, znajdujemy:

Wyjdzmy teraz z funkcyi
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ktorej kolejnemi pochodnemi sg Mamy:

Dodajac te rownosci, po pomnozeniu ich odpowiednio przez czyn-
niki 1, Ah, Bh'\ Ch\ ... , bedziemy mieli:

Mozemy wyznaczy¢ liczby dotad nieoznaczone A, B, ... w ten
sposdb, aby wszystkie spoOtczynniki po stronie drugiej, procz
pierwszego byty zerami, t. j. mozemy przyjaé, ze:

otrzymamy wtedy zadany wzér Eulera:
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Pozostaje wyznaczy¢ jeszcze spotczynniki A, B it. d. "W tym
celu potozmy f {x) = e~ wtedy bedzie:

i po zniesieniu czynnika wspdlnego, otrzymamy:

Porownywajac ten wzor z wzorem, podanym w § 11, widzimy,
ze liczby AB,C,...  tylko czynnikami statemi roznig sie od liczb
Bernoull i'ego; jest mianowicie:

gdzie B2, B®, ... sg liczbami Bernoull i'ego.

Prace Eulera, odnoszace sie do badan w tym i w po-
przednich paragrafach podanych, sg nastepujace: ,,Methodus ge-
neralis summandi progressiones” (Comm. Ac. Petrop., tom VI,
1732—33); ,Inventio summae etc." (tamze, t. Vin); ,,Methodus
universalis series summandi etc." (tamze, t, Vni). Patrz takze :
Malmsten, ,Sur la formule etc.", Acta math., t. V, str. 1
(1884), Sonin, Ann, de TEcole norm. (3), t. VI, str. 257; Comp-
tes rendus, t. CVIII, str. 725 (1889).
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§26.
Réwnania o roznicach skonczonych.  Rzeczy ogdlne.

Punkt wyjscia dla badan nad réwnaniami réznicowemi jest
taki sam, jak w réwnaniach rézniczkowych. Jezeli przyjmiemy,
ze y jest funkcyg zmiennej £i ze mamy zwigzek pomiedzy oy
i kolejnemi roznicami funkcyi vy, t.j. Ay, ..., to taki
zwigzek nazywa sie rownaniem réznicowem rzedu
w-t ego.

Mozemy réwnanie takie przedstawi¢ i w odmiennej postaci.
Wiadomo, ze roznica Aia funkcyi y moze by¢ wyrazona linio-
wo za pomocg wartosci, ktore funkcya y przyjmujew punktach
IT, a;+2/i, ..., x-\-k}i-, jezeh te warto$ci podstawimy” w row-
naniu, to zamieni sie ono na zwdazek pomiedzy &, y {x),
y {x-\-h), ...,2/  {x-\-vih). Od tej ostatniej postaci mozna przej$¢
do zwigzku w postaci pierwszej, poniewaz wiadomo, ze odwrot-
nie, wartosci funkcyi w wyzej wskazanych punktach mogag by¢
wyrazone liniowo za pomoca roznic kolejnych funkcyi w pun-
kcie X.

Geneze réwnan rdéznicowych mozemy wyobrazié sobie za po-
mocg procesu podobnego jak dla réwman rézniczkowych. Nie-
chaj bedzie funkcya y zmiennej x\ obliczmy jej réznice Az. Je-
zeli ta funkcya zawiera statg dowolng lub funkcya, ktérej rozni-
cajest zerem (patrz § 21), t. j. funkcyg peryodyczna, to rugujac
te statg lub te funkcye pomiedzy y i Ay, otrzymamy rdwnanie
réznicowe rzedu 1-go. W podobny sposdb, wychodzac z fun-
kcyi, zawierajacej m funkcyj peryodycznych, dojs¢ mozna do
réwnania réznicowego rzedu m-tego.

Funkcya taka nazywa sie catkg ogoOlng roéwnania
rzedu m-tego.

Niechaj bedzie np.

y=ca" ¢ h"

Dla h = 1 réznica pierwsza i druga beda:
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Rugujac ci 6, otrzymujemy:

Jest io rownanie roznicowe rzedu 2-go. Mozemy stosowac i inne
postepowanie, oparte na zasadzie podanej na poczatku tego pa-
ragrafu, a mianowicie szuka¢ zwigzku nie pomiedzy vy, ly, ilty,
lecz pomiedzy

Z réwnania

otrzymujemy:

a rugujac c¢ i ¢\ dochodzimy do zwiazku:

Uczynimy jeszcze jedno pozyteczne spostrzezenie, mianowicie, ze
rzad rownania roznicowego moze niekiedy wydawaé sie wyzszym,
niz nim jest istotnie po redukcyi. Rdwnanie naprzykitad

zdaje sie by¢ rzedu 3-go. Przeksztatémy je "sposobem wyzej
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wskazanym, bioragc wartosci funkcyi y w punktach ic, ic--1,
a;+2, £cf3.  Otrzymamy:

a ktadac x—2 zamiast x:

Jest to réwnanie rzedu I-go, nie za$ 3-go,
Jezeli napiszemy

bedzie:

réwnaniem réwnowaznem danemu.

Nalezy jeszcze nadmieni¢, ze i dla rownan roznicowych
istniejg catki ogo6lne i catki szczegdlne; ostatnie
z nich otrzymuje sie z pierwszych, jezeli zamiast funkcyj peryo-
dycznych podstawimy wartosci szczegdlne.

§27.

Réwnania liniowe roznicowe.

Dos¢ wazng klasg rownan roznicowych jest klasa tak zwa-
nych rownan liniowych. Formg ogolng takich réwnan dla
li=zl jest:

gdzie J5, ..., i¥, IV sg funkcyami zmiennej x.



liniowe réznicowe. 225

Zwykte twierdzenia rachunku catkowego, odnoszace sie do
rownan rézniczkowych liniowych, utrzymuja sie bez zmiany
i dla réwnan réznicowych. GdybysSmy je chcieli tu udowodni¢,
musieliby$my powtdrzy¢ z matemi zmianami rozwazania, poda-
ne przez nas w ,Rachunku catkowym". Z tego powodu ograni-
czymy sie tylko na wypowiedzeniu tych twierdzen, a po dowdd
ich odsytamy czytelnika do cytowanego dzieta Markowa.

Odrozniamy przypadek réwnania jednorodnego, w ktérym

= O, od przypadku réwnania zupetnego, w ktorym N zerem
nie jest.

1. W przypadku réwnania jednorodnego
gdy yl jest rozwigzaniem szczegOlnem, be-
dzie i g takiemze rozwigzaniem; ¢ jest

funkcya peryodyczng.

2. W tymze przypadku, jezeli y* i z
dwoma rozwigzaniami szczeg6lne mi, bedzie
takze dy* «cjy*> takiemze rozwigzaniem.

3. Rozwigzanie og6lne rédwnania jedno-
rodnego moze byé dane w postaci

gdzie ¢i,62....6, sg funkcyami peryodyczne-
i, 2N) eee ' —rozwigzaniami szczegblnemi,
pod warunkiem wszakze, by wyznacznik

byt ré6zny od zera.

4, Jezeli do szczegédlnego rozwigzania
rownania zupetnego dodamy rozwigzanie
ogbélne odpowiedniego rownania jednorod-
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nego, otrzymamy rozwigzanie rownania zu-
petnego.

5. Rozwigzanie rownania zupetnego da-
je sie sprowadzi¢ —po za catkowaniem skohA-
czonem—do rozwigzania odpowiedniego row-
nania jednorodnego.

Catka réwnania liniowego nazywa sie catkg wyroz-
nionaga (integrale distinto), gdy posiada wasnos$¢, ze stosunek
jej do kazdej innej catki tegoz réwnania dazy do zera dla x—oo0.
(Patrz Pincherle ,Delie funzioni ipergeometrische", Gior-
nale di Batt., t. XXXII, § 13). Taka catka szczeg6lna (jezeli
istnieje) bedzie z pewnoscig jedyng na zasadzie okre$lenia. Mo-
zna okazac, ze dla rownan 2-go rzedu warunkiem koniecznym
i dostatecznym, aby catka c*y* f- c* y®, gdzie i y* sg dwie-
ma catkami szczeg6lnemi zasadniczemi, byta wyrdzniona, jest,

by stosunek ™ posiadat granice dla x= 00 (Pinclier1le,

l1c, § 15).

Nadmieniamy jeszcze, ze badanie roéwnan réznicowych
wigze sie z badaniem tak zwanych uktaddéw zwrotnych.
W samej rzeczy, kazde réwnanie réznicowe, ustanawiajgce zwia-
zek pomiedzy wartosciami y {x), y (ii-f-I), y e oo tej samej
funkcyi y dla kolejnych, réwnoodlegtych wartosci zmiennej nie-
zaleznej, mozna uwazaé za zwigzek zwrotny pomiedzy
wartosciami funkcyi. Zwigzek ten pozwala z warto$ci znanych
w punktach O, 1, 2, ... wyznaczy¢ wartosci winnych punktach,?
odpowiadajacych liczbom catkowitym. Gdy rownanie roznico-
we jest liniowem, otrzymujemy uktad zwrotny linio-
wy rzedu rownego rzedowi rdédwnania.

Niektdrzy autorowie z tego punktu widzenia badali réwna-
nia réznicowe; patrz np. cytowane juz rozprawy Pincherle-
g o i inne prace tegoz autora, wymienione nizej w § 34.



§ 28. — Roéwnania liniowe rzedu 1-go. 227

§28.
Réwnania liniowe rzedu 1-go.

Ogélna posta¢ rdwnan liniowych rzedu 1-go jest:

Potézmy (podobnie jak to sie dzieje w réwnaniach rézniczko
wych liniowych):

skutkiem czego dane rdwnanie zamieni sie na nastepujace:

Dodajmy i odejmijmy u (a:;-]-I) v {x) i uporzgdkujmy odpo-
wiednio wyrazy; bedzie:

Potézmy 1

Jest to rownanie liniowe rzedu 1-go jednorodne; tatwo widziec,
Ze rozwigzanie jego wyraza sie tak:

gdzie Xqjest wartoscig rézng od ic i mniejszg od x dla wartosci
X catkowitych. W samej rzeczy, z tego réwnania mamy:
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a wiec:

jak by¢ powinno. Przy takiem zalozeniu, rédwnanie nasze za-
mienia sie na nastepujace:

skad wynika:

gdzie stata jest wogole funkcyg peryodyczna.
Tym sposobem znalezliSmy rozwigzanie og6lne danego
réwnania.

§ 29.

Réwnania réznicowe liniowe jednorodne o spéiczynnikach  statych.

Rozwazmy réwnanie réznicowe typu

gdzie tto, sg iloSciami statemi.
Wiasnosci tych réwnan sg do$¢ podobne do wiasno$ci row-
nan rozniczkowych liniowych p spdtczynnikach statych.
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Wezmy réwnanie charakterystyczne:

i niechaj z — a bedzie pierwiastkiem r-krotnym tego réwnania
Wtedy tatwo okazaé, ze

sq catkami szczeg6lnemi danego réwnania réznicowego (zamiast
czynnikdw tu podanych przy a" moznaby wzig¢ jakiekolwiek
funkcye catkowite odpowiednio stopnia 1-go, 2-go i t. d;
lecz funkcye wybrane sg ze stanowiska teoryi roznic prost-
szemi). Istotnie, jezeli y {x) = a®, to bedzie: y (a;-]-l) = a a®,
y (a;-j-2) = a™a",...; podstawiajac te wartosci i znoszac czjm-
nik wspélny a®, otrzymamy wyrazenie réwne tozsamos$ciowo
zeru, na mocy wiasnosci liczby a, czynigcej zados$¢ réwnaniu
charakterystycznemu. Podobniez, jezeli y (x) = to bedzie:

Podstawiwszy te wartosci, spostrzezemy, ze i x a" jest catkg
réwnania, gdyz a jako pierwiastek wielokrotny zamienia tez na
zero i pochodng strony pierwszej réwnania charakterystycznego.
Wezmy dalej.

bedzie:
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przy uwzglednieniu zwigzku:

zawierajacego po stronie drugiej tylko réznice pierwsza i druga,
gdyz réznice rzedu wyzszego funkcyi x (a=—1), jako funkcyi
stopnia 2-go, znikajg. .

Jezeli podstawimy te wartosci i zauwazymy, ze przy z= a
znika tozsamos$ciowo strona pierwsza réwnania charakterystycz-
nego, a takze pierwsza i druga pochodna tej strony, to przeko-
namy sie, ze

jest catkg tego réwnania. W podobny sposéb mozna przepro-
wadzi¢ dowodzenie i dla pozostatych rozwiazan.
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Tak wiec kazdy pierwiastek r-krotny roéwnania charakte-
rystycznego daje r réznych calek; jezeli wiec a®, a2, s
roznemi pierwiastkami rownania charakterystycznego i jezeli

(gdzie -]- ... 4" r-= m) sg stopniami ich
wielokrotnosci, to otrzymamy 4~ j- ™ catek szcze-
gblnych, ktdre, jak tatwo sprawdzié, nie 'zamieniajg na zero wy-
znacznika, o ktorym méwimy w paragrafie poprzedzajgcym, sta-
nowig zatem uktad zasadniczy. Kombinacya liniowa tych catek
daje nam catke ogolng réwnania danego.

8§ 30.

Wyznacznik roznicowy  Wronskiego. Badania Casorati‘ego.

Wiadomo z rachunku rézniczkowego, jak sie tworzy wy-
znacznik Wronskiego (patrz ,,Raolmnek roézniczkowy",
str. 181 i dal. i , Rachunek catkowy", str. 201 i dal.); elementy
pierwszego wiersza sg m funkcyami danemi, elementy pozosta-
tych wierszy tworzymy, bioragc pochodne kolejnych wyrazéw
wiersza pierwszego. Wyznacznik ten ma dwie wazne wiasno-
§ci: 1) pochodna jego wzgledem x tworzy sie wprost, jezeli za-
miast elementéw ostatniego wiersza napiszemy ich odpowiednie
pochodne; 2) znikanie tego wyznacznika jest warunkiem konie-
cznym i dostatecznym, aby funkcye dane byty potaczone zwigz-
kiem jednorodnym o spdtczynnikach statych. W teoryi réwnan
rézniczkowych liniowych rzedu m-tego rozwazamy taki wyzna-
cznik, wyznaczony z m liniowo-niezaleznych m catek szczegol-
nych danego réwnania i wyrazamy go za pomoca kombinacyi
spétczynnikéw samego rdwnania (wzér Liouyill e'a; patrz
»Rachunek catkowy", str. 215). Ot6z mozna utworzy¢ ana-
logiczny wyznacznik, bioragc zamiast pochodnych réznice kolejne
funkcyj danych; taki wyznacznik ma postac:
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mozna go przedstawié i w ten sposob:

Ze posta¢ druga daje tg sama warto$¢ wyznacznika, tatwo prze-
konaé sie w sposéb nastepujgcy. Od elementéw drugiego wier-
sza wyznacznika postaci pierwszej odejmijmy odpowiednie ele-
menty pierwszego wiersza; bedzie:

Nastepnie od elementow wiersza 3-go w ostatniem wyrazeniu
odejmijmy elementy pierwszego i elementy drugiego, pomnozone
przez 2, otrzymamy wtedy w trzecim wierszu:

gdyz we
Postepujac w ten spos6b dalej, dojdziemy wreszcie do po-
staci drugiej.
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Do wyznacznika D stosuje sie nastepujace twierdzenie
Casorati'ego (,ll calcolo delie differenze finite etc.", Mem.
Acc. Lincei, t. V, 1880).

,Znikanie wyznacznika D jest warunkiem
koniecznym i dostatecznym, aby pomiedzy m
funkcyami istniat zwigzek liniowy,
jednorodny o spétczynnika eh peryodycznych
(t. j. o spétczynnikach, ktdre sg funkcyami
zmiennej przyjmujgcemi te same wartosci,
gdy warto$¢ zmiennej powiekszamy o 1)

W samej rzeczy, jezeli dane funkcye tgczy taki zwigzek,
wtedy spetniajg sie tozsamos$ciowo rownania:

a stad wyznacznik tego uktadu réwnan liniowych musi by¢
zerem.

Dowiedziemy, ze ten warunek jest dostateczny.
Dla m = 2 mamy:

skad:

Z tego zwigzku wyptywa, ze funkcya jest funkcya

peryodyczng w znaczeniu wyzej wskazanem; jezeli wiec uczyni-
my ja réwng — /i, gdzie /f jest funkcya peryodyczna, znaj-
dziemy zwigzek:
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wykazujac}', ze twierdzenie jest prawdziwem w przypadku
m= 2. Udowodnimy teraz, ze jezeli jest prawdziwem dla skaz-
nika m—1, to bedzie tez prawdziwem i dla skaznika m.

Jezeli od elementow 1-go, 2-go it. d. wiersza, pomnozonych
odpowiednio przez y* (a;-|-1), y* (a;-f2), ..., odejmiemy elementy
wiersza 2-go, 3-go, . .., pomnozone odpowiednio przez y* (X),

wyznacznik D przeksztatci sie na nastepujacy;

gdzie

Jezeli przyjmiemy, ze funkcya y* {x) nie staje sie nieskoriczona
i z2 D jest zerem, to bedzie zerem wyznacznik, wystepujacy
w tym wzorze. Jest to wyznacznik, utworzony w sposéb podo-
bny jak wyznacznik J), lecz dla w<—1 funkcyj:

Jezeli twierdzenie jest prawdziwem az do skaznika m—1, to po-
miedzy temi funkcyami istnieje zwigzek liniowy, jednorodny
0 spotczynnikach peryodycznych; tak ze mamy tozsamos$ciowo:

Jezeli podstawimy tu wartoSci funkcyj cp, bedzie:
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Wyznacznik ten jest oczywiscie wyznacznikiem 1), utworzonym
dla dwu funkc}-):

a wiec pomiedzy temi dwiema funkcyami zachodzi zwigzek linio-
wy o0 spétczynnikach peryodycznych, i twierdzenie tym sposo-
bem zostato udowodnione.

§31.

Réwnania, dajace sie sprowadzi¢ do typu réwnan liniowych
0 spdtczynnikach  statych.

Niechaj bedzie réwnanie liniowe

gdzie Al, A" ... sg iloSciami statemi.
Pot6zmy:

gdzie przez Xg rozumiemy liczbe statg, mniejszg od x—7i i rézng
od X dla warto$ci catkowitych.
Bedzie:
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Podstawiajac te wartosci i dzielagc przez czynnik wspolny

otrzymamy réwnanie, ktérego strona
pierwsza ma spéiczynniki state, druga za$ réwna sie:

Jezeli mamy réwnanie typu

to ktadac @{x) = bedziemy mieli o

i sprowadzimy tatwo réwnanie do typu poprzedzajgcego.
Mamy réwnanie nieliniowe rzedu 1-go typu:

Potozmy:

bedzie:

Podstawiajac i redukujac, otrzymujemy:

'W' ten spos6b dane rdwnanie nieliniowe rzedu 1-go spro-
wadzilisSmy do réwnania liniowego rzedu 2-go. Jezeli spotczyn-
niki tego réwnania sg statemi lub sprowadzi¢ sie dajag do jednej
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Zpostaci AM A {x), A* * {x) 0 (*c—1), wtedy rownanie mozna
w dalszym ciagu przeksztatci¢ na réwnanie o spoétczynnikach
statych.

Rozwazania, podane w tym paragrafie, wziete sg z cytowa-
nego juz dzieta B oole'a.

§32.
Rézne przyktady réwnan réznicowych.

Podamy w tym paragrafie niektdre przyktady réwnan roz-
nicowych wraz z ich rozwigzaniami dla pokazania, jakiemi sztu-
cznemi sposobami catkujemy te rdwnania nawet w przypadkach
najprostszych. Ta, podobnie jak i w teoryi rownan rozniczko-
wych, mato jest zasad ogdlnych, i zauwazyC nalezy, ze teorya
rownan réznicowych jest wogéle trudniejsza i mniej zbadana,
niz teorya réwnan rézniczkowych, z ktérg ma zresztg wielkie
podobienstwo.

Przyktady, w tym i w nastepnych paragrafach podane,
wziete sg z dzieta B oo1le'a; zwracamy wszakze uwage na to,
ze autor ten, podobnie jak i wiekszo$é autoréw angielskich, uzy-
wa najczesciej rachunkow symbolicznych, bez dostatecznego
atoli uzasadnienia. Jakkolwiek przeto rachunki te w niektérych
przypadkach prowadza do rezultatu, nie mozna ich jednak zale-
ca¢ szukajacym bardziej elementarnej Scistosci analitycznej, o ile
oczywiscie nie znajdzie sie sposéb Scistego uzasadnienia przejsé
symbolicznych od jednego wzoru do drugiego. Postaramy sie
rozwigzaé wszystkie przyktady, wytaczajac bezwzglednie dzia-
tania symboliczne.

1. Niechaj bedzie rownanie:

y 1) y{x)-X \ij {x+) - y{X\-f-1= 0,
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gdzie X jest funkcyg zmiennej x. Potdézmy y (X) = tg z @)
bedzie:

stad:

2. Rozwigza¢ réwnanie:

Potézmy y {x) = cos z (x)-, bedzie:

a stad:

3. Zcatkowaé réwnanie

Utwoérzmy réznice pierwszg obu stron. Jezeli oznaczymy przez
wartosci funkcyi y przy wartosciach
zmiennej, bedzie:
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odejmujac drugg réwnos¢ od pierwszej, otrzymujemy:

a ktadac tu \yx-\-\\ — "Vx + ~VX, opuszczajac skaznik x, docho-
dzimy do réwnania:

skad :

Jezeli wezmiemy znajdziemy stad = statej
a podstawiwszy te warto$¢ w réwnaniu danem, otrzymamy
c'= c® mamy tedy pierwsze rozwigzanie:

Drugie rozwigzanie znajdziemy, ktadac

Temu réwnaniu czyni zado$¢

co tatwo sprawdzi¢, gdyz wtedy

a te dwie wartosci \y i I''y sprawdzajg rownanie. Otrzymuje-
my stad drugg catke rownania danego, ktére—poniewaz réwna-
nie to jest stopnia 2-go wzgledem ly i moze sie rozbi¢ na iloczyn
dwu czynnikéw liniowych, z ktérych kazde ma swoje wiasne
rozwigzanie —
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§ 33
Uktady réwnan jednoczesnych.

Jezeli mamy pewng liczbe rownan roznicowycli. zawierajga-
cych tylez funkcj”®jniewiadomych wraz z ich réznicami, mamy
wtedy uktad réwnan jednoczesnych.

Dla rozwigzania takiego uktadu staramy sie "vynigowac
jedne z tych funkcyjwraz z jej r6znicami, by tym sposobem
otrzymac¢ mniejszg liczbe rownan z mniejsza hczbg niewiado-
mych i to postepowanie prowadzimy tak dtugo, poki nie dojdzie-
my do jednego réwnania z jedng funkcyg niewiadomy.

Pokazemy na niekt6rj*ch najprostszych przyktadach, jaka
droga dochodzimy do tego celu.

Niechaj bedg dwa réwnania:

z ktérych mamy wyznaczy¢ wartosci funkcyj y (a), 2 {x).
Z pierwszego rownania mamy:

a rugujac z przy pomocy drugiego:

Potézmy:

bedzie:

Podstawiajac te wartosé i znoszac czynnik wspélny, otrzymuje-
my réwnanie liniowe o sp6tczynnikach statych:
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Podstawiajac te warto$¢ w pierwszem z réwnan danych, znaj-
dziemy:

§ 34.
O réwnaniach z réznicami  czasiliowemi.

Niechaj z bedzie fnnkcya dwu zmiennych vy, utwérzmy
roznice czagstkowe funkcj'i z w ten sposdb:

Przyjmowac bedziemy nadal, ze ilosci i "y sg rowne sobie
i obie rowne jednosci.

Mozna pomysle¢ réwnania o réznicach czastkowych, kté-
re w rachunku réznic spetniajg takie same ustugi, jakie w ra-
chunku nieskonczonosciowym réwnania o pochodnych czast-
kowych.

Nie mogac tu podac teoryj ogolnych, ograniczymy sie na
przytoczeniu kilku przyktadéw dla pokazania, jak traktujg sie
takie réwnania.

Zauwazmy najprzod, ze rownania te mozna przedstawic
pod réznemi postaciami. Mozna wyobrazi¢ sobie, ze mamy
zwigzek pomiedzy x, y, 8 A%z, lyZ, .. .; ze rbOznice \ za-
stapiliSmy ich wyrazeniami przy pomocy kolejnych warto$ci
funkcyj; dalej, ze to podstawienie uskuteczniono tylko dla réznic
ze skaznikiem x, nie za$ dla roznic ze skaznikiem y, lub odwrot-
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nie. A zatem rownanie réznicowe czastkowe o dwu zmiennych
moze by¢ przedstawione pod czterema réznemi postaciami.
Niechaj bedzie rownanie najprostsze

2 (@-j-1,y)—z y-j-1) = 0.

Wyrazone przez réznice, rGwnanie to ma postac:

jest widocznem, ze funkcya
2= "~ -f X

czyni mu zado$¢. Lecz mozna powiedzie¢ wiecej: kazda fun-
kcya dowolna iloSci y x sprawdza réwnanie, gdyz taka
funkcya dwumianu + "~ ~” wiasnos¢, ze powieksza sie o to
samo, gdy powiekszamy zmienng X czy tez zmienng y o je-
dnos$¢, albowiem w obu razach argument y-\-x powieksza sie
0 to samo. Wnosimy stad, ze catka rdwnania danego jest po-
staci:

gdzie 9 jest symbolem funkcyi dowolnej.

Widzimy, ze wystepuje tu fakt analogiczny do tego, ktéry
znamy z teoryi réwnan rozniczkowych czastkowych, t. j. ze cal-
ka takiego réwnania zawiera nietylko state dowolne lecz i fun-
kcye dowolne.

WeZzmy drugi przykitad:
z{x LyAl) —z y)=0
Edwnanie to za pomocg roznic wyraza sie tak:

z z Ayz = 0.
Wida¢ wprost, ze funkcya y—x czyni zado$¢ roéwnaniu, gdyz
funkcya ta pozostaje bez zmiany, gdy powiekszamy o jedno$¢
tak Xjak i y; otrzymujemy tedy, ze
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gdzie ( jest funkcya dowolng, jest catkg danego réwnania.
Wezmy réwnanie:

Wprowadziwszy roznice funkcyi z, wziete dla tych samych war-
toSci zmiennych vy, bedziemy mieli:

co mozna napisa¢ tak:

Widaé tu, ze jezeli uczynimy zado$¢ réwnaniu (AN — AN~ = O,
to réwnanie dane bedzie sprawdzonem, gdyz dla otrzymania
pierwszej strony tego réwnania trzeba wykonaé szereg dziatan
A na wielkosci, ktdra jest zerem, a wiec i rezultat dziatania be-
dzie zerem. RoOwnaniu za$

czyni zados$é

gdzie T jest funkcyg dowolng; a wiec z = » {x-\-y) jest cal-
ka rownania danego. Zauwazmy wszakze, ze jezeli do ta-
kiej wartosci z dodamy funkcye, ktoéra jest catkg rownania

, t.j. funkcye typu t"{x—y), gdzie
jest takze funkcya dowolng, to otrzymamy réwniez catke row-
nania danego. W samej rzeczy, rownanie dane mozemy napisac
pod kazda z dwu postaci:

Utwérzmy funkcye:
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gdzie Xq jest wartoscig statg i dla wartosci catkowitych rézna
od wartosci x. Otrzymujemy wiec jako rozwigzanie roéwnania
danego o pochodnych czgstkowych funkcye;

A= D=2 ... .®@p (N

gdzie @{x —y) jest symbolem funkcyi dowolnej.
Podobng metodg rozwigzujemy réwnanie:

201, yM) - pz y)- (-p) z(x y-f2)= 0.

Zauwazmy przedewszystkiem, Ze funkcya x -f-y pozostaje bez
zmiany, jezeli powiekszamy kazdy z argumentéw o 1 lub jeden
z nich tylko powiekszamy o 2. Potézmy :

2= p{x\y) .o @
i podstawmy w réwnaniu danem; wtedy we wszystkich wyrazach

bedziemy mieli czynnik wspélny @ {x-\-y-\-2), a po zniesieniu go,
otrzymamy:

fx-fY) - 29ix-12)- (p) g{x) = O

t. j. réwnanie liniowe o jednej zmiennej i o spétczynni-

kach statych. Pierwiastkami odpowiedniego réwnania chara-
1—p

kterystycznego —t+ (1—/j)= 0 s 6= 1, , & wiec

catkami szczeg6lnemi danego réwnania beda:

Pomnozywszy kazdg z tych catek szczeg6lnych przez funkcye
dowolng argumentu x-\-y, otrzymamy znowu dwie catki szcze-
gélne; a poniewaz réwnanie dane jest jednorodne, mozemy prze-
to powiedzie¢, ze suma tych dwu catek jest takze catka rdwna-
nia. Bedzie tedy:

/1
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gdzie o, ¢ sg symbolami dwdéch funkcyj dowolnych, niezalez-
nych od siebie. Poniewaz ta catka zawiera dwie funkcye dowol-
ne, wiec mozemy jg uwaza¢ za catke ogdlng danego rdéwnania
rzedu 2-go.

Zakonczymy te rozwazania nad rownaniami roznicowemi
lista prac, odnoszacych sie do tego przedmiotu.
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