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ROZDZIAL .

CALKI OKRESLONE 1 NIEOKRESLONE.

§ 1-

Definicya catki okresloneg;j.

Niechaj bedzie fimkcya f {X) skonczona w calym prze-
dziale od a do h. Podzielmy ten przedziat na n przedziatéw
czastkowych, ktore oznaczmy przez 69, ..., 0,. Niechaj fr
bedzie warto$cig tunkcyi w jednym z punktéw przedziatu 6r,
albo granicg wyzszg lub nizszg wartosSci funkcyif
w tym przedziale. Utwdérzmy sume:

rozciggnietg na wszystkie przedziatly czgstkowe. Suma ta ma
wartosé skonczong i bedzie miata zawsze takg wartos¢, gdy be-

dziemy powiekszali liczbe przedziatéw, zmniejszajac kazdy
z nich.

Jezeli przy nieograniczonem zmniejsza-
niu przedziatéw, czagstkowych i rdéwnoczes-
nem dgzeniu liczby n do nieskohczonos$ci,

istnieje granica powyzszej sumy i jest nie-



Rozdziat | — 8 1.

zalezng od sposobu, w jaki zmniejszamy
obszerno$¢ przedziatdw i bez wzgledu na wy-
bor warto$ci/®, wtedy granice te nazywamy
catkg okre$long funkcyi f{x) od ado b. Liczby
aihnazywajg sie granicg nizszg i granica
wyzszg catki okreSlonej, a przedziat od a do h
nazywa sie drogg catkowania.
Catka okre$lona oznacza sie za pomocg symbolu:

u
ff{x) dx

gdzie piszemy najprzdd znak /, (bedacy znieksztattniong lite-
rg S, poczagtkowag wyrazu sum a), potem piszemy funkcye
f («), ktorej catke obliczy¢ mamy, pomnozong przez rozniczke
dx zmiennej niezaleznej.

Aby istniata granica sumy, o ktérej wyzej mowa, koniecz-
nem jest, by fankcya f(x) czynita zado$¢ pewnym warunkom,
ktore rozpatrzymy w nastepnych paragrafach. Nadto, aby po-
wyzsza definicya catki okre$lonej zachowata znaczenie, jest ko-
niecznem, by funkcya /' (x) nie stawata sie nieskonczenie wielkg
w przedziale od a do 6i by obie te granice byty skonczonemi.

POzniej rozciggniemy powyzsze okreslenie do przypadkow,
w ktérych funkcya staje sie nieskoiczong w pewnym punkcie
lub jedna z granic catkowania jest nieskonczong. Zachowujemy
do odpowiedniego rozdziatu badanie catkowalnosci funkcyj; obe-
cnie w paragrafach nastepnych przyjmowaé bedziemy, ze funk-
cje, z ktéremi mamy do czynienia, sa zawsze catkowalnemi.

"Wedtug podanego okreslenia obliczmy catke od a do h
najprostszej funkcyi x — ¢, t. j. catke:

j {x—C¢) dx .
a

Dla prostoty podzielmy przedziat od a do b na n czesci rownych.



Definicya catki okreslonej.

Pot6zmy , wtedy kazdy z przedziatéw czgstkowych

Sr bedzie rowny Punktami podziatu bedg odpowiednio:

"W kazdym z tych przedziatéw czgstkowych powinnismy obraé
jeden punkt i obliczy¢ dla niego wartos¢ funkcjd. Za taki
punkt obierzmy punkt krancowy kazdego przedziatu. Suma

zasadnicza, o ktérag nam idzie, bedzie tedy zbudowana w ten
sposob:

1 réwna sie:

Przechodzac do granicy dla n = 00, otrzjonujemy na war-
to$¢ catki okreslonej:

lub

Jak widzimy, proces rachunkowy na tej drodze jest skompliko-
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wany z punktu widzenia praktycznego; dla funkcyj bardziej zto-
zonych obliczanie granicy sumy”moze by¢ nawet praktycznie
niewykonalnem. Dlatego w nastepstwie pokazemy, w jaki spo-
s6b na podstawie pewnej wiasnosci zasadniczej catek funkcyj
ciggtych, mozna oblicza¢ te catki przy pomocy znanych pojec
i wzorow rachunku rézniczkowego. AV ten sposéb wigzg sie
w swej istocie oba rachunki: rézniczkowy i catkowy.

8 2.

Wiasnosci  zasadnicze catek okreslonych.  Wzér na warto$¢  Srednia.

Ustalimy w tym paragrafie niektére wtasnosci ogdlne, wy-
nikajace wprost z definicyi catki okreslonej.

/. Jezeli odwrdcimy granice catkowania,
to warto$¢ nowej catki réwnac¢ sie bedzie
wartos$ci dawnej, wzietej ze znakiem prze-
ciwnym.

W samej rzeczy, wykonajmy wedtug okreslenia catkowanie
od a do i, a potem catkowanie w kierunku odwrotnym od b do a.
Jest widocznem, ze w pierwszym i drugim przypadku mozemy
utworzy¢ te same przedzialy czastkowe 6ér, tylko warto$é ich
w obu przypadkach bedzie znaku przeciwnego. Stad wszystkie
wyrazy sumy w pierwszym przypadku przejdg na wyrazy znaku
przeciwnego, nie zmieniajac swej wartosci.

2. Widocznym jest nadto wzor:

[o] [o]

Incf {x) cx= ¢ f {x) dx,

gdzie cjest stata.
3. Jezeli f(x) — 1, wtedy catka od a do b sprowadza sie
do sumy 76,-, t.j. do dtugosci drogi catkowania b—a.



Wiasnosci zasadnicze catek okres’lon){cli. lec')r na warto$¢ $rednia. 5

4. Niechaj na catym przedziale od a do  funkcya bedzie
catkowalng. Obierzmy w tym przedziale trzy punkty dowolne
a, h™ c. Mozna tatwo dowies¢, ze:

W samej rzeczy, wyobrazmy sobie, ze pimkt ¢ znajduje sie po-
miedzy punktami aib. Utwo6rzmy zgodnie z okresleniem catke
od ado h. Poniewaz wybér przedziatow dr jest dowolny, to
mozemy go uskuteczni¢ w ten sposob, aby punkt c¢ byt jednym
z punktéw przedziatu i aby pozostat nim na wszystkicli stadyacti
przejScia do granicy; przytem sposdb, w jaki same przedziaty dr
zdazajg do zera, pozostaje zupetnie dowolnym. To uczyniwszy
widzimy, ze suma ~ fr dr rozdziela sie na dwie czesci: jedne,
idgcg od a do t\ drugg — od ¢ do h. Przeszediszy do granicy
znajdziemy potwierdzenie podanego wzoru.

Jezeli punkt c znajduje sie zewnatrz przedziatu od a do &
np. na prawo od punktu b, wtedy, wedtug dopiero co dowiedzio-
nej wiasnosci, mamy:

lecz

a wiec takze
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5 Jezeli ... sg funkcyami cat-
kowalnemi, to i suma ich bedzie catkowal-
ng i catka sumy réwnacé¢ sie bedzie sumie ca-
tek pojedynczych funkcyj, lub, innemi stOwy,
znak catki jest przemienny ze znakiem sumy.

"W samej rzeczy, utworzmy sume:

@ W) 4 -

ktorej granica stanowi catke sumy

H- +
Suma ta réwna sie widocznie:
3) i:fmr -f +

Jezeli przyjmiemy, ze kazda z ftmkcyj danych jest catkowalng,
t. j., ze istniejg granice sum ZffAdr. ..., toistnie¢ be-
dzie i granica sumy tych wyrazen, a stad wynika pierwsza cze$é
naszego twierdzenia, t.j. ze suma skonficzonej liczby funkcyj cat-
kowalnych jest funkcyag catkowalng. Nadto, przechodzgc do
granicy w wyrazeniu (3), rownem (1), widzimy, ze kazdy z wy-
razow w (3) staje sie catka odpowiedniej z pomiedzy funkcyj
fAn, .., co uzasadnia i druga cze$¢ naszego twierdzenia.

6. Mozemy teraz wyprowadzi¢ wzo6r na warto$¢ calkki
okreslonej.

Niechaj przedziaty dr beda réwne i pozostajg takiemi zaw-
sze na wszystkich stadyach przejScia do granicy. Innemi sto-
wy, dzielimy przedziat catkowania b—a na coraz wiekszg
liczbe czesci réwnych. AYtedy kazdy przedziat Sr réwna sie

-—- , a wiec podtug okre$lenia:

6 n
{x) dx — lim fr ,

n—oo 't nn



Wtasnos$ci zasadnicze catek okreslonychi. Wzo6r na warto$¢ $rednia.

skad:

t. j. stosunek wartos$ci catki okreSlonej do
przedziatu <catkowania mozna wuwaza¢ za
granice S$redniej arytmetycznej wartosci,
ktére przyjmuje funkcya w pojedynczych
punktach catego przedziatu.

Stad mozemy wyprowadzié¢ twierdzenie uzyteczne w wielu
razach. Niechaj /"ii”oznaczaja odpowiednio granice nizszgi wyz-
szg wartosci funkcyi w przedziale od a do?>. Wtedy jest widoczne,

Ze wyrazenie —, jako $rednia arytmetyczna, nie moze byc¢

mniejsze od /', ani wieksze od F* posiada przeto warto$¢, zawartg
miedzy temi dwiema warto$ciami skrajnemi. Warto$¢ te mozemy
oznaczy¢ przez ["-j- 6 {F—f), gdzie 6 jest liczbg zawartag mie-
dzy Oi 1.

Otrzymujemy tedy wzor:

Jezeli funkcya f{x) jest ciggta, wtedy w przedziale przybierze
wszelkg warto$¢, zawartg pomiedzy maximum i minimum; a stad
istnie¢ bedzie w przedziale punkt, w ktérym funk-
cya mg wiasnie wartos¢ f  ~{F —f). Oznaczywszy ten punkt
przez a  d'{h —a), gdzie d"" jak zwykle, oznacza liczbe zawar-
tg pomiedzy O i 1, mozemy napisa¢ inny wzor, stosujacy
sie do przypadku, w ktérym funkcya jest
ciggta, mianowicie:
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Wz64r ten nazywa sie wzorem na warto$¢ $Sredniag,
i jak zobaczymy pézniej, jest w zwigzku z podobnie nazwanym
»,wzorem rachunku rézniczkowego" (patrz ,,Rachunek réznicz-
kowy", str. 77).

§ 3.

Catka okreslona, uwazana jako funkcya granic.  Funkcya catkowa.

Ustalmy w catce okre$lonej jedne z granic, np. granice
nizszg azmieniajmy za$ granice wyzsza, ktérg oznaczmy przez u-
i zmieniajmy ja tak, aby w przedziale od a do x funkcya dana
byta wcigz catkowalng. Widocznem jest wtedy, ze dla kazdej
warto$ci x istnie¢ bedzie jedyna i oznaczona warto$¢ catki okre-
$lonej, ktérg bedzie mozna przeto uwaza¢ za funkcye granicy
wyzszej X.

Dowiedziemy przedewszystkiem, ze ta funkcyajest ciagt a.

Powiekszmy granice wyzsza x o ilos¢ h, ktérg potem be-
dziemy zmniejszali do zera. Utwdrzmy roéznice dwoch catek
okreslonych, jednej od a do £ -f-/i i cZrugiej od a do X] bedzie:

a>\-h X x-\-h

f f{x)dx —Jf(x)dx— J f{x) da-

a a 0s

Na zasadzie twierdzenia o wartosSci $redniej, udowodnionego
w poprzedzajacym paragrafie, mozemy napisac:

scA-h

f f(x)dx (F-1)1,

gdzie/sioznaczajg odpowiednig warto$¢ najmniejszg i naj-
wieksza, jaka ma funkcya pomiedzy x \ x i

Poniewaz funkcya f jest zawsze skonczong, przeto czynnik
drugi po prawej stronie poprzedniego w”zoru musi by¢ iloscig



Catka okreslona i t. d.

skonczong i zostaje taka, gdj'* zmniejszamy h. Wynika stad,
ze strona prawa przj'- zdazaniu ilosci h do zera bedzie takze da-
zyta do zera, co wiasnie stwierdza ciggtos¢é funkcyi cat-
kowej.

Przejdzmy teraz do r6zniczkowalnos$ci calki.

Z poprzedniego wzoru otrzymujemy:

S —S
lim~ . lim[/-+6 {F-ni
ft—o i h=0
Strona pierwsza jest tu poctiodng catki, a zatem poctiodna ta
istnie¢ bedzie lub nie, o ile istnieje lub nie istnieje granica wypi-
sana po stronie prawej.
Przyjmijmy najprzdd, ze funkcya /(t") jest funkcyg ciggta
w punkcie x.. Wtedy mozna zawsze znalez¢ taki przedziat ks
aby roznica dwdéch wartosci funkcyi w tym przedziale, a zatem
i réznica pomiedzy jej wartoScig najwieksza i najmniejsza,
byta mniejsza od pewnej jakkolwiek danej ilosci. Poniewaz
—/) jest wiasnie pewna wartoscig funkcyi, zawartg
pomiedzy jej wartosciami najmniejszg i najwiekszg, te za§ dwie
wartosci przy powyzszem zatozeniu daza do jednej i tej samej
wartosci funkcyi w punkcie rr, przeto do tej samej wartosci dazy
i wartos$¢ Srednia. A wiecw przypadku, gdy f{xX) jest
funkcyag ciggtg w punkcie mozemy powie-
X

dzie¢, ze pochodna funkcyi catkowej | f{x) dx
w punkcie x jest wartoscig funkcyi /'@?), znaj-
dujgcej sie pod znakiem catkowania, w tym-
ze punkcieic t.j.

X
Pfix)dx= 7).
a

Przy temze zalozeniu mozemy podobnie oznaczyé pochodng



14 Rozdziat 1. — §10.

catki, wzgledem granicy nizszej. Pamietajgc,zej = — j i sto-
a X

sujac twierdzenie o rézniczkowaniu dopiero co dowiedzione

dla granicy wyzszej, mamy:

da If{x) dx. = — f (@ .

W przypadku, gdy funkcya nie jest ciggtq w punkcie x, pocho-
dna catki bedzie miata warto$¢ inng, i moze nawet nie istniec.

Widzimy tedy, ze dla funkcyj ciggtych zagadnienie catko-
wania jest odwrotnoscig zagadnienia rozniczkowania, t. j. spro-
wadza sie do szukania funkcyi, ktérej pochodna jest rowna funk-
cyi danej. Korzystamy ponizej z tego faktu zasadniczego dla
odszukania gtownych wzoréw rachunku catkowego.

§

Catka okreslona w dwoéch przypadkach — osobliwych.

AV definicyi catki okre$lonej, podanej w § 1, przyjelismy
najprzod, ze funkcya pozostaje zawsze skorfhczong na catej
drodze catkowania i nadto, ze granice catkowania sg obie skon-
czone, Zbadamy teraz dwa przypadki osobliwe, w ktorych nie
spetniajg sie te dwa warunki.

Zatézmy najprzéd, ze funkcya staje sie nieskonczong
w punkcie i dla utrwalenia mysli, przyjmijmy, ze staje sie wita-
$nie nieskoriczong dla granicy wyzszej h. Rozwazmy catke:

b-E

f ffx) dx ,
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gdzie € oznacza ilos¢ dowolnie matg dodatnig. Te catke mozemy
obliczy¢ zgodnie z okre$leniem dawniejszem, gdyz podiug zato-
zenia fimkcya w catym przedziale od a do i—£ (dla kazdego
£ dowolnie matego) nie staje sie nieskofnczona. Catka ta
bedzie pewng funkcyag ilosci s i moze mieé¢ granice

b
oznaczong dla £= 0. Chcac poda¢ okreSlenie catki f

uczynimy to, zachowujac naturalnie whasnosci najbardziej zasa-

dnicze funkcyi catkowej, np. wiasno$é ciagtosci w odniesieniu

do granicy wyzszej. Stad mimowoli nasuwa sie mysl, by za
b ij-E

warto$¢ catki J uwaza¢ granice wartosci catki | dla £= O,

a a
gdy ta granica istnieje.

Jezeli punkt, w ktorym funkcya staje sie nieskoficzong, nie
jest punktem krafncowym przedziatu catkowania, t. j. gdy nie
jest jedng z granic catkowania, lecz punktem posrednim, wtedy,
majac zawsze na widoku zachowanie wikasnosci ogdlnych catek
okre$lonych, mozna postepowa¢ w ten sposodb. Niechaj c bedzie
punktem pomiedzy granicami catkowania ai d, w ktér™m funk-
cya staje sie nieskoriczong. Eozdzielmy catke od a do na dwie
czesci w punkcie ¢, i rozciggajac znang wasnos$¢ catek zwyczaj-
nych, t. j. kladac:

b o b

J'=f+f

okreslmy kazdg z dwu catek po strome drugiej za pomocg wy-
zej podanego wzoru. Tym sposobem bedziemy mieli
okresSlenie:

f=1Ilm f + Ilim f |,

7AVAN

yliT?
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przy zatozeniu, ze wskazane po stronie dru-
giej granice istnieja.

Jezeli istnieje wiecej punktow, w ktorych funkcya staje sie
nieskonczong, wtedy nalezy zastosowa¢ wzOr powyzszy odpo-
wiednig liczbe razy.

tatwo znalez¢ warunek konieczny i dostateczny istnienia
granic, o ktorych mowa w okresleniu. Jezeli ma istnie¢ granica

h-i
catki f dla £= O, to wedlug teoryi ogblnej granic, jest ko-
rt
niecznem i dostatecznem, aby dawszy sobie e, mozna byto zna-
lez¢ taki przedziat zmiennosci dla s, by dla dwu wartosci en

w tym przedziale zawartych, byto co do wartosci bezwzgledne;j :

b—Si 6—£3

tj.

Podobny warunek mozna napisac i dla innych przypadkow.

Mozemy napisaé typ funkcyi, dla ktérego spetnia sie ten
warunek. Wyobrazmy sobie, ze funkcya f(xX) w punkcie b staje
sie nieskonczong i jest taka, ze jej warto$¢ bezwzgledna jest zaw-
sze mniejsza lub réwna bezwzglednej wartosci funkcyi typu
X—oy gdzie V jest liczbg dodatnig, mniejsza od 1, (p(x) za$
funkcya, ktéra w punkcie b ma warto$¢ skonczong i w zadnym
z punktow pomiedzy a i & nie staje sie nieskonczong. "W przy-
padku szczegolnym/'(a;) moze by¢ funkcya wiasnie te-
go typu.

Niechaj M bedzie granicg wyzszg warto$ci bezwzglednych
funkcyi @ (j/) w uwazanym przedziale; wedtug zatozenia liczba
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M jest skonczong. Bedzie zatem co do wartos$ci bez-
wzglednej:

I —J  o-—by —J  ix— by

Nieréwnos$¢ te otrzymujemy, stosujac wprost definicye zasadni-
cza catki okreslonej i zwazajac, ze gdy mamy do obliczenia
catke okreslong, odpowiadajacg funkcyi, ktéra co do wartosci bez-
wzglednej w kazdym punkcie drogi catkowania jest mniejszag od
innej funkcyi, to wyrazy sumy, odnoszace sie do funkcyi pierw-
szej beda odpowiednio mniejszemi od wyrazow sumy, 0dnosza-
cej sie do drugiej, a stad i catka, odpowiadajgca funkcyi pierw-
szej, bedzie z pewnos$cig mniejsza od catki, odpowiadajacej funk-
cyi drugiej.
Udowodnimy ponizej (patrz Rozdz. 111 § 1), ze:

b-t

M ,
it ety X5y (a —hy-_

Widac¢ stad, ze gdy v- 1 jest mniejsze od zera, t.j. v mniej-
sze od 1, wtedy dla e= O dazy do zera i ze catka

dazy do ilosci skonczonej.  Wnosimy stad, ze: .Jezeli
funkcya catkowalna staje sie nieskonczo-
ng w punkcie h a warto$¢ jej bezwzgledna
pozostaje wcigz mniejsza lub réwna takiej-

ze wartos$ci funkcyi typu 7" jghthie v,

wtedy catka okreSlona od a do Jjest iloSciag
skonczong.
Wyobrazmy sobie teraz, ze funkcya staje sie nieskonczong
w punkcie b, lecz warto$¢ jej pozostaje wcigz wiekszag od war-
tosci funkcyi typu A , gdzie v 1, @ {x) za$ jest funk-
ia? — u)
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cyg zawsze dodatnig, Kktéra nie staje sie nieskonczong
w zadnym punkcie przedziatlu odadoZ> ani tez zerem
w punkcie h. W szczego6lnos$ci f{x) moze by¢ funkcyg
wiasnie tego typu.

Niechaj m bedzie granicg nizsza wartosci 9 {x) w przedzia-
le od a do b] bedzie tedy:

dx .

Ostatnia catka jest, jak wyzej powiedziano, réwna:

m
|—v @by VH

idlaV> 1ie= Odazy do nieskoficzonosci, a wiec i nasza cal-
ka nie dazy do granicy skoriczonej.

Dla V — 1 bedzie, jak to nizej okazemy, warto$¢ catki row-
na wyrazeniu:

m [log £— log (a — 6)],

a wiec dla £= O dazy¢ bedzie takze do nieskorczonosci.
Mozemy tedy powiedziec:
.Jezeli fukcya staje sie nieskonczong
w punkcie b, ajej warto$s¢ bezwzgledna po-
zostaje wcigz wiekszg od wartosci funkcyi

postaci , gdzie r~licp(£c)zawsze doda-

tnie, wtedy catka okreSlona”od a do b niema

wartos$ci skonczonej."

Przechodzimy do przypadku, w ktdrym jedna z granic cat-
kowania jest nieskoriczona.

UtrzjT mujac wiasnos$¢ zasadniczg funkcyi catkowej, aby by-
ta funkcygq ciagta granicy, znajdujemy S$rodek okresSlenia catki
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zaktadajgc, ze funkcya f{x) jest cat
ko walna na jakiejkolwiek drodze od a do
jakiegokolwiek punktu po stronie dodat-
niej lub po stronie ujemnej, stosownie do
tego, czy chcemy obliczy¢ catke od a do oo,
lub od ado — oo.
Obierzmy granice wyzszg dowolng x i obliczmy catke od
a do X, a potem oznaczmy granice tego wyrazenia dla x = o00.
Jezeli ta granica istnieje, nazwiemy jg wartoscig
catki od a do oo.
Bedzie przeto:

Mozna znalez¢ warunek konieczny i dostateczny istnienia tej
granicy. Opierajac sie na teoryi ogdlnej granic, znajdujemy,
ze aby granica istniata, koniecznem i dostatecznem jest, by
dawszy sobie o dowolnie mate, mozna byto znalez¢ punkt a
taki ze dla dwéch punktéow x\ x" pomiedzy a i oo bedzie zaw-
sze co do wartosci bezwzglednej

Mozemy udowodni¢ twierdzenie, majgce wiele podobiei-
stwa z twierdzeniem wyzej udowodnionem, dla przypadku,
w ktdrym funkcya staje sie nieskonczona.

.Jezeli funkcya, majgca by¢ catkowana,
staje sie zerem dla a= 00 w ten spos6b, ze jej
warto$¢ bezwzgledna pozostaje zawsze mniej-
szg lub rowng wawséci bezwglednej funkcyi

ANyPpA C\(/X)’\ gdzie r>1, cp@) za$ jest funkcya
ocC

zawsze skonczong idla x= 00 r6zng od zera,

wtedy catka okreslona od a do oo bedzie mi a-
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ta wartos¢ skonczong. "W szczego6lnoS$ci
moze by¢ funkcyg wtasnie tego typu.

Jezeli M oznacza granice wyzszag wartosci bezwzglednycluli
funkcyi to:

Lecz jest, jak wyzej:

dla V >>1 wyrazenie po stronie drugiej dazy do granicy skon-n-
czonej dla x = OQ @ uzasadnia nasze twierdzenie.

"W podobny sposob dowies¢ mozna, ze gdy funkcyaa
/(rc) pozostaje zawsze wiekszg lub rédwng coo

do wartoséci bezwzglednej funkcyi typu

gdzie cp(a;)jest zawsze dodatnie, v za$ lulib
jest wszczegdélnosci funkcyag teg.o typu, wte-e-
dy catka oda do oo nie ma wartosci skon-n-
czonej.

W nastepnych paragrafach, ilekro¢ zdarzy sie sposobno$¢/c,
pokazemy, jakim zmianom ulegajg twierdzenia zasadnicze o catal-
kach w dwoéch wyzej rozpatrzonych przypadkach osobliwyclch
patrz np. 8 7 niniejszego rozdziatu).
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§ 5.

Catki nieokreslone.

W podanej przez nas definicyi catki okre$lonej przyjmuje
sie istnienie dwochi oznaczonych iustalonych granic catkowania.
WidzieliSmy, ze w przypadku, gdy funkcya @ {x) jest ciagta, za-
gadnienie catkowania sprowadza si¢ do odszukania funkcyi
ktorej pochodna jest wtasnie funkcya dana.

Wiadomo z rachunku rézniczkowego, ze istnieje nieskon-
czenie wiele funkcyj, majacych za pochodng f {x) i ze one roz-
nig sie od siebie o ilosci state; innemi stowy, znalaziszy jedne
takg funkcye i dotagczywszy do niej jakakolwiek statg, znajdzie-
my druga funkcye. Napisawszy zatem ogélnie:

X

F{X) = 1f((clx const |,

a

otrzymujemy funkcye og6lng zmiennej x, ktérg nazywamy cat-
kg nieokres$long funkcyi danej. W tym wzorze przez
a rozumie¢ nalezy oznaczong warto$SC liczebng. Przymiotnik
nieokres$lona przeciwstawiamy przymiotnikowi okre-
$lona dla tego, ze w catce nieokre$lonej granice mozna z pew-
nego punktu widzenia uwaza¢ za ruchome, t. j. za zalezne od
zmienno$ci statej dowolnej.
a,
Zmieniwszy w catce okre$lonej J f {x) clx granice nizsza

a

00 X a
(ina  mamy catke jf{x)dx rowng j ~h f: gdzie catka j
)} a b b
nie zalezy juz od x, czyli jest statg ze wzgledu na x. Widzimy za-
tem, ze jezeli zmienimy granice nizszg, to nowa catka okre$lona
jest rowna dawnej, powiekszonej o pewng statg, ktorej wartos¢
zalezy oczywiscie od nowo wybranej granicy.

Pascal RC. 2
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Catka nieokreslona jest funkcya zmiennej x, niezalezng od
granicy nizszej catkowania. Oznaczamy jg za pomocg symbolu
catkowania, bez oznaczenia granic. Majac taka funkcye, moze-
my z niej wyprowadzi¢ juz warto$¢ catki okreslonej.

Niechaj F {x) bedzie tg funkcya i mamy wyprowadzi¢

z niej warto$¢ catki f f{x) dx, gdzie a i sg liczbami ustalo-

nemi. Funkcya (@) jest postaci:

ktadac tu po kolei x = X ~ a, mamy :
= f -i-c; F(a)=1F + c,

a odejmujac od siebie te dwie réwnosci znajdujemy:

/ « i
F(jS)- F(a)=f - f =1,

a a

t.j. warto$¢ catki szukanej.

Widzimy tedy, ze majagc catke nieokre$long,
gdy idzie oobliczenie catki okreslonej, dos¢
w pierwszej z nich zamiast ££podstawié¢ naj-
przéd granice wyzszg, nastepnie granice niz-
szg i otrzymane rezultaty odjg¢ od siebie.

Odwrotnie, gdy dang jest warto$¢ catki okreslonej, to nie mo-
zna z niej wogo6le otrzymaé catki nieokreslonej, t. j. funkcyi
zmiennej x. Zwracamy przeto wyraznie uwage na to, ze gdy
mowimy: dang jest catkaokreslona, to rozumiemy
przez to, ze dang jest wartos¢ liczebna pomiedzy danemi
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granicami liczbowemi; ze nie byloby oczywiscie to samo,
gdyby$my znali jej warto$¢ pomiedzy granicami nieoznaczonemi,
wyrazonemi np. przez litery a\h, gdyz wtedy ta funkcya ilosci a
lub b bytaby, po za nazwg zmiennej, catka nieokreslona.

Przed zamknieciem tego paragrafu okazemy, ze zasadniczy
zwigzek pomiedzy catkami okreslonemi a nieokreslonemi pozo-
staje bez zmiany w dwoéch przypadkach osobliwych, o ktérych
byta mowa w § 4, t. j. gdy funkcya pod znakiem catkowania sta-
je sie nieskonczong w punkcie na drodze catkowania, lub kiedj'-
jedna z granic jest nieskonczong.e

AV samej rzeczy, niechaj funkcya f {x) staje sie nieskon-
czong w punkcie ¢, zawartym pomiedzy granicami a\l) calki

b

okreslonej J*f {x) (Ix. "Wedtug okreslenia, catka ta rowna sie:

u—t u

lim I fX)(Ix -j- lim | f{x)dx-.,

a c-\-e'

jezeli F{x) jest catka nieokreSlona, wtedy pierwszy z dwéch
tych wyrazéw bedzie Fic—e) — F{a), drugi za§ F{h) — F{cA-e).
Funkcya F (x) jest funkcya ciggta w punkcie ¢, przy zatozeniu,
ze sprawdzajg sie nieréwnosci:

[co] P+C
| < O,f <0

gdzie o jest iloscig dowolnie mata (bez tego zatozenia nie istnie-
je catka okreslona od a do Stad:

Iégwo F(c- s)—(lgg Fl+ «)—F(c),

a wiec catka dana jest réwna F(b) — F(a), co jest dowodem
prawdziwos$ci naszego twierdzenia.



14 Rozdziat I. — §20.

Nieoliaj teraz jedna z granic catki bedzie nieskornczona.
Z okres$lenia, przy zachowaniu oznaczen, wynika:

(0] ()]
f fx) (Ix = lim r f(x)dx = lim IF{x) — .

cc'=00 " X'—00

z ciggtosci funkcyi F{x) w punkcie nieskonczonosci mamy:

lim F () = F {00)

co dowodzi prawdziwo$ci naszego twierdzenia.

8§ 6.

Przeksztalcenie  catki  pojedynczej.

Niechaj bedzie catka nieokreslona (ktorg nazwijmy p oj e-
dy ncza dla odréznienia od catek wielokrotnych, ktére
pézniej rozwazaé bedziemy)

/a-) dx

gdzie f {x) jest funkcyg ciagta.

Wiemy, ze znalezienie tej catki sprowadza sie do szukania
funkcyi, ktdrej pochodng jest/"(ic), albo inaczej do znalezienia
funkcyi, ktérej rézniczka f[x) dx znajduje sie pod znakiem cat-
kowania. Zbadajmy, jak zmienia sie catka przy przeksztatceniu
zmiennej catkowania & Okazemy, ze catka prze-
ksztatca sie i ze pod znakiem <catkowania
bedzie wyrazenie rézniczkowe, wynikajgce
zprzeksztatcenia wyrazenia rézniczkowego
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f{x)dx. W samej rzeczy, potdzmy i niechaj y bedzie
nowg zmienng niezalezng. Obliczenie catki sprowadza sie do
znalezienia funkcyi, ktérej pochodna wzgledem X jest f{X)] po-

(Loc

chodna tej funkcyi wzgledem y bedzie f{x) Jezeli w catce

wyrazimy wszystko za pomoca zmiennej bedziemy mieli do
odszukania funkcye, ktorej pochodng jest f{ 3}{?00'( fl’\ y)édco

ty )

a wiec catka nasza bedzie teraz:

Przy obliczaniu catek przeksztatcenie moze by¢ dos¢ uzytecznem.
Jest bowiem widocznem, ze szukanie catki nieokreslonej jest tem
bardziej skomplikowane, im bardziej ztozong jest funkcya, znaj-
dujgca sie pod znakiem catkowania; moze zatem oczywiscie zda-
rzy¢ sie, ze przez odpowiednie przeksztatcenie zmiennej niezale-
znej catka dana sprowadza sie do innej, mniej skomplikowanej
lub do catki typu juz znanego.

Niechaj bedzie np. dana do obliczenia catka:

|
/ Sls]X

w ktorej funkcya, stojaca pod znakiem catkowania, jest prze-
stepng. Potézmy X = arc cosy, t.j. y — cosa, wtedy
I 1

X
sin X = J/l—y™ ij = yi"if , a catka staja sjg:
f ociy .
J 1-7/2"

mamy wiec do catkowania funkcye algebraiczng wy-
mierng zamiast funkcyi przestepnej.
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Jezeli mamy catke okres$long pomiedzy granicami
a i wtedy nowg catke wzgledem zmiennej y nalezy wzigé oczy-
wiscie pomiedzy granicami, odpowiadajgcemi dwoém powyzszym
granicom danym. Za pomocg zwigzku {y) mozemy znale$¢,
jaka warto$¢ zmiennej y odpowiada warto$ci a zmiennej x i jaka
wartosci h tej zmiennej.. Niechaj temi wartoSciami bedg a', h'] bedg
to nowe granice catkowania. W powyzszym przyktadzie, jezeli

granicami catki wzgledem zmiennej a;s3 O i , to catka prze-
ksztatcona powinna byé wzietg w granicach od = 1 do y — 0
gdyz takie wartosSci zmiennej y* jak tatwo sprawdzié, odpowia-
dajg powyzszym wartosciom O i zmiennej X .

§ 7.

Rdzniczkowanie wzgledem parametru. Przemienno$¢ znakéw  granic/
i catkowania; przemienno$¢ znakéw rozniczkowania i catkowania.

Rozwazmy catke okre$long funkcyi, zawierajacej, oprécz
zmiennej catkowania &, jeszcze inng zmienng y. Dla wigkszej
ogolnosci przyjmijmy, ze granice catkowania sg takze fiuikcyami
tej zmiennej y i dlatego oznaczmy je przez h{y). Niechaj
funkcya dana fix,y) bedzie ciggta wzgledem
obu zmiennych w pewnym obszarze i niechaj
bedg tez ciggtemi fnnkcye af(y), h(y). Wtedy widzi-
my przedewszystkiem, ze catka okreSlona od x = a(y) do
X = b(y) jest takze fmikcyg ciggta zmiennejy. Potdzmy:

y) = F f{x,y)clx.
afy)
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Zwracamy raz na zawsze nwage na to, ze w twierdzeniach tego
i nastepnego paragrafu dajemy tylko warunki dostateczne
istnienia tych twierdzen, nie za$ warunki konieczne. Wa-
runki czysto k oni eczne, jezeli mozna je znales¢, sg prawie
zawsze skomplikowane i bezuzyteczne z powodu trudnos$ci przy
stosowaniu ich do przypadkdw specyalnych. To spostrzezenie
wystepuje wcigz w catym rachunku nieskofAczono$ciowym, jak
to juz w swoim czasie wzmiankowalismy (patrz Przedmowe do
5,Rachunku rozniczkowego").

Bedzie tedy:
Rozpatrzmy catke J ["(«, y H-  (Ix. Poniewaz a jest funk-
cyg ciggta zmiennejy, przeto roznica a{y-j- — {y) dazy

do zera, gdy k do niego dazy. Jezeli oznaczymy na chwile cat-

ke nieokreSlong przez F y  [cl, to catka okre$lona bedzie,
jak wiemy,

Na mocy ciaggtosci funkcyi -F i na podstawie znanego twierdzenia,
mamy :
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na zasadzie za$ ciggtosci funkcyj f i a {y)® mozemy napisac:

gdzie ejest iloscig, ktérg mozna uczyni¢ dowolnie matg, zmniej-
szajac odpowiednio ilos¢ k. Stad:

Podobniez:

gdzie aih oznaczajg wprost wartosci tych funkcyj w punkcie vy.
Wynika stad:

(1)

Jezeli zatozymy, ze funkcya /"jest funkcya ciggta dwu zmien-
nych X,y dla wszystkich wartosci zmiennej x, zawartych w gra-
nicach catkowania, wtedy dawszy sobie o dostatecznie mate, mo-
zna zawsze znalez¢ takg warto$¢ 7z, ze dla kazdej wartos$ci
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Xzawartej w granicach catkowania, bedzie zaw-
sze co do wartosci bezwzglednne;j:

Wynika to wprost z twierdzenia w § 9 rozdziatu | ,,Rachunku
rézniczkowego", t. j. ze i dla funkcyj wielu zmiennych ciag-
tos¢ zwyczajna jest jednocze$nie ciggtoscig jednostaj-
ng w calym obszarze. Bedzie tedy warto$¢ bezwzgledna
catki

mniejsza od a wiec moze byc¢

uczyniona dowolnie malg, przy zmniejszaniu iloSci 0. W"idzimy
wiec, ze wszystkie wyrazy drugiej strony wzoru (1) mozna do-
wolnie zmniejszy¢, ze wiec granicg tej strony jest zero, albo in-
nemi stowy, ze funkcya @ jest ciggtg. A zatem: Jezeli
funkcya podcatkowa jest funkcyag ciggta
d'wu zmiennych & 2, wtedy znak granicy jest
przemienny ze znakiem catki. Wzorem wyraza
sie to w ten sposoéb :

Zatézmy teraz, ze funkcye nie tylko sa ciag-
temi, lecz i r6zniczkowalnemi wzgledem y, ze nadto pochodna
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jest ciggta wzgledem obu zmiennych. Bedzie tedy:

gdzie 6jest liczbg, zawartg pomiedzy Oi 1. Stad:

"Wedtug zatozen jest:

gdzie e' jest iloscig, zdazajaca do zera, dla k dazacego do zera;
nadto, ze wzgledu, iz zbiezno$¢ zwyczajna jest zbieznoscia jedno-
stajng w catym obszarze, mozna znalez¢ takie k*aby dla kazdej
wartosci y w obszarze, bylo zawsze w powyzszej nie-
réwnosci e' <i o, gdzie o jest iloscia dowolnie matg. A zatem
dla kazdej wartosci y, zawartej w obszarze i dla kazdego 6, za-
wartego pomiedzy Oi 1 bedzie zawsze warto$¢ bezwzgledna cat-

ki réznié sie od catki o ilos¢

mniejsza od t. j, o ilos¢ dowolnie
matg. Znaczy to, ze granica dla catki, znajdujacej sie
po stronie prawej wzoru (2), jest mamy tedy (prze-

chodzac do granicy dla
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gdzie (f, a', b' oznaczajg pochodne funkcyj
Jezeli w szczeg6lnym przypadku granice a i sg statemi,
wtedy wzOr poprzedni sprowadza sie do nastepujgcego:

Widzimy tedy, ze w przypadku, w ktdrym funkcya

spetnia podane wyzej warunki, t.j. gdy ona
sama i jej pochodna wzgledem y sg funkcyami
ciggtemi wzgledem obu zmiennych, istnieje

twierdzenie o przemiennos$ci znakow réznic z-
kowaniaicatkowania.

Twierdzenie to nosi nazwe twierdzenia o réznicz-
kowaniu pod znakiem catkowania.

Z powyzszego wzoru mozemy wprost otrzymac¢ znane juz
wzory na pochodng catki okre$lonej wzgledem granic (patrz § 3).
Do$¢ bowiem przyjaé, ze funkcya f nie zawiera zmiennej y i ZQ
z dwu funkcyj a (y), h{y) jedna jest stat®, druga za$ jest samg
zmienng .

Dodajemy, zeto twierdzenie 0o przemiennos$ci
utrzymuje sie zawsze, ile razy funkcya przed-
stawiona przez catke okres$long

jest taka funkcj®g zmiennych c dla ktdérej
istnieje twierdzenie oprzemiennos$ci dwoch
rozniczkowa li: jednego wzgledem ic, drugiego
wzgledem .
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W samej rzeczy, mamy:

Wedtug zatozenia jest:

tj.

a wiec catkujgc wzgledem x, znajdujemy:

co jest dowodem prawdziwos$ci naszego twierdzenia.

Przechodzimy do rozwazenia twierdzenia o rozniczkowa-
niu pod znakiem catkowania w przypadkach osobliwych, w ktd-
rych albo jedna z granic catkowania jest nieskonfnczonag,
albo funkcya, majgca by¢ catkowana, jest nieskonczong
w jakim punkcie.

W tych przypadkach poprzednio podane warunki juz nie wy-
starczaja i trzeba donich dotaczyé inne,wyrazone w formie prostej
i bedgce warunkami dostatecznemi istnienia twierdzenia.

Zatézmy najprzdd, ze jedna z granic catkowania jest nie-

skonczong, t.j., ze mamy wzig¢ pochodng catki
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Widzielismy, ze w ogolnosci, aby catka okre$lona byta funkcya
ciggta parametru y, zawartego w funkcyi podcatkowej, trze-
ba, aby funkcya podcatkowa byta funkcya ciggta obu zmiennych.
Ot6z ten warunek nie jest wystarczajacym, gdy jedna z granic
jest nieskoiczong. Dla przekonania sie o tem, wiezmy przykiad.
Mozna znale$¢, ze

dla kazdej wartosci skornczonej y] lecz dla y = O jest zerem
funkcya podcatkowa dla kazdego ®i dla x — oo catka bedzie
zerem. A wiec catka okre$lona nie jest funkcya ciggtag parame-
tru jakkolwiekjest funkcyg ciggta obu zmiennych.

Przyktad ten wystarcza do zrozumienia, ze w przypadku rozwa-
zanym zachodzg inne warunki.

Okazemy, zew przypadku, gdy funkcya dana
do catkowania bedagc ciggta, jest zarazem
takg, ze dla x= 00 staje sie zerem algebra-
icznie rzedu wyzszego od 1, wtedy ~ciagg-
to§¢ catki okresSlonej, uwazanej za funk-
cye param'etru, utrzymuje sie i wtedy, gdy
jedna z granic jest nieskonczong; gdy to
samo zachodzi takze dla pochodnej tej
funkcyi wzgledem parametru y* to utrzy-
muje sie wtedy itwierdzenie o rdézniczko-
waniu pod znakiem catki.

W samej rzeczy, w przypadku, gdy funkcya f (ic,y) dla
X — 00 staje sie zerem algebraicznie rzedu wyzszego niz 1, to,
jak wiemy, (84) catka okre$lona, rozciggnieta do cx), ma war-
to$¢ skonczong; mozna tedy znale$¢ zawsze hczbe a' takg, aby
po obraniu dwoch jakichkolwiek liczb x\ x™ pomiedzy
a'i 00, warto$¢ catki okreSlonej od x' do  byta mniejsza od o;
w szczegblnosci za$ biorge x' = aby byto:



30 Rozdziat Il. — § 1.

skad wynika:

a wiec i granica tej catki dla x" — oo bedzie mniejsza od 2o0.
Lecz:

Skutkiem ciagtosci funkcyi /' (ic, y) mozna;zawsze znale$¢ taka
wartos¢ k, aby dla kazdego k, < k i dla kazdej warto$ci x, byto:

Ustaliwszy k, mozna znale$¢ taki punkt a', dla ktérego sprawdza

sie nierébwnos$¢ lim 1 << 2a, a ustaliwszy znéw w ten sposéb
a' a
warto$¢ a', mozna potem zmniejszaé /r, aby byto <Co, s.to na
a
mocy ciggtosci catki okreSlonej pomiedzy granicami skon-
czonemi.
Widzimy wiec, ze przy uczynionych zalozeniach mozna
zawsze, zmniejszajac iloS¢ k, uczyni¢ dowolnie matg wartos$¢
catki.
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co wiasnie stwierdza ciggtos¢ catki danej wzgledem zmiennej vy.
Zatdézmy teraz, ze pochodna fy dla x — co staje sie zerem

rzedu wyzszego od 1. Wtedy na podstawie powyzszego dowo-
dzenia wnosimy, ze

I [fy{X, y T bk) - fy {X, ilx

a

dazy do zera przy zmniejszaniu ilosci A; lecz

CX3

f

a

00

a = f f, y+94) Cix,

u

przeto roznica

0o 00

f/(fjHi mAa-/ f,(c,J).L

a a

dazy do zera dla k = O,t. j.

lim +
A=0) A

jest pochodng catki wzgledem zmiennej y i rowng calce pochod-
nej. "W ten sposob twierdzenie o rozniczkowaniu pod zna-
kiem catkowania zostato dowiedzionem i dla przypadku, w kt6-
rym jedna z gi-anic jest nieskoriczona.

Przejdzmy teraz do drugiego przypadku osobliwego, w kto-
rym funkcya podcatkowa staje sie nieskoficzong w punkcie. Dla
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ustalenia mysli, przyjmijmy, ze staje sie nieskoriczong dla grani-
cy wyzszej. Udowodnimy twierdzenie:

Jezeli f{My)if™ y) w pewnym punkcie
& (bez wzgledu na wartos¢ zmiennej?/ w ob-
szarze) stajg sie nieskonczonemi algebra-
icznie rzedu mniejszego odl i gdy nadto
sg ciggtemi wzgledem obu zmiennych, wte-
dy utrzymuje sie twierdzenie o r6zniczko-
waniu pod znakiem catkowym.

W samej rzeczy, jezeli bjest punktem, w ktorym funkcye

stajg sie nieskofAczonemi, wtedy, wedtug zato-

zenia, dwie calki

sg skonczonemi dla kazdej wartosci y, zawartej w obszarze i zgo-
dnie z twierdzeniem w § 4. Z rezultatéw, podanych w tymze
paragrafie, wynika, ze catke:

mozna uczyni¢ dowolnie matg, zmniejszajgc odpowiednio ilo$¢
a wiec i granice tej catki dla k = 0 mozna réwniez uczyni¢ do-
wolnie mata.

Lecz
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(stosujemy tu dragg cze$¢ twierdzenia o wartosci Sredniej); nadto
jest widocznem, ze na zasadzie twierdzenia o rézniczkowaniu
pod znakiem catkowym:

r=0J n J

gdyz pomiedzy granicami a i h—e nie ma zadnego punktu,

w ktorym funkcya staje sig nieskonczona. Mozna wiec wybraé
b b—s

s tak, aby rdznica pomiedzy j F(xy)dx aj fy{xy dx

byta mniejsza od iloSci dowolnie matej; stad dla £=0 docho-

dzimy do réwnos$ci pochodnej catki i catki pochodnej.

Zauwazymy jeszcze, ze twierdzenie o rézniczkowaniu pod
znakiem catkowania moze stuzy¢ niejednokrotnie z korzy$cig do
obliczania pewnych catek okre$lonych na podstawie innych, juz
znanych. Tak np. obliczono, ze:

biorac pochodne obu stron wzgledem  otrzymujemy nowy wzér:

J°° dx 71

a z tego wzoru, biorgc znéw pochodne wzgledem y, mozna otrzy-
mac nowe wzory.

I w inny jeszcze spos6b mozna stosowac twierdzenie o roz-
niczkowaniu pod znakiem catkowania do obliczania catek okre-
$lonych. Niechaj bedzie np. catka:

PaBcal, R. C. ' 3
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w niej (@® log ¥ jest pochodng funkcyi o' wzgledem a, mo-
zemy wiec napisac:

Na zasadzie twierdzenia o rézniczkowaniu pod znakiem calki
mozemy przemieni¢ znak pochodnej ze znakiem catki:

Tym sposobem otrzymaliSmy znaczne uproszczenie, gdyz oczy-
wiscie znacznie tatwiej obliczy¢ catke funkcyi x°- anizeli funkcyi
o' log X. Poniewaz jest funkcya ciagta, wiec obliczenie
odpowiedniej catki okre$lonej sprowadza sie do odszukania
funkcyi, ktdrej pochodng jest Ta funkcyg jest, jak tatwo

widzie¢, - mamj”® zatem:

a mec:
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8 8.

Przemienno$¢ dwdch znakéw catkowania.

W poprzedzajagcym paragrafie zaktadaliSmy, ze funkcya
pod znakiem catkowania zawiera parametr y i badaliSmy roz -
niczkowanie catki wzgledem tego parametru. Teraz rozwa-
zymy catkowanie wzgledem tej zmiennej.

Ktadac, jak w § 7:

rozpatrzymy catke:

réwna;

Takie wyrazenie nazywa sie catkag podwojng. Pdzniej
rozpatrzymy catki wielokrotne w osobnym oddziale; tu posta-
rajmy sie znale$6 odpowiedZ na pytanie: czy mozna przemienic
porzagdek dwdcti catkowan? Zagadnienie to jest analogiczne
z zadaniem rachunku rézniczkowego o przemiennosci dwu roz-
niczkowan.

Okazemy, ze gdy granice ai h sg state t. j. nie-
zalezne od 7?2, gdy statemi sg réwniez gra-
nice ci cli gdy funkoya /' (c,y) jest funkcya
ciggta obu zmiennychajiywcatym obszarze,
ktéry rozcigga sie dla zmiennej x od a do i,
dla zmiennej y od c, do wtedy mozna prze-
mieni¢ porzagdek catko w an.
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W samej rzeczy tatwo widzie¢, ze pochodne dwu wyrazen:

d b b d

A= ~dy » dxf{xy)- B = j clxjdtj/ (a;y),

uwazane za funkcye czterech ilosci a, 6, ¢, d* sg sobie réwne;

wynika stad, ze te dwa wyrazenia moga tylko rdznic¢ sie o ilos¢

statg, ktéra, jak tatwo dowies¢, jest rdwna zeru. "Wezmy np.

pochodng wzgledem ilosci a. W catce A ilos¢ a jest parame-

trem, wystepujacym w funkcyi znajdujgcej sie pod znakiem
b

pierwszej catki od ¢ do d] ta funkcya | dx f {x, y) jest na zasa-
a

dzie uczynionych zatozen i znanych twierdzen funkcya ciagla

ilosci aiy, nadto pochodna tej funkcyi wzgledem at.j.—f {a,y)

(patrz § 3) jest takze funkcyg ciggtg obu ilosci aly. Na mocy

twierdzen poprzedzajacego paragrafu mozemy wzigé¢ pochodne

pod znakiem catkowania i otrzj*mujemy:

=t Fo,. ) -

da

Wezmy teraz pochodng catki » wzgledem a. Poniewaz a jest
granicg nizszg pierwszej catki w B, przeto:

r ?
dB .
da (dy f(x.y) == jdyf {ay);

jest to ten sam rezultat co wyzej. W ten sam sposéb mozna
stwierdzi¢ rowno$¢ pochodnych wzgledem pozostatych ilosci

¢, d. Dwa wyrazenia A"B roznig sie zatem o pewng statg C,
t. j. nie zaleza od zadnej z ilosci a, h, ¢, d. Gdy wiec wezmiemy
a=h stata C nie powinna zmieni¢ swej wartosci, lecz w tym
przypadku 4 i5 sg zerami, ich roznica jest zerem, stad C= 0.
Wynika stad réwno$é wyrazen Ai B.
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Twierdzenie dopiero co udowodnione, nazywa sie twier-
dzeniem o catkowaniu pod znakiem catki.

Pozostaje zbadaé dwa przypadki osobliwe, o ktorycli mé-
wiliSmy w § 4. Zbadajmy najprzdd, czy utrzymuje sie twier-
'dzenie o catkowaniu pod znakiem, jezeli jedna z granic lub obie
sg nieskonczonemi.

Przyjmijmy, ze sprawdza sie réwnos¢:

d | b d

Idij J clx f {x, y) = I dx dy f y),

c a a c

bez wzgledu na to, jakkolwiek wielkiemi sg skonczone granice
ih i d. Niechaj jedna z nich np. hstaje sie nieskonczong; za-
t6zmy naturalnie, ze istniejg granice obu stron dla b=00. Strona
druga na mocy okreSlen § 4 staje sie wtedy:

o d
pierwszg za$ $trone oznaczamy przez: N A
d b NN\
lim dy \dx f y).
J

b=o0 J
c a

‘Tego ostatniego wyrazenia nie mozna uczyni¢ réwnem

d b d 00
Idy lim ~dx f{x, y)= "~y jdy f(x vy
C a c a

© ile nie mozna okazaé, ze znak granicy odnos$nie do parametru
d

(b jest przemienny ze znakiem j . Otéz wedtug twierdzen po-
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przedzajacego paragrafu, przemienno$¢ ta istnieje bez innych

zastrzezen, gdy wiemy, ze przy granicach cid skof-

czonych dla takiej przemiennosci t. j. dla ciggtosci catki uwa-

zanej zafunkcye ilosci h wystarcza, by funkcya znajdujgca sie
6

pod znakiem catki t.j. ~dx f y) byta funkcyg ciggta ilosci
a

& i cowrzeczy samej sie sprawdza. Otrzymujemy tedy, ze
gdy jedna z czterech granic jest nieskon-
czong, wtedy utrzymuje sie twierdzenie o cat-
kowaniu pod znakiem <catki bez nowych za-
strzezen onaturze funkcyi, précz tych, ktdre
odnoszg sie do catkowania przy granicy
wyzszej oo.

Rzecz sie ma inaczej, gdy obie granice sa nieskonczone,
t. j. gdy daza do nieskonczonosci tak hjak i d. Istotnie, gdy od
zwigzku:

przechodzimy do granicy dla d=cyD, wtedy strona pierwsza staje

sie rowna: druga zas:

i nie rowna sie:

o ile nie spetniajg sie pewne warunki. Wiemy w samej rze-

czy, z poprzedzajacego paragrafu, ze aby catka  funkcyi
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ilosci dix byta funkcyag ciggta parametru d”™ nie wystarcza,
by funkcyg pod znakiem catkowania byta funkcya ciggty obu
zmiennych d i x. ZnalezliSmy juz warunek dostateczny do tego
przypadku, lecz warunek ten, zastosowany do obecnego przy-
padku nie przedstawitby sie pod tatwg postacig, AV zamian
za to podamy inny warunek tylko dostateczny, mia-
nowicie: przemienno$¢ utrzymuje sie, gdy funk-
cya N)jest zawsze mniejsza co do wartos$ci
bezwzglednej od:

gdzie jestfunkcyag catko AValna w jakim-
kolwiek przedziale az do oo
Istotnie, w tym przedziale >mamy:

a poniewaz mozemy wybra¢ zawsze h tak, aby wyraz drugi
strony drugiej byt dowolnie matym —gdyz ten wyraz jest mniejszy

co do wartosci bezwzglednej od - (patrz
8 4, rozdziat 1) stajgcego sie zerem dla przeto granica
wyrazu pierwszego strony drugiej dla réwna sie stronie
pierwszej.

Przejdzmy wreszcie do przypadku, w ktérym funkcya staje
sie nieskonczong w punkcie np. dla Wtedy z réwnosci:

przy przejsciu do granicy dla £= O wynika:
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b-s

lim 1dy jdx fix, y) = jMda* jdy f y)

Po stronie pierwszej, jak juz wiemy z paragrafu poprzedzaja-
cego, znak granicy nie jest przemienny ze znakiem caiki, o ile
funkcya f {x, y), procz ciagtosci nie spetnia innych jeszcze wa-
runkdw. Mozemy wypowiedzie¢ warunek dostateczny
w formie nastepujgcej:

Przemienno$6 dwu catkowan wutrzymuje
sie jeszcze wprzypadku, w ktdrym funkcya
staje sie nieskonczong w punkcie x—h, jezeli
funkcya oprécz zwyktego warunku ciagtosci,
posiada wcigz warto$é bezwzglednag mniej-
szg, Nniz:

9
{x-b){y/) V<)

gdzie @{y) ma warto$¢ zawsze skonczona.
Dowodzenie jest podobne do powyzszego i opiera sie
na tem, ze

b—e d b

EREE

i Ze wedtug przyjetych zatozen, drugi wyraz strony drugiej dazy
do zera przy zmniejszaniu do zera ilosci e.

Nadmienimy jeszcze, ze moznaby przeprowadzi¢ bada-
nie catek podwdjnych juz nie w przypadku granic statych,
lecz w przypadku ogdlniejszym, gdy granice pierwszego catko-
wania (wzgledem x) sg funkcyami zmiennej y. Takie badanie
ogolniejsze bytoby analogiczne do podanego wyzej badania,
odnoszacego sie do rézniczkownania pod znakiem catkowania;
lecz zajmiemy sie niem dopiero w rozdziale o catkach wielo-
krotnych.
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Podamy wreszcie przyktad, w ktdrym nie wolno przemie-
nia¢ porzadku catkowania. Jest nim catka:

1 1
dx -
0 0 + .
Catkujac najprzéd wzgledem nastepnie wzgledem y" otrzy-

mujemy + ll; catkujgc w odwrotnym porzadku, znajdujemy

— . Pochodzi to stad, ze funkcya dana jest nieciggtag w punk-

cie y= 0.



ROZDZIAL Il

CALKOWALNOSC FUNKCYJ.

§ 1-

Pierwsza posia¢ warunkéw catkowa/nosci.

Dotad przyjmowalismy, ze funkoye, ktéremi zajmowalismy
sie w réznych twierdzeniach poprzedzajgcych paragraféw, byty
wszystkie catkowalnemi. Obecnie przedstawia sie naturalnie
zagadnienie takie: ,Jakim warunkom powinna zado$¢ czynié
funkcya, aby byta catkowalng pomiedzy danemi granicami, t. j.
aby suma Zfrdrj wskazana w rozdziale poprzedzajagcym, miata
warto$¢ oznaczong i skonczong?"

Zauwazmy najprz6d, ze wedtug okreSlenia zasadniczego
catki okreslonej, granica ta powinna byé niezalezng: 1) od spo-
sobu, w jaki przedziaty dr daza do zera; 2) od wyboru wartos$ci
fr w kazdym przedziale 6,-.

Zatézmy, ze jako warto$é/V, wybieramy zawsze max i-
mum, lub granice wyzszg Lr wartosci funkcyi f {x)
w przedziale dr wraz z jego krancami; wtedy granica su-
my Lr dr bedzie wartoscig catki okreslonej. Gdybysmy
na warto$¢ fr wybrali minimum lub.granice nizszg Ir
wartosci funkcyi w przedziale or, granica sumy ~ Ir dr bedzie
takze warto$cig catki. Tym sposobem réznica dwoéch tych gra-
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nic, t.j. granica icli réznicy czyli {Lr—h) powinna by¢
zerem. Jezeli réznice Lr—Ir nazwiemy oscylacyg funkcyi
w przedziale dr i oznaczymy ja przez bedzie:

Z okreslenia catki wynika zatem nastepujacy warunek Kko-
nieczny istnienia granicy sumy: granica Su-
my iloczyndéw przedziatéw czagstkowych przez
oscylacye, funkcyi f w tych przedziatach,
powinna byé zerem.

Okazemy, ze warunek ten jest zarazem warunkiem d o-
statecznym, stwierdzajac, ze gdy lim ~ drDr = O, to
istnieje wtedy granica wyrazenia ~frdr i posiada warto$¢ nie-
zalezng tak od wyboru wartosci /'r, jak i od prawa, wedtug kt6-
rego przedzialy dr daza do zera. W samej rzeczy rozwazmy
dwa rézne podziaty catkowitego przedziatu; przedziaty czast-
kowe pierwszego podzialu oznaczmy przez 4j, ..., Sr, ...,
drugiego przez 6/, ... ,6/ ... iniechaj te dwa podzialy bedg
zupetnie od siebie niezalezne. Rozpatrzmy jeszcze trzeci po-
dziat, ktéry zawiera punkty pierwszego podziatu wraz z punktami
drugiego podziatu. Przedzialy czagstkowe trzeciego podziatu
oznaczmy przez q] tym sposobem kazde 6 i kazde d' jest sumg
catkowitej liczby przedziatéw czastkowych q.

Niechaj bedzie:

a wiec:

Jezeli przez fh+i, A+2> ee¢> fh+t oznaczymy wartosci funkcyi f
w przedziatach "M, KX mozemy napisa¢ tozsamos¢:
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Lecz réznice « — fwni, ..., fr— mt  S§ roznicami pomiedzy
dwiema wartosciami funkcyi f w przedziale or, gdyz kazdy
z przedziatdw Qh+h eee? Qh+ jest czescig przedziatu dr] réznice
te zatem beda z pewnos$cig mniejsze lub co najwyzej réwne war-
tosci oscylacyi funkcyiw o6r, t.j. ilosci Dr. Kladac zatem:

jesteSmy pewni, ze co do wartosci bezwzglednej:

tj.

Stad, zmieniajac skaznik r i tworzac sume, mamy:

gdzie fh Qh jest sumg analogicznie utworzong z przedziatow g.
Wyrazenie czyni zado$¢ nieréwnosci:

a wiec na mocy zatozenia dazy do zera.
Jezeli teraz powtérzymy te same rozumowania, wychodzac
z przedziatéw d's zamiast z przedziatow Sr, znajdziemy wzor:

gdzie 2!co' dazy takze do zera. Odejmujac, otrzymujemy:

gdzie Q jest widocznie iloscig, zdazajaca do zera.

" Przyjmijmy obecnie, zepodziatdruginaprzedziatyd'niejest
niezalezny odpierwszego podziatu, lecz przedstawia stadyumnaste-
pujace po pierwszym podziale; innemi stowy, ze gdy przedzia-
ty dazace do zera oznaczamy w stadyum poprzedzajagcem przez 6.
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to Wstadyum nastepnem oznaczamy je przez d'. W takim razie
wzor powyzszy orzeka, ze rdéznice pomiedzy wartosciami wyra-
zenia fr Srw dwéch kolejnych stadyach mozna uczynié do-
wolnie matg; jestto, jak wiemy, warunek konieczny i dostatecz-
ny i do tego, aby to wyrazenie dazyto do granicy oznaczonej
i skoiczonej. Tym sposobem twierdzenie nasze zostato dowie-
dzione.

Mozna jeszcze okazaé, Zze granica ta jest niezalezng: I)*od
prawa, wedlug ktorego ustanowiliSmy podziat na przedziaty
czastkowe i wedtug ktérego dazg one do zera; 2) od wyboru warto-
Sci fr. W samej rzeczy, z powyzszego wzoru w zatozeniu, ze
przedziaty 6 i O' sa bezwzglednie niezalezne, wynika:

a wiec, jezeli istnieje granica strony pierw-
szej, to mozemy napisac:

Stad wnosimy, ze istnieje wtedy i granica wyrazu
drugiego, rbwna granicy wyrazu pierwszego.
Jezeli teraz ustanowimy inne prawo wyboru wartosci fr
i, utworzymy sume ~ dr i przyjmiemy dalej, ze istnieje gra-
nica sumy ~ dr fn to mozemy tatwo okazaé, ze istnieje tez gra-
nica sumy poprzedniej, ze jedna jest rowna drugiej. Grdyz jest
widocznie :

poniewaz za$ fr — jako roznica dwoch wartosci funkcyi f
w przedziale dr, jest mniejsza lub, co najwyzej, rowna oscylacyi
Vr, przeto:
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Na podstawie tedy zatozenia widzimy, ze strona pierwsza dazy
do zera, t. ., jezeli istnieje granica jednego z tych
wyrazen, to istnieé musi granica drugiego
irownac sie pierwszej.

§ 2
Druga posta¢ kryteryum  catkowalnosci.

Kryteryum catkowalnosci, znalezione w paragrafie poprze-
dzajacym, przedstawia sie pod postacig, ktéra moze okaza¢ sie
trudng w zastosowaniu praktycznem i dlatego postaramy sie
przeksztatci¢ to kryteryum na inne, dogodniejsze w uzyciu.

Warunek lim  drDr= 0 orzeka, ze mozemy sume
uczyni¢ mniejszg od jakkolwiek matej ilosci o; mozemy zatem
znalez¢ takie stadyum matoSci przedziatébw 6, aby dla tego
stadyum i dla wszystkich nastepnych bylo zaw-
sze » dr Dr o. Niechaj T bedzie sumg wszystkich przedzia-
téw czastkowych, w ktérych oscylacya funkcyi jest wieksza od
pewnej liczby ustalonej o'. Bedzie tedy widocznie:

skad

Pozostawmy state o' i zmniejszajmy a, wtedy zmniejszaé sie be-
dzie wartos¢ T granica tego T dla jakiegokolwiek statego o' be-
dzie zerem. Znajdujemy wiec warunek konieczny cat-
kowalnos$ci taki: suma przedziatéw <czagstko-
wych, w ktérych oscylacya funkcyi moze byé
wieksza od pewnej iloSci oznaczonej, powin-
na dagzy¢ do zera, t.j.by¢éwinno lim
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tatwo dowies¢, ze warunek ten jest zarazem dosta-
tecznym.

Jezeli przez D oznaczymy najwiekszg z oscylacyj fmikcyi
f w réznych przedziatach, ktdrych suma jest T, i jezeli zauwazy-
my, ze we wszystkich innych przedziatach oscylacya jest mniej-
sza lub réwna o', otrzymamy nier6wnosc¢:

Zdr  Dr~rD A{T

w ktorej 2'oznacza catkowity przedziat catkowania, T—t zatem
sume przedziatdéw, nie nalezgcych do T. Z tego zwigzku widzi-
my, ze gdy Tmozna uczyni¢ dowolnie matem, t.j.
gdy lim r=0; toponiewaz o za$ jestdowolnem, a zatem tez moze
by¢ uczynionem dowolnie matem, to i pierwszg strone mozna
uczyni¢ tak maty, jak sie podoba, lub innemi stowy, strona
pierwsza dgzy do zera.

Wnosimy stad, ze oba warunki catkowalnosci lim X br I°r
i lim T = O sg doskonale réwnowazne.

8 3.

Funkcye catkowalne i niecatkowalne.  Zastosowanie znalezionych
Kryieryow.

Stosujac twierdzenia, znalezione w dwu poprzedzajacych
paragrafach, mozemy znale$¢ klasy funkcyj catkowalnych.
AVidzimy przedewszystkiem, ze kazda funkcya ciggta
jest catkowalng.

W samej rzeczy, do$¢ przypomnie¢ sobie twierdzenia, do-
wiedzione w § 8 Rozdziatu I-go ,,Rachunku rézniczkowego"
o funkcyach ciggtych. WidzieliSmy tam, ze kazda funkcya
ciggta jest zarazem jednostajnie ciggta, stad zas wy-
prowadzilismy, ze gdy mamy dang funkcye ciggta w pewnym
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catkowitym przedziale, to mozemy przedziat ten podzieli¢ na
inne przedziaty czastkowe takie, aby w kazdym z nich oscylacya
funkcyi byta mniejsza od ilosci a' dowolnie matej. Wigzac z ta
wiasnoscig kryteryum podane w poprzedzajacym paragrafie, mo-
zemy powiedzie¢, zedla funkcyj ciggtych ilos¢ Tdazy
do zera dia kazdego dowolnie matego a'; stad zas wynika, ze
funkcye ciggte sg catkowalne.

Catkowalnemi sg tez funkcye skonczone
nieciggte, majgce skonczong liczbe punktdédw
przerwy, w ktérych funkcya ma skok, oczywi-
§cie skonnczony. Takie funkcye nazywamy zwykle fu n k-
cyami wogdle ciggte mi. Przypomnijmy w tym wzgle-
dzie, ze dla funkcyi nieciggtej w punkcie a skokiem w tym
punkcie nazywamy réznice pomiedzy wartoscig funkcyiw a a gra-
ni c g jej wartosci przy zblizaniu sie dotego punktu w zatozeniu,
ze ta granica istnieje. Jezeli za$ ta granica jest nieoznaczong,
wtedy skokiem funkcyiw a nazywamy r6znice dwoch war-
tosci skrajnych, pomiedzy ktéremi oscyluje warto$¢ funkcyi przy
zblizaniu sie do punktu a. Jezeli za$, jak to przyjelismy, war-
to§¢ funkcyi jest zawsze skonczong, to oczywiscie i skok jej
skonczonym by¢ musi.

Aby dowie$¢ powyzszego twierdzenia, oznaczmy przez
aj, ag, ... ,ctn u punktow przerwy funkcyiiotoczmy kazdy z nich
przedziatem dowolnie matym. Jezeli d jest najwiekszy z tych
przedziatow, to suma wszystkich jest mniejsza od nd. W pozo-
statym przedziale catkowania funkcya jest juz ciagta, mozemy
zatem ten przedziat podzieli¢ na przedziaty czastkowe takie, aby
w kazdym z nich oscylacya funkcyi byta zawsze mniejsza od
pewnej ustalonej ilosci 0. Przedziaty, w ktérych oscylacya
fuukcyi moze by¢ wieksza od a, znajdujg sie tylko w oto-
czenm punktéw przerwy; suma tych otoczen jest mniejsza od nd,
mozna ja zatem uczyni¢ dowolnie matg, gdyz n jest skoniczone,
d za$ dowolne. A zatem w naszym przypadku ilos¢ r mozna
uczyni¢ dowolnie malg i bedzie lim T= O, co bylo do okazania.

Istniejg jeszcze inne klasy funkcyj nieciagtych catkowal-
nych; aby je znale$¢, musimy wej$s¢ w pewne rozwazania, odno-
szace sie do rozmaitych gatunkéw nieciggtosci funkcyj. Punkty



Funkcye catkowalne i niecatkowalne i t. d. 49

przerwy funkcyi moga stanowiC grupe nieskonczong punktow
(p. Eozdz. I ,Rackunku roézniczkowego™). Grupa nieskonczo-
na punktéw moze by¢ dwojakiego rodzaju. Moze by¢ takg, ze
wszystkie punkty grupy dajg sie zawrze¢ w przedziatach, kto-
rych sume mozna uczyni¢ mniejszg od kazdej ilosci danej; lub
tez taka, Ze tego uczyni¢ nie mozna. W pierwszym przypadku
grupe punktow nieskonczonych nazywamy zwykle grupg
nieciggtg punktdédw, wdrugimza$ grupg liniowg
punktéw. Nazwa grupy liniowej maprzypominac¢ fakt,
ze dla wszystkich punktow przedzialu liniowego
wiasno$é ta nie ma miejsca.

Przyktadem grupy nieciggtej punktéw jest jakakol-
wiek grupa o skoiczonej liczbie punktow granicznych (p. 81
| Rozdziatu ,,Rachunku rézniczkowego™). Jezeli bowiem oto-
czymy te punkty graniczne dowolnie matemi przedziatami, to
pozostang na zewngtrz nich punkty grupy w liczbie skon-
czonej ikazdy z tych punktow bedzie mozna otoczyé prze-
dziatami, ktérych snma moze by¢ dowolnie mats.

Powiemy jeszcze, ze funkcya nieciggta nazywa sie p un-
ktowo-nieciaggta, jezeli punkty przerwy stanowig grupe
nieciggta; liniowo-nieciggta za$ wtedy, gdy te punkty
tworzg grupe liniowa.

Mozemy teraz udowodnié twierdzenie Riemanna:

Funkcya punktowo-nieciggta jest catko-
walng.

Dowdd tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu, ktory
stosowalisSmy w przypadku skoniczonej liczby punktéw przerwy,
gdyz i dla fimkcyi punktowo-nieciggtej istnieje takze wiasnosé
zasadnicza, jaka miata miejsce i w tamtym przypadku, miano-
wicie, ze wszystkie punkty przerwy dajg sie zawrze¢ w prze-
dziatach, ktérych sume mozna uczynié dowolnie mata.

Przyktadem funkcyi punktowo-nieciggtej jest funkcya
f{x), okreslona w sposob taki: Niechaj / {x) ma wartos¢ 1 we

wszystkich punktach grupy 1, A, "~ .. A
za$ wartoScOwe wszystkich innych punktach prze-

Pascal R. C. 4
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dziatu od Odo 1. Fmikcya taka jest catkowalng wtym przedziale.
Stosujac okreslenie catki okreslonej, tatwo znales¢, ze wartos¢
catki tej funkcyi jest zerem. W samej rzeczy, podzielmy prze-
dziat od Odo 1 na przedziaty czastkowe i rozréznijmy dwa ich
rodzaje: jedne, znajdujace sie w otoczeniu punktéow przerwy,
inne, nie zawierajgce punktéw przerwy. Cze$¢ sumy ~ fr dr,
odpowiadajaca tym drugim przedziatom, jest oczywiscie zerem,
poniewaz funkcya f{x) jest zerem w kazdym z ich punktow;
cze$¢ za$ sumy, odpowiadajgca pierwszym przedziatom, bedzie
miata warto$¢ mniejsza lub réwng iloczynowi sumy wszystkich
przedziatow przez 1, t. j. przez warto$¢ funkcyi w punktach
przerwy. Lecz poniewaz suma pierwszj*ch przedziatbw moze
byé uczyniona dowolnie mata, przeto granica sumy moze byé
tylko zerem.

Twierdzenia o funkcyach catkowalnych. Catkowanie przez  szeregi.

Pytanie, jakie mimowoli sie nastrecza o funkcyach catko-
walnych, jest nastepujgce: czy tgczac ze sobg za pomocg zna-
kéw dziatan analitycznych skoriczong liczbe funkcyj catkowal-
nych, otrzymujemy funkcye catkowalng?

Suma dwu funkcyj catkowalnych jest wi-
docznie catkowalng, cowynika bezposrednio z defini-
cyi catki okreslonej, nawet bez stosowania twierdzen o catkowal-
nosci, podanych w tym rozdziale. Dlatego to w rozdziale po-
przedzajgcym mogliSmy jiHz korzystac¢ z tego twierdzenia. W sa-
mej rzeczy, jezeli funkcye @ (ic). sg catkowalne, t. j. jezeli
dwie sumy " fr ~r, A dr maja granice oznaczone i skoiczo-
ne, to i suma tych dwo6ch sum bedzie miata réwniez granice
oznaczong i skonczona; a gdy jeszcze bra¢ bedziemy wartosci
obu funkcyi @i  zawsze dlatych samych punktdw, to okaze sie,
ze ta ostatnia granica jest $ciSle catkag sumy dwu funkcyj.
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Nieco trudniej dowies¢ twierdzenia: lloczyn dwu
funkcyj catkowalnych jest takze funkcya
catkowalng.

Aby to okazaé, rozpatrzmy najprzéd oscylacye iloczynu

w przedziale or. Przyjmijmy na chwile, ze warto-

Sci  f) sg zawsze dodatnie dla catej drogi catkowania.

Oznaczmy przez M", m" granice wyzsza i nizsza wartosci funk-

cyi @ w Or i podobniez przez MM takiez granice dla funkcyi
przez granice dla iloczynu qij, Wtedy réznice:

bedg oscylacyami funkcyj g qff) w przedziale dr. Poniewaz
ilosci i/, m wedtug zatozenia sg dodatniemi, mozemy wiec napi-
sa¢ nier6wnosci:

skad:

a jezeli przez , DWA, oznaczymy oscylacye trzech
funkcyj qf) @ (j, bedzie:

Ktadgc M®™ zamiast wzmocnimy jeszcze nierdwnos$é, mozemy
wiec napisac:

Nierowno$¢ ta stosuje sie do kazdego przedziatu dr) jezeli wiec
przez M, M' oznaczymy granice wyzsze wartosci funkcyj o

dla catego przedziatu catkowania i podstawimy w nieréwno-
§ci M, M" zamiast If~, nieréwno$¢ wzmocni sigjeszcze, gdyz
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MM M' nie moga by¢ oczywiscie mniejszemi odpowiednio od
My Bedzie tedy:

a stad:

Z dr N M Z dr DN'-I- M Z dr DM

Poniewaz obie funkcye o i sg z zatozenia catkowalnemi, przeto

sumy N or z na podstawie twierdzenia, dowie-
dzionego w § 1, dazg do zera, a wiec dgzy¢ musi do zera i suma
dr co znaczy, ze iloczyn  jest catkowalny.

Powyzszy dowod przeprowadziliSmy w zatozeniu, ze funk-
cye @ s3 zawsze dodatnie dla kazdego punktu przedziatu.
Lecz jest jasnem, ze twierdzenie to jest ogdélnem, gdyz do
funkcyj g mozna zawsze dodac dwie state C, C takie, aby sumy
@ C, 4" C mialy zawsze wartosci dodatnie; w tym celu do$¢
wzigs¢ Ci C wieksze odpowiednio od wartosci bezwzglednych
granic nizszych funkcyj o & w catym przedziale. Wtedy
iloczyn:

?+ C) + O cpel, -H (7cl> -1- Cep-f CC,

na mocy powyzszego dowodzenia, jest catkowalny, a wiec bedzie
catkowalnym iiloczyn rowny ("+0) (»+
jako bedacy suma funkcyj catkowalnych.

Zaldzmy teraz, ze liczba dziatan nie jest juz skonczona,
lecz nieskofAczong, np., ze mamy nieskoriczong liczbe wy-
razéw, z ktorych kazdy przedstawia funkcye catkowalng. Be-
dzie to t. zw. zagadnienie o catkowaniu przez sze-
regi, analogiczne do zagadnienia o r6zniczkowaniu przez sze-
regi, ktorem zajmowalismy sie w ,,Rachunku rdzniczkowym™
(Eozdz. n § 2i.

Niechaj bedzie szereg zbiezny, ktérego wyrazy sa funk-
cyami catkowalnemi zmiennej x w przedziale od a do h. Pyta-
my sie, w jakich przypadkach taki szereg przedstawia fu n k-
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cye catkowalng zmiennej x i kiedy mozna za calke sze-
regu przyjac¢ sume catek pojedynczych jego wyrazéw ?

Jak zwykle, nie szukamy warunkéw czysto-konie-
cznych; wystarczy tu znalez¢ warunek ~dostateczny
w postaci tatwej i do uzycia w zastosowaniach dogodnej. Udo-
wodnimy twierdzenie. ,Jezeli szereg dany jest sze-
regiem zbieznym jednostajnie i wszystkie
jego wyrazy sg funkcyami catkowalnemi,
wtedy szereg przedstawia funkcye catkowal-
ng, a catkowanie uskutecznia sie, biorgc sume.
catek pojedynczych wyrazéow".

Niechaj bedzie szereg:

Oznaczmy przez Rn{x) reszte szeregu, to bedzie:

Na mocy zatozenia © jednostajnej zbieznoS$ci sze-
regu mozna ilos¢ Rn {x) uczyni¢ mniejszg od o dla kazdego
punktu X. Dowiedziemy najprzod, ze funkcya f{x) jest catko-
walna, jezeli catkowalnemi sg wyrazy u (x). Oznaczmy przez
D™, DR\ ... oscylacye wyrazow ti™ {x), u™ (ic), ... w przedziale
czastkowym or, ktory, jak zwykle, jest jednym z przedziatéw,
na ktore podzielono caty przedziat catkowalnosci. Niechaj dalej
oznaczajg oscylacye funkcyj fiR w tymze prze-
dziale 6r. Wtedy jest widocznem, ze wartoS¢ granicy
wyzszej w przedziale dr funkcyi /, roéwnej sumie funkcyj
Hj, ttj, ... , R nie moze przewyzsza¢ sumy granic wyzszych
tych funkcyj. Np. jezeli wszystkie te funkcye majg swoje war-
tosci najwieksze w jednym i tym samym punkcie a;, wtedy i ma-
ximum funkcyi f odpowiada sumie tych maximow; w ogoélnosci
wszakze, gdy ten przypadek specyalny nie zachodzi, maximum
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funkcyi f bedzie mniejsze od sumy maximoéw. Podobniez
minimum funkcyi f bedzie wogé6le wieksze od sumy mini-
mow. Jezeli wiec oznaczymy przez m”, joeee?

maxima i minima funkcyj / By

mie¢ bedziemy:

a odejmujac:

Niechaj teraz dla kazdego x bedzie co do wartosci bezwzglednej
Rn {x) C a, to widocznem jest, ze oscylacye funkcyi B nie moga
by¢ wieksze od 2a, a wiec:

Poniewaz ~ dr= h—a, t.j. calemu przedziatowi catkowa-
nia, a sumy po stronie drugiej dazg do zera, gdyz funkcye
W (Ec), u® .. sg catkowalnemi, o za$ moze by¢é dowolnie
matem, przeto i suma na stronie pierwszej ostatniego wzoru mo-
ze by¢ uczyniona dowolnie mata, co znaczy, ze funkcya/”"
jest catkowalng.

tatwo teraz okazac, ze catka funkcyi /"jest suma catek po-
jedynczych wyrazéw szeregu. Istotnie, utworzmy sume:
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gdzie po drugiej stronie mogliSmy znak catkowania napisaé przy
kazdym wyrazie, gdyz suma wyrazow jest skonczong. Je-
b

Zeli okazemy, ze catka j R, @) dx, w miare wzrastania liczby
a

n, moze sta¢ sie mniejsza od kazdej ilosci dowolnie matej, t. j.

dazy do zera, to jasnem bedzie, ze szereg catek, t. j.

bedzie szeregiem zbieznym, ktérego warto$¢ jest wartoscig catki
fimkeyi f {x).

Wiemy, ze Rn ix) dla kazdego x A/ przedziale catkowania
moze by¢ mniejszem od o, stad catka an {x) (Ix jest co do war-
o}

tosci bezwzglednej mniejsza od J odx = (b—a) 0, t.j. tak ma-
u
fa, jak sie podoba, co byto do okazania.

Stosujac dowiedzione twierdzenie do szeregu pote-
gowego, ktory, jak wiemy, (p. ,Eachunek rozniczkowy",
Rozdz. I, § 7), gdy jest zbiezny w pewnym obszarze, zawar-
tym pomiedzy punktami skraj nemi, to jest z pe-
wnoscig i jednostajnie zbieznym w tymze obszarze,
z wtaczeniem punktow skrajnych, otrzymamy
twierdzenie:

.Szereg potegowy zmiennej x jest funk-
cyag catkowalng, a catke jego otrzymujemy,
biorgc sume catek pojedynczych wyrazéw.

Pokazemy, w jaki sposob te twierdzenia mozna spozytko-

wac w celu rozwiniecia na szeregi niektorych funkcyj. ‘Jako
przyktad, wezmy funkcye arcsinx. Funkcye te mozemy wy-
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razi¢ za pomoca catki okreslonej. Istotnie pochodng jej jest

1
Vi—

, @ wiec mozemy napisac:

. dx
arc sin x

zaktadajgc, ze funkcye okreslamy w ten sposob, iz jest rowna
zeru dla ;= 0. Wedtug rozwiniecia dwumianowego (p. ,,Ea-
chunek rézniczkowj-", Rozdz. 111, § 3), mamy (jezeli a® 1):

gdzie strona druga jest szeregiem potegowym, ktéry mozemy
catkowaé. Catka tego kazdego wyrazu jest typu:

f dac ,

a wiec réwna sie:

+ 1 2n-f 1"

co sprawdzi¢ tatwo (p. Rozdz. I, 8 3). Znajdujemy wiec:

1 , 1.3
arc =4 A gy TAT g4t

Zauwazmy Ze szereg po stronie prawej jest jeszcze zbiezny i dla

= 1, jakkolwiek szereg dwumianowy, z ktérego wyszlismy,
jest dla tej wartosci x rozbieznym, Funkcya pod znakiem cat-
kowania staje sie wtedy nieskofAczona rzedu , lecz catka po-

zostaje skonczong |jej wartoscig jest
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Piekny przyktad catkowania przez szeregi stanowi:

f log (1—2g cos X -[- g™ dx.

Funkcya podcatkowa jest bardzo] skomplikowana i catkowanie
bezposrednie nie bytoby tatwem; lecz jezeli rozwiniemy te funk-
cye na szereg i wykonamy catkowanie przez szeregi, otrzymamy
tatwo wartos$¢ catki pod postacig szeregu.

Przyktad szeregu, ktéry nie bedgc jednostajnie
zbieznym, nie pozwala na catkowanie przez
szeregi, podal Darboux; jest to szereg;

03]
2 \nxe-"" — (w-f 1) ,

ktérego wartoScig jest wprost
Nie wchodzimy w szczego6ty tego rozwazania, ktére zreszta
bytoby tatwem.



ROZDZIAL Il

OBLICZANIE CALEK NIEOKRESLONYCH | OKRESLONYCH.

§ 1-

Catki nieokreslone zasadnicze.

W dwoch poprzedzajgcych paragrafach rozwazaliSmy wta-
snosci ogolne, wynikajgce z okre$lenia catki; obecnie przechodzi-
my do cze$ci praktycznej rachunku catkowego, t.j. do odpowie-
dzi na pytanie: majgc dang funkcye, jak z niej
obliczyé¢ catke nieokreslong?

W rachunku rézniczkowym zagadnienie rdzniczkowania
moze by¢ rozwigzane zupetnie, jezeli w danej funkcyi zachodza
tylko symbole zwykte dziatan analitycznych. W rachunku cat-
kowym rzecz ma sie inaczej; tu bowiem, o ile nie mamy do czy-
nienia z typami elementarnemi funkcyj, nie mozemy ustanowi¢
wiasciwych prawidet catkowania. Powodzenie zalezy tu od za-
stosowania tego lub owego sposobu sztucznego i nie zawsze uda-
je sie znale$¢ $rodek prowadzacy do celu. Dalej, podczas gdy
rézniczkowanie zwyktych typéw funkcyj prowadzi zawsze do
funkcyj, nie wychodzacych z zakresu tychze typdw, to w rachun-
ku catkowym rzecz ma sie odmiennie. Catkowanie zwyktych
typow funkcyj prowadzi bowiem nieraz do funkcyj, nie daja-
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cych sie juz przedstawi¢ w ten sam sposob, jak poprzednie, za
pomocag skonczonej liczby dziatan analitycznych, wyko-
nanych na zmiennej niezaleznej, jezeli przez zwykie dziatania
analityczne rozumiemy dziatania matematyki elementarnej, t, j.
sze$¢ dziatan zasadniczych algebry, dalej dziatania logarytmo-
wania i wyktadnicze, dziatania trygonometryczne i odwrotne
wzgledem tychze.

Dla przekonania sie, ze catkowanie moze prowadzi¢ do
funkcyj nowych, bardziej ztozonych, rozwazmy co nastepuje:

Wiemy, ze pochodng funkcyi log x jest " ; stad wnosi-

my, ze catkg nieokres$long funkcyi jest log x, gdyz — jest

funkcya ciggta (p. Eozdziat I, § 3). "Wyobrazmy sobie na chwi-
le, ze funkcya logarytmowa nie nalezy jeszcze do zakresu funk-
cyj, ktére uwazamy za funkcye zwykte, i ze nie nalezy takze
do tegoz zakresu jej odwrotnosé, t. j. funkcya wyktadnicza; wte-
dy bedzie jasnem, ze prosty proces catkowania najprostszej fimk-

cyi wymiernej — wprowadza juz nowa funkcye logarytmowa.
oc

Jezeli zaliczymy do klasy pierwszej funkcye wymierne, do
drugiej niewymierne, do trzeciej przestepne (trygonometryczne
i ich odwrotne, logarytmowe i wyktadnicze), to rozniczkowanie
funkcyi jednej klasy nie prowadzi do funkcyj klasy wyzszej,
lecz do funkcyj tejze klasy lub nizszej; catkowanie, przeciwnie,
moze prowadzi¢ do funkcyj klasy wyzszej.

W nastepnych paragrafach wskazemy niektére zasadnicze
$rodki sztuczne catkowania; obecnie podamy t.zw. wzory za-
sadnicze catkowania.

Rozpatrzmy wszystkie funkcye, ktére podzieliliSmy wyzej
na trzy klasy; wszystkie one sg funkcyami ciggtemi i ich pocho-
dne sg takze funkcyami ciggtemi. Pamietajgc o tem, ze catka
nieokreslona funkcyi ciggtej jest funkcya, ktérej pochodna
jest rowna funkcyi danej, mozemy napisa¢ wzory zasa-
dnicze.

Z jedenastu zwigzkow:
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(dla jakiegokolwiek m, réznego od

otrzymujemy dziewie¢ wzordéw zasadniczych.:

(dla m réznego od — 1);

Rozumie sie, ze do stron drugich tych dziewieciu wzoré6w mozna
dotgczy¢ zawsze stata dowolng, dla otrzymania catki nieokreslo-
nej zupetnej.
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Jezeli mamy do obliczenia catke funkcyi, nie znajdujacej
sie w powyzszej tablicy, to musimy znale$¢ odpowiedni sposob
sprowadzenia jej do catek znanych. Przyktady podajemy w pa-
ragrafie nastepnym.

§

Sztuczne sposoby catkowania.  Catkowanie przez —czesci. Catkowanie
przez  szeregi.

dx
/ ———, nie nale-

sinC’
zaca do zadnego z typdw, podanych w powyzszej tablicy.
Mamy:

. .1 1
sina; = 2 sin a,cos .. X,

2t Jj
J J A-tcr —
1 Z z 1 cx~ 2
sin & X . X AXOoA X NooX
oS siny cos2 ~ tg tg

Funkcya, ktorej pochodna wzgledem x rowna sie ostatniemu wy-

razeniu, jest log tg i a zatem:

ax  _ X .
f sina - log tg@ p 4" const.
Metodg czesto stosowang jest metoda podstawienia, pole-
gajaca na przeksztatceniu zmiennej niezaleznej na inng (patrz
Rozdz. I, § 6) tak, aby nowa funkcya podcatkowa byta prostsza
do catkowania, niz dana. Nie mozemy, naturalnie, poda¢ prawi-
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det na to, jakiego uzywaé nalezy podstawienia; powodzenie zale-
ze€ tu bedzie czesto od wiekszej lub niniejszej wprawy w rachun-
kach tego rodzaju. Celem podstawienia bedzie zawsze dojscie
do typu funkcyi, ktérej catka jest juz znang, chociazby nowa
funkcya byta gatunku wyzszego niz ta, z ktérej wyszliSmy;
tak np. nowa funkcya moze by¢ przestepna, gdy dana

jest algebraiczng. Tak np. catka £ odxa przez podstawienie

X= cosy przeksztatca sie (p. Rézdze. I, § 6) na
ktéora na <zasadzie rozwazan poprzedzajgcych rowna sie

«. a wiec catka dana rowna sie:

Ten rezultat mozna uprosci¢ za pomocg wzorow trygonometryi;
W samej rzeczy:

tak ze ostatecznie catka nasza rdwna sie :

Obliczmy catke:
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Potdzmy tozsamosciowo:

skad nalezy oznaczyé¢ state ¢. Rozwijajagc kwadrat i po-
rownywajac spotczynniki jednakowych poteg zmiennej znaj-
dujemy:

stad:

przez co catka przeksztatca sie na nastepujaca:

Przez podstawienie z ktérego wynika
ta catka zamienia sie na:

Wprowadzmy nowa zmienng za pomocg podstawienia
z ktérego wynika otrzymujemy :

a gdy o jest ujemnem, podstawienie z, z ktérego wy-
nika , doprowadza do cafki:
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Pierwsza z ostatnich dwu catek sprowadza sie do typu, znajdu-
jacego sie w tablicy zasadniczej, druga do catki wyzej przez nas
obliczonej.  Otrzymujemy wiec jako wynik w pierwszym
przypadku:

1 1 N ax-\-
—arctg® = — 7 arctg—iﬂ’bg

w drugim zas:

z 1 ; ax b
— log tg arc cos = -"= log tg arc cos — e
ay —c n aV—c 2F—c

Powyzsze przyktady niechaj wystarczg na teraz jako przyktady
catkowania za pomocg metody podstawien. Wytozymy obecnie
zasady innej metody, bardzo uzytecznej w praktyce, zwanej
metodg catkowania przez czeSci.

Niechaj u{x), v{x) beda dwie funkcye, majace pochodne;
wedtug prawidet na pochodna iloczynu bedzie:

AU X)) VX = (I + » Ak

stad:

Catkujac obie strony i pamietajac, ze catkg pochodnej funkcyi
jest sama funkcya, otrzymujemy wzér zasadniczy:

Zatrzymajmy sie na chwile nad tym wzorom dla wyrozumienia,
w jaki spos6b moze on stuzy¢ do naszego celu. Niechaj bedzie
do obliczenia catka funkcyi ciggtej f(x). Mozemy zawsze wyo-
brazi¢ sobie, ze funkcya f(x), jako iloczyn dwoéch czynnikéw,
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z ktérych jednym jest u {x\ drugim za$ Cla) {X? t. j. pochodna
pewnej nieznanej funkcyi v {x). Przy takiem zalozeniu mozna
przy pomocy powyzszego wzoru sprowadzi¢ obhczenie catki da-
nej do obhczenia innej catki, zupetnie r6znej od pierwszej, a kté-
ra moze by¢ znacznie prostszg lub znang. Rozktad na czynniki
mozna uskuteczni¢ nieskoriczenie wielu sposobami, lecz natural-
nie pomiedzy niemi obierzemy (oile istnieje i moze by¢ znaleziony)
spos6b, czynigcy zado$¢ dwdém warunkom : 1) aby mozna zna-
N N

ihJj

ta tatwiejsza do catkowania, niz funkcya dana. Zresztg wszyst-
ko zalezy od zrecznosci i wprawy, nabytej w tego rodzaju ra-
chunkach. Przykiady najlepiej rzecz wyjasnia.

les¢ bezposrednio funkcye v (ir); 2) aby funkcya v (x)

Niechaj bedzie do obliczenia catka j log x dx. Uwazajmy

funkcye log x za iloczyn log pierwszy czynnik nazwijmy
u (x), drugi . Ze zwigzku " 1, wynika v= X, a ze
zwigzku u = log x mamy * = -i ; stosujgc wiec wzor catko-

wania przez czesci, otrzymujemy:

llog x clx= x log x — 1clx
= Xlog X— X  const.
Niekiedy nie udaje sie catkowanie po jednokrotnem stosowaniu

tej metody, lecz po kilkakrotnem. Oto przykiad:
Niechaj bedzie:

| sin X dx .

Funkcye podcatkowg roztéozmy na dwa czynniki: =iun

Pascal R. C. 5
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d j d N )
smx= ]stqéi e 2X, V= — COS X | befime:

sin Xdx — —  €0S x -[-2 ij x €OS x dx .

Catka po drugiej stronie nie jest jeszcze znang, lecz widocznie
jest prostszg od catki danej, gdyz wykitadnik zmiennej x jest
w niej o jedno$¢ mniejszy. Stosujac powtdrnie catkowanie przez
czesci, otrzymujemy :

\] X €0S X dx — X sin X—J sin x dx sin iz -["cos x
a wiec ostatecznie:
Nsin xdx = —  cos x-\-2 x sind -(- 2 cos x -{- const.

"W nastepnych, paragrafach zajmiemj'~ sie zagadnieniem catko-
wania niektérych specyalnych typéw funkcyj i dla pewnych
typéw dos¢ ogolnych™.bedziemy mogli poda¢ wzory ogolne na
catkowanie.

Gdy funkcya dana nie da sie sprowadzi¢ do zadnego z ty-
pow, ktére umiemy catkowaé, gdy wiec okazg sie daremnemi
wszelkie proby i sztuczne sposoby, wtedy pozostaje tylko uciec
sie do catkowania przez szeregi, ktérego teorye po-
daliSmy w 8 4 rozdziatu I1-go. Staramy sie wtedy rozwing¢ fun-
kcye na szereg, ktorego kazdy wyraz jest catkowalny i otrzymu-
jemy rezultat w postaci szeregu.

Jako przykiad podajemy catke:

dre
f VI—Jc” sina @

ktéra nazywa sie catka eliptyczng. Calki takie badaja
sie szczegotowo w matematyce wyzszej; dajg one poczatek funk-
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cyom wyzszym, niz zwyczajne fiinkcye przestepne, za pomoca
ktorych wyrazi¢ sie nie dajg. Jest oczywistem, ze gdy chcemy
te funkcye wyrazi¢ za pomocg zwyktych funkcyj, to wszelkie
usitowania i sposoby sztuczne nie udajg sie i mozemy wtedy sto-
sowac tylko catkowanie przez szeregi.

Aby przyktadu tego nie uczyni¢ zbyt skomplikowanym,
ograniczymy sie na obliczeniu catki okreslonej w granicach od
O do . Funkcya podcatkowa daje sie rozwing¢ na szereg na-

stepujacy:

Szereg ten jest jednostajnie zbiezny; kladgc bowiem
za sin @jego warto$¢ najwieksza 1, otrzymujemy szereg warto-
§ci najwiekszych:

zbiezmy dla li* e< 1, skad na mocy znanego twierdzenia (,,Ra-
chunek rézniczkowy", Rozdz. 1, 8 7) wynika, Ze szereg uwazany
jest jednostajnie zbiezny.

Catkujgc wyraz po wyrazie we wzorze powyzszym, znaj-
dujemy:

Aby dojs¢ tedy do szukanego rezultatu, trzeba umie¢ obliczaé
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catki postaci f sin™ ” dtp. Mozemy to uskuteczni¢ za pomocy

metody catkowania przez czesci. Mamy:

ktadac cos® @ = 1 — sin® @ i taczac wyrazy podobne, otrzy-
mujemy :

Wedtug tego wzoru catka, odpowiadajgca wyktadnikowi 2n, za-
lezy od catki, odpowiadajgcej wyktadnikowi 2n—2; stosujac do-
stateczng liczbe razy ten wzor, dojdziemy w kofcu do catki z wy-
ktadnikiem zero i otrzymamy tym sposobem warto$¢ catki

Rachunek upraszcza sie, jak powiedzielismy, jezeli

rozpatrujemy catke okre$lona od Odo . Wtedy

staje sie:

a stosujgc wzor ten kolejno u razy, znajdziemy:
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stad warto$¢ szukana catki danej bedzie:

§ 3.

Catkowanie funkcyj wymiernych.

Metody, wskazane w poprzedzajgcych rozdziatach, stuzyty
do przeksztatcenia catki danej na inng, ktorej obliczenie w wielu
razach jest tatwiejszem. Obecnie przyjmiemy, Ze funkcya, ma-
jaca byc¢ catkowana, jest specyalnego gatunku, mianowicie jest
funkcya wymierng. Wtedy mozemy istotnie wskazac
metode ogdlng do obliczania catki w kazdym przypadku. Rozu-
miemy to tak, ze zagadnienie uwaza sie za rozwigzane, gdy daje sie
sprowadzi¢ do zagadnienia natury mniej wysokiej, np. do roz-
wigzania rownania algebraicznego, ktére praktycznie moze by¢
trudnem i nawet niewykonalnem. Z punktu widzenia teoretycz-
nego wszakze zagadnienie o catkowaniu nalezy wtedy uwazac
za rozwigzane.

Niechaj bedzie funkcya wymierna, réwna ilorazowi dwu
. Fx o . o L
funkcyjy {\) , ktére, mozemy przyjac jako wzglednie pierwsze.

Podziejmy licznik przez mianownik, (gdy stopien funkcyi F jest
wiekszy od stopnia funkcyi /"), przez co iloraz sprowadzimy do
czesci catkowitej i do czesci utamkowej, w ktorej stopien liczni-
ka jest mniejszy od stopnia mianownika. Co do czesci catkowi-
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tej, to catkowanie jej sprowadza sie do catkowania wyrazen ty-

pu ax", gdzie a jest statg; takie catki obliczamy wedtug znanych

prawidet. Zagadnienie zatem sprowadza sie do catkowania
F(x)

funkcyi typu , gdzie funkcye F i f sg,wzglednie pierw-

szemi i stopien pierwszej z nich jest mniejszy od stopnia drugiej.

Niechaj a®, a*, a" beda pierwiastkami funkcyi /"; przyj-
mijmy, ze sa one rzeczywistemi i ze n® n® ..., np sg stopniami
ich wielokrotnosci. Wiemy wtedy z algebry (jak to okazemy
na koricu tego paragrafu), ze utamek F{X) mozna roztozy¢ na

sume utamkow czgstkowych sposobem nastepujacym:

gdzie ilosci 6 sg statemi, z ktérych niektére mogg by¢ zerami. Lecz

z pewnoscig réznemi od zera sa: eee? e Widzimy,
ze catkowanie strony drugiej tego wzoru sprowadza sie zawsze
dx__ . Dla n= 1 taka catka rowna sie
[ x—ol)

log {x—ci), dlg n roznego od 1 réwna sie

W ten sposdb zadanie nasze jest zupetnie rozwigzane, a re-
zultat bedzie sumg funkcyj wymiernych i lo-
garytmowych.

Podajmy zastosowanie tej metody. Niechaj bedzie do
obliczenia catka:
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i NNN\
I X{L—X")

Pierwiastki mianownika sg wszystkie rzeczywiste; sg niemi O,
1, — 1; wielokrotno$¢ wszystkich jest 1. Napiszemy tedy:

1 WL A A
c(1 —a; " A x4

Dla oznaczenia statych a, b,0 pomnozmy te réwnos¢ kolejno przez
X, x—l, i nastepnie potozmy x = O,x— 1, x = —1;
znajdziemy tym sposobem:

a=1 6-- ——, c=
Stad
f (Ix A Afodx 1 r (Ix
J X(1 — ~ J n J J
= logd®— " log (a;—1) — ~ log nH+ C

= log A -f C.

Wyltozong metode mozna stosowa¢ z pozytkiem w przypadku,
gdy wszystkie pierwiastki a sg rzeczywistemi. Jezeli
niektére z nich sg urojonemi, wtedy nie mozemy przej$é do obli-
czen, poniewaz wszystkie dotychczasowe rozwazania nasze w ra-
chunku rdzniczkowym i catkowym odnosza sie w istocie rzeczy
do funkcyj, w ktorych nie zachodzg ilosci urojone. Nalezatoby
tedy rozpoczaé przedewszystkiem od rozciggniecia dotychczaso-
wych rozwazan na przypadek funkcyjurojonych! okaza¢, ze wy-
konywajac na iloSciach urojonych dziatania tak, jak sie je wyko-
nywa na ilosciach rzeczywistych, dochodzi sie do rezultatow
ostatecznych, z ktorych znikajg ilosci urojone. Rezultaty, ktdre
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otrzymanoby w ten sposéb pod postacig rzeczywistg, bytyby
wiasnie rezultatami szukanemi.

Lecz mozna okazaé, ze i w przypadku, w ktorym niektore
pierwiastki funkcyi f sa urojonemi, daje sie wykonaé rachunek
catkowania, bez wprowadzenia ilosci urojonych.

Zatézmy, ze funkcya f posiada pierwiastek urojony
a 4- ktérego stopied wielokrotnosci jest w; wtedy posiada
takze i pierwiastek sprzezony a—i” tegoz stopnia wielokrotno-
§ci. Czynnikiem przeto funkcyi f bedzie:

[(ic—a)2 -f — b)\

Z algebry wiadomo (okazemy to na koncu paragrafu), ze utamek
F () mozna roztozyé na utamki czastkowe jeszcze sposobem od-
miennym od podanego we wzorze (1); mianowicie, mozna ja roz-
tozy¢ na szereg wyrazéw, z ktérych niektére, odpowiadajace
pierwiastkom rzeczywistym funkcyi f, bedg takie, jak w (1), inne
za$ bedg typu:

ex -["
axb)

gdzie pierwiastki rownania x'> -{- ax b= O sg urojonemi.
Zagadnienie nasze sprowadza sie do obliczania catek typu:

f A dx

J ("2
Jezeli, jak wyzej, a + a— sg pierwiastkami mianowni-
ka, to bedzie ax N h={x- ar " catka za$ zamienia
sie na:

Jr P X d &x. (> Q).

Te ostatnig catke mozna przedstawi¢ tozsamosciowo w ten sposdb:
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Pierwsza z catek po prawej stronie przecliodzi za pomocg pod-

stawienia , a wiec réwna sie:
jezeli

lub:

jezeli

Druga z catek po prawej za pomocg tego samego podstawienia
przechodzi na a wiec réwna sie:

dla Grdy za$ to uskuteczniamy przeksztatcenia:

a wykonywajac catkowanie przez czesci, otrzymujemy:

i taczac te wzory, znajdujemy:
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/dy y

A ow— &Y.
Widzimy, ze kolejne stosowanie tego wzoru redukcyjnego dopro-
wadzi nas (przy n dodatniem i catkowitem) do catki tego samego
gatunku, w ktérej wyktadnik przy ilosci y* ™ jest jednoScia
i taka catka, jak to juz widzieliSmy, wyrazi sie przez arcus
tangens.

Tym sposobem zagadnienie catkowania danej funkcyi wy-
miernej jest zupetnie rozwigzanem, naturalnie w zatozeniu, ze
pierwiastki rownania f{x)=0 sg znane; pokazalismy tez, ze we
wszystkich przypadkach mozna uskuteczni¢ obliczenie, wprowa-
dzajac jedynie ilosci rzeczywiste, nawet gdy pierwiastki
réwnania f{x) = 0 saurojonemi.

Jako rezultat tego calego badania mozemy wypowiedzie¢,
ze catka funkcyi wymiernej wyraza sie zaw-
sze ijedynie za pomocg trzech typdéw funk-
cyj: 1) funkcyj wymiernych, '2) funkcyj 1og a-
rytmowych, 3) funkcyi arcus tan gens. Funk-
cye trzeciego typu wystepujag wtedy, jezeli
nie chcemy wprowadzaé¢ do rachunku ilosci
urojonych; gdy zas wprowadzamy ilo$ci uro-
jone, to wystarczajag funkcye dwu pierw-
szych gatunkow.

Dla uzupetnienia tego wyktadu podamy jeszcze w tym pa-
ragrafie ogdlne twierdzenia algebry, odnoszace sie do rozktadu
funkcyj wymiernych na funkcye elementarne; twierdzenia te
stanowig podstawe wszystkich powyzszych wywoddw.

a). Twierdzenia og6lne o rozktadzie funkcyj wymiernych
ulamkoiuych.

F X

Niechaj bedzie funkcya , ktdrej licznik i mianownik

sg wielomianami o zmiennej  odpowiednio stopnia m-go i n-go.
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Jezeli stopien funkcyi JP jest wiekszy od stopnia funkcyi /', to po
podzieleniu pierwszego wielomianu przez drugi, otrzymamy czes¢
catkowitg, Q (x) stopnia m—n i reszte R {x) stopnia mniejsze-
go od n; mozemy wiec napisa¢:

Taki podziat na czesci catkowitg i utamkowa daje sie uskutecz-
ni¢ jednym tylko sposobem. W samej rzeczy niechaj bedzie:

twierdze, ze mozna jednym tylko sposobem znales¢
zawsze dwa wielomiany: jeden Q{x) stopnia wi—n\R{x)
stopnia nizszego od 4, aby tozsamos$ciowo, t. j. dla
kazdej wartos$ciag zachodzita rdwnosc:

Pot6zmy:

to byé powinno:

Poniewaz ta rowno$¢ winna zachodzi¢ dla kazdej wartosci a2,
przeto spoétczynniki jednakowych poteg zmiennej X po obu jej
stronach winny by¢ réwne; stad otrzymujemy zwigzki:
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Wida¢ stad, ze pierwsza kategorya rownan nie zawiera wecale
spotczynnikéw r, a zawiera natomiast wszystkie spétczynniki q;
druga za$ kategorya zawiera spdtczynniki r i spotczynniki a.
Nadto z pierwszej kategoryi rGwnan mozna oznaczy¢ spétczyn-
niki gjednoznacznie, gdyz pierwsze z tych réwnan zawiera tylko
spotczynnik f/*, a wiec okresla go jednoznacznie; drugie w ten
sam spos6b daje warto$¢ jedyng na e,, po oznaczeniu wartosci ro
i t. d., az do ostatniego réwnania, z ktérego oznaczymy «.
Gdy oznaczymy wszystkie sp6tczynniki to rownania drugiej
kategoryi okre$lg w sposob jednoznaczny spotczynniki r. Jest
tedy dowiedzione, ze istniejg zawsze wielomiany Q{x) i B{x)
z wilasnosciami wyzej podanemi, jednoznacznie okresli¢
sie dajace.

Udowodnijmy obecnie twierdzenie nastepujace:

Niechaj (x—a)"- bedzie czynnikiem fukcyi
/ (@), lub, co na jedno wychodzi, niechaj a be-
dzie pierwiastkiem réwnania/(a?) =0 o wielo-
krotnos$cig. Wtedyfunkcye mozna roz-
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tozy¢ zawsze w ten sposdb:

gdzie A jest statg, F1(x) wielomianem catko-
witym, fI(x) ilorazem funkcyi f(x) przez
W samej rzeczy, poniewaz

przeto jest tozsamosciowo:

Mozemy wybrac¢ statg A tak, aby byto
mozemy przyja¢ A — , wtedy funkcya

bedzie miata czynnik x—a; w drugim wyrazie powyzszego wzo-
ru bedzie mozna wykona¢ skrocenie przez x —a i pozostanie
funkcya FA{x) stopnia m—1, w mianowniku za$ pozostanie

Z tego twierdzenia wyptywajnastepujace:

Niechaj ab,..l bedg pierwiastki rzeczy-
wiste lub urojone funkcyi f(X): a /5...,Astop-
nie wielokrotnos$ci tych pierwiastkow; wte-

F()
dy funkcye j"mozna roztozy¢ w sposob na-
stepujacy:

gdzie sgiloscistate.
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W samej rzeczy, stosujac rozkiad, podany w twierdzeniu
poprzedzajacem, do utamka:

znajdziemy:

gdzie do drugiego wyrazu strony drugiej mozemy znowu ten
sam zastosowac rozktad i postepujgc w ten sposéb dalej, doj-
dziemy do powyzszego wzoru. Zauwazmy, ze spo6tczynniki
pierwsze tego rozktadu A*B™ ... nie moga by¢ zerami, gdyz sa,

jak wiemy, danemi przez wzory

gdyby wiec byty zerami, musiatoby by¢ w takim razie F{x)=0,
t. j. a musiatoby by¢ pierwiastkiem réwnania F{cc) = O, co

nie zgadza sie z zalozeniem, ze utamek jest nieprzy-

wiedlny.

h). Metoda ivylionania rozkladu iv przypadku pierioiastkdw
rzeczywistych.

Rozroznimy dwa przypadki gtowne: jeden, gdy wszystkie
pierwiastki sg rzeczywistemi i drugi, w ktérym zachodzg tez
pierwiastki urojone. Gdy wszystkie pierwiastki sg rzeczywiste-
mi, rozpatrzmy dwa przypadki, pierwszy, gdy wszystkie sg poje-
dynczemi, drugi, gdy zachodzg i pierwiastki wielokrotne.
W pierwszym razie mamy /'{x) = (x—a) (x—b) .,.{x—I) i wte-
dy, na zasadzie poprzedzajgcego twierdzenia, mozna napisac:
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Podamy metode oznaczenia statych J, C, ... "Wiemy, ze
ktadac

mamy:

Wezmy pierwszg pochodng funkcyi

Stad:

a zatem:

i podobnie :

Zastosujemy te rezultaty do wyprowadzenia wzoru, ktéry moze
byé uzyteczny w wielu razach. Niechaj funkcya F{x) be-
dzie stopnia —2, gdy funkcya f {x) jest stopnia n. Mno-

F
Zac obie strony wzoru, dajacego rozktad funkcyi & ' pven

otrzymujemy:

Spéiczynnikprzy potedze po stronie drugiej jest
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gdzie znak ™ oznacza, ze suma ma by¢ rozciagnieta na wszystkie
pierwiastki réwnania f {xX) — 0. Gdy w funkcyi F {x) spotczyn-
nik przy 4" jest zerem, wtedy

Pokazemy teraz jak obliczajg sie spotczynniki Jj, ...,
B, B®, ... w przypadku og6lnym. Metoda bezposrednia, wska-
zana w a) bytaby za dluga i dlatego podamy wzory na wartos$é
tycti statych, wyrazone przez pochodne funkcyjf i F. "Wyjdzmy
zZ wzorow:

gdzie:

Poniewaz f {x) = {x—a)" /', (&;), wiec bioragc pochodne wedtug
wzoru Leibniza, znajdujemy:

dla X= a otrzymujemy:
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Bioragc za$ kolejne pochodne we wzorach:

znajdujemy:

Stad dla x = a bedzie:

Wstawiajgc tu wyrazenia na A, AN AN ...

ne wzory zwrotne:

ktérych prawo tworzenia jest widoczne.

, otrzymujemy zada-
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c). Metoda wykonywania rozktadu w przypadku, w ktérym
zachodza pierwiastki  urojone.

Wykonanie w tym przypadku rozktadu za pomocag metod
wyzej podanych datoby we wzorach wyrazenia urojone i dopro-
wadzitoby do rozktadu urojonego. Wskazemy przeto inny spo-
séb rozktadu, wynikajacy z twierdzenia:

Jezeli X2 + px + gqjest czynnikiem mianow-
nika f{x), t.j. gdy:

wtedy tozsamos$ciowo jest:

gdzieP i”™ sgdwie state, FMx) za$ nowa fun-
kcyag catkowita.
W samej rzeczy mamy:

Mozemy oznaczy¢ state F i Q tak, aby czynnikiem wyrazenia
byt tréjmian +px g\ jezeli wiec
sg pierwiastkami rdwnania to by¢

powinno:

Otrzymujemy stad:
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a obliczywszy strone drnga, ktdra bedzie wogdle postaci M+ N,
bedziemy mieli:

skad:

Dla tak okreslonych wartosci Pi Q znajdujemy:

co byto do okazania.

Kolejne zastosowanie tego twierdzenia, podobnie jak w a),
prowadzi do rozktadu:

Spoétczynniki P, Q, P%, , .. . Wyznaczajg sie ze zwigzkow:
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gdzie U jest jednym z dwu pierwiastkéw réwnania
funkcye za$ sq okreslone za pomocag zwigz-
kow :

Zauwazymy nadto, ze gdy pierwiastki urojone funkcyi / nie sg
wielokrotnemi lecz pojedyhAczemi, wtedy rozkiad ten mozna
otrzymac tatwo z pierwszego rozktadu. W samej rzeczy, jezeli
i A'sg dwa pierwiastki urojone sprzezone funkcyi  + px -f-q,
wtedy rozklad za pomocg pierwszej metody daje:

gdzie:

taczac oba utamki w jeden, mamy:

Poniewaz ki k' sg liczby urojone sprzezone, przeto E i R' a, takze
lik' i R 'k bedg iloSciami urojonemi sprzezonemi, skad wynika,
ze R+ B oraz RK'" A-R'k bedag liczbami rzeczywistemi

Nadto ktadac . = M-j-Ni, oraz
i W

otrzymujemy :

skad:
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_ ftik _!_R h); (A/+ Ni) (g- lip) - {M- Ni) g+ "

84,

Catkowanie funkcyj niewymiernych. Catki dwumienne.
Catki eliptyczne.

Jezeli w przypadku funkcyj wymiernych moglisSmy zupet-
nie rozwigza¢ zadanie catkowania, to nie mozemy tego uczynic
w przypadku funkcyj niewymiernych. Musimy tu ogra-
niczy¢ sie na pewnych typach specyalnych i zobaczy¢, czy i w ja-
ki spos6b mozna dla tych typow otrzyma¢ metode ogdlna.

Jednym z tatwiejszych typow funkcyj niewymiernych jest
ten, w ktorym wystepujg rézne potegi utamkowe zmien-
nej X t. j. funkcya postaci /"(rr", Xy, .. .), gdzie /"jest sym-
bolem funkcyi wymiernej, a, v, ... za$ sg jakiekolwiek liczby
wymierne utamkowe. Taka funkcya /"jest w istocie funkcya
niewymierng zmiennej x, lecz za pomocg prostego przeksztatce-
nia mozemy ja tatwo sprowadzi¢ do typu funkcyi wymiernej.
W samej rzeczy, niechaj fi, bedzie najmniejszg wspdlng wielokrot-
ngmianowniko6w utamkow a, /S, 7,...; wtedy /g, u, /ny, . ».
beda liczbami catkowitemi. Potézmy x = y", skad:

dx — dy.
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Za pomocg tego podstawienia doctiodzimy do funkcyi zmiennej
y, W ktorej wszystkie wyktadniki sg liczbami catkowitemi; otrzy-
mujemy zatem funkcye wymierng zmiennej y i sprowadzamy
zagadnienie do przypadku, rozwazonego w paragrafie poprze-
dzajacym.

Rozwazmy catke typu j f VR) gdzie H jest wielo-
mianem stopnia 2-go wzgledem t.j. H= a 'ibx
f za$ przedstawia funkcye wymierna ilosci x i VR,
Funkcya f jest oczywiscie funkcyg niewymierng zmiennej
3 a niewymiernos¢ ta pochodzi od pierwiastnika drugiego sto-
pnia, t. j. od ti. Wykonamy pewne przeksztatcenia przygoto-
wawcze dla okazania, ze przez przeksztatcenie algebraiczne
catka dana daje sie wyrazi¢ za pomocg pewnych catek typu
0znaczonego.

Poniewaz potega druga funkcyi Viijest juz wyrazeniem
wymiernem, wiec VH w funkcyi f moze wj-stepowaé tylko
w stopniu pierwszym, a wiec ogdlna posta¢ funkcyi f jest

® o+t MR X
Mnozac licznik i mianownik przez @ — ${X) VE {X), otrzy-
mujemy :

epi {x)-"ix)N {x)Ti{x)A-VH{x) {X)
x - fin Hix)

gdzie mianownik jest juz wymiernym. Funkcya f tedy moze
by¢ sprowadzona do typu :

Gix)" H{X) YyFX),

w ktorym Oi H sa* dwie funkcye wymierne zmiennej x. Win-
nismy zatem zajac¢ sie catkami typu :
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ktore przez pomnozenie i podzielenie przez yji sprowadzajg
sie do:

gdzie K {x) jest funkcyg wymierng.

Jezeli roztozymy funkcye K (x) na cze$¢ catkowitg i na
utamki elementarne wedtug teoryi podanej w poprzedzajacym
paragrafie, spostrzezemy, ze gdy pozostajemy w obsza-
rze ilosci rzeczywistych, to catka powyzsza sprowa-
dza sie do catek trzech typow, mianowicie do catki:

pochodzacej od czesci catkowitej, zawartej w K{x)] do
catki :

pochodzacej od pierwiastkbw rzeczywistych w mianow-
niku funkcyi K {xy, wreszcie do catki :

pochodzgcej od pierwiastkbw urojonych mianownika tej
funkcyi. Mozna pokazaé, ze kazda z tych catek sprowadzié sie
daje do catki wymiernej. Dowod podamy dla catki typu og6l-

nego j f {x, YE (x)) dx, a nie dla catek jednego z trzech typow

specyalnych, Inbo przeksztatcenia wyzej wskazane mogg by¢
w praktyce bardzo uzytecznemi.
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Rozréznijmy dwa przypadki: c dodatniego i ¢ ujemnego.
"W pierwszym z nich kiadziemy Yr =y + Jc. skad:

a wiec:

Te podstawienia sprawiaja, ze f staje sie funkcya wymier-

n g zmiennejy. Jako przyktad wezmy catke ktora

zamienia sie wprost na

skad:

W drugim przypadku, jezeli funkcya podcatkowa jest
funkcygrzeczywistag zmiennej x dla kazdej wartosci rze-
czywistej tej zmiennej, Ji? nie moze by¢ iloscig urojona, t.j.
i? nie moze by¢ ujemnem dla zadnej wartosci x. Lecz:

gdzie sg pierwiastkami roéwnania Te pierwiastki



Catkowanie funkcyj niewymiernych it. d. 89

nie mogg by¢ zatem urojonemi. Gdyby bowiem byty urojonemi, to
iloczyn {x—a) {x—dla kazdej wartoSci rzeczywistej x
bytby iloczynem dwu liczb urojonych sprzezonych, a jako taki
rownatby sie sumie dwu kwadratéw liczb rzeczywistych i bytby
stale dodatni; z powodu za$ czynnika c ujemnego, H bytoby
ujemnem dla kazdego x rzeczywistego, —liczbg urojona,
a wiec funkeya dana zawierataby ilosci zespolone, wbrew zato-
zeniu. Grdy zatem a i * sg, rzeczywistemi, to mozemy zastoso-
waé podstawienie yn = y {x—a), ktére bedzie podstawieniem
rzeczy wistem. AYynika z niego:

lub

skad:

A wiec i to podstawienie prowadzi do funkcyi wymiernej zmien-
nejy. Zresztg mozna to podstawienie stosowaé takze w przy-
padku, gdy cjest dodatnie, byleby tylko pierwiastki rdwnania
-S= Obyly rzeczywistemi.

Stosujac to podstawienie do catki znajdziemy:
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Po zbadaniu catek funkcyj, zawierajacycli pod znakiem pier-
wiastka kwadratowego wielomian stopnia drugiego, nasuwa sie
mimowoli my$l rozpatrzenia catek funkcyj, 'zawierajacycli pier-
wiastek kwadratowy wielomianu stopnia 3-go, 4-go i wyzszych.
Gdy jednak w przypadku wielomianu stopnia 2-go mozna, jak
widzieliSmy, catkowanie wykona¢ zawszo przy pomocy funkcyj
zwyktych, to natomiast rzecz ma sie inaczej w przypadkach
innych. W tych to przypadkach okazuje sie potrzeba wprowa-
dzenia wyzszych funkcyj przestepnych. Takie catki nazywajg
sie eliptycznemi ibyly badane po raz pierwszy przez ma-
tematyka wioskiego Fagnano(1682—1766) i przez Eulera
(1707—1783), a poOZniej szczegOtowiej przez Legendrea
(1762—1833). Nazwa tych catek pochodzi stad, ze za pomoca
nich rozwigzuje sie zagadnienie wyprostowania
(rektyfikacyi) elipsy. Nie mozemy tu zajac sie blizej
badaniem catek eliptycznych i podamy tylko niektére pojecia
zasadnicze, do nich sie odnoszace.

Za pomocg przeksztatcenia, w ktorego szczeg6ty nie wcho-
dzimy, dochodzi sie do twierdzenia, ze gdy do rachunku
wtagczymy ilosci zespolone, to kazda catka

postaci jf(ir, clx, gdzie ™jest wielomianem

stopnia 4-go, /"za$§ symbolem funkcyi wymier-
nej, daje sie wyrazi¢ przez kombi nacye linio-
wg catek tylko trzech typow:

gdzie -ftjest wielomianem -l-go stopnia posta-
ci: i?7= (1—(1—k"p'") {Kkr<',1): Te trzy catki nazywajg sie
catkami normalnemi Legendre'a gatunku 1-go,
2-go i 3-go.

Okazemy jeszcze, ze powyzsze trzy catki mozna sprowa-
dzi¢ do innej postaci, bardzo czesto uzywanej, a ktorg juz raz
napotkaliSmy przy teoryi rozwijania catek na szeregi (p. Eozdz.
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I, §2). Potézmy y — sin ff, skad tly = cos @ &p i trzy calki
powyzsze przyjma postaci:

1) f moe L9 _
J sin2cp' " J '
dtp
f (1+ 4 sin™ ) VI—/c” sina @'

(w trzeciej z pominieciem czynnika statego i przy zatozeniu

a= r%j\' Te trzy catki oznaczamy zwykle za pomocg symbolow:

Fite), Z(cp), /l.cp);

pierwsza z nich wiasnie byta badang w miejscu wyzej cytowa-
nem. Catki te mozemy obliczy¢ za pomocg catkowania przez
szeregi.

Przechodzimy teraz do innego typu catek, mniej ztozo-
nych, mianowicie do catek dwumienych, ktére rozwazal
pierwszy Euler. Taka catka jest postaci:

i (@ v,

gdzie m, n, p sg liczbhami wymiernemi utamkowemi,
dodatniemilub ujemnemi. G-dybyp bylto liczbg cat-
kowitg dodatnig lub ujemna, wtedy nalezatoby rozwinaé potegi
dwumianu w liczniku lub mianowniku, stosownie do tego, czy p
bytoby dodatnie lub ujemne i otrzymalibySmy tym sposobem
funkcye wymierng réznych poteg utamkowych zmiennej x. Taki
typ funkcyj rozwazaliSmy juz na poczatku tego paragrafu.
Przyjmijmy tedy, ze jojest utamkiem. Liczby m.,n moga by¢
jakiekolwiek, lecz tatwo widzieé, iz bez zmniejszania ogdlnosci,
mozna zatozy¢, ze sg catkowitemi. Grdyby bowiem nie
byty takiemi, to ktadac x = yt* gdzie ” jest najmniejszg wspol-
ng wielokrotng mianownikdw liczb w, n, otrzymaliby$my catke :
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ktora jest takze catkg dwumienng, lecz gdzie wykitadniki ilosci y
sg juz catkowitemi. Mozna nadto przyjaé, ze n jest zawsze do-
datnie, gdyz w razie przeciwnj*m, napisawszy catke naszg w po-
staci:

otrzymaliby$my wyktadnik — n dodatni. Zastosujmy podsta-
wienie a -]- bx" = vy, z ktérego wynika:

skutkiem tego catka nasza staje Sie:

Jezeli za$ wyjdziemy z postaci:

to ktadac ax~ h— vy, znajdziemy podobnie:

(H)

Otéz gdy jest liczbg catkowita, to posta¢ (I) mozna od-

razu sprowadzi¢ do wymiernosci, kladac gdzie jest
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mianownikiem utamkay. Grdy za$ jest liczbg cat-

kowita, to posta¢ (I1) tymze sposobem sprowadza sie do wymier-
nosci. Istniejg zatem dwa przypadki, w kto-
rych catke dwumienng mozna sprowadzic
bezposrednio do catki wymiernej, mianowi-
cie: l)gdy jest liczbag catkowityg; 2) gdy

jest liczbg catkowity.

Gdy te przypadki nie zachodza, wtedy mozna stosowaé
wzory redukcyjne, za pomocg ktérych dana catka dwumienng
sprowadza sie do innych takich catek z innemi liczbami n, p.
Te wzory redukcyjne otrzymujemy, stosujac metode catko-
wania przez czesci. Ktadgc mianowicie
skad :

znajdujemy wzér:

zapomoca ktérego catka dwumienng z wyktadnikami m,n,p wyra-
za sie przez catke dwumienng z wyktadnikami
Jezeli wiec napiszemy:
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i za pomocg poprzedniego wzoru wyrugujemy ostatnig catke,
znajdziemy:

pXRads Y (k= pfd

(B)

1 " ( X' (a-i- clx.
" m-A-l jm J '

Za pomocg tego wzoru zmniejsza sie 0 1 wyktadnik ilosci a +

Kombinujac ze sobg rozmaicie te sztuczne sposoby catko-
wania, mozna znale$¢ rozmaite wzory redukcyjne. Nie ma po-
trzeby wyprowadzac icti, gdyz z jednej strony rzecz ta nie przed-
stawia zadnej trudno$ci teoretycznej, z drugiej za$ dogodniej
jest uzywac tych sposobéw w kazdym szczegdlnym przypadku,
przystosowujac je do natury badanej catki. W wielu znéw ra-
zach dogodniej uzywac¢ wzorow redukcyjnych, otrzymywanych
wskazanemi sposobami, niz postugiwa¢ sie powyzej podanem
kryteryum, nawet w przypadku, gdy sie ono sprawdza.

Jezeli zaden z wzoréw redukcyjnych nie doprowadza do
catek znanych, wtedy pozostaje tylko stosowanie catkowania
przez szeregi, po rozwinieciu na szereg potegi p-ej dwumianu
a -j-

Jako przyktad wezmy catke:

I X" dx
I yiHA

{m catkowite)
ktorg mozemy napisac:
*X" (I—xM~2  dx.
Jest to catka dwumienna, wynikajgca z postaci og6lnej przy
a=1l, 6= —1, n= %p= i- ; nalezy ona do przypad-

kéw elementarnych, wyzej wymienionych. W samej rzeczy,
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gdy m jest parzyste, wtedy . jest

liczba catkowita; gd}- zas ni jest nieparzystem, wtedy

jest liczbg catkowitg.

§

Catkowanie funkcyj przestepnych.

W tym paragrafie zbadamy niektore typy specyalne funk-
cyj przestepnych i pokazemy, jak sie one catkujg.

1) Niechaj bedzie funkcya typu /"), gdzie /'jest symbo-
lem funkcyi wymiernej. Kladac e* =y, skad clx= ~ , spro-
wadzamy funkcye dang do funkcyi wymiernej zmiennej vy.

2) Rozpatrzmy catki typu | sin™ x cos" x dx.  Potézmy

sin X = to otrzymamy:

t, j. catke dwumienna.

Mozemy uzy¢ innego sposobu, a mianowicie catkowania
przez czesci. Kladac otrzy-

mujemy:
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Uskuteczniajac tu przeksztatcenie podobne do uzytego przy cal-
kach dwumiennych, t. j. ktadac:

podstawiajac i rozwiagzujac wzgledem | sin™ x cos" x dx, znaj-

dujemy :

3) Niechaj bedg do obliczenia catki:

Za pomocg catkowania przez czesci znajdujemy:

skad :
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4) Niechaj bedzie wreszcie catka z funkcjg podcatkowa
typu / (sin  cos a), gdzie /"jest symbolem funkcyi wymiernej.

Ktadac tg Lo otrzymujemy:

1—"2 clx 2

i to podstawienie zmienia juz funkcye dana na funkcye wymier-
ng zmiennej t* dajacg sie catkowa¢ metodami znanemi.
Jako przyktad wezmy:

dx
./ asin x-\-h cos x '

Wykonywajac powyzsze przeksztatcenie, znajdujemy :
2\ M 2b f
J 2at + 6 (1-"2) 0" - (bt- a)2

N 1 rr m N e hdt

a podstawiajac za t jego wyrazenie w zmiennej x, dochodzimy
do wzoru szukanego.

8§ 6.

Obliczanie catek okreslonych. Catki Euler owe.

W poprzedzajacych paragrafach badaliSmy r6zne typy
specyalne funkcyj w celu obliczania odpowiadajgcych im catek
nieokreslonych. Lecz moze sie zdarzy¢, ze nie umiejac

Pascal E. C. 7
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obliczy¢ catki nieokreslonej, potrafimy natomiast obliczy¢ catkq
okre$long pomiedzy pewnemi granicami. Paragraf ten poswie-
cimy wytozeniu sposobow sztucznych i metod obliczania catek
okreslonych.

W paragrafach 7i8-ym Kozdziatu I1-go wskazaliSmy juz, ze
metodg dos¢ ptodng szukania catek okreslonych stanowi réznicz-
kowanie i catkowanie pod znakiem catki. Podamy Kkilka przy-
ktadéw stosowania tej metod”'.

Z wzoru:

przez rozniczkowanie wzgledem parametru a otrzymujemy :

Catkowanie za$ wzgledem a pomiedzy dwiema dowolnemi grani-
cami ai daje:

Z wzoru, znalezionego w paragrafie poprzedzajagcym:
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otrzymujemy:

Przez kolejne stosowanie tego wzoru znajdujemy:

dla n parzystego:

dla n nieparzystego:

) , It
Zauwazmy, ze pomiedzy granicami Oi funkcya sin £ jest licz-

ba dodatnig, mniejszg od 1, przeto:

a wiec:

Stad wynika:
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Dwie liczby, pomiedzy ktéremi zawiera sie¢ liczba réznig sie od

siebie czynnikiem , ktory dazy do 1, gdy n dazy'do nie-

skonczonosci. Mozemy wiec napisaé:

Jest to wyrazenie liczby pod postacia iloczynu-nie-

skonczonego; nazywa sie ono wzorem W allis a

(1616—1703).
Z wzoru w paragrafie niniejszym:

przez podstawienie Xx = z ktérego wynika: log x — — y]
dx — e~y dy] y—oo0 dla x="0, y—Odlaic= 1, znajdujemy:
Stad wynika :

adlaa= 1

\%

Ten wzdr stosuje sie do n catkowitego, gdyz w metodzie,
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ktorg go otrzymalismy, liczba n oznacza liczbe rézniczkowan,
wykonanych na pewnej zmiennej.

Badanie wartosci tej catki, okreslonej w przypadku, w kto6-
rym n nie jest liczbg catkowitg, stanowi badanie t. z. catki
Eulerowej 2-gogatunku. Przyjmuje sie dla tej catki
znakowanie:

Funkeya taka nazywa sie fnnkcyg gamma Eulera; posiada
ona wiele osobliwych witasnosci; tak np. mozna jg rozwingé na
iloczyn nieskoniczony:

Nie mozemy tu zajac sie szczeg6towem badaniem tych funkcyj.



ROZDZIAL V.

CALKI WIELOKROTNE.

§ 1-

Okreslenie catki podwojnej i wielokrotnej.  Warunki catkowalnosci.

W § 8-ym Rozdziatu 1-go przy sposobnosci podalismy juz
okreslenie catki podwdéjnej. Obecnie podamy wyktad zupetny,
rozpoczynajac go od okreSlenia, ktdére jest tylko wprost roz-
szerzeniem okres$lenia catek pojedynczych.

Niechaj bedzie funkcya f{x, y) dwu zmiennych, okreslona,
dajmy na to, dla pewnego pola ptaskiego, zamknietego krzywg
o rownaniu @@, y) = 0. Niechaj dla kazdego punktu tego pola
funkcya f bedzie skonczona. Obszary zmiennosSci zmien-
nych xiy nie sg niezaleznemi od siebie. Jezeli ustalimy war-
tos$¢ zmiennej y, to obszar zmiennos$ci zmiennej x okresli sie spo-
sobem nastepujgcym: Poprowadzmy prostag réwnolegta do osi
odcietych orzednej y ustalonej; prosta ta przetnie obwéd pola zam-
knietego przynajmniej w dwu punktach i obszar zmien-
nosci zmiennej x dla wustalonej wartos$ci
zmienej y bedzie rozciggat sie od wartosci
odcietej w punkcie, znajdujgagcym sie na le-
wo, do wartos$ci ,odcietej wpunkcie na prawo.
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Granice zmiennosci zmiennej x beda tedy funkcyami zmiennej y
i odwrotnie. Gdybysmy chcieli znales¢ te fimkcye, nalezatoby
rozwigzaé wzgledem x rdwnanie p(.r,y) —O, ktéro da nam
wogdle dwie wartosci y, t. j. da dwie funkcye zmiennej ktérej
wartosciom dla kazdego x odpowiadac beda granice obszaru zmien-
nosci tej zmiennej. W szczeg6lnym przypadku granice catko-
wania moga by¢ statemi gdy mianowicie pole dane jest prosto-
katem o bokach réwnolegtych do spétrzednych y. "Wtedy
dla kazdej wartosci y granice zmiennosci zmiennej x beda zaw-
sze jednakowemi. 'W tym przypadku mozna powiedzie¢, ze
funkcya /"jest okre$lona, gdy ja uwazamy pomiedzy statemi
granicami zmiennosci zmiennych &,y np, od x = adox —h
iody = a doy— h"

Podzielmy pole dane na dowolng liczbe czesci; podziat ten
mozemy uskuteczni¢ wedtug prawa dowolnego. Tak np.
mozna postepowaé w ten sposob: Pomiedzy nieskorficzenie wielu
wartosciami zmiennej y w réznych punktach pola mozna wybraé
warto$¢ najmniejszg i najwieksza; niechaj niemi beda a\ h'. Podo-
bniez a, hniechajbeda warto$ciami najmniejszginajwiekszg zmien-
nej a. Jezeli nakresSlimy proste y=a\ y=b\ x=a, a=b, otrzy-
mamy prostokat, wewnatrz ktérego zawiera sie pole dane. Po-
dzielmy tak przedziat u' b'jak i przridziat a hna dowolng liczbe
czesci. Jezeli przez punkty tych przedziatdw poprowadzimy
proste réwnolegte do osi sp6trzednych, podzielimy prostokat na
prostokaty czastkowe. | cate pole podzieli sie na tylez czesci,
z ktorych niektére beda prostokatami, inne (najblizsze obwodu)
beda czesciami prostokatéw, Z tych prostokatéw bedziemy roz-
wazali tylko te, ktdre lezg catkiem wewnatrz danego pola.

Niechaj 6,, e N2, ..., beda przedziaty czastkow’e,
na ktére podzielono przedziat ab na osi x i przedziat a'b
na osi pole prostokata czastkowego wyrazi sie iloczy-
nem dr S's. Wezmy punkt wewnatrz takiego prostokata,
oznaczmy przez frs wartosci funkcyi f w tym punkcie i utwdrz-
my sume podwojng :

A frsdr
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Suma ta bedzie miata warto$¢ skonczong bez wzgledu na
sposéb, w jaki obrano wartosci funkcyi fi uskuteczniono podziat
pola. Niechaj teraz, podobnie jak przy okres$leniu calek poje-
dynczych, daza do zera przedziaty dr, ¢'s gdy liczba ich dazy do
nieskoficzono$ci. Wtedy suma powyzsza moze dazy¢ do gra-
nicy oznaczonej, Kktora bedzie niezalezng od wyboru wartoSci frs
i od sposobu, w jaki przedziaty dazg do zera. Jezeli ten przy-
padek zachodzi, wtedy granice te nazywamy catkg podwdj-
ng funkcyi /"w polu danem i oznaczamy jg za pomocga
symbolu:

fiecasy) dx dij.

Widzimy zatem, ze, jak juz powiedziano, okreslenie tojest wprost
rozszerzeniem okre$lenia catek pojedyfAczych i mozna tu powto-
rzy¢ tez same rozwazania, jakie tam uczyniono. Rozwazania te
strescimy tylko.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnie-
nia granicy sumy powyzszej jest, aby byta zerem granica sumy

dr "N w ktérej Drs oznacza oscylacye funkcyiw po-
lu [6t, d's). Dowdd tego twierdzenia jest zupeinie podobny do
dowodu, podanego w § 1 E-ozdziatu I1-go. Wynika z niego, ze
catkowalnemi sa: 1) funkcye ciggte dwu zmiennych ic,y, 2) funk-
cye nieciggte w skonczonej liczbie punktow lub linij na
ptaszczyznie; 3) funkcye nieciagte w nieskonczonej licz-
bie punktéow lub linij, lecz takie, ze te punkty mozna zawrzec
w polacli, ktérych suma daje sie uczyni¢cMowolnie mata.

Dla lepszego zrozumienia natury catki podwojnej i znale-
zienia sposobu jej obliczania, wskazemy zwigzek, zachodzacy
miedzy nig a catkami pojedyfAczemi. Dla otrzymania catki po-
dwdjnej winnismy utworzy¢ sume podwdéjng i przejsé od niej do
granicy przy zmniejszaniu do zera sposobem dowolnym ilosci
<, d's. Wyobrazmy sobie, ze wykonalismy najprzéd sumowanie
wzgledem skaznika r, potem wzgledem skaznika s. To znaczy,
ze sumujemy najprzod wyrazy frsdr d's pochodzace od prosto-
katow, potozonych w pasmie poziomem, t j. réwnolegtem do
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osi odcietych (na paSmie s-em), nastepnie nadajemy skaZznikowi s
wszystkie jego wartosci i tworzymy sume wszystkich wyrazdow,
odpowiadajacych réznym pasmom poziomym. Wybdr wartosci
frs zalezy od naszej woli; mozemy wiec wybra¢ wartosci w punk-
tach, potozonych na prostych rdwnolegtych do osi x i znaj-
dujgcych sie w réznych pasmach poziomych. Zbadajmy, jaka
warto$¢ posiada suma, odnoszaca sie do jednego pasma poziome-
go, np. do pasma s-go. Niechaj bedzie rzedna prostej we-
wnatrz takiego pasma, na ktorej wybieramy wartosci f,s. AVte-
dy wartosci funkcyi f przez nas uwazane bedg wartoSciami
funkcyi /o (a;, 2WW) samej zmiennej x; funkcye te otrzymujemy,
ktadac vy w fimkceyi f y). Suma wzgledem r, odnosza-
ca sie do pasma s-go, bedzie:

Sr

r

gdzie ®W oznacza odcieta punktu, znajdujacego sie w prze-
dziale br. Te sume nalezy rozciggna¢ pomiedzy dwiema grani-
cami, zaleznemi od skaznika s, t. j. od wartosci rzednej N'go
pasma. Zaleznie od tego, jakg warto$¢ y rozwazamy, obszar
zmiennos$ci zmiennej x zmienia sie, jak to juz powiedzieliSmy na
poczatku paragrafu. Jezeli przechodzimy do granicy powyzszej
sumy pojedynczej, zmniejszajac do zera tylko przedziat Sr, wte-
dy—na podstawie okreslenia catki pojedynczej —otrzymamy:

gdzie catkowanie rozciaga sie pomiedzy dAviema wartosciami
odpowiadajgcemi kraficom s-go pasma. Te dwie granice otrzy-
mujemy z roéwnania @ (x, y) = O, rozwigzujac je wzgledem x
i kladac w niem y =

Tworzac sume wszystkich wartosci, w ten sposéb otrzyma-

nych, rozciggajac jg na wszystkie pasma poziome, t. j. zmienia-
jac skaznik s, otrzymujemy:
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a przechodzgc do granicy dla d's= O0:
J # J y) (I,

gdzie drugie catkowanie wzgledem y nalezy wzigé pomiedzy
dwiema granicami statemi, odpowiadajgcemi najnizszemu i naj-
wyzszemu pasmu,fc.j. (poniewaz pasma stajg sie nieskonczenie
wazkiemi) rzednym dwu stycznych poziomych obwodu pola.

Widzimy stad, ze calce podwdjnej odpowiada nastepstwo
dwu catek pojedynczych: pierwsza jest wzieta pomiedzy grani-
cami, ktore sg funkcyami zmiennejy, druga za$ — pomiedzy
granicami statemi.

Jezeli pole catkowania jest prostokatem o bokach réwno-
legtych do osi spétrzednych, wtedy i pierwsze catkowanie odby-
wa sie pomiedzy granicami statemi,

W ten sposéb te rozwazania wiazg sie z rozwazaniami
w 8§ 8-ym Rozdziatu I-go.

Jezeli funkcya f (x,y) jest catkowalng, wtedy jest
widocznem, ze jej catka podwojna pomiedzy granicami statemi,
tak wzgledem  jak i wzgledem vy, jest réwna:

h"  h
fdyj dxf(x,y) ,
n «
lub tez :
b h'
fdx fdy fXy ,

W zatozeniu, ze odciete i rzedne prostokata, wewnatrz ktorego
uskuteczniamy catkowanie, sg a', h'. Stad wynika, ze po-
wyzsze dwa wyrazenia sg réwne. A wiec jako uogo6lnienie
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twierdzenia o catkowaniu pod znakiem catki (Rozdziat I, § 8)
otrzymujemy, ze to catkowanie to jest mozliwe m,
gdy funkcya dana jest funkcyg catkowalng
dwu zmiennych

Rozwazania powyzsze, odnoszace sie do catek podwdjnych,
mozna bez istotnych zmian rozciagnag¢ na calki potrojne,
poczwérne iwogble wielokrotne.

Kazdg catke wielokrotng (ktorej okreslenie jest podobne do
okre$lenia catek podwdjnych) mozna przedstawi¢ jako kolejne

nastepstwo catek pojedynczych. Nie mamy potrzeby zatrzy-
mywa¢é sie nad tem.

§

Catka wielokrotna jako funkcya granic; okreslenie jej w przypadkach
osobliwych.

Podamy o catkach podwéjnych rozwazania, podobne do
podanych w § 3-cim Rozdziatu 1-go; zbadajmy ciggto$¢ i réz-
niczkowalno$é tych catek, uwazanych za funkcye swych granic.

Niechaj bedzie catka podwdjna :

/B

I f i) dicfy.

gdzie &, y oznaczajg zarazem i granice wyzsze catkowania.
Wartos¢ tej catki bedzie funkcya zmiennych ., y, ktérg oznacz-

my przez @{X,y). Dla zbadania ciggtosci tej funkcyi
utwdérzmy:

H-A- aH-A

y
@+ i,"+ A—p(,y =1 J-ff'
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@ mozna przeksztatci¢ na:

[+ 1/-1T1-1 ]

=/ [+ -

Poniewaz porzadek catkowan jest przemienny w wyrazie dru-
gim strony drugiej, przeto powyzsze wyrazenie roéwna sie:

iIAk  x-\-h G

,+ L.

y a X a'

Catki od 7 do ~ + Jc oraz od & do ic + daza, jak wiemy, do
zera (p. 8 3 Kozdz. 1), przeto ostatnie wyrazenie, ktére mozna
uwaza¢ jako sume dwu catek pojedynczycti dwu funkcyj réz-
nych, catek rozciggajacych sie pomiedzy wyzej podanemi grani-
cami, dgzy¢ bedzie do zera wraz z iloSciami hi k, co stwierdza
ciggtos¢ funkcyi @ (a;,y).

Przejdzmy do pochodnych czgstkowych funkcyi q@ Wie-
dzac, ze catka podwadjna jest nastepstwem dwu catek pojedyn-
czych i ze mozna przemieni¢ porzadek catkowan, mozemy
uwazac¢ funkcye @ za catke, juz to wzgledem zmiennej ic, juz to
wzgledem zmiennej y. Jezeli chcemy mie¢ pochodng czgstkowa
wzgledem  uwazamy @ jako catke wzgledem tej zmiennej i na
podstawie znanego twierdzenia o rézniczkowaniu calek, otrzy-
mujemy, ze gdy:

y
fe

jest funkcyg ciggtg zmiennej x, to pochodng
czagstkowag funkcyi @wpunkcie X' jest:
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X’ | f y) chj

Jezeli teraz przyjmiemy, ze f {(ry) jest funkcyg ciggta
y
obu zmiennycli a, toponiewaz catka j f (r,y) cly jest

funkcyg ciagta tej zmiennej i wartos¢ jej dla x  x' réwna sie
granicy jej warto$ci dla warto$ci  dgzacych do x' i nadto (8§ 7,
Rozdz. 1) granica ta rdwna sie catce granicy funkcyi, otrzymu-
jemy wprost:

Podobniez:

Jak zwykle, warunek dla funkcyi f, aby byta funkcyag ciggly
obu zmiennych jest warunkiem dostatecznym lecz
nie jest koniecznym.

Przy tych warunkach zachodzi dla fun-
kcyi @ twierdzenie oprzemiennoéci réznic z-
kowahn, gdyz z wzoréw powyzszych wyptywa widocznie:

t. j., ze dwie pochodne sg réwne.

Ustalimy teraz pojecie catki podwdjnej w dwu przypad-
kach osobHwych, ktére rozwazalismy i przy catkach pojedyn-
czych, mianowicie: przypadek, w ktéorym funkcya staje sie nie-
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skonczong w jakimkolwiek punkcie lub na linii pola catkowania,

oraz przypadek, w ktérym jedna z granic catkowania jest nie-
skonczong.

Kryteryum, stuzace do okre$lenia w tych przypadkach, po-
zostaje zawsze bez zmiany; jest niem zachowanie wikasnosci zasa-
dniczej— ciggtosci caltki. Stad, gdy funkcya staje sie nieskon-
czong w punkcie, nazwiemy jej catka podwdjng w obszarze, ten
punkt obejmujacym, granice (w zatozeniu, ze istnieje i jest jedyng)
wartosci catki w obszarach, ten punkt wykluczajagcych. Mozemy
np. punkt ten otoczy¢ koétkiem i rozwazaé obszar pierwotny,
zmniejszony o powierzchnie kotka; jezeli nastepnie zmniejszaé
bedziemy promien kota, granica wartosci catki podwdjnej bedzie
wilasnie wartoscig catki okreslonej w calym obszarze. Lecz tu
wystepujg pewne rozréznienia; zajs¢é bowiem moze, ze granica,
0 ktorej mowimy, istnieje, gdy zmienne vy zblizajg sie do punk-
tu osobliwego tylko w pewnych kierunkach, a nie we wszyst-
kich, lub tez otrzymujemy jedne granice dla pewnych kierun-
kéw przyblizania sig, inng za$ dla innych. W tych przypad-
kach nie istnieje wlasciwie catka rozciggnieta na caly obszar.
Moze sie wtedy zdarzyé, ze istnieje warto$¢ skonczona catki, gdy ja
obliczamy za pomocg dwu catkowan pojedynczych, nie istnieje
za$ catka zgodna z okre$leniem, a ktérg nalezy uwazac za wartos$¢
catki podwojnej. Nie mozemy zatrzymywac sie tu nad szczegd-
tami.

Gdy obszar catkowania rozcigga sie do nieskonczonosci,
wtedy przez catke podwoOjng rozumiemy znowu granice wartosci
catek okreslonych w obszarach, ktore rozszerzamy kolejno do
nieskoniczonosci, w zatozeniu oczywiscie, ze ta granica istnieje
1 ze jest jedyng, bez wzgledu na sposéb, w jaki obszar rosnie
do nieskoriczonosci.
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§ 3.
Przeksztatcanie  catek  wiehkrotnycti.

WidzieliSmy juz (Rozdz. I, 8 6), jakim sposobem przeksztatca
sie catka pojedyncza. Jezelimamy J li dj\ gdzie ijJ jest funkcya

zmiennej x i chcemy te catke przeksztatci¢ na inng ze zmienng

zwigzang z & za pomocg pewnego zwigzku, wtedy dos¢ fun-
kcye podcatkowg pomnozy¢ przez pochodne dawnej zmiennej
wzgledem nowej. Zobaczmy, jak sie ma rzecz w przypadku ca-
tek wielokrotnych.

Niechaj bedzie catka:

ze zmiennemi niezaleznemi iCj, .o, Xn, ktérg chcemy prze-
ksztatci¢ na catke ze zmiennemi ise' potgczonemi ze
zmiennemi x za pomocg n zwigzkéw. Niechaj temi zwigzkami
beda:

1)

W drugiem réwnaniu podstawmy zamiast  warto$é tej zmien-
nej, otrzymana z pierwszego réwnania, wtedy  wyrazi sie przez
P> e ? IN] w trzeciem réwnaniu potdézmy zamiast y" ich
wartosci z dwoch pierwszych'rownan, wtedy — wyrazi sie przez
ajg, yMi, ' '+, yn- Postepujgc w ten sposéb dalej wyrazimy x,,
przez alg, *,. ,ic™i, yn- Tym sposobem otrzymamy wzory
takie:
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"W danej catce wielokrotnej wykonajmy najprzdd catkowanie
wzgledem Xni za pomocag ostatniego z rownan (2) wprowadZzmy
zmienng yn zamiast zmiennej uwazajac wszystkie inne zmien-
ne chwilowo za state. Nasza catka stanie sie przez to réwna:

Podobniez, za pomoca przedostatniego z rownan (2), wprowadz-
my zmienng yn-i zamiast ; otrzymamy:

i postepujac tak dalej, dojdziemy wreszcie do catki przeksztat-
conej :

Dla wykonania tego przeksztatcenia nalezy znaé funkcye

fli /21 +«+% f\ nie sgto whasciwie funkcye, wyrazajace dawne zmien-
ne przez nowe—te sa dane wprost—Ilecz otrzymujg sie ztych osta-
tnich wyrazen za pomocg wskazanych wyzej eliminacyj. Stad
naturalnie powstaje pytanie, jak przeksztatci¢ catke, nie tworzac
funkcyj /", lecz opierajac sie wprost na funkcyach, wyrazajacych
zmienne x przez zmienne .

"Wtym celu rozpatrzmy wyznacznik funkcyjny
lub jakobian zmiennychy (patrz ,Rachunek rézniczkowy",
Rozdz. V, § 2), t. j. wyznacznik:
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Mozna dowie$¢, ze iloczyn:

przez ktory, jak widzieliSmy, nalezy pomnozyé funkcye podcat-
kowg, aby otrzymac catke przeksztatcong, jest whasnie wyzna-
cznikiem funkcyjnym. Stad za$ wynika, Ze dla
otrzymania catki przeksztatconej dos$¢ po-
mnozy¢ funkcye podcatkowg przez jakobian
dawnych zmiennych, uwazanych za funkcye
nowych.

Aby dowie$¢ powyzszego twierdzenia, napiszmy réwnanie :

w ktérem pierwsza strona oznacza pochodng zmiennej x swzgle-
dem zmiennej yj, otrzymang z wzoréw (1), po drugiej za$
stronie pochodne funkcyi fi wziete sg wedtug rownan (2), Jezeli
j <Ci, wtedy pierwszy wyraz strony drugiej jest zerem, gdyz
pierwsze z réwnan (2) jest tem samem, co pierwsze zréwnan (1),
a wiec pochodne zmiennej réwnaja sie pochodnym zmienej

Wedtug teoryi iloczynu wyznacznikéw, przy uwzglednieniu
powyzszego wzoru, napisanego™w postaci:

otrzymujen”
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Lecz drugi z wyznacznikdw strony pierwszejjest rowny 1, przeto
istotnie iloczyn jest réwny wyznacznikowi

funkcyjnemu. Tym sposobem uzasadniliSmy teorye przeksztat-
cenia catki wielokrotnej. Nalezy jeszcze zanotowaé, ze w przy-
padku %= 1, t. j. w przypadku catki pojedynczej, wzor na
przeksztatcenie catki wielokrotnej przechodzi na znany wzbi-
przeksztatcenia catki pojedynczej.

Podamy zastosowanie wzoréw powyzszych. Niechaj be-
dzie catka podwojna:

zmienne ic, y przeksztatcimy na inne f za pomocg wzordw,
dajagcych przeksztatcenie spétrzednych D escartesa na
biegunowe, t.j.za pomocg wzorédw x~ ncosq Yy = ¢sinftc.
Wyznacznik funkcyjny jest:
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a wiec catka przeksztatcong bedzie:

§ 4.

Wihasnodci catek podwojnych.  Twierdzenie Gre e na.

Wiemy, ze dla funkcyi ciggtej f (x) szukanie catki nieo-
kreSlonej sprowadza sie do szukania innej funkcyi F {x), ktorej
pochodng jest /' (x) i ze, gdy taka funkcye znajdziemy, to war-
to$¢ catki okre$lonej w jakimkolwiek przedziale otrzymamy,
tworzgc roznice wartos$ci funkcyi F {x
w dwoch krancach przedziatu w ten sposob,
ze warto$¢ catki okresSlonej zalezy tylko od
wartosci funkcyi i"(@) w tych dwéch kranhnco-
wych punktach, nie zalezy za$ wcale od war-
tosci funkcyi winnych punktach przedziatu.

Zobaczymy teraz, ze co$ analogicznego zachodzi w przy-
padku catek podwdjnych.

Niechaj bedzie catka podwdjna:

rozciggnieta na pole ptaskie, ograniczone obwodem, ktdérego
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réwnaniem jest o y) = 0. Dla ustalenia mys$li przyjmijmy,
ze obwdd ten tworzy krzywa, majgca posta¢ owala takg, iz
kazda prosta spotyka go najwyzejw dw u pmiktacli. Wyko-
nawszy pierwsze catkowanie nieokre$lone wzgledem  otrzyma-
my funkcye zmiennych a,y, w ktérej nalezy podstawi¢, jako
granice, dwie funkcye zmiennej  otrzymane przez rozwigza-
nie wzgledem x réwnania @ (ic,y) = 0. Niechaj temi funkcya-
mi bedg a;,= i @= qo{y). Ztych dwu funkcyj niechaj
pierwsza przedstawia warto$¢ odcietej w punkcie, potozo-
nym bardziej na lewo, druga za$S warto$¢ odcietej
w punkcie, potozonym bardziej na prawo. Niechaj F (EC,y)
bedzie catkg nieokreslong, do jakiej doprawadzito catko-
wanie wzgledem t. j, funkcyg, czynigcg zado$¢ réwnaniu

ANt M~ N ™M trzeba bedzie jeszcze wykona¢ catkowa-

nie wzgledem y wyrazenia:

PirAy), ()l

i to pomiedzy dwiema granicami, ktére bedg rzednemi punktu
najnizszego i najwyzszego krzywej, to jest pomiedzy dwoma
punktami, w ktérych styczne sg réwnolegte od osi x. Nie-
chaj temi rzednemi bedg y», y»; potrzeba tedy obliczy¢:

JE@2(y),y)dy-jF @)y dy,

lub po przestawieniu granic w drugiej calce:

Ui %
"F (y), ydy-\- jF@ (), y) dy .
yt ya

Sume tych dwdch catek mozna interpretowaé w sposéb nastepu-
jacy :
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Niechaj bedzie catka J\F y) dy, gdzie zamiast os nalezy

wyobrazi¢ sobie podstawiong wartos¢ tej zmiennej z réwnania
? @y 0. Eozciagnijmy tg catke na wszystkie pary war-
tosci zmiennych vy, czynigce zado$é temu réwnaniu, t.j. na
catkowity obwé6éd danego pola Eozdzielmy te cal-
ke na dwie czesci. Wyjdzmy z punktu najnizszego krzywej, t. j.
z punktu o rzednej y™ i przebiegajmy czes¢ prawg krzy-
wej (t.j. bok, ktérego punkty majg odciete oznaczone przez
funkcye @2 (y)), az do punktu najwyzszego, ktérego rzedng jest
y~. Tym sposobem obliczymy catke:

iy).y)  dy.
yX

Przebiegnijmy nastepnie droge od 22 do po lewe j czesci
krzywej (t. j. tej, ktorej punkty majg odciete oznaczone przez
funkcye @ (y)). Tym sposobem obliczymy catke:

fy

F o2y

Suma tych dwoch catek bedzie catka, rozciagnieta na caty obwod
pola. Wynika stad takze kierunek, w jakim nalezy przebiegac
obwéd krzywej. WyszliSmy z punktu najnizszego, przebieglismy
cze$¢ prawg obwodu, a potem szh$my dalej w tymze kierunku.
Obwod zatem nalezy przebiega¢ w ten spo-
s6b, ze powierzchnia pola pozostaje zawsze
po stronie lewej.
Mozemy wiec napisac:

i@, ydxdy = f y)dy,
gdzie na stronie pierwszej znajduje sie catka podwojna, odnie-
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siona do danego pola, na drugiej za$ catka pojedyncza, odniesio-
na do obwodu pola. Mamy tym sposobem przeksztatce-
nie catki podwdjnej na catke pojedynczg oraz
warto$¢ catki podwodjnej, zalezng jedynie
od wartos$ci funkcyii”(ic, 2/)na obwodzie pola,
nie za$ od punktéw wewnetrznych tegoz.
Jest to uogolnienie doktadne wiasnosci, wspomnianej na poczat-
ku tego paragrafu. Stanowi ono wiasnie wz6r Greena,
ktéoremu mozna nadac i inne postaci.

Podobnie jak otrzymalismy wz6r poprzedni, catkujac naj-
przéd wzgledem x, mozemy teraz, zmieniajgc porzadek cat-
kowania, otrzymac:

jjf y)dxdtj:—j Fr{X,y) dx ,

gdzie catki majg to samo znaczenie, co przedtem, i jest nadto:
dF, « )

Znak ujemny po stronie drugiej pochodzi stad, ze wyobrazamy

sobie, iz obwdd przebiegamy w tym samym kierunku, co

W pierwszym razie.
Dwa wzory otrzymane mozemy jeszcze tak napisac:

[0 f dxdy= jFdy,
fflrctxdy=- JF dx,

gdzie dwie funkcye F, Fi s potaczone zwigzkiem :

(o] SE
dx ~ dy
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Zresztg te dwa wzory sg od siebie niezalezne, i dwie funkcye
F\ F* moga nie byé potaczone powyzszym zwigzkiem. W tym
przypadku przez odejmowanie otrzymujemy:

rozumiejac przez F\ F~ dwie jakiekolwiek niezalezne od siebie
funkcye zmiennych KKy. Taka posta¢ nadaé mozna wzorowi
Green a

Jezeli w szczegdélnosSci Fi F sg takiemi
funkcyami, ze dla wszystkich punktéw pola
dane%@o spetnia sig warunek 3%(: Adl;\/' wtedy
pierwsza strona ostatniego wzoru jest ze-
rem, a stad:

t. j. catka wyrazenia Fdy Frd'x, rozciggnieta
na caty obwod, jest tozsamosSciowo zerem.

Z tego twierdzenia mozemy otrzymacé inne.

Niechaj y"] x,y beda sp6trzednemi dwoéch jakichkol-
wiek punktow obwodu, Nakre$lmy linie od pierwszego do dru-
giego punktu, znajdujaca sie catkowicie wewnatrz pola. Na-
kreslmy nastepnie druga podobng linie, idacag od drugiego do
pierwszego punktu. Te dwie linie utworzg nowy obwod, zamy-
kajacy pewne pole i spetniajagcy warunki wyzej podane; bedzie
zatem catka:

rozciagnieta na ten nowy obwdd, zerem. Stad wynika, ze catka
od punktu (Xg, y") do punktu {x, y), wzdtuz pierwszej linii,
réwna sie catce od pierwszego do drugiego punktu, wzdtuz dm-
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giej linii. A zatem: Na kazdej linii wewngtrz po-
la, prowadzgcej od punktu (Kg”™) “o punktu
(@,y), wartosé catki jest jednakowa. Jezeli wiec
ustalimjr warto$¢ granicy nizszej, to mozemy uwazaé catke za
funkcye punktu, nalezagcego do pola. Mozna dowies¢, ze ta
funkcya ma za pochodne czastkowe wzgledem odpowie-
dnio funkcye F i F* a jej rdzniczkg zupelng jest wyrazenie
Frdx  4- Fdy. Tym sposobem rozwigzaliSmy zagadnienie:
N"dane sg dwie funkcye jFiFj takie, ze:

dF _ dF
~ dy '

znale$§¢ funkcye, ktorej pochodne czastkowe

sg rowne funkcyom dany m." Zagadnienie to, nazwa-

ne catkowaniem rézniczki zupetnej, rozpatrzymy szczegotowiej.
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CALKOWANIE ROZNICZEK ZUPELNYCH.

Widzielismy, ze gdy f (x) jest funkcya ciagta, wtedy obli-
czenie catki | f {x) dx sprowadza sie do znalezienia funkcyi

P (ic), ktorej pochodng jest f {x) lub, co na jedno wychodzi, fun-
kecyi, ktérej rozniczkg jest f {x) dx. Stad za$ odwrotnie wyni-
ka, ze gdy funkcya f {x) jest ciggta, to znalezienie funkcyi, kto-
rej rézniczka jest f {x) sprowadza sie do znalezienia catki
nieokreslonej, ktéra odpowiada funkcyi f {x).

Postaramy sie rozszerzy¢ to zagadnienie na przypadek
wiekszej liczby zmiennych.

Niechaj ljedzie funkcya ™ @\, ...) pewnej liczby zmien-
nych; wiemy, ze jej rézniczkg zupeing jest:

Stawiamy zagadnienie odwrotne. Niechaj bedzie wyrazenie
typu :
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Q) X, A- o[- Xn dXn,

w ktdrem ilosci X sg funkcyami ciggtemi i skoficzonemi wszyst-
kich zmiennych ccj, ajg, znale$¢ funkcye tychze zmien-
nych taka, aby jej rézniczka zupetna rowna byta danemu wy-
razeniu. Czy taka funkcya zawsze istnieje?

Zagadnieniem tego rodzaju byto zadanie, podane na korcu
poprzedniego paragrafu.

Okazemy, ze nie zawsze mozna znales¢ taka funkcye cpi:
aby ona istniata, muszg funkcye X czyni¢ zado$¢ pewnym
zwigzkom.

Zatozmy przedewszystkiem, ze funkcye X sg skoriczone
i ciggte i ze takiemiz sg ich pochodne wzgledem wszystkich
zmiennych. Dalej, gdy istnieje funkcya @ ), ktérej
rézniczka zupetna:

jest identyczng z wyrazeniem (1), wtedy koniecznie by¢é musi:

) it Y —Y ALY

Wzigwszy tylko dwa pierwsze roéwnania i zrozniczkowawszy
pierwsze wzgledem iCg drugie wzgledem rr,, otrzymamy:

3 _ gy *

Poniewaz zatozyliSmy, ze funkcye X sg skonczone wraz z swe-
mi pierwszemi pochodnemi, to na podstawie zwigzkéw (2) i (3)
otrzymujemy, ze pochodne/pierwsze i drugie funkcyi @ sg skon-
czone; tym sposobem spetniajg sie warunki, aby rozniczkowania
wzgledem zmiennych Xy, byty przemiennemi (patrz ,Rachu-
nek rézniczkowy", rozdz. 11, 8§ 7), t. j. aby byto:
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Wynika stad, ze:

Podobne réwnanie stosuje sie oczywiscie do kazdych dwu innych
funkcyj X Do tego warunku przybywaja tedy inne tego samego
typu przez kombinowanie funkcyj X po dwie. Wszystkich takich

warunkéw bedzie mozna je wyrazi¢ wpostaci ogdlnej:

Okazemy, ze te warunki sgdostatecznemi, t.j. gdy one
sie spetniaja, funkcya @ zawsze istnieje. W samej-rzeczy, uwa-
zajmy chwilowo zmienne iCg ..., Xn za state i obliczmy
catke:

catka ta istnieje, gdyz funkcya jest ciagta. Niechaj L* be-
dzie catka nieokre$long. Mozemy do niej doda¢ stalg dowolng
wzgledem zmiennej Catka zatem powyzsza przedstawia sie
tak :

Zobaczmy, czy mozna oznaczy¢ funkcye tp, aby funkcya @ byta
catka danego wyrazenia rozniczkowego. RO6zniczka znpetng
funkcyi @jest:
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\ : < \3x, ~ dx,j XN

Jezeli ta rozniczka ma by¢ identyczna z wyrazeniem (1), to réz-
nica tych dwu wyrazeh musi by¢ zerem; skad — jezeli zwroci-

my uwage na to, ze 2 Zj — wynika:
Zo — aL, dx.
t. j, ze funkcya zmiennych ..*, X, powinna by¢ ozna-

czongw ten sposéb, aby jej rozniczka zupetng byto wyrazenie:

clLA

- dx,, .
) dXn
Poniewaz funkcya nie zawiera zmiennej przeto jest ja-
snem, ze w tem wyrazeniu nie powinna zachodzi¢ zmienna Xi.
Nadto dla wyrazenia tego powinny sie spetnia¢ znane juz nam

warunki konieczne calkowalno$ci. Otéz tatwo okazaé,
ze W wyrazeniu (o) wystepuje zmienna tylko pozornie.
W samej rzeczy, wezmy pochodng wzgledem jednego ze

spétczynnikéw, mianowicie spdtczynnika Xr — gIE)CftO znajdzie-

my, ze ta pochodna jest zerem, gdyz pochodna ta jest:

gz, _ dXr dx,

dXi dxn dxr dxr dxi ~ dxi dxr

co réwna sie zeru na podstawie warunkéw (4). Zobaczymy te-
raz, ze wyrazenie (5) spetnia tez warunki catkowalnos$ci. Istotnie:
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co byto do okazania.

Mozemy zatem do rézniczki (5) zastosowaé na nowo meto-
de, stosowang do wyrazenia (1), i znajdziemy wtedy, ze  réwna
sie pewnej funkcyi LN @@ ... wraz ze statg wzgledem zmien-
nej a?,; te stalg mozemy przedstawi¢ jako funkcye (ig )
zmiennych ... ,Xn. Postepujac w ten spos6b dalej, dojdziemy
wreszcie do rdzniczki, zawierajacej jedne tylko zmienng Xn,
a wiec do roézniczki zawsze catkowalnej. Otrzymamy w ten
sposoéb:

gdzie stata Cjest stalg bezwzgledna, t. j. niezalezng od zadnej
ze zmiennych Xi, ap ¢ ¢ > "n-

Widzimy stad, ze bez postugiwania sie innemi warunkami,
procz wyrazonych réwnaniami (4), mozemy znales¢ funkcye i,
co stwierdza, ze warunki (4) s3 dostatecznemi.

Podamy przyktad:

Niechaj bedzie wyrazenie:

Warunki catkowalnosci sg tu spetnione, gdyz:
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Dla wykonania catkowania obliczmy:

Utwérzmy wyrazenie:

i catkujmy:

Tym sposobem otrzymujemy szukang catke w postaci:



rozdziat vi.

GEOMETRYA CALKOWA.

i? 1
Pole krzywej ptaskiej.

Niechaj bedzie krzywa, dana przez réwnanie y = f [X).
Wezmy na krzywej dwa punkty A B o odcietych a i czesé

Fig 1

ptaszczyzny, zawartag pomiedzy krzywa, osig odcietych i dwie-
ma rzednemi punktéw krancowych A i B, nazywamy polem
krzyw ej.
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Jest rzeczg konieczng ustali¢ dokladniej pojecie pola.
W tym celu podzielmy przedziat a na przedziaty czastkowe dr
i przez kazdy z punktéw podziatu poprowadzmy odpowiednig
rzedna. Niechajjednym z tych przedziatdw oOr bedzie q, a od-
powiadajgce mu rzedne niechaj przecinajg krzywag w punktach
m i ni'. "Wybierzmy jakikolwiek punkt a na krzywej pomiedzy
punktami m i m', poprowadzmy przezen prostag n 7i', réwnole-
gta do osi odcietych i utwdérzmy prostokat nn'pg. Pole tego
prostokata rowna sie np .pq = f (X) dr, t. j. iloczynowi dtugosci
or przez wartos¢ funkcyi /' w punkcie a. UtwOrzmy sume
wszystkich takich iloczynéw i zmniejszajmy nastepnie do zera
przedziaty dr- Wtedy na podstawie definicyi catki okreslonej
wiemy, Ze granica tej sumy (o ile istnieje) jest wiasnie catky
okreslong od a do ~ funkcyi f (x).

Lecz f(x) wyraza rzedng krzywej danej; zatézmy, Ze ta
funkcyajest ciggtyg lub, co najwyzej, posiada
skonczong liczbe punktéw przerwy. Pamieta-
jac, ze dla funkcyi ciggtej lub majacej skonczong liczbe pun-
ktow przerwy istnieje zawsze catka okre$lona, widzimy, ze
granica sumy ~ f{x)dr istnieje i jest oznaczong.
Te granice nazywamy polem krzywej.

Widzimy tedy, w jaki sposéb rachunek catkowy daje mo-
zno$¢ obliczania po6l; dos¢ bowiem obliczy¢ catke okreslong

B

Nf{x) dx lub j 1/ dx gdzie y — f {X).
Jezeli granice gérng pozostawimy nieoznaczong ~= X
i ustalimy granice dolna, t. j. ustalimy pierwsza rzedng skrajna,
a druga bedziemy uwazali za zmienng, to dla kazdego potozenia
tej drugiej zmiennej, otrzymamy pewng warto$¢ pola; tym spo-
sobem pole u mozna uwazac¢ za funkcye zmiennej x i napisac:

u = J f(x) dx — jydx.

[od a

Gdy f jest funkcya ciagta, to, jak wiemy, pochodna catki jest
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rowna funkcyi podcatkowej, stad wnosimy, ze pocliodna
pola "wzgledem zmiennej x wyraza wartos$¢
rzednej linii krzywej.

Z powodu tej analogii pomiedzy rachunkiem Kkrzywych
ptaskich a rachunkiem catek pojedynczych funkcyjciggtych cat-
kowanie nazywa sie takze kwadraturg, i méwi sie czesto
kwadratura krzywej zam.obliczanie jej pola.
Przechodzimy do przyktadow:

1) Niechaj bedzie hyperbola rownoboczna, odniesiona do
swych asymptot; jej réwnaniem jest xy=m?, gdzie mjest stala.

Pole u = ABa" wyrazi sie
tak:

p ti

u= lydx =mr " o

X

poniewaZ Fd_x = log x ,

Fig. 2.

przeto:

w= m" (log” —loga) m log

Niechaj w szczegdlnosci m" = 1 i punkt A bedzie wierzchotkiem
hyperboh, wtedy a bedzie 1 (gdyz w wierzchotku x iy sg, rowne,
a ze iloczyn ich ma by¢ 1, wiec obie sg rowne 1); bedzie tedy:

t.j. pole hyperboli rownobocznej mierzy sie
logarytmem neperowym odcietej 0~ Ztego po-
wodu logarytmy neperowe nazywajga sie takze hyperbolicz-
nem:i.

Pascal, E. C.
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2) Niechaj bedzie koto: if = r*; mamy obliczy¢
pole SO PQ.

Obliczmy catke:

w granicach odr  Odo x = 0Q;
drugg z granic pozestawiamy nieo-
znaczona, t.j. piszemy
'b
Obliczmy najprzéd catke nieokre-
Fig. 3. $long. Mamy:

a takze:

Dodajac (1) i (2), otrzymujemy:

Poniewaz dla x = O strona druga jest zerem, wiec to wyrazenie
jest wiasnie szukang catka okreslong od Odo x. Zauwazmy, ze

poniewaz powierzchnia trojkagta OFQ rowna sie

przeto powierzchnia wycinka kotowego OP S rdéwna sie
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3) Obliczy¢ pole krzywej, ktorej rownaniem jest
gdzie n i w sg dwie liczby wymierne.

Takie krzywe nazywajg sie wogbéle parabolami.
Obliczmy OPQ. Mamy:

a wiec pole paraboliczne OPQ tak
sie ma do powierzchni prostokata
OSPO, = jak liczba n do licz-
by m -f-

Odejmujac od powierzchni prostokata pole paraboliczne,
znajdujemy:

t. j., ze parabola dzieli prostokat OSPO, w stosunku n : m.
'W' przypadku n = 2, m= 1 otrzymujemy stad twierdzenie,
znane'z Geometryi analitycznej.

4) Rozwazmy krzywe dane przez rdwnanie x*" y" — p.
Krzywe takie nazywajg sie hyperbolami; w szczegélnym

przypadku n = m = 1 mamy hyperbole awyklg réwnoboczna.
Niechaj n » m] wtedy:
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Stad pole zawarte pomiedzy osig y i rzedng jakkolwiek roz-

cigga sie do nieskonczonosci—gdyz krzywa y spotyka o$ rzedna
w nieskofAczonosci (0§ ta jest asymptotg krzywej)—ma wszakze
warto$¢ skonczona.

Odejmujac od tego pola powierzchnie prostokata x vy, znaj-
dujemy:

a stad:

Jest to twierdzenie analogiczne do twierdzenia, odnoszacego sie
do paraboli.
5) Obliczmy pole elipsy:
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AV tym celu obliczmy:

X X
Ny dx = ly a*— dx.

a a

Odpowiednie pole, nalezace do kota o promieniu OA~ a, t.j.

Fig-. 6.
X
pole OB'P' O,, réwna sie | Frtr—  clx, stad:
0
OBPQ
OB'P'(i ~ a'

Aby wiec mie¢ powierzchnie ¢wiartki elipsy, dos¢ powierzchnie
¢wiartki kota, t. j. \ jia® pomnozy¢ przez - ; otrzymamy
Tiah. Powierzchnia catej elipsy bedzie Tiah.

6) Zbadamy obecnie krzywa interesujgca, majgcg wiele
dos¢ waznych wiasnosci, mianowicie cykloide.
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Jej tworzenie mechiaiiicziie jest takie: Wyobrazmy sobie
koto, toczace sie bez Slizgania po prostej statej. Jeden z punktéw

al M
[ ¢ \
V\
o T M ~noX
Fig. 7.

F tego kota przypada najprz6d w punkcie stycznosci okregu
i prostej, potem wznosi sie i opisuje krzywag OPMS\ nastepnie
koto obraca sie w dalszym ciggu, opisujgc drugg podobng ga-
taz i t. d. do nieskonczonosci.

Wyznaczmy najprzod spdtrzedne jakiegokolwiek punktu P
cykloidy. Za o$ odcietych wybierzmy prostg, po ktorej toczy
sie koto, za o$ rzednych—prosta do poprzedniej prostopadtg, za
poczatek O wierzchotek cykloidy. Rozpatrzmy potozenie kota,
odpowiadajgce punktowi P. Potaczmy punkt P z punktem C
i oznaczmy przez 6 kat PCQ] wtedy:

X= OT= OB— TB —OB — Pd

Lecz dtugosc prostoliniowa OB rowna sie oczywiscie tukowi ko-
towemu PB, t.j.réwna sie r6; PQ = r sin G gdzie r jest pro-
mieniem kota. Stad:

X —r {b— sin 6),
Dalej:
y = PT= CB — = y—1r Cos 6;
stad :
y = r {1 — cos 6).
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Eugujac 6 z ostatnich dwu réwnan, dojdziemy do réwnania cy-
kloidy. Okazemy najprzéd wiasno$é zasadnicza stycznej do
cykloidy.

Jezeli poprowadzimy Srednice AB i potgczymy punktP znaj-
wyzszym punktem Aiznajnizszym B, to otrzymamy styczna i nor-
malng do cykloidy w punkcie B. Aby to okazaé, zauwazmy, ze

kgt PA C réwna sie a stad kat, ktory prosta PA tworzy

z osig odcietych, jest dopetnieniem Kkata 6. Z drugiej stro-
ny wiadomo, ze kat, jaki styczna geometryczna w punkcie P

tworzy z osig odcietych, rowna sie — . W naszym przypadku

mozemy oznaczy¢ pochodng obliczajac zréwnan cykloidy

ctoc’

hodn >N e Poniewaz z h rownan wyptywa :
pocodret0 rty oniewa tych réwna yptywa

reix6 = 2nemi — 6 cos O N

r (1 —cos 8) =2r sin™i, 6,

(ta
przeto:
dij cos 1
dy db
dx dx e 1n ®
db sin 2[<g

co wiasnie wskazuje, ze kat, jaki styczna tworzy z osig odcie-
tych, réwna sie 6, a wiec, ze styczng geometryczng jest wia-

$nie prosta PA. Stad za$ wynika juz bezposrednio, ze normalna
jest prosta PB.
Obliczmy pole cykloidy.
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w tym celu uskutecznijmy zamiane osi, przenoszac je réw-

nolegle do siebie samych, do By. Nowa odcieta x bedzie
rowna dawnej zmniejszonej o OA = nr* nowa za$ rzedna y row-
na¢ sie bedzie S$rednicy zmniejszonej o dawng rzedna; tym

sposobem bedzie:

Stad:

a wiec:
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X
Pole BFQ, réwna sie |y dx. Grdybysmy wj*raziliy i dx za po-
0
mocg zmiennej 6, mielibySmy do catkowania funkcye przestepna;

lecz biorgc za zmienng niezalezng y, bedziemy mieli do catkowa-
nia funkcyey ktora jest algebraiczna.

Poniewaz dlaa;= Ojest y = O, przeto:
y
BFQ = — f V2ry —y-"cly.

Jezeli chcemy obliczy¢ pole BQ'P  kota tworzgcego, otrzj*mamy
tenze wzor. Stad wnosimy, ze:

BP'Q" = BQF,

a wiec cata powierzchnia liAM réwna sie prostokatowi na li-
niach BA i AM, zmniejszonemu o powierzchnie potkola BF'A, t.j.

BAM = — = r7i

a wiec pole cykloidy réwna sie 'djir®, t. j. potrojnej powierzchni
kota tworzacego.

§ 2.
tuk krzywej ptaskiej.

"WjMobrazmy sobie krzywa ciagta i jej styczng pomiedzy
pmiktami A i B, poruszajgcg sie sposobem ciggtym lub majaca
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skonczong liczbe punktéw przerwy. Wtedy tukiem
krzywej pomiedzy punktami A i B nazwiemy dtugos¢ nici giet-

i L
a .
m \ !
jl
a'cl/
Fig. 9.

kiej, ktéra przystaje doktadnie do krzywej i konczy sie w pmi-
ktacli Ai B.

Scislejsze okreslenie tuku krzywejdajemy w sposéb nastepu-
jacy. Wyobrazmy sobie przedziat pomiedzy ai /?, podzielony
na przedziaty czastkowe dri niechaj a' h' bedzie jednym z ta-
kioli przedziatéw. Przez punkty przedziatu poprowadzmy rzed-
ne, t. j. proste rownolegte do osi y. Rzedne te przetng krzy-
wa w punktach takich, jak punkty min. Wezmy na krzywej
punkt c posredni pomiedzy punktami min, poprowadzmy sty-
czng do krzywej w tym punkcie i ograniczmy ja za pomoca dwu
rzednych. Powtarzajac to dziatanie dla wszystkich przedziatéw
dri sumujac wszystkie odcinki prostoliniowe takie jak ab, biorac
wreszcie granice tej sumy w zatozeniu, Ze przedziaty dr dgzg do
zera a ich liczba rosnie do nieskofAczonosci, otrzymamy to, co
nazywa sie tukiem krzywe]j pomiedzy punktami Ai B.

Nalezy dowies¢, ze przy zatozeniach, uczynionych co do
natury stycznej do krzywej, wzmiankowana w okresleniu grani-
ca rzeczywiscie istnieje. W tym celu szukajmy przedewszy-
stkiem analitycznego wyrazenia tuku.

Odcinek 'ab rowna sie swemu rzutowi a'b\ podzielonemu
a'n’

przez dostawe kata pomiedzy az"i osig odcietych, t.j. ab = Qs @

Lecz cos 6 = —— , a wigc:
/1 -f tg2 6
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ah = auU K1+ tga6 .
%

Poniewaz prosta ab jest styczng do krzywej, przeto tgé =

gdzie znaczek «u dotu oznacza, Ze pochodng nalezy wzigé¢ dla
punktu c o odcietej posredniej pomiedzy aib. Kladac a'h' = dr,
mamy na mocy okres$lenia dla tuku s:

lim A~ 71+ WV

gdzie suma rozcigga sie na wszystkie przedziaty & pomiedzy
ai warto$¢ za$ funkcyi 1 + gi\ nalezy braé za kazdym
razem odpowiadajacg pewnemu punktowi, ktérego odcieta za-
wiera sie w przedziale d*. Widzimy stad, ze tuk s jest Scisle

rowny catce funkcy gi/( pomiedzy granicami ai/?, t.j.

Idy
* = / / 1 + dX, dCC.

Poniewaz wedtug zatozenia styczna do krzywej porusza sie spoe
sobem ciagtym lub, co najwyzej, posiada skoficzong liczbe przerw,

/ lily\2
przeto funkcya 1/ 1 i-’yj bedzie funkcya ciagta lub bedzie

posiadata, co najwyzej, skoficzong liczbe punktéw przerwy; stad
wynika, ze s jako catka funkcyi ciggtej jest wogdle ciagta, a za-
tem zawsze istnieje.

Jezeli odcietg a bedziemy uwazali za statg, odcieta za$ " za

zmienng i napiszemy x zamiast znajdziemy tuk s jako funk-
cye zmiennej X, a jéj pochodna wzgledem x bedzie:
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skad:
ds» —  + dyn

Tym sposobem zagadnienie obliczania tuku krzywej zostato
rozwigzane.

Zagadnienie to nazywamy czesto zagadnieniem wypro-
stowywania (rekt~-fikacyi) krzywych, podobnie
jak zagadnienie obliczania pél naz3wa sie zagadnieniem kwa-
dratur.

Niechaj bedzie tuk krzywej i jego cieciwa prostoliniowa.
Ustalmy jeden z krafcdw, np. A i zblizajmy drugi kraniec do A,
wtedy tuk ijego cieciwa zmniejsza¢ sie beda nieograniczenie.
Mozna dowie$¢, ze granica ich stosunku jest jednoScia; jest to
wiasnosé, z ktorej korzystaliSmy juz w ,,Rachunku rézniczko-
wym".

"W samej rzeczy mozna dowie$¢, ze cieciwa, liczona od pun-
ktu statego A, uwazana za funkcye odcietej, ma te samg pocho-
dng w punkcie A, jakg ma funkcya s w tym punkcie. Jezeli bo-
wiem oznaczymy przez Ix, réznice pomiedzy odpowiedniemi
spbtrzednemi dwoéch punktéw krahcowych cieciwy, bedzie:

c=yin -flyr=1/1-h . Az,
a wiec:

+

p Ix

Jezeli Ix dazy do zera, to i \y dazy do zera, astosunki hj , Cn

dazyé beda do wartosci pochodnych funkcyiy i cwzgledem x;
wiec pochodna funkcyi c wzgledem £ t. j.
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dx t dx,
a stad:
ds dx A
dc dc
dx

Powyzszy wzér na rézniczke tuku krzywej ptaskiej stosuje
sie do przypadku spotrzednych prostokatnycti. Mozna znales¢
wzér analogiczny w przypadku, gdy osie spétrzednych tworza ze
sobg kat g Istotnie, za pomocg podobnego, jak wyzej, postepo-
wania znajdziemy, ze pochodna funkcyi s wzgledem x jest:

dx 1/ ~ \dx dx

a stad:
ds = Vdx' -f- dy*-)- 2dx dy cos cp.

Przejdzmy do przypadku spotrzednych biegunowych. Nie-
chaj ™ i G beda spotrzednemi biegunowemi punktu M. Mozemy zna-
le§¢ wzor na rézniczke tuku, przeksztatcajgc wzor otrzymany
w spotrzednych prostokatnych. Spétrzedne wyrazajg sie przez
spétrzedne Q. 6 za pomocg wzoréw X=Q Q6 6, Y= ~ sin O z kto-
rych wynika dx — —osin6db -f cos 6dg; dy = Q cos 6dO -f-sin 6dg.
Podnoszac do kwadratu i dodajac, znajdujemy:

skad:
ds = de-' + dg' .
Za pomoca rézniczki ds mozemy wyrazi¢ prostym sposobem

dostawy i wstawj”® kierunku stycznej do krzywej. W rzeczy sa-
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mej, jezeli G jest katem, ktdry styczna tworzy z osig odcietych, to

tge=;|,skad:

shiLfin = AN

1 -f- dy'~ ds y J_ ds

PowiedzieliSmy wyzej, ze tuk krzywej mozna uwazaé za
funkcye odcietej x. Odwrotnie, jezeli fuk (liczony od pewnego
poczatku statego) jest dany, to wtedy jest zarazem oznaczony
drugi punkt koricowy tuku, a wiec jego spoOtrzedne x, y. Stad
obie sp6trzedne £c y mozna uwazac¢ za funkcye tuku 5, przyje-
tego za zmienng niezalezng. W takim razie réwnanie krzywej
mozna zawsze wyrazi¢ w postaci :

=2y = b )

ksztatt funkcyj @@ wyznacza sie w przypadkaclj szczeg6lnych.

Z powyzszych wzoréw wynika tez, ze pochodne zmiennych
X,y wzgledem s sg wtasnie dostawami i wstawami kierunkowe-
mi stycznej do linii krzywej.

Z wzoru ds-=dx”™ + dy”, przy przyjeciu zmiennej s za nie-
zalezng, otrzymujemy przez r6zniczkowanie:

dx  d”™x dy d™My

Ten wzor stuzy dla przypadku, gdy X, y sg funkcyami zmiennej
niezaleznej s.

Podamy kilka przyktadow:

1) Znale$¢ wyrazenie tuku kota o promieniu r.

Rownaniem kota jest Ay = skad:
dy 2X X
dx -~ ly~ y '

a wiec:
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Catkujac, znajdujemy:

Jezeli zaczynamy liczyé tuk od punktu x = r,y — t.j. od
krancowego punktu po prawej stronie okregu, wtedy dla x =o-
jest s= O,stad C= O, a wiec:

co jest znanem wyrazeniem tuku kotowego.

2) Obliczy¢ tuk spiralnej logarytmowej, danej przez row-
nanie Q = en

Jest dQ = e~db, a stad:

Catkujac, znajdujemj”:

Dla oznaczenia statej Czauwazmy, ze jezeli zaczynamy liczy¢
tuk s od punktu, odpowiadajgcego wartosciom spo6trzednycli
N= 1 e= O (t. gdy dlatych wartosci jest s= 0), to wtedy
C réwna sie — V 2, stad:

3) Wyprostowanie paraboli = 2px.
Z réwnania paraboli wynika:
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stad:

a po przeksztatceniu tej catki tak, aby zmienng niezalezng byta
zmienna y:

Liczy¢ bedziemy dtugos¢ tuku od wierzchotka paraboH {y = 0),
az do pewnej wartosci ogoélnej y. Wykonywajac catkowanie
przez czesSci, mamy:

Z drugiej strony:

tak, ze:

Ostatnig catke obliczymy za pomocg wzoru ogo6lnego, podanego
w § 4 Rozdziatu Ill-go i otrzymamy:



Pole krzywej ptaskiej. 145

Tym sposobem bedzie:

4) Obliczy¢ dtugosé tuku elipsy + = 1

Spotrzedne punktu elipsy mozna wyrazi¢ w funkcyi jedne-
go parametru w ten sposob:

#= asing y= bcosmy

skad:
cly h sin9 dx _ _
K= T a cos @ ricp@ COS B
= lcos”~ ®-j- gin"@Pdp= a ( 1 « e 2 n

Za granice catkowania mozna wzig¢é @ — O do 9 jakiegokolwiek
(odpowiednio do granic: a:= O i scjakiekolwiek). Mozna
okazac, ze zadnemi $rodkami sztucznemi ta catka nie databy sie
wyrazi¢ pod postacig skoficzong za pomocg funkcyj zwyktych,
znanj~ch, jak funkcye wymierne i niewymierne algebraiczne, lo-
garytmowe, trygonometryczne i wj"ktadnicze.

Takie catki napotkalismy juz w 8 4 Eozdziatu Ill-go i na-
zwalismy je catkami eliptycznemi, wtasnie dlatego, ze stuza, jak
widzimy, do wyprostowywania elipsy. Mozna te catki obliczyé
za pomocg catkowania przez szeregi Patrz § 2 Eozdziatu Ill-go.

6) Obliczy¢ dtugosé tuku cykloidy.

Przyjmiemy te same spdtrzedne, co w paragrafie poprze-

AN

dzajacym. ZnalezliSmy tam, ze dy = vy y AA
y wezmiemy za zmienng niezalezna, bedzie:

Pascal R. C. 10



146 Rozdziat VI. -- § 2

A wiec dtugos¢ tuku BP (patrz fig. 8) rowna sie podwdjnej dtu-
gosci prostej BP™* ktorej dtugoscia jest wiasnie . Dlay=2r
jest 6= 4r, jako dtugos¢ potowy cykloidy.

§ 3.
tuk krzywej  skosne;j.

WyobraZzmy sobie odcinek krzywej skosnej AB 0 stycznej
ciggtej. Niechaj odcietemi punktéw skrajnych bedg a\ Po-

dzielmy odcinek prostoliniowy a na pewng liczbe odcinkéw
czastkowych takich, jak a"h"— dr. Przez punkty podziatu po-
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prowadzmy ptaszczyzny prostopadie do osi odcietych, mianowi-
cie aa", hh"it. d.; te ptaszczyzny przetng krzywa w punktach
a™, ..., posrednich pomiedzy punktami A i B. Poprowadz-
my styczng do krzywej w punkcie ¢ posrednim pomiedzy a™ih™
i ograniczmy te styczng dwiema ptaszczyznami réwnolegtemi;
otrzymamy tym sposobem odcinek prostoliniowy ah. Postepu-
jac w ten sposéb dla wszystkich pasm, otrzymamy zbiér odcin-
kéw takich, jak ab i te wszystkie odcinki beda oczywiscie dazy-
ty do zera, gdy odcinki a"b"= dr do zera daza. Otdéz granice
sumy wszystkich odcinkdéw ah dla przedziatéw dr, rownych zeru
przy nieskonczonem wzrastaniu liczby tych odcinkéw, nazywa-
my tukiem krzywej pomiedzy punktami A i B.
Okazemy, ze ta granica istnieje i ze jest nig mianowicie catka
pewnej funkcyi ciagtej lub w og6lnosci ciagtej.

W tym celu znajdzmy wyrazenie odcinka ab. Niechaj A
oznaczajg katy, ktére styczna tworzy z osiami sp6trzednych; be-

dzie oczywriscie ab — "\« |Lecz poniewaz z rdéwnania

przeto:

Stosunki wyrazi¢ mozna za pomocg pochodnych

zmiennych y \ z wzgledem zmiennej x. Istotnie rzutem danej

krzywej skosnej na ptaszczyzne xy jest krzywa plaska A’

rzutem za$ stycznej ah jest styczna a'b' do krzywej A'B'. Je-

zeh dri €r sg rzutami odcinka ab na osie x i  to beda one takze
0 Br

rzutami odcinka a'h' natez osie. Mamy: cos ~= " > cos?;= "
i jezeli t', sg katami, ktére odcinek a'b' tworzy z osiami X, vy,

bedzie tez: > a wiec:



148 Rozdziat VI. - § 2.

Gdy uktad osi x, y jest prostokatny, to jest styczng kata
I', ktorj™ odcinek a' h' tworzy z osig a; i ta styczna wyraza sie
takze przez - (gdyz a' h' jest styczng do krzywej ptaskiej),

a wiec:

gdzie pochodna oblicza sie oczywiscie dla punktu stycznosci od-
cinka ab. Podobniez bedzie:

Wynika stad:

Jezeli wiec s oznacza tuk AB, bedzie na mocy okreslenia:

co wiasnie orzeka, ze tuk s wyraza sie za pomocag nastepujacej
catki okreslonej:

Poniewaz zatozylismy, ze odcinek krzywej AB ma styczng ciggta
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lub w og6lnosci ciggta, przeto i , jako zalezne wt#asdnie

od kierunku stycznej, sa funkcyami ciggtemi lub w ogo6lnosci
ciggtemi, a stad wjmika, ze powyzsza catka zawsze istni e-
j e. Pochodna tuku s wzgledem zmiennej x (zaktadajac, ze gra-
nica gérna  jest zmienng i piszac x zamiast /?), bedzie wogole
rowna funkcyi podcatkowej, t. j. bedzie:

ds
dx dx,

a stad na rozniczke tuku s otrzymujemy wzor:
ds = ydx" -j- dy*A- dz"

Moznaby dowie$¢, ze podobnie jak w przypadku krzywych pla-
skich, granica stosunku tuku do jego cieciwy jest réwna je-
dnosci.

Zrobimy jeszcze jedno spostrzezenie. Znalezlismy, ze:

cos |

gdzie | jest katem pomiedzy styczng a osig x. Stad znajduje-

dy A

AN
my: cos | = o i podobme: cos rj ~ , cos C = az , a wiec

za pomocg rézniczki @ mozemy wyrazi¢ dostawy kierunkowe

stycznej, co stanowi zupetng analogie do przypadku krzywych
ptaskich.

Podajmy przyktad:

Wyobrazmy sobie tréjkat prostokatny ABC i walecjprosty
kotowy; nawinmy trojkat na walec w ten sposéb, aby jego pod-
stawa zlata sie z okregiem podstawy walca, wtedy przeciwpro-
stokatnia AC wyznaczy na powierzchni walca krzywg, zwang
helisg (patrz ,Rachunek roézniczkowy", str. 245). WezZmy
za osie X\y  dwie proste prostopadte do sic-bie i przech 3dzace
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przez $rodek O kota, za 0§ » — o$ walca. Spoétrzednemi punktu

Fig. 11.
P helisy beda:

Gdy rozwiniemy walec, to tréjkat ACIP stanie sie tréjkatem pro-
stokatnym OQP o kacie statym < a wiec:

gdzie r jest promieniem kota podstawy. Mamy zatem:

Stad:
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a zatem:

Bedzie tedy:

Gdy zaczynamy liczy¢ s od pimktii A, to dla 6 = Ojest s= O,
a wiec const = Oi bedzie:

a poniewaz wiec bez wzgledu

na znak, jest:

00 zresztg wyniktoby wprost z rozwazania trdjkata prostokagtnego
APQ, w ktérym przeciwprostokatnia JP jest wiasnie dtugoscia
tuku s.
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§ 4.

Pole powierzchni  krzywej.

Wyobrazmy sobie powierzchnig, ktérej réwnaniem jest
z— yY* ograniczong linig zamknieta o jednym obwodzie I,
ktorego rzutem na ptaszczyzne xy jest linia zamknieta o jednej
gatezi. Podamy okreslenie tego, co nazywa sie polem po-
wierzclini ograniczonej linia zamknietg. Zatézmy, ze cze$¢
uwazanej powierzchni jest takg, ze prosta rownolegta do osi z
przecina jg tylko w jednym punkcie. Nakre$lmy na ptaszczyz-
nie xy prostokat o bokach rdwnolegtych do osi x\y, opisany
na linii krzywej zamknietej, ktéra jest rzutem linii ograniczaja-
cej powierzchnie. Podzielmy jeden z bokéw tego prostokata na
przedziaty czastkowe <B\drugi na przedziaty d's i poprowadzmy
przez punkty podziatu proste réwnolegte do osi y. Prostokat

Fig. 12.

AB CD podzieli sie na prostokaty ahcd, z ktérych jedne pozo-
stang wewnatrz krzywej, inne bedg w czeSci wewnatrz, w czesci



Pole powierzchni krzj'wej. 153

za$ zewnatrz, inne wreszcie bedg catkiem zewnatrz. Rozwazmy
tylko te, ktdére sa zawarte catkiem wewnatrz krzywejibiorac je za
podstawy, wznieSmy na nich prostopadtoSciany; te prostopadto-
Sciany podzielg powierzchnie dang na czesci. Wezmy w kazdej
z tych czeSci pewien punkt wewnetrzny, poprowadzmy przezen
ptaszczyzne styczng do powierzchni i na tej ptaszczyznie wezmy
pod uwage czworobok, wyznaczony na niej przez odpowiedni
prostopadtoscian. Granica sumy tych wszystkich czworobokéw,
gdy przedziaty czastkowe malejg nieograniczenie, liczba
za$ ich rosnie do nieskonczonos$ci, nazywa sie polem po-
wierzchni.

Kazdy z tych czworobokéw réwna sie swemn rzutowi, t. j.
prostokatowi <& podzielonemu przez dostawe kata, ktéry
ptaszczyzna styczna tworzy z plaszczyzng ry, albo, co na jedno
wychodzi, przez dostawe kata, ktdry prostopadta do ptaszczyzny
stycznej tworzy z osig

Oznaczmy przez  rj, ™ katy kierunkowe prostopadiej do
ptaszczyzny stycznej, wtedy pole jednego takiego czworoboku

. o,d . . .
bedzie q= ™"~ ,aponiewaz ze zwiazku cos™l+cos™?; -fcos A

wynika:

1 | cosM 1, cos2i;
cos C

przeto:

o= ags | ot o

To wyrazenie przeksztalcimy. Przez punkt stycznosci ptasz-
czyzny stycznej poprowadZzmy plaszczyzne réwnoleglty do
ptaszczyzny @a;"; przetnie ona powierzchnie wedlug pewnej
krzywej c, a ptaszczyzne styczng wedlug stycznej t do tej
krzywej. Rdwnanie tej krzywej ¢ znajdziemy wprost z rowna-
nia powierzchni, uwazajac w tem ostatniem ilos¢ y za statg (t.j.
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réwng odlegtosci linii ptaskiej ¢ od ptaszczyzny xz). Niecliaj
a', v beda katy kierunkowe stycznej t do krzywej c; ponie-
waz prosta ta znajduje sie w ptaszczyznie prostopadtej do osi v,
przeto cos = O, katy za$ a'iy' sg dopetniajgcemi sie wzaje-
mnie. Prosta prostopadia do ptaszczyzny stycznej bedzie prosto-
padtg do prostej t, t. j. bedzie zachodzit zwigzek:

ktory zamienia sie na:

Stad:

lecz:

a wiec:

Podobniez znalezliby$Smy:

tym sposobem bedzie:

a wiec pole powierzchni 8 okres$li sie za pomocg wzoru:
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; . [
§ — lim Sods i 4- 3 V3l
Na mocy okreslenia catki podwdjnej bedzie:

/30
1

dri dy | dx dl .
Co sie tycz}” granic catkowania, to do$¢ powtdrzyé takiez same
rozwazania, jakie uczyniliSmy w swoim czasie o granicach catek
podwadjnych.

Poniewaz przyjmujemy, ze powierzchnia jest ciggta i ze
ptaszczyzna styczna porusza sie sposobem ciggtym po catej uwa-

zanej czesci powierzchni, przeto funkcya /1 4" [gi' + |
bedzie funkcya ciggta zmiennych zmiennych vy, a stad wyni-
ka, ze catka podwdjna zawsze istnieje. OkazaliSmy wiec nietyl-
ko istnienie granicy sumy, t. j. pola powierzchni zgodnie z da-
nem okresleniem, lecz znalezliSmy zarazem wzoér, za pomoca ktd-
rego mozna to pole obliczac.

§ 5-
Powierzchnie  obrotowe.

W przypadku powierzchni obrotowych tatwo wzér powyz-
szy sprowadzi¢ do catki pojedynczej, gdyz jedno z dwu catko-
wan daje sie wtedy wykonac.

Wyobrazmy sobie na ptaszczyznie zx krzywa, ktérej réow-
naniem jest z="{x"')\ krzywa ta, obracajac si¢ okoto osi
tworzy powierzchnie obrotowg. Podczas obrotu punkt P po-
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zostawac bedzie w odlegtosci statej od osi  (ta odlegtoscia be-
dzie zawsze x') i w jednakowej w™'sokosci nad ptaszczyzng a-y®

Fig. 13.

w ten spos6b, ze spdirzedna " punktu F w kazdem potozeniu
bedzie ta sama, co spétrzedna punktu F ptaszczyzny xz. "Wiel-
ko$¢ za$ x' bedzie w kazdem potozeniu punktu P réwng

gdzie X,y sg spOtrzednemi punktu P w przestrzeni. Aby wiec
mieé réwnanie powierzchni, do$¢ w réownaniu krzywej potozyc¢
X' = i bedzie:

2= @

Pochodne czgstkowe zmiennej z wzgledem zmiennych x, y sa:
X - g sy,

skad:

\dxj A

a "dec powierzchnia 8" ma wartos$¢:
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Wyobrazmy sobie, ze gatezig krzywej ptaskiej, obracajgcej sie
okoto osi  jest AP i ze odcieta punktu P rdwna sie r; wtedy
konturem powierzchni bedzie koto, opisane przez punkt P, kt6-
rego rzutem na ptaszczyzne xy jest koto o promieniu r. Ponie-
waz catkowanie ma sie rozcigga¢ tak, aby &y przebiegty calg
¢wier¢ kota, zawartego pomiedzy osiami £¢ y* powinnismy wiec

catkowaé wzgledemyody= 0 doy — Vr* — a wzgledem
Xodi X= OdiO X~ r. W calce wzgledem y przyjmijmy za
zmienng niezalezng a?'zamiast y, ktadac -j-= wtedy

funkcyg do catkowania bedzie Ki + o " {X) i aby przeksztatcié
catke dos¢ pomnozyé te funkcye przez pochodne dawnej zmien-
nej wzgledem nowej x', t. j. przez

Otrzymujemy tedy catke:

i te dwa catkowania nalezy rozciggna¢ tak, aby obja¢ wszj-stkie

punkty c¢wiartki kota o promieniu r. Catkowanie wzgledem x

rozciggniemy od a; = O do x — x\ catkowanie wzgledem x' od
Lecz:

przeto catka podwojna sprowadza sie do pojedynczej:

Jezeli clicemy mie¢ wielko$é catej powierzclmi obrotowej okoto -4,
dos$¢ poprzedni rezultat pomnozyé przez 4 i bedzie:
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A wiec w przypadku powierzchni obrotowych catke podwdjna
mozna sprowadzi¢ do pojedynczej.

Mozna pokazaé, ze J/I + @2 (x) jest odwrotnoscig dostawy
kata, ktory styczna do krzywej tworzacej tworzy z osig x. Isto-

tnie styczng tego kata jest

skad

§ 6.

Pasmo kuliste.

Znajdzmy powierzchnie pasma kulistego, zawartego po-
miedzy ptaszczyzng styczng do kuli w punkcie A a ptaszczyzna
do niej réwnolegta.

Krzywg tworzgcg na ptaszczyznie xz jest tu cwier¢ okregu
0 promieniu R" gdzie U jest promieniem kuh. Niechaj B bedzie
punktem, w ktorym ptaszczyzna réwnolegta do ptlaszczyzny
stycznej przecina ten okrag, A' za$ punktem, w ktérym taz
ptaszczyzna przecina o$ z.

Pot6zmy BA' = r i zastosujmy wzory poprzednie. Bedzie:

a stad:
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Pole pasma wyniesie:

Jezeli chcemy mieé catg potkule, kltadziemy x = R i znajduje-
my jest to wynik znany z geometryi elementarnej.

§ 7.

Powierzchnia elipsoidy  obrotowej.
Na ptaszczyznie xz wezmy elipse AB, obracajgcg sie okoto
osi wielkiej a; niechaj jej rownaniem bedzie

Z tego réwnania mamy:

lub po wprowadzeniu mimosrodu

Stad:

Uskutecznijmy zamiane zmiennych, biorac za zmienng niezale-
zng ™ zamiast powinnismy tedy funkcye podcatkowa pomno-
zy€ przez - Bez wzgledu na znak, znajdziemy:
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Lecz wiemy, ze:

skad:

a catkujgc pomiedzy granicami Oi z:

Dla z

a otrzymujemy powierzchnie potowy elipsoidy, t. j.:

Dla e= Opjest a— h= R, astad 27iR* t. j. wyi®azenie po-
wierzchni potkuli.

88.

Objetosci ograniczone  powierzchniami.

Do objetosci, zamknietych powierzchniami, mozna zastoso-
wac rozwazania, podobne do tych, jakie stosowalismy do pol
krzywych ptaskich.

Wyobrazmy sobie cze$¢ powierzchni z zamknietym kontu-
rem, ktorego rzutem na ptaszczyzne xii jest krzywa zamknieta;
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niechaj powierzclinia bedzie takg, ze prosta réwnolegta do osi
przecina ja w jednym tylko punkcie. Podobnie, jak w poprze-
dnicli paragrafach, wyobrazmy sobie pole krzywej zamknietej,
podzielone na prostokaty czgstkowe dr ds i na tych prostokatach
zbudujmy prostopadtosciany. Te prostopadtosciany podzielg po-
wierzchnie na czastki; w kazdej z tych czastek wezmy punkt
i poprowadzmy przezen ptaszczyzne roéwnolegta do plaszczyz-
ny xy. Ta plaszczyzna zamknie prostopadtoscian, tworzac jego
podstawe gdrng. Granica sumy tych prostopadto$cianow nazy-
wa sie objetosciag, zawartg pomiedzy powierz-
chnig dang a ptaszczyzng xy.

Jezeli z = f y) jest réwnaniem powierzchni, to obje-
to$¢ prostopadtoscianu czastkowego bedzie dr d's f y)* gdzie
wartos¢ f (x, y) oblicza sie dla punktu, znajdujgcego sie we-
wnatrz prostokata dr d's. Szukana objeto$¢ wyraza sie przez:

F=Iim drd'sf{x, ),
lub:

V= j 1 f(xy)clxcly.

Wyobrazmy sobie powierzchnie zamknietg i zobaczmy, w jaki
sposob obliczyé mozna objetos¢ w niej zawartg. W tym celu
zastosujemy dwa razy metode poprzednig sposobem nastepuja-
cym: Na powierzchni danej opiszmy walec prosty o tworzacych
rownolegtych do osi zz Walec ten dotknie powierzchni wedtug
pewnej krzywej, ktora podzieli powierzchnie na dwie czeSci:
wyzszg i nizszag. Obliczamy po kolei objetos¢, zawartg pomie-
dzy kazdg z tych czesci a ptaszczyzng xy\ odjawszy jedng obje-
to$¢ od drugiej, znajdziemy objeto$¢ szukana. Poniewaz obie
czeSci powierzchni majg kontur wspolny, ktorym jest krzywa
stycznosci walca i powierzchni, przeto catkowania wzgledem
zmiennych &,y uskuteczniajg sie w obu razach pomiedzy temi
samemi granicami, gdyz w obu razach odnosza sie do tego sa-
mego pola ptaskiego. Tylko ze w pierwszym razie funkcya

Pascal R. C. 11
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f y) mainne warto$ci niz w drugim, w zatozeniu, ze po-
wierzchnia jest zamknieta. Te warto$ci znajdujemy, rozwigzu-
jac rownanie powierzchni wzgledem #~; mamy wtedy funkcye
z f y), ktora powinna by¢ funkcyg o dwu wartosciach
fi A y* poniewaz zatozyliSmy, ze prosta przecina po-
wierzchnie w dwu punktach. Obie warto$ci wystepowac win-
ny w catkowaniu i szukana objeto$¢ bedzie:

V= \\[Ix vy —A ] dy ,

a poniewaz:

J (Iz= Xy —f Xy,

przeto mozemy takze napisac:
F= 17j1(xdy dz

gdzie catkowanie wzgledem 2 wykona¢ nalezy pomiedzy warto-
Sciami /'i,/2 jakie ma  a ktore otrzymujemy, rozwigzujac row-
nanie powierzclini wzgledem 2. Catkowanie wzgledem y wyko-
nywa sie pomiedzy dwiema granicami, ktére otrzymujemy, roz-
wigzujac wzgledem y réwnanie krzywej ptaskiej, bedacej prze-
cieciem ptaszczyzny .ry z walcem opisanym na powierzchni. Te
granice sg funkcyami zmiennej x. Catkowanie wzgledem x
uskutecznia sie pomiedzy granicami statemi, ktére sa odcietemi
punktéw stycznosci stycznych do poprzedniej krzywej ptaskiej,
réwnolegtj*ch do osi .

Aby moédz stosowaé te metode w rozmaitych przypadkach
specyalnych, trzeba tylko umieé znale$¢ krzywa ptaska, bedaca
rzutem konturu powierzchni.

WidzieliSmy w poprzedzajagcym paragrafie, ze gdy f], C
sq katami kierunkowemi prostopadtej do ptaszczyzny stycznej
w punkcie 7, z, to:
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cos 1 DZ cos fj dz

cos C © cos N dl/

Jezeli réwnaniem powierzchni jest F (x, %, z) = O, to:

dF dF
cos | dx cos t] dy
cosC~ SF ' cos C~ '
ldTl

skad:
' , _ dF dF dF
cos $:cost]:cos C = d * dy ' ds

Jezeli ptaszczyzna styczna jest rownolegta do osi z, wtedy
cos C == 0, a stad dla punktu stycznosci by¢ powinno dF = 0.
To réwnanie przedstawia nowg powierzchnie, ktéra przecina da-
ng wedtug krzywej stycznosci walca opisanego; rugujac wiec z
dF

z rownan F y*z) = Oi — — O, otrzymamy zwiagzek po-
miedzy zmiennemi ktory mozna uwazaé za réwnanie walca
opisanego, albo — gdy uwazamy go tylko w ptaszczyznie xy —
za rownanie podstawj® walca; bedzie to rdwnanie szukane
krzywej.

§9.
Objetos¢ bryty  obrotowe;j.

Obliczanie objetosci sprowadza sie, jak widzieliSmy, do
obliczania catki podwdjnej. Wszakze gdy idzie o objetos¢, zam-
knietg w powierzchni obrotowej, to mozna, jak to zaraz oka-
zemy, wykonac jedno catkowanie, nie znajgc nawet rownania
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powierzchni; mozemy tedy sprowadzi¢ rachunek do obliczenia
catki pojedynczej, ktéra zalezy juz od znajomosci krzywej two-
rzacej powierzchni. Jest to fakt podobny do rozwazanego przy
obliczaniu pola powierzchni.

Zachowajmy oznaczenia, stosowane w paragrafach poprze-
dzajacych. Niechaj {yy"A-if) bedzie réwnaniem powierzch-
ni obrotowej ; objeto$s¢ dana bedzie przez catke:

119 clx dij .

Pot6zmy A-y'N = i przeksztatémy catke, wprowadzajac
zmienng X' zamiast y. Bedzie:

I~ — » clx dx'-

jezeli catkowanie jak w przypadku powierzchni ma sie rozciag-
ng¢ na ¢wieré kota o promieniu r, musimy przyja¢ granice cat-
kowania x = 0 do x = x' dla a, oraz x = Oi x' = r dla

Tt

Wykonawszy catkowanie wzgledem &, otrzymujemy , pozo-

staje przeto :

) ax.

0

Ten wzOr przedstawia objeto$¢ bryty, utworzonej obrotem krzy-
wej APBO (fig. 13) na ¢wier¢ okregu kota okoto osi mnozac
przez 4, otrzymujemy catkowitg objeto$¢ bryty obrotowej :

y=2jz | x' tp (x') cIx.
)

Jezeli chcemy miec¢ objeto$é, utworzong obrotem figury APQ.
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odejmujemy objetos¢ walca, utworzonego obrotem figury QPBO,
t. j. Tir. PB lub jrr™ @ (r). Catkujac przez czesci, mamy:

a stad:

a wiec roznica dwu objetosci jest, bez wzgledu na znak, réwna:

Zmieniajac tu zmienne, t.j. wprowadzajgc jako zmienng nieza-
lezng z = fD (x'), a wiec mnozac funkcye podcatkowag przez

znajdujemy :

gdzie Z2 i sg rzedne punktdw skrajnych A, P krzywej tworzg-
cej, t. j. s dtugosciami OA, BP.

8 10-
Objeto$¢ elipsojd/. Bryka utworzona obrotem cyklojdy.

Niechaj bedzie elipsojda:
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Winnismy obliczy¢ catk™ potréjna:
dx dy dz .

Catkowanie wzgledem z nalezy uskuteczni¢ pomiedzy granicami

t

—c w » tak, ze pozo-

stanie catka podwdjna:

2GJ dx J dy &

Zbadajmy, jakie bedg granice catkowania wzgledemy. Zau-
wazmy, ze rzutem powierzchni na ptaszczyzne xy jest w tym
przypadku przeciecie powierzchni z tg ptaszczyzng, t. j. krzywa

-y -]—" = 1; stad wynika, ze granicami catkowania wzgledem
CL o

y bed® — h 1 — . Stosujgc wzor:

/dtn—f" tJI—+-~arc sin i,

znajdziemy:

4 4" A

a catkujgc w powyzszych granicach:
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Tib 1 — PN
tak, ze pozostaje catka:
44
Z ktérej otrzymujemy wreszcie na szukang objetosé: nahc.

Jezeli a — b— ¢ — r, znajdujemy znane wyrazenie
Tir* na objetos¢ kuli.
Niecliagj bedzie cyklojda OA, obracajaca sie okoto stycznej

OF w wierzchotku. Niech OEB bedzie kotem tworzacem cy-
klojdy. Dla znalezienia objetosci, ograniczonej powierzchnig,

Fig. 14.

utworzong obrotem cyklojdy, nalezy obliczy¢ catke n j dz»

zawartg w granicach od ~ = Odo z = z
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WezZmy X' za zmienng niezalezng; poniewaz 7 jest rowne,

jak wiadomo przeto otrzymujemy :

Grdybysmy chcieli obliczyé pole ptaskie OED, zawarte w kole,
,
musielibysmy obliczj-¢ catke ~ a wiec moze-

my napisaé, ze szukana objetosc¢:

Ostatnig catke tatwo obliczy¢, ktadac albowiem

wtedy a wiec - bedzie zatem:

tak, ze otrzymujemy ostatecznie:
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Jezeli chcemy obliczy¢ objetos¢, zamknietg przez powierzchnie,
utworzong obrotem potowy cyklojdy OCA™ nalezy uczynic

rm

X' = OB = 2r, wtedy odcinek OEI) staje sie potkolem = —"—

i otrzymujemy ostatecznie .



rozdziat vii.

ROWNANIA ROZNICZKOWE.

8§ 1-

Rozwazania i okreslenia  zasadnicze.

Dotad zajmowalismy sie pytaniem, jak, majac pochodng
fimkcyi, znale$¢ samg funkcye? Obecnie stawiamy zagadnie-
nie ogodlniejsze. Wyobrazmy sobie funkcye y zmiennej x
i utwérzmy jej pochodne rzedu pierwszego, drugiego i t. d., az
do pochodnej rz~du n-go, ktédre oznaczmy przez y\ ;
niechaj ta funkcya i jej pochodne beda nieznane, lecz za to zna-
my zwigzek pomiedzy Pytamy, czy majac
ten zwigzek, mozemy znale$é funkcye y?

Zwdazek taki nazywa sie réwnaniem ré6zniczko-
we m, a zagadnienie przez nas postawione nazywa sie catko-
waniem réwnania rézniczkowego.

Ustalimy najprzéd zasadnicze okre$lenia rozmaitych ga-
tunkéw réwnan rézniczkowych, jakie mozna pomysle¢. Prze-
dewszystkiem mozna wyobrazi¢ sobie, ze funkcya szukana jest
funkcya jednej zmiennej albo wielu zmiennych niezaleznych,
a stad zwigzek dany moze byé zwiagzkiem pomiedzy funkcya,
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zmienng i poctiodnemi funkcyi wzgledem tej jednej zmiennej albo
tez moze by¢ zwigzkiem pomiedzy fiinkcya, zmiennemi i pocho-
dnemi czgstkowemi funkcyi wzgledem rdznych zmien-
nych. Mamy wiec dwie kategorye réwnan rézniczkowych:
kategorye pierwszg stanowig réwnania rézniczkowe
zwyczajne, kategorye druga —réwnania réznicz-
kowe o pochodnych czgstkowych. W jednym
i drugim przypadku rzedem r6wnania nazywamy rzad
pochodnej najwyzszego rzedu w réwnaniu zachodzace;j.

Mozna wyobrazi¢ sobie, ze zamiast jednego zwigzku po-
miedzy zmienng, funkcyg i jej pochodnemi, takich zwigzkdéw jest
wiecej; te zwiazki nazywajg siejednoczesnemi i otrzy-
mujemy wtedy uktad réwnan rézniczkowych.

Zanim przejdziemy do zagadnienia catkowania réwnan réz-
niczkowych, zajmijmy sie badaniem wstepnem, t.j. zagadnie-
niem, odnoszacem sie do sposobu, w jaki mozna zbudowac réw-
nanie rézniczkowe, majac dang samg funkcye. Po rozstrzygnie-
ciu tego pytania tatwiej nam bedzie probowac rozwigzania zaga-
dnienia odwrotnego.

Niechaj y bedzie dang funkcyg zmiennej x\ utworzmy jej
pierwszg pochodng y'. Jezeli funkcyg dana zawiera pewien pa-
rametr ¢, to i pochodna bedzie go wog6le zawierata; wyrugo-
wawszy ten parametr pomiedzy funkcya i jej pochodng, otrzy-
mamy oczywiscie zwigzek pomiedzy y i y"* ktéry bedzie row-
naniem rozniczkowe m. Catkg tego rownania be-
dzie funkcya dana y\ lecz poniewaz ¢ moze mie¢ warto$¢ dowol-
na, wiec przy kazdej wartosci na c (ktora jest owym wyrugowa-
nym parametrem) funkcygy czyni zado$¢ roéwnaniu rdzniczko-
wemu. Otrzymujemy wiec w istocie nie jedne funkcye,
lecz nieskonczenie wiele funkcyj, lub, wasciwiej mo-
wigc, otrzymujemy funkcye, zawierajgcg para-
metr dowolny. RoOwnanie r6zniczkowe, tak utworzone,
jest réwnaniem rézniczkowem rzedu 1-go,

Jest rzeczg jasng, ze za pomocg podobnych rozwazahnh mo-
zna doj$¢ do réwnania rézniczkowego rzedu »2-go. Do$¢ przy-
ja¢ w tym celu, ze funkcya dana zawiera n statych c,, Cj, .. .,
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Ze tworzymy n pierwszych pochodnych funkcyj; ze pomiedzy
niemi i funkcya dang rugujemy n statych. Otrzymujemy wtedy
rébwnanie, zawierajagce w ogolnosci x, vy, vy, ..y(n) i bedace
réwnaniem rézniczkowem rzedu n-go. Z takiej konstrukcyi
rownania rézniczkowego widaé¢, ze funkcya dana, ktéra bedzie
jego catka, ma te wilasno$é, ze gdy utworzymyjej
pochodne az do rzedu n-go witacznie i warto-
sci y,y,..., w ten sposéb otrzymane, podsta-
wimy wréwnaniu ro6zniczkowem, otrzymamy
zwigzek tozsamos$Sciowy, bez wzgledu na war-
toSci zmiennej X, oraz wartosci statych

Rzeczone rozwigzanie rownania rézniczkowego z n statemi
dowolnemi nazywamy catkg o0g6lng. Nasuwa sie tedy
odrazu pytanie, czy kazde dane réwnanie posiada zawsze
catke og6lng. Mozna dowies¢, ze w rzeczy samej kazde
rownanie rozniczkowe posiada catke ogdlnag;
lecz nie mozemy tu zajgé sie tym dowodem.

Jezeli wszystkim lub niektérym statym nadamy wartoSci
szczegOlne, otrzymamy wtedy rozwigzania réwnania rozniczko-
wego, nazwane catkami szczegotu emi. Takie catki nie
zawierajg n statych dowolnych, lecz albo mniej niz u, albo za-
dnej. Kazdg z tych catek mozna otrzymac zawsze z catki ogdlnej;
wszakze odwrotnie z catki szczeg6lnej mozna otrzymac¢ ogdlng
tylko w pewnych przypadkach specyalnych.

Zbadajmy doktadnie, jakie sg cechy charakterystj*czne
~atki ogoOlnej. Kazde rozwigzanie réwnania rozniczkowego po-
winno by¢ zawsze takg funkcyg y zmiennej ze otrzymawszy
z niej y', y",. .., i podstawiwszy.wraz z y w danem rowaianiu
rézniczkowem, otrzymamy wyrazenie" tozsamosciowo sie spet-
niajgce dla kazdej wartosci x. Jest to wlasnos¢ wspol-
na wszystkim gatunkom catek; lecz pytamy, co procz tego spet-
ni¢ sie jeszcze musi, abySmy catke mogli nazwa¢ o0go6lng?

PowiedzieliSmy juz, ze catka ogoélna ipowinna zawieraéw
statych dowolnych; pozostaje nam okresli¢ blizej charakter isto-
tny tych statych. Ot6z powiadamy, ze powinn}- by¢é one za-
warte w funkcyi w pewien sposob specyalny, mianowicie taki:
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aby po utworzeniu n kolejnych pochodnych
funkcyi mozna byto wyrugowaé te state po-
miedzy n+l otrzymanemirownaniami. Wtedy

i tylko wtedy mozemy twierdzi¢, ze state s3 niezaleznemi
od siebie i ze ich jest wkasnie n. Gdy zdarzy sig, ze rugujac
pewng liczbe statych, rugujemy juz przez to samo inne, to wte-
dy pozornie tylko jest n statych dowolnych, a w rzeczy sa-
mej jest ich mniej: catka nie jest juz og6lng lecz szcze-
gélng.

Podang witasnos¢ mozna wyrazié jeszcze tak: z n pi erw-
szychréwnan, tj. zréwnania, wyrazajacego
fnnkcye dana, oraz z réwnan, wyrazajgcych

pierwszych pochodnych, mozna otrzymac¢
wartosci nstatych dowolnych Cj,..., c,. Isto-
tnie, jest jasnem, ze gdy to da sie uskutecznié, wtedy podstawia-
jac znalezione wartosci statych w réwnaniu, wyrazajacem po-
chodng n-tg funkcyi y, otrzymamy zwigzek z pewnos$cia
nietozsam osciowy, ktéry bedzie danem réwnaniem roz-
niczkowem. Ten zwigzek nie bedzie tozsamosciowym dlatego,
Ze wyraz, zawierajacy nie moze znie$¢ sie z zadnym innym
wyrazem, bo Cj, Cg,..., C,, s wyrazone tylko przez;

a nie przez

Jezeli wartoSci statych dowolnych sg wyrazone w funkcyi
ilosci X,y, ¥, ..., wtedy, gdy zmiennej x nadamy jaka-
kolwiek warto$é, zawartg w pewnym obszarze, a ilosciom

wartosci dowolnie ustalone, powinnismy stad
modz otrzymaé wartosci oznaczone na stale
Mozna przeto powiedzie¢, ze state Cj, ...,Cipow inny
zachodzié wcatkach ogélnych w ten sposéb,
aby przynajmniej dla warto$§ci zmiennej X,
zawartych w pewnym obszarze, mozna byto na-
da¢ im takie wartosci, by ilosci
przybraty wartos$ci z go6ry i dowolnie dane.

Procz tych dwu gatunkéw catek, to jest procz catek ogél-
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nychi i szczegélnych, istnieje jeszcze inny gatunek t. zw. catek
osobliwych, oktérych pézniej bedzie mowa.

To, co wyzej powiedziano, odnosi sie do rdwnan zwyczaj-
nych. O catkach réwnan rozniczkowych o pochodnych czast-
kowych méwi¢ bedziemy w innym paragrafie.

Przechodzimy teraz do zagadnienia: majagc rownanie
rozniczkowe, znale$¢ jego catke. Nie mozemy
tu, jak zwykle, poda¢ prawidet ogdlnych, lecz musimy
ograniczy¢ sie na ustaleniu pewnych typow réwnan roéz-
niczkowych i do badania ich osobno, podobnie, jak to uczynili-
Smy wyzej V/ zagadnieniu o catkowaniu funkcyj (kwadra-
tury).

Zagadnienie o catkowaniu réwnan rézniczkowych bedzie-
my uwazali zawsze za rozwigzane, o ile potrafimy je sprowadzi¢
do prostego catkowania, to jest do kwadratury. Moze sie zda-
rzy¢, ze taka kwadratura nie jest praktycznie wykonalng, lecz
wtedy trudnos$¢ zadania tkwi juz w innej dziedzinie badan.
Wogéle uwazamy zagadnienie w rachunku nieskoriczonoscio-
wym za rozwigzane, ilekro¢ potrafimy je przeksztatcic w ten
sposdb, aby rozwigzanie jego zalezato od rozwigzania zagadnie-
nia algebraicznego, np. od rozwigzania rdwnania algebraicznego.

Zanim przejdziemy do badania réznych typéw réwnan réz-
niczkowych, pokazemy, jak one wystepuja w rozwigzaniu pew-
nego zagadnienia geometrycznego.

8 2.

Przyktad zagadnienia geometrycznego,  ktérego rozwigzanie prowadzi
do réwnania  rézniczkowego,

Przy stosowaniu analizy do wielu zagadnien geometrji,
w ktorych idzie np. o znalezienie rdwnania krzywej ptaskiej,
majacej pewne wiasnosci specyalne, moze sie zdarzy¢, ze docho-
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dzimy bezpos$rednio nie do prostego zwigzku analitycznego mie-
dzy spétrzednemi ic, y lecz do zwigzku pomiedzy x)y i poclio-
dnemi funkcyiy wzgledem x, t. j. do réwnania rézniczkowego.
Jest jasnem, ze rozwigzanie zadania sprowadza sie wtedy do cat-
kowania tego réwnania rézniczkowego.

Wybierzmy przyktad nastepujacy. Mamy oznaczy¢ krzy-
wa, ktdrej promien .wodzacy OP réwna sie odcinkowi OR na osi

zawartemu miedzy poczatkiem spétrzednych a spodkiem sty-
cznej PR.

Zauwaimy; ze OP = + D7 drugiej strony PQ - (;);d

y A
X-[- OH dx
Poniewaz ma by¢ OP — ON* przeto otrzymujemy zwigzek:

skad

y N AN

iC -f- dx '

0 a
Fig. 15.

ktory jest rownaniem rézniczkowem rzedu 1-go.

W § 4 zobaczmy” jak sie to rdwnanie catkuje; jako rozwig-
zanie znajdziemy pek pambol. Otrzymujemy tym sposobem
twierdzenie, ze parabola jest wilasnie krzywa, posiadajacg wyzej
rzeczong wiasnosc.
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8§3.

Réwnania rézniczkowe 1-go rzedu.  Réwnania, w ktérych mozna
rozdzieli¢  zmienne.

Podamy niektére metody, za pomocg ktérych mozna catko-
wac pewne typy specyalne rownan rézniczkowych. Zaczynamy
od réwnan rzedu 1-go.

Niechaj bedzie réwnanie:

() f u, =o

niechaj Cwystepujewtem réwnaniu algebraicznie sposo-

cto
bem wymiernym i catkowitym. Roéwnanie to mozna wtedy roz-

wigzaé wzgledem i otrzymac pierwszag strone jego pod po-
tlu

stacig n czynnikéw liniowych wzgledem . Rozpatrzmj' naj-

przéd jeden z tych czynnikéw i sprowadZmy go do rdwnania

typu :

Ci)

gdzie 21i N sg, funkcyami zmiennych x, .

Jeden z pierwszych przypadkéw, w ktérych mozna bezpo-
$rednio zcatkowac réwnanie (2), jest ten, gdy funkcye * i1V sg
odpowiednio funkcyami, pierwsza tylko zmiennej  druga tylko
zmiennej y. Wtedy mamy:

Mdx -j- Idy = O,

a catkujac:

j Mdx + I Ndy Cc
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Méwimy w tym przypadku, Ze zmienne sg rozdzielone.
Niechaj bedzie naprzykiad réwnanie:

xy dx — (a—x) {y—b) dy = 0.
Dzielac obie strony przez y {a—a?), otrzymujemy:

X

X
a_xdx y dy=-0 ,

a catkujac:
— X—alog(x—a) —vy -{b logy = C.

Jest tu dogodnem statg dowolng C przedstawi¢ pod postacig
logarytmu, t.j. napisa¢ log C zamiast C\ przechodzac nastep-
nie od logarytméw do liczb, otrzymujemy:

yr (iz;—a)-" = Cen+f .

tatwo sprawdzi¢, ze rézniczkujac toréwnanie wzgledem a na-
stepnie rugujagc C pomiedzy otrzymanem rdéwnaniem i poprze-
dniem, dochodzimy do danego réwnania rézniczkowego.

§4.
Réwnania rozniczkowe  jednorodne.
Niechaj w rownaniu :
Q) Mdx + Ndy = O,

Mi N bedg funkcyami jednorodnemi jednego sto-
pnia, albo inaczej méwiac, niechaj bedg takiemi funkcyami, ze
gdy w nich zamiast ic, y potozymy XX Iy* to funkcye M i N

Pascal E. C. 12
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przejda na I"N. W tym przypadku istnieje ogdlna meto-
da catkowania.

"WprowadZmy nowg zmienng zalezng z, okreslong za po-
mocg rownania z = . . Podzielmy obie strony roéwnania (1)
przez X*", wtedy spotczynniki przy dx i dy zaleze¢ bedg tylko

od stosunku , tak ze mozna bedzie napisac:

Z réwnania ? wynika co podstawia-

jac, znajdziemy:

lub:

gdzie zmienne sg juz rozdzielone; mozna wiec catkowac jak
w przypadku poprzedzajgcym.

Rownanie rozniczkowe, podane w § 2, jest wiasnie réwna-
niem jednorodnem i moze by¢ catkowane tg metodg. ROwna-
nie to napisane w postaci:

jestTljednorodnem stopnia 1-go. Dzielgc przez y i kitadac

mamy:

Stad:
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a catkujac:

a wiec:

Przywracajac zmienng cc, znajdujemy kolejno:

a wytaczajac rozwigzanie y = 0, otrzymujemy jako rozwigzanie
parabole:

ktdrej ognisko przypada w poczatku spdtrzednych.

§5.

Réwnania liniowe 1-go rzedu.

Roéwnanie postaci:

gdzie Pi Qsg funkcyami samej zmiennej a, nazywa sie row-

naniem liniowem; zawiera ono liniowo zmienna” ijej pochodna
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Pot6zmy skad , a dane row-

nanie zamieni sie na nastepujace:

Jedne z funkcyj ii, v mozemy wybraé dowolnie; wybierzmy
wiec u tak, aby byto:

lub:

Catkujac, otrzymujemy:

Pozostaje:

a wiec ostatecznie:

Niechaj bedzie np. réwnanie:
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Jest tu:

Do ostatniej catki stosujemy metode catkowania przez czesci:

Jest tedy:

Istniejg typy réwnan rdézniczkowychi, dajgce sie bezposre-
dnio sprowadzi¢ do przypadku réwnan Hniowych.
Wezmy np. réwnanie:

gdzie P i Qsa funkcyami samej zmiennej x. Potézmy

znajdziemy rownanie:

ktore jest juz liniowem.
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PowiedzieliSmy wyzej, ze gdy znamy catke szczeg6lng, to
wogoble nie mozemy z niej otrzymac¢ catki ogolnej. Podamy tu
typ réwnan, dla ktérych to jest mozliwem.

Niechaj bedzie réwnanie:

Niechaj tabedzie catkg szczegdlng, t.]. niechaj bedzie tozsamo-
Sciowo :

o))

Potézmy y = u V, wtedy na mocy réwnania (1) bedzie:

Jest to rdwnanie typu poprzedzajgcego; mozemy je catkowac
i otrzymamy z niego v ze statg dowolna.
Naprzykiad réwnanie:

ma catke szczeg6lng y = X. Stosujgc wskazang metode, be-
dziemy mieli do zcatkowania réwnanie:



Roéwnania rézniczkowe rzedu 1-go i t. d. 183

8§ 6.

Réwnania rézniczkowe rzedu 1-go, nierozwigzalne wzgledem a"
X

Jezeli rozwigzanie rownania roézniczkowego wzgledem
A nie da sie praktycznie wykona¢, wtedy szukamy innych me-

tod, prowadzacych do celu i nie wymagajacych tego rozwia-
zywania.

Jak zwykle, podajemy tu nie metody ogo6lne, lecz tylko
metody specyalne dla rozmaitych przypadkow:

1) Zatézmy, ze réwnanie rdézniczkowe nie zawiera ani
ani y, atylko pochodng ~ . Wtedy redukcya réwnania data-
, dy ;o
by = a = const.,, gdzie a jest nieznane. Lecz wiedzac, ze
jest to stata, mozemy zcatkowaé poprzedni zwigzek i otrzymu-
jemy zniego y = ax + c, skad a = A~~~ Jezeli w réwna-

00
niu danem zamiast napiszemy te warto$¢ a, znajdziemy cat-

ke ogélna.
2) "Wpyobrazmy sobie, ze réwnanie rézniczkowe nie za-
wiera zmiennej y, niechaj niem bedzie:

Jezeli mozemy rozwigza¢ to réwnanie wzgledem to kiadac
—p* znajdziemy #= @ (p), — — @ a biorac p za no-

wg zmienna, bedziemy mieli:
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stad:

a po zcatkowaniu:

Dla znalezienia catki ogélnej dos¢ wyrugowaé 2) pomiedzy tern
rownaniem a réwnaniem x = * (j)).
Gdy mamy np. réwnanie:

to bedzie:

Rugujac p z ostatnicti dwu rdwnan, znajdziemy catke ogdlna.
Z pierwszego z nich jest p» — x —  a wiec:

Rozwiazujgc wzgledem p, mamy ; a podsta-

wiajac te warto$¢ w rownaniu pierwszem, znajdujemy:
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3) "Wyobrazmy sobie, ze rownanie dane nie zawiera zmien-

nej X, tylko zmienng ~ i ze daje sie rozwigza¢ wzgledem .
fint

Wtedy ktadac — otrzymujemy rownanie ROz-

niczkujgc je wzgledem x, mamy:

a wiec:

Z tego ostatatniego roéwnania wynika :

Pozostaje tylko wyrugoVaé p pomiedzy ostatniem réwnaniem
a rownaniem y = aby otrzymac catke ogdlna.
Niechaj bedzie np. réwnanie:

Wprowadzajac - i rozwigzujac wzgledem y, znajdziemy

i nastepnie:

Lecz:
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a wiec :

Pozostaje tylko wyrugowac p pomiedzy tem réwnaniem a zwigz-
kiem

4) Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe typu:

Ktadac i r6zniczkujac wzgledem  znajdziemy:

lub:

Jest to réwnanie liniowe takie, jakie rozpatrywaliSmy w para-
grafie poprzedzajacym; catka jego jest:

Trzeba jeszcze wyrugowaé p z tego zwirzku i z danego réwna-
nia rézniczkowego.

Nalezy jeszcze oddzielnie rozpatrze¢ przypadek, w ktorym
f (p) — p, bo wtedy funkcya pod znakom catkowym staje sie
nieskoinczong. W tym przypadku réwianie dane ma postaé:
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y = 0);

rézniczkujac wzgledem x i redukujgc, mamy:

Tu przedstawiajg sie dwa przypadki; albo kladziemy

— dv _ . :
X (p) = O, albo U/OC 0. W drugim przypadku p jest
iloscig statg, t.j. = C, arugujac p pomiedzy tem réwnaniem

i rownaniem danem, otrzymujemy:

w pierwszym przypadku jest x = — ¢ (j)) i trzeba wyrugowaé

pomiedzy tem rdwnaniem a danem. Wtedy otrzymana catka
nie bedzie zawierata statej dowolnej i mozna przekonac¢ sie, ze
nie mozna tej catki otrzymac z catki og6lnej przez nadanie sta-

tej wartosci szczegélnej. W samejrzeczy, ze zwigzku # = —"'(p),
otrzymujemy jf*=  {x), a catka, o ktérej mowa, bedzie:
@]

Z catki ogélnej mozna jg otrzymac, kladac za statg C nie war-
to$¢ szczegdlng, lecz pewna funkcye zmiennej x. Taka catka nie
nalezy przeto do rzedu catek szczegélnych, jest to nowy gatu-
nek catek, tak zwanych osobliwych, o ktéorych moéwimy
w § 9-ym,

8

O czynniku catkujacym. n

stopnu,'e&gr?é Veegéls?acrﬁwname rézniczkowe 1-go rzedu i 1-go
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Q) M dx + N clij = 0.

Jezeli J/jest funkcyag samej zmiennej ic, N za$ funkcyag samej
zmiennej  wtedy oczywiscie strona pierwsza tego réwnania jest
rézniczkg zupetng. Procz tego, strona pierwsza bedzie réznicz-
ka zupeina, jezeli spetnia sie warunek:

dM dN
dif dx

Poniewaz strona druga réwnania danego jest zerem, mozemy
wiec zawsze zmienié postaé rownania, mnozac strone pierwsza
przez czynnik jakikolwiek.

Pytamy teraz: czy mozna wogoble znales¢ funkcye zmien-
nych. X,y taka, ze po pomnozeniu przez nig, pierwsza strona
rownania staje sie rézniczkg zupetng ?

Jest jasnem, ze gdy w jakikolwiek sposob dojdziem}* do
takiego czynnika, to wtedy catkowanie réwnania rézniczkowego
da sie uskuteczni¢. Czynnik taki nazywa sie czynnikiem
catkujagc m. Okazemy: 1) ze czynnik taki istnieje zaw-
sze; 2) ze czynnikow catkujgcych jest nieskonczenie wiele; 3) ze
majac jeden z nich, mozemy znale$¢ wszystkie inne.

Co do 1), to wiemy juz, ze zawsze istnieje catka ogdlna
réwnania rézniczkowego. Wyobrazmy sobie takag catke, roz-
wigzang wzgledem statej (7, to bedziemy mieli wyrazenie typu:

(2) e {X\y) = C

Jezeli to jest catka ogdlna danego réwnania (1), to rézniczkujac
rownanie (2) i rugujac Cpomiedzy (2) i pochodng jego, powin-
nismy dojs¢ do réwnania (1). Mozemy tez powiedzieé, ze po

wyrugowaniu (7, warto$é stad otrzymana powinna zga-
dzac sie z wartosScia , otrzymang z réwnania rézniczkowe-

go. Lecz jezeli przy rézniczkowaniu catki ogdlnej stata C zni-
ka sama przez sie, co whasnie zachodzi wtedy, gdy ta catka jest
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postaci (2), wted}* nie ma oczywiscie potrzeby rugowania statej
C,i rownanie, ktére otrzymujemy rézniczkujgc rownanie (2), po-
winno dawaé¢ wprost warto$¢ pochodnej

Z rownania (2) mamy:

a z réwnania rozniczkowego danego:

powinno zatem by¢ tozsamosciowe:

lub:

Jezeli oznaczymy przez u warto$¢ wsp6lng obu stosunkdw,
bedzie:

a stad na podstawie réwnania (1):
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skad widac, ze pierwsza strona réwnania (1), po pomnozeniu
przez  staje sie rézniczka zupetng funkcyi @ (a;, y). Znalaztszy
funkcye @ dos¢ napisaé p= C, aby mie¢ catke o0g6lna.

Stad okazuje sie, ze zawsze istnieje pewna fun-
Iccya  majaca whasnosé czynnika catkujgcego.

tatwo okazal, ze przyjawszy istnienie jednego takiego
czynnika, mozna icli znale$¢ nieskoriczenie wiele. Istotnie, nie-
chaj czynnik fi sprawia, iz /j.{Mdoc-f Ndy) jest r6zniczkg zu-
petng pewnej funkcyi @ rozwazmy wyrazenie fif (op), gdzie /
jest symbolem funkcyi dowolnej. Mnozac pierwszg strone
réwnania (1) przez fi f mamy:

a wiec otrzymujemy rozniczke zupeing wyrazenia | f (@) 4

widzimy wiec, ze \ fi f () jest takze czynnikiem catkujgcym.

Mozemy wreszcie dowies¢, ze wszystkie czynniki catkujgce
zawierajg sie w formie fi f Niechaj fi i fi bedg dwa czynni-
ki catkujgce rownania (1); wtedy wyrazenia:

fi Aida-  fi Ndy, fi' Mdx -[- fi' Ndy

bedg rézniczkami zupetnemi dwu funkcyj @ tp, t. j. réwnac sie
bedg: p cZp. Otrzymujemy wiec:

an fi ' A fi ~

Funkcye (b, zalezg od x iy, rugujgc pomiedzy niemi zmienng
X, mozemy uwaza¢ o za funkcye ilosci ~iy. "W takim razie
rézniczka zupetng funkcyi o bedzie:

a poréwnywajac to wyrazenie z poprzedzajacem, znajdujemy

dy — O, co oznacza, ze funkcya cp' nie bedzie zawierata zmien-
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nej gdy wyrugujemy x przy pomocy zwigzku
Innemi stowy ¢p bedzie funkcya samego tylko g a zatem i

jako pochodna funkcyi <f wzgledem @ bedzie tez funkcya same-
go @ co mozna wyrazi¢ w ten sposol):

stad wynika:

co byto do okazania.

Wyptywa z powyzszego, ze gdy sg znane dwa czyn-
niki catkujace, to iloraz ich, przyréwnany do
statej dowolnej (w zatozeniu, ze nie jest juz
sam przez sie staty m), bedzie catkag o0gdlng.
Istotnie, stosunek ten przyréwnany do statej, daje
i gdy @ = const. jest catkg ogdlng, to i () = C bedzie tez
catka ogdlna.

§8.

Réwnanie o pochodnych czastkowych”™ ktéremu czynig zado$¢
czynniki  catkujace.

tatwo znale$¢ rownanie o pochodnych czastkowych, kt6-
remu czynig zado$¢ czynniki catkujgce. W samej rzeczy, gdy
fiL Mdx -j- Ndy ma by¢ rézniczkag zupetng, wtedy by¢ powinno
(p. Rozdziat V):
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lub po rozwinieciu:

dfi. BN  dM
(1) M Gy dx  dy

Jest to réwnanie r6zniczkowe z nieznang funkcya w ktérem
wystepuja pochodne czagstkowe tej funkcyi wzgledem x i .
Catkowanie tego réwnania jest zagadnieniem wogdle bardziej
ztozonem niz catkowanie danego rownania rozniczkowego.
Lecz w wielu przypadkach zadanie sie upraszcza, jak to zaraz
zobaczymy.

P dek I. Zatdz / n N M
rzypadek 1. Zatozmy, ze dx dy , 1
funkcyg tylko zmiennej wtedy tatwo

znalesod czynnik catkujgcy ~ bedacy tylko
funkcyg tej zmiennej.
W samej rzeczy™ gdy potozymy :

f = e,fy){a:)dx
lub:

log fx = J <I> (x) dx ,

wtedy bedzie:

i rownanie rézniczkowe o pochodnycli czastkowych (1) bedzie

spetnionem.

Podobnie istnieje czynnik catkujacy, beda-
cy funkcyg tylko zmiennej jezeli wyraze-
. dN dMm\ . . .
nie o g jest funkcyg tylko tej zmien-
nej.

Wezmy jako przyktad réwnanie rézniczkowe:
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to:

mozna uwazaé¢ za funkcye

tylko zmiennej x. Czynnikiem catkujgcym odpowiednim bedzie

N = e". W samej rzeczy, mnozac dane rownanie roz-
niczkowe przez e* mamy:

a wiec catka ogolng danego réwnania bedzie:

Przi/padek 2). Zat6zmy, ze rdznica

daje sie przedstawi¢ pod postaciag iVep(x)—M y)]
wtedy mozna okazaé, ze istnieje <czynnik
catkujgcy, bedgcy iloczynem pewnej fun-
kcyi samej zmiennej x przez funkcye samej
zmiennej .

Istotnie, wezmy dwie funkcye:

wtedy iloczyn XY bedzie czynnikiem catkujgcym; kiadac bo-
wiem w réwnaniu (1) L == ZY, bedziemy mieli:

a wiec réwnanie (1) bedzie spetnionem tozsamosciowo.
Niechaj bedzie np. rdwnanie rézniczkowe:
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Mamy:

mozemy wiec przyjac: Bedzie

a wiec czynnikiem catkujgcym
jest fi = yen catkg za$ og6lng réwnanie:

Przypadek 3) Niechaj funkcye M i N bedg je-
dnorodnemi tego samego stopnia; wtedy czyn-
nikiem catkujgcym jest:

W samej rzeczy, biorac pochodne, mamy:

podstawiajgc te wartosci w rownaniu (1) i redukujac, otrzymu-
jemy:
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Pamietajgc o tem, ze funkcye jednorodne Mi N tego samego sto-,
pnia n, na mocy twierdzenia Euler a, czynig zado$¢ zwigzkom:

widzimy, ze réwnanie powyzsze spetnia sie tozsamosciowo.
Niechaj bedzie np. réwnanie:

Czynnikiem catkujacym bedzie tu mnozac roéwnanie

przez ten czynnik, mamy:

gdzie strona pierwsza jest rdzniczkg zupetng wj*razenia

Jezeli umiemy znale$¢ innym jakim sposobem czynnik
catkujgcy fx réwnania rdézniczkowego jednorodnego, to wie-
dzac, ze czynnikiem catkujgcym tego réwnania jest napewno

mozemy, przyréwnywajac iloraz ilosci // przez

io statej, oile nie jest juz sam przez sie
statym, otrzymac catke og6lng. Tg catkg bedzie zatem:



196 Rozdziat VII, — §

Gdy wiec pierwsza strona réwnania rézniczkowego jest juz réz-
niczka zupetng, mozemy przyjaé, ze fi = 1, a wtedy catkg ogol-
ng bedzie:

Mx  A-Ny=C,

oile pierwsza strona tego zwigzku nie jest
juz sama przez sie iloscig statg.

Tak np. wiemy, ze pierwsza strona rownania rézniczko-
wego:

N+ N dx A dy o,

jest rozniczka zupeing, wszakze Mx + Ny jest juz statg 1.
Przeciwnie dla rownan:

ydx Xdy=0, {x-j-y)dx xdy —

wyrazenie Mx + Ny ma odpowiednio wartosci: X {x A-
Stad catkg pierwszego rownania bedzie 2xy = (J, drugiego:

§ 9

Catki osobliwe réwnan rdzniczkowych  zwyczajnych.

"Wspominali$my juz w paragrafach poprzedzajacych o istnie-
niu innego gatunku catek réwnan rézniczkowych, procz catek
og6lnych i szczegblnych. O tym gatunku powiemy nieco szcze-
gétowiej.

Niechaj bedzie réwnanie rézniczkowe f — = OQOije-

ax
go catka og6lna @ @y, C) = O, gdzie C jest statg dowolna.
Niechaj §{Xjy) = O bedzie inng catkg tegoz réwnania. Moze
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sie zdarzy¢, ze @ dla szczeg6lnej wartosci C staje sie pewng fun-
kcya ({; wtedy (jjest catkg szczegOlng. Lecz moze sie
tez zdarzy¢, jak to teraz zobaczymy, ze (; nie daje sie otrzymadé
z funkcyi @ przy zadnej szczegOlnej wartosci statej C; wtedy
(o bedzie catkg innej natury, a mianowicie bedzie catkg o0so-
bliwg.

Jest jasnem, ze gdy istnieje taka catka (, to ona powinna
dac sie otrzymac z funkcyi g gdy potozymy za C juz nie war-
tos¢ statg oznaczona, lecz pewng funkcye zmiennych y. Isto-
tnie w tym celu wystarczy wzig¢ za C funkcye, wynikajaca ze
zwigzku:

9 = Xy

Okazemy, ze mozna za stala C w calce ogdlnej wzigé taka
funkcye zmiennych vy, aby otrzymane stad wj”azenie czynito
zado$¢ danemu roéwnaniu rézniczkowemu. Istotnie, jezeli @

jest catkg to, gdy z niej oznaczymy , a nastepnie wyru-

gujemy €z rc';wnani'a na dy i ze zwigzku @ = O, powinnismy
(Lu

otrzymaé te samag wartosé jaka otrzymuje sie z danego réw-

BRI A7 ISER OB Mo c LR iRIENOdNa 7oz réwnania @ = O

1 '%x * |Jy dx - 0.

Jezeli za§ Cma byé funkcyag zmiennych vy, wtedy ilos¢ ~
(XX

pochodzgcg ze zwigzku @ = O, otrzymuje sie z réwnania:
(@) ;N #N idc
nn dx~ dy d x ~ dC Is"K dy cIx] ~

Zwiazki (1) i (2) beda identycznemi, jezeli:
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\dc dC dy

de \ ' ody dx, ”

Poniewaz ze zwigzku ~ -f- = O wynikatoby, ze ilos¢
Cjast stata, i powrocilibysmy tym sposobem do catki og6lnej,
nalezy wiec przyjac, ze:

AN —0

dc

Jezeli oznaczymy ilo$¢ Ctak, aby czynita zado$¢ temu zwigzko-
wi, wtedy moze sie zdarzy¢, ze natrafiany na catke da-
nego réwnania; bedzie to wiasnie catka osobliwa.

Niechaj bedzie np. rownanie:

_y/\ !
ktérego catkg ogolng jest:

xcy Ly = e

Jest to réwnanie gromady kot o srodku na osi & i 0 promieniu
réwnym a. Aby otrzymac rozwigzanie osobliwe, nalezy potozy¢:

skad wynika C = x-, ktadac te wartos¢ w catce og6lnej; znaj-
dujemy:

To réwnanie przedstawia dwie proste y—a= O 7+ «= 0;
te dwie proste sg stycznemi do wszystkich okregéw, przedsta-
wionych przez catke ogolng, albo, mowigc doktadniej, te proste
sg powtdczacemi tych okregow.
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tatwo dowiesé, ze ta whasnos¢ jest ogolng dla wszystkich
catek osobliwych, ktoére otrzymujemy, kiadac » =0.

Wyobrazmy sobie catke ogdlng, przedstawiong geometry-
cznie na plaszczyznie. Przedstawia ona gromade krzywych,
ktére otrzymujemy zmieniajgc statg C. AVtedy catka osobli-
wa przedstawia wtasnie powtdczgcg wszyst-
kichtych krzywych, jezeli taka powtodczaca
istniej e.

Wiemy w samej rzeczy, ze dla otrzymania powitdczacej
nalezy rdzniczkowa¢ réwnanie gromady krzywych wzgledem
parametru C, nastepnie wyrugowaé parametr pomiedzy réwna-
niem danem ijego pochodnem; jest to oczywiscie ten sam pro-
ces, za pomoca ktérego dochodzimy do rozwigzania osob 1i-
we e 0.

§ 10.

Réwnania rdozniczkowe liniowe jednorodne.

W poprzedzajgcych paragrafach zajmowalismy sie bada-
niem réwnan rézniczkowych rzedu 1-go; obecnie przechodzimy
do réwnan rzedu wyzszego,

Rozwazymy tu klase specyalng réwnafd rézniczkowych
rzedu wyzszego, t. z. ré6wnan rozniczkowych linio-
wj ch. Tem mianem oznaczamy réwnania rézniczkowe typu:

Y 4-° Y 4 Y J-Y Y

gdzie wszystkie ilosci X sg funkcyami tej samej zmiennej x
igdzie zmienna y i jej kolejne pochodne wystepujg tylko 1 i-
niowo.

Takie réwnanie nazywa sie jednorodem, gdy nie
zawiera wyrazu niezaleznego t,j. gdy Z"+i = 0.
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W tym rozdziale bada¢ bedziemy tylko rownania jednoro-
dne, a pozniej okazemy, ze catkowanie kazdego row-
nania niejednorodnego mozna sprowadzi¢
zawsze do catkowania rdwnania jednorod-
nego. >

Udowodnimy najprzod kilka wiasnosci réwnan jednorod-
nych liniowych, t. j. rbwnan postaci:

(1)

Przedewszystkiem za pomocg odpowiedniego prze-
ksztatcenia mozna sprowadzi¢ to rdwnanie
do innego réwnania rzedn n—1, lecz juz nie-
liniowego.

Potézmy y = e , gdzie z przedstawia nowg funkcye
zalezng zamiast y. Wtedy:

Widzimy wiec, ze wogole pochodna ilosci yrzedu k-go wyraza sie
za pomocg pochodnych ilosci 2 az do pochodnej rzedu (/<;—I)-go.
Wstawiajac te wartosci w rownaniu (1), mozemy znie$¢ czynnik
rdx . S
wspdlny e ' we wszystkich wyrazach i pozostanie rdéwnanie
ze zmienng z, zawierajagce pochodne tej ilosci az do pochodnej
rzedu n — 1 wigcznie, co byto do okazania.

Dalej jest rzeczg jasng, ze gdy y"jest jednem z rozwigzan
szczeg6lnych réwnania (1), to i G gdzie c*jest statg dowolng,
bedzie takze rozwigzaniem tego réwnania.

Podobnie, gdy yg sg dwa rozwigzania szczegOlne, to
wyrazenie y = Cjy*-)- @ 22, gdzie ¢, i  sg state dowolne, be-
dzie takze catkg. Wstawiajgc bowiem to wyrazenie do rowna-
nia (1), otrzymujemy dwie kategorye wyrazéw; w jednej z nich
czynnikiem wspolnym jest ¢* i wystepujg pochodne tylko fun
keyi w drugiej za$ czynnikiem wspdlnym jest g i wystepu;,a
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tylko pochodne funkcyi Kazda kategorya wyrazéw daje su-
me réwng zeru. gdyz y iy na mocy zatozenia czynig zados$¢
rownaniu (1).

W ogo6lnos$ci, gdy znamy nrozwigzan szcze-
gélnych:

rownania (1), to:
(2)

bedzie tez catkag tego rd6wnania.

Poniewaz wja-azenie (2) zawiera n statych
powstaje przeto naturalnie ptanie, czy wyrazenie (2) moze byé
catka o0g6lng?

AViemy, ze aby to wyrazenie mogto by¢ catkg og6lng, jest
koniecznem, by state zachodzity w niem w ten spos6b, ze gdy
utworzymy n—I réwnafA pochodnych wyrazenia (2), to be-
dziemy mogli wyznaczj*¢ z t5'ch rownan ilosci ¢, jako funkcye ilo-

Roéwnaniami, z ktérych mamy otrzymacé ilosci c, sa:

jest zatem koniecznem, aby wyznacznik:

byt rozny od zera.
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Nalezy blizej okreslié, w jaki spos6b wyznacznik D ma by¢
roznym od zera. Wszystkie wyrazy tego wyznacznika sg fun-
kcyami oznaczonemi zmiennej x. Otz jest jasnem, ze wogole
istniejg zawsze wartosci  dla ktérych D — 0; nalezy wiec wy-
obrazi¢ sobie, ze x porusza sie wewnatrz obszaru, w ktérych nie-
ma takich punktéw x. Innemi stowy funkcya vy, okre-
Slonawzorem (2), jest catkg ogo6lng rdéwnania
(1) tylko w obszarze, w ktérym nie ma zadnego
punktu, gdzie wyznacznik D staje sie zerem.

Mogtoby wszakze zdarzyé sie, ze dla kazdej wartosci x
wyznacznik Z> jest zawsze zerem; wtedy wyrazenie (2) w za-
dnym przypadku nie mogtoby byé catkg og6lng. Innemi stowy,
catki szczeg6lne iJi, y « - Un nie sg wtedy wszystkie dobrane
tak, aby mogty daé catke og6lng, czyli, jak sie moéwi, nie stano-
wig wtedy uktadu zasadniczego. W rachunku réz-
niczkowym (Rozdz. V, 8 3) badaliSmy juz wyznacznik po-
staci D; nazwaliSmy go wronskianem i dowiedlismy,
ze gdy ten wyznacznik jest zerem dta kazdej wartosci Xj
wtedy pomiedzy funkcyami y istnieje zwigzek liniowy. Mozemy
wiec powiedzie¢: aby catki szczegdlne
tworzyty uktad zasadniczy, koniecznem jest,
by pomiedzy niemi nie istniat zaden zwigzek
liniowy jednorodny.

Z kolei powstaje znowu pytanie: Czy istnieje uktad
zasadniczy? Pytanie to zlewa si¢ z innem: czy mozna
Cc+Hke 0g6lng réwnania rézniczkowego liniowego i jednorodnego
przedstawi¢ w postaci (2), t. j, tak, aby state t,, Cg ..., Q za-
chodzity w niej tylko liniowo.

Jezeli odpowiedZ na to pytanie bedzie twierdzaca, to oczy-
wiscie i odpowiedZ na pierwsze pytanie takze bedzie twierdzaca.
Ot6z mozna dowie$é, ze w rzeczy samej catka ogé6lna
réwnania (1) daje sie zawsze przedstawi¢ w po-
staci (2).

Aby to okaza¢, udowodnimy najprzéd twierdzenie naste-
pujace: Jezeli znamy jedne catke szczegdlna

rownania (1), wtedy catkowanie réwna-
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nia tego sprowadzi¢ mozna do catkowania in-
nego roéwnania tego samego typu, lecz rze-
du ojedno$é mniejszego.

Potdozmy w samej rzeczy gdzie z jest nowg
zmienng zalezng. AVtedy:

Podstawiajac te wartosci w réwnaniu (1) i uwzgledniajac
to, ze cze$¢ zawierajgca czynnik z znosi sie, poniewaz y* jest
rozwigzaniem roéwnania (1) na mocy zalozenia, otrzymujemy
réwnanie liniowe, zawierajace tylko pocliodne zmiennej z od po-
chodnej rzedu 1-go do n-go wiacznie i nie zawierajace wj*raznie
samej zmiennej &' Mamy tedy:

gdzie sg funkcyami zmiennej x. Potézmy

to otrzymamy:

t. j. réwnanie rozniczkowe liniowe jednorodne rzedu
Znalaztszy n, otrzymamy:

a stad:
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Przyjmijmy teraz, ze catka ogo6lna rdéwnania r@z-
niczkowego liniowego rzedu (n—1)go ma po-
stac:

i dowiedZmy, ze taz wtasnosé sprawdza sie
dla ro6wnania rézniczkowego liniowego rze-
du n-g o.

Istotnie, z poprzedzajgcego przeksztatcenia wijaiika, ze gdy
y" jest catkg szczeg6lng réwnania danego, wtedy:

Lecz:

sg catkami szczeg6lnemi rownania danego, ktére mozemy ozna-
czyC przez yNyTe-'1yn, a stad wynika, ze gdy twierdzenie
jest prawdziwem dla rzedu n—1, to jest takze prawdziwem dla
rzedu n-go.

Pozostaje wiec tylko pokazaé, ze twierdzenie jest prawdzi-
wem dlan = 1, t. j. ze catce réwnania liniowego jednorodnego
rzedu 1-go mozna zawsze nadaé posta¢ y — cy”, gdzie y jest
catka szczeg6lng. Ot6z dla réwnania:

mamy:
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a catkujac:

log /= — | Xl (Ix 4- log c,

jak wiasnie by¢é powinno.

§ 11-
Réwnania liniowe jednorodne o spo6tczynnikach  statych.
Przechodzimy do przypadku, w ktérym réwnanie rdznicz-

kowe liniowe (1) paragrafu poprzedzajagcego ma wszystkie spot-
czynniki X state, t. j. gdy rownanie jest postaci:

Sprobujmy, czy funkcya typu y — gdzie ajest stalg, moze
sprawdzi¢ to rownanie. Kolejne pochodne funkcyiy sa:

dit _ N Ej-/y —

dx Y€ AEK '

co podstawiajac w réwnaniu (1), znajdziemy:

(mo a" 4- ai + ...+ a,)= 0

a poniewaz nie moze by¢ zerem, wiec zerem by¢é musi czyn-
nik drugi. Aby wiecy = " mogto by¢ catka szczegélna row-
nania (1), jest koniecznem, by a byto jednym z pierwiastkow
réwnania algebraicznego:
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@

ktore tworzy sie z rownania (1), gdy zamiast kolejnych pocho-
dnych funkcyjy napiszemy odpowiednie kolejne potegi ilosci a.

Niechaj a,, a®,...,a, bedag n ro6znemi pierwiastkami réwna-
nia (2) — zaktadamy na poczatek r6znos¢ pierwiastkow (1) —
wted}' e™, @™ ..., e bedg n catkami szczegblnemi réwna-

nia (1), Jezeli okaze sig, ze wronskian, utworzony z tych catek
szczegOblnych i z ich pochodnych az do pochodnych rzedu (n—I)-go
wiacznie, jest réznym od zera, wtedy wedtug poprzednio wytozo-
nej teoryi bedziemj® mogli twierdzi¢, ze catkg 0g6lng naszego réw-
nania (1) jest:

AYronskian, o ktdrym mowa, jest istotnie r6znym od zera, gdyz:

Tu czynnik pierwszy po stronie drugiej jest funkcya wyktad-
niczg, zawsze rozng od zera. Czynnik drugi jest wyznacznikiem,
rownym, jak wiadomo z algebrj® iloczynowi ro6znic, pier-
wiastkéw réwnania danego, branych we wszelkich kombinacyach
po dwa; jest wiec takze réznym od zera, gdyz zaden z czyn-
nikéw jego nie moze by¢ zerem, albowiem wytaczylismy przy-
padek rownosci dwu pierwiastkow. .
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Tak np réwnaniu;

odpowiada réwnanie algebraiczne:

skad a = + a wiec catkg og6lng, bedzie:

Przyjmijmy teraz, ze rownanie charakterystyczne (2) ma dwa
pierwiastki rowne; wtedy nie bedziemy mieli n catek szczego6l-
nych réznych i nie bedziemy mogli znales¢ drogg wskazang
catki ogdlnej danego réwnania. Dla znalezienia postaci, jaka
przybiera wtedy catka og6lna, uzyjemy metody przejScia do
granicy. Niechaj a,, aj beda dwa pierwiastki rowne. Przyj-
mijmy na chwile, ze sg réznemi; ze sie rdznig mianowicie o ilos¢

Wtedy, za pomocg metody poprzedzajacej, mozemy znales¢
catke ogo6lna; przeksztatcajac ja odpowiednio i przechodzac do
granicy, znajdziemy catke ogdlng. Potdézmy tedy 2= aj -f- h,
to catkg ogdlng bedzie:

Potdézmy to bedzie:

a w granicy dlah 0:
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(Cl4- Gaa;)) -f @ + ...+

Jest to catka ogdlna w przypadku, gdy dwa pierwiastki réwna-
nia charakterystycznego sa rownemi.

Podobnie w przypadku k pierwiastkéw rownych dos$¢ po-
mnozy¢ funkcye wyktadniczg, odpowiadajgcg temu pierwiastko-
wi, przez funkcye catkowitg zmiennej x stopnia k— 1 o spét-
czynnikach dowolnych.

Zreszta tatwo sprawdzi¢, ze gdy aj jest pierwiastkiem po-
dwojnym réwnania (2), wtedy = ice™" jest catkg szczego6lina.
Istotnie jest wtedy:

-j-xai ; = 2ai ;

Postawiajgc te wartosci w danem rownaniu rézniczkowem i zno-
szac wspélny czynnik wyktadniczy, znajdujemy:

(a0 ai" + g ai"-! -f ... -f X-f aj

-f (na, ai"-* -f (n—I) a, oL+ = 0.

Tan zwigzek sprawdza sie w samej rzeczy, gdy a, jest pierwiast-
kiem podwojnym, gdyz dla x = a"znika pierwsza strona réw-
nania (2) ijej pierwsza pochodna, skutkiem tego kazdy z dwoch
wyrazéw w nawiasie w zwigzku poprzednim jest réwny zeru.

Podobniez dowie$¢ mozna og6lnie, ze gdy Oj jest /c-krot-
nym pierwiastkiem réwnania (2), wtedy jest calka
szczego6lna.

Niechaj bedzie np. réwnanie rdzniczkowe:

dx™
odpowiadajgcem mu rdwnaniem algebraicznem jest réwnanie

a" = O, majgce n pierwiastkbw roéwnych zeru. Catka ogdlng
réwnania rozniczkowego bedzie:
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Przyjmijmy nakoniec, ze pomiedzy pierwiastkami roéwnania (2)
niektére sg iirojonemi; moznaby wtedy zastosowac te same me-
tode i otrzymaé catke og6lng pod postacig urojong. Lecz po-
niewaz we wszystkich stosowanych przez nas dotad zasadach
mieliSmy do czynienia tylko z funkcyami rzeczywistemi zmien-
nych rzeczywistych, postarajmy sie wiec wytgczy¢ wszystkie
rozwazania ilosci urojonych i nada¢ catce ogolnej postaé rze-
czywistag. Niechaj:

bedg dwa pierwiastki urojone sprzezone. Wtedy:

Kladac:

gdzie CI, Ca sa dwie nowe state dowolne, znajdujemy:

W catce og6lnej znajdzie sie taki wyraz zamiast dwu wyrazow,
odpowiadajacych pierwiastkom urojonym. Moznaby w samej
rzeczy okazaé, ze €™ cos sin ya sg catkami szczeg6lne-
mi réwnania danego.

Niechaj bedzie np. réwnanie:

odpowiedniem réwnaniem algebraicznem jest:
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ktérego pierwiastkami sa:

a wiec catkag og6lng bedzie:

Catkag ogo6lng réwnania:

jest :

Do tego rezultatu dojS¢ mozna, zwazywszy, ze coS  Sin X S3
takiemi dwiema funkcyami zmiennej ze ich pochodne drugie
rownajg sie samym funkcyom ze zmienionym znakiem, a stad
przedstawiaja one dwa rozwigzania szczeg6lne danego row-
nania.

§12.
Réwnania liniowe niejednorodne.

Niechaj bedzie réwnanie niejednorodne:

(1)

gdzie Xo, XI, ..., Xni X sa funkcyami tylko zmiennej x.
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Zcatkujmy réwnanie jednorodne:
(2)

ktore otrzymujemy z réwnania (1), znoszac wyraz po stronie
drugiej. Niechaj:

©)

bedzie catka og6lng réwnania (2) Zobaczmy, czy mozna ta po-
stacig (3) zado$¢ uczyni¢ réwnaniu (1), przyjmujac, ze ilosci c
nie sg statemi lecz funkcyami zmiennej x. Utwo6rzmy pochodne
kolejne funkcyi (3).

Napiszmy najprzod pochodng pierwsza:

i potézmy:

to bedzie:

Jest to wyrazenie takie samo, jak to, do ktéregoby$Smy doszli,
uwazajac ilosci ¢ za state.

Wezmy pochodng pochodnej pierwszej i uczynmy znow
réwna zeru cze$¢, zawierajgcg pochodne ilosci c; prowadzmy
to dziatanie w ten sam sposéb az do pochodnej rzedu n—1-go
wigcznie. Otrzymamy tedy uktad réwnan:
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przyczem pochodne ilosci o czynig zado$¢ warankom:

t. j. 71 funkcyj a, ¢, .. .,c,, czyni zado$¢ n—1 warunkom, wj-ra-
zonym przez tylez réwnan rézniczkéwych. Poddajmy te funkcye
jeszcze jednemu warunkowi, a mianowicie warunkowi, ktéry
odpowiada faktowi, ze (3) ma by¢ catkg réwnania (1). Zobacz-
my, jak sie ten warunek wyraza.

Mamy widocznie :

a podstawiajgc wartosci kolejnych pochodnych funkcyi y po
pierwszej stronie rownania (1), bedziemy mieh po uporzadko-
waniu wyrazow:
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Aby réwnaniu (1) stato sie zado$¢, musi to cale wyrazenie by¢
réwne X.

Otéz czynniki ilosci Ot a, ... , (« sg zerami, gdyz
21> > ee1 Uh sg catkami szczeg6lnemi rdéwnania (2); pozostaje
zatem jako warunek, ktéremu jeszcze majg czynic¢j zadoS¢ ilosci
6, rownanie :

()

Jezeli mozna bedzie znale$¢ ilosci ¢, czynigce zado$¢ wszystkim
n zwigzkom rézniczkowym (4) i (5), wtedy zagadnienie bedzie
rozwigzanem. Otéz te réwnania (4) i (5) sa wszystkie liniowe-

mi wzgledem mozna wiec bedzie z nicti

otrzymac wartosci tych pochodnych, jezeli wyznacznik spoét-
czynnikéw nie jest zerem. Wyznacznik ten, ktorym jest, jak
wida¢ wprost:

nie jest zerem, gdyz jest on wyznacznikiem zasadniczym roz-
wigzan szczegOlnych y” y-i, ... ,yn, ktory, jak to wiemy z pa-
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ragrafu poprzedzajacego, jest réznym od zera, gdyz inaczej wy-
razenie (3) nie bytoby catka ogdlng réwnania (2). Po wyznaczeniu
pochodnycti w funkcyi zmiennej pozostanie

wykona¢ tylko proste kwadratury dla wyznaczenia samych ilo-

§ci c. Wyznaczenie kazdej z tych iloSci wprowadza jedne statg

dowolng tak, ze razem bedziemy mieli n statych dowolnych.
Niechaj bedzie do zcatkowania réwnanie :

Znajdzmy najprzéd catke ogdlng rownania:

jest nig (patrz str. 207):

Trzeba teraz wyznaczy¢ ilosci Cj, ¢* z warunkow:

dc. , dc. A , dc, | , dc.

t. j. z warunkéw:

dc, , de» ,, dc, dc.
dx dx dx dx

z ktérych wynika:

hoon Q(A-n)x
dx 2w " odx 2)1

Stad:
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tak ze catkg og6lng danego réwnania rézniczkowego bedzie:

y= 7 + - A"Mi+”"o +

N - -
Lo 6 f e

8§ 13.

Twierdzenia o réwnaniach rézniczicowych liniowych.
Wzér Liouyiiiea

WidzieliSmy w paragrafie poprzedzajgcym, w jaki sposob
otrzymac¢ mozna catke réwnania rdzniczkowego liniowego zu-
petnego (ze strong drugg rozng od zera) z catki rownania jedno-
rodnego, ktore powstaje z poprzedniej przez zniesienie strony
drugiej. Obecnie udowodnimy kilka twierdzeA nastepujacych.

Niechaj bedzie réwnanie:

utworzmy odpowiednie réwnanie jednorodne:

Znajagc catke szczegdélng Y rdéwnania (1)
i catke og6lng N rownania (2, mozna odraz u
Ninale$so catke ogdlng rownania (1), biorac su-
me catek Fi Fj.

Istotnie, podstawiajagc Y zamiast y po pierwszej stronie
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rownania (1), sprowadzamy ja do X; podstawiajgc Y zamiast
y po pierwszej stronie tegoz réwnania (1) sprowadzamy jg do
zera, a wiec podstawiajac Y + Fj zamiast y po stronie pierw-
szej tego réwnania, sprowadzamy jg do X. Skad wynika, ze
Y A- Y™ jest catkg tego réwnania; a poniewaz ta catka zawiera
n statych dowolnych (gdyz Yjjest catkg ogdlng roéwnania (2j),
a wiec Y + Y~ jest catkg ogdlng réwnania (1).

Widzimy przeto, ze gdy wedtug teoryi, wytozonej w para-
grafie poprzedzajacym, znalezienie catki og6lnej réwnania (1)
z catki ogdlnej réwnania (2) wymagato wykonania oi kwadratm-,
to w metodzie niniejszej te kwadratury sg zbytecznemi, gdy
znamy jedne catke szczeg6lng réwnania (1).

Wezmy np. réwnanie:

Poniewaz znamy catke ogdlng réwnania zredukowanego
+ nty = O, mianowicie Fj = Cjcos nx -f- sin nx, prze-

to dla rozwigzania zadania potrzeba zna¢ tylko jeszcze jedne
catke szczeg6lng danego réwnania. Sprébujmy, czy taka catka
nie bedzie wyrazenie postaci: Y = acos mx + fisin 7nx, gdzie
ai sg dwie state nieznane. Biorgc pochodne i podstawiajgc
w réwnaniu danem, znajdziemy, ze bedzie ono spetnionem, gdy:

3
e N mA

a wiec:

. i + i
A= f, cos nx H- @ sin nx 42 08 Dx+ 3sinmx

jest szukang catka ogolna.

Udowodnimy teraz twierdzenie nastepujace :

1) Gdy znamy jedne catke szcz eg 6lng réw-
nania(l), to catkowanie tego rownania spro-
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wadzi¢ mozna do catkowania réwnania linio-
wego jednorodnego tego samego rzedu.

2) Grdy znamy jedne catke szczego6lna
rownania (2),to catkowanie réownania (1) spro-
wadzi¢ mozna do catkowania réownania linio-
wego niejednorodnego rzedu nizszego.

Niechaj Y bedzie catka szczeg6lng rownania (1), wtedy
ktadac y = Y -{-z dochodzimy z tatwoscig do réwnania jedno-
rodnego wzgledem z i tego samego rzedu; tym sposobem twier-
dzenie 1) jest dowiedzionem.

Niechaj bedzie catkg szczegdlng rownania (2), wtedy
przeksztatcenie y = CY” i zalozenie = prowadzi do re-

dukcyi, o jakiej mowa w twierdzeniu pod 2).

Wyprowadzimy jeszcze godne uwagi wyrazenie, podane
przez Liouville'a na wronskian n calek szczegdlnych
réwnania rézniczkowego liniowego jednorodnego.

Ze zwigzkow:

ragujac otrzymujemy:

lub, co na jedno wychodzi:
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ce,yn U2 eeyn

N zasadzie twierdzenia, dowiedzionego w ,,Rachunku réznicz-
kowym" (Rozdz. V, § 3), wyznacznik pierwszy jest pochodng
drugiego, ktéry oznaczymy przez D, a wiec:

dD
X dx
stad:
D - X,
log =- I A log C,
a zatem:
D"Ce

To wyrazenie wronskianu D za pomocg funkcyi wyktadni-
czej nazywa sie wzorem Liouvill e'a.

§ 14.

O pewnych szczegolnych  klasach réwnan rézniczkowych  liniowych.

WidzieliSmy, ze w przypadku, gdy spoiczynniki réwnan
liniowych sg statemi, mozna znale$6 catke og6lng i ze szukanie
jej sprowadza sie do rozwigzania réwnania algebraicznego. Gdy
spotczynniki sg funkcyami zmiennej  to w ogélnosci nie mo-
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Zerny podaé metody ogélnej rozwiazania, ktdrego powodzenie
zalezy od uzycia réznych mniej lub wiecej odpowiednich sposo-
bow sztucznych. Zbadamy tu niektore typy prostsze takich
réwnan.

Niechaj bedzie i*dwnanie:

gdzie ,...,a" a, 6 sg statemi, X za$ pewng fnnkcyg zmien-
nej X.

Potézmy ax h= e*i wezmy t za zmienng niezalezna
zamiast Bedzie :

Podstawiajgc te wartosci w rownaniu danem i mnozac przez
{ax + otrzymamy rownanie o spétczynnikacti statych.
Niechaj bedzie np. rownanie:

Dzielgc przez otrzymamy réwnanie powyzszego typu. Kia-
dziemy X = e* i znajdujemy:
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tj.

Odpowiadajgce temu rownaniu rézniczkowemu roéwnanie alge-
braiczne charakterystyczne jest:

0 pierwiastku podwojnym 2 n. Calkami szczeg6lnemi bedg
wiec e™ i te"*, a catkg og6lng po wprowadzeniu X :

Rozwazmy inn}--typ réwnania rézniczkowego liniowego o spdt-
czynnikach niestatych:

Potézmy y = gdzie a jest statg wj~znaczy¢ sie majaca.
Jiioragc pochodne, znajdujemy:

a podstawiajac te wyrazenia w rownaniu danem, bedziemy mieli
czynnik wspolny 83 oraz:

Aby rozwigzaé réwnanie rézniczkowe, trzeba znales¢ wartosé a,
sprowadzajaca do zera poprzednie wyrazenie; rozwigzujac prze-
to wzgledem a wyrazenie to, przyré6wnywane do zera, znajdzie-
my n warto$ci a i odpowiednich n catek szczegélnych, z ktérych
ztozymy catke 0gdblng sposobem znanym.
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§ 15.
Réwnania liniowe 2-go rzedu.

Zbadamy teraz specjalnie rownania liniowe 2-go rzedu:
(1 +

Jezeli znamy jedne catke szczeg6lng réwnania:
N + + =

to mozna znizy¢ rzad réwnania (2) i otrzymamy réwnanie 1-go
rzedu, ktdére daje sie zawsze catkowa¢; mozemy zatem powie-
dzie¢, ze w tym przypadku bedzie mozna znales¢ catke ogélng
réwnania (2), skad, jak wiadomo, za pomoca kwadratur znaj-
dziemy catke réwnania (1),

Dla zcatkowania rédwnania 2-go rzedu (1\
wystarcza przeto znajomos$¢ catki szczegol-
nej réwnania (2).

Pokazemy, jak ten rachunek mozna uproscié¢. Niechaj y*
bedzie catka szczeg6lng réwnania (2), tak ze:

Od réwnania (1), pomnozonego przez ?j, odejmijmy rownanie
(3), pomnozone przez y, to bedzie:

| -At AN -0 = D

otrzymamy:
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Catka ogélng tego réwnania liniowego 1-go rzedn jest:

Z poprzedniego wynika:

a wiec:

Jest to warto$¢ zmiennej 7, stanowiaca rozwigzanie rownania (1).

Okazemy teraz interesujgcq wiasnos¢ catek szczeg6lnych
réwnania liniowego jednorodnego rzedu 2-go, odkrytg przez
Sturm a.

Jezeli R sg dwie catki szczegOlne rozne rdwnania (2),
to wyznacznik;

powinien by¢ réznym od zera wszelkiej wartosci a;, zawartej
w rozwazanym obszarze, t. j. funkcyg y* " — ¥y dla ka-

zdej warto$ci a;, zawartej w tym obszarze, powinna by¢ jednego

znaku. Niechaj bedzie np. dodatnig. Jezeh y* jest zerem dla
X= aidlax = Db, to dla tych wartosci x musi by¢ ;
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ujemnem, muszg by¢ znaku przeciwnego. Lecz po-

miedzy temi dwoma punktami a i h, dla ktérych znika funkcya
istnieje z pewnoscig, na mocy twierdzenia Rollego, taki

punkt posredni, dla ktérego znika pochodna ; jezeli wiec x

przechodzi od wartosci a do wartosci b, pochodna zmienia

znak: zmienia tedy znak i funkcya y2. gdyz iloczyn musi by¢
znaku statego, tak w ajak i av h. Wynika stad, ze fimkcya y."
musi stawaC sie zerem w punkcie, zawartym pomiedzy aib.
A zatem pomiedzy dwoma kolejnemi punktami
zerowemi funkcyi yl, istnieje zawsze punkt
zerowy funkcyi i podobnie pomiedzy dwo-
ma punktami zerowemi funkcyi y” istnieje
punkt zerowy funkcyi vy,; t.j. miejsca zero-

we dwu catek szczegolnych y* rownania
rozniczkowego rzedu 2-go sg wzajemnie prze-
miennemi. Zaktadamy naturalnie zawsze ciggtos¢

funkcyj. gdyz inaczej nie moglibySmy do nich stosowac
twierdzenia Roli e'g o i wyprowadza¢ pozostatych dedukcyj.

§ 16.

Uktady réwnan liniowych jednoczesnych.

Wyobrazmy sobie n rownan, za.wierajgcych n funkcyj

... zmiennej x i pochodne tych funkcyj. Stawiamy zaga-
dnienie wyznaczenia tych funkcyj.

Dla prostoty przyjmijmy, ze mamy dwa roéwnania, zawiera-
jace y*z\ ich pochodne az do drugiego rzedu wigcznie:
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(1)

Potézmy:

(2)

to réwnania:

®)

razem z réwnaniami (2) stanowig cztery rdwnania, zawierajace
cztery funkcye vy, z, u, niich pochodne,

W ogélnosci, majagc uktad nrdwnan roéznicz-
kowych, zawierajgcych n fiinkcyj iich pocho-
dne rzedu wyzszego, mozemy zawsze uktad ten
sprowadzi¢ do uktadu m réwnan (m> n) po-
miedzy ni funkcyami i ich pochodne mi rze-
du 1-go.

Innemi stowy, powiekszajac liczbe rownan i funkcyj, moze-
my zawsze obnizy¢ rzad réwnan danych. Tak np. gdy mamy
jedno réwnanie z jedng funkcya y i jej pochodnemi az do pocho-
dnej rzedu r-go, to ktadac —z, N = u, otrzymamy

r—1 réwnan, ktoére razem z danem stanowig r réwnan pomiedzy
r funkcyami  z, u*...i w tych r réwna.niach wystepujg tylko
pochodne pierwsze tych funkcyj. Lecz oczywiscie rozwigza-
nie tego uktadu nie przedstawia mniej trudnosci niz rozwigzanie
réwnania pierwotnego.

Pokazemy teraz, jak wykonywa sie postepowanie odwrot-
ne, t. j. w jaki sposéb z uktadu n ré6wnan 1-go rzedu pomiedzy
H funkcyami, otrzymuje sie inny uktad o mniejszej liczbie réw-
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nan rézniczkowych rzedu wyzszego z mniejsza liczbg funkcyj,
a w szczegélnosci jedno tylko réwnanie rézniczkowe z jedna
funkcya. Dla prostoty przyjmijmy, ze mamy trzy réwna-
nia z trzema zmiennemi vy, 2, u. Pomys$limy sobie, ze te row-
nanie rozwigzaliSmy wzgledem trzech pierwszych pochodnych
funkcyj vy. z, u, lub jeszcze ogdlniej, pomysimy, ze te trzy row-
nania zostaty za pomocg proceséw eliminacyjnych sprowadzone
do postaci:

fi k yyzzu ~J =0 f[xy z w, = 0

-/ dii\
A o=

fz 1/, 0.

Przy pomocy ostatniego réwnania wyrazimy y przez z, u,
a rézniczkujac, znajdziemy znéw pochodng ~ , wyrazong przez

-ic, tt,~ , ~ , AN Podstawiajac te wartosci do dwu pierw-

szych réwnan, otrzymamy dwa réwnania typu:

du dhi dz _ 0; @ du dzn

Hozwiqzujchewzgledemdnzastepnie rézniczkujac tak otrzy-

znaj-

. , : z
mane z wzgledem x i poréwnywajgc z otrzymanem dx

edziemy rownanie trzeciego rzedu z jedng funkcyg w.

du d"u dhi
dx ' dx* ' dx

Podobne postepowanie mozna stosowa¢ w ogélnosci; zreszta
postepowanie to, najscislejsze pod wzgledem teoretycznym, przed-

Pascal R.C. 15
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stawia czestokro¢ trudnosci praktyczne i moze by¢ nieprz}--
stepne.

Jest ono prz*stepnem, gdy rdédwnania dane sg liniov/emi,
a wiec gdy ftatwo rozwigza¢ sie dajg wzgledem zmiennych,
ktére w nich zachodza.

Mozemy pokaza¢ na przyktadzie, w jaki sposéb ta metoda
stosuje sie w przypadku réwnani liniowych.

Niechaj bedg dwa réwnania:

dz

Z drugiego otrzymujemy // = o skad :

a po podstawieniu tej warto$ci w rownaniu pierwszem:

To réwnanie jest liniowem jednorodnem o spotczynnikacti sta-
tych; odpowiadajace mu réwnanie charakterystyczne jest:

mamy zatem dwie catki szczegdlne: i tak ze catka
0golng jest:

a stad:
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8 17.
Réwnania rozniczkowo rzedu  wyzszego.
Z pomiedzy réwnan roézniczkowych rzedu wyzszego nad

pierwszy rozpatrzyliSmy” dotad tylko réwnania liniowe Obe-
cnie zbadamy inne typy réwnan.

1. Niechaj bedzie réwnanie, zawierajgce tylko pochodng
rzedu n-go funkcyiy, t. j. réwnanie typu:

ct"y

dx X = 0.

A;

L , . . clni/
Rozwigzujac to réwnanie wzgledem pochodnej , otrzymamy

zwigzek:
ibf

gdzie Z jest pewng funkcyg zmiennej x. Zwigzek ten jest row-
naniem liniowem; do zcatkowania go moznaby zastosowa¢ meto-
de, podang w paragrafach poprzedzajacych, pamietajac, ze cat-
ka rownania odpowiedniego bez strony drugiej, t.j. catka row-

nania — = U lest:
y= Cla"'4- 3 f-...-F 6,0 -]

Lecz w przypadku obecnym rzecz sie upraszcza, albowiem
z réwnania -é"\;,": X mozemy otrzymaé wprost przez catko-

wanie:

a catkujac po raz drugi: ANA
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Powtarzajac to dziatanie, dojdziemy nakoniec do szukanego wy-
razenia na y.
2) Eozpatrzymy réwnanie postaci:
ic]” 0

w ktorem wystepujg tylko dwie pochodne kolejne.
Ktadac = mamy ~ = i réwnanie dane

sprowadza sie do réwnania:

dp

ktore rozwigzujac wzgledem , otrzymamy:

skad:

J ip) '

Jezeli z tego zwigzku okres$limy  w funkcyi zmiennej x:

p= X,
znajdziemy:

t. j. robwnanie typu, poprzednio rozwazanego.
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Jako przyktad podajemy réwnanie:

ktorego catka jest:

3) WeZmy réwnanie, w ktérem zactiodzg tylko dwie po-
chodne rzedéw ro6znigcych sie o dwie jednosci, t. j. rbwnanie po-
staci:

Potézmy skad rébwnanie dane

zamieni sie przeto na nastepujace:

Potézmy tu: to bedzie:

skad:

Catkowanie daje:
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Stad wynika:
v2ff(p)dp+ '2C
a po zcatkowaniu:

A= f 4
] V2ff(p)dp-\-2C A

-0

Z tego zwigzku otrzymamy p jako funkcye zmiennej x, a po

podstawieniu w réwnaniu y - = p, pozostanie jeszcze raz
ctoc
zcatkowaé réwnanie typu, rozwazanego na poczatku tego para-
grafu.
4) Eozpatrzmy przypadek, w ktorym réwnanie dane jest
jednorodnem stopnia m-go wzgledem zmiennej y ijej pochodnych.
W tym przypadku mozna obnizy¢ rzad rownania o jednos¢,
a to nastepujacym sposobem. Potézmy %7 = ; pochodne fun-
kcyi y wyrazg sie wtedy za posrednictwem pochodnych takich
samych rzedéw zmiennej 2 i bedag miaty zawsze jako czynnik
funkcye wyktadniczg e. Ta funkcya wystapi w stopniu w-tym
we wszystkich wyrazach; po zniesieniu jej, otrzymamy réwna-
nie, zawierajagce pochodne zmiennej 2, a nie zawierajgce wyraz-

nie samej tej zmiennej. Kladac nastepnie dz = y, obnizymy
rzad réwnania o jednos¢.

Tez same metode mozna przedstawi¢ w innej postaci, t3-
czacej w sobie dwa kolejno stosowane wyzej podstawienia. Kia-
dac 2 — uy, otrzymujemy:

u'= uy -{-uy = uy = U
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AYszystkie pochodne funkcjay bedg zawieraly tedy czynnik y;
a poniewaz réwnanie jest jednorodnem, wiec we wszystkich wy-
razach bedzie czynnik y"\ Zniéstszy ten czynnik, otrzymamy
rownanie wzgledem u rzedu {n— Il)-go, jezeli réwnanie dane
byto rzedu w-go.

§ 18

Catkowanie przez  szeregi.

Catkowanie przez szeregi stanowi $rodek, do ktérego ucie-
kamy sie w razie, gdy metody catkowania poprzednio wytozone
nie mogg znale$¢ zastosowania.

Niechaj bedzie rdwnanie rozniczkowe:

Jego catka ogdlna powinna by¢, jak wiemy, funkcya zmiennej x
z n statemi ¢\ Qg ..., (o, taka, aby dla kazdej wartosci x =
zawartej w pewnym obszarze zmienno$ci zmiennej nadawszy

funkcyomy, ?/, ..., tf'-") wartosci dowolne y», 4o, e« iNO"
znaby znale$¢ dla statych ¢ wartosci takie, aby dla x = Xqfun-
kcye vy, y\ .., przybieraty istotnie powyzsze wartosci
z gory dobrane.

Niechaj bedzie tedy punkt o' = ; wyobrazmy sobie, ze

w otoczeniu tego punktu funkcya y rozwija sie na szereg we-
dtug wzoru Taylora. Bedzie:

(1)
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Z danego réwnania rézniczkowego otrzymujemy:
yir) = o {X,

a biorgc kolejne pochodne:

Z tych zwigzkow mozemy mie¢ wartoSci pochodnych
y(n) » — g~ ~ _ jezeli ustalimy dowolnie wartosci
funkcyj y, v, ... ,y"") wtym punkcie; oznaczmy tak otrzyma-
ne wartos$ci pochodnych przez

Podstawiajgc te wartoSci w powj-zszem rozwinieciu (1)
znajdziemy funkcye y* wyrazong przez szereg, w Kktorym wy-
stepujg jako state dowolne: 200, i/oi eee r 0Ot6z, gdy szereg
ten jest zbiezny w pewnym obszarze, otaczajagcym punkt iCo, mo-
zna uwaza¢ go za catke og6lng w otoczeniu tego punktu;
w przypadku, gdy mozna wykonaé sumowanie szeregu, mozemy
nawet otrzymac catke w postaci skonczone;j.

Moze sie atoJi zdarzyé, ze rdwnania (2) dla x = oraz
dlay — y' = = doprowadzaja do roz-
wigzan (np. gdy niektére z pochodnych stajg sie nieskon-

czonemi). Nalezatoby wtedy zmieni¢ warto$ci dowolnie obrane,
réwnanie za$ (1), nawet gdy spetniajg sie warunki zbieznosci, nie
moze by¢ uwazane za catke og6lna, lecz za catke szczegélna, gdyz,
aby catka byla ogdlng, trzeba aby wartosci y, y\ ... , mo-
zna byto dobra¢ najzupetniej dowolnie. Oznaczac to bedzie, ze
catka ogdlna nie daje sie rozwing¢ na szereg Taylora w oto-
czeniu punktu Xq.

Nastepujacy przyktad dobrze nam wyjasni metode niniej-
szg; przyktadem tym jest réwnanie:

dhi , rm di/f ,
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nazwane réwnaniem Bessela; jest to réwnanie

liniowe
jednorodne rzedu drugiego. Mozemy je napisa¢ tak:

a biorgc pochodne, znajdujemy:

Prawo dalszego tworzenia tych zwigzkéw jest widoczne.

Widac tu, ze dla aJ,= O nie mozna wzigé dowolnych war-
tosci na y*i y”*, gdy bowiem weZzmiemy = O,”0o= " otrzyma-
my y* =0. A wiec calka og6lna naszego rdéwnania
nie moze by¢ rozwinieta na szereg Taylora w otoczeniu
punktu X ~ 0. Za pomocg tej metody mozemy otrzymac tylko
catke szczeg6lng w otoczeniu tego punktu. Potézmy x =Xq = 0,

y = yM oy = oy wtedy z poprzedzajgcych réwnan otrzy-
mujemy:

Podstawiajac te wartosci, znajdujemy catke:

Wyrazem ogdlnym tego szeregu jest:

i tatwo widzie¢, ze stosunek wyrazu rozwiniecia do poprzedza-
jacego dazy do zera; szereg jest przeto zbieznym dla kazdej
skonczonej wartosci zmiennej x. Przedstawia on catke szcze-
gélng réwnania Bessela.
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Dlam= 1,n= 1 bedzie:

y-Po _ A~ . — 22.42.62  eee)s

Ilo$¢ zawarta w nawiasie jest funkcyg znang w analizie pod na-
zwg funkcyiBessela,
Dla m= 2,n= 1 mam}" fnnkcye:

y=//0 1—55T| -f 51

Sin 00

gdzie strona druga réwna sie , jak to tatwo spostrzedz,

przypominajac sobie szereg na rozwiniecie fiinkcyi sin x.

§19.

Réwnania o pochodnych  czastkowych.

Dotad uwazalismy tylko funkcye jednej zmiennej, dajace
poczatek réwnaniom rozniczkowym zwyczajnym. Wyobrazmy
sobie teraz funkcye pewnej liczby zmiennych niezaleznych, t. j.
zwigzek pomiedzy takg funkcya, zmiennemi niezaleznemi oraz
pochodnemi czgstkowemi funkcyi wzgledem tych zmiennych.
Stawiamy sobie zadanie znalezienia przy pomocy réwnania o po-
chodnych czgstkowych najogolniejszej postaci fimkcyi, ktéra mu
odpowiada; funkcye te nazwiemy catkga rdwnania danego.

Rozpocznijmy od przypadku dos$é prostego. Niechaj bedzie
réwnanie:
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W ktérem 2 jest funkcya zmiennych x i y* przyteni w réwnaniu
tern wystepuje tylko pochodna czgstkowa zmiennej z wzgledem
jednej zmiennej o:. Uwazajagc chwilowo zmienng y za statg,
mozemy zcatkowac to rownanie, ktore wtedy staje sie rownaniem
rézniczkowem zwyczajnem; niechaj catkg row”™nania bedzie:

2= @{X vy, 6)

gdzie cjest stalg dowolng. Ta catka czyni zado$¢ réwnaniu
danemu, w tem rozumieniu, ze otrzymawszy z niego pochodng
zmiennej 2 wzgledem x i rugujac z obu statg t, dochodzimy do
rownania danego. Lecz jest widocznem, ze gdy zamiast uwa-
zac ilosC c za stalg, uwazaC jg bedziemy za funkcye dowolng
zmiennej pod warunkiem, by pochodna zmiennej » wzgledem
I, miata to samo wyrazenie, co poprzednio, to i w tym przypadku
zmienna bedzie czynita zado$¢ réwnaniu danemu. AYidzimy
wiec, ze w rozwigzywaniu réwnan o pochodnych czgstkowych
wystepuje fakt, ze w wyrazeniu catki zamiast statej dowolnej
moze zachodzi¢ funkcya dowolna.

Nie mozemy zaja¢ sie tu badaniem teoryi og6lnej réwnan
0 pochodnych czastkowych i ograniczymy sie jedynie na przy-
padku réwnan rzedu 1-go i liniowych wzgledem pochodnych.

Rozpatrzmy przypadek dwu zmiennych niezaleznych -r, y.

Posta¢ og6lna réwnania liniowege o pochodnych czastkowych
jest:

) Pp + =

gdzie p i @sg pochodnemi zmiennej ~ wzgledem zmiennych x i vy,
ilosci zas P, R sa funkcyami zmiennych
CatkoAvanie tego réwnania daje sig, jak to okazemy, sprowa-
dzi¢ do catkowania uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
Niechaj u = const., gdzie u jest funkcyg zmiennych x, vy, 2
bedzie rozwigzaniem danego réwnania, (0 ile rozwigzanie takie
istnieje). Stad otrzymamy.
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a wstawiajgc te wartosci w rownaniu danem, powinnismy otrzy-
mac tozsamosciowo:

Jezeli zatlozymy, ze istnieje inne rozwigzanie v = const., rézne
od poprzedzajacego, powinno by¢ analogicznie:

Poniewaz jest takze:

przeto ilosci 4C dy, dz otrzymane z réwnan u = const,
V = const, powinny by¢ takiemi, ze:

<2)

t. j. powinny byé proporcyonalne do ilosci P, Q,R. Ot6z te
dwa ostatnie réwnania tworzg uktad dwu réwnan rdzniczko-
wych zwyczajnych, w ktérym dwie z trzech zmiennych Y, Z
mozna uwaza¢ za funkcye trzeciej. Uktad taki, jak wiemy, ma
zawsze rozwigzanie; mozna zatem zawsze znale$¢ dwa zwigz-
ki pomiedzy zmiennemi @ vy, z takie, ze otrzymawszy z nich
dwie z tych zmiennych, wyrazone przez trzecig, bedziemy mieli



Réwnania o pochodnych czastkowych. 233

dwie funkcye, czynigce zados¢ uktadowi (2). Temi dwiema cat-
kami beda wiasnie il = const, o= const, z nich kazda jest cal-
ka rownania o pochodnych czastkowych.

"W ten spos6b mozemy znale$é dwie rézne catki rdéwnania
danego; obie sg rozwigzane wzgledem dwu statych dowolnych.
Jednak tatwo spostrzedz, ze mozna otrzymacé rozwigzanie daleko
ogdblniejsze. Mozna mianowicie okaza¢, ze wyrazenie:

w ktérem @ jest symbolem funkcyi dowolnej czyni réw-
niez zado$¢ réwnaniu danemu.

W samej rzeczy, z tego nowego zwigzku pomiedzy zmien-
nemi X,y, z wynika:

skad:

co podstawiajgc w rownaniu danem, otrzymujemy:

t. j. oczywiscie tozsamo$¢, bez wzgledu na to, jaka jest funkcyg
@ (u). DoszliSmy zatem do interesujagcego rezultatu, ze znajac
dwie catki u, u, mozemy utworzy¢ catke ogélniejszag, wprowa-
dzajac symbol funkcyi dowolnej. Taka catka nazywa sie cat-
ka ogélng réwnania o pochodnych <czgstko-
wych.



*238 Rozdziat VII. — § 14,

Podamy kilka zastosowan tej teoryi.

1) Szukajmy rownania powierzchni, ktorej ptaszczyzna
styczna w kazdym punkcie jest rownolegta do prostej danej.

Niechaj prosta ta przechodzi przez poczatek spétrzednycli
i wyraza sie rdwnaniami:

aT= X, hz = F,
kib:

gdzie a i h sg state. Plaszczyzna styczna do powierzchni
z=f w punkcie X, y*z wyraza sie rownaniem:

Xx) p4-(Yy) a—(Zz =0

a warunkiem, aby ta ptaszczyzna byta réwnolegta do prostej da-
nej jest:

a) hg—1=0.
Dla oznaczenia powierzchni winniSmy zcatkowa¢ to rownanie
liniowe o pochodnych czgstkowych. Stosujgc metode powyzsza,
mamy do rozwiazania uktad ]'éwnan rdézniczkowych.

dx dy dz

i winnismy znale$¢ dwie catki tego uktadu: u = const, v=const,
rozwigzane wzgledem statych. Réwnania te mozemy napisac tak:

dx _ dy _j
X ooa Y-
skad:
X= az -}-const, y—hz const.

Znajdujemy przeto:
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tak, ze catke og6lng otrzymamy w postaci:

gdzie @ jest fnnkcya dowolng. Jest to réwnanie szukanej po-
wierzchni, ktéra bedzie walcem o tworzacych réwnolegtych do
prostej statej. AV samej rzecz}', jezeli u-, y, z jest punktem po-
wierzchni i jezeli x ~ a*» = a, y—hz = fi, to jest jasnem, ze kaz-
dy pimkt prostej, przedstawionej przez te dwardwnania, jest zara-
zem punktem powierzchni.

2) Znales¢ rownanie powierzchni takiej, ze plaszczyzna
styczna w kazdym punkcie przechodzi przez punkt staty.

Jezeli ro, yW z* jest punktem statym, to warunek dla ptasz-
czj™zny stycznej w punkcie vy, z wyraza sie w ten sposéb:

t. j. rownaniem o pochodnych czastkowych. By to réwnanie
zcatkowaé, bierzemy uktad réwnan rézniczkowych:

ktéry po zcaikowaniu daje:

sknd:

a wiec rownaniem szukanej powierzchni bedzie:

gdzie @ jest funkcya dowolna.
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Powierzchnig szukang jest stozek z wierzchotkiem

w punkcie mo, yo, W samej rzeczy, jezeli x, y, z sg spOtrzed-
nemi punktu powierzchni @ = O, wtedy widocznie

beda takze spotrzednemi punktu powierzch-

ni, jak to wprost sprawdzi¢ tatwo.
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