Sur la transformation des fonctions auto-
morphes de plusieures variables.
(Résumé d'un mémoire publié en langue polonaise).

Par
K. Abramowicz.

Nous nous proposons d'étendre aux fonctions automorphes de
plusieures variables les idées de Poincaré!) sur la transformation
des fonetions fuchsiennes. On a la premiere généralisation: Etant
n fonctions automorphes indépendantes

Tilgiths o yail o =1,2,5. 00,
appartenant au groupe hyperfuchsien G' de variables y,.4,... y, on

cherchera le groupe continu /[~ de substitutions linéaires

(1) (Y, Yoy oon Vo) = T(415 95, - Y1)y

telles que les fonctions transformées f;(Y;, Y, ... Y,) soient liées

avec les fonctions données fi(y,, y,,...%,) par les n relations algé-
briques

(2) Rl(/l(Y)sfl(y)fn(.'/)):O‘ i=12..n

Dans le probléme posé les relations linéaires (1) entre les deux sy-
stémes de variables

(3) Ylv Yl7"' )’m !/n!/n~- .Un

doivent entrainer les relations algébriques (2) entre les fonctions
Si(Yy, Y, ... Y,) et fi(yy, ¥y, ... y,). Mais on peut demander, si des
relations non linéaires entre les systémes (3) ne peuvent pas con-

1) Oeuvres, t. II, p. 508.
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duire aux relations algébriques (2) entre les fonctions correspondan-
tes £;Y,, Y,,... ¥,) et fi(y1,¥s,.-- Ya)- En observant que les fonctions
f:(Ty) appartiennent au groupe 7" 'G'7, nous nous proposons le pro-

bléme plus général:
Etant données 2 n fonctions indépendantes

FY Voo T T W< )y $e=21, 8 n

appartenant respectivement aux groupes hyperfuchsiens G, et G,de
variables Y,, Y,,... Y, et y;, ¥, ... ¥,, on demande quelles relations
algébriques

(4) ¢I(Yls Yz,---Ym.’/u.'/n:“-‘!/n):O, i=1723"'n

linéaires par rapport & ¥,,¥s,...¥, peuvent exister entre les varia-
bles Y et y pour que les fonctions f,(y) et F,(Y) soient liées par
les n relations algébriques

R(F,, /1 hs, ... 1) =0.

Les variables Y et y étant lides par les relations (4) on dé-
signe par D, et D, les domaines fondamentaux de groupes G et
G,. On aura les propriétés suivantes:

1) Etant (¢, ¢y,...¢,) et (Cy, Gy, ... C,) deux points liées par
les relations (4) il existe dans le domaine D, une infinité de points
S(c) équivalents au (c), tels que le point (y,,ys,...y,) décrivant une
courbe joignant les points S(c) et (¢) le point correspondant (Y) du
domaine D, en sortant du point (C) arrive au point (Y") pour le-
quel on a

F(Y)=FC).

2) Les Y et y étant liées par les relations (4) les groupes hy-
perfuchsiens G, et G, contiennent les sous-groupes infinis isomor-
phes G et G, dont les substitutions correspondantes laissent inva-
riables les relations ¢, = 0.

On déduit de ces propriétés le théoréme suivant:

Si le groupe hyperfuchsien G ne contient aucun sous-groupe
al'indice fini laissant invariable un hyperplan de I'espace (y,, ys, - .- ¥.),
alors la condition nécessaire d’existence de n relations algébriques

(5) RI(F‘iyfvf!’“-fn):O

entre les n fonctions f,,f,, ... /, appartenant au groupe hyperfuch-
sien G, et n fonctions Fy, Fy,... F, appartenant au groupe (75, con-

i

http://rcin.org.pl



179

siste dans ce que les relations ¢p = 0 soient linéaires par rapport
AY ety

Si l'on désigne ces relations linéaires par le symbole (Y) = T(y)
on trouve encore qu’il est nécessaire pour existence de relations (5)
que les groupes G, et 7 'G7 aient un sous-groupe commun d'in-
dice fini par rapport & ces groupes.

Nous posons ensuite Gr= G,= G, F,= f; et nous supposons
que le polyédre fondamental du groupe G ni sa frontiére n’aient
aucun point commun avec la frontiére du domaine fondamental D).
Nous nous proposons de déterminer le groupe continu [~ de substi-
tutions linéaires

(Yh YI) Yn)= T(ylyyh"'yn)

et le groupe hyperfuchsien G' possedant la propriété que les n fone-
tions indépendantes appartenant au groupe G et les n fonctions trans-
formées f;(Ty) soient liées par les n relations algébriques (D); les
hypothéses faites sur le polyédre fondamental suffisent’) pour
I'existence de relations (5).

En désignant par g le sous-groupe d’indice fini de groupes G
et 77'GT composé de substitutions

n+1

(6) Xi=2ai,,x,, i=1,2...041

k=1

oh X,=Y, X1, 2, =y, %, (r=1,2,...m) on déduit de la conti-
nuité du groupe [ les propriétés suivantes:

1) on a l'égalité V= T'VT pour chaque substitution ¥ du
groupe g,

2) les substitutions 7' appartiennent au groupe hyperfuchsien
continu,

3) les substitutions 7' laissent invariable chaque espace de
I'ensemble E,, si 'on désigne par £, l'ensemble de tous les espa-
ces fondamentaux & p dimensions appartenant aux substitutions (6)
du groupe g,

4) I'ensemble £, contient un nombre fini d'espaces a p di-
mensions,

5) on peut se borner aux groupes g dont chaque substitution
(6) laisse invariable tous les espaces de l'ensemble £,; en effet, on

1) Girand: Legons sur les fonetions automorphes, § 31.
12¢
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observe que les substitutions du groupe g ne peuvent que permu-
ter ces espaces, car si la substitution V, appliquée & 'espace S, don-
nait 'espace V,(S,)=S,, la substitution V,V;¥V;' dans laquelle
V; a l'espace fondamental S,, donnerait V;V;V;'(S)) = S, ; le groupe
g contiendrait alors un sous-groupe d'indice fini dont chaque sub-
stitution laisserait invariable les espaces de l'ensemble E,

Si Pon laisse de coté les cas, ol aprés la transformation con-
venable le nombre de variables de groupes g ou [ pourrait étre
réduit, on obtient le résultat suivant:

Si le groupe continu [~ de substitutions 7" apres une transfor-
mation convenable Q~'[Q est composé de substitutions

A1y Oy gy Oy, — Oy

Ay 34+ Qp 1 n1yQp1 — Ay,
bi,.iibpn,0,0 —a
by oo bp 1,00 —b

ol #°@a—b)=1 et
n—1 n—1
Za,,a?, w1 2'af,a?, =0, sfr=12..0—1
ol {1
n—1 n—1

Za,a‘,’ + aa® — hb® = 1, 2‘a,~a9, + b(a — b) =0,

=1 fw=1

on aura n relations algébriques de la forme

R(f(Ty), /r(y), - fo(y) =0

entre les n fonctions f; appartenant au groupe hyperfuchsien G qui
contient (comme sous-groupe d’indice fini) le groupe g composé de
substitutions (6) laissant invariable le point unique y,=0, y,=1
ou I'hyperplan y, =1 et échangeables avec les substitutions 7'

En effet, les groupes G et 7'G7' contiendront un sous-groupe
d’indice fini, parce que le groupe g, en vertu de I'égalité g = 7""¢7,
sera contenu dans 77'G7.
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