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P R Z E D M O W A . 

« M k t z a p e w n e n i e w g t p i 
» o w i e l k i c h m a t e m a t y k i poży tkac i i i p r z y s t u g a c i i : 
» ale z p o c z g l k o w g ty lko tćy nauki znaiomości^i , 
" żaden kray ani  d o tycli p o ż y t k ó w n i c trafi , ani 
»  d o rzędu n a r o d ó w g r u n t o w n i e u c z o n y c h n igdy 
» n a l e ż e ć n i c b ę d z i e . Ż e b y zaś  d o g ł ę b s z y c h wia-
» d o m o ś c i m a t e m a t y c z n y c h p r z e b r a ć s ię p o m y ś l -
» n i c , i u c z u ć tę r o z k o s z u m y s ł u , iaka nape łn ia ią 
» m y ś i o c e g o c z ł o w i e k a , trzeba ie k o n i e c z n i e w po -
.) c z ^ l k o w y c h z a s a d a c h o b i g ć g r u n l o w n i e . » 

JAN SNIADF.CKI. 

TeoiTę wyznaczników wykładałem dot^d dwukrotnie: 

i-az w ci^gu pierwszego semestru 1876 /7 r. a . , jako ^ 

przygotowanie do wykładu Przekształceń łiniowycli; 

drugi zaś raz w ci^gu całego 1877/8 r. a. , jałv0 przed-

miot oddziełny. Moje notatki wykładowe utworzyły kurs 

tak odręłjny od istniejącycłi podręczników tej teoryi, że 

wydało się właściwem takowy starannie opracować, częś-

ciowo uzupełnić i ogłosić drukiem. 

Wzmiankę tę o powstaniu dzieła rołjię umyślnie. Ona 

bowiem najłepiej ołjjaśnia tak wybór i układ jego treści, 

jak i nastrój wykładu, w niem zacłiowany. 

Cłiarakter algebraiczny badań wyznacznikowycli spra-

wia, że zastosowania ich do różnych kwestyj Algebry lub 

Teoryi liczb przedstawiają się nieomal bezpośrednio i 
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• VI PRZEDMOWA. 

niewielu wymagąja wiadomości pomocniczych. Gdy 

jeszcze dodam, że szczególnie uwzględniłem własności 

wyznaczników, które s§ użyteczne w spółcześnie wciąż 

się rozwijającej Teoryi przekształceń liniowych, to, sądzę, 

tak treść badań przedstawionych w tej pracy, jakoteż pe-

wien większy nacisk na niektóre wyznaczników' własnoś-

ci, w zupełności usprawiedliwione zostały. 

Co się zaś odnosi do nastroju, w jakim wykład jest 

trzymany, to nań wpłynęło naprzód to , że starałem 

się baęlania prowadzić ogólnie, nie usuwając kwestyj 

zawiłych, choćby przystępne ich wyłożenie przedstawiało 

nieco trudne zadanie; powtóre poziom przygotow-ania 

^ słuchaczów, którzy już z zasadami analizy byli obeznani. 

Wykład ustny stosowałem do tych wskazówek, jakie 

w ciągu jego prowadzenia mi się nasuwały. Z nicłi rów-

nież korzystałem przy ostatecznej redakcyi tego dzieła, 

starając się w niem o ile możności odtworzyć wykład. 

Książka ta zatem nie przedstawia konspektu wykładu, 

lecz sam wykład, ze w^szystkiemi szczegółowemi rozwi-

nięciami, jakie, w miarę nadarzających się trudności, 

robić trzeba było, dla należytego ich pokonania. Jestem 

bowiem zdania, że pozorna sprzeczność, jaka istnieje 

między panującem pojęciem o « zdolności do matematy-

ki)) naszej młodzieży wogółe, a faktem, że tak niewielu 

jest u nas w tej dziedzinie pracowników naukowych, choć 
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P R Z E D M O W A . VI I ' 

zależna od innych jeszcze przyczyn, objaśnia się brakiem 

wytrwania w pokonywaniu trudności, napotykanych przy 

czytaniu nie tylko prac źródłowych, ale nawet podręcz-

ników. Podręczniki bowiem w obcych językach (a nasze 

sćj zwykle na wzór nich opracowywane) pisane si,i dla 

tych, którzy w otoczeniu swem znajduje pewien bodziec do 

prowadzenia usilnych studyów naukowych, którzy radzi 

są nawet owym niedomówieniom wykładowym i napom-

knieniom rachunkowym, gdyż słuszność własnych uzu-

pełnień kontrolujj^i zgodnościij z dałszemi badaniami. 

U nas inaczej. Kursy czy-to uniwersyteckie, czy-też 

w zakładach technicznych, obrabiane bywajjj starannie, 

lecz po większej części tylko ze względu na egzaminy, 

które zdać należy. Niejedni wprawdzie zajrzą do dzieła, 

związanego swą treścią z wykładami słuchanemi, choć 

nie będącego bezpośrednią ich podstawą. Ale : ilu je na-

leżycie przestudyuje? Dlatego, mojem zdaniem, należy 

nam dość jeszcze długo podręczniki matematyczne pisać 

nadzwyczaj jasno. Nie chcę bynajmiej przez to powie-

dzieć, aby należało obniżać poziom wykładu; owszem, 

prowadzić go jaknajściślej, zachowywać należytą ogól-

ność badania, ale każdy szczegół tak wypracować, aby 

czytelnik nie znajdował trudności przy jego pojmowa-

niu i uzasadnianiu. Wzorem utrzymania w t e m właści-

wej miary służyć będą zawsze prace Śniadeckiego Jana. 

— W ten tylko sposób można podtrzymać wytrwałość 
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YIII PRZEDMOWA. 

W czytaniu dzieł, oraz wpłynąć na wyroł)ienie i powiększe-

nie zastępu czytełniłiów dzieł naulvO\vycłi u nas. Jalc I30-

wiern przeprowadzenie jednego samodzielnego badania 

zacłięca do wzięcia się za nowe, tale przestudyowanie jed-

nego dzieła prowadzi do pracowania nad innem. 

Temi właśnie względami kierowałem się przy przed-

stawianiu oddzielnych szczegółów, a tak co do lego, jak 

i co do porządku, przeprowadzonego w układzie treści, 

i również co do stopniowania samego wykładu, starałem 

się korzystać ze spostrzeżeń, jakie mi dawała praktyka 

wykładowa. Jej głównie zawdzięczam dosadność, zacłio-

wan^i w badaniacli, jakoteż i to, że w przedstawieniu 

wielu kwestyj zdołałem uprościć dość zawiły icli wywód i 

uprzystępnić ich pojmowanie, 

W rozdziale drugim dlatego prosta jego treść tak dro-

biazgowo przedstawiłem, aby czytelnika oswoić z wyra-

żaniem własności wyznacznika za pomocy formuł i aby 

nauczyć czytać takow^e. —Za zasadę do wyznaczania zna-

ku tak wyrazu, jak i wyznacznika częściowego, wybi-ałem 

liczenie zmian, a nie przestawienia lub podstawienia koło-

we, jako prostsze, choć dotąd systematycznie nigdzie nie 

przeprowadzone. — Różniczkowanie odsunąłem aż do 

rozdziału siódmego, t . j . n i e wprowadzałem go dot^d, 

dopóki to już nie stało się Iconiecznem. — Go do treści 

zaś rozdziałów ósmego i dziewiątego z jednej, a dziesiątego 
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P R Z E D M O W A . IX 

do dwunastego z drugiej strony, to, modyrikuj.2C nieco 

redakcyę, możnaby było odwrotny zachować porządek. 

Wybrałem jednak ten, aby badania własności wyznacz-

ników szczeg()lnycli, t.  j . symetrycznych, sl^ośnycłi i 

innkcyjnych, przedstawiały zakończone całości. 

Rozmiary, jakie przybrało dzieło moje, zmusiły mnie 

do przemiłczenia wiełu ciekawych zastosowań wyznacz-

ników do różnych zadań matematyki. Najgłówniejszycli 

jednak, najwięcej typowycłi, starałem się. nie pomin^^ć, 

cłicg,c tem samem wsłuizać czytelnikowi, jak różnorodne 

bywa korzystanie z tak potężnego narzędzia badania, 

jakiem s.̂  wyznaczniki, chcj^c przez to wzbudzić w nim 

pewne, nie wyłj^cznie teoretyczne zajęcie, przy studyowa-

niu icłi własności. J^olrzel)a ograniczenia się w-płynęła 

także na to, że kwestye drugorzędnego znaczenia, albo 

nie dajy.ce się jeszcze tak obrobić, iżby do })odręcznika 

dogodnie wprowadzone l3yć mogły, zaznaczałem tylko, 

dodajijc wskazanie źródeł. 

Nie bez tego, żeby niektóre z podręczników^, łub nie-

które z prac źródłowych nie wpływały na opracowanie 

pewnych ustępów wtem dziele. Uganianie się bowiem za 

samodzielnością tam, gdzie prostota i ścisłość już swoje 

zrobiły, byłoby zbytecznem i do niczego, chyba do zaciem-

nienia rzeczy, prowadzącem. Takie miejsca starannie 

jednak zaznaczałem. Nie idzie znowu za tem, aby każdy 
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X PUZEDMOWA. 

odsyłacz, wskaziij.^cy na autora, który pierwszy na roz-

trząsaną kwestyę zwrócił uwagę, miał rodzić myśl, żem 

zeń brał dowodzenie, łułj nawet wysłowienie własności. 

Cłiciałem w tycłi odsyłaczacłi wskazać czytełnikowi na 

to źródło, w którem odpowiednia własność, cłioćby 

tyłko w pewnym szczegółnym przypadku i najprostszycłi 

warunkacłi, czasem mimocłiodem nawet, zaznaczon,^ 

została. Wskazówki takie dadz,^ pewne pojęcie o kołej-

nym rozwoju studyowanej gałęzi, a może też Iv0g0 za-

clięc^ do zapoznania się ze źródłami, jedynie wyrabiajj^i-

cego prawdziwie naukowycłi badaczów. 

Co się tyczy przykładów i zadań, to, jeśli natrafiłem 

w jakiej pracy na ujawniające owe własności, o które mi 

szło, nie zadawałem sobie t rudu obmyślania innych 

przykładów podobnycłi, i brałem gotowe, zaznaczając 

tylko przy więcej złożonycłi autora, z którego czerpałem. 

Gdy zaś odpowiednicłi nie było, obmyśliłem własne. 

Wskazywanie szczegółowe : które przykłady s^ mego 

pomysłu, lub które odmiennie niż gdzieindziej s^ tu 

traktowane; jak również odznaczenie wszystkicłi tycłi 

ustępów wykładu, które s^ rezultatem moich pracowi-

tych obmyśłań — wymagałoby (w razie, gdybym pod 

tym względem chciał być dokładnym) objaśnień zbyt na 

tem miejscu obszernycli i drobiazgowych, a dla każdego. 
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PRZKDMOWA. . XI 

obeznanego z dotycliczasowemi na teni polu pracami, 

zbytecznych. 

Dodać tu jeszcze muszę, że, o ile możności, unikałem 

w mem dziele polemicznych zwrotów, tam tylko robiąc 

sprostowania, gdzie szło o rzeczy zasadnicze. 

Kończę, wypowiadajcie życzenie, aby czytelnik, który 

osiągnie korzyść z przestudyowania tej pracy, podzielił 

ze mna uczucie wdzięczności, jaka się należy jej wydaw-

cy, ln'abiemu Janowi Dzialyńskiemu, który tak gorliwie 

podtrzymuje ruch naukowy na polu nauk ścisłych. 

Warszawa, 2 listopada 1878 r. 

Haraniecki. 
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D O S T H Z E Ż O N K O M Y Ł K I D R U K U ( ' ) . 

sirou. wiersz zamiast ma być 
8 od (fór]! 0, , 0. 0, 

liU 9 » 1, , 1,  0 , 

i 0(1 dola a^ a-i 
65 1 » «-2,l, a-l,i (1-2,-2 
66 10 od (jórij 
63 6 Oli diilit wyraz jeden tylko wyraz 

130 8 n iloczynowy ilorazowy 
219 2 » = 

231 1-2 od gorij )i-ego »i-ego • 

235 9 od dolit a,i.k +1 
235 5 n ( - l ) i + ' odpowiednim (§ 37) 

266 6 n Weyraucłi Weiln-aucli 

268 1 0 )) X 
261 2 1) •loaliimslbal Joacliinjstlial 

266 11 1) l»m Pm 
271 8 od (jónj ar„v 
272 2 od dola Borliardt Borcliardt 

286 9 od (/óry równali - n równal i 

602 10 )) A i,i 
605 1 od dola ścisłym. ścisłym (§ 63). 

627 6 (( równycb równycl i potęg 

667 7 od fiórji PfalTiana 1'fairianu 

470 11 » Plalfiana Plallianu 

680 13 u niezałeżnemi niezależny 

(*) Z powodu prowadzenia korrekly z W a r s awy (a częściowo z Driis-
kieniiik), złożone arkusze dliigo w [ 'aiyżu na odl)ijanic czekały; skutk iem 
lego wiele czcionek wypadło. Takie-tylko główniejsze sprostowania tu zro-
bione. 
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T K O J I Y A 

W Y Z N A C Z N I K Ó W 

R O Z D Z I A Ł P I E R W S Z Y 

OKREŚLENIE, ROZWINIĘCIE [ ZNAKOWANIE 

WYZNACZNIKA 

^ 1. 

Zestawiając ze subą w pewnym oznaczonym porz^idku 
jakiekolvviek ilości, które tkmenlami nazywać będziemy, m o -
żemy uwydatnić o w e właśnie następstwo e lementów w len 
sposób: wszystkie elementa oznaczamy jedn^i głoskęi z liczeb-
nemi wskainikomi; następstwo po sobie wskaźników cecho-
wać będzie porzi^dek, w danym układzie (complexio, disposi-
zione, arrangement) e lementów zachowany. Przy pomocy 
takiego oznaczenia, możemy łatwo dwa układy tych samych 
eicnientów porównać ze sobą co do następstwa ich e l e m e n -
tów. 

Np., mamy dwa układy pięciu e l emen iów 

a, I), c, d, c, 
mianowic i e : 

bcaed i alceh, 
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2 t e o n v a w y z n a c z n i k ó w . 

z których pierwszy przyjmijmy za zasadniczy; z nim chcemy 
porównać drugi z tych układów. Nazwawszy 

6 =r aj, c = wo, a = e = a^, d — a-^, 

możemy te układy tak przedstavvić: 

i a^a-^a-ia^ai. 

Dla porównania'następstwa po sobie e l ementów w takich 

d w u układach, u m ó w m y się, aby, wogóle , z d w u e lemen-

tów len nazywać loyższijm (hoheres El.) którego wskaź-

nik jest większy liczby. Wtedy w układzie zasadniczym 

ażdy z e lementów nie ma przed soby wyższego elementu. 
W układzie zaś 

asa^a./jjiOi 

widoczne pod tym względem zmiany. Mianowicie : e lement 
jest wyższy niż następujące po nim elementy a.2 i ai, e lement 05 
wyższy od e lementów a.2, a^ i  a „ element a-̂  wyższy od ele-
mentu Ol i nakoniec element 04 wyższy jest od e lementu aj. 
Tak, że mamy w tym układzie względem układu zasadniczego 
następujące zmiany (derangement (-), inversion, variation) : 

03^-2, rtjo,, 

(W i, 

"/'li 

a - / / , , 

(») albo dalszym, 
(-) R.ozważanie tycli z m i a n wprowadz i ł CRAMER W Introduction dl'Ana-

Ujse desLignes Courbes Al()<'.briques. Gn:u'wa, 1750 (sir. 653 i następne), 
p o r ó w m j niż(''j 17. 
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OKREŚLENIE WYŻNACŻNiKA. — IlUŻ. 1 — § 3 

temu zatem układowi odpowiada 7 zmian. Jeśli zaś niniiiy 
np. układ ^ 

lo widzimy w nim wzylędem układu zasadniczego zmian -i, 
lo jest 

'ifh, 

050, , tfi.-łj. 

Liczba więc zmian, odpowiadających pewnemu układowi, jest 
albo parzystą, albo nieparzysty. 

2 . 

Gdy, wogóle, mamy n e lementów, które twofKi układ 
zasadniczy 

(hriy^i. . . Ou-iriu, 

to utworzymy wszystkie niożliwe układy tycli n e lementów 
przez przestawienie wskaźników w wypisanym układzie  we 
wszelki możliwy sposób, llóżnych więc między sobę. układów 
n e lementów będzie tyło, ile jest przemian fi ilości 

1, '3, n —  l ,  n . 

Liczba tych przemian wyraża się, jak wiadomo, przez fakuitet 

tyleż więc będzie różnych układów danych n e l ementów. 

Porównywając każdy z tych 
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4 TEOllYA WY/.NACZMRÓW. 

układów z układem zasadniczym, spostrzeżemy, żc każdemu 
odpowiada albo parzysta albo też nieparzysta liczba zmian. 
Stosownie do tego, idyc za CiiAMER'em możemy podzielić 
nasze układy na dwie klassy : do jednej zaliczymy układy o 
parzystej liczbie zmian, do drugiej zaś układy o liczbie zmian 
nieparzystei. Przytem, układ zasadniczy, któremu odpowiada-
jąca liczba zmian jest zero, zaliczamy do klassy o parzystej 
liczbie zmian. 

§ 3. 

Liczba układów jednej klassy jest taż sama, co liczba ukła-
dów drugiej. Dowiedziemy, żc : jeżeli to ma miejsce dla ukła-
dów n e lementów, to ma również miej'^cc dla układów n-•]- l 
e l emeniów. 

Jeślibyśmy wypisali wszystkie 

1 . 2 . . . n = N 

układów n e lementów 

Ol, . • . . 
N 

z których według przypuszczenia, odpowiada parzystej, 

zaś ^ układów odpowiada nieparzystej liczbie zmian, to, 

aby otrzymać wszystkie (§ 2) 

1) 

układów n -f- 1 e lementów 

Ol, o,, . . . , o,„ a„,i, 

1. 
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O K R E Ś L E N I E W Y Z N A C / . N I K A . — ROZ. I — ^ ']. 5 

naprzód do wszystkich wypisanych N układów n e lementów 
po ostatnim elemencie przystawimy e lement o-n +  j ; dalej  we 
wszystkich tychże N układach n e lementów wstawimy e lement 

między ostatnie i przedostatnie, potem między drugie 
i trzecie od końca,  . . . , następnie miedzy pierwsze i drugie 
(z początku) elementy, nakoniec przystawimy go w każdym 
układzie przed pierwszym e lementem, W ten sposób, z każ-
dego z 

układów n e lementów otrzymamy n -j- 1 układów n  -L I e l e -
mentów ; razem więc 

1 . ^ 2 . . . n ( n - | - 1) 

układów, t.  j . wszystkie możliwe. — Gdyśmy e lement + , 
przystawili na końcu wszystkich N układów, to w żadnym nie 

N . N 
przybyło zmiany : — więc z nich pozostało jednej i ~ dru-
giej klassy. Przez wstawienie e lementu + , między oslatniemi 
i przedostatniemi e lementami wszystkich N układów, w każ-

N dym układzie przybyła jedna zmiana, a tem samem — ukła-

N dów, poprzednio o parzystej liczbie zmian, stało się teraz — 

układami o nieparzystej ich liczbie, i odwrotnie, tak, że rów-
N N nież z tych N układów n-\- l elemenlów^ jest — jednej i — 

drugif}j klasfy. Wstawieniem elementu «„+i  we wszystkich N 
układach n e lementów między drugiemi i trzeciemi od końca 
elementami powiększamy w każdym układzie liczbę zmian o 

dwie, tak, że znowu z tych N układów n - | - l elementów jest ^ 

N 
układów jednej i - układów drugiej klassy, i t..  d. Wogó le 
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zakażdc in n s U w i e n i e m elementu o,,^.! w jakiekolwiek miejsce 
N układów n e lementów (byle to samo  w e wszystkich ukła-

N , N 
dach), otrzymujemy -- układów n - [ - 1 e lementów jednej i -

drugiej klassy. A że wstawiamy element «„ + ,  w e wszystkie N 
układów n e lementów n-\-\ razy, wi(,}c układów n + 1 

N 

mentów jest (n-j- lj-^ jednej klassy i tyleż drug i e j .— Widzi-

m y więc , że : jeżeli l iczbaukładówn elementów jednej klassy jest 

taż sama, co liczba układów drugiej klassy, to i układy n - \ - \ 

e lementów rozdzielają sie na dwie klassy o jednakowej liczbie 

układów. 
Z dwu zaś e lementów mamy 1.2 = układy 

fljrto, floflj; 

pierwszemu odpowiada zero (liczba parzysta) zmian, drugiemu 
zaś jedna (liczba nieparzysta). Układy więc dwu e lementów 
rozdzielają się na dwie klassy o jednakowej liczbie układów 
(w każdej po jednym). Na mocy więc wyżej dowiedzionego, 
układy trzech e lementów tęż samą własność posiadać będą, 
równie jak układy czterech, pięciu, . . . , wogóle ilukolwiek 
e l ementów. 

Możemy więc powiedzieć: 

Pośród 
1.2,3 . n = : N 

układów n elementów jest ^ ukladóio, którym odpouńada pa-
Jś 

rzysta liczba zmian, i tyleż układów, którym odpowiada niepa-

rzysta liczba zmian 

( ') Jednakowa liczba układów w obu k l a s s i d i CnAMEr.'a dliigo była 
p rzy jmowany , jnko rzecz oczywista. Pewne dowodzenie tej własności 

http://rcin.org.pl



O K R E Ś L E N I E W Y Z N A C / . N I K A . — ROZ. I — ^ ']. 7 

§  4 . 

((Tak w algebrze, jak i w analizie, nie jest bynajmniej rze 
» cz§ obojętną, jakie przyjmiemy znakowanie dla i lości , z któ-
» remi mamy mieć do czynienia. Ono powinno w pewien sposób 
» charakteryzować te ilości. » «Na pewno można bez przesady 
» utrzymywać, że rozwiązanie wielkiej liczby zadań zależy jedy-
» nie i wyłącznie od trafnego wyboru znakowania. » (') 

Jeśli mamy tnn e lementów, to możemy się u m ó w i ć , aby 
je oznaczać jedną głoską z dwoma wskaźnikami (przekonamy 
się niedługo, że taki sposób znakowania będzie nader dla na-
szych, badań dogodnym). Jeden ze wskaźników niech zmienia 
się od 1 do w, drugi zaś od 4 do n. Z połączeń tych wskaź-
ników, otrzymamy mn różnych oznaczeń naszych e l emen-
tów które więc będziemy mogli tak przedstawić : 

Ta tablica (matrix) przedstawia wszystkie mn e l e m e n t ó w . 

wskazał BALTZER W Theońe und Anwendung der Dełerminanten. 
Lipsk (czwarte wydanie 1875 r . , s i r . 2). Zasadę zaś przywiedzionego  tu d o -
w o d u podał GUENTHF.R w Lehrbuch der Determinanten-Tlieorie. E r l angen 
(drugie wydanie 1877 r . , s t r . , 35) . 

( ' ) H E S S E . Die Determinanten, elementar behondelt. Lipsk, 1871 
(str . , 21). 

(•-) Pomysł lego « topograficznego » sposobu oznaczania e lementów n a -
leży do LEiBMTz'a (porównaj § 17). 
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które tworzy w niej rzędy p ionowo i poziome; rzędy pionowe 
nazywać będziemy kolumnami, rzędy zaś poziome wierszami. 

Element , pomieszczony w 2-ym wierszu a k-ej kolumnie , 
jest Oij;. Każdy element jest oznaczony głosk^i łącznie z dwoma 
wskaźnikami, postawionemi w oznaczonym porządku, tak, że 
np. e lementy i flo.i są odrębnemi ilościami, są wogóle 
całkiem od siebie niezależne choć mają wskaźniki podo-
bne. l lównież to, że np. e lementy a),3 i Ooj mają pierwsze 
wskaźniki jednakowe, nie przesądza bynajmniej o ich wzajem-
nej zależności : wskazuje to bowiem tylko na to, że oba ele-
menty są postawione w tym samym wierszu naszej tablicy. 

^  5 . 

Szczególnie ważnym jest przypadek, kiedy m = n. Wtedy 
nasze n- e l ementów możemy przedstawić za pomocą tablicy 

posiadającej n wierszy i n kolumn i mającej postać kwadratu. 
W tym kwadracie systematu elementów przekątną od A,,,,  do a„ „ I 
nazywamy głótuna przekątna kwadratu e l ementów; elementy 

(') D o p ó k i i n n o g o zi i lożeni;! wyiaźn io . n i e p o s t a w i m y . 
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nazywamy elementami głównej przelnhiej, albo flementami 
Dwa elementy takio, jak 0 i o.?,,, jak i ^30, 

rzyli, wogóle, dwa elementy niu i nu,i nazywać będziemy 
clementom i sprzetoncm i. 

i  6 . 

z e l ementów poprzedzającego § twórzmy iloczyny po n 
czynników tak, aby w każdym iloczynie znalazł się jeden tylko 
element każdego wiersza i jeden tylko e lement każdej kolumny. 

Wtedy, jeśli w jednym takim iloczynie z e l ementów piersv-
szego wiersza znajduje się e lement ;3-ej ko lumny, t. j. 
z e lementów drugiego wiersza e lement a.),,, i t. d . , nakoniec 
z e l ementów n-ego wiersza e lement w takim iloczynie 

drugie wskaźtiiki 

|)rze>lstavviaj9 pewien układ n liczb 

Gdy utworzymy inny iloczyn, w który wejdzie z p ierwszego 
wiersza e lement n,̂ ,,, a z drugiego a.,,?,, . . . , z >?-go n„j, to 
w tym iloczynie 

wskaźniki drugie 

przedsiawiają odmienny od poprzedniego nkł id tycli/.e liczb 

http://rcin.org.pl



l u TŁIORYA WYZNACZNIKÓW. 

Podobnych i loczynów możemy utworzyć tyle, ile jest ( § 2 ) 
przemian z w ilości, t, j. 

Pośród tych i loczynów znajdzie się, oczywiście, utworzony 
przez pierwszego wiersza pierwszy e l ement , drugiego wiersza 
drugi, . . . , n-ego wiersza n-y, t. j. iloczyn 

złożony z e l ementów głównej przekątnej; ten iloczyn nazwiemy 
iloczynem głównym (terme principal, terme-type). 

U m ó w m y się nadto, aby przed każdym iloczynem, w któ-
rym układowi drugich wskaźników jego e lementów odpowiada 
parzysta liczba zmian, postawić znak -}- , przed każdym zaś ilo-
czynem, w którym układowi drugich wskaźników odpowiada 
nieparzysta liczba zmian, postawić znak — . Możemy to inaczej 
lak wypowiedz ieć . Stawiamy znak -j- przed iloczynem g ł ó w -
nym, oraz przed wszystkiemi iloczynami, w których układ dru-
gich wskaźników e lementów, te iloczyny tworzących, do tej 

•samej klassy CRAMii:R'a należy, co ich układ w iloczynie g łów-
n y m ; przed pozostałemi zaś iloczynami, w których układ dru-
gich wskaźników należy do klassy innej, niż ich układ w wyrazie 
g łównym, stawiamy znak — 

(!) Jeśli l iczbę z-nian, odpowiaclajacycl i u k ł a d o w i 

p, q,...,s, 

n a z w i e m y z, to i loczyn fli.pa-ł,,.. .Oh,, będz ie miał z n a k - j - ' l^IJ  — , 
w e d ł u g tego, czy £ jes t l iczb? pa rzys t ? , czy n ieparzys ty , czyl i , czy 

( - i r 

przeds t awia H - 1 , czy — 1 . Sl iutkiem tego wyraz ten , w r a z z j ego 
z n a k i e m , iiioż^^my tak p rzeds t awić 
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W ten sposób połowa liczby wszystkich i loczynów będzie 
mieć znak- j - , druga zaś połowa znak — 

^ 7. 
Wszystkie te 

i loczynów m o i e m y uważać, jako utworzone z i loczynu g ł ó w -
nego w skutek zastąpienia układu drugich wskaźników przez 
wszystkie tych n wskaźników przemiany. 

Lecz w każdym takim iloczynie możemy zmienić porz<^dek 
następstwa po sobie e lementów (czynników). Możemy miano-
wicie  w e wszystkich iloczynach tak przestawiać e lementy, aby 
ŵ  każdym iloczynie drugie wskaźniki następowały po sobie 
w porządku 

1,  i ,  3 , . . . ,  n . 

Po takiem przestawieniu, zobaczymy, że pierwsze wskaźniki 
utworzę, wszystkie możliwe układy tych n liczb, tak, że i loczyny 
nasze możemy sobie wystawić, jako utworzone z i loczynu głów-
nego, przez zastąpienie układu pierwszych wskaźników przez 
wszystkie tych n wskaźników przemiany. Tak np. jeśli mamy 
iloczyn 

to, odpowiednio przestawiajcie wzajemnie po dwa e lementy , 
możemy dojść do tego, że drugie wskaźniki, zamiast układu 

p, rj, . . . , s, 
p r z e d s t a w i a u k ł a d 

1 ,  2 , . , . ,  n . 
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W t e d y p i e r w s z e w s k a ź n i k i u t w o r z ą p e w i e n n o w y u k ł a d ('). 

I d z i e o  to t y l k o , c zy t e n n o w y u k ł a d p i e r w s z y c l i w s k a ź n i k ó w , 

k t ó r y n a z w i j m y np. 

a ,  p , . . . ,  V , 

n a l e ż y  d o tej s a m e j k l a s s y ,  c o u k ł a d 

p, q, . . . , s, 

c z y t e ż  d o i n n e j , a tern s a m e m , c z y , z a l e ż n i e  o d t e g o , i l o -

c z y n o m 

( ') Np. «i,:5a.>,r,fl3,iai,'2«:.,5- Chcąc oUzymać, j ako drugie wsknźniki , 
i i k l a d ' ! , '2, 'ó, lx.  5 , przoslawiajmy z sąsiMliiim, z lewej s t rony, każdy 
olenient , zaczynając od olcinontii z na jmnie jszym drugim wskaźnikiem, 
dopóki on się nie znajdzie na miejscu, przez ten drugi wskaźnik ozna-
czoncm. Tak więc 

\v układzie przes tawmy «3.l 

» » '*3,1 01.3. 

» )) 

» )) 

)) - 2 0 1 , 4 )) 

Ot rzymal iśmy w ten sposób posiać nową naszego iloczynu, w której 
d rug ie wskaźniki nie tworzą układu 3, 5,  I ,  2, lecz układ 1, 2, 3, 
ZI.  5 . 

Pierwsze zaś wsknźn ki Iw rzą nowy iikla.l  3 , 'i,  t , 5 2. 
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wypada jednakowo dać znaki, jak to rzeczywiście być po-
winno ('), czy też znaki różne? 

Z pierwszego z tych i loczynów przechodzimy do drugiego 
przez uskutecznienie pewnej liczby wzajemnych przestawień 
dwu e lemenlów. Jeśli, dla otrzymania drugiego i loczynu, 
będziemy w pierwszym iloczynie każdy e lement , zaczynając od 
e lementu z najmniejszym drugim wskaźnikiem, wciąż o jedno 
miejsce przesuwać w lewo, dopóki on nie zajmie miejsca ozna-
czonego przez ten drugi wskaźnik, to. wtedy będziemy « iwsze 
w tym przypadku, że przestawiamy dwa sąsiednie elementa. 
przy 6 < < / , zaś ir < 5 , 

klórc mają tylko zmianę w drugich wskaźnikach ; po przesta-
wieniu, ' 

one mają zmianę w pierwszych wskaźnikach Że zaś (o ma. 
miejsce dla każdego takiego przestawienia wzajemnego dwu 
e lementów, oraz, że za pomocą takich przestawień z pierw-
szego iloczynn otrzj iniijemy drugi, więc układy 

n a l e / ą  d o t e j s a m e j k l a s s y ,  t .  j . i l o c z y n o m s a m y m w y p a d n i e 

d a ć j e d n a k o w e z n a k i , j e ś l i p r z y d a w a n i u z n a k u k i e r o w a ć s i ę 

(>) łlclyż zniioniliśmy lylko p o r z ą d e k nas tęps twa c z y n n i k ó w . 
(2) i\p. w ukt ulzie 

zamias t s lawianiy 
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m a m y parzys lośc iy lub riiepurzystości§ l iczby zmian, każdemu 
z tych u k ł a d ó w odpowiadający (*). 

Możemy wiec powiedzieć, że czy my tworzijmy nasze 

1 . ^ 2 , . . . n 

iloczynów z iloczynu głównego, pi zez kolejne zastępowanie ukludii 
drugich jego ivi<kainikuw przez icszysikie ich przemiaiiy, czyteż 
przez 'podobne zastępowanie układu pierwszych wskaźników, to 
iloczyny te będą też same i z takiemiż samemi znakami. 

S u m m a algebraiczna tych wszystkich i loczynów nazywa się 

wyznacznikiem. y 

Zbierając razem to wszystko, cośmy wyżej o tych i loczynach 
mówi l i , m o ż e m y pos lawić lakie określenie wyznacznika. 

Wyznacznik systematu n^ elementów, w pewien oznaczony spo-
sób ustawionych w n lińerszach^ lu każdym po n elementów, jest 
to summa algebraiczna wszystkich możebnych różnych między sobą 
iloczynów n elementów, tak wziętych, że w każdy iloczyn wchodzi 
jeden element każdego itńersza i jeden element każdej kolumny (-); 

(') Sjidzę, źc podany lu dowód jcsl ściślejszy iak od dowodu BECKER,'a, 
1'eher einen Fundamenlalsatz iler Determinantentheorie (SCULOKMII .CI I ) 

Zeitschrifl fuv Math. u. Phys., rocznik XVi, sir. 530), jak i dowodu 
15ALTZER'a (1. c . » s i r . 6 ) . 

(-) Uzmysłowić to możemy w ten sposób. Wysławmy sobie szacho-
wnicę m a j j c ? n^ p ó l ; każde pole odpowiada j ednemu elementowi. AYlcdy 
tworzenie tych iloczynów odpowiada takiemu zadaniu :  we wszelki 
możliwy sposób tak na tej szachownicy usiawić n wież, aby żadna nic 
była przez inną wieżę szachowana. 
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pierwszy iloczyn, zwany głównym, jest iloczynem elementów ylów-
nej przekątnej i jest poprzedzony znakiem -f-; wszystkie iloczyny 
można utworzyć z iloczynu głównego, zastępując kolejno przez 
różne przemiany, albo tylko układ pierwszych jego wskainików, albo 
tylko układ drugich jego wskaźników, każdy z tych iloczynów 
należy wziąć ze znakiem -f- lub ze znakiem —, zależnie od tego, 
czy przestałoione luskainiki tworzą układ, należący do tej samej 
klassy, co układ odpowiednich loskainików iv iloczynie głównym, 
czy też do innej klassy. 

Ponieważ w każdy iloczyn wyznacznika systematu n- e le-
mentów wchodzi n e lementów (jako czynniki) w stopniu 
pierwszym, to każdy iloczyn, a tem Minem i ich summa, t.  j . 
wyznacznik, jest lunkcy^ n-ego stopnia względem e lementów. 

Tych i loczynów, t.  j . wyrazów wyznacznika, jest (§§ G, 7) 

z których połowa jest poprzedzona znakiem - f - , połowa zaś 
znakiem — (§§ 3,0). 

Każdy wyraz wyznacznika zawiera z każdego p ionowego 
i każdego poziomego rzędu jeden tylko e lement . Możemy więc 
powiedzieć, że : wyznacznik jest funkcyą jednorodną i Unijoicą 
elementów jakiegokolwiek wiersza lub kolumny. 

Wyraz ((wyznacznik » (') jest zręcznem tłomaczeniem w in-
nych językach powszechnie przyjętej nazwy : cc determinant)). 
Użył jej po raz pierwszy G A U S S W Disguisitiones arithmeticce (-) 

( ' ; Ze spolszczoną nazwą : ((wyznacznik » spotykamy się po raz pier* 
wszy w kursie lilogralowanym ; Algebra Wyisza podług wykładu pro-
fessora B A B C Z Y Ń S K I E G O W ; SzAio/e Głównej ^^'arszawskiej za rok 1 8 6 / I - 6 5 , 

( s i r . 299)» To jednak spolszczenie jest zasługą FRĄCZKIEWICZA. 
(^j Pierwsze wydanie w 1801, I.ipski 
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na oznaczenie | )c \vncg0 szczególnego p r z y p a d k u wyznaczii ika 
drugiego s t o p n i a ( ' ) . W l e m zaś znaczeniu, w j a k i e m wyraz 
« d e l e r n i i n a n l » dziś j e s l p o j m o w a n y , wpro \Yadzony  on zos ta ł 
do nauk i przez CAUCiiv'ogo 

Wyznacznik syslemali i i - = i e l e m e n t ó w 

^'i.i, ai.-h 

•'•2,1, ai-i, 

składa się z 1 :2 = ^ wyrazów i jest drugiego stopnia. Główny 
j e g o wyraz fli.ia^,). Zaslępujyc w nim układ drugich wskaź -
n ików przez układ otrzymamy zeń i loczyn a,,.i'?.).i 

gdy zaś układowi I odpowiada jedna zmiana^ a tem samem 
układy i 1 należą do odrębnych klass, to przed i lo-
czynem 6i,oa.2,, wypadnie postawić znak — i wyznacznik tego 
systematu czterech e l e m e n t ó w jest wyrażeniem 

( ') (( Numoriiin hb—ac, n ciiius indolo. proprlctales form(c r?a,'x'+ 
ii1bx\j-\-c\ni imprimis pciulcrc in spqueniibus docebiimis, f/eterminantnn 
(diiiiusforma' vocabimiis ». 'J"om I dzieł riAUSs'a (sir. 122). Gollingcn, 1863. 

To wyrażenie b'^ — ac jest wyznacznikiem systcmalii elemenlów 

b, a, 
c. b; 

jesl ono właściwie discriiiiinanteni formy ax- '2bxy cy-, według dziś 
przyjętej terminologii. Porównaj § 81. 

{-) Memoire Sur les Fonctions, qui na pcuuenf obfenir qnc dc.ux 
vilpurs .. 1'iozpiawa la pizedslawiona Aiiadeinii w 18112 r. ogłoszona 
w XVil caliier Juurnal de'l'Ecole Pohjlechniąue ( 1 8 1 5 ) . Wprowadzajac 
tę nazwę (sir. 51), CAUCIIY d o d a j e : « les dciix expressions suivanles, 
(( (łeleiminant et resu!tanle, de \ ron t ćlre regar.Iees commo s j n o n y m j s w 
Zob. Tb. 
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Gdybyśmy w głównym wyrazie iil^liid pierwszych 

wskaźników 1 , 2 zastąpili przez układ 1, to wyznacznik nasz 

przedstawiłby się w postaci 

Tak np. jeśli mamy cztery ilości 

5, 7, - 6 ,  a^ 

a ustawimy je w sposób np. taki : 

5,  — 5 

7,  a^ 

to wyznacznik tego systemalu jest 

5.6!" — 7.(—(1) = 5a- i'2; 

jeśli zaś ustawimy je np. tak : 

7, - ( • . , 

lo wyznacznik tego systemalu jest 

5 . ( _ G ) — 7 . « 2 = 

Podobnież, wyznacznik systemalu tak ustawionych cztercch 
ilości : 

sina, sin/3, 

C O S A , cosp, 
jest 

-f- s inacoss — s i n ( 3 c o s a = sin(a — fi). 
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Wyznacznik trzeciego stopnia, t.  j . wyznacznik syslcniatu 
= 9 ilości 

^^l.lł Ol,3ł 

«3,1> f'3.2ł «3,35 
posiada 1.2.3  = 0 wyrazów. Wyraz główny jest 

Zastępując w nim układ drugicli wskaźników przez wszystkie 
ich przemiany, a mianowicie 

I,  i , (zmian U) ^ 

1 , 'A, ( z m i a n a  i ) 

2, ;], 1; (zmian "ż) 

ii, I,  8; (zmiana 1) 

1,  2; (zmian "2) 

3, '2, 1; (zmian 3), 

otrzymujemy wyznacznik 

Gdybyśmy tworzyli przemiany w pierwszych wskaźnikach, to 
otrzymalibyśmy ten sam wyznacznik w takiej postaci 
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iNp. gdy dane są 9 ilości 

1, 2, 3,  i , 5, G, 7, 8, 9, 

ustawione w len sposób : 

1, r , , 

3, -i, 7, 

(),  8 ,  9 , 

to wyznacznik lego sjsleinalu jest 

+ 1.4.9 — 1.7.8 - | - ; 2 . 7 . 0 - ^ 2 . 3 . 9 4 - 5 . 3 . 8 - 5 . 4 . 0 = 10; 

jeśliby zaś leż same ilości twoi-zyły sysleniat 

l , - i , 

4, 5, O, 

H, 9, 
to jego wyznacznik 

+ 1.5 9 — 1.0.8 + 1 0 . 7 - -2.̂ 1.9 + 3 . Z , . 8 — 3 . 5 . 7 = 0. 

ZADANIA . Rozwinąć i obliczyć wyznaczniki następujących 
sys lematów elementów : 

(1°) 

20, 4, 

- 5 ,  I . 

4, - 1 , 

) 

1 . 

a-. .//. 
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s ina, cos a, 

— cos a, s ina. 

(5») 

(0») 

Cl") 

i m 

17, 15, I I , 

• 13 , 13, 1-2, 

9. 

- 1 , - 1 , 

- - ł 

0, 1 . 

0 , f , 

— a, 0, 
— b, —  c , 0. 

0, 
a, 0 , 

b, c , 0. 

0, - 0-, 

- - OJ — c, 

'J, — c 0. 
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( 1 1 ° ) 

{aJrby,  cS  r S 

{b-i-cf 

b\ [c + fl)'^. 

OC y OC ̂  %JL f 

OL f • ^ ̂  ^ ^ 

(13-) 
1, 1, 1, 
a, a, b c, 

b, c a, b. 

(U") 

1,  1 ,  I , 

H- ?/, + ?/o, r, + 2-2, 

-i^ł-^a, //l//-2, 

(150) 

1,  1,  1, 

I, 1, 

1. 1, l - h ^ a . 

1, 1. 

1,  1 , 
1, 1, H - « 3 . 

(17») 

O, — a, — b, 

1, COSy, 

COS y,  I . 
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(180) 
i , i , 1, 

s i n a , s in/3, s i n y , 

c o s  a , c o s (3, C O S y . 

( l f l») 

(20") 

O D P O W I E D Z I : 

f i") 40 . (2") — l a . ( 3 " ) ? / — X . ( i " ) ! . 

^ 5 ) y-1 (C,.) ("") — 1 •") . 

(80)  0 . • (9") ±abc. (10«) ^Inhr. 

(11 o) 'labc(a J^hĄ-cf. (12") 

(130) (^a — bĄ-c){o - ( ) — c). 

(U") -y.2) (?/, —s,) (z, 4- (x.> - y . ) (y-i — z,) (z, - ,r,) ('). 

( 1 5") ttiOi. ( 1 6") 0,rt.203( I - f - Ol ~ ^ +  4 " • 

( ') Jeśli 0*1, %ji, x>, y>, zi sg odległości sześdii pi inlaów prostej 
od pewnego pmiiitii lejże proslej , lo, jeśli wyrażenie (l/i°) równa się 
zeru , te sześć punktów sęi w inwoliicyi. 
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' R O Z W I N I Ę C I E W Y Z N A C Z N I K A . — ROZ. l — ^ 10. iłM 

(170) 

(180) 

(-20°) 

^ 10. 

Dla rozwinięc ia wyznacznika trzeciego slopnia istnieje nader 

praktyczny sposób, który podał S A U R U S (•' '). 

Gdy dany jest systemat e l e m e n t ó w 

«l,3i 

0.2,3, 

3̂,3> 

to przystawmy po trzeciej k o l u m n i e pierwszą, a n a s t ę p n i e 
d iugą , oraz i)oprovvadźmy od e l e m e n t ó w p ierwszego wiersza 
linije proste ( p r z e k ą t n e ) , łączące trzy e l e m e n t y : 

(•) Jeśli a i 6 sji clliip;ości dwu boków trójkąta, nacliylonycii wzglę-
dem siebie pod kalem to wyrażenie (17°) przedstawia kwadrat d ł u -
gości trzeciego ijoku lego trójkąta. 

Jestto wyrażenie podwójnego pola trójkąta, którego wierzchołki 

w CAnTESius'a prostokątnym układzie współrzędnych są : Xi, y r . y-2; 

^ •i, V  i . 
(3) L''INK. Elements dWhjebre. i8Zi() (2gie wydanie, s tr . 95). Po -

równaj : I I 0 S T 0 R ' a Elements de la Thenrie des Determinants 
Paryż, 1877 (str. ?3) . 

http://rcin.org.pl



2 4 T E O a Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

(można także pod trzecim wierszem danego systematu podpisać 
jeszcze raz pierwszy, a następnie drugi : 

i podobnież poprowadzić przekątne łączące trzy elementy). 
Utwórzmy następnie iloczyny e lementów znajdujących się na 
przekątnych i postawmy znak przed iloczynami, odpowiada-
jąceini przekątnym, idącym w kierunku od lewej ku prawej 
(od góry zaczynając), znak zaś — napiszmy przed i loczynami, 
odpowiadającemi [)rzokąlnyin, idącym (odgóry wciąż uważając) 
w kierunku od prawpj ku lewej. Będzie więc wyznacznik 

S 11. 

Jak wypisać Miclodycznle wszystkie wyrazy wyznacznika 
n-ego stopnia? 

Wyrazy wyznacznika tworzą się z g łównego przez tworzenie 
różnych przemian albo w układzie tylko pierwszych jego 

wskaźników, albo też tylko w układzie drugich jego wskaźni -
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R O Z W I N I Ę C I E W Y Z N A C Z N I K A . — R O Z . I — § 1:2. 29 

k ó w ( § 8 ) . Rzecz się w i ę c sprowadza do metodycznego u t w o -

rzenia z n ilości 
L,  3 , . —  1 , W 

wszystkich 
1 . - 2 . 3 . .  . N 

ich przemian, które to przemiany mają być utworzone czy to 

przez pierwsze, czy też przez drugie wskaźniki e l e m e n t ó w w y -

razów wyznacznika. 

.leśli wys tawimy sobie te « ilości jednostajnie rozmieszczo-

nemi na okręgu koła, które następnie około jego środka b ę -

dziemy obracać ciągle w jedną stronę, coraz o , to naprze-

c iwko p:;wnego punktu, będącego zewnątrz koła, coraz inna 

ilość i>ię znajdzie : 

Gdy nas tępnie zaczniemy w y p i s y w a ć po sobie i lości , zaczynając 

o d i lości , będącej naprzec iwko punktu * (przy czem z a w s z e 
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W tym s a m y m kierunku postępować będz iemy) , to o t r z y m a m y 
w ten sposób n następujących przemian 

1,  2, 3, 4 , .  n ; 

'2,  a ,  4 , . . — 1 , n,  1 ; 

4 , . . . . n — I ,  n ,  l , (1) 

1, -2, 4, . . . . n — I. 

W ii aż tlej z tych przemian zostawmy jedn?, o d p o w i e d n i o tę 
s a m j , i lość nieporuszonę, np . , w każdej przemianie nieporu-
szoną niech będzie i lość pierwsza. Rozmieszczając pozostałe 
n — i ilości w p o d o b n y powyższemu sposób na okręgu koła, 
o trzymamy, podobnie jak poprzednio,  n — 1 przemian n — 1 
i lości , które to przemiany dopisujcie  do owego nieporuszonego 
eleinnnUi, utworzymy z ka/.dej z powyżej wypisanyc,!i n prze-
iiiiiin (1; nowych przemian n — \ . N|». z drugiej / . [irzeiiiiaii (1), 
po [>iizostawieniu niepoi uszcncj pipi'\vsz(\j i lości, a i)r/.<'stawic'niii 

pozostałych według- powyi^szcgo -pos^h;!, o lr-y na • y — I 
pr/eni ian : 

-2, I , . . —  I , / / ,  I . 

2 , 1 , 3 , 4 , . . . . , 7 . - 1 ; 
ł 

2 , 4 , ; . . , n - \ , n . 

P o n i e w a ż z każdej z n przemian (1) otrzymamy w ten sposób 
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R O Z W I N I Ę C I E W Y Z N A C . Z N R K A . — H O Z . I — 1 1 . 

przemian n — 1 , to ze wszystkich przeMiian(l) otrzymamy 

przemian 

n{n — 1). 

W każdej znowu z tych przemian, oprócz ilości, poprzednio zc 
swego miejsca nieporuszonej, zostawmy w spokoju jedn^ jeszcze 
i lość, np. drug? (we wszystkich przemianach). Rozmieszczając 
pozostałe w — 2 ilości na okręgu koła, a przestawione dopisując 
obok nieporuszonych dwóch ilości, tym sposobem z każdej 
z n(n — 1 ) przemian utworzymy przemian n — i ; ze wszystkich 
więc n(n — 1 ) przemian otrzymamy przemian 

n{ii • -- 1 Vłv —-2). 

Postępuiąc w tenże sam sposób dalej, utworzymy metodycznie 

wszystkie 

— 1)0; -2 ) . .  . i 

przemian naszych n ilości ('). 

Naprzykład, z i 'lości 

1 . 2 . i 

wszystkie 1.2.15. i = 2 i prze iiian możemy według trj im lody 
tak utworzYi" : 

( ') Zasadę logo zręcznego sposobu iworzenia wszyslkicli p rzemian 
iliikolwiek ilości, przy pomocy ko łowyd i przes iawień, [podał p ierwszy 
(Meier) Hmscuw Aufgaben z. d. algebr. Gleichungen. 1809. (L, str.326). 
1'orówiiaj w Jahrbuch ucb^r die Fortschritte der Mathematik O H R T -

M A N N A , a r lyku l STOLz'a p. t. Babczijński. Ueber die MuUiplication der 
symmetrischen.... Functionen. Tom. IV, za 1872 r. (sir. 209). 
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Na okręgu koki 
(i ilośr.i. 

Na okręgacli kól 
po 3 ilości. 

Na okręgacli kót 
po 2 ilości. 

Liczba 
zmian. 

1 , - 2 ,  i ; 1 :{ i • - l, 2,  i ; 

1, 2, 4,  3 ; 

0 . 

1. 

1, 4, 1, 3,  i ,  2 ; 

1, 3, 2, 4; 

2 . 

1 . 

1,  i , 1, 4, 2,  3; 

1. i, 3.  i ; 

2 . 

3. 

•2,  i , 1; 2, 3,  i , 1; 2, 3, 4, J i 

2, 3,  i .  4 ; 

3. 

-2, 

1 l, 1, 2, 4, 1,  3 ; 

2, 4, 3, i ; 

3. 

4. 

2. 1, i 1, 3,  4 ; 

2, 1, 4,  3 ; 

1. 

2. 

i , 1, 3 4 1 • 

3, 4, -2, 1; 

4. 

T). 

I , 2,  i ; 3, 1,  4 ; 

3, 1, 4,  2; 3. 

i ,  1 ; 3, 2, 4, 1 ; 4. 

3. 

i , 1. 1 i 1 ;{• 

i ,  2 ,  1 ; 

4, 1, 2,  3 ; 

3,  2 ; 

4, 2,  3,  l ; 

i, 2, 1,  3; 

3. 

i . 

5. 

4. 

, ''}  i , 4, 3, 1,  2 ; 

i , 3, 2, 1; 

5. 

(). 

http://rcin.org.pl



R O Z W I N I Ę C I E W Y Z N A C Z N I K A . — R O Z . I — § 1 : 2 . 29 

12. 

Zastępując w \vyi'azie g łównym czylo układ pierwszych jego 
wskaźników, czyteż układ drugich jego wskaźników, wszyst-
kiemi przemianami tych wskaźników, któro utworzyć możemy 
według sposobu, w poprzedzającym § wskazanego, a następnie 
poprzedzając iloczyny e lementów znakiem -f- lub z n a k i e m — , 
stosownie do tego, czy układ przedstawionych wskaźników 
należy do tej samej klassy,  co układ odpowierhiich wskaźników 
w wyrazie g łównym, czyteż do innej klassy, otizyiiiamy rozwi-
nięcie wyznacznika jakiegokolwiek stopnia ('). 

( ' ) B E Z O D T , W Recherches sur le degró des eąualions rćmltantes de 
Vevanouissement des incommes, et sur les moyens <ju''il concient d'ein-
ployer pour trouver ceseąuations (Histuire de l'Acad, Itoy. den Sciences, 
za lok 176Z| s t r . 292), podaje sposól) iworzciiia wyniżcń, zwanych dziś 
wyznacznikami , w razie, gdy mamy już lakio wyrażenie o jedność niż-
szego stopnia. Sposó!) len zaie a się praUlyczności? i pros'ol?i. Oi)jaśnimy 
go na przykładzie. Tak, jeśli m;»my \v\znacznik drngiogo stopni.i, n t w o -
r z j n y [)rzez przeslawieine w wyrazie głównym pierwszycii wskaźników : 

10, o.lrziiciwbzy drugie wskaźniki , mieć będziemy wyrażenie 

Do każdego z tych d w u wyrazów dopiszemy ilość 03, s tawiając jgi 
naprzód po osialnim, później po przedostatnim i t.  d. czynniku, nakoniec 
jeszcze przed pierwszym czynnikiem, przy czem, zachowuj^ic przy p ie r -
wszem przystawieniu ilości  a j |) ierwolny znak Avyrazu, dalej już będziemy 
znaki stawiać na przemian, za każdem nowem dopisaniem ilości 03. 
Będzie więc 
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Tak np. wyznacznik 4go stopnia systernatu e lementów 

Dodajcie t e raz , j a k o d r d g i c wskaźniki , liczby 1 ,  3 , wci?iż w lym s a m y m 
p o r z ą d k u , o t r z y m a m y wyznaczn ik 

W podobny sposób , m a j ^ c j u ż wyznaczn ik t rzeciego s lopn ia , m o g l i -
byśmy zeń i i iworzyć wyznaczn ik s topnia c z w a r t e g o , i t. d. 

C A U C H Y w Memoire sur les clefs algebrigues {Exercices dWnalyse et 
de Physiąue Mathematiąue, tom IV. Paryż , 18^7 ) w p r o w a d z a ( s t r . 356) 
klucze algebraiczne, t.  j . « z m i e n n e k tó re tylko prze j śc iowo zjawiajgi się 
» w wyrażen iac l i . a którycl i i loczyny majg być w tych wyrażeniacl i os ln-
» tccznie zas tąpione przez dowoln ie w y b r a n e i l o ś c i » .  T c zaś klucze w ten 
sposób zas tosowywa  do rozwinięc ia wyznaczn ika n - c g o s topnia systernatu 
e l e m e n t ó w 

W p r o w a d ź m y n k luczów 

i p o d d a j m y jc n a s t ę p u j ą c y m w a r u n k o m : 1" i loczyn d w u równych k lu -
czów jes t ze rem (np. = 0 ) ; iloczyn wszysikich k luczów w po-
rządku n a t u r a l n y m AjA^^j. . . / . „ = + 1 ; iloczyn wszysikich k luczów, 
wziętych w j )cwnym p o r z ą d k u = - f - 1 l " h = — 1. s tosownie  do tego, 
czy liczba p r z e s t a w i e ń  po dwa k lucze , j aką w tym układz ie k luczów t rzeba 
wykonać , aby dojść  do u k ł a d u kluczów w p o r z ą d k u n a t u r a l n y m , jest 
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jest 

parzysta lub nieparzysta. Mnozgic wtedy wszystkie elementy pierwszej 
(np.) kohniiny przez X,, drugiej przez A J , i  I . d . , ostntni t j przez 1„, 
utworzymy iloczyn wierszy systematu tak pomnożonych elementów, t  j , 

a rozwljajgic ten iloczyn, będziemy czynniki oddzielnych wyrazów wypi-
sywać w takim porzgdku, w jak im one w tem wyrażeniu iloczynu się 
z n a j d u j ę , uważajęc od lewej  ku p rawe j . Zastępnjgc nakoniec iloczyny 
Iduczów ilościami O, - j - 1 , lub — 1 , stosownie do postawionych wyżej 
dla nicli warunków, o t rzymamy żgdane rozwinięcie wyznacznika (str. '61U 
i nast . ) . — Naprzykhd , gdy j i = 3, to ten iloczyn j e s t : 

nie pisząc w jego rozwinięciu wyrazów takich, jak 

gdyż stosownie do pierwszego warunku 
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Z A D A N I A . — Rozwinąć i obl iczyć wyznaczniki następujących 

systeniatów e l e m e n t ó w : 

13, 17, 4, 

18 , 2̂8. 33, H, 

30, .10, 54, 13. 

24 , 37, 40, 11. 

5, - 1 0 , 11. 0, 

— 1 0 , - 1 1 , 12, -i. 

11, U , -- 1 1 , 2, 

0 , i , — 0 . 

otrzymamy, jako rozwinięcie lego iloczynu, wyrażenie : 

Zastosowania kluczów algebraicznych do ujawnienia niektórych własności 
wyznaczników można znaleźć u r.K.i.LAvrns'a w Sposizioiw elementare 
delia Teorica dci Dełerminanti 8 1 - 9 0 ) . 1 8 5 7 R.) 
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(3") 

(4«) 

(5") 

(I?) 

10, 18, 1, 1-i, 22, 

4, 25, 10, 

23, 0, 19, 15, 

n , 13, 21, 0 , 

11, 24, 20, 3 ( 0 . 

0. 1, 1, 1. 

i , 0 . 1, 1, 

1, 1, 0 , 1, 

1, 1, 1, 0. 

1, 1, 1, 

1, - 1 , - 1 , 

1, - 1 , 1, - 1 , 

1, - 1 , -- 1. 

- 1 , 

l , 

l , 

i . 

1, 

— 1, 

• 1, 

1, 

1, 

1, 

— 1, 

" 1, 

1, 

1, 

'l, 

— 1. 

( ' )  Tc 25 f lcmci i lów s?  n - = 5- liczb calkow ilycb od 1 do 25, kiórc 
są iislawionc lak, że tworzą « kwadra t magiczny » , t .  j . s u m m a liczb znaj-
du jących się w każdym wierszu, każdej kolumnie i każdej p rzeką tne j 

równa się slale 
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(8") 

( 'J" 

(10") 

(11°) 

0 , 1, 1, ł , 

1, 0 , c , 

i , 0 , 

i . • 

% y? 

1, 0 , } 

1 
y > 0 , 1, 3 

1. 

u , X , 

X , 0 , z . 

Vy 0 , 

2, X , 0 . 

0 , —y^ 

— 0 , (•} 

- c , 0 , 

— 2 , - i . 0 . 

0 , ih 

— - r , 0 , 

- y . —C, 0 , 

— . 0 . 
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(1 -2" ) 

X, a, b, c, 

—a, X, d, e, 

—by —d, X, /; 

(13") 

(11°) 

(15°) 

—C, —e, - A X. 

1, 1, 1, 1, 

o-, yy 

y j 
•> 

Ol, 1, u . 0, 

0 , 0, 

0, - 1 , 1, 0, 

0, - 1 , 1, 

0 , 0, - 1 , " j . 

1, 1, 1 1, 

1, 1, COSa, cos(3 , 

1, c o s « , 1 , COSy, 

1. COSp, C O S y , 1. 
(16») 
Jaki znak, -[- czy —, ma wyraz wyznacznika systematu n-

elementów 
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utworzony przez elementy niegłównej przekątnej ( ') , to jest 

ODPOWIEDZI : 

{I") -

(O") -

( 9 ' ) -

(10°) 

(120) 

( 1 3 ^ 1 

(14») 

(150) 

( ') iVnz\\\aiicj niekiedy « drugo przekątno » kwadui tn clemenUjw. 

(-) 

je.stlo więc mianownik siudiiiego ulamk.i [i z J j l żoncg ) ( rcdukui) lakiego 
ulamkn civtgłi.'go (Zob. § 108; : 

I 
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(10») Znak jest przez wyrażenie (—1) ^ określony ( ' ) . 

§ 13. 

Badanie własności tych wyrażeń szczególnych, k tóre dziś 
wyznacznikami nazywamy, wzięło swój pocz^Uek przy roztrzą-
saniu rozwi^izań układa równań pierwszego stopnia (§ 17). 
I dla tego dot^d w niektórych podręcznikach pojęcie wyznacz-
nika n-ego stopnia wprowadzanem bywa przy zadaniu : z n rów-
nań jednorodnych pierwszego stopnia z n niewiadomemi wyru-
gować te niewiadome. 

Tak, jeśli mamy układ dwu takich równań 

(które majg nńeć miejsce jednocześnie, t.  j . pewne wartości 
dla Xl i równaniom zadosyć czynią), to, mnożnie pierw-
sze równanie przez drugie zaś przez —aj,2, wskutek 
dodania otrzymamy równość 

(') Albowiem przemianie drugicli wskaźników i! OCZynil —!• • • 

rtM_i,ia„,, odpowiada : n — 1 zmian, zależnych od wskaźnika pierwszego 
elemenUi, n — 2 z i n i a n , zależnych od wskaźnika drugiego elementu, i l .d . , 
nakoniec, jedna zmiana, zależna od wskaźnika przedostatniego ele-
mentu . Hazom zmiau 

Będzie więc ten iloczyn poprzedzony znakiem + lul) zaakieni  —, sto-

sownie do tego, czy, przy n danem, (—1) ^ jest jednościji dodatną, 
czyteż odjemn? (§ 6). 

(-) Ta równość ji st warunkiem aby dane równania były jednoczesne, 
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której pierwsza strona, t. j. wyrażenie ' 

jest , jak wiemy (§ 9), wyznacznikiem systernatu elementów 

Podobnież, gdybyśmy mieli układ trzech równaii 

i pierwsze z nich pomnożyli przez — drugie 
przez fl!3,2«i,3 — «i,2«3,3. ^ trzccic przez fli,2a2,3 — «'2,2ai,3, a na-
stępnie tak pomnożone dodali, to otrzymamy równość 

«1,1«2,2«3,3 «),1^2,303,2 + «2,l«3,20l,3 — «2,1«1,2«3,3 + 

t.  j , miały spólne rozwiązanie, gdyż możemy  j e przedstawić w kształcie 
n ie jednorodnym 

Jeśli te równania mają spólny pierwiastek, to wyznaczając — z jednego 
Xl 

z tycłi r ównań i podstawiając tę wartość w drugie , o t r zymamy tożsa-

mościowo o.),, ^ — - | - a _ > , i = O, czyli ai.tOi.o—ai,-2a>,i = 0. 
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której pierwsza Strona jest (§9) wyznacznikiem systematu ele-
mentów 

Biorąc układ podobnycli 4 równań z 4 niewiadomemi,.") ró -
wnań z 5 niewiadomemi i  t .  d . dojdziemy do wyrażeń, będą-
cych wyznacznikami odpowiednio 4go, 5go i wyższych stopni. 
Możemy więc powiedzieć, że mając n równań linijowych jedno-
rodnych z n niewiadomeaii 

przez wyrugowanie tych niewiadomych dochodzimy do wyra-
żenia, zawierającego same tylko spółczynniki naszych r ó w n a ń , 
które jest wyznacznikiem n-ego stopnia systematu n- e lementów 

Powiedzieć więc możemy : 

Jeśli z danych n równań jednorodnych pierwszego stopnia z n 
niewiadomemi wyrugujemy te niewiadome, to otrzymane wyra-
żenie, złożone z samych tylko spółczynników, jest wyznacinikiem 
systematu n'^ spółczynnikóio danych równań. 
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§ 14. 

CAUCIIY W Memoire Sur les Fonctions, qui ne peuuent obtenir 
que deux nateurs egales et de signes contraires par suitę de 
t)'anspositions operees entre les variables guelles renferment 
w ten sposób wyprowadza pojęcie wyznacznika. 

Niechaj będzie n różnych ilości 

tti, 03» • • • 

Utwórzmy różnic każdych dwóch tych ilości, t.  j , 

Iloczyn tych różnic jest funkcyą znakomienną (fonction a l ter -
nće),  t . j . , przy rozmai tem (we wszelki możliwy sposób) prze-
stawianiu między sobą ilości 

iloczyn 

I 

o t rzymuje dwie war tości , różniące się tylko znakiem.  2e zaś 
iloczyn 

') Journal de VEcole Polyteclmiąue,Cahier X V I I , 1 8 1 5 . 
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jes t funkcy^ symetryczny, to iloczyn 

jes t także funkcy^i znakomienną . « Wys tawmy sobie teraz, że 
)) rozwinęliśmy ten iloczyn, oraz, że w każdym wyrazie rozwi-
)) nięcia zas tępujemy wykładnik każdej głoski przez drugi 
» wskaźnik, równający się wykładn ikowi , o który idzie, pisząc 
» np . ar,s zamiast a',., zaś a^^r zamiast a'".,: o trzymamy w ten 
» sposób now^ funkcyę z n a k o m i e n n ą . . . ( ' ) . Taka jest najogól-
1) niejsza postać funkcyj , k tó re oznaczać nadal będę nazwą d e -
» t e rminan tów » (-) . 

Np. , n iechaj będą trzy ilości 

u twórzmy znakomieimą funkcyę 

rozwija jąc ten iloczyn, a wyraźnie wypisując domyślny wykład-
nik  i , m a m y 

z którego to wyrażenia , s tawiając drugie wskaźniki zamiast wy-
k ładn ików, o t rzymujemy wyznacznik 

( ') « . . . now? funkcyę .symetryczny znakomienng, która , zamiast być 
» przedstawiany przez S ( ± o'10-2033 . . . a"„). będzie przedstawiony 
» przez S ( z t Oi,iOiofir3_3.. .a„^„), gdzie znak S odnosi się  do pierwszych 
)) wskaźników każdej głoski. » 

Str. 62 . 
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Doląd wielu autorów utrzymuje len wywód CAUCHY'ego, 
modyfikując go jednak nieco. Mianowicie, mając dane n ilości 

tworzą iloczyn różnic 

W wyrazach rozwinięcia tego iloczynu wchodzi whiściwie 
lylko n — I z pomiędzy n ilości 

dodają więc, jako czynnik, do każdego wyrazu niewchodzącą 
weń ilość z wykładnikiem zero, a następnie w t a k k m rozwi-
nięciu wykładniki zastępują przez drugie wskaźniki, tak, że za-
miast a^i piszą ai^u, zamiast m piszą a,,,, zamiast a^i piszą ai_o. 
Otrzymane w ten sposób wyrażenie nazywają wyznacznikiem n^ 
elementów : 

Np. mając trzy ilości 

utworzymy 

( ' ) I I E S S E ,  J .  A . S E R R E T , S T U D M C K A , i t.  d . 
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Stawiając iiakoniec wykładniki jako drugie wskaźniki, mamy 
wyznacznik 

Widzimy wiec, że o wiele racyonalniejszym jest już pierwotny 
wywód CAuciiY'ego. 

^ 15. 

Z rozmaitycti znakowań wyznacznilca, jakie łiyły w p r o w a -
dzone i używane przez różnych badaczów najpowszechniej 
dziś używanemi s^ następuj^ice. 

(1) Gliaiiiklerystyczną i często w i adaniacli bardzo dogodną jest metoda 
znakowania , której używa SYLYESTER : 

(I Moja meto.ia polega na wyrażeniu ilości w taki sposób za pomocą 
» głosek ; 

» Każda ilość jest tu przedstawiona dwiema g ł o s k a m i : same głoski, wzięte 
» oddzielnie, nie są symbolami ani ilości ani działania, lecz tylko cieniami 
» fumbrsć) , albo idealnemi elementami symbolów ilościowych. Mamy teraz 
» sposób przedstawienia powyżej danego de te rminan tu w zwięzłej postaci ; 
» w tym celu należy nam tylko napisać jeden szereg cieniów nad drug in i , 
» j a k nas tępuje : 

n Jeśli teraz chcemy otrzymać wartość algebraiczną lego de te rminan tu , lo 
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Gdy dany jest systemat n- e lementów i chcemy w symbolu 
wskazać wyraźnie wszystkie e lementy , to znaku jemy wyznacz-
nik, u j m u j ą c ten systemat e l emen tów, odpowiednio us tawio-
nych , w dwie pionowe kreski. Wyznacznik więc systematu w-
e lementów 

oznaczymy wtedy tak : 

ai.i, • • > Oi^n 

('•2.1, a.),.2. • . . , aę,,n 

^n.iy O n , . • • ł 

Jeśli zaś nie jest koniecznom utrzymanie w symbolu wszyst-
kich e lementów, jeśli, zatrzymując niektóre tylko, jes teśmy 
w stanie z zatrzymanych e l emen tów odtworzyć pozostałe e le-
men ty wyznacznika : to wypisujemy w symbolu tylko wyraz 

» należy nam tylko wzi^ić a , , a : , . . .a„ we wszystkich 1 . 2 . . . n l ozma i -
» tych polożeniacli i ouzymamy 

» w klóreni - to wyrażeniu Oj, 0-2, . . . , 0„, przedstawia pewien porz^i-
« dek liczi) 1, 2, . . . , n. » {Philosophical Magazin, 1851. Kwiecień. 
Ona new Class of Theorems..,.) 

Znakowanie lo SYLVESTEII'a nosi nazwę : « niiibral nola t ionn, znako-
wanie cieniowe. 
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^'lówny lego wyznacznika; na oznaczenie zaś, że mnmy pi-zezcii 
rozumieć nie jeden tylko wyraz wyznacznika, lecz cały wyznacz-
nik, używamy symbolu : 

lub też symbolu 

§ 16 . 

Gdy mamy systcmal mn e lementów (§ 4) przy m nie rów-
nem n, t.  j . gdy liczba kolumn jest różną od liczby wierszy, to 
używany bywa symbol 

Zwykle przez taki symbol, gdy w > r-, ł. j. gdy liczba ko-
lumn jest więl-iszą od liczby wierszy, rozumiemy .summę wszyst-
kich możliwych wyznaczników, otrzymywanych przez kombi-
nowanie ze sobą n kolumn. 

Tak np. symbol • 

używany bywa na oznaczenie summy wyznaczników 
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lak że możemy pisać 

gdzie znak i odnosi się do wszystkich 

kombinacyj z 3 ilości : 1, % 3, po 2, które kolejno, zamiast a 
i |3, stawić należy .po prawej stronie, jako drugie wskaźniki ele-
mentów wyznacznika. 

Podobnież rozumieć będziemy, że 

gdzie znak S odnosi się do wszystkich 

kombinacyj, jakie z 5 ilości 1, 3, 4, 5 po 4 utworzyć można 
i które kolejno zamiast « i |3, j ako drugie wskaźniki e lementów 
wyznacznika, podstawić należy. 

Również 

gdzie znów znak S odnosi się do wszsylkich ^ 

kombinacyj , jakie z 5 ilości 1, 3, 4, 5, po 3 utworzyć można 
i które to kombinacye należy wszystkie, jako drugie wskaźniki 
e lementów wyznacznika, stawić kolejno zamiast a, y. 
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W Ogóle, przy m > u, 

gdzie znak S rozciąga się na wszystkie kombinacye m ilości 

• |)0 n, których, jak wiemy, jest 

tak, że każdą z tych kombinacyj należy kulejno stawiać zamiast 

jako drugie wskaźniki elementów wyznacznika ('). 

Zobaczymy dalej (§ 44), że, jeżeli w tylko co wypowiedziany 
sposób pojmujemy symbol 

w przypadku, gdy m > n, to zatem idzie koniecznie, że syn;-

(') Fymbolc podobno, w przypadku m — n , przedstawiają zwykły wy-

znacznik. Badanie własności tych symbolów obejmowałoby więc w sobie 

j badanie własności wyznaczników. Podobne badania spotkać częściowo 
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l)ol podobny, w razie, gdy m < n, t. j . , gdy liczba kolumn jest 
nmiejsz^ od liczby wierszy, np. 

> 

> 

> 

ma zawsze wartość zera ( 0 . 

H 7 . 

Początek rozwoju teonji luyznaczników na'leży upa t rywać 
w następujocym ustępie li^tu LEiBNiT/.'a do L'HosPiTAL'a, 
z dnia 28 kwietnia 1093 roku : 

« Czyż nie jest p rawdy, że, kiedy potrzeba wielu głosek, te 
» głoski nie pr/.edstawiajg całkiem związków, jakie istnieją po-
n między w ie lkośc i ami , przez nie oznaczonemi , natomiast , 
» przy posi łkowaniu się liczbami, mogą ten związek wyrazić? 
» Naprzykład, nieciiaj będą przedłożone trzy proste (3) równania 
» z dwiema n iewiadomemi , w celu wyrugowania tych dwu 
» n iewiadomych, a to za pomocą prawa ogólnego. Przy jmując 

10_|_ l = ( 1 ) 

„ i 2 0 4 2 1 7 / + 2 2 / / = O (2) 

., i 304- :3 i , t - i - ;}2y = 0, (3) ' 

» gdzie pozorna (ułudna) liczba u)a dwie es t ry , pierwsza mi 

można w dziele Teoria le Dtt'rniinant.i e loro applicaziuni dl Nicola 
I LIUDI. N e a p o l . 1 8 G 2 . 

( ' ) Syslemat  m n elemcnlów r.vLTZKR nazywa « d e f e c l W w ruzic 
Ht >  n , zaś ((i'xcessiv.), w razie m <  n . {Th. u Anxv. d. Det., czwarte 
wydaiiie, s i r . 5 .) . 

{-) Leibniz-ns ficsamwellc ]\'crjic... heraitsgegcbcn von P E R T Z . 

Di iUe I^ilgo, zweiter Band, Leibtńzcns malhemalische Schrifften heraus-
g"geben von (ituHAUT. Ersle Abtlicilung, Band II. Ucrlin, 1 8 5 0 , s i r . 239. 

(3) To jesl liniowe (: topnia pi('rv'^zcgo względom niewiadomycli) . 
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» wskazuje z którego jest równania, zaś druga mi wskazuje do 
» której należy głoski. Tak rachując , zna jdu jemy wszędzie 
» harmonię , która nietylko, że służy nam za rękojmię, lecz 
» nadto dozwala nam odrazu dostrzedz prawidła lub twier-
» dzenia. Naprzykład, rugując naprzód y za pomocą pierwszego 
1) i drugiego równania, mieć będziemy : 

» a z pierwszego i trzeciego nłieć będziemy : 

(5) 

)) gdzie należy^ zauważyć, że te dwa równania różnią się tem 
» tylko, że pierwsza cyfra ^ została zamienioną na pierwszą 

cyfrę 3. Zresztą, w wyrazach podobnych jednego równania (•) 
» cyfry pierwsze są te same, a cyfry drugie tworzą tęż samą 
» si immę. Należy teraz wyrugować głoskę x z czwartego i pią-
» tego równania, a jako wypadek mieć będziemy (-j. 

( ' ) Takie tylko można tu ziiaczonie dać nieścisłemu wyrażeniu : « dans 
u u m e m e te rme d'uiie memc equation.)) 

Gdyby LEIBNITZ to równanie pisai w ten sam sposób w jaki pisze 
równania (/i) i (5), to byłoby (§ 13) : 
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» które jes t ostatecznem równan i em, oswobodzonem od obu 
» n iewiadomych, któreśmy chcieli wyrugować , a k tóre samo 
» przez się przeds tawia się dowiedzionem (i), wsku tek h a r -
» monii da jące j się wszędzie zauważyć, a j a k § t r u d n o byłoby 
)) odkryć , używając głosek a, b, c, osobliwie gdyby liczba 
« głosek i r ó w n a ń były wielkie. W części ta jn ie analizy polegają 
» na znakowaniu, to jest  na kunszcie dobrego używania znaków, 
» k tó remi się pos ługujemy, i pan widzisz, z tej małej p róbk i , 
» że Viete i Descartes jeszcze nie znali wszyskich tych t a j emnic . 
» Prowadząc nieco dalej ten r achunek dojdzie się  do pewnego 
» twierdzenia ogólnego dla jakiejkolwiek liczby mogących być 
» wziętemi głosek i równań pros tych . Oto ono, jak  ja  j e kiedyś 
» znalazłem. Gdy danych jest ilekolwiek równań, dostatecznych 
)) dla wyrugowania ilości, które prostego (pierwszego) stopnia 
)) nie przewyższają, to, według poprzedzającego równania, na-
.) przód, należy wziąć wszystkie kombinacye możliwe, w które 
)) wchodzi jeden tylko spólczynnik każdego równania; powtóre te 
» kombinacye, w razie postawienia ich po tej samej stimiie 
I) poprzedzającego równania, mają przeciwne znaki, jeśli mają 
» o jedność mniej spólnych spółczynnikóiv niż liczba rugowanych 
» ilości; pozostałe mają też same znaki 

lewa strona lego równania przedstawia rzeczywiście wyznaczuiii syste-
matu elementów 

10, 11, 12, 
20, 21, 22, 
3 0 , 3 1 , 3 2 . 

( ' ) 'I et qui por te sa preuve avcc soy. a 
(2) W pierwszej części lego twierdzenia : mmmendce sunt omnes com-

« binationes possibiles, quas ingreditur una tantum coefficiens unius-
i) cujusque CBquationis)y można upa t rywać pierwsze postawienie ogólnego 
określenia wyznacznika . Zawarte zaś w drugie j części prawidło na znaki 
wyrazów widocznie jest zbyt pośpiesznym wnioskiem ze szczególnego 
przypadku ; trzech równań z dwiema niewiadoniemi. 
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Chociaż LEIBNITZ W innym liście do L'HospiTAL'a wyraża 
się o tym swoim «sposobie liczenia za pomocę liczb zamiast 

g łosek », że jest on jego a jednem z najważniejszych odkryć 
w analizie», to jednak dalszego rozwinięcia tego «sposobu » 
nie spotykamy w jego pismach. 

Po nim, CRAMER, W Introduction d Vanalyse des lignes courbes^ 
algebrigues (2), tworzy systemat równań pierwszego stopnia, 
W których spółczynniki oznacza przez . . , oblicza roz-
wiązanie trzech równań z trzema niewiadomemi, zkąd przez 
indukcyę dochodzi do takiej teoryi rozwiązania równań pierw-
szego stopnia. Wspólny mianownik wszystkich n niewiadomych 
X, y, z, . . . f ma tyle wyrazów, ile jest przemian z n ilości. 
Aby utworzyć oddzielne wyrazy, trzeba obok siebie wypisać 
wszystkie niewiadome, zawsze w tym samym porządku, któ-
rym, jako wykładniki (pełniące tu rolę wskaźników), damy n 
pierwszych liczb, wziętych we wszelkim możliwym porządku. 
Połowa tych wyrazów ma mieć znak -}-, połowa zaś znak —, 
stosownie do tego, czy liczba zmian (derangements) jest pa» 
rzystą,czy też nieparzystą. Tak wyrazy jako ma-
jące zmian : pierwszy O, drugi 2, o t rzymują znak (Licznik 
zaś wyrażenia dla niewiadomćj utworzy się z mianownika, 
w skutek zastąpienia spółczynników tej niewiadomej przez ilo-
ści wiadome danych równań.) 

To dokładne i zręczne wyznaczenie znaków oddzielonych 
wyrazów_wyrażeń wyziiacznikowych jest ważną zasługą GRA-
MER'a. Traktował on jednak te wyrażenia mimochodem, jako 
szczegół rachunkowy przy rozwiązywaniu systematu równań. 

( ' j List bez duty. W cytowanym wyżej tomie zbioru prac LEiBNiTz'a 
s t rona 245. 

Ĉ ) Genewa. 1750, str . 658. 
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Dopiero Y A N D E R M O N D E , W Memoire sur VElimination ('), 
pierwszy stawia niezależnie pojęcie wyrażeń wyznacznikowych, 
za jmu je się roztrząsaniem takowych, wyprowadzeniem n iek tó -
rych ich własności, oraz wykrywa zależności istniejące między 
lakierni wyrażeniami . Nadto pierwszy on używał w tej pracy 
symbolu na oznaczenie wyznacznika. Mianowicie, e l emen ty 
oznacza d w i e m a g łoskami , pos tawionemi j edna nad drugą ; 

wyznacznik zaś sam oznacza symbolem (-) 

tak, że np. 

T? więc pracę. VANDEnMOND'a rozpoczynają się właściwe bd 
dania własności wyznaczników, które odt^id s§ już wci§ż przez 

(') Hisloirc de IWcadómie lioyale des Sciences (za rok 1772, cliociaż 
ta praca była przeds tawiona Akademii jeszcze 12 Stycznia 1771r.) , Paryż, 
1776. Część II , s t r . 5 1 0 — 526. W tymże tomie (Część I i , sU-, 29Zi i n a -
stępne) jest ogłoszona z 1772 r . praca LAPLACE'a Becherchcs sur le calcul 
iiiteifral et sur le sysłeme du monde, w której traktowane s?i wiasności 
wyznacznika (rćsultanle) mnie j ściśle (i później) , niż przez YANDERMON-
DE'a. Często j ednak lę pracę cytujg. 

(•-) « Le symbole sert ici  de caracierist ique » (str . 517) . 
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r ó ż n y c h b a d a c z ó w d a l e j p r o w a d z o n e ( ' ) i u t w o r z y ł y (2) a a l g e -

» b r ę p o n a d a l g e b r y , r a c h u n e k p r o w a d z ą c y  d o ł ą c z e n i a i p r z e -

» p o w i a d a n i a w y p a d k ó w d z i a ł a ń a l g e b r a i c z n y c h , w s p o s ó b p o -

» d o b n y  d o t e g o , w j a k i a l g e b r a u w a l n i a n a s  o d u s k u t e c z n i a n i a 

» s z c z e g ó ł o w y c h d z i a ł a ń a r y t m e t y c z n y c h . » 

(1) IJisloryczne wskazówki nader s iarannie i wyczerpiijęico opracowane 
były naprzód przez B\LTZEH'a w Th. u. Anw. d. Det. (pierwsze wydanie 
1857, czwarte 1875r . ) , gdzie s? podane w odsyłaczach, chociaż pierwsze 
w lyni k ie runku usiłowania robił S p o r r i s w o o D E w 1851  r . w Elemen-
tary Theorems ralating to Determinants (rzecz p r z e d r u k o w a n a także 
w C R E L L E ' a Journal ftir die r, u. an. Mathematik, tom LI , 1856 r . ) , 
Sysleinatycznie i źródłowo i rak lu je GDENTHER łiisloryę wyznaczników 
w pierwszym rozdziale swego Lehrbuch der Determ.-Theorie (p ierwsze 
wydanie 1875 r . , drugie 1877r . ) . Niektóre kwestye, odnoszące się  do his-
loryi rozwoju teoryi wyznaczników s? rozbierane w pracy TERQUEM'a : 
Origine premier des Determinants {Nouvelles annales de Mathórna-
tiąues,  t . XIX, str . 27 i nast. Buli.  de bibl . ) , w i)racach S T U D M C K A : a) 
Ueber die Entwickelung des Determinantenbegriffs. P raga 1876. I)) 
Augustin Cauchtj ais formaler Begruender der Determinantentheorie. 
Praga. 1876. 

SYLYESTRR 1. c. Jestto taż sama myśl, klórg, w przytoczonym 
na poczjitku tego § liście, LEIBNITZ wypowiedział mówiąc o dos t rzeżonej 
przc/,eń harmoni i : « 0 n voit aussi par I J i . . . que la perfeciion  de TAl-
» gebre depend de Tart des C.ombinaisons qui est p r o p r e m e n t la Specieuse 
9 G(5n(5rale.» ( s l r . S H ) . 
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R O Z D Z I A Ł D R U G I . 

P R Z E S T A W I A N I E W S Y S T E M A C I E E L E M E N T Ó W 

WYZNACZNIKA RZĘDÓW RÓWNOLEGŁYCH. 

§ 1 8 . 

Dane n^ elementów ustawmy dwoma sposobami tak, aby 
wiersze w -jednem ustawieniu były kolumnami w drugiem 
(i wzajemnie) ; 

Wtedy , tak tworząc wyrazy wyznaczników tych systematów 
elementów, ażeby w odpowiednie ich wyrazy weszły elementy 
zajmujące też same miejsca, spostrzeżemy, że tak wyrazy jednego 
wyznacznika, jak i wyrazy drugiego wyznacznika, dadzą się wy-
prowadzić z tegoż wyrazu głównego 
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Z tą. wszakże różnic§, że kiedy jedne powstają zeń przez przesta-
wianie pierwszych wskaźników, to drugie powstają przez p o -
dobne przestawianie drugich wskaźników. (Np., gdy dane dwa 
takie ustawienia elementów : 

t o w y z n a c z n i k i 

i 

naają wyrazy odpowiednie utworzone przez elementy też same 
miejsca zajmujące w danych ustawieniach; wyrazy jednego wy-
rażenia powstają z wyrazu ai,i«.2,2«3,3 przez przestawianie d ru-
gich wskaźników, gdy wyrazy drugiego wyrażenia powstają 
także z ai,ia2,2«3,3 przez podobne przestawianie pierwszych 
wskaźników.) 

Ponieważ zaś dowiedliśmy (§*7), że otrzymamy toż samo 
wyrażenie, czy będziemy przestawiać pierwsze wskaźniki ele-
mentów wyrazu 

http://rcin.org.pl



104! TEORYA W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

czyteż drugie wskaźniki, więc otrzymane rozwinięcia przedsta-
wiają tenże sam wyznacznik (§15) 

I c j e s t 

Możemy tę własność tak wypowiedzieć 

Wyznacznik nie zmieni się, jeśli loszystkie wiersze systematu 
jego elementów postawimy jako odpowiednie kolumny, i odwrotnie. 

Na mocy tego, jeśli nadal mówić będziemy cokolwiek o 
wierszach systematu elementów, to toż samo odnosić się będzie 
samo przez się do kolumn, i wzajemnie, a ponowne wypowna-
danie byłoby zbytecznem. 

§ 1 9 . 

Gdy w systemacie elementów wyznacznika 
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przestawiwszy l-^ i kolumny, to otrzymamy nowy wyznacz-
nik 

Jeśli wypiszemy rozwinięcie wyznacznika D, to, żeby z niego 
otrzymać rozwinięcie wyznacznika Dj, potrzeba będzie tylko 
we wszystkich wyraząch rozwinięcia wyznacznika D drugie 
wskaźniki l i k wzajemnie między sobą przestawić ('). Skut-
kiem tego przestawienia drugich wskaźników iloczyny jedne 
przejdą w drugie ("-), lecz wszystkie zostaną też same : zmieni się 
tylko porządek ich następstwa po sobie w rozwinięciu. Idzie 
tylko o to, czy le iloczyny mieć będą znaki jednakowe, czyleż 
{)rzeciwnc. 

JakikolM iek z tych iloczynów wyznacznika D miał pierwot-
nie, jako drugie wyznaczniki, liczby 

(') Ol)a le wskaźniki bęcl? w każdym wyrazie i porazii lylko, gdyż 
w każdym wyrazie jest jeden element kolumny /-ej i jeden e lement ko-
lumny /c-ej (§ 8). 

('̂ j Wyrazy bowiem wyznacznika D 

(a każde dwa lakie wyrazy się zna jdą , § 8), po przestawieniu drugi< b 
wskaźników k i przejdą wzajemnie jeden w drugi . 
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W takim np . parządku : 

k, rj, . . . , y,  / , fx, . . . , ( 1 ) 

po wzajemnem przestawieniu wskaźników k i  l , drugie wskaź-
niki tego iloczynu będą następowały w takim porządku : 

l , >j, . . . ,  y ,  k , fi, . . . , V. (2) 

Jeśli te układy (1) i (2) należą do tej samej klassy (§ 2), to ilo-
czyny będą poprzedzone jednakowemi znakami; jeśli zaś na-
leżą do różnych klass, to iloczyny mają znaki przeciwne. 

Porównywując układy (2) i (1) ze sobą, widzimy, że na -
leży tylko zbadać, o ile liczba zmian w układzie 

(3) 

różni się od liczby zmian w układzie 

(4) 

Przyjmi jmy, że Hczba / jest większą niż liczba k, i niechaj 
liczb 

będzie m, z których jest wyższych od k, zaś m^ wyższych 
od  / ; nadto niechaj w układzie (5) będzie zmian p. W ukła-
dzie (3), prócz p zmian części tworzącej układ (5), mamy takie 
zmiany : jedną lk\ następnie my elementów wyższych od k 
tworzy względem k zmian m i ; nakoniec, ponieważ element l 
jest wyższy od m — m^ po nim w układzie (3) następujących 
elementów układu (5), to ztąd zachodzi jeszcze zmian m — m^. 
Wszystkich więc zmian w układzie (3) jest 

W układzie zaś (4) mamy zmiany ; p zmian układu (5) ; na-

http://rcin.org.pl



P R Z E S T A W I A N I E R Z Ę D Ó W , — R O Z .  I I — § 1 9 .  5 9 

s tępnie, z p o w o d u , że m —rui e l emen tów jego części, o d p o -
wiadające j układowi (5), jest niższych od k, mamy m — mi 
zmian; nadto m^ e l emen tów układu (5) wyższych od l poprze-
dza l w układzie (4),  co daje rrii zmian. Wszystkich więc 
zmian w układzie (4) jest 

Liczba zatenn zmian układu (3) różni się od liczby zmian 
układu (4) o 

t.  j . o liczbę nieparzystą. O tyleż różnią się liczby zmian uk ł a -
dów (2) i (1). Do takiegoż w y p a d k u dojdziemy, p rzy jmując , 
że k>l. 

Możemy więc naprzód powiedzieć : 

Jeśli w układzie przestawimy wzajemnie dwa elementy, za-
trzymując pozostałe na zajmowanych przez nie miejscach, to 
liczba zmian, odpowiadajgcych temu układowi, zmieni się o 
liczbę nieparzystą (2). 

Skutk iem tego, układy (1) i (2) należą  do różnych klass , 
a t em s a m e m iloczyny, których drugie wskaźniki e lementów 
tworzą układy (1) i (2), ma ją znaki przeciwne. Że zaś układ (1) 

(1) 'l'ę własność spostrzegł GRAMER (porówn. § 17). Pierwszy je j dowód 
podał LAPLACE I. c. s i r . 29/i. Zasadę przeprowadzonego tu dowodu p rzed -
stawił M O L L W E I D E , Demonstratio eliminationis Crameriance (Lipsk. 
1811 r . , § 9). 

(2) Np. w układzie  2 ,  3 , 1, 5,  k . O, 7,  6 , majgcym zmian 9, przestawia-
j ą c wza jemnie ilości 5 i O, o t rzymamy układ 2, 3,  1, O, U, 5,  7 ,  6, k tó -
r e m u odpowiada" 6 zmian . 
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przedstawiał uliład drugich wskaźniliów elementów którego-
kolwiek wyrazu wyznacznika D, to, po przestawieniu wzajem-
nem drugich wskaźników k i /  we wszystkich wyrazach wy-
znacznika D, wypadnie przed wszystkiemi wyrazami zmienić 
znaki na przeciwne, tak, że wyznacznik Di składa się z tych 
samych iloczynów, co wyznacznik D, tylko poprzedzonych 
znakami przeciwnemi. Gdyż, jeżeli w wyznaczniku D jest 
wyraz (§8) • 

to jest i wyraz 

(znak — na zasadzie dowiedzionego tu twierdzenia). Przesta-
wiając, .dla utworzenia wyznacznika Di, drugie wskaźniki k i l 
między sobą, otrzymamy z tych wyrazów w rozwinięciu wy-
znacznika Dl odpowiednio 

i 

1 tak z każdą parą wyrazów. Będzie więc 

to jest 

czyli 

Jeśli iv systemacie elementów wijznaczniku przestaioirmj wza-
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jemnie dwa wiersze lub dwie kolumny, to wyznacznik, zachowu-
lac wartość bezwzględna, zmienia znak ('). 

20. 

W przypadku, gdyby dwa rzędy równoległe (to jest dwa 
wiersze lub dwie kolumny) systematu elementów danego wy-
znacznika D były utworzone przez elementy odpowiednio sobie 
równo, np. 

to, przestawiając le dwa rzędy wzajemnie, powinnibyśmy otrzy-
mać nowy wyznacznik Dl, na zasadzie poprzedzającego twier-
dzenia związany z wyznacznikiem D zależnością 

Lecz, z drugiej strony, z powodu, że wzajemnie przestawione 
elementa są sobie równe, całkiem się nie zmieni wartość wy-
znacznika skutkiem takowego przestawienia, a lem samem 

( ' ) V A N I ) E n 5 I 0 N D E , 1. c . , S i r . 5 1 8 . 
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Ostatnia i poprzedząj^ica równości maj^ mieć miejsce jednocze-
śnie. To być może tylko wtedy, kiedy 

Zatem : 

Jeśli IV systemacie elementów danego wyznacznika, dwie ko-
lumny lub dwa wiersze mają odpowiednie elementy równe sobie, 
to wyznacznik równa się zeru 

Np. 

Ta własność wyznacznika służyć może niekiedy dla oblicza-
nia jego wartości. Np. jeśli mamy wyznacznik (§ 12, 13°) 

to wyrażenie przezeń przedstawione, równałoby się zeru, gdyby 
b = a, gdyż dwie kolumny byłyby jednakowe : jest więc to 
wyrażenie podzielne przez b — a. Równałoby się zeru, gdyby 

( O V A N D £ R M O N D £ , 1. C . , s t r . 5 2 2 . 
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c = a : jes t więc także podzielne przez c — a. Dla tejże sarnej 
przyczyny jest podzielne przez d — a, przez c — b, przez d — b, 
oraz przez d—c. Może więc ten wyznacznik tylko jak imś czyn-
nik iem różnić się od i loczynu 

Zważywszy j ednak , że wyznacznik  ma jeden wyraz -\-bc^d^ 
(wyraz główny), i że w rozwinięciu wypisanego iloczynu róż-
nic znajdzie się także wyraz bcH^, widzimy, że takowy czynnik 
r e d u k u j e się do -f- Jes t więc 

] 'odobnież wyznacznik (§ 10, 15°) 

s taje się ze rem, gdy y = O, oraz gdy 2 = 0 : j e s t więc p o -
dzielny przez yz. A że w rozwinięciu wyznacznika zna jdu je się 
wyraz i . y . z , więc 
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§ 21. 

Gdybyśmy w systemacie elementów wyznacznika 

wiersz i-y od góry dot^d wci^ż przesuwali z każdym wierszem 
nad nim stojącym, dopóki ten i-y wiersz nie stanie się pierw-
szym, to otrzymalibyśmy wyznacznik 

Aby to osi^gn^ć, uskuteczniliśmy tyle przestawień po dwa 
wiersze, ile jest wierszy w wyznaczniku D nad tym początkowo 
/-ym wierszem, t . j . i — 1 przestawień. Przy każdem przesta-
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wieniu wzajemnem dwóch wierszy, wartość bezwzględna wy-
znacznika nie zmienia się : zmienia się tylko znak jego (§ iO). 
Zmienia się więc z n a k / — I razy, tak, że ostatecznie wyzna-
cznik Dl jest równy lub —D, stosownie do tego, czy 1 
jest liczbą parzystą czy nieparzystą, czyli, stosownie do 
tego, czy ( — p r z e d s t a w i a - | - 1 lub — 1 . Jest zatem 
Di ~ ( — 1 ) ' - » D , czyl i : 

Jeśli w systemacie elementóiu danego wyznacznika peioien loiersz 
lub pewną kolumnę postawimy na pierwszem miejscu, przesuwając 

jednocześnie o jedno miejsce dolej poprzedzające iciersze lub kow 
lumny, to wartość bezwględna wyznacznika pozostaje niezmie-
nioną, znak zaś pozostaje lub zmienia s/e, stosownie do tego, czy 
liczba poprzedzających rzędów jest parzystą^ czy nieparzystą. 

i 22. 

Jeśli, mając wyznacznik 

chcemy w wypisanym systemacie jego elementów tak poprze-
5 
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stawiać rzędy równoległe, aby pewien element, np. at^k, stał 
się pierwszym elementem głównej przekątnej, to możemy to 
osiągnąć w sposób następujący. Zróbmy k-ą. kolumnę pier-
wszą, wtedy (§ 21) 

Element Oj./c jest już w t -ym wierszu pierwszym elementem. 
Stawiając w wyznaczniku D' wiersz i-y jako pierwszy, otrzy-
mamy podobnież 

gdzie już element jest pierwszym elementem głównej prze-
kątnej, jak tego pragnęliśmy. Z dwócłi równości 
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wypada 

Gdy jednak 

to 

czyli D = ( — 

Ten ostatni związek, w razie i<k, możemy tak przedstawić : 

w razie zaś k, 

nakoniec, w przypadku i = k, mamy 
n 

a więc 

Jeśli w gystemacie elementów danego loyznacznika tak przesta-
wimy rzędy równoległe, aby pewien element stał się pierwszym 
elementem głównej przekątnej, poprzedzające zaś ten element 
wiersze i kolumny zostały loszystkie przesunięte dalej o jedno 
miejsce, to wartość bezwzględna wyznacznika nie ulega zmianie, 
znak zaś pozostaje lub zmienia się, stosownie do tego, czy summa 
obu wskainików owego elementu jest liczba parzysta, czy tet 
nieparzysta. 
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Napi-zykład 

23. 
W wyznaczniku 

tak przestawiajmy rzędy równoległe, aby nielylko pierwszym 

elementem głównej przekątnej był pewien element np. o,,a. 
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lecz aby po sobie następujące elementy głównej przekątnej 
miały tak pierwsze, jak i drugie wskaźniki w porządku ko-
łowym (§ 11), to jest aby pierwsze wskaźniki e lementów głów-
nej przekątnej szły w porządku 

.drugie zaś w porządku 

Możemy do tego dojść w taki sposób. Zrobimy naprzód i-y 
wiersz pierwszym, przesuwając poprzedzające o jedno miejsce 
niżej (§ 21); następnie będziemy przestawiali wiersz (e- j - l ) - y 
z każdym po kolei nad nim będącym wierszem dotąd, dopóki 
on nie stanie się wierszem d r u g i m ; podobnież wiersz 

przesuwać będziemy coraz wyżej, aż on się stanie wierszem 
trzecim; nakoniec wiersz n-y przestawiać będziemy z wier-
szami nad nim stosującemi, aż stanie się (n — e - j - l ) - y m od 
góry wierszem; wtedy pod nim znajdzie się wiersz który 
początkowo był wierszem 1-ym, dalej znajdzie się poprzednio 
2-gi, i t. d., ostatnim zaś będzie wiersz, który początkowo 
w wyznaczniku D był — l)-ym. Będzie więc 
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w ten sposób każdy z n — i-\-\ wierszy ostatnich wyznacz-
nika D, t,  j . wiersze jego 

były kolejno przestawiane z każdym z  i — 4 przed niemi bę -
dących wierszy; zatem wyznacznik D zmieniał swój znak (§ 19) 

razy. Jest więc 

Jeśli jeszcze w wyznaczniku D' w podobny sposób będziemy 
przestawiali po,dwie kolumny tak, aby stała się pierwszą, 
(A' + l)-a drugą , i t . d . , nakoniec n-a stała się (n — ^ - | - l ) - ą , 
to ot rzymamy 

Podobnież, jak poprzednio, rozważając wykonane tu przesta-
wienia po dwie kolumny, znajdziemy, że 

Jak widzimy, w tym wyznaczniku Di pierszym elementem jest 
e lement ai^k, a elementy głównej przekątnej mają tak pierwsze 
jak i drugie wskaźniki w porządku kołowym. 
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Z otrzymanych związków między wyznacznikami D, D' i Di 
wypada 

Lecz naprzód 

a następnie, tak jak i A;'̂  są liczbami parzystemi łub nie-
parzystemi, stosownie do tego, jakiemi są 2 i A;; zatem jeszcze 

Ostatecznie więc 

to jest 

w przypadku zaś, kiedy k= i, to i -f- k =11, liczba {n—1)(«-|-A;) 
jest parzysta, i 

Jeśli liczba n (to jest stopień wyznacznika) jest nieparzysta, 
wtedy n — 1 , jak równie i (n — są liczbami parzy-

stemi. 

Jeśli zaś n jest liczbą parzystą, to n — 1 jest liczbą nieparzystą, 
zaś (n — l)(i-4-^) jest liczbą parzystą lub nieparzystą zależnie 
od parzystości lub nieparzystości liczby i + k; skutkiem czego 
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Jeśli W systemacie elementów danego wyznacznika tak py^zesta-
ivimy równolegle rzędy, aby pewien element stał się pierwszym 
elementem głównej przekątnej, a wszystkie elementy głównej prze-
kątnej miały tak pierwsze jak i drugie wskaźniki w porządku 
kołowym, to, iv przypadku wyznacznika stopnia nieparzystego, 
wyznacznik się nie zmieni; w przypadku zaś, kiedy stopień wy-
znacznika jest liczbą parzystą, wartość bezwzględna wyznacznika 
pozostaje niezmienioną, lecz znak zmienia się lub nie, według tego, 
czy summa wskaźników elementu, wziętego jako pierwszy, jest 
liczbą parzystą, czyteż nieparzystą. 

Tak naprzykład 

a jeżeli wyznacznik ostatni nazwiemy Di, to widzimy, że główny 
jego wyraz jest -}-a3,2«4,3«i,ł«2,i i że D = — D i . 

§ 24. 

Własności wyznacznika, wypowiedziane w §§ 19, 21, 22 i 23, 
s§ szczególnym przypadkiem pewnej ogólniejszej, której wypro-
wadzeniem się zajmiemy. 
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Jeśli m a m y wyznacznik 

a w nim zamiast drugich wskaźników weźmiemy jakąkolwiek 
przemianę n ilości 

naprzykład przemianę 

to w wyznaczniku 

równie jak i w danym wyznaczniku D, wszystkie wyrazy mają 
ten sam znak, co wyraz główny, stosownie do tego, czy prze-
miany, uskutecznione  we wskaźnikach, do jednej, czy też do 
różnych klass należą (§ 8). Będzie więc D = D', lub D = —D' , 
stosownie do tego, czy wyraz główny wyznacznika D', to jest 
wyraz -j- ^ znajduje się w liczbie wyrazów wyznacz-
nika D ze znakiem -)- czy też ze znakiem —, czyli s tosownie 
do tego, czy przemiany 

do jednej , czy też do różnych klass należą, tak, że jeżeli przez c 
nazwiemy liczbę zmian układu 

(') Ten wyznacznik o t rzymamy z wyznacznika D, jeśli w systemacie 
jego e lemenlów, kolumnę A-? zrobimy pierwszy, ko lumnę ;j.-ą zrobimy 
drug? i t . d . , a j ako ostatni? weźmiemy ko lumnę początkowo i-ę. 

http://rcin.org.pl



7 4 TEORYA -WYZNACZNIKÓW. 

to (§ 6) wyraz główny wyznacznika D' znajduje się pośród 
wyrazów wyznacznika D jako 

a tem samem 

Również, jeśli w wyznaczniku D ' = : E z a m i a s t 
pierwszycłi wskaźników weźmiemy jakąkolwiek icłi przemianę, 
naprzykład 

której odpowiada liczba zmian e, to wyznacznik 

zadosyć czyni albo D i = D ' albo też Di = — D', stosownie do 
tego, czy przemiany 

należą do j edne j czy też do różnych klass, tak, że 

Z otrzymanych dwu związków między wyznacznikami D, 
U' i Dl wypada, że 

Jeśli liczby e i e są jednocześnie obie parzyste lub obie nie-
parzyste, to w każdym razie e-Ą- e jest liczbą parzystą i D = D i ; 
jeśli zaś z dwu liczb t i e jedna jest parzystą, druga zaś 
nieparzystą, to z-{-e jest liczbą nieparzystą i D = : — D i . 
Ostatecznie więc 

Jeśli w syslemacie elementów wyznacznika 
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tak poprzestawiamy rzędy równoległe ie otrzymamy wyznacznik 

to 

lub 

Uosownie do tego, czy liczba wszystkich zmian, odpowiadajacych 
układom tak pierwszych jak i drugich wskaźników wyrazu głównego 
wyznacznika 

jest parzysta, lub nieparzystą; albo inaczej : stosoionie do tego 
czy układ pierwszych i układ drugich wskaźników tego wyrazu, 
to jest układy 

do jednej, czy też do różnych klass należą. 

Z tego wypada , w szczególnym przypadku, że zawsze 

io ]e?>i wyznacznik nie zmienia się, jeśli iv systemacie jego ele-
mentów tak między sobą poprzestawiamy kolumny, jakoteż wiersze, 

O) To jest wiersze lub kolumny, albo też wiersze i kolumny jednocześnie . 
Można to inaczej tak wypowiedzieć : Jeśli w wyznaczniku S z t a j i...an,n 
pierwsze lub drugie, alboteż jednocześnie pierwsze i drugie wskaźniki 
zastąpimy jakiemikolwiek ich układami, tak... 
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Że główne elementy danego luyznacznika pozostaną iv głównej prze-
kątnej, choć zmieni sie porządek ich następstwa. Naprzykład 

Ponieważ w wyznaczniku 

wyraz utworzony przez elementy niegłównej przekątnej 
(§ l!2, 16°) jest 

to 

czyli 

to jest : jeżeli tak przestawimy kolumny, że elementy drugiej 
przekątnej utworzą główną przekątną, to wyznacznik nie zmieni 
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się, jeżeli stopień wyznacznika jest postaci n—^p, lub 
zmienia zaś znak, jeśli 

Z A D A N I E . — Objaśnić, dla czego 
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R O Z K Ł A D W Y Z N A C Z N I K A W E D Ł U G E L E M E N T Ó W 

R Z Ę D U . S Z C Z E G Ó L N E P R Z Y P A D K I 

§ 25. • . 

Ponieważ wyznacznik jest funkcyę, j ednorodną i linijow^ 
elementów jakiegokolwiek rzędu (§ 8), więc w każdym wyra -
zie wyznacznika 

znajduje się jeden tylko element pewnego np. ^•-ego wiersza. 

Oddzielmy w rozwinięciu wyznacznika wszystkie wyrazy, 
zawierające z z-ego wiersza element ai^w Ujawniając spólny tym 
wyrazom czynnik możemy ich zebranie (aggregat, summę 
algebraiczną) oznaczyć przez 

gdzie więc Aj./c jest spółczynnikiem e lementu cą^h, przez który 

http://rcin.org.pl



ROZKŁAD WYZNACZNIKA. — ROZ. I I I — § 31 . 7 9 

mnożąc ten element otrzymujemy zbiór wszystkich tych (tylko) 
wyrazów wyznacznika D, w które wchodzi element Oî k- — 
A że, jakeśmy tylko co powiedzieli, wszystkie wyrazy danego 
wyznacznika mają po jednym czynniku zpośród elementów 

to każdy wyraz danego wyznacznika wchodzi w jedno (tylko) 
z wyrażeń 

Ponieważ każdy wyraz wyznacznika D jest częścią składową 
jednego z tych wyrażeń, a żaden wyraz nie należy jednocześnie 
do dwóch z nich, więc zebranie wstystkich wyrazów wyznacz-
nika D, to jest sam wyznacznik D, można tak przedstawić : 

Idzie teraz o bliższe wyznaczenie spółczynników 

Jeśli chcemy wyznaczyć wogóle ilość Ai.^, to w wyznacz-
niku D zróbmy naprzód element aî k pierwszym elementem 
głównej przekątnej . Jak wiemy (§22), 
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Zgodnie z określeniem wyznacznika, znak S rozciąga się na te 
wszystkie wyrazy, które otrzymamy, jeśli albo zamiast układu 
tylko pierwszych, albo zamiast układu tylko drugich wskaźni-
ków podstawimy wszystkie ich przemiany. 

Jeśli zaś chcemy z wyznacznika D wydzielić wszystkie te 
wyrazy, w które wchodzi e lement ai^u, to jest część jego 
wyrazów, ujętych w wyrażenie ai^u^i^u, to trzeba będzie, pozo-
stawiając niezmiennemi wskaźniki e lementu ai^, zmieniać tylko 
wskaźniki (albo same pierwsze, albo same drugie) pozostałych 
e lementów, we wszelki możliwy sposób. Gdy to tylko uskutecz-
nimy, to w tych wszystkich wyrazach będzie czynnik spólny ai,h, 
który możemy postawić przed znakiem 2, także 

gdzie znak 2 odnosi się do wszystkich wyrazów, które otrzy-
mamy z wypisanego, jeśli tylko zamiast układu pierwszych, lub 
zamiast układu drugich wskaźników elementów podstawimy 
wszystkie możliwe ich przemiany. Jest więc wyrażenie, ozna-
czone przez tę summę, wyznacznikiem (w—l)-ego stopnia (§ 8), 
w którym nie ma pierwszego wskaźnika i i nie ma drugiego 
wskaźnika k, to jest nie wchodzą w ten wyznacznik elementy 
i-ego wiersza i elementy /t-ej kolumny systematu elementów 
danego wyznacznika D. — Z ostatniej równości wypada 

\vł;iściwie lo wyrażenie odnosi się do przypadku i <ik (§ 22). 
Jeśii zaś i > k, to 
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Jeśli zaś i = k, wtedy (— 1 = 1, i 

Czyli, jest wogóle 

Widzimy więc, że w rozłożeniu wijznacznika icedłuy elemen-
tów \-ego wiersza ('), 

( ' ) llozklacl wyznacznika wedlu;; elementów rzę.lu, w którym Lo roz-
kładzie spółczynniki są wyrażone przez wyznaczniki , zaznaczony już jest 
przez VANDERM0ND'a (1. c . , s i r . 525). 
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spółczynniki 

jak również (§ 18) rozłożeniu według elementów k-ej kolumny, 

spółczynniki 

sa wyznacznikami, powstałemi z wyznacznika D przez opuszcze-
nie w systemacie jego elementów jednego wiersza i jednej kolumny, 
poprzedzonemi znakiem Ą- lub —. stosownie do parzystości lub 
nieparzystości liczby, utworzonej przez summe iDskaźnikóiv odpo-
wiednich elementów danego wyznacznika. 

Te spółczynniki , to jest wyznaczniki (n —  i ) ego s topnia , 
łącznie z właśc iwemi  im znakami, nazwiemy ilościami dołaczo-
nemi do elementóiv wyznacznika danego Ponieważ każda z ty cli 
ilości dołączonych jest wyznacznikiem u tworzonym przez (n—1)'-
e l e m e n t ó w danego wyznacznika, to możemy powiedzieć (§ 8j, 
że, wogóle , każda ilość dołączona jest wyrażeniem calkowitem 
względem elementów danego wyznacznika. 

W y p i s u j ą c różne rozkłady danego wyznacznika D w e d ł u g 
e l e m e n t ó w każdego z jego wierszy, lub też wed ług e l e m e n t ó w 
każdej z jego k o l u m n , spostrzeżeii>y, że istnieje n^ ilości 

( ' ) CAUCIIY {Mem. Surles Font..., sir . 6 5 ) : «la ąuaiililć ad jo in tea 
sera et la quaiitite adjointe a (/;j..v sera » {b.̂ ,'̂ , b^ .̂, odpowia-
dajji naszym Aî ,-;}. 
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dołączonych do n^ elementów danego wyznacznika n-ego sto-
pnia. One wszystkie tworzę systemat dołączony (*) do systsmaiu 
elementów danego wyznacznika, to jest do systematu 

(Te ilości i ten systemat sę szczególnym przypadkiem ilości 
i systematów, których własności ogólne badać będziemy póź-
niej C )̂. Teraz zaś podamy kilka zasadniczych własności ilość i 
dołączonych do e lementów danego wyznacznika.) 

Jako przykład rozkładu wyznacz?nika według elementów 
rzędu, weźmiemy np . wyznacznik trzeciego stopnia, który roz-
łożymy według elementów drugiej kolumny : 

czyli 

( " ) CAUCUY ( I b i d e m ) : «le sysifeine {bn,\) adjoint Ji systfeine ( « » , ! ) » , 
Rozdziały Szósty i Siódmy. 
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Podobnież, rozkładając np . wyznacznik czwartego stopnia 
według elementów trzeciego wiersza, mamy 

§ 26. 

Gdy zauważymy, że wyznacznikowi 

można nadać postać (§ 23) 

lo, wydzielając zeń (podobnie, jak w § poprzedzającym) wy-
razy, przedstawione przez znajdziemy 

zkud 
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W przypadku zaś 1 = k, jest i k = ^i, i 

czyli 

Widz imy z tego, że w tych postaciach wyznaczników ilości 
dołączonych tak pierwsze, jak i drugie wskaźniki e l ementów 
głównej przekątnej , wraz ze wskaźnikami odpowiedniego tym 
ilościom e lemen tu {oi^u), nas tępują po sobie w porządku ko ło -
w y m . 

Z powyższego wyrażenia dla Ai,fe widzimy jeszcze, że, gdy 
liczba n, stopień danego w yznacznika, jest liczbą nieparzystą,  to 

, to jest wszystkie takie postacie wyznacz-
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ników przedstawiają dokładnie (wraz ze znakiem) ilości do łą-
czone do elementów. Jeśli zaś liczba n jest parzystą, to 

to jest wyznaczniki te przedstawią ilość dołączoną, jeśli będą 
poprzedzone znakiem lub —, stosownie do parzystości lub 
nieparzystości summy wskaźników odpowiedniego elementu. 

Jeśli rozkładając wyznacznik według elementów rzędu, elemen-
tom głównej przekątnej każdego wyznacznika ilości dołączonej na-
damy takie pierwsze i drugie wskaźniki, aby, luraz ze ivskaźnikami 
elementu, którego ta ilość jest spółczynnikiem, tworzyły {tak jedne, 
jak drugie) następstwa kołowe, to, przy nieparzystym stopniu da-
nego wyznacznika, loszystkie takie loyznaczniki, wzięte ze zna-
kiem -]-, przedstawią dokładnie ilości dołączone; przy parzystym 
zaś stopniu danego wyznacznika, aby wyznaczniki takie ściśle 
przedstawiały ilości dołączone, należy je poprzedzić znakiem 
lub —, stosownie do tego, czy summa obu wskaźników elementu 
danego luyznacznika, którego ta ilość jest spółczynnikiem, jest pa-
rzysta lub nieparzysta 

Np. (§25} 

( ' ) BALTZEP. (1. c . , l i ż e c i e w y d a n i e , s i r . 1 2 ) . 

http://rcin.org.pl



ROZKŁAD WYZNACZNIKA. — ROZ. I I I — § 31 .  8 7 

§ 27. 
Wyznacznik 

rozłóżmy według e l emen tów «-ego wiersza : 

( 1 ) 

Jeśli zaś utworzymy s u m m ę 

(2) 

i p o r ó w n a m y ją z poprzedzającą (1),  to widzimy, że s u m m a (2) 
przedstawia nam to, co otrzymamy z wyznacznika D, jeśl i 
w nim weźmiemy zamiast zaś zamiast • • • , 
naKomec ciĵ n zamiast o-i^n' Tak, że ta s u m m a (2) przedstawia 
wyznacznik 
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k tóry , jak widzimy, z p o w o d u , że  ma d w a rzędy równoległe 
u tworzone przez też same odpowiedn ie e lementy 20), jest 
równy zeru. Jest więc 

Jeżeli Ai^k jest spótczynnikiem elementu ai^k wyrażeniu 
danego wyznacznika D stopnia n-go, tak, że ai^k^tk przedstawia 
zebranie wszystkich wyrazów wyznacznika  D, w które lochodzi 
element ai^k,, lo każda z summ (§ 18) 

(3) 
(4) 

= U, lub = O, stosownie do tego, czy j jest taż samą liczbą co i, 
czyteż j jest różne od i. 

Skutkiem tego między ŵ  ilościami dołączonemi do e lemen-
tów danego wyznacznika D stopnia n-ego (§ 25) i e lementami 
tego wyznacznika mamy n'̂  nas tępujących związków (i) typu (3) 

i także podobnych n^ związków typu (4). 

( ' )  Te związki dla wyznacznika trzeciego stopnia pierwszy zaznaczy 
LAGRANGE W Solutions analytiąues de ąueląues problemes sur les pira-
mides triangulaires. [Nouv. Mem. de l'Ac. de Berlin za 1773 r., strona 
151). Ogólnie te n^ związków wyprowadził CAUCHY W Mem. Sur les Fonc-
tions... sir. 66. 
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§ 2 8 . 

e ś l i w w y z n a c z n i k u 

wszystkie elementy pewnego wiersza lub pewnej kolumny 
przedstawiają się w postaci summy jednakowej liczby skład-
ników, naprzykład : 

to, zastępując w wyrażeniu (§ 25) 

ilości a-2,k,'",an,k przez powyższe ich wyrażenia, mieć 
będziemy 
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Porównywając każdą z tych w oddzielnych wierszach wypi 
sanych summ z summy 

widzimy, że każda oznacza to, co otrzymamy z wyznacznika D, 
jeśli weźmiemy (ogólnie oznaczając) cx). zamiast |3>. za-
miast zamiast an,k, t . j . , jeśli w systemacie e lementów 
danego wyznacznika D zastąpimy kolumnę e lementów 

przez ko lumnę ilości 

^ Summa zaś wyznaczników takich systematów elementów, [)rzy 
wszystkich wartościach 1, 2 , . . . ,p dla przedstawi, według 
przedostatniej równości, dany nasz vvyznacznik D. Jest więc 
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gdzie znak S odnosi się do wszystkich p wartości 1, 
które podstawiając zamiast )., otrzymamy wyrażenie danego 
wyznacznika jako summy p Avyznaczników. Np. 

4 2 7 i - 1 + 4 , 4 — 3 + 1, 0 — 0 + 1 

3. C) 1 -^f 4 3, 2 4 

•i; (•) •i, () 

1, () - 1 , - 3 , 0 i , 1 

= 3, 2, 4 + 3, 2, i + 3, 2, 4 • 

4, 5, () 4, 5, G i, G 

Gdyby, prócz tego. wszystkie elementy drugiego jeszcze 
rzędu równoległego, np. / -ej kolumny danego wyznacznika, 
przedstawione były jako summy np. q składników, 

4. . . . 4-

to, na mocy powyższego, mieć będziemy kolejno 

ai.i > • . . , 0!L + . • 5 a ' l 4 - • . . , fll.l 

. . , + . . . , « 2 , N 

. . + VP , . . 

ai,i , . . . . + , . • . , di.n 

02,1 , . . , , . . .. + , . . • . , «2,H 

fln.i , • • • j (^11, n 
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gdzie przy itażdej 1, '2,...,p wartości dla 1, należy dla pi dać 
każdą z wartości ), 2,...,5-; tern samem dany wyznacznik będzie 
wyrażony jako summa pq wyznaczników. Wogóle 

Jeśli w danym wyznaczniku wszystkie elementy pewnego rzędu 
{wiersza lub kolumny) przedstawiaja się jako summy p skład-
ników; elementy pewnego innego rzędu równoległego jako summy 

składnikóiv; elementy innego jeszcze równoległego względem 
popr^zednich rzędu, jako summy r składników, i t. d.; to wy-
znacznik dany może być przedstawiony, jako summa pq r . . . wy-
znaczników, w których te summy będa zastapione odpowiedniemi 
ich oddzielnemi składnikami. 

W szczególnym przypadku, gdyby wszystkie elementy da-
nego wyznacznika stopnia n-ego przedstawiały się jako s u m m y 
m składników, to dany wyznacznik możnaby przedstawić jako 
s u m m ę wyznaczników. 

29. 

Jeśli w danym wyznaczniku wszystkie elementy pewnego 
wiersza lub pewnej kolumny mają czynnik spólhy, np. 

( ' ) CAUCHY W Mem. S. l. F. ( s t r . LO/I, 1 0 5 ) p r z e d s t a w i a w y z n a c z n i k 

p - ego stopnia, którego elementy są s iunmani i n sk ładników, przez s u m m o 
wyznaczn ików. 
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lo rozkładając ten wyznacznik według e lementów A-ej ko lumny , 
m a m y 

Nazywając 

mamy 

D' zaś tem sic różni od 1)̂  że t rzeba wziąć a zamiast OJ.A;, /3 
zamiast zamiast an,k, to jest : z wyznacznika Do t r zy -

m a m y wyznacznik D', jeśli w systemacie jego e l emen tów za-
miast /i-ej kolumny postawimy ko lumnę ilości 

Jes t więc 

Jeśli IV wyznaczniku icszystkie elementy peionego wiersza lub 
iwlumny maja czynnik spoiny, to można, loychieliwszy ten czynnik 
z owych elementów, postawić go jako czynnik wyznacznika. 
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§ 30 . 

Jeśli w systemacie elementów wyznacznika 

wszystkie elementy jednego rzędu są proporcyonalne względem 
odpowiednich elementów rzędu równoległego 

to (§§29, 20) 

Jeśli w systemacie eleuimtóiu danego wyznacznika icszyslkie 
elementy peiunego rzędu są proporcyonalne względem odpowiednich 
elementóiD rzędu róianoległego, to wyznacznik r6wna się zeru. 

Np. ( § 9 , 19") 
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Również, jeśli tu systemacie elementów danego wyznacznika 
wszystkie elementy pewnego rzędu sa równe summie odpowiednich 
elementów dwu lub więcej rzędów^ równoległych, pomnożonych 
przez pewien czynnik {ten sam dla elementów oddzielnego rzędu), 
to wynacznik równa siq zeru. 

Np., jeśli dany wyznacznik 

lo rozkładając go na summę wyznaczników (§ :28); spostrzeżemy, 
że każdy ze składników jest zerem. 

^ 31. 

Jeśli do wszystkicłi e lementów pewnego wiersza lub pewnej 
kolumny systematu elementów danego vvyznacznika 
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120 TEORYA •'.YYZNACZNIKOW. 

d o d a m y odpowiedn ie e lementy j ednego z rzędów równoleg łych , 
pomnożone przez tęż sam^ ilość, to o t rzymamy (§§ 28, 30) 

Wyznacznik się nic zmienia, jeśli do loszystkich elementoiu 
jakiegokolwiek rzędu dodamy odpowiednie elementy rzędu równo-
ległego, pomnożone przez tę samą ilość 

Uogólniając to twierdzenie, możemy powiedzieć : 

Wyznacznik się nie zmienia, jeśli do wszystkich elementów 
jakiegokolmiek rzędu dodamy odpoioicdnie elementy jednego lub 
kilku rzędów równoległych, pomnożone przez pewne czynniki, też 
same dla wszystkich elementów oddzielnego rzędu. 

(-) JACOBI. De functionibus alternantibus earumąue divisione per 
productum e dijferentiis elementorum conflatum. (Journal CRELLE'a, 
tom XXII , s t r . 371.) 
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Z A D A N I A . — Objaśnić dla c z e g o : 4°) 

2") jeśli 

l o 

32. 

Jeś l i w d a n y m w y z n a c z n i k u 
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98 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

s u m m y l u b różn ice o d p o w i e d n i c h e l e m e n t ó w d w u par r z ę d ó w 

r ó w n o l e g ł y c h  s§ w z g l ę d e m s ieb ie p r o p o r c y o n a l n e , n p . 

l u b 

to ( § § 3 1 , 29) , tak w j e d n y m jak w d r u g i m razie , j e s t (rozu 

mie jąc z p o d w ó j n y c h z n a k ó w  w e w s z y s t k i c h e l e m e n t a c h o d -

dz ie lne j k o l u m n y t en s a m znak) : 

Jeśli w systemacie elementów danego wyznacznika summy lub 

też różnice odpowiednich elementów dwu par rzędów równoległych 

sq propo7'cyonalne, to wyznacznik równa się zeru 

( ' ) STDDNICKA : Wyznacznik jest zerem, jeśli stosunek różnic odpowied-
nich elementów dwu par jego wierszy lub kolumn jest stały {Berichte 
towarzystwa naukowego w Pradze. 1873, str. 3/i2). 
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Z A D A N I E . — D l a c z e g o 

J a k o przyk ład s ł u ż y ć n a m tu t a k ż e m o ż e w y z n a c z n i k s y s t e -

m a t u s z e r e g u k o l e j n y c h rfi l i c z b n a t u r a l n y c h , w p r z y p a d k u n > 2 , 

g d y ż r ó ż n i c a o d p o w i e d n i c h e l e m e n t ó w k a ż d e j pary  p o s o b i e 

n a s t ę p u j ą c y c h k o l u m n j e s t stałę, i r ó w n ^ j e d n o ś c i ( r ó ż n i c a z a ś 

o d p o w i e d n i c h e l e m e n t ó w każdej pary  p o s o b i e n a s t ę p u j ą c y c h 

w i e r s z y j e s t n) W i ę c np , (§  9 ) 

(»} VV przypadku ? » = 2, 
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33. 

Jeśl i w s y s l e m a c i e e l e m e n t ó w d a n e g o wyznacznika 

w s z y s t k i e , prócz j e d n e g o , e l e m e n t y p e w n e g o wiersza lub p e w n e j 

k o l u m n y s§ r ó w n e zeru, np . 

t o , z w a ż y w s z y ,  że (§ 25) 

m a m y , w t y m przypadku, 

czyli (§ 25) 
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R O Z K Ł A D W Y Z N A C Z N I K A . — ROZ. I I I — 'A?,. l O t 

Jeśli w si/afemacie elementów danego wyznacznika, wszystkie, 
prócz jednego, elementy pewnego wiersza lub kolumny, są równe 
zeru, to wyznacznik równa się iloczynowi elementu różnego od 
zera w tym rzędzie, przez ilość dołączoną do tego elementu, t. j . ' 
przez wyznacznik sys tematu e l e m e n t ó w , powsta łego z systen^atu 
e l e m e n t ó w danego wyznacznika przez opuszczenie wiersza 
i ko lunmy zawierających ten e l e m e n t , który to wyznacznik 
należy poprzedzić znakiem -[- Iiib  — , s tosownie  do parzystości 
lub nieparzystości summy wskaźników o w e g o e l ementu . . \p 

2, O, 

1,  O, 

8, 

10, O, 

i , 3 f -2 

2 , 7 

1, i , 1 

10, 0, 1 

Gdyby w systemacie e l e m e n t ó w wyznacznika, tworzącego 
ilość dołączoną, wszystkie , prócz j ednego , e l e m e n t y p e w n e g o 
wiersza lub k o l u m n y były zerami,  to m o g l i b y ś m y  g o z n o w u 
wyrazić jako i loczyn o w e g o e l e m e n t u przez o d p o w i e d n i w y -
znacznik. Tak np. 

gj i 
Z -3 

N g 

UJ Ss? 

< s 

2 , 0 , 5, 0 , 7 
2 , 0 ,  5, 

2 , fi, 0, 4 
2 , 0 ,  5, 

1, 0 , 0 , 
2+4 1, 0 ,  4 , 

1, 0 , 4, 0 , 1 =  ( - 1) .4 
0 , 8 , 7, 

8, 0, 0 
0 , 

10 , 0 , 9, 
10, 0 , 0, 0 , 1 

0 , 9, 

tu 
z Z t 

2,  5, 7 

1 ,  4 , 1 

10, 9, 1 
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G d y b y r ó ż n y  o d zera e l e m e n t r z ę d u , k t ó r e g o w s z y s t k i e 

p o z o s t a ł e e l e m e n t y s§ r ó w n e zeru , b y ł e l e m e n t e m g ł ó w n e j 

przekątne j ,  t o d a n y w y z n a c z n i k m ó g ł b y b y ć w y r a ż o n y przez 

w y z n a c z n i k , p o w s t a ł y z d a n e g o , przez o p u s z c z e n i e w i e r s z a 

i k o l u m n y z a w i e r a j ą c y c h t e n e l e m e n t tak ,  że j e ż e l i 

t o (2) 

G d y b y e l e m e n t y d a n e g o w y z n a c z n i k a b y ł y t a k i e m i ,  że z n o w u 

w s y s t e m a c i e e l e m e n t ó w w y z n a c z n i k a 2 ± Clą l i . . . an,n w s z y s t -

k i e e l e m e n t y p e w n e g o , np . d r u g i e g o w i e r s z a ,  za w y ł ą c z e n i e m 

e l e m e n t u g ł ó w n e j p r z e k ą t n e j , b y ł y z e r a m i , 

t o 

czyl i 

P o d o b n i e ż , g d y b y j e s z c z e 

t o 

(1) Gdyż ten wyznacznik przedstawi ściśle ilość dołgiczongi (§ 25) . 
(2) JACOBI. De formatione et proprietatibus Determinantium. (CKELLE, 

Journal, tom XXII, s tr . 292) 
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W o g ó l f 

( ' ) JACOBI , ib idem. 
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104 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

Jeśli to 

Je&li w systemacie elementów wyznacznika wszystkie elementy 
z jednej strony przekątnej są równe zeru, to wyznacznik redukuje 
się do wyrazu, utworzonego przez elementy przekątnej (*). 

Np. (§ 12 , 16») 

(1) JACOBI, ibidem. 
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§ 34. 

Na m o c y w ł a s n o ś c i , w p o p r z e d z a j ą c y m paragraf ie w y p r o -

w a d z o n y c h , jes t o d w r o t n i e 

E l e m e n t y 

k t ó r e nie w c h o d z ą w r ó ż n e  o d zera w y r a z y w y z n a c z n i k a , m o g ^ 
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otrzymywać jakiekolwiek wartośc i skończone — m o g § w i ę c 

także być r ó w n e zeru. W i d z i m y zatem, że : 

Wyznacznik jakiegokolwiek stopnia może być zawaze przed-

stawiony jako wyznacznik stopnia wyższego 

Np. 

( ' ) JACOBI, ibidem 
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ROZDZIAŁ C Z W A R T Y 

U P R A S Z C Z A N I E I O B L I C Z A N I E W Y Z N A C Z N I K A 

§ 35 . 

W ł a s n o ś c i wyznacznika, w poprzedzającym rozdziale w y p r o -
wadzone, prócz rozmaitych zastosowań. Jakie znajdą przy 
dalszych badaniach, dają nam m o ż n o ś ć uprościć dany w y z n a c z -
nik, obniżyć kolejno jego s topień , oraz obl iczyć prędko j e g o 
wartość . 

Z § 29-ego bezpośrednio wynika : 

Nie zmienimy wartości danego wyznacznika, jeśli wszystkie 
elementy jednego wiersza lub jednej kolumny pomnożymy przez 
jedna, i tę samą. ilość, a tak zmieniony luyznacznik jednocześnie 
pomnożymy przez odwrotność tej ilości. 

Nie zmienimy wartości danego luyznacznika, jeśli zmienimy 
znaki wszystkich elementów jednego wiersza lub jednej kolumny 
na wprost przeciwne, zmieniając jednocześnie znak wyznacznika. 
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N p .  (§ 1 2 , 5°, 6 ' ) 

(») Przestawiamy wzajemnie kolumny 1-? i 3 - ? . 
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(§ 0°) 

Z A D A N I E . — Objaśn ić , dla c z e g o : 
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§ 36. 

Jeśl i najmniejsza s p o i n a w i e l o k r o t n a e l e m e n t ó w j e d n e g o 

rzędu wyznaczn ika 

np. e l e m e n t ó w p i e r w s z e g o wiersza j e s t a d o p e ł n i a j ą c e 

dzielniki i lośc i w n a z w i e m y 
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i przez nie p o m n o ż y m y odpowiednie ko lumny, to (§ 35) 

i jeszcze 

Wyznacznik można zawsze wyrazić za pomocą innego wyznacz-
nika, w którym wszystkie elementy pewnego wiersza lub kolumny 
są równe jedności 

Np. 12 , 9°, §35 ) 

(') UOSTOK : EleineiUs ik la theorie des Deterininunts, avec appli-
cation... (Paryż, 1877), sir. 20. 

Ĉ ) 
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Z A D A N I E . — Objaśn ić d la c z e g o 

Jeśl i j e s t c h o ć j e d e n e l e m e n t w y z n a c z n i k a r ó w n y zeru , to , 

na zasadzie p o w y ż s z e j w ł a s n o ś c i , m a n i y naprzód 

N a z y w a j ą c nas t ępn ie n a j m n i e j s z ą s p ó l n ą w i e l o k r o t n ą i lośc i 

przez V i oznaczając 
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m n o ż ą c zaś n a d t o w w y z n a c z n i k u  p o p r a w e j e l e m e n t y p i e r w -

s z e g o w i e r s z a przez d i , t r z e c i e g o p r z e z o s t a t n i e g o 

przez dn, o t r z y m a m y z n ó w 

Z a l f i i i 
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Jeśli w wyznaczniku jest jeden element równy zeru, to wy-

znacznik może być wyrażony przez inny wyznacznik^ w którym 

wszystkie elementy wiersza i kolumny, zawierających ów element, 

są jednościami 

Naprzykład 

ZADANIE. Objaśnić, dla c z e g o 

( ' ) DOSTOR, L C., sir, 6 6 . 
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§ 37. 

Dla o b l i c z e n i a d a n e g o w y z n a c z n i k a z n a m y do t^d d w i e 

drogi p o s t ę p o w a n i a . 

W e d ł u g j e d n e j , n a l e ż y r o z w i n ą ć w y z n a c z n i k ,  to j e s t w y p i -

s a ć w s z y s t k i e j e g o w y r a z y (§§ 9 — 1 2 ) , o b l i c z y ć o d d z i e l n e w y -

razy i u s k u t e c z n i ć m o ż l i w e r e d u k c y e . 

W e d ł u g drug ie j , na l eży dany w y z n a c z n i k r o z ł o ż y ć w e d ł u g 

e l e m e n t ó w j e d n e g o z j e g o r z ę d ó w (§ 2 5 ) , a k a ż d y z w c h o d z g , -

c y c h w t e n rozk ład w y z n a c z n i k ó w (już o j e d n o ś ć n i ż s z e g o s to -

pnia) z n ó w w t en s a m s p o s ó b r o z ł o ż y ć w e d ł u g e l e m e n t ó w 

j e d n e g o z j e g o r z ę d ó w , i t. d . , d o p ó k i n i e d o j d z i e m y  d o w y -

z n a c z n i k ó w d r u g i e g o s t o p n i a , k t ó r e już ł a t w o o b l i c z y ć  c o 

u s k u t e c z n i w s z y , n a l e ż y j e s z c z e w y k o n a ć m o ż l i w e r e d u k c y e . 

B a c z y ć tu j e d n a k na  t o n a l e ż y , że , j eże l i , r o z ł o ż y w s z y d a n y 

w y z n a c z n i k w e d ł u g e l e m e n t ó w p e w n e g o r z ę d u , z e c t i c e m y 

z n o w u o t r z y m a n e w t en s p o s ó b w y z n a c z n i k i o j e d n o ś ć n i ż s z e g o 

s t o p n i a r o z k ł a d a ć w e d ł u g e l e m e n t ó w p e w n e g o i c h r z ę d u ,  t o 

przy w y z n a c z a n i u z n a k ó w (§ 25) w y p a d a s i ę k i e r o w a ć n o w e m i 

l i c z b a m i p o r z ^ d k o w e m i w ier sza i k o l u m n y z a w i e r a j ą c y c h e l e -

m e n t , k t ó r e g o i lość dołączony, c h c e m y w y p i s a ć . Można s o b i e 

w t y m razie rzecz u ł a t w i a ć , za k a ż d y m r a z e m , k i e d y o t r z y m u -

j e m y w y z n a c z n i k i n i ż s z e g o s t o p n i a , przez w y p i s a n i e t y p o w e g o 

(') iMożna lu, przed przyslgpienicm do rozkładu tak danego wyzuacz-
nika, jak i wyznaczników kolejno otrzymanych, tak  je przekształcić, aby 
wszystkie elementy pewnego rzędu były jednościami (§ 36), i następnie 
rozkładać każdy z tycli wyznaczników według elementów lego rzędu j e d -
ności. 
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w y z n a c z n i k a z n o w e m i w s k a ź n i k a m i , k t ó r e p o s ł u ż ę  d o w y z n a 

c z e n ł a o w y c h z n a k ó w N p . 12 , 10") 

K a ż d y z t y c h w y z n a c z n i k ó w t r z e c i e g o s t o p n i a r o z ł ó ż m y z n ó w 

w e d ł u g n p . e l e m e n t ó w t r z e c i e g o w i e r s z a , w y z n a c z a j ą c z n a k i 

s t o s o w n i e  d o s u m m y w s k a ź n i k ó w o d p o w i e d n i c h e l e m e n t ó w 

t i z e c i e g o w i e r s z a w y z n a c z n i k a  ad h o c 

(I) Niewłaściwie GUENTHER (L. c . , drugie wydanie str . Uli) przypisuje so-
l)ie pierwsze melodyczne przedstawienie tego sposobu, gdyż takowy nale-
życie już roztrząsa SPOTTISWOODE (1. c . , CRELLE Journal , s t r . 2 1 9 ) . 

C )̂ DOSTOR (I- C-, s i r . 2 7 ) podaje praktyczną wskazówkę wyznaczania 
znaku, z jakim należy wziąć wyznacznik niższego stopnia. Jeśli, rozkłada-
jąc wyznacznik 

licemy określić znak, jakim w tym rozkładzie należy wzi jć wyznacznik 
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Będz ie w i e c 

Tak j e d e n , jak i drugi z t y c h s p o s o b ó w o b l i c z a n i a w y z n a c z -

n ika j e s t w o g ó l e d ług i i ż m u d n y , o s o b l i w i e , w raz ie w y ż s z e g o 

s t o p n i a d a n e g o w y z n a c z n i k a . 

§ 3 8 . 

N i e k i e d y dostrzedz s i ę d a j e m o ż n o ś ć w y r a ż e n i a w y z n a c z -

nika, j ako s u m m y ki lka w y z n a c z n i k ó w (§ 28 ) , c z ę ś c i ą ł a t w o 

o jedność niższego stopni.i, przez który wypadnie pomnożyć element np . p 

(a więc wyznacznika, który powstanie z powyższego, przez opuszczenie 

wiersza i kolumny, zawierających element p), to, zaczyiiajgic od p ie rw-

szego głównego elemeiuu, schodzimy w pierwszej kolumnie aż do wier-

sza, zawierajęcego element /j , mówigic : •{•a, — 7, /, a następnie po-

suwamy się dalej w tym wierszu aż do elementu p, mówięc w dalszym 

ci?gu : ( - j - i ) , — m,-\-n,  — p . k więc ów wyznacznik należy poprze-

dzić znakiem —. Podobnież wyznaczymy, że wyznacznik, przez który wy-

padnie pomnożyć element np .  j , będzie miał znak - f r t , — <7, -Ą-h, 

a więc 

http://rcin.org.pl



130 T E O I I Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

obl i czyć s ię dających , l u b j u ż o b l i c z o n y c h p o p r z e d n i o , częśc ią 

r ó w n y c h zeru. 

Np. J e ś l i ś m y znaleź l i (§ 12, 11«; § 9, 8 

a c h c e m y ob l i czyć w y z n a c z n i k (§ 12 , 12°) 

to, s tosując k o l e j n o rozkład na s u m m ę w y z n a c z n i k ó w , m i e ć 

b ę d z i e m y 
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P o d o b n i e ż (§  9 , 45% § 20) 
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Z A D A N I A . — Objaśnić, dla c z e g o w o g ó l e 

http://rcin.org.pl



122 

2») 

130 T E O I I Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

§ 39. 

Metodyczniejszy s p o s ó b obl iczania wyznacznika p o l e g a  na 

kolej n e m j e g o upraszczaniu , przez w y r a ż e n i e za p o m o c y 

wyznaczn ika o j e d n o ś ć n iższego s t o p n i a ,  c o m o ż e b y ć os ią-

gn ię te za p o m o c § tak iego przekszta łcenia wyznacznika (§ 31 ) , 

k tóreby s p r a w i ł o ,  że w s z y s t k i e , prócz j e d n e g o , e l e m e n t y 

p e w n e g o wiersza lub k o l u m n y b ę d ą r ó w n e zeru (§ 33 ) . 

W t y m ce lu m o ż e m y naprzód wyznaczn ik wyrazić w postaci 

takiej, aby wszys tk ie e l e m e n t y j e d n e g o wiersza ( lub ko lumny) 

by ły j e d n o ś c i a m i ( § 3 6 ) , a nas tępn ie e l e m e n t y j e d n e j k o l u m n y 

( j ednego wiersza) o d e j m o w a ć  o d o d p o w i e d n i c h e l e m e n t ó w 

wszys tk ich pozos ta łych k o l u m n (wierszy) (§ 31). 

W §  3 6 z n a l e ź l i ś m y 
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a jeś l i w w y z n a c z n i k u po prawej wszys tk i e e l e m e n t y np . p i e r w -

szej k o l u m n y o d e j m o w a ć b ę d z i e m y k o l e j n o  od o d p o w i e d n i c h 

e l e m e n t ó w drugie j , t r z e c i e j , . . . , ostatniej k o l u m n y ,  t o w a r t o ś ć 

w y z n a c z n i k a s ię nie zmien i (§ 31) i 

Ostatni wyznacznik sprowadza się  d o 1, p o m n o ż o n e j przez 

wyznacznik zeń powsta ły przez o p u s z c z e n i e w s y s t e m a c i e j ego 

e l e m e n t ó w p i e r w s z e g o wiersza i pierwszej k o l u m n y ( § 3 3 ) . 

J e s t w i ę c 
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i 00 [ T E o r Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

Wyraz i l i śmy dany w y z n a c z n i k n - e g o s topn ia przez w y z n a c z n i k 

s t o p n i a ( n — l ) - e g o . P o s t ę p u j ą c p o d o b n i e z o s t a t n i m w y z n a c z -

n i k i e m w y r a z i l i b y ś m y  g o przez w y z n a c z n i k s topn ia n — 2 , i t . d . , 

d o p ó k i b y ś m y nie dosz l i  d o w y z n a c z n i k a s topn ia drugiego . 

Np . 

(S 12 , 1») 
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(§ 12, 9% §§ 35, 36) 
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§ 40. 

W e d ł u g tej samej w zasadzie m e t o d y , m o ż n a j e d n a k p o s t ę -

p o w a ć inaczej , starajg.c się b e z p o ś r e d n i o (bez tworzenia w y -

znaczn ika z r z ę d e m j e d n o ś c i ) każdy w y z n a c z n i k wyrazić w takiej 

pos tac i , aby wszystk ie , prócz j e d n e g o , e l e m e n t y rzędu stały s ię 

zerami . 

Jeśli m a m y wyznaczn ik 

to  d o wszys tk ich e l e m e n t ó w np . drugiej k o l u m n y m o ż e m y 

d o d a ć , o d p o w i e d n i e e leujenty pierwszej , p o n m o ż o n e przez 

, a wyznaczn ik s ię nie zmien i (§ 31) . Dodajyc r ó w n i e ż 

do wszys tk ich e l e m e n t ó w trzeciej k o l u m n y o d p o w i e d n i e e le-

m e n t y p ierwsze j , p o m n o ż o n e przez — do w s z y s t k i c h 

czwartej k o l u m n y o d p o w i e d n i e pierwszej , p o m n o ż o n e przez 

i t. d . , n a k o n i e c ,  d o wszys tk ich e l e m e n t ó w ostatniej 
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k o l u m n y o d p o w i e d n i e e l e m e n t y "pierwszej , p o m n o ż o n e przez 

— nie z m i e n i a m y wartośc i w y z n a c z n i k a ; j e s t w i ę c : 
01,1 

a i . i j 
01,2 ^ 

«1,3 
0\,n 

Cli,i 

J) = 0.2,-2 
a, 3 ^ 
fli.i 

• '>0-2,u 

O/M, fin.i} 
Ol.i «1,1 

•-,"11,11 
Cli.u 
Oi.i 

czyl i 

a lbo (§ 29) 

Dla krótkośc i , w c h o d z ą c e tu wyrażen ia w y z n a c z n i k o w e 

m o ż e m y 15) tak o z n a c z a ć : 

http://rcin.org.pl



1 2 8 T E O R Y A J W Y Z N A C Z N I R Ó W . 

Ostatnie wyrażen ie wyznaczn ika D da się jeszcze tak pi-znd-

s tawić (§ 3 3 ) : 

ostatecznie w i ę c , m o ż e m y zawsze d a n y wyznacznik stopnia « -ego 

wyrazić wpros t przez w y z n a c z n i k s topnia (H — l ) - e g o w e a ł i i g 

wzoru 

Stosując  g o nas tępn ie  d o wyznaczn ika  p o prawej , o trzymamy 

wyznaczn ik s topnia ( n — - ) - e g o i t. d . , dopók i nie dojdziemy 

do wyznacznika s topnia drugiego . Np. 

(*) l i E L L A Y I T l S ,  I . C . , § o i ) . 

http://rcin.org.pl



U P R A S Z C Z A N I E W Y Z N A C Z N I K A . — R O Z .  I V — ^ 86. 118 

(§ 12, 10"; § 3 7 ; § 12, 10") 

http://rcin.org.pl



1 3 0 T E O R Y A J W Y Z N A C Z N I R Ó W . 

Z A D A N I E . — Objaśnić dla c z e g o 

która to f o r m u ł a m o ż e także s ł u ż y ć d l a o b l i c z e n i a w y z n a c z -

n i k a . 

§ 41. 

Jeśl i w s y s t e m a c i e e l e m e n t ó w d a n e g o w y z n a c z n i k a e l e m e n t y 

p e w n e g o r z ę d u t w o r z y p o s t ę p i l o c z y n o w y , n p , 

(1) BALTZER (1. c . , w czwarlem wydaniu sU'. 19). 
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to odejmując od e l ementu każdej, jak tutaj, k o l u m n y o d p o -
wiedni e l e m e n t k o l u m n y poprzedzającej, p o m n o ż o n y przez q, 
mieć będziemy 

O JACOBI. Ueber die Darstellung einer ReihegegebenerWerthe durch 
eine gebrochene rationale Function. (GRELLE Journal, t. XXX, str. 129). 
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Np. 

160 T E O R Y A j W Y Z N A C Z N I R Ó W . 

Jeśl iby w s y s l e m a c i e e l e m e n t ó w wyznaczn ika 

e l e m e n t y wszystkic l ! , prócz j e d n e g o , wierszy , lub wszys tk ich , 

prócz j edne j , k o l u m n , by ły związane tąż samą zależnością 

j e d n o r o d n ą i l in iową w z g l ę d e m e l e m e n t ó w , np. gdyby miały 

m i e j s c e związki 
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przy s t a ł y c h w a r t o ś c i a c h dla i lośc i 

to 

Lecz z za łożenia w y p a d a ,  że 

dla w s z y s l k i c ł i w a r t o ś c i % l i czby X; j e s t z a t e m w na-

s z y m przypadku (') 

( ' ) B i - L L A V I T I S , 1. c . , § 1 7 . 
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N p . 

162 T E O R Y A J W Y Z N A C Z N I R Ó W . 

W o g ó l e , w m i a r ę z d a r z a j ą c y c h s i ę s z c z e g ó l n y c h p r z y p a d k ó w , 

m o ż n a o d p o w i e d n i e d o b i e r a ć s p o s o b y dla o b l i c z e n i a w y -

z n a c z n i k a 

42. 

G d y w y p a d a o b l i c z y ć w y z n a c z n i k z l i c z e b n e m i e l e m e n t a m i , 

t o z w y k l e , g d y b y z a c h o d z i ł y l i c z b y u ł a m k o w e , w y r a ż a m y na-

p r z ó d d a n y w y z n a c z n i k przez i n n y o e l e m e n t a c h c a ł k o w i t y c h 

(§§ 2 9 , 3 5 ) . N a s t ę p n i e zaś  d o e l e m e n t ó w w i e r s z y l u b k o l u m n 

d o d a j e m y e l e m e n t y j e d n e g o l u b k i lku r z ę d ó w r ó w n o l e g ł y c h , 

p o m n o ż o n e przez tak d o b r a n e l i c z b y (§ 31) , a b y w s z y s t k i e , 

(•) Np. porównaj 20. 
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prócz j e d n e g o , e l e m e n t y jakiegoś rzędu stały się równerni 

zeru (Ŝ  33) . 

Nie m o ż e być m o w y o żadnej regu le o g ó l n e j dla na jkrót szego 

tu p o s t ę p o w a n i a : zależnie  od liczb, b ę d ą c y c h e l e m e n t a m i w y -

znacznika, p o s t ę p o w a ć potrzeba w j e d n y m s z c z e g ó l n y m przy-

padku inaczej , niż w drug im. 

N p . (§ 41 ) 
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N i e k i e d y można w ten s p o s ó b o trzymać wyznaczn ik , w k tórym 
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w s z y s t k i e e l e m e n t y z j e d n e j s t rony przekęitnej  s§ z e r a m i , a tern 
s a m e m b e z p o ś r e d n i o ob l i czyć s ię dajacy . 

Np. 1-2, 5") 

N p . , j eże l i o z n a c z y m y , jak p o p r z e d n i o (§ lO), 

i c h c e m y o b l i c z y ć w y z n a c z n i k {s l ) - e g o s t o p n i a 

t o , z w a ż a j ą c ,  że w o g ó l e 
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zk§d 

przed o d j ę c i e  o d e l e m e n t ó w k a ż d e g o w i e r s z a w y z n a c z n i k a D 

e l e m e n t ó w o d p o w i e d n i c h wiersza p o p r z e d z a j ą c e g o , o t r z y m a m y 

O d e j m u j ą c n a s t ę p n i e  o d e l e m e n t ó w t r z e c i e g o i d a l s z y c h w i e r s z y 

o d p o w i e d n i e e l e m e n t y w i e r s z a p o p r z e d z a j ą c e g o ( k a ż d y ) , a w tak 

o t r z y m a n y m w y z n a c z n i k u  o d e l e m e n t ó w c z w a r t e g o i d a l s z y c h 

w i e r s z y e l e m e n t y w i e r s z a p o p r z e d z a j ą c e g o i t, d . , d o j d z i e m y 

n a k o n i e c  d o w y z n a c z n i k a , w k t ó r y m w s z y s t k i e e l e m e n t y g ł ó w n e j 

przekątnej  są j e d n o ś c i a m i , w s z y s t k i e z a ś e l e m e n t y z j e d n e j j e j 

s t rony są z e r a m i . J e s t w i ę c (§ 3 3 ) , przy j a k i c h k o l w i e k w a r t o ś -

c i a c h l i c z b c a ł k o w i t y c h r i s, z a w s z e 

D — 1. 

G d y w d a n y m  d o o b l i c z e n i a w y z n a c z n i k u j e s t w i e l e zer ,  to 

n a l e ż y tak p o p r z e s t a w i a ć w i e r s z e i k o l u m n y (§§ 19 , 124), a b y 

zera zna laz ły s ię o i l e m o ż n o ś c i z j e d n e j s t r o n y przekątnej : 

{*) BALTZER , 1. c . , czwarte wydanie str . 22. 
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wtedy może dany wyznacznik bezpośredn io zredukuje się  do 
wyznacznika stopnia niższego (§ 33). Np. 

ZADANIE. — Objaśnić, dla czego wartość wyznacznika (*) 

(') IIERMITK, Sur une ąuestion relative d In theorie des nombres. 
(LIOUYILLE Journal, t. XTV, sir. 2 5 ) . 
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j e s t 

(Mnożąc e l e m e n t y p i e r w s z e g o wiersza przez i j , d r u g i e g o 

przez b.2,..., o s t a t n i e g o przez i n a s t ę p n i e d o d a j ą c  d o k a ż d e g o 

wiersza w s z y s t k i e w i e r s z e  p o n i m n a s t ę p u j ą c e , o t r z y m a m y 

w y z n a c z n i k , s p r o w a d z a j ą c y s ię  d o w y r a z u , u t w o r z o n e g o przez 

e l e m e n t y g ł ó w n e j przekątnej , tak, że 

zkąd o w a w a r t o ś ć w y z n a c z n i k a S ) . 
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M N O Ż E N I E W Y Z N A C Z N I K Ó W 

§ 43. 

Niechaj będą d w a s y s t e m a l y mn e l e m e n t ó w 1 ) : j e d e n 

( I ; 

driiiji 
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oraz wyznacznik systematu m^ e l e m e n t ó w 

( 3 ) 

tak związanych z e l ementami sys tematów (1) i (2), że w s y s l e -
macfe e l e m e n t ó w (3) jak iko lwiek element Cj,,; jest summa ilo-
czynów odpowiednich elementów i - ego luiersza systematu (1) 

1 k - e g o wiersza systematu (2), t. j. 

( i ) 

•czyli 

gdzie S obejmuje n sk ładników, otrzymanych przez kolejne 
nadawanie i lości X wartości 1,  2 , . . . ,n —  i , n. 

Postarajmy się , przy takiem założeniu, wyraz ić wyznacznik 

2 ± przez e l e m e n t y sys tematów (1) i (2). 

Ze związku (4) wypada , że wyraz g ł ó w n y t e g o wyznacznika 
może być tak przedstawiony : 

gdzie , przy każdej z n wartości 1, 2 , . . . , n l iczby (a, należy 
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l iczbie v n a d a w a ć z n w a r t o ś c i 1, przy każdej zaś 

z tych nn par w a r t o ś c i l iczb fji i v, n a l e ż y l iczbie p n a d a w a ć 

każdą z n w a r t o ś c i 1, i t.  d . J a k i k o l w i e k w i ę c z n'" 

w y r a z ó w  p o p r a w e j j e s t 

g d z i e każda l iczba p, -^.. . . .t m o ż e m i e ć k t ó r ą k o l w i e k z w a r -

tości 1, 2 , , . . / i . M o ż e m y w i ę c j e szcze g ł ó w n y wyraz w y z n a c z -

nika 1) tak p r z e d s t a w i ć : 

(5) 

gdzie każdy z m w s k a ź n i k ó w /ui, v, o , . . . , r o t r z y m u j e każdą 

z n war tośc i 1, 2 , . . . , n . 

Ż e b y z t e g o g ł ó w n e g o w y r a z u w y z n a c z n i k a 2 ± 

o t r z y m a ć w s z y s t k i e j e g o wyrazy , n a l e ż y (§ 8)  w e w s z e l k i m o ż -

l i w y s p o s ó b p r z e s t a w i ć a lbo p i e r w s z e ty lko w s k a ź n i k i , a l b o 

też d r u g i e t y l k o w s k a ź n i k i e l e m e n t ó w wyrazu g ł ó w n e g o , na-

dając p r z y t e m w y r a z o m o t r z y m a n y m znaki o d p o w i e d n i e . 

P r z e s t a w i a j m y w w y r a z i e 

np. d r u g i e wskoźi i ki. 

Ze z w i ą z k u , jaki , w e d ł u g za łożen ia ,  m a m i e j s c e m i ę d z y e l e -

m e n t a m i s y s t e m a t ó w (3) , (1) i (2), t.  j . z za l eżnośc i (4 ) , w y p a d a , 

że z m i e n i ć drugi w s k a ź n i k e l e m e n t u jes t  to s a m o ,  c o 

z m i e n i ć p i e r w s z e w s k a ź n i k i e l e m e n t ó w g d y ż n p . 
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Jeśli w ięc m a m y po l ewej s lronie równośc i (5) wyiŃ.onywać 

po kolei wszystkie moż l iwe przes lawienia drugich wskaźn ików, 

lo należy jednocześnie w każdym wyiaz ie s u m m y po prawej 

wykonać też same przes lawienia p ierwszych wskaźników ilości b. 

Nadto, za każdfi razą, kiedy przed i loczynem ilości c sta-

w i a m y znak  - f lub  — , tenże sani znak postawimy przed 

i loczynem ilości h. Jest w i ę c 

W s u m m i e po prawej wyrażenie S ± bi ••.hi.'bi,'...Mm,- jes i , 
w c d ł u c powyższego, s u m m a i l o c z y n ó w , powstałych z i loczynu 
bij)-i.,bi,'^...bm- pi'zez zastąpienie układu p ierwszych w s k a ź -
n ików, przez wszelkie ich układy, z poprzedzeniem takich 
i loczynów znakie"m lub  — , s tosownie  do tego, czy 
układy kióry zastąpi układ pierwszych wskaźników iloczynu 

tej samej czy też do innej klassy należy, 
niż układ drugich wskaźn ików i loczynu Gdy 

jednak układ drugich wskaźn ików i loczynu 
jest , jak widzimy, tym samym układen^,  co układ j)ierwt.zych 
wskaźn ików i loczynu ^o m o ż e m y powiedz ieć , 

że : w zachodzącej po prawej stronie równośc i ((>) s u m m i e 
^ tworzymy oddzie lne składniki , zastępując 

w składniku układ p ierwszych sk ładników 
przez wszystkie moż l iwe ich układy i nadając każdemu takiemu 
jej składnikowi znak lub  — , wed ług tego, czy w n i m 
układ pierwszych w s k a ź n i k ó w do tej samej klassy należy,  co 
układ pierwszych wskaźn ików składnika czy też 

http://rcin.org.pl



MNOŻENIE W Y Z N A C Z N I K Ó W . — ROZ. V — § i . ' ] . 145 

do i n n e j . W i d z i m y w i ę c 8 ) ,  że  p o p r a w e j s t r o n i e r ó w n o ś c i (0) 

każda s u m m a S ± , j(?st w y z n a c z n i k i e m m - e g o 

s t o p n i a , 

t. t I 1 

k t ó r e g o w y r a z g ł ó w n y jes t 

Każdy tak i w y z n a c z n i k  ^ ^ j e s t w r ó w n o ś c i ((>) po-

m n o ż o n y przez i l o ś ć 

W i d z i m y n a d t o ze z w i ą z k u ((»), ż e , d la o t r z y m a n i a w y z n a c z n i k a 

n a l e ż y w z i ą ć s u m m ę w y r a ż e ń , p o w s t a j ą c y c h z w y r a ż e n i a 

przez n a d a n i e każde j z M i lośc i P, v, O, . . . ,T w s z y s t k i c h n w a r -

tośc i 1, 2 , . . . , « . 

T a k p o j m o w a n y z w i ą z e k {(>) p r z e d s t a w i a n a m w y r a ż e n i e 

w y z n a c z n i k a s y s t e m a t u e l e m e n t ó w (3 ) przez e l e m e n t y s y s t e -

m a t ó w (1) i (2 ) . 

Z e w z g l ę d u na l i czby ni i n n a l e ż y , przy d a l s z e m b a d a n i u 

z w i ą z k u (G), rozróżn ić trzy p r z y p a d k i . 

10 
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Popierw&ze : m"^ n. Ponieważ w wyrażeniu (6) dla każdej 

z m liczb 
V, (9) 

m a m y nadawać każdą z n ty lko wartości 

. . . (40) 

to , w tym przypadku, d w i e lub więce j z l iczb (9) b ę d ą miały 

tę samą wartość , t. j. będz ie w tym przypadku dwa lub więce j 

drugicl i wskaźników każdego wyznacznika (7) sobie r ó w n y c h , 

czyli w sys temacie e l e m e n t ó w każdego wyznacznika (7) d w i e 

lub więce j ko lumn będzie j ednakowych , a tem s a m e m każdy 

wyznacznik (7) jest zerem (§ 20) . Wszys tk ie zatem składniki (8) 

po prawej stronie związku (6) są zerami, czyli w y z n a c z n i k 

sys tematu e l e m e n t ó w (3) jest zerem. 

W przypadku w i ę c , kiedy m > n, jes t 

Powtóre : m=.n.  Tu każdej z n l iczb (9) m a m y n a d a w a ć 
każdą z n wartości (10). Gdybyśmy l iczbom (9) takie nadali 
wartości , że d w i e lub więce j z nich byłyby sobie równe , to 
wtedy wyznacznik (7) , a t e m s a m e m i o d p o w i e d n i składnik (8), 
miałby wartość zero. Możemy w i ę c l i czbom (9) przy tworzeniu 
sk ładników (8) nadawać każdą razą tylko różne od s iebie war-
tości (10). Widz imy zatem, że przy każdej z n wartości (10) dla 
l iczby fji, m o ż e m y liczbie v dawać jedną z pozostałych n — 1 
wartośc i ; obok zaś p e w n y c h wartości liczb ^ i v m o ż e m y 
liczbie p nadawać każdą z pozostałych n — 2 wartośc i i t. d. 
W s u m m i e zatem (0) sk ładników takich jak (8), a różnych od 
zera, może być 1 . 2 . 3 . . . n . 

Gdy l iczbom (9) nadamy różne między sobą wartości (10), 

" P . . gdy 
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tak,  że uk ład 

(11) 

j e s t j e d n ą j a k ą k o l w i e k p r z e m i a n ą l i czb (10),  to o d p o w i e d n i 

s k ł a d n i k (8) b ę d z i e 

(8') 

P o n i e w a ż j e d n a k u k ł a d (11) j e s t p e w n y m u k ł a d e m l iczb ( 1 0 ) , 

to m o ż e m y w w y z n a c z n i k u S ± tak p o p r z e -

s t a w i a ć k o l u m n y , aby o t r z y m a ć zeń w y z n a c z n i k 

p o p r z e d z o n y z n a k i e m l u b  — , w e d ł u g t e g o , czy u k ł a d y 

d o tej s a m e j , c zy  do innej klassy n a l e ż ą (§ 2 4 ) , t. j. 

S k u t k i e m t e g o , w w y r a ż e n i u (6 ) , z a m i a s t k a ż d e g o s k ł a d n i k a (8') 

m o ż e m y w z i ą ć 

T a k i c h s k ł a d n i k ó w w s u m m i e (6) będz ie , j a k e ś m y w i d z i e l i , 

1 . 2 . . . n . W s z y s t k i e o n e b ę d ą mia ły s p ó l n y c z y n n i k 

tak, że zamias t związku (O) m o ż e m y n a p i s a ć 

W l e m w y r a ż e n i u w s u m m i e w y r a z ó w 

z n a j d u j e s i ę , w e d ł u g po w y ż s z e g o , w y r a 
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o d k t ó r e g o pozos ta łe b ę d § s ię t e m różn i ły ,  że b ę d ą m i a ł y 

w i n n y m porządku  p o s o b i e n a s t ę p u j ą c e drugie wskaźn ik i , t.  j . 

u k ł a d d r u g i c h w s k a ź n i k ó w t e g o wyrazu b ę d ą mia ły z a s t ą p i o n y 

i n n y m u k ł a d e m , i b ę d ą p o p r z e d z o n e z n a k i e m -)- l u b  — , sto-

soAvnie  do t e g o , czy ich uk ład drugich w s k a ź n i k ó w  d o tej 

s a m e j , czyteż  do inne j k lassy n a l e ż y , n iż u k ł a d 1,  2 , 

t.  j . u k ł a d drugich w s k a ź n i k ó w e l e m e n t ó w w y r a z u 

Przedstawiają w i ę c (§  8) te l . i 2 .3 . . .n w y r a z ó w 

w y z n a c z n i k 

W i d z i m y z a t e m , że w przypadku, k i e d y m = n,  m a m i e j s c e 

z w i ą z e k 

Potrzecie : m<n.  T o i w tym przypadku m l i czbom 

('•>) 

w w y r a ż e n i u (0) m o ż e m y n a d a w a ć tylko r ó ż n e z p o m i ę d z y n 

(10) 

g d y ż inaczej w s k ł a d n i k u (8) c z y n n i k , p r z e d s t a w i o n y przez 

W 7 z n a c z n i k (7 ) , b y ł b y z e r e m . Tak ich rozn ia i tych g r u p o w a l i 

z tych V war tośc i CIO)  p o m różnych , b ę d z i e ty le i le jest 

war iacy j z n  po m, t.  j , 

tyle w i ę c b ę d z i e w s u m m i e (6) s k ł a d n i k ó w tak ich , jak (8), 

a r ó ż n y c h  od zera. 

http://rcin.org.pl



MNOŻENIE W Y Z N A C Z N I K Ó W . — HOZ. V — § 149i. 1 (> i 

Takie n a d a w a n i e r ó ż n y c h w a r t o ś c i l i c z b o m (9) m o ż e m y 

s y s t e m a t y c z n i e u s k u t e c z n i ć w t e n s p o s ó b . N a p r z ó d u t w o r z y m y 

w s z y s t k i e k o m b i n a c j e z n war tośc i (10)  p o m. B ę d z i e i c h 

Każd^ tuk^i k o m b i n a c y ę p o s t a w i m y  p o p r a w e j s t r o n i e z w i ą z -

ku (G) z a m i a s t l i c zb (9 ) , a n a s t ę p n i e w k a ż d y m ztąd p o w s t a ł y m 

s k ł a d n i k u (8) w y k o n a m y w s z y s t k i e 1 . 2 . . . m przemian p o d s t a -

w i o n y c h w a r t o ś c i l i czb (9 ) . 

U t w ó r z m y w i ę c n a p r z ó d w s z y s t k i e k o m b i n a c y j z n w a r -

tośc i (10)  p o m. J e d n ą z n i c h n i e c h b ę d z i e u k ł a d 

Dając m l i c z b o m (9) w a r t o ś c i n p . 

m i e ć l ) e d z i c m y j e d e n sk ładn ik s u m m y (0) 

(8") 

a t w o r z ą c n a s t ę p n i e w s z y s t k i e p r z e m i a n m i l o ś c i 

f , z k t ó r y c h j e d n ą n i e c h b ę d z i e p r z e m i a n a 

o t r z y m a m y t a k i c h s k ł a d n i k ó w . W y z n a c z n i k k a ż d e g o 

z tych s k ł a d n i k ó w , n p . s k ł a d n i k a 

http://rcin.org.pl



150 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

m o ż e m y p o d o b n i e , jak w przypadku p o p r z e d z a j ą c y m , w y r a z i ć 

przez - j - l u b — w y z n a c z n i k S ± t a k ,  że 

g d z i e ' n a l e ż y w z i ą ć znak + l u b  — , w e d ł u g tego , czy prze-

m i a n y 

d o j e d n e j , czy  d o r ó ż n y c h k lass na leżą . W s u m m i e 1 . 2 . . . m 

tak ich s k ł a d n i k ó w w y z n a c z n i k S ± będz ie w i ę c 

s p ó l n y m c z y n n i k i e m . Pozos ta ł e zaś czynnik i tych s k ł a d n i k ó w 

u t w o r z ą s u m m ę 1 . 2 . . . m w y r a z ó w 

m i ę d z y k t ó r e m i b ę d z i e O d e ń inne w y r a z y 

b ę d ą s ię t e m różn i ły ,  że d r u g i e w s k a ź n i k i i c h e l e m e n t ó w b ę d ą 

r ó ż n e m i p r z e m i a n a m i m l iczb Z",^,^,...,® i, j a k w i d z i e l i ś m y , b ę d ą 

p o p r z e d z o n e z n a k i e m l u b  — , s t o s o w n i e  d o t e g o , czy i c h 

u k ł a d d r u g i c h w s k a ź n i k ó w  d o tej samej k lassy n a l e ż y ,  c o u k ł a d 

d r u g i c h w s k a ź n i k ó w e l e m e n t ó w w y r a z u 

czy też  d o i n n e j . T w o r z ą w i ę c o n e w y z n a c z n i k 

k t ó r e g o g ł ó w n y m Wyrazem j e s t wyraz -j-fli/fl^.ff^s./f-^^wi.s' 

T e w i ę c 1 . 2 . . . m s k ł a d n i k ó w s u m m y (6 ) , u t w o r z o n y c h ze 

s k ł a d n i k a (8"), t.  j . o d p o w i a d a j ą c y c h j e d n e j k o m b i n a c y i w a r -

t o ś c i 

n a d a n y c h l i c z b o m (9), p r z e d s t a w i a s ię j a k o i loczyn d w u 

w y z n a c z n i k ó w : 

( 1 2 ) 
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Biorąc d r u g ą z u t w o r z o n y c h ^^^ k o m b i n a c y j w a r t o ś c i ( 1 0 ) 

d la l i czb ( 9 ) , n p . k o m b i n a c y ę 

znajdzienriy p o d o b n i e ż ,  że z n o w u 1 . 2 . . . m s k ł a d n i k ó w s u m -

m y (G), r ó ż n y c h  o d t y c h , które s ię z łoży ły  na u t w o r z e n i e i l o -

c z y n u (12) , u t w o r z ą drugi p o d o b n y i l o c z y n 

- - ( 12 ' ) 

i t.  d, przy każdej z tych ^^^ k o m b i n a c y j . 

Jeś l i w i ę c r o z u m i e ć b ę d z i e m y , że znak rozc iąga s ię 

n a w s z y s t k i e k o m b i n a c y j w a r t o ś c i (10), które k o l e j n o  na 

d a w a ć b ę d z i e m y i l o ś c i o m ( 9 ) ,  to w r o z b i e r a n y m  t u przy -

p a d k u ( m < n ) , j e s t 

Przypatruj§c s ię w y r a ż e n i o m (12 ) , (12') i o s t a t n i e i n u , m o -

ż e m y z a u w a ż y ć ,  że na leży  tu z m k o l u m n s y s t e m a t u ( 1 ) u t w o -

rzyć w y z n a c z n i k i p o m n o ż y ć  g o przez w y z n a c z n i k o d p o -

w i e d n i c h (t.  j . t e ż s a m e m i e j s c a z a j m u j ą c y c h ) m k o l u m n s y s t e -

m a t u ( 2 ) , tak , że , jeżel i p i e r w s z y z t y c h w y z n a c z n i k ó w 

n a z w i e m y A, drugi zaś  B ,  to m o ż e m y p o w i e d z i e ć , iż k a ż d a 

para w y z n a c z n i k ó w A i B j e s t tak§,  że z w y z n a c z n i k a A prze-

c h o d z i m y b e z p o ś r e d n i o  d o w y z n a c z n i k a  B, z a s t ę p u j ą c g ł o s k i a 

przez g ł o s k i bez z m i a n y l u b p o r u s z e n i a w s k a ź n i k ó w . 
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Zbierając razem powyższe wypadki badania , w idz imy , że 

Jeśli, majac dwa systemati/  m n elementów 

utworzymy wyznacznik 

aystematu  m- elementów 

?r którym 

to : jeśli m jest 

jeśli m = n , jest 

jeśli zaś m < n, jest 

gdzie znak ^ odnosi sie do ivszyslkich różnych C^konihinacyj 
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które zamiast in ivskainik(av 

fi, 

podstawić należy ( / ) . 

Z a z n a c z y m y tu j e s z c z e ,  że w e d ł u g z w i ą z k u (4) , elementy wy-

znacznika S ± są całkowite lozględem elementóiu 

systematów { { ) i a t e m s a m e m łuyznacznik 

jest funkcyą całkowita elementów (1) i 

§ 41. 

W przypadku m = n o d p o w i e d n i z w i ą z e k (5) m o ż e b y ć tak 

p r z e d s t a w i o n y : 

( ' ) LAGIIANGE W Recherches d'Arithmetiąue. [N. rnemoires de i'Ac. de 
Berlin, 1 7 7 3 , str . 2 8 5 ) dokonywa mnożenia dwóch wyznaczników dru-
giego stopnia. GAUSS W ])isquisitiones aritmeticce (1801) (C. F. Gauss 
Werke, tom I, 1 8 6 3 , s tf . 3 0 5 ) wymnaża dwa wyznaczniki trzeciego 
stopnia. CAUCIIY i BINET W pracach przedstawionych jednocześnie 
(30 lislop. 1 8 1 2 r . ) Akademii Paryzkiej (wydrukowanych w Journal de 
recole 'polytechniąue) t rak tu ją ogóhiie dwa ostatnie (|3, y) przypadki 
(CAUCHY W Mem. Sur les Fonctions... s t r .  8 1 i 1 0 7 ; BINET w Mem. sur 
un Systeme des Formules analiti(iues..., XVI Cahier, str. 2 8 6 i następne), 
choć pierwszy przedstawia swe badania wyraźniej i systematyczniej. P rzy-
padek pierwszy (a) zaznaczył JACOBI {De formatione..., str . 309). 

Niewłaściwie BALTZER (1. c . , czwarte wydanie, s t r . ZŁ6) powiada, że 
})ierwszy «anschauliger Ausdruck)) tego twierdzenia dany był przezeń ( B . ) 
« in der 3ten Auflagedieses iiuches, 1 8 7 0 », gdyż  J . A. SERRET W trzeciem 
wydaniu ( 1 8 6 6 ) Cours d'Algebre superieure wypowiada je dobitniej 
( tom I, str . 537) niż BALTZER , którego nadto dowodzenie polega na tej 
samej zasadzie, na jakiej SERRET swoje oparł (na jakiej też opiera się 
dowodzenie tutaj podane), zasadzie, użytej naprzód przez JACOBI ' ego 
(1. c . , str . 308-312). 

1^) JACOBI (1. c . , str . 3 1 0 ) . 
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czyl i w e d ł u g o k r e ś l e n i a (4) , 

N p . , jeś l i m a m y d w a w y z n a c z n i k i 

a u t w o r z y m y w y z n a c z n i k s y s t e m a t u 

przy 

to 

J a k o ż , r z e c z y w i ś c i e , w e d ł u g §§ 2 8 , 2 9 , 2 0 , 19, m a m y  t u 
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P o d o b n i e ż , g d y d a n e są d w a w y z n a c z n i k i t r z e c i e g o s t o p n i a , 

t o , przy 

m a m y 
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g d y ż , rozkładając w y z n a c z n i k 

na s k ł a d n i k ó w (Ĵ  i28) i o p u s z c z a j ą c s k ł a d n i k i r ó w n e 

zeru ( § 3 0 ) , m a m y 

czyl i 10, 2 4 , 9) 
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W przypadku m < n, m a m y  d o c z y n i e n i a z s y s t e m a t a m i e le -

m e n l ó w (1 ) i (52), w k t ó r y c h l i c zba k o l u m n je s t większ^i  od 

l i c z b y w i e r s z y .  D o t a k i e g o p r z y p a d k u o d n o s i s i ę w p r o w a d z o n e 

w § IG o z n a c z e n i e 

g d z i e znak ^ o d n o s i s ię  d o w s z y s t k i c h ^ ^ j k o m b i n a c y j z n 
Î . T 

l i czb ( 1 0 )  p o  m, k t ó r e zamias t u k ł a d u v<^skaźników fx, V, , . . ,T 

p o d s t a w i a ć n a l e ż y , c zy l i  d o w s z y s t k i c h r ó ż n y c h k o m b i n a c y j 
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p o m k o l u m n z n k o l u m n s y s t e m a t u (1) i s y s t e m a t u (2). Jeśli 

nadto z g o d z i m y s ię k o n s e k w e n t n i e  na oznaczen ie 

to, jak w i d a ć z d r u g i c h w s k a ź n i k ó w , zatrzymując p e w n e in 

k o l u m n p i e r w s z e g o z d a n y c h s y m b o l ó w i tworząc o d p o w i e d n i 

wyznaczn ik , m n o ż y m y  g o przez wyznacznik , p o w s t a ł y wskutek 

za trzymania t y c h ż e s a m y c h ko lumn d r u g i e g o s y m b o l u . Sy, w i ę c 

każde takie d w a wyznaczniki tak ze sob^i związane , z e z j e d n e g o 

z n i ch m o ż e m y przejść  d o drug iego , zastępując ty lko g łoski h 

przez g łosk i a, bez poruszenia w s k a ź n i k ó w (§ 4 o ) . M o ż e m y 

w i ę c związek {y} tak przedstawić : 
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czyli^ w e d ł u g określenia (4) , 

Np. , jeśl i m a m y 

i utworzymy wyznacznik sys l ematu 

t o 
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Jakoż , r z e c z y w i ś c i e , 
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czyli, według określenia (14), 

W przypadku m>n, gdybyśmy również uważali wyznacznik 

jako iloczyn symbolów (§ 16) 
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lo , zważając na określenie (4), możemy związek (a) tak przed-
stawić : 

Rozkładając tu bowiem wyznacznik po prawej na skład-
niki (§ 28), przekonamy się, że w każdym z n"» tych składników 
m-ego stopnia m — n (co najmniej) kolumn będą utworzone 
przez e lementy proporcyonalne względem e lementów innych 
jego kolumn. Gdy ten i loczyn równa się zeru, to mus imy przy-
jąć, że w tym przypadku wartość każdego z s y m b o l ó w (15) 
jest zero. 

Np., jeśli mamy 

i, przy 
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utworzymy wyznacznik 

to D = 0. Istotnie, rozkładając ostatni wyznacznik na 23 — 8 
sk ładników, m a m y 

Ponieważ zaś D = D'. D", to i D ' = 0 , i D " = 0 , gdyż nie 

m a przyczyn, dla których, przyjnmj§c, że wartość j e d n e g o 

z s y m b o l ó w D' i D" jest zero, n ie mie l ibyśmy przyjgć, że i drugi 

jest zerem. A to t em więcej , że gdybyśmy w e d ł u g (/3) p o m n o -

żyli przez s iebie d w a takie wyznaczniki trzeciego stopnia 

to , s to sownie do odnoszącego się  do tego przypadku zwigzku (13)j 
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Otrzymalibyśmy wyznacznik (16). Symbole więc (15') zacho-
wują się w mnożeniu tak, jak gdyby (me były wyznaczni-
kami (17), które oczywiście równe zeru ('). 

§ 45. 

Elementy syslematu (3) wyznacznika, przetlsLawiajycego ilo-
czyn, określiliśmy w § 43 związkiem 

('•i.k = ai,i + ^/c.aH-,.. .Ą-cii.n bk.n, 

to jest, uważalibyśmy element systematu (3;, jako sumnię 

(') Więc, wogóie. w iiiiiożeniii, s\'ml)ol 

W klóryni liczba ko luma mniejsza  od liczby wierszy, zachowuje się tak, 
j ak gdyby 

Olo przyczyna, dla której w § 16 przypadek, kiedy liczba kolumn jest 
mniejszą niż liczba wierszy, oddzielony został od p rzypadku przeciwnego, 
or.iz d!a której odpowiednim symbolom przypisane zostały znaczenia 
odmienne w każdym z tych d w u przypadków. 
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i loczynów odpowiednich e l e m e n t ó w i-ego wiersza systematu (1) 

i A-fgo wiersza systematu (2). Lecz, oczywiśc ie (§ 18), mogl i -

byśmy dać inne okreś lenie e l e m e n t u m i a n o w i c i e : 

to jest , uważać e l ement Cj.fc systematu (3) jako s ^ m m ę i loczy-
n ó w odpowiedn ich e l e m e n t ó w z-ej k o l u m n y systematu (1) 
i A:-ej ko lumny systematu (2). Lecz wtedy wypadłoby z m i e n i ć 
ogólne wysłowienie twierdzenia § 43-go [to jest, zależność (y) 
odnieść do m^n, zależność zaś («)  do m<n], j a k o t e ż z m i e -
nić odpowiednie okreś lenia , pos tawione w § IG-ym. 

R o z w a ż m y tylko pod tym względem przypadek m = n. 

Miijyc pomnożyć przez siebie dwa wyznaczniki 

m o ż e m y utworzyć ich i loczyn 

gdz ie , w e d ł u g związku (4), 

jest w i ę c w wyznaczniku D e lement s u m m ą iloczyn6vv 
e l e m e n t ó w e-ego wiersza wyznacznika D' przez odpowie i ln ie 
e l e m e n t y A:-ego wiersza wyznacznika D". 
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Jeśli jednak w systemacie elementów wyznacznika D' weź-
miemy wiersze za kolumny (§ 18), to wartość wyznacznika D" 
się nie zmieni, lecz teraz elementami k-ego wiersza będą ele-
menty poprzednio k-e'] kolumny, to jest , hî k, h,k,'.-y bn,k, 
tak, że związek (4) będzie teraz 

Jeśli, zostawiając nieporuszonemi elementy pierwotnego sy-
stematu wyznacznika D", w systemacie e lementów wyznacz-
nika ])' wiersze weźmiemy za kolumny, to, według (4.), 
możemy jeszcze przyjąć, że w systemacie elementów wyznacz-
nika D jest wogóle 

Gdy nakoniec w obu danych początkowo systematach e l e -
mentów wyznaczników D i D' wiersze weźmiemy za kolumny, 
to, według (4) , w systemacie e lementów wyznacznika D 

Odnosząc te cztery sposoby tworzenia e lementów wyznacz-
nika D do pierwotnych, wyżej wypisanych, systematów ele-
mentów wyznaczników D' i D", możemy powiedzieć, że przy 
mnożeniu przez siebie dwu wyznaczników jednakowego stopnia 
winniśmy stale mnożyć odpowiednie : 1" elementy każdego wiersza 
jednego przez elementy wszystkich wierszy drugiego loyznacznika, 

albo elementy każdego wiersza jednego przez elementy wszystkich 
kolumn drugiego, 3° albo elementy każdej kalumny jednego przez 
elementy ivszystkich wierszy drugiego. A" albo też elementy każdej 
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kolumny jednego przez elementy wszystkich kolumn drugiego 
z danych wyznaczników Np. 

Jeśli tu przyjmiemy, że 

(1) C A D C H Y . 1. c . , s t f . 8 3 . 
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\o ( i O, 5") 

mnożąc zaś łe dwa wyznaczniki przez siebie (elementy kolumny 
przez elementy kolumny), otrzymamy wyznacznik 

którego wartość (analogicznie względem wartości każdego 
z czynników) jest  (^ 

( ' ) W y p n d c k ten wskazu je , że , m n o ż ą c przez s iebie d w i e s n m m y 
cz te rech k w a d r a t ó w , o t r z y m a m y w iloczynie s u m m ę cztorecli k w a d r a l ó w . 
E U L K R , NOV(S demonstrationes circa resolutionem numerorum M qua-
drata [Acta Academia; S. I. Petropolitanw za 1777 r., str. 59). 
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ZADANIA.  1° Sprawdzić , że wyznacznik (n—L)-cgo stopnia 

jest i loczynem d w u wyznaczników n-eso s topnia, jednego 

drugiego zaś (§ 42) 

w założeniu, że ilości a^, aa, a s , . . . , an zadosyć czynią n 

związkom 
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jest w i ę c (*): 

2° Sprawdzić ,  że m n o ż ą c wyznacznik 

przez wyznacznik 

(wiersze przez wiersze) , zaś wyznacznik, otrzymany jako ilo-
czyn, mnożąc jeszcze przez wyznacznik 

(1) HERMITE,  I . C., str. 2 6 . Ostatnie wyrażenie wyznacznika J otrzy-
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(kolumny przez ko lunmy) , o trzymujemy związek 

przy jak ichko lwiek wartościach ilości h i k 

§ 46. 

Gdyby systemat (2) byl tym samym s y s t e m a t e m ,  c o syste-

mat (1) , to jest , gdyby 

m a m y , z w a ż a j ą c , że , wed ług § i 2 - e g o , wa r to ść wyznaczn ika  3 , w naszem 
za łożen iu , jes t 

( ' ) SYLYESTER (Philosophłcal Magazine za 1852 r.) 
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dla wszystkich wartości wskaźników j i l, to związek (4) prze-
szedłby w następujący 

że zaś byłoby jeszcze 

więc 

t. j . , wtedy elementy sprzężone 5) systematu (3) będą jedna-
kowe, zaś elementy głównej przekątnej będą summanii kwa-
dratów, gdyż 

Twierdzenie zaś o mnożeniu wyznaczników przejdzie w na-
stępujące : 

Jeśli majac systemat  mn elementów 

utworzymy loyznacznik 

systematu m^ elementów 
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W którym 

a tern sumem 

to: jeśli 111 > 11, j st 

jeśli ni=ii, jest 

ieśli zaś ni < n, jest 

gdzie znak^^odiiosi sie do wszystkich{^^^ komOitiacyj z n liczb 

jjo ni, które zamiast układu in wskaźników 

podstawić należy (*). 

( ' ) B I K E T , 1. c . , s t r . 2 9 2 ; J A C O B I ,  I . c . , s i r . 3 1 2 

http://rcin.org.pl



1 7 4 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

Związek (t) może być tak przedstawiony 

np. (§ 45) 

http://rcin.org.pl



M N O Ż E N I E W Y Z N A C Z N I K Ó W . — H O Z . V — § 4i . 1 (> I 

jakoż, rzeczywiście, rozkładając wyznacznik, przedstawiający 
kwadrat, na 3 ^ = 0 składników, lecz opuszczając równe zeru, 
a do każdej pary składników stosując zależność (18), inamv 
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Zwi^izek nakoniec (<5) daje nam np. 

Należy tu jeszcze zrobić uwagę, że wyznacznik 2 ± Ci,i...6'„i,,rt 
jest, wogóle mówiąc, summą kwadratów wyznaczników, 
będących (§ 8) wyrażeniami całkowitemi względem elementów 

skutkiem lego przy rzeczywistych wartościach tych elementów, 
wyznacznik S ± w t e d y tylko może być równy zeru, 
kiedy każdy z wyznaczników Sit:ai,,i.-.am,T jest zerem 

('; JACOUI, ibi(lo!:I. 
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^ 47. 

Mnożąc przez siebie dwa wyznaczniki 

otrzymamy (§§ 43, 44) , przy 
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Zbadajmy, jakie zachodzą związki pomiędzy ilościami dołą-
czonemi (§ 25)  do e lementów wyznacznika D a ilościami dołą-
czonemi do e lementów wyznacznika D' i  do e l ementów w y -
znacznika D". Rozkładając wyznacznik D' według e lementów 
jego i -ego wiersza, mieć będziemy 

gdzie (§ 25) wogóle 

jeśli przez d'i oznaczymy wyznacznik, powstały z wyznacz-
nika D' przez opuszczenie w systemacie jego e lementów i-ego 
wiersza i / -ej kolumny. Podobnież, rozkładając wyznacznik D" 
według e lementów jego k-ego wiersza, mamy 

gdzie również jest wogóle 
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Uozkładając teraz wyznacznik D według e lementów ?-ego 
wiersza, otrzymamy 

gdzie podobnież 

Przypatrując się temu wyznacznikowi widzimy, że, wed ług 
związku (y) § 43-ego, jest 
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Ponieważ w każdym z tych symbolów jest n ko lumn, za 
n — i wierszy, więc ich i loczyn, t.  j . powyższa postać wyznacz-
nika wchodzącego w ilość Cî k przedstawia summę i loczynów 
wyznaczników, powstających z różnych kombinacyi po n — 1 
kolumn pierwszego symbolu, przez wyznaczniki utworzone 
przez odpowiednie kolumny drugiego symbolu (§§ 43 , 44). 

Kombinacyj tych jest tu ^ ' trzeba w obu 

symbolach jednocześnie opuszczać kolejno każdą kolumnę, 
każdą parę takich wyznaczników przez siebie pomnożyć, a ilo-
czynów tych wziąć summę. Gdy w ten sposób opuśc imy 
pierwszą kolumnę, to z pierwszego symbolu otrzymamy wy-
znacznik d\, z drugiego gdy opuścimy drugą k o l u m n ę , 
otrzymamy i d"<i i t. d. Będzie więc 

Wyrażenie to możemy tak przekształcić 

Lccz miel iśmy wyżej, wogóle, 
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kładąc więc w tycłi związkacli kolejno 

możemy ostatecznie wyrażenie dla Gi,fc tak przedstawić : 

Porównywając to wyrażenie, z wyrażeniem powyżej posta-

wionem, jako określenie elementu Cj.fc : 

widzimy, że 

Sposób w jaki element iloczrjnu dwu danych wyznaczników 
zależy od ich elementów, określa także zależność ilości, dołączonej 
do tego elementu iloczynu, od ilości, dołączonych do elementów 
danych wyznaczników. 

Gdyl)yśmy więc tworzyli iloczyn wyznaczników D' i D", 

przyjmując (§ 45) 

to otrzymalibyśmy odpowiednio 

( ' ) CACCHY,  I .  C . , sir . 9 0 . Sposób taki w y p r o w a d z e n i a le j zależności 
obmyś l i ł em w lym ce lu , aby podać zas iosowanie z w i ą z k u (y) twie rdzen ia 
§ A3-ego. Zależność ta będzie w y p r o w a d z o n a inacze j w § 6Zi. 
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Nadto, w kwadracie wyznacznika (§ 46)^ 

przy 

jest 

t. j . , jeśli wyznacznik jest kwadratem innego wyznacznika, to 
ilości dołączone do jego elementów sprzężonycli są równe. 
Wtedy jeszcze 

więc 

Że zaś każda z ilości Ai,i,.. . ,Ai,n jest funkcyą całkowitą 
względem elementów (§§ 25) to : ilości 
dołączone do elementów głównej przekątnej wyznacznika, 
przedstawiającego kwadrat wyznacznika danego, są summą 
kwadratów wyrażeń całkowitycłi względem elementów w y -
znacznika danego. Inaczej : jeśli elementy danego wyznacznika 
są ilościami rzeczyioistemi, to ilości, dołączone do elementów 
głównej przekątnej wyznacznika, będącego ktuadratem wyznacz-
7iika danego, są stale dodatne 

Też same własności mieć będzie kwadrat wyznacznika, 
jeśliśmy dla utworzenia go, mnożyli elementy kolumny przez 
odpowiednie elementy kolumny. 

(1) BĘLLAYITIS, 1. c. , § 
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§ 48. 

Według związku (,3) § 43-ego, mnożąc przez siebie dwa w y -
znaczniki, oba w-ego stopnia, otrzymujeniy, jako ich i loczyn, 
także wyznacznik n-ego stopnia. Do tego przypadku możemy 
sprowadzić i ten, kiedy dane do pomnożenia przez siebie 
wyznaczniki nie ŝ i jednakowego stopnia. 

Gdy bowiem mamy pomnożyć przez siebie dwa wyznaczniki 

przy p<n, to możemy wyznacznik D" przedstawić w postaci 

wyznacznika n -ego stopnia (§ 34), ' ' 

(19) 

gdzie ilości 

(19') 
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mogą mieć jakiekolwiek skończone wartości. Mnożąc wyznacz-
nik D" w tak mu nadanej postaci wyznacznika n-ego stopnia 
przez wyznacznik D', otrzymamy (§44), przy 

Rozkładając następnie ten wyznacznik na składniki, których 
28) tu będzie p i \ p - \ - \ ) { p — \)n, spostrzeżemy, że 

z kombinowania którychkolwiek składników pierwszych p ko-
lumn wyznacznika D z pierwszemi p składnikami ( /> - | - l ) - e j 
kolumny, jakiekolwiekby wzięte były składniki z pozostałych 
jego kolumn, otrzymamy wyznaczniki-składniki równe zeru 
(§ 30); toż samo co do pierwszych p - \ - \ składników (^- | -2 ) - e j 
kolumny, . . . , co tlo pierwszych n — 1 składników w-ej kolumny. 
Zebranie więc pozostałych wyznaczników-składników, różnych 
od zera, na które się rozkłada wyznacznik D, przedstawiające 
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wartość jego, może być wyrażone wyznacznikiem prostszym, 
mianowicie 

Ta postać i loczynu powstaje bezpośrednio z poprzedzającej 
przez nadanie i lościom (19') wartości zero,  co właśnie być 
powinno, gdyż wyznacznik D" w postaci (19) jest (§ 34) jedno-
znaczny z wyznacznikiem n-ego stopnia 

zaś wyznacznik D winien przedstawiać i loczyn D'D", w jakiej-
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kolwiek postaci wzięliśmy wyznacznik D". Dla otrzymania więc 
odrazu najprostszej postaci iloczynu danych wyznaczników D' 
i D", należy wyznacznik D' mnożyć przez wyznacznik D" 
w postaci (20). 

Widzimy tu nadto, że wyznacznik D, t.  j. iloczyn dwu 
wyznaczników, jednego stopnia w-ego, drugiego stopnia jo-ego, 
przy n> p, jest wyznacznikiem stopnia n-ego. 

Gdybyśmy mieli np. pomnożyć przez siebie trzy wyznaczniki, 
których stopnie określają liczby : n, p \ r, \ gdyby było n^p 
i n>r, to iloczyn dwu pierwszych byłby wyznacznik sto-
pnia /2-ego; mnożąc zaś ten ostatni przez wyznacznik trzeci 
z danych; otrzymamy znowu wyznacznik stopnia w-ego, który 
będzie przedstawiał iloczyn trzech danych wyznaczników, 
a jego elementy będę, wyrżeniami całkowitemi względem 
elementów danych wyznaczników (§ 43). 11. d. Wogóle 

Iloczyn ilukolwiek danych wyznaczników jest wyznacznikiem^ 
którego stopień jest określony przez najwyższy ze stopni danych 
IVyznaczników, a jego elementy sn wyrażeniami całkowitemi 
względem elementów danych wyznaczników 

§ 49 . 

Gdy dane są dwa wyznaczniki 

(») JACOBI, 1. c., s t r . , 310. 
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to, jak w i e m y (§ 

Lecz (§  U , 10) 

iMnoźg,c  tę postać wyznacznika D' przez ostatnią postać w y -
znacznika D" (wiersze przez wiersze) , o t rzymamy ( § 4 i ) wy-
znacznik ( n - | - l ) - e g o stopnia 
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Przedstawiając znowu 

{gdyż ostatnią postać otrzymujemy z obok stojącej przesta-

wiając n - ą k o l u m n ę z (n - f -2 ) -ą i (n — l ) - ą z ( n - f - i ) - ą ; w i ę c 

znak zmienia się dwa razy, § 19), oraz mnożąc te postacie w y -

znaczników danych, otrzymujemy wyznacznik (w - f - 2) -ego 

stopnia 
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W o g ó l e , jeśli dane wyznaczniki przedstawimy w postaci w y -
znaczników (n i ) -ego stopnia : 
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to, mnożąc tc j)ostacic wyznaczników danycli przez siebie, 
otrzymamy wyznacznik ( t t - fO-Pgo stopnia ('). 

Iloczyn dvM wyznaczników stopnia n-ego motemy •przedstawić 
w postaci następującego wy znacznika stopnia Wyhraioszy 
\\ — \ kolumn {lub wierzy) jednego wyznacznika, oraz n—i kolumn 
{lub wierszy) drugiego wyznacznika, z elementów tych dwu syste-
matów po n(n—i) elementów utworzymy summy iloczynów ele-
mentów każdego iviersza [kolumny) pierwszego systematu przez 
odpowiednie elementy każdego wiersza [kolumny] drugiego syste-
matu; do poicstałego iv ten sposób systematu n'^ elementów dopi-
szemy z jednej strony pozostałe i kolumn [wierszy) pierwszego 
wyznacznika, z sąsiedniej zaś strony pozostałe i kolumn [ivie)'szy) 

( ') Postawiliśmy przed os ln ln i j postacią wyznacznika  D" znak okre* 

ślony przez ( — i f , gdyż otrzymać j? możemy z oijok stojoccj, przez 
przestawienie w niej każdej z ostatnicii i kolumn z każdą odpowiednią 
z^ poprzedzających i kolumn (t.  j . ( n - j - i ) - ą z n-ą, [n-^i — l ) - ą , 
z (n — l)-ą, i  t . d.), skutkiem czego wyznacznik i razy zmienia znak. 

(2) SPOTTISWOODE , 1. c . , (CRELUE), sir. 2 4 2 . W rozprawie jego w od-

powiedniej formule (4.) zamiast czynnika ( — p o w i n i e n być czyn-

nik ( - 1 ) " " ' . ' 
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drugiego ivy znać znika; nakoniec na niezajętych miejscach 
kwadratu postawimy zera. Wyznacznik tego systematu (n -{-
elementów, poprzedzony właściwym znakiem, wyznaczonym przez 

i 

(—1), przedstawi iloczyn danych wyznaczników (2). | 

W razie i = n — 1, z tej ogólnej postaci iloczynu wypada 

w razie zas i = n , mamy 

( ' ) Wysłowienie to własności, przedstawionej przez związeii poprzedni , 
j e s t odmienne od podanego przez S . , lecz wydało mi się prostszem. 

http://rcin.org.pl



20G 
TEORYA WYZNACZNIKÓAY. 

Np. 
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R O Z D Z I A Ł SZÓSTY. 

ROZKŁAD WYZNACZNIKA WEDŁUG WYZNACZNIKÓW 
CZĘŚCIOWYCH PEWNEJ ROMBINACYI JEGO RZĘDÓW 

RÓWNOLEGŁYCH. DODAWANIE I ODEJMOWANIE 
WYZNACZNIKÓW. SZCZEGÓLNE ROZKŁADY 

WYZNACZNIKA. 

§ 50. 

Z systematu e l emen lów danego wyznacznika n-ef?o stopnia, 

weźmy jakiekolwiek m wierszy e lementów i podpiszmy je pod 
sobą w takim porządku, w jakim po sobie poprzednio następo-
wały . Z tego zaś systematu mn e l ementów 
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W którym, na mocy takiego ustawienia, jest 

zatrzymajmy pewne m kolumn i wypiszmy je obok siebie 
w takim porządku, w jakim one po sobie następują \v systema-
cie danego wyznacznika. Otrzymamy w ten sposób systemat w? 
elementów 

w którym znowu, z powodu zachowanej tu zasady przy usta-

wianiu kolumn, jest 

Wyznacznik tego systematu m^ elementów nazywa się 
wyznacznikiem częściowym m-ego stopnia danego wyznacz-
nika  D , lub też (n — m)-ym tninorem danego wyznacznika D. 

Dwa takie wyznaczniki częściowe będą różne, jeśli elementy, 
wchodzące w ich systematy, nie wszystkie są te same, a więc 
wtedy, kiedy systematy ich elementów powstają z różnych kom-
binacyj wierszy czy kolumn systematu elementów danego 

( ' ) W p r o w a d z e n i e powyższego usLawiania wierszy i k o l u m n w e d ł u g 
ro snących wskaźn ików u s u w a n i eok re ś loność , i s tn ie jącą u wie lu a u t o r ó w 
w z g l ę d e m z n a k u , z j a k i m p o j m o w a ć na leży wyznaczn ik częśc iowy . 

( 2 ) ( (Par t ie l le D e t e r m i n a n t o ) . J A C O B I {Ueber die'Darstellung....^ 
s t r . 136) . I n n e u ż y w a n e dziś nazwy są : l i n t e r d e t e r m i n a n t e , pa r t i a l e 
D e t e r m i n a n t e , S u b d e t e r m i n a n t e , Minor d e t e r m i n a n t , d e t e r m i n a n t mi -
n e u r e i  t .  d . C A U C H Y ( l .  c . s t r . 96) u w a ż a te wyznaczn ik i j a k o e l emeu iy 
s y s t e m a t u , k tó ry n a z y w a « systeine d ć r i v ć  » . 
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wyznacznika. Ponieważ różnych kombinacyj z n wierszy po m 

jest I więc tyloma sposobami 

możemy zatrzymywać po m wierszy zpośród n wierszy danego 
systemalu. Każda grupa tych m zatrzymanych wierszy posiada n 

kolumn, z których możemy sposobami zatrzymywać po m 

(kolumn), t. j. z każdej takiej grupy wierszy można utwo-

rzyć 1'óżnych systematów m- elementów. Że zaś takich 

różnych grup po m wierszy jest więc luszystJdch róż-

nych m~ego stopnia ivyznacznik6iu częściowych danego loyznacz-

nika o ego stopnia jest 

Dany więc wyznacznik n-ego stopnia posiada 

wyznaczników częściowych pierwszego sto-

pnia (oddzielne elementy danego wyznacznika),czyli {n—i)-szych 

minorów, i tyleż wyznaczników częściowych ( n — l ) - e g o sto-

pnia, czyli pierwszych niinorow; (  ̂ ) — L^  i — 

znaczników częściowych drugiego stopnia, czyli (n — 2)-icli 
minorów, i tyleż wyznaczników częściowych (n — 2)-go sto-
pnia, czyli drugich minorów, i t. d. 

( 1 ) C A U C H Y , (1. C-, s l r .Oó) . 
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Jak oznaczać lakie wyznaczniki? Wskaźniki 

tworzą pewne kombinacye z n liczb 

po m. Owóż wypiszmy wszystkie kombinacyjz tych n 

liczb po m w takim porządku: naprzód postawmy, jako pierwszą, 
kombinacyę 

która ma tę własność, że iloczyn liczb, ją tworzących, jest naj-
mniejszy z iloczynów liczb składających którąkolwiek kombi-
nacyę; następnie, jako drugą, piszmy tę kombinacyę, której 
iloczyn liczb, do niej wchodzących, jest najmniejszy z iloczynów 
liczb każdej z pozostałych (po wyłączeniu pierwszej) kombi -

* nacyj, i t. d.; wtedy ostatnią będzie kombinacya 

gdyż iloczyn jej liczb jest największy z i loczynów liczb każdej 
z tych (ji kombinacyj. W takim porządku ustawione kombi-
nacye oznaczmy po kolei cechami 

( ' ) CAUCHY (L. c . . s t r . 9Zi) w s k a z u j e lakie właśnie oznaczen ie k o m b i -
nacy j i p r z e p r o w a d z a  j e dość (choć n iezupełn ie) k o n s e k w e n t n i e . Cecho-
wanie to sp rawia , j a k lo zobaczymy, że f o r m u ł y wielce w y r a ź n e m i się 
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Jeśli W ten sposób kombiiiacya n, o, . . . , s opatrzona została 
cech^ i, kombinacya zaś p, q,..., s ma, jako cechę, liczbę k, 

staj?. W celu zastosowania tego oznaczania należy tu dowieść pewne j 
jego własności, z k ló ie j wypadnie zrobić (§ 51) użytek. 

Jeśliśmy już utworzyli ,  we wskazany sposób wypisali jedngi pod diugęi 
i pocecliowali wszystkie kombinacyj z n liczb 1, po  m , to 
w drugiej kolumuie wypisujmy wszystkie n — m liczb, które w tamtg 
nie weszły.  Te nowe grupowania po n — m liczb przedstawi? n a m 

wszystkie kombinacyj z tycliże n liczb 1, 2 , . . , ,? ł 

po n — m . Tak więc będzie w pierwszej ko lumnie 

a w d rug ie j ko lumnie 

I^n ieważ iloczyn wszystkich liczb obu kombinacyj któregokolwiek wiersza 
tych d w u ko lumn jest stale równy liczbie 

więc kiedy liczby koml)inacyi  1 , 2 , . . . , m tworzgi iloczyn na jmnie jszy 

z iloczynów liczb wszystkich kombinacyi  po  m , to iloczyn łiczb k o m b i -

nacyi m - \ - i , .,}i jest na jwiększym z iloczynów liczb kombi -

nacyj  po n — m. Podobnie znajdziemy, że największym z pozostałych 

iloczynów liczb kombinacyj po n — m jest iloczyn liczb pozostałycli  po 

wzięciu liczb, tworzących kombinacyę po  m , maj^cgi iloczyn najmniejszy 
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t o w y z n a c z n i k ? n - e g o s t o p n i a w y p i s a n e g o w y ż e j s y s t e m a t u  m -

e l e i n e n t ó w m o ż e m y w o g ó l e tak o z n a c z y ć : 

z pozostałych, i t. cl. Gdy więc kombinacyom po m nadane są właściwe 
cechy w porządku 

to w drugie j ko lumnie stojącym kombinacyom po n — w należy dać cechy 
w porządku 

tak, że, wogóle, kombinacyi m liczb, opatrzonej cechą i, odpowiada 
kombinacya pozostałych n—m liczb, opatrzona cechą p. — e - f . 1 . 

Np . , z sześciu liczb 1, 2,  3 , /(,  5, 6 tworząc kombinacye po h i wypi -

su jąc obok szeregi pozostałych za każdą razą liczb, o t r zymamy k o m b i -

nacye z tychże 6 liczb po 2 i będzie 

i l o c z y n cecl ia p o z o s t a ł e i l oczyn 
liczl)y 

cec l ia 
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W szczególnym przypadku mamy 

taki wyznacznik d l ? , którego wszystkiemi głównemi elemen-
tami s§, jak widzimy, elementy główne danego wyznacznika, 
nazywaję, głóivnym (n—m)-ym minorem danego wyznacznika 

Wszystkie ^ ^ ^ wyznaczników częściowych w - e g o stopnia 

danego wyznacznika, czyli jego (n —m)-ych minorów będ^ 

więc 

(1) « H a u p l m i n o r  » . « Mineur p r i n c i p a l . » 
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i tworzą systemat ivyznaczników czcjciowych m-ego stopnia da-
nego wyznacznika ('). 

Np. Gdy dany jest wyznacznik 4-ego stopnia. 

to wyznacznik np. 

jest jego pierwszym minorem, czyli jego wyznacznikiem częścio-
wym trzeciego stopnia; wyznaczniki np. 

s^ jego drugiemi minorami, czyli jego wyznacznikami częścio-
wemi drugiego stopnia; element np. 

jest trzecim minorem danego wyznacznika, czyli jego wyznacz-
nikiem częściowym pierwszego stopnia. Wyznacznik dany 

(2) « Sysleme deriv<5» (CAUCHY). « Syslein von Subdeterminanlen » 
(BALTZER). 
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ma wszystkich wyznaczników c z ę ś c i o w y c h piei-wszogo s t o p -

nia 

wyznaczników częśc iowych drugiego s topnia  ma on | 

z liczb 1,  2 , i wszystkie kombinacyj po 2 są: 

30 wyznaczników częśc iowych drugiego stopnia są 

Wyznaczn ików częśc iowych trzeciego stopnia nasz wyznacznik Do-

siada / kombinacyj zl iczb  i , 2 , 3 , 4 p o 3 j e s l j 
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16 więc wyznaczników częściowych trzeciego stopnia sę; 

§ 51. 

Jeżeli wszystkie te liczby z szeregu liczb 

które pozostały po wzięciu m liczb 

tworzących kombinacyę z cechą i, wypiszemy w porządku 
rosnących liczb, to te n — m liczb, które nazwijmy 

(gdzie więc cp < X < . . . < <}/), tworzą kombinacyę z tychże n 
liczb po n — m z cechą p — (§ 50, przypisek). Podobnież, 
jeśli  po wzięciu m liczb kornbinacyi (z cechą A") 

pozostałe n—m w takimże porządku wypiszemy, to te liczby 

t, u, . . . , V 
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( t < u < . . . < v ) tworzą kombinacyę z n liczb 1, 2 n 
po n — m z cechą p — A - - f i . 

Każdy z układów 

przedstawia szereg liczb 1, 2, . . . ,  n; oznaczmy liczbę zmian 
pierwszego (w którym może być np. przez drugiego 
zaś przez Wtedy (§ 24) 

Wyznacznik częściowy systematu elementów ostatnich n—rn 
wierszy i ostatnich n — m kolumn (które to wiersze i kolumny 
idę po sobie w tym samym porzędku, w jakim one następo-
wały po sobie w pierwotnie wziętej postaci wyznacznika 
D  = S ± jest (§50) wyznacznikiem częścio-
wym (n — m ) - e g o stopnia wyznacznika  D : 
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Do utworzenia tego wyznacznika były wzięte wszystkie te 
wiersze i kolumny, które nie były użyte przy tworzeniu wyznacz-

, . ,('») in-m) 
nika częściowego rfi,^; dlniego lui/znacznik d.^-i na-
zwiemy wyznacznikiem czękiowym danego wyznacznika, 

(m) 

dopełniającym wyznacznik częściowy i wzajemnie: wyznacz-
( m ) 

nik di,k jest wyznacznikiem częściowym danego wyznacznilia, 
{n—m) 

dopełniającym wyznacznik częściowy d.^^i ^ _ k + i. 

Iloczyn dwu wyznaczników częściowych danego wyznacz-
nika, wzajem się dopełniających, poprzedzony właściwym 
znakiem: 

przedstawia zebranie pewnych wyrazów wyznacznika 

mianowicie, zebranie tych wszystkich wyrazów wyznacznika D, 
które powstaną, jeśli układ np. drugich wskaźników elementów 
jego wyrazu głównego zastępować będziemy różnemi przemia-
nami, nie wprowadzającemi jednak żadnego zn — m ostatnich 
wskaźników na żadne z początkowych m miejsc (a tem samem: 
i wzajemnie). Iloczyn więc ten przedstawia zebranie tylu wyra-
zów wyznacznika D, ile otrzymamy wyrazów z pomnożenia 

(m) {n—m) 
wielomianu dî k przez wielomian ^ + j. Że zaś pierwszy 
ma l , 2 . . , m wyrazów, drugi 1 .2 . . . (n — m), więc ten iloczyn 

( ' ) CAUCHY : U t e rmes coiiipl(5inentaires.» (i. c . , str . 9 8 ) . 
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dopełniających się wyznaczników częściowych danego \vyznacz-
nika D jest zebraniem jego 

wyrazów. 

Jeśli zebranie tych wyrazów przedstawimy przez 

to z porównania z poprzedzającem ich wyrażeniem, wypada, że 

w szczególnym zaś przypadku 

Ilość Ai,fc nazywają (') ilością dołączona do wyznacznika cze-

ściowego di^u.. Ilość więc dołączona do wyznacznika częściowego 
V d= o,, p. ..a;,s (lanego wyznacznika jest jego 
dopełniającym wyznacznikiem częściowym S ± po-
przedzonym znakiem stosownie do tego, czy układy 

do jednej, czyliteż do różnych klass należą. Wyznacznik czę-

( ' ) BALTZER : «e lne a d j u n c l e D e t e r m i n a n l c . » ( l . c . , 4-10 w y d a n i e , s t r . iO) . 
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śc iowy m - e g o stopnia danego wyznacznika n-ego stopnia, 
pomnożony przez tak określonęi jego ilość dołączony, przedsta-
wia dokładnie (wraz ze znakami) zebranie {n—m) 
wyrazów danego wyznacznika. 

§ 5 2 . 

Jeśli z łych samych m wierszy (mających liczby a jako 
wskaźniki), lecz z innej kombinacyi m kolumn, np. z kombi -
nacyi in kolumn, mających jako wskaźniki (wzrastające) liczby 

tworzące kombinacyę, opatrzoną cechą  l , u tworzymy syste-
mat nC- e lementów, to wyznacznik lego systematu będzie (§ 50) 

Według wprowadzonego znakowania jego i lość dołączona 
( m ) 

jest Aj,;. Iloczyn zas 

j)rzcdstawia 1 . 2 . 2 . . . [n — m) wyrazów danego wyznacz-

nika. 

Dwa wyra/.enia 

przedstawiają różno wyrazy danego wyznacznika, t.  j . żaden 
wyraz, ujęty w pierwsze wyrażenie, nie znajduje się pośród 
wyrazów, wcl iodzących w drugie, i wzajemnie, a to dla tego, że 
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W każdym drugie wskaźniki początkowych m e l e m e n t ó w należą 

do różnych kombinacyj (§ 51) . 

Jeśli, wziąwszy m wierszy systematu e l e m e n t ó w danego 

wyznacznika, odpowiadających kombinacyi z cechą? , będziemy 

tworzyć wszystkie (x kombinacyj  po w ko lumn, to otrzymamy 

p wyznaczn ików częśc iowych 

Mnożąc każdy przez odpowiednią i lość dołączoną i tworząc 

s u m m ę takich i l oczynów, m i e ć będz iemy 

Każdy z tych ^ składników jest zebraniem 1 . 2 . . . w . 1 .2 . . . ( n - ? n ) 

wyrazów danego wyznacznika. Nadto, żaden wyraz wyznacznika 

nie wchodz i j ednocześn ie do d w u lub więcej sk ładników, 

czyli pewien wyraz wyznacznika wchodzi w jeden tylko z tych 

sk ładników. Zatem ta s u m m a jest zebraniem 

różnych wyrazów wyznacznika D, czyli przedstawia (ze ścisło-

ścią  co do znaków, § 5 1 ) wszystkie w y r a z y — przedstawia 

dany wyznacznik: 
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C/Ą'li 

gdzie znak summy odnosi się do wszyslkiclj, od 1-szej do ju-ej, 
kombinacyjpom liczb, które kolejno zamiast układu p,9, . . . .s(przy, 
jednoczesnem zmienianiu pozostałych wskaźników: t,u,...,v) 
postawić należy, i  do wszystkich odpowiednich wartości 
liczby (k-

Gdybyśmy, zamiast zatrzymywać z systematu elementów 
danego wyznacznika pewne m wierszy, zatrzymali m kolumn, 
odpowiadajacych kombinacyi z cech^ k, a z takiego syste-
niatu nin e lementów w rozmaity sposób zatrzymywali po 7n 
wierszy, to podobnież znaleźlibyśmy 

czyli 

g d z i e z n a k s u m m y  m a z n a c z e n i e p o d o b n e ,  c o p o p r z e d n i o . 

( ' ) CAUCIIY (1. c . , sir. 9 9 ) . 

http://rcin.org.pl



ROZKŁAD WYZNACZNIKA. — ROZ. VI — § :200 

JeUi z systematu elementóiu danego icyznacznika i\-ego stopnia 

weźmiemy m rzedóio równoległych^ utworzymy z tych  mn ele-

mentów wszystkie wyznacznikóio częściowych m.-ego sto-

pnia, każdy pomnożymy przez jego ilość dołączoną i te iloczyny 
dodamy, to otrzymamy dany wyznacznik. 

Jestto więc rozkład wyznacznika według ivyz7mczników częścio-
wych pewnej kombinacyi m rzędów równoległych jego systematu 
elementów. 

Np., rozłożymy wyznacznik czwartego stopnia 

według kombinacji di-ugiej i czwartej kolumny systematu jego 

elementów. Składników będzie odpowiednio do kom-

binacyj wierszy 

rozkład \^ięc wyznacznika D według kombinacyi kolumn dru-
giej i czwartej (opatrzonej cech^ 5) będzie : 
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Jeśli raz rozłożymy wyznacznik według pewnej kombinacyi m 
wierszy, opatrzonej cechą drugi zaś raz według pewnej 
innej kombinacyi m wierszy, opatrzonej cechą  j , to, wed ług 
powyższego, 

Jeśli jednak utworzymy wyrażenie 

lo , zgodnie ze znaczeniem ilości , przedsta-
wia nam ono to,  co otrzymamy, gdy w systemacie e lementów 
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danego wyznacznika zastąpimy n — m wierszy (nie należących 
do kombinacyi m wierszy z cech  ̂ O? tworzących kombinacyę 
z cech^ >x — i - f - l ) przez n — m wierszy (nie należących do 
kombinacyi m wierszy z cech^ / ) , tworzących kombinacyę 
z cechg. [ i . — Ż e zaś dwie kombinacye n — m wierszy z ró-
żneini cechami pi— 1 i f t — I i'óżni§ się, co najmniej, 
jednym wierszem^ więc w kombinacyi z cech^ f j t—7-[ -1 znaj-
duje się przynajnmiej jeden wiersz, który nie wchodzi do kom-
binacyi z cechą (jt — « ^ > ^ ^em samem wiersz, należący do 
kombinacyi wierszy z cechą i. Skutkiem zatem takiego 
zastąpienia w sysŁemacie elementów danego wyznacznika kom* 
binacyi n — 771 wierszy z cechą [x — przez kombina-
cyę n — m wierszy z cechą [J.—/-[" »̂ systemacie elemen-
tów znajdą się, co najmniej, dwa jednakowe wiersze e lementów, 
skutkiem czego wypisane wyżej wyrażenie jest tożsamościowo 
równe zeru. Możemy więc wogóle powiedzieć: 

Jeśli ilość dołączoną do wyznacz7iika częściowego m-ego sto-
(m) (m) 

pnia di^k danego wyznacz7iika D stopnia n-e^o, 7iazwie7ny Ai^k, 
to każda z summ 

stQ)iownie do tego, czy k jest tai sama liczba, co i, czy też k 
jest różne od i. 

Skutkiem tego między ilościami dołączonemi 
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do f/.'̂  wyznaczników częściowych w-ego stopnia danego wy-
znacznika D stopnia ego (§ 50) t . j . ilościami 

Iworząceiiii systemat dołączony do systematu wyznacznikóiu czę-
ściowych m-ego stopnia danego wyznacznika D (o którym mó-
wiliśmy w § 50), i temi wyznacznikami częściowemi ma 
miejsce związków lypu (1) 

i tyleż związków typu (2). 

(1) CAUCHY ; ((systemes denves conipleineulaires. » (i. c., sir. 98 ) . 
(2) CAUCHY, 1. c., sir. 101. 
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§ 53. 

W przypadku, kiedy 

liczby zmian układów (§ 51) 

są, jak widzimy 

a wyznacznik częściowy dopełniający (§ 51) jesl 

skutkiem czego (§ 51) 
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(1) (1) 
t .  j . i Ai.i przedstawiaja toż samo, co w § 25 było ozna-
czone przez i Ai,i. Dlatego też wszystkie systematy i związki, 
wyprowadzone  w § 52-inn, przechodzą w odpowiednie wypadki 
badań §§ 25 i 27. 

Rozkład więc wyznacznika według elementów pewnego rzędu 
jest szczególnym przypadkiem rozkładu wed ług wyznaczni-
ków częściowych pewnej kombinacyi rzędów równoległych. 
Wszystko zatem, czego nadal dowiedziemy o ogólnym rozlda-
dzie wyznacznika według wyznaczników częściowych kombi-
nacyj rzędów równoległych, odnosić się także będzie do 
rozkładu wyznacznika według e l ementów rzędu. 

(1) 
U m ó w m y się nadto, aby, ilekroć nam wypadnie pisać AjM, 

odrzucać wskaźnik (i) u góry i pisać, zgodnie z umową poprze-
dnią (§ 25), wprost 

§ 54. 

Gdy dane są dwa wyznaczniki 
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(m) (m) 
i gdy, w ogólności 5i,k i są tem samem dla wyznacznika D", 

im) (m) 
czem dî k i M,k dla wyznacznika D', to, jak wiemy (§ 52), 

s tosownie do tego, czy k =  l , c zy też k jest różne od l. 

Jeśli w systemacie e lementów 

(2) 

każdą po kolei z kombinacyj po m wierszy zastępo-

wać będziemy pewną, wciąż jedną i tą samą, kombinacya ni 

wierszy systematu 

np. kombinacyą z cechą i, to otrzymamy w ten sposób p, 
systematów po n^ e lementów; wyznaczniki tych systematów 
nazwijmy po kolei 

Jeśli następnie w systemacie (3) pewną, wciąż jedną i tą 
samą, kombinacyę m wierszy, np. kombinacyę z cechą  j , 
zastąpimy każdą po kolei z f/ kombinacyj po m wierszy syste-
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matu (2), to otrzymamy podobnież systematów po ele-
mentów; wyznaczniki tych systematów nazwijmy po kolei 

Rozkładając wyznaczniki « i wyznaczniki (3 według wyznacz-
ników częściowych kombinacyj wstawionych rzędów, m i e ć 
będziemy 

(4) 

jakoteż 

Mnożąc obie strony pierwszej z równości (4) przez dru-
(m) (m) 

giej przez ostatniej przez a tak pomnożone doda-
jąc, otrzymamy w summie po prawej wszystkie spółczynniki 
przy i lościach 
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podług (1) równe zeru, spółczynnlk zaś przy Sî k liędzie.—D', 
co uwzględniając, otrzymujemy z dodania następujący związek: 

Kładąc tu  k =  i , 2, . . . , m- i te [j- równości 

(m) (m) 
mnożąc jeszcze : pierwszą przez Bj u drugą przez Bj 2, . . . , 

( "O 

ostatnią przez a tak pomnożone dodając, otrzymamy, 
przy uwzględnieniu związków (5), 

Jeśli j =  i , to po prawej spółczynnik przy D' jest, podług (!'), 
wyznacznikiem D"; jeśli zaś j jest różne od i, to ten spół-
czynnik jest zerem. Możemy więc powiedzieć: 

Summa iloczynów 

stosoiunie do tego, czij j = i, czy też j jest różne od i. 

(1) SYLYESTER, Philosophical Magazine, 1851, 11, str. lZi2, i 1852, 
11, sU". 3 ^ 2 . Zasadę powyższego d o w o d u podał B R I O S C H I , La teorica dei 
delerminanti (Pavia , 185/i, wyprowadzen ie fo rmuły 63-ej) . 
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W razie więc y = mamy: 

Iloczyn dwu wyznaczników x\-ego stopnia, D' i D", równa 

się summie ^ ^ iloczynów po dwa wyznaczniki : jednego, poii)sta-

lego z loyznacznika D' wskutek zastąpienia kolejno coraz innej 
kombinacyi m rzędów przez pewne {wciąż też same) m rzędów 
wyznacznika D", drugiego zaś, powstałego z loyznacznlka D" 
ivskutek zastąpienia wziętych zeń m rzędów przez usuniętą z D' 
komhinacyę m rzędów. 

W przypadku m = : l (§ 53), mieć będziemy: 

Iloczyn dwu wyznaczników n-ego stopnia, D' i D", równa się 
summie iloczynów po diua wyznaczniki: jednego powstającego 
z wyznacznika D' wskutek zastąpienia kolejno coraz innego rzędu 
pewien i zad wyznacznika D", drugiego zaś poiustałego z loyznacz-
nika D" przez wstawienie zamiast rzędu, zeń wziętego, tego rzędu 
wyznacznika D", który był usunięty przy tworzeniu pienaszego 
czynnika. 

Np., gdy 

to mamy: 
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21o 

czyli 

jakoteż (jako przykład j różnego od i) 

§ 55. 

W § 52- ini wyprowadzil iśmy związek 
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gdzie znak V odnosi się  do wszystkich od 1-ej  do |u-ej kombi-
i 

nacyj m l iczb, które zamiast układu pierwszych wskaźn i -
k ó w V/, (S, . . . , C (a w i ę c przy j e d n o c z e s n e m zmienianiu 
pozostałych wskaźników y, ) . , . . . , §51) pods tawić należy. 
Uogóln imy ten związek. 

Szereg liczb 

podzie lmy na dowolne częśc i : niechaj w pierwszej będzie m^ 
liczb, w drugiej m^ l i c z b , . . . , w ostatniej nakoniec , (7-ej, 
niechaj będzie rn̂ , l iczb, t ak ,  że 

Następnie z systematu e l e m e n t ó w danego wyznacznika D 

wybierzmy p e w n e w/j ko lumn ze wskaźnikami 

tworzącemi k o m b i n a c y ę z n liczb 
po iriy, opatrzoną cechą k^-, w tych zaś ko lumnach zatrzy-
majmy p e w n e rrii wierszy ze wskaźnikami 

tworzącemi kombinacyę z tychże n l iczb  po mj, 

opatrzoną c e c h ą wten sposób u tworzymy systemat m^-

e l e m e n t ó w . Z pozostałych n — m ^ kolumn wybierzmy pewne nu 

ko lumn ze wskaźnikami 

tworzącemi k o m b i n a c y ę z tychże n l iczb 
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po opatrzoną cechą k~2, a w nich zatrzymajmy pewne m.. 

wierszy (odniienne od poprzednio zatrzymanych m^ wierszy) • 

ze wskaźnikami 

, tworzącemi kombinacyę z tychże n liczb po mc>, 
z cechą Z®; w- ten sposób utworzymy systemat  m ^ elemen-
tów. Tworząc z pozostałych n — m i — m.i kolumn i n — my — mi 
podobny systemat mi^ elementów i t. d . , dojdziemy nakonicc 
do tego, że pozostanie nam już tylko m<, nic wziętych kolumn 
ze w'skaźnikami 

tworzącemi kombinacyę  z n liczb 1 .2 , . . . , ; ? 
po opatrzoną cechą  Ł , a w nich będzie nu wierszy, 
odmiennych od poprzednio zatrzymanych, oznaczonych wsknź-
nikami 

tworzącemi kombinacyę z tychżc n liczb 
po m,T, opatrzoną cechą  u ] te elementy tworzyć będą syste-
mat elementów. Wyznaczniki tych systematów 

elementów będą wyznacznikami cześciowemi danego wyznacz-
nika D, mianowicie: 
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Ze sposobu tworzenia tych wyznaczników jest oczywiste, że 
w ich iloczynie 

każda z liczb 

wchodzi raz tylko jako wskaźnik pierwszy i raz tylko jako wskaź-
nik drugi, a żadna nie jest opuszczoną. Zatem ten iloczyn, 
poprzedzony właściwym znakiem, przedstawia zebranie pewnych 
wyrazów danego wyznacznika D. Jeśli liczby zmian zacho-
dzące w układach 

nazwiemy odpowiednie tj i to wyrażenie 

przedstawia zebranie 

wyrazów danego wyznacznika. 

Zatrzymajmy w oslatniem wyrażeniu wszędzie jedne ze wskaź-
ników, np. pierwsze, a w czynniku 2 i a r , , z a m i a s t układu 
drugich wskaźników 
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wstawmy wszystkie kombinacy j  z n liczb 

po wi. Obok każdego z takich ^ pierwszych czynników 

postawmy, jako czynnik drugi , każdy wyznacznik otrzymany 
z wyznacznika Eia^.z-.-.a^./i wsku tek zastąpienia u k ł a d u d r u -
gich wskaźników 

przez wszystkie kombinacyj z m—///i liczb pozo-
\ m.2 / 

stałych w szeregu  l . 2 , . . . , ji (po wzięciu liczb s) 

po in.2. Obok każdego z tych iloczynów d w u 

pierwszych czynników stawiajmy, j ako czynnik trzeci, każdy 
wyznacznik, otrzymany z trzeciego czynnika wyrażenia powyż-
szego wskutek zastąpienia układu d rug ich wskaźników przez 

wszystkie kombinacye z n — m^-^-m. pozo-

stałych liczb z szeregu 1, 2, . . , , n po mi, i  t .  d. Otrzymamy 

w ten sposób 

takich wyrażeii, jak powyżej wypisane. 

Żaden z wyrazów danego wyznacznika nie wchodzi j e d n o -
cześnie  do Awu takich wyrażeń, gdyż w dwu takich wyra-
żeniach zachodzą różne kombinacye pewnych m^ drugich 
wskaźników, przy jednakowych pierwszych wskaźnikach. Ponie-
waż więc oddzielny wyraz wyznacznika danego wchodzi w j edno 
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t \ l k o t a k i e w y r a ż e n i e , a k a ż d e z t a k i c h w y r a ż e ń p r z e d s t a w i a 

z e b r a n i e 

w y r a z ó w , w i ę c s u m m a t y c h w y r a ż e ń p r z e d s t a w i a z e b r a n i e 

/ n\fn—mi\/'n—7ni—m>\ . , , 
I f ) . . . ( )1.2...7Mi.l.2.-.m2.1.'2..>7)?.3...1. '2...OT, \inj[ my J\ mi ) \m„J 

w y r a z ó w d a n e g o w y z n a c z n i k a — p r z e d s t a w i a d a n y w y z n a c z n i k . 

Wyznacznik (') 

( ' ) VA!NDERMOMDE (1. c . , s tr . 52Zi) dn jc wyrażen ia wyznaczn ika G-cgnsto-
J)ni!I p rzez iloczyny wyznaczn ików d rug i ego i t rzeciego s topni .  LA PLACE 
(I. c . , s i r . 30Zi) d a j e p o d o b n e wyrażen ia wyznaczn ików 5 - e g o , 6 - c g o 
i 7-cgo s topni p r zez iloczyny d w u w y z n a c z n i k ó w , o r az z a j m u j e się 
ogólną kwestyą p rzeds tawien ia w y z n a c z n i k a , j a k o s u m m y w y r a z ó w , 
będącycli i loczynami w y z n a c z n i k ó w częśc iowych . CAUCUY ( l .c . s t r . 9 9 , 1 0 0 , 
H O j d a j e różne ogólne wyrażenia wyznaczn ika n-ego s topnia p rzez ilo-
czyny dopelnia jącycl i się d w u w y z n a c z n i k ó w częśc iowych . JACO151 (De 
fonnatione..., s t r . 299; d a j e ogólne w y r a ż e n i e wyznaczn ika p rzez iloczyny 
cz te rech wyznaczn ików częśc iowych. S I 'OTTISVVOODE ( l . c . , C R E L L E , s t r . 223; 
stawia kwes tyę na jogóln ie j . 

Twie rdzen ie to nosi n a z w ę : T w i e r d z e n i e w y z n a c z n i k o w e LAPLACE'a 
(« LAPLACE'sche D e t e r m i n a n t e n s a t z »). 

G O R D A N , wed ług l is tu ( l is topad 1 8 6 3 ) CLEBSCifa  do R )ALTZEK'a , wy-
p r o w a d z a to twie rdzen ie z tw ie rdzen i a BiNET-CAUcny (§ !i3) o m n o ż e n i u 
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gdzie znak oznacza, że, nie zmieniając pierwszych tuskażni-

ków, należy ivszystkie kombinacye  z n liczb 1, 2 , . . . , w po  m j 
podstawić kolejno zamiast układu  p , q , , . s , a każdą razą wszyst-
kie kombinacye z n—iTij pozostałych liczb po m.2 podstaioić 
kolejno zamiast układu f, g , . . . ,  h, i t. d., nadając przytem odpo-
wiednią luartość liczbie tk, 

Gdybyśmy zechcieli zostav/iać nieporuszonemi drugie wskaź-

niki,  to podobnie należałoby rozumieć znak odnoszący się 

do pierwszych wskaźników, przez który wypadłoby zastąpić 

znak 

Np. , rozkładając wyznacznik szóstego stopnia 

na iloczyny wyznaczników drugiego, trzeciego i pierwszego 
stopni, otrzymamy 

składników. Jeśli w t em rozłożeniu pierwsze e lementy idą wciąż 
w porządku 1,  2, 3, 4, 5, O, to 

d w u wyznaczników. (Wyprowadzenie to wyłożone u BALTZER'a, 1. c . , 
trzeciego wydania s ir . ZjS, czwartego sir . 56). 

TRZASKA {Krótkie wiadomośei o wyznacznikach, przypisek  do dzieła 
15 
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ZADANIE .— Sprawdzić, zastępując znakowanie VANDERMONDE 'a 
(§ 17) przez zwyczajne, nas tępujące dane przezeń wyrażenie 

§ 56. 

Jeśli systemat e lementów danego wyznacznika n-ego sło-
nia jes t taki, że e lementy pewnych wierszy jego m k o l u m n 

wszystkie s^ zerami, to możemy tak przestawić wiersze i ko -
lumny, aby te zera zajmowały, wogóle mówiąc , prostokątną 
część na skra ju kwadra tu systematu e l emen tów. 

FOLKIERSIIEGO : Zasady rachunku różniczkoloego i całkowego, t. I, 
1870 r . , s t r . 10Z|9 i następne) za jmuje się zadaniem odwrotnem : iwier-
dzenie BINET-CAUCHY wyprowadza z twierdzenia L A P L A C E ' a , k tóre H Y A N -
D E R M O I N D E ' o w e m » nazywa. 

(1) 1. c., str. 525. 
(2) Np. 
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Czy j e d n a k lo przekształcenie uskutecznimy, czy nie ,  to 
wogóle 

Jeśli w m kolumnach systematu elementów danego wyznacz-
nika n-ego stopnia zera zapełniają pewne n  — m wierszy, lo 
dany wyznacznik jest iloczynem dwu wyznaczników częściowych 
m-ego i (n — v[i)-ego stopni^ 

jeśli zaś zera w m kolumnach {wierszach) zapełniaj a więcej 
niż n — m wierszy {kolumn), to wyznacznik jest zerem, 

(1) JACOBI, I.  C . , str . 291. 
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i \ p . 

Może być niekiedy, że jeszcze wyznaczniki częściowe, do któ-
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rych iloczynu sprowadza się dany wyznacznik, redukują się 
również do iloczynu wyznaczników częściowych niższych stopni. 

Np.  0 ) 

§ 57. 

Jeśli pewne m rzędów równoległych jednego z dwu danych 
wyznaczników n-ego stopnia s§ utworzone przez odpowiednio 
też same elementy, co pewne m rzędów równoległych d r u -
giego, to możemy w tych dwu systematach elementów tak 
poprzestawiać rzędy równoległe (§ 24), aby nietylko owe m rzę-
dów bezpośrednio po sobie następowały, lecz aby każde dwa 

( ') GUENTNER, 1. c . , 2-ie wydanie, s t r . 56 . 
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równe sobie rzędy zajmowały w obu systematach elementów 
też same miejsca. 

Jeśli takie dwa wyznaczniki s^ 

a wskaźniki tych m jednakowych kolumn 

tworzą kombinacyę  z n liczb 1, 2,... , n, opatrzoną cechą k, 
("O 

to, rozumiejąc przez Bj.ft ilość dołączoną do wyznacznika 
(m) 

częściowego di,k danego wyznacznika D" (§ 51), mieć bę-
dziemy (§ 52) 
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zkąd 

Summa lub rótnica dwu wyznaczników n-e^o stopnia, mają-
cych m odpowiednich rzędów równoległych wypełnionych odpo-
wiednio równemi elementami, róivna się wyznacznikowi, którego m 
tychże rzędów są utworzone przez też same i w takimże porządku 
następujące elementy, pozostałe zaś n — m rzędów są napełnione 
tak dobranemi elementami, że ilość dołączona do każdego z wyznacz-
ników częściowych n-go stopnia, utiuorzonych z elementów owych m 
rzędów, jest odpoimednio summa lub różnicą ilości dołączonych do 
tegoż saynego wyznacznika częściowego pierwszego i drugiego z da-
nych wyznaczników 

(Gdyby danych było kilka takich wyznaczników, z których 
w summie algebraicznej niektóre należałoby wziąć z e z n a k i e m - j - j 
inne zaś ze z n a k i e m — , np. —  D ' + D" + D ' " — t o łatwo 
odpowiednio uogólnić tak powyższe fo rmu ły , jak i wysłowienie 
twierdzenia) . 

Np. 1° 

») SPOTTISWOODE,  I . C. , (GRELLE), s tr . 2 3 2 . 
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gdzie ilości x,y, z,Ę,y,,C zadosyć czynić muszą warunkom (') 

zkąd, wyrażając trzy z tych sześciu ilości przez trzy pozo-
stałe, np . 

mamy wogóle 

przy jakichkolwiek wartościach ilości i Kładąc więc np. 

mamv 

(») P o d o b n y c h związków jes t , wogóle , między n{n—m) ilo-

ściami  do wyznaczen ia . 
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C)o 

W przypadku (§ 53), gdy wyznaczniki maj^ wszystkie prócz 
jednego wiersze, lub wszystkie prócz jednej kolumny wypeł-
nione przez odpowiednio też same elementy, dodawanie lub 
odejmowanie takich wyznaczników jest zadaniem nader pro-
stem. Np. 
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Jeśli z danych do dordania wyznaczników każde dwa maj§ nie-
które rzędy jednakowe, inne różne, to niekiedy udaje się ich 
summę wyrazić za pomoc§ wyznacznika systematu elementów, 
powstałego przez wypisanie każdego rzędu raz tylko (bez po-
wtarzania) i przez odpowiednie dobranie elementów pozosta-
łych. Np. (1) 

gdzie powinno być 

ta więc summa czterech danych wyznaczników może być przed-
stawiona w rozmaitych postaciach wyznacznika czwartego sto-
pnia, j edną z których jest prosta postać taka: 

(») BELLAYITIS, 1. c. , § 2 6 . 
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58. 

Jeśli z systematu elementów danego wyznacznika 

usuniemy 2-y wiersz i k-^ kolumnę, a otrzymany wyznacz-
nik (n—l)-ego stopnia poprzedzimy znakiem wyznaczonym 

i+k 

przez {— 1) , to mieć będziemy ilość dołączoną do ele-
mentu ai^k, którąśmy nazwali (§ 25). Ten wyznacz-
nik (n—l)-ego stopnia możem.y znowu rozłożyć według ele-
mentów jego ,/-ego wiersza (§ 25). Zebranie wszystkich 
oddzielnych wyrazów ilości Ai,fc, zawierających e l emen t a j j , 
nazwijmy skutkiem tego ilość będzie ilością 
dołączoną do elementu oy ̂  w ilości A j i 

gdzie każda ilość k i j ^ i powstaje z ilości Kî k przez opuszcze-
nie y-ego wiersza i /-ej kolumny i poprzedzenie tak powsta-

łego wyznacznika (w—2)-ego stopnia znakiem (—1) , czyli 
powstaje z wyznacznika D przez opuszczenie w nim i -ego 
i y-ego wierszy, oraz k-e] i /-ej kolumn, i dodanie takiego znaku, 

(>) T.  j . ilościgi dołgiczongi do elementu aj^i w samym wyznacz-

n iku (n—l) -ego stopnia (bez znaku) jest i 
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aby przedstawiało dokładnie zebranie pewnej 
liczby wyrazów wyznacznika D. Ilość więc Ai^fc^j jest z pewnym 
znakiem wziętym wyznacznikiem częściowym (w—2)-ego stopnia 
danego wyznacznika D (§ 50), czyli jest ilością dołączoną do 
wyznacznika częściowego [') 

tak, że iloczyn 

przedstawia, ze ścisłością do znaków, i .2 .1 .2 .3 . . .(n—2) różnycli 
od siebie wyrazów danego wyznacznika 1) (§51) . Połowa tych 
wyrazów, t.  j . 1.2.3...(n—2) wyrazów, w które wcliodzą ele-
menty Gi k i Oj i, jest przedstawiona przez 

pozostałe zaś 1.2.3.. .(n—2) wyrazów, zawierających ele-
menty  a u i Oj.fc, przez 

Zważmy, że wyznacznik D w każdym swym wyrazie zawiera 
jeden element 2-ego wiersza, jakoteż jeden element /c-ej ko-

(') Jeśli w szeregu konibinacyj z n liczb 1, 2 , . .  po dwie , kombi -
nacya i, j jest opatrzona cechgi A, koinbinacya zaś k, l cecbji v, to 
ilość Aij^k.i jest tein samem, co, według § 51-ego, wypadłoby ozna-

czyć A).v 
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lumny. Wyrazy, zawierające e lement Oj.fc, są, jak wiemy, 
przedstawione przez skutkiem tego wyrażenie 

nie zawiera już wyrazów, w które wchodzi element a ik , t.  j . 
przedstawia ono zebranie wszystkich wyrazów, które z «'-ego 
wiersza posiadają jeden z elementów 

i jednocześnie z ^-ej kolumny jeden z elementów 

Ogólnie więc możemy powiedzieć, że w każdy z tych wyrazów 
wchodzi, jako czynnik, iloczyn 

przy 

Zebranie wszystkich wyrazów wyznacznika D, w które, przy 
pewnych oznaczonych wartościach dla liczb l i  / , wchodzą 
elementy i aj^k, oznaczmy (wraz ze znakami wyrazów) np. 
przez 

Skutkiem tego 

czyli 

gdzie z n a k ^ oznacza, że przy każdćj z powyżej wypisa-
3,1 
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nych n — 1 wartości dla liczby  / , należy liczbie l nadawać 
każdą z możliwych dla ni^j n — 1 wartości. 

Wiele jest wyrazów wyznacznika D w każdem wyra-
żeniu tti^iaj^ko^j^il W wyznaczniku D = 2 + ai,i...0i,i...a,i,n tak 
przestawmy kolumny, aby otrzymać s + 
Jeśli, rozwijając wyznacznik przez przestawienie drugich 
wskaźników, chcemy wydzielić wyrazy, w które wchodzą 
elementy Oj,i i flj,^, to otrzymamy je wszystkie, gdy usku-
tecznimy wszelkie możliwie przestawienia drugich wskaźników 
elementów pozostałych, t. j. układ n — 2 drugich wskaźników 

zastąpimy wszystkiemi ich przemianami, których będzie 
1 .2 . . . (n—3)(n —2) . 

Wyrażenie więc 

przedstawia nam dokładnie zebranie wszystkich 1.2...(n — 2) 
wyrazów wyznacznika D, zawierających elementy Uî i i Oj,^. 
Lecz powyżej dane wyrażenie 

przedstawia dokładnie zebranie 1, 2 . . . ( n—2) różnych wyrazów 
wyznacznika D, w które wchodzą elementy  a ^ i i ono 
więc przedstawia je wszystkie. Jest zatem 

zkąd 

Podstawiając na każde ai,i taką wartość, otrzymujemy z wy-
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rażenia wyznacznika D przez ilości aj,i nas tępujący rozkład 
wyznacznika według elementów pewnego luiersza i pewnej 
kolumny (*) : 

gdzie znak odnosi sie do (n — i)- skladnikóio odpowiada-
h I 

iacych każdej pai^ze luartości 

Np. (§12 ,80) 

ZADANIA . Przy pomocy tego rozłożenia obliczyć wyznaczniki 

( O  C A UCHY,  1 . c . , s i r . G U . 
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L 5 9 . 

Zebranie wszystkich wyrazów wyznacznika 

klóre nie zawierają ani jednego elementu głównej przekątnej 
przedstawić możemy za pomocy wyznacznika, powstałego 
z wyznacznika D wskutek zastąpienia wszystkich elementów 
głównej przekątnej przez zera, t.  j . za pomocy wyznacznika 

W danym wyznaczniku D znajduj{i się wyrazy zawierające 
jeden tylko element głównej przekątnej : albo albo 02.2, 

C j N p . wyraz przy n parzys tem, lub 

3 0 3 , 5 0 5 , 4 - n - i 5 przy n nieparzyslem. 
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albo On,n' Idzie o wydzielenie wszystkich takich wyraz(3w. — 
Zebranie wszystkich wyrazów wyznacznika D, zawierających 
element flj.j, jest, jak wiemy (§ 25), 

zatrzymując z nich wszystkie te, które mają z głównych ele-
mentów tylko jeden element możemy je przedstawić 
przez 

gdzie przez Nj oznaczyliśmy wyznacznik (n — I)-ego stopnia, 
powstający z wyznacznika N przez opuszczenie w systemacie 
jego elementów i ego wiersza, oraz e-ej kolunmy. Nadając 
dla i wszystkie wartości od i do n, otrzymaniy wyrażenie 

przedstawiające nam zebranie tych wszystkich wyrazów wyznacz-
16 
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nika D, które zawierają jeden tylko element głównej prze-

kątnej. 
Wpodobnyż sposób, jeśli przez N j j oznaczymy wyznacz-

nik (n —2)-ego stopnia, powstający z wyznacznika N przez 
opuszczenie w systemacie jego elementów /-ego i ./-ego 
wierszy, oraz «-ej i / -e j Łolumn, to 

przedstawi nam zebranie wszystkich wyrazów danego wyznacz-
nika D, w które z elementów głównej przekątnej weszły tylko 
dwa elementy : ai,i i a j j . Nadając zaś liczbom i i j wartości 

odpowiadające wszystkim ^ kombinacyom z n liczb 1, 2,...,??. 

po dwie, a z n a k ^ odnosząc do tych wszystkich kombinacyj , 

będziemy mogli przez wyrażenie 

przedstawić s u m m ę wszystkich wyrazów wyznacznika I), za-
wierających po dwa tylko elementy głównej przekątnej. 

I wogóle, summę w^szystkich wyrazów, w które wchodzi 
pewne tylko m e lementów głównej przekątnej : aj.t, 
przedstawić możemy za pomocą wyrażenia 

jeśli Ni j , . . . , i oznacza wyznacznik częściowy (w—w)-ego stopnia 
wyznacznika N, powstały zeń w^skutek opuszczenia wierszy 
i kolumn, opatrzonych wskaźnikami i, Zebranie zaś 
wszystkich tych wyrazów wyznacznika D, które zawierają 
tylko m jakichkolwiek elementów głównej przekątnej, wyrazić 
będziemy mogli przez 

http://rcin.org.pl



ROZKŁAD WYZNACZNIKA. — ROZ. VI — § 5 9 . ' 2 1 3 

gdzie znak V odnosi się do wszystkich | | kombinacyj z n 
i. J I 

liczb 1, 2 , k t ó r e zamiast układu wskaźników 
podstawić należy. 

Nakoniec, będzie wyraz, oczywiście j eden tylko, zawiera-
jący n e l emen tów (wszystkie) g łównej przekątnej : 

S u m m a wszystkich tych wyrażeń o b e j m u j e widocznie wszyst-
kie wyrazy danego wyznacznika D, tak, że 

Jest to (*) rozkład icyznacznika według elementów głównej prze-
kątnej. 

Zauważyć tu należy, że nie ma wyrazu, któryby zawierał 
tylko  n — 1 (lecz nie więcej) e lementów głównej przekątnej , 
choćby dla tego, że wyznacznik częściowy pierwszego s topnia , 
powstający z wyznacznika N wskutek opuszczenia n—1 wierszy 
i ko lumn, opatrzonych temi samemi wskaźnikami , r e d u k u j e się 
zawsze do e lementu zero. 

Np. 

CAYLEY, Sur les dctermmants gauches (CRKLLJE Journal, L. XXXVIJ/ , 
sir. 93). 

http://rcin.org.pl



250 TEOLLYA WYZNACZNIKÓW. 

Jeśli W wyznaczniku d a i y m wszystkie elementy głównej 
przekątnej są £o')ie równe 

o rozwinięcie wyznacznika 

według elementów głównej przekątnej, w razie, jeśli w żaden 
niegłówny element wyznacznika nie wchodzi taż ilość będzie 
rozwinięciem według potęg ilości x, t.  j . 

gdzie, jak wiemy, nie ma wyrazu, w któryby weszło 
Np. (porów. § 1̂ 2, 12% § 9, 8»). 
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ZADANIE. Obliczaj^ic liczbę wyrazów wyznacznika N - e g o 
stopnia, zawierajacych e lement flu, a z pozostałych liczbę 
wyrazów, w które wchodzi e l emen t aa,2, i  t . cl., a nas tępnie , 
przy dodawaniu wszystkich tych wyrażeń, korzys ta jąc ze 
związku 

wy prowadzić, że liczba wszystkich wyrazów wyznacznika 
w-ego stopnia, w które wchodzą jakiekolwiek e lementy g łówne j 
przekątnej , może być przedstawiona za pomocą wyrażenia 

a t em samem, liczba wszystkich jego wyrazów, nie zawiera-
jących ani jednego e lementu g łównej przekątnej , za pomocą 
wyrażenia 

§ 60. 

Jeśli dany jest wyznacznik ^?-ego stopnia 

( ') UALTZEK, i. c . ,  O - e wydanie, sU'.  29 (wyrażenie niedokładne). Tą 
kwesty^i później zajmowali się : W E Y R A U C I I , Yait Theorie der Determi-
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i jeśli ilość x nie wchodzi w żaden niegłówny e lemen t wy-
znacznika, to len wyzńacznik f { x ) jest funkcy^ n ego s topnia 
względem zmienne j x. Spółczynnikiem przy jes t w niej 
widocznie 1, zaś przy jest wyznacznik 

tak, że 

Idzie tylko o bliższe określenie spółczynnika przy 

J e d e n z głównych wyznaczników częściowych m-ego s topnia 
danego wyznacznika f{x) jest 

gdyż oczywiście do niego można zastosować to, cośmy powyżej 

nanten (CRELLF,, Journal, t. LXXIV, str. 27ZI); MONRO, Baltzer on the 
numher of terms in a determinant with a vanishing diagonal {Messenger 
of Mathematics, 1 8 7 2 , sir. 38); WEYRAUCH, Zur Determinantentheorie 
(SCHLOEMILCH, Zeitschrift fiir Math. und Phys., rocznik XIX, str. Z|20); 
BALTZER, 1. c., ^-e wyd., sir. 3 7 ; wreszcie GUENTHER, 1. c.,  2 -e wyd., 
str. Z|9. 
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mówili o f{x). Wyznacznik zaś częściowy, dopełniający po-
przedni, jest (§ 51) 

Iloczyn zaś tych dwu wyznaczników przedstawia zebranie 51) 
pewnej liczby wyrazów wyznacznika f{x). Więc 

wchodzi w skład wyrażenia kn-m^'"'- Ponieważ zaś każdy 
odpowiedni oddzielny składnik funkcyi f{x), zawierający 
czynnik może być uważany, jako powstający z podobnego 
mnożenia przez siebie dwu dopełniających się głównych 
wyznaczników częściowych m-ego i {n—m)-ego stopnia, i jako 

m {n—m) 
przedstawiony przez x ,więc otrzymamy zebranie wszyst-

kich takich składników, czyli wszystkich wyrazów funkcyi f{x) 

zawierających x'", nadając liczbie ^ — ł - { - i wszystkie wa r -

tości od 1 do i biorąc summę takich wyrażeri. Zatem 

Nazwawszy liczbę a — i - f - l przez I, możemy pisać krócej 
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Gdy" liczbie m nadamy lii wszystkie wartości od 1 do w—1, 
to rozkład naszej funkcyi f{x) według potęg zmiennej x mo-
żemy tak pisać : 

Naprzykład 

ZADANIA. 1°) Sprawdzić naprzód, że, mnożąc równanie O 

(') JACOBI, binis ąuibuslibet functłonibiis homogeneis ctc. (CRELLE, 
Journal, t. XII, sir. 15). 

(2) Takie równanie trzeciego stopnia względem ilości X spotyka się 
bardzo często przy rozmaitych, badaniacłi , np. przy szukaniu głównych 
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przez wyznacznik 

otrzymujemy wyznacznik trzeciego stopnia, będący funkcyą 
trzeciego stopnia względem ilości r^, postaci (») 

a więc dającą się na zasadzie powyżej wyprowadzonego wzoru 
rozłożyć według potęg ilości r : 

gdzie 

osi powierzclini drugiego slopnia, przy wyznaczaniu osi głównych nio • 
nientów bezwładności ciała, przy wyznaczaniu osi ellipsoidy sprężys-
tości i t.  d . 

O 
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i następnie, że, kładąc w f i — l ) 

otrzymamy podobne równanie 

postaci 

gdzie f i , Li, Ml, Ni będzie tylko rezultatem zastąpienia 

02,2, «3,3, > przez a'i,i, a'2,2, «'3.3, (O-

(!) Osta tnie r ó w n a n i e  m a spólczynniki  1 , L i , Mi i N j , k t ó r e , j a k o 
s u m m y k w a d r a t ó w , s? idoda tne . O n o jes t t rzeciego s topnia w z g l ę d e m 
a pon ieważ posiada trzy zmiany z n a k ó w , to, wed ług znanego t w i e r d z e n i a 
DESCARTEs'a, n ie m o ż e  m u zadość czynić ż a d n a wa r to ść o d j e m n a dla 
n i ewiadome j li '^. Nie m o ż e więc być 

czyli , ponieważ  = X — a , nie może być 

inaczej : n ie m o ż e być 

t .  j . dane  tu począ tkowo r ó w n a n i e 

m a wszystkie t rzy p ie rwias tk i rzeczywis te .  To p ros t e d o w o d z e n i e t e j 
ważne j własności tego r ó w n a n i a , o p a r t e  na m n o ż e n i u w y z n a c z n i k ó w i  na 
rozkładzie w y z n a c z n i k a , t u t a j z a s to sowanym, poda ł S Y L Y E S T E R , (1. c .) . 
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2*) Sprawdzić, że, wogóle, mnożąc równanie n-ego stopnia 
względem "k 

przez wyznacznik /'(/), otrzymujemy, przy 

wyznacznik 

który rozkładając według potęg ilości mieć będziemy 

gdzie l n = f ( 0 ) , a każdy spółczynnik jest summą kwa-
dratów wszystkicłi wyznaczników częściowych {n — m)-ego 
stopnia wyznacznika f { 0 ) , a tem samem ilością dodatną ('). 

(') Na mocy lego rozkładu i w sposób taki s am, co w poprzednim 
szczególnym przypadku , możnaby i  tu dowieść , że wszystkie n pier-
wias tków równania /"(— O s? rzeczywiste. 
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R Ó ^ : N I C Z K O W A N I E WYZNACZLNIKA. W Y Z N A C Z N I K 
SYSTENłATU DOŁĄCZONEGO. 

61. 

Jeśli w wyznaczniku 

(jak to wciąż w tym rozdziale przyjmować będziemy), elementy 
są od siebie niezależne (§ 4), to w wyrażenie wyznacznika D 
ilość «i,fc wchodzi tylko w składnik «i.fcAi,/£ (§ 25). Dla tego, 
biorąc pochodną wyznacznika D względem ilości mamy 

Gdy jednak wyrażenie, przedstawione przez Aĵ /c, nie zawiera 
elementu ai,k, to tu jest I 
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Ostatecznie wiec 

jest wyznacznikiem częściowym {n— ))-ego s topnia 

, czyli ilością dołączoną do elementu  a u (§25;. 

Spółczynnik więc przy ai,k w wyznaczniku D może być przed-
stawiony przez jego pierwszą pochodną względem tego ele-
men tu Uî ii (1). 

Ponieważ ilość dołączona A,,fc j es t wyznacznikiem, w który 

( ' ) J A C O B I : De formatione..., s i r . 293 . 
Gdyby c l 'me i i l y były od siebie z i lcżne, np . gdyby był dany w y z n a c z n i k 

to  tu 
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wchodzą elementy wyznacznika D prócz elementów e-ego 
wiersza i /c-ej kolumny (§ 25), więc spółczynnik przy fli.fcOj,; 
w wyrażeniu wyznacznika D jest spółczyunikiem przy Oj,i 
w ilości jest więc ten spółczynnik (według powyższego) 

on powstaje z wyznacznika A/.a; wskutek opuszczenia j -ego 
wiersza i /-ej kolumny, czyli z wyznacznika 1) wskutek opu-
szczenia <-ego i j - ego wierszy, k-e'] i /-ej ko lumny ; jest więc 

to wyznacznik częściowy (n—2)-cgo stopnia 

Podobnie rozumując, znaleźlibyśmy, że, wogóle, w wy-
znaczniku D spółczynnik przy iloczynie m elementów 

jest 

i że ta m-ta pochodna przedstawia wyznacznik częścio-

wy («—m)-ego stopnia 

Wyrażenie nie zawiera tak elementu a u, jakoteż 
M.k 

żadnego elementu j-ego wiersza lub k-cj kolumny; dla tego 
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§ 62. 

Zupełna różniczka wyznacznika D względem jego ń^ ele-
mentów będzie summą w- składników 

to jest 

Którakolwiek z summ ostatniego wiersza, n p . 

tem się różni od danego wyznacznika 

że, zamiast elementów A;-ej kolumny, wzięte są ich różniczki. 
Więc 
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Zupełna różniczka wyznacznika ^^ jest summa  n-
składników postaci ki^hi^k-, czyli summa n wyznacznikói-y, 
oti^zymanyck z danego wyznacznika lo skutek zastgpienia (od-
dzielnie) elementów każdej kolumny {lub każdego loiersza) przez ich 
różniczki ('). 

§ 63. 

Różniczkując odpowiedn io wyznacznik , można otrzymać 

rozmaite jego własności, inaczej poprzednio wyprowadzone . 

Tak, z powodu, że wyznacznik jest funkcyą liniową ele-

m e n t ó w rzędu (§ 8), możemy wpros t zauważyć, że 

powsta je z tych wyrazów wyznacznika D, w które ai,u wchodzi , 

lecz już Oi A; w w y r a ż e n i u s i ę nie zna jduje , równie jak 

i żaden e lement «-ego wiersza lub A;-ei ko lumny. Wyrażenie 

więc ćtj.fc przedstawia zebranie wszystkich tych wyrazów 

wyznacznika D, w k tóre wchodzi e l emen t Ponieważ zaś 
w każdy wyraz wyznacznika wchodzi j e d e n e lement pewnego 
wiersza, jakoteż j eden e l emen t pewne j ko lumny , więc tą 
drogą o t rzymujemy związki, wyprowadzone już w § 27-ym : 

( ' ) JACOBI , ib idem. 
(2) JACOBI, 1. c . , sir. 295. 
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stosownie do tego, czy j =. i, czyteż i jest różne od y , 

Spółczynnik przy ai^kaj,i w wyznaczniku D jest (§51) 

podobnież spółczynnik przy będzie 

Lecz z 

przechodzimy do 

przez wzajemne przestawienie w wyznaczniku I) ko lumn /-ej 
i k-ej; skutkiem tego wyznacznik D zmienia znak (§19) i jest ( ' ) 

(J) 

Możemy więc wyrazy wyznacznika, ujęte w składniki 

przedstawić przez wyrażenie 

( « ) J A C O B ! ,  I . C . , s i r . o O l . 
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Nadając tu dwu liczbom i i  j , lub dwu liczbom k i l 

wartości, odpowiadające wszystkim ^^ j różnym kombinacyom 

z n liczb 

j)0 dwie, i biorąc summę tych wyrażeń, wyczerpiemy wszystkie 
wyrazy wyznacznika D, tak, że 

Mamy tu więc rozkład wyznacznika D na summę iloczynów 
dwu czynników, z których jeden jest wyznacznikiem częś-
ciowym drugiego stopnia (§ 50), drugi zaś jego dopełniającym 
wyznacznikiem częściowym siopnia [n—2)-ego 51, 61). Gdy 
nadto pierwsze czynniki są wyznacznikami częściowemi dru-
giego stopnia, utworzonemi z elementów, należących albo do 
pewnych dwu kolumn, albo do pewnych dwu wierszy, to 
widzimy, że wyrażenie (2) przedstawia nam rozkład wyznacz-
nika według wyznaczników częściowych pewnej kombinacyi 
dwu rzędów równoległych (§ 52). 

Wyrażenia (2) możnaby jeszcze tak wyprowadzić. W otrzy-
manym w początku tego §-u rozkładzie 

i l o ś c i 

są wyznacznikami (w— l)-ego stopnia (Ĵ  (»1). Stosując więc do 
tych wyznaczników tenże sam rozkład (3), t.  j . rozkładając je 
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znowu według elementów wiersza ze wskaźnikiem n p . y , mieć 
będziemy 

Podstawiając te wyrażenia w rozkład (3) i mając na uwadze 
wyrażenie ( i ) , otrzymamy drugie z wyrażeń (2). 

W podol)nyż sposób postępując dalej, dojdziemy do rozkładu 
wyznacznika według wyznaczników częściowych pewnej kombi-
niicyi trzech, czterech i t. d. rzędów równoległych (§ 52), 
a następnie i do rozkładu na summy iloczynów kilku wyznacz-
ników częściowych 55). 

§ 64. 

Wiemy, że, mnożąc przez siebie dwa wyznaczniki 

http://rcin.org.pl



2(K) TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

i przyjmując np. (§ 45) 

otrzymamy, jako iloczyn, 

Weźmy pochodne obu stron równości 

kolejno względem przyczem baczyć nam 
należy na to, że ilość D" jest niezależną od ilości 
oraz, że one wchodzą tylko w skład elementów 2-ego wiersza 
wyznacznika D, tak, że ilość D zależy od ilości Oj przez 
elementy swego t-ego wierszn, które są : 

Pochodne te więc będą : 
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czyli 

Mnożąc pierwszą z tych równości przez B,,A;, d rugą przez Bs.fc i t .d . , 
Ostatnią przez a tak pomnożone dodając do siebie, spo-
strzeżemy, że po prawej s tronie s u m m y przy każdej ilości Gi j 
znajdzie się spółczynnik 

który (§ 27) jest zerem dhi wszystkich wartości l o d m i e n n y c h 
od k, zaś dla l = k jest = D " . Skutkiem tego prawa strona 
otrzymanej tu s u m m y reduku je się  do Jest więc 

czyli 

co po równywając z zależnością założoną 

dostrzegamy własność, którąśmy inaczej wyprowadzi l i 
w § 4 7 - y m 

( ') Sposób oirzymania lego zwigizku przez różniczkowanie podaJ 
JOAHIMSTHAL, Sw c]uelqites appUcations des determinants a la Geometrie 
(CRELLE, Journal, t. XL, sir, lid). 
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§ 65. 

Gdy, mając dany wyznacznik w-ego stopnia 

utworzymy systemat jego wyznaczników częściowych m-ego 
stopnia (§ 50), oraz systemat do tego ostatniego dołączony (§ 52): 

gdzie f to możemy badać własności tych dwóch syste-

matów (j.̂  ilości (będących wyznacznikami m-ego i (w —m)-ego 
stopnia), t. j. wyznaczników 

Takiemi wyznacznikami będą np . , gdy 
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wyznaczniki 

lub, gdy 

wyznaczniki : 
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Osobliwie ważnym jest przypadek, gdy m 1, wtedy ij. = n 
i(§§ 53, 64) 

Ten wyznaczniic A nazwiemy wyznacznikiem systematu dołą-
czonego do systematu elementów danego łvyznacznika, lub krócej 
wyznacznikiem dołączonym do danego wyznacznika. Tak np. 
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l 66. 

Mnoż{ic przez siebie wyznaczniki P„i i A ,^, otrzymamy, 
wogóle, jako element e-ego wiersza k-ej kolumny iloczynu 
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(gdy mnożymy wiersze przez wiersze) wyrażenie 

k tóre , przy i rożnem od k, j es t zerem, przy i zaś r ó w n e m k, 
przedstawia wyznacznik D 52). W iloczynie więc, który 
będzie wyznacznikiem f«-ego stopnia (§ 48), m a m y (§ 35) 

jest więc (/) 

AV przypadku, gdy m — związek ten przechodzi w nastę-
pujemy : 

zkąd (2) 

to j e s t : v)yznacznik systematu dołączonego do systematu element6iv 

(») C A U C H Y , 1. c., str. 102. F R A N K Ę Ueher Determinanten aus Unter-
determinanten ( C R E L L E , Journal, t. LXR, str. 355), dowiódł, że 

( » ) C A U C H Y ,  1 . C . , s t r . 8 2 , 
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danego wyznacznika n-ego stopnia jest (N—1)-S2FL potęgą danego 
wyznacznika. Naprzykład : 

§ 67. 

Mnożąc przez siebie d"wa wyznaczniki 

o t rzymamy, j ako iloczyn, naprzykład przy 
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wyznacznik 

;292 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

Utwórzmy wyznaczniki systenialów dołęczonych do systematów 
elementów D' i D" : 

Mnożgc przez siebie (wiersze przez wiersze) wyznaczniki iA", 
mieć będziemy wyznacznik, którego elementem f c g o wiersza 
a k-e\ kolumny będzie wyrażenie 

wyrażenie to (§47, 04) przedstawia ilość dołriczon^ do ele-
mentu Cî k wyznacznika D, Nazywając je Gi.^, możiemy i lo-
czyn a'A" przedstawić za pomocą wyznacznika 

będącego wyznacznikiem systematu dołączonego do systematu 
elementów wyznacznika D, iloczynu wyznaczników D' i D". 
Jest więc 

( ' ) CAUCHY, 1. c . , sn- . 9 1 . 
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WYZNACZNIK DOŁĄCZONA. — ROZ. YII — § ( ) 8 . 

Wyznacznik, dołączony do iloczytm dwu danych wyznaczni-
ków, jest iloczynem wyznaczników, dołączonych do danych 
wyznaczników. 

W przypadku, gdy D " = : D ' , m a m y 

a ponieważ jednocześnie  A ' = A*', więc jeszcze 

Wyznacznik dołączony do wyznacznika, będącego kwadratem 
danego wyznacznika, jest kwadratem loyznacznika, dołączonego do 
danego wyznacznika. 

§ 68. 

Gdy, ma jąc 

utworzymy wyznacznik częściowy m-cgo s topnia wyznacz 
nika A ( § 5 0 ) : 
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lo temu wyznacznikowi częściowemu możemy nadać postać 
wyznacznika n-ego stopnia (§ 34) 

Tak przedstawiony pomnóżmy przez dany wyznacznik I) 
w postaci :24) 

jdzic li, i tli oznaczają lit zby zmian układów wskaźników 

http://rcin.org.pl



WYZNACZNI KDOŁĄCZONY. — ROZ. YLL — § 0 8 . 2 7 1 

Uskuteczniając to mnożenie (np. wiersze przez wiersze), mamy 

inaczej (§§ 50, 
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albo (§ 18) 

;300 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

to jes l 

Korzystając jeszcze z oznaczenia (§ 51) 

otrzymany związek możemy tak przedstawić: 

ub też (§01 , 05) 

Wyznacznik częściowy m-ego stopnia loyznacznika A, dołą-
czonego do wyznacznika D, przedstawia iloczyn [m—{)-ej potęgi 
ivyznacznika D przez ilość dołączoną do odpowiedniego wyznacz-
nika częścioioego wyznacznika D. 

(1) JACOBI, 1. c., str. 30Zi. Zasadę przytoczonego tu dowodu podał BOR-
nARDT.w liście (1853 r. lipiec) do BALTZER'a (BALTZER, I. c., w /i-em 
wyd. sir. 58). 
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Np., gdy mamy wyznacznik 

{n=p i gdy nazwiemy 
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to , przy m = 2 , 

czyli 
6 9 . 

Z dwu takich związków 

wypada 

Wyznaczniki częściowe jednakowego stopnia wyznacznika A, 
dołączonego do wyznacznika I), są proporcyonalne względem 
ilości dołączonych do odpowiednich luyznaczników częścioioych 
loyznacznika  D. 

Z j edne j z postaci wyprowadzonego w § poprzedzającym 

związku wypada 

co może niekiedy znaleść dogodne zastosowanie przy obliczaniu 
d r u g i e j , trzeciej i t. d . , w o g ó l e , m-ej pochodne j danego 

(») Zob . JACOBI, i b i d e m . 
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wyznacznika za pomocą jego wartości i wartości j ego pierw-
szych pochodnych. 

Zestawiając wyprowadzone w §§ 65 i 67 związki 

widzimy, że, w przypadku 

jest także 

skutkiem czego 

Jeśli wartość danego wyznacznika jest jednością, to wartościa 
wyznacznika doń dołączonego jest także jedność, ivyznaczniki zaś 
częściowe {jakiegokolwiek stopnia) wyznacznika dołączonego przed-
stawiają ilości dołączone do odpowiednich wyznaczników częścio-
ivych danego wyznacznika, i wzajemnie. 

(Że ta wzajemność ma miejsce, p rzekonamy się w taki spo-
sói). Aby wyznaczyć ilość dołączoną do wyznacznika częścio-

(m) 

wego w wyznaczniku A, zważmy, że z o i rzymanego w tym 
przypadku związku 

wypada 
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Że zaś iloczyn 

przedstawia dokładnie (§51) pewną liczbę wyrazów wyznacz-
nika D, więc i iloczyn pierwszych stron odp owiednich rów-
ności (a) i (/5), t.  j . 

przedstawia także dokładnie pewną liczbę wyrazów wyznacz-
nika systematu dołączonego to jest wyznacznika skutkiem 
czego w tym wyznaczniku ilością dołączoną do wyznacznika 

. 

częściowego Si,k jest 

gdzie 
są liczbami zmian układów wskaźników 

Związek więc (p), wyprowadzony ze związku zasadniczego («), 
wskazuje, źe, w przypadku D =  l , wyznacznik częściowy 
wyznacznika D przedstawia ilość dołączoną do odpowiedniego 
wyznacznika częściowego wyznacznika dołączonego A). 

Ta ścisła zależność między danym wyznacznikiem i wyznacz-
nikiem, doń dołączonym (osobliwie wyraźnie przejawiająca się 
w przypadku D = 1), jest przyczyną, że wyznacznik systematu 
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dołączonego bywa także nazywany ivyznacznikiem odwrotnym 
(reciproke Determinanto, de terminant rec iproque) . 

W przypadku 

jest także 

jakoteż, przy 

Jeili dany wyznacznik ma wartość zero, to wyznacznik, doń 
dołączony, jak również n-szystkie jego 2uyznaczniki częścioice dru-
giego i luyższych stopni, są zerami. 

Gdy liczbie m nadamy war tość m = 2 , to z równośc i zeru 
wyznaczników częściowych pewnej kombinacyi dwu rzędów 
równoległych 

wypada (') 

c z v l i 

(') J A C O B I , Dp elimitatione variahUis e diiabus wąmtionibus alge-
br aicis {Grelle, Journal, t. XV,str. lOZi). 
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jakoteż (§ 18) 

czyli 

Jeśli dany wyznacznik jest zerem, to w systemacie elementów 
loyznacznika dołączonego elementy rzędów równoległych są propor-
cyonalne (*). 

§ 70. 
Maj^c 

możemy wyznacznik A rozłożyć wed ług e lementów pewnego 
jego rzędu (§ 25) 

jeśli , w ogóle, przez nazwiemy ilość (§§ 25, 61) 

') Zestawiajgic tę własność z poprzednigi, porównaj twierdzenie § 30-ego. 
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Te ilości utworzą systemat 

którego wyznacznik jest tem dla wyznacznika A, czem jest 
wyznacznik A dla wyznacznika D. Możemy wdęc wyznacz-
nik tego systematu ilości aj,fc, j ako wyznacznik dołączony do 
wyznacznika dołączonego do wyznacznika D, nazwać wyznacz-
nikiem systematn dołączonego drugiego rzędu do systematu ele-
mentów wyznacznika D lub krócej , tvyznacznikiem dołączonym 
drugiego rzędu do wyznacznika 1). 

W otrzymanej w § GS-ym zależności 

p rzy jmując 

z powodu , że wtedy (§ 53) 

o t rzymamy 

czyli 

(1) C A U C H Y , 1. c . , s t r . 7 7 , 8 2 . 
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Nazywajęc 

;308 TEORYA W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

zważywszy, że w t e d y 

możemy nasz związek tak p rzeds t awić : 

zkad 

Lecz (§ 53) 

Więc 

//oić dołączoną drugiego rzędu do elementu danego wyznacz-
nika x\-ego stopnia jest przedstawiona przez iloczyn tegoż ele-
mentu przez (n—T)-gą potęgę danego wyznacznika 

(») CAUCHY,  I . C . , s tr . 82. 
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WYZNACZNIK UKŁADU RÓWNAŃ LINIOWYCH. 

§ 71. 

Gdy dany jest układ n równań liniowych z n zmiennemi 
niezależnenu 

(1) 

to wyznacznik systematu n^ spółczynników tych równań 
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nosi nazwę wyznacznika układu równań (1), lub wyznacznika 
równań ( i) . 

Jeśli wyznacznik D nie jes t zerem, to każdemu układowi 
wartości skończonych dla 

V 

odpowiada układ wartości .skończonych dla 

Jeśli w wyznaczniku 

(2) 

pomnożymy wszystkie e lementy A;-ej k o l u m n y przez 

to (§ 29) 

Nie naruszając równości , możemy (§ 31) do e l e m e n t ó w A'-ej 
ko lumny wyznacznika po p rawej dodać e lementy pierwszej 
jego ko lumny pomnożone przez drugie j pomnożone 
przez X2,...,{k — l ) - e j p o m n o ż n n e przez ( A - j - l j - e j po-
mnożone przez Xk + i,...,n-e] pomnożone przez Xn. W t e d y w ^"-ej 
ko lumnie wyznacznika po prawej zna jdu ję się wyrażenia, 

(O JACOBI : « ea ru in aeąi iat ionum De te rminans . » (De formatione..., 
s t r . 296) . 
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b ę d ą c e p i e r w s z e m i s t r o n a m i r ó w n a ń (1); z a s t ę p u j ą c  j e przez 

d r u g i e s t r o n y t y c h równań, , o t r z y m a m y 

lub , s t o s u j ą c  d o w y z n a c z n i k a  po p r a w e j r o z k ł a d ( 2 ) , 

zkąd C) 

czyl i 

( 3 ) 

N a d a j ą c w z w i ą z k u (3) l i c z b i e k w s z y s t k i e w a r t o ś c i  1, 2 , . . . , w , 

ze z w i ą z k ó w 

(1) LEIBNITZ, CRAMER (porównaj § 1 7 ) . Ta zaś ogólna postać dana 
przez CAUCHY'ego (ł. c . , str. 70). 

http://rcin.org.pl



; 2 8 4 TEORYA w Y Z N A C Z N I K Ó W . 

zastępujących równania (I), otrzyniamy p o d o b n e wyrażenia 

każdp) z i lości x . i , . . . ,xn przez spółczynniki r ó w n a ń (1) i 

ilości . . . Jeśli te ostatnie s^ stałe i n ie wszystkie 

r ó w n e z e r u , to o trzymane wyrażenia przedstawiają układ war-

tości dla 11 n i e w i a d o m y c h Xx, zadosyć czyniących 

j e d n o c z e ś n i e wszystkim n r ó w n a n i o m (1) — p r z e d s t a w i a j ą roz-

wiązanie równań (1). 

Gdij dany jest układ równań liniowych, z n niewiadomemi, to 
wartoicia każdej niewiadomej jest ułamek, iv mianowniku którego 
jest wi/znacznik tych równań, iv liczniku zaś wyznacznik, otrzy-
mamy z poprzedniego iv skutek zastgpienia spółczynników tej nie-
wiadomej przez odpouńednie loyrazy wiadome równań. 

Wszystk ie więc wartości n i e w i a d o m y c h mają spólny m i a -
nownik : wyznacznik układu r ó w n a ń . Spostrzeżenie tego, 
jakeśmy widziel i (§ 17), było punktem wyjścia rozwoju leoryi 
wyznaczn ików. 

Naprzykład 1") 
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§ 72 C). 

W p r z y p a d k u , g d y d a n e j-est j e d n o r ó w n a n i e z j e d n ą n i e -

w i a d o m ą , 

a l e w a j e g o s t r o n a p r z e d s t a w i a s ię w p o s t a c i w y z n a c z n i k a ,  t o 

n i e k i e d y , przez o d p o w i e d n i e r o z w i n i ę c i e l u b t eż p r z e k s z t a ł c e n i e 

w y z n a c z n i k a , m o ż e m y w p r o s t z n a l e ś ć p i e r w i a s t k i r ó w n a n i a . 

Naprzyk ład ('') 

1») 

(') Właściwie treść tego §-u ma tylko zwigzek pośredni z badaniami, 
w lyin rozdziale p rowadzonemi , któi e mog? być także uważane , jako 
odnoszące się do zastosowania wyznaczników do rozwiązywania równań. 

Wszystkie przykłady tego§-u s§i wzięte z D 0 S T 0 R ' A : płementsde la 
Theorie des Determinants, str . 81 i następne. 
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Jecz  tu 

w i ę c 

2°) 

30) 
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4 ° ) 

(') Jcsuo szczególny przypadek wyznacznika ogólniejszego (SALMON 
Lessons introductory to the modern higher algebra, w tizeciem wydaniu 
Jliiblin, 1 8 : 6 str . 16). 

Gdy nazwiemy 
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( 4 ) 

z e c h c e m y r o z w i ę z a ć w z g l ę d e m i lośc i podobnie^, 

to 
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jak w § 71-szyi i i r o z w i ą z a l i ś m y u k ł a d (1 ) w z g l ę d e m i l o śc i 

. . . to, n a z y w a j ą c w w y z n a c z n i k u t e g o u k ł a d u 

(§§ 6 5 , 66) 

s p ó ł c z y n n i k p r z y ki ,u przez ai,k (§ 7 0 ) , o t r z y m a m y 

c z y l i (') 

T e j e d n a k r ó w n a n i a są j e d n o z n a c z n e z r ó w n a n i a m i (1) , w i ę c O 

(<) CAUCHY, 1. c. , str. 77. 
(2) CAUCHY, ibidem. 
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zk^d vvypada zwiyzek o t r z y m a n y w ^ 70-y i i j : 

-21)1 

^ 74. 

Wyznacznik d w u nas tępujących u k ł a d ó w po n r ó w n a ń l in io 

wyc l i z n z m i e n n e m i n ieza leżnemi : 

j e s t ten sam, s p ó l n y , m i a n o w i c i e (§ 18): 

( 1 ) 

( 5 ) 

Układy lakie o s p ó l n y m w y z n a c z n i k u n a z y w a j ą s ię j e d e n 

w z g l ę d e m d r u g i e g o pochodnym ( s y s t e m e deriye). 
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Z s y s t e m a t ó w (1) i (5) w y p a d a 

( 4 ) 

Jeś l i r ó w n a n i a (0) p o m n o ż y m y : p i e r w s z e przez Ęu drug ie 

przez Ę.2, . . . , o s ta tn i e przez Ęn, tak p o m n o ż o n e d o d a m y 

i u w z g l ę d n i m y związk i (4 ) ; a l b o t e ż , jeś l i r ó w n a n i a (4) p o m n o -

ż y m y : p i e r w s z e przez »3i, d r u g i e przez 73.2,..,, o s ta tn i e przez yjn, 

tak p o m n o ż o n e d o d a m y i u w z g l ę d n i m y związk i (6), — t o , tak 

w j e d n y m y^k i w d r u g i m razie , o t r z y m a m y z d o d a n i a 

czy l i związek 

istniejący między ilościami, wchodzącemi w dwa układy o spólnym 

wyznaczniku. 

(O JACOBI, 1. c. , sir 296 
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7 5 . 

w przypadku gdy w równaniach (1) wszys tk i e , prócz j e d n e j , 

i lości  po prawej są r ó w n e zeru, np . 

to m a m y układ n równaii 

l i n i o w y c h i wszys tk ich , prócz i - ego , j e d n o r o d n y c h . W t y m 

przypadku związki (4) p r z e c h o d z ą w nas tępujące 

zkąd 

czyl i 

Gdy dany jest układ n równań liniowych z n niewiadomemi, 
z których-ło równah n  —1 jest jednorodnych, to wartości dla 
niewiadomych są proporcyonalne luzględem ilości dołączonych 
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{w wyznaczniku równań) do odpowiednich spółczynników tych 

niewiadomych równania niejednorodnego. 

W s z c z e g ó l n y m p r z y p a d k u , g d y 

to z w i ą z k i (7) stają s ię 

a że (§ 61) 

w i ę c w t e d y 

czyli { ' ) 

§ 7 6 . 

Jeś l i w uk ładz ie (1) w s z y s t k i e i lośc i 

to ten układ p r z e c h o d z i  na n a s t ę p u j ą c y układ n r ó w n a ń j e d n o -

r o d n y c h z n z m i e n n e m i 

(H) 

(') BELLAYITIS,  I . C., §21. 
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związki zaś (4) dają w t e d y 

Jeśl i w i ę c w y z n a c z n i k D nie j e s t z e r e m ,  t o u k ł a d o w i ró -

w n a ń (8) z a d o s y ć c z y n i ą t y l k o w a r t o ś c i ( i ) 

naprzykład 

Jeś l i zaś w y z n a c z n i k 0 =  0 ,  to w t e d y (§ 27) 

P o r ó w n y w a j ą c  te n z w i ą z k ó w z n r ó w n a n i a m i ( 8 ) , w i d z i m y , 

ż e , g d y n i e w i a d o m y m n a d a m y w a r t o ś c i , z a d o s y ć c z y n i ą c e 

w a r u n k o w i 

(1) JACOBI, ibidem. 
( - ) JACOBI, ibidem. 
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to równania (8) będg sprawdzone . W proporcyi (9) wskaźni -

kowi i m o ż e m y widocznie nadać którakolwiek jednę, z w a r -

tości 1, Oczywiście , aby proporcya (9) nie była i l luzo-

rycznę, potrzeba, ażeby nie wszystkie i lości At,^ były zerami. 

Jeśli wyznacznik układu n równań liniowych, iednorodnych, 

jest różny od zera, to tym równaniom zadosyć czynią jedynie 

wartości zero dla wszystkich niewiadomych ; jeśli zaś ten wyznacznik 

jest zerem, anie wszystkie jego łvy znaczniki częściowe ( n — l ) - e g o 

stopnia są równe zeru, to loartośd tych niewiadomych są pro-

porcyonalne lozględem ilości dołączonych (w tym luyznaczniku) 

do odpowiednich spótczynników jednego któregokoliviek z tych 

równań. 

Naprzykład 1°) 

a w i ę c , gdy nadamy : dla Xi wartość jakąko lwiek , dla â a war-

tość d w a razy większą niż dla dla x^ zaś wartość zero, 

naprzykład 

to sprawdz imy równania dane. 
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jakąkolwiek więc tu nadamy wartość dla jednej z n i ewia -

d o m y c h , naprzykład dla //, to, mnożąc tę wartość przez — 5, 

otrzymamy wartość dla x, mnożąc ją zaś przez — 2 , otrzy-

m a m y wartość dla z. 

W o g ó l e z proporcyi (9) wypada, że jednej niewiadomej mo-
żemy nadać dowolną ivarłość, byle dla pozostałych wyznaczyć 
wartości , zadosyć czyniące warunkowi (9). 

Jeśli wyznacznik układu n równań liniowych, jednorodnych, 
jest zerem, a nie wszystkie jego pierwsze minory są zerami, to 
układ równań jest jednokrotnie nieoznaczonym (e infach u n -
bes t immt) . 

§ 77. 

Jeśli nietylko wyznacznik D układu równań (8 ) , ale i wszystkie 

j ego wyznaczniki częśc iowe (n — l ) - e g o stopnia s§ również 

zerami, to proporcya (9) staje się i l luzoryczną (przy wszys tk ich 

wartościach wskaźnika i), a t e m s a m e m inną należy wtedy 

drog«ą odnaleźć rozwiązanie równań (8). 
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P o s t a w m y k w e s t y ę ogólniej . Przyjmijmy, że tak wyznacznik 1), 

jak i wszys tk ie j e g o wyznaczn ik i c z ę ś c i o w e ( n — l ) - e g o , 

(n — 2 ) - e g o , . . . , ( m - f i ) -6go s topni s^ r ó w n e z e r a , lecz ,  że już 

nie wszystkie j e g o wyznaczniki c z ę ś c i o w e m-ego s topnia sa 

r ó w n e zeru. 

N iechaj r ó ż n y m  o d zera w y z n a c z n i k i e m c z ę ś c i o w y m m - e g o 

stopnia będzie wyznaczn ik np 

u t w ó r z m y ad hoc wyznacznik (m 4) -ego s topnia 

Jest  o n t o ż s a m o ś c i o w o r ó w n y zeru przy j a k i e j k o l w i e k w a r -

tości (1, wskaźnika i , składa się b o w i e m (§ 28) 

7. n — m s k ł a d n i k ó w 

http://rcin.org.pl



WYZNACZNIK RÓWNAŃ. » ROZ. YIH — § 7 7 . 2 9 9 

Z których każdy dla 

t o ż s a m o ś c i o w o (§ 20 ) , zaś d la 

na m o c y za łożenia ( jako wyznacznik c z ę ś c i o w y ( m - f - i ) - e g o s to -

pnia wyznacznika D) jest r ó w n y zeru. Rozkładając zaś w y -

znacznik d w e d ł u g e l e m e n t ó w j e g o os ta tn iego wiersza i nazy-

wając i lości d o ł ą c z o n e  do tych e l e m e n t ó w przez 

w i d z i m y , że  te i lości  od wartości , n a d a w a n y c h dla wskaźnika i, 

ca łk iem nie zależą (gdyż pozostają wciąż t emi s a m e m i wyznacz-

n ikami c z ę ś c i o w e m i k o m b i n a c y i p i e r w s z y c h m wierszy wy-

znacznika rf), oraz, że p i e r w s z e m z n ich, t. j. i lości 

jako b ę d ą c e (z o d p o w i e d n i e m i znakami) w y z n a c z n i k a m i częśc io-

w e m i ?7i-ego s topnia wyznaczn ika rf, zawiera jącemi j e g o 

(m-} -1 ) - szą k o l u m n ę (§§ 25, 53), pos iadają w każdym wyrazie 

p o j e d n y m e l e m e n c i e ( m - j - l ) - e j k o l u m n y wyznacznika d, a t e m 

s a m e m są funkcyami j e d n o r o d ń e m i , l i n i o w e m i w z g l ę d e m 

z m i e n n y c h 

Rozkład zaś sam jest 
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Nadając l i czb ie i w s z y s t k i e w a r t o ś c i 1, o t r z y m u j e m y 

związki 

P o r ó w n y w a j ą c j e z róvvnaniami (8) , k tóre tak p i sać m o ż e m y : 

s p o s t r z e g a m y , że (§ 76) 

(<)') 

oraz,  że z tej proporcy i w y z n a c z o n e w a r t o ś c i d la m n i e w i a -

d o m y c h 
(10) 

z a d o s y ć c z y n i ć b ę d ą n i e t y l k o m p i e r w s z y m r ó w n a n i o m (8') , 

l ecz r ó w n i e ż i k a ż d e m u p o z o s t a ł e m u z t y c h r ó w n a ń 

(1) KRONECKER, W wykładach na uniwersytecie Berlińskim, w semestrze 
zimowym 186Zi/5 r. (Por. BALTZER 1. c., w 2-em wydaniu str. C2). 
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Wyznaczając z warunku (O') wartości dla którejkolwiek z nie-

wiadomych (10), m a m y 

gdzie pki jakeśmy wspomnie l i , j es t funkcyą j ednorodną 
l iniową zmiennych 

(11) 

Zatem n — m niewiadomym możemy nadać doioolne wartości, 

byle , zależnie już  o d nich, wartości dla n iewiadomych p o z o -

stałych wyznaczyć z proporcyi (9'). 

Jeśli tak wyznacznik układu n równań jednorodnych liniowych, 

jak i jego loyznaczniki częściowe (n—^)-cgo, (n — 'i)-ego, 

stopni są wszystkie równe zeru, to układ jest 

(n — m)-krotnie nieoznaczony. 

(Niekoniecznie atoli d o w o l n e wartośc i m o ż e m y nadawać 

tylko z m i e n n y m (11), aby, s tosownie  do n ich , wyznaczać war-

tości (10) z proporcyi (9') : — o w s z e m , którymkolwiek n — m 

z pośród n iewiadomych 

m o ż e m y nadać wartości d o w o l n e , byle wartośc i dla pozostałych 
m n i e w i a d o m y c h wyznaczyć z proporcyi (9'). — Również , 
ty lko dla ułatwienia w przedstawieniu przyję l i śmy wyżej , że, 
z wyznaczników c z ę ś c i o w y c h w - e g o stopnia wyznacznika D, 

( m ) 

wyznacznik jes t różny od zera. Mogl i śmy byli wziąć który-

ko lwiek z różnych od zera wyznaczników c z ę ś c i o w y c h w - e g o 

stopnia : rozumowanie byłoby takież samo). 
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Naprzykład 1°) 

układ j e d n o k r o t n i e n i e o z n a c z o n y ; jakoż : 

gdy d o w o l n e ,  to ^ 3 = 0 . 

2") 

=  0 : 
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układ dwukrotn i e n i e o z n a c z o n y ; znajdziemy rozwiązanie : 

gdy n a d a m y n i e w i a d o m y m np. 

wartośc i d o w o l n e ,  to 

naprzykład 
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§ 78. 

W § 76-ym widz ie l i śmy, że jeże l i układ r ó w n a ń 

(8) 

nie jest illuzoryczny^ t. j . , jeśli tym r ó w n a n i o m nie maj^ czynić 

zadosyć j e d y n i e wartości zero dla wszys tk ich n i e w i a d o m y c h ; 

inaczej, jeśl i o n e i s totnie posiadają ( spólne) rozwiązanie,  to 

kon iecznem jes t , aby wyznacznik tego uk ładu r ó w n a ń 

W Algebrze r ó w n o ś ć , powstała z przyrównania  do zera 

p e w n e j funkcyi s a m y c h tylko spółczynników układu danych n 

równań ( jakichkolwiek stopni) j ednorodnych , z n n iewiado-

m e m i , wyrażająca warunek istnienia spó lnego rozwiązania 

d a n y c h r ó w n a ń , nazywa się ich równaniem wypadkowem (a?qua-

tio resul tans , la resultante , aeąuatio finalis). S a m ą zaś o w ą 

(1) Zobacz przekład polski dzieła SALMON'a Lessom introductory to the 
modern higher Algebra, stanowiący drugi tom SĄGAJŁY Wykładu zupeł-
nego Algebry, rozdział VI, strona 61. 
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lunkcyę spó łczynników nazywają rugownikiem [le r^-sultant 
cl iminant (-)] tych równań, lub też rugownik iem wyrażeń 
algebraicznych jednorodnych [form), których przyrównanie  do 
zera daje o w e równania. Z tego w i ę c , c o ś m y wyżej powiedz ie l i , 
wypada, że 

Wyznacznik układu n równań jednorodnych, liniowych, jest 
rugownikiem tych równań czyli rugownikiem n form linio-
wych z n zmiennemi, przez przyrównanie  do zera dających te 
równania. 

§ 7 9 . 

Jeśli dane są d w i e formy podwójne (to jest z d w i e m a zmień 
nemi) n-ego i w-ego stopni 

to, jak zobaczymy, rugownik ich może być przedstawiony w po-
staci wyznacznika odpowiedn io u tworzonego układu równań . 

Zajmiemy się metodami otrzymania takiego układu równai i , 

któregoby wyznacznik przedstawiał rugownik form <^[x,y) 

(') IJtZOlT. 
H E M O R G A N . 

Ta polska nazwa spotyka się po raz pierwszy u SĄGAJŁY, 1. c,, 
sir. 61. 

C) To było przyczyną, żc, przy początkowycli badaniach wyznaczni-
ków, nic oddzielano icli pojęcia od pojęcia riigowników, tak dalece, że 
CAUCIIY, wprowadzając nazwę ((determinant,)) zastrzega, iż : (des deux 
cxpressions suivante.s, determinant et resultante, deyront fitre regardćes 
comme synonymes.)) (/. c., sir. 51). 
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1. A b y d w a r ó w n a n i a 

p o s i a d a ł y s p ó l n e r o z w i ą z a n i e , np. p o i r z e b a , a b y lak 

f o r m a jak i f o r m a w l i czb ie l i n i o w y c h c z y n n i -

k ó w ,  n a j a k i e s i ę r o z k ł a d a j ą , m i a ł y s p ó l n y czynn ik 

Z w a ż m y , ż e , czy p o m n o ż y m y f o r m ę 'f{-J.'.y) przez p o z o -

la łe i n — 1 takich c z y n n i k ó w l i n i o w y c h f o r m y czy też 

p o m n o ż y m y f o r m ę ^ [ x , y ) przez p o z o s t a ł e n — i c z y n n i k ó w 

l i n i o w y c h f o r m y ^{x,y),  to o c z y w i ś c i e , o t r z y m a m y z a w s z e l e n 

s a m w y p a d e k , w p o s t a c i f u n k c y i j e d n o r o d n e j z m i e n n y c h x i  y , 

(') Odpowiada to, w przypadku niejednorodnego równania / ( i ) = (j) 
( n ) 

n-ego Stopnia,mającego pierwiastki z', z",..., z , znanemu rozkładowi: 

Jeśli  tu nazwiemy po-

» (") 
mnożymy obie strony przez y , oraz przyjmiemy , lo 

Skutkiem tego, ujawniając spólny czynnik form , możomj 
pisać  je t ak : 
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Stopnia ( n m — l ) - e g o . Jeś l i w i ę c , m n o ż ą c f o r m ę 

przez o d p o w i e d n i o d o b r a n e w y r a ż e n i e , o t r z y m a m y f u n k c y ę 

j e d n o r o d n ą — l ) - e g o s t o p n i a , a m n o ż ą c f o r m ę 

przez o d p o w i e d n i o u t w o r z o n e w y r a ż e n i e , o t r z y m a m y t a k ż e 

f i i n k c y e j e d n o r o d n ą ( n - j - m — l ) - e g o s t o p n i a ,  to w a r u n k i , p o d 

k t ó r e m i  te i l o c z y n y p r z e d s t a w i a j ą  t ę s a m ą f u n k c y ę , w y r a ż a j ą 

w a r u n k i i s tn i en ia s p ó l n e g o r o z w i ą z a n i a r ó w n a ń ( f{x ,y) = O 

i 

W c e l u o t r z y m a n i a takich w a r u n k ó w , p o m n ó ż m y f o r m ę ' f{x ,y) 

przez d o w o l n ą f u n k c y ę j e d n o r o d n ą (m — l ) - e g o s t o p n i a 

w p r o w a d z a j ą c ą m s t a ł y c h d o w o l n y c h Ao, A j , . . . 

f o r m ę zaś przez d o w o l n ą f u n k c y ę j e d n o r o d n ą ( n — l ) - e g o 

s l o p n i a 

w p r o w a d z a j ą c ą n s t a ł y c h d o w o l n y c h Bo, B i , . . . , Bn—2, B , t _ i . 

A b y tak p o w s t a ł e w y r a ż a n i a j e d n o r o d n e ( w - f m — i ) - e g o s t o p n i a 

p r z e d s t a w i a ł y tęż s a m ą f u n k c y ę , to j e s t , a b y t o ż s a m o ś c i o w o 

p o t r z e b a , a b y w t y c h d w u w y r a ż e n i a c h s p ó ł c z y n n i k i prz}' 

o d d z i e l n y c h p o t ę g a c h z m i e n n y c h 
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b y ł y leż same , czyli w t y l k o - c o w y p i s a n e j r ó w n o ś c i spółczyn-

nil<i przy tych p o t ę g a c h były r ó w n e zeru, m i a n o w i c i e [w ra-

zie VI  < ; u ( ' ) ] : 

Te w i ę c n-\-m z w i ą z k ó w wyrażają ,  że wartości dla s ta łych , 

przedtem d o w o l n y c h , 

mają b y ć tak o z n a c z o n e , aby tym związkom z a d o s y ć czyni ły . 

Aby zaś wartośc i dla t y c h n-\-m i lośc i m o g ł y być istotnie lak 

d o b r a n e , potrzeba, aby te związki (które tworzą układ n - \ - i n 

r ó w n a ń j e d n o r o d n y c h i l i n i o w y c h w z g l ę d e m n-\-m n i ewia -

d o m y c h Ao , . . . , 1, B o , . . . , B » _ i ) mia ły rozwiązanie i n n e 

n iż: wartośc i zero d la w s z y s t k i c h t y c h i lośc i .  To zaś miej-

sce m i e ć m o ż e w t e d y , k i e d y wyznacznik t ego układu n - \ - m 

r ó w n a ń jes t zerem (7(3), R ó w n o ś ć w i ę c zeru wyznacznika tego 

(1) W przypadku m = n wszystkie wyrażenia proslszj przybierają 
postać. 
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układu równań jest warunkiem istnienia spó lnego rozwiązania 

równań 

ten zatem wyznacznik ( n - | - m)-ego stopnia 

iest rugownikiem dwu danych form 

(') Zasadę tej inelody wyznaczenia rugownika podali EULER {Memoirs 
de rac. de Berlin, 1764 r., str. 96) i BEZOUT {Histoire de rac. de Paris, 
1 7 6 4 r . , str. 2 9 8 ) . 
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Np. 4°) Znajdz i emy r u g o w n i k d w u f o r m k w a d r a t o w y c h 

p o d w ó j n y c h 

cztery i lośc i Ao, A i , Bo, Bj z a d o s y ć c z y n i ć muszą cz lerem 
wn r u n k o m 

wyznaczn ik w i ę c c z w a r t e g o s topnia 

j e s t r u g o w n i k i e m d a n y c h form. 

2®) Aby w y z n a c z y ć r u g o w n i k d w u form p o d w ó j n y c h , j ednej 

c z w a r t e g o , drug ie j zaś t r zec i ego s topnia 

u t w o r z y m y 
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co daje 

więc wyznacznik i - | - 3 = : r 7 - e g o stopnia 

jest rugownikienn form danych. 

2 . Zamiast mnożyć formy i przez f u n k c y ę 

d o w o h i e o d p o w i e d n i o {m — l ) - e g o i (?i—l)-ego stopni , m o ż e m y 
przyjąć inny punkt wyjścia z którego dojdz iemy również  do 
tożsamośc iowej równośc i zeru s u m m y dwu wyrażeń jedno-
rodnych ( n - f - m — l ) - e g o stopnia. 

(') FAA DE BRDNO, Theorie generale de l'elimination {Paryż^ 1859, 
str. 36). 
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Jeśl i r ó w n a n i a i = 0 m a j § s p ó l n e rozwią -

zan ie , np . x',  y \  to d a n e f o r m y m o g ą b y ć tak p r z e d s t a w i o n e 

I 

dzie ląc te d w i e r ó w n o ś c i przez s i eb i e , o t r z y m u j e m y t o ż s a m o ś -

c i o w e 

c o n a m d a j e , j a k o w a r u n k i , n-\-m r ó w n a ń j e d n o r o d n y c h 

l i n i o w y c h w z g l ę d e m n-\-Yn. i l o ś c i p o , . . . , p^—i, ro , . . . -

m i a n o w i c i e 

a  to n a s p r o w a d z i , jak p o p r z e d n i o ,  d o o t r z y m a n e j pos tac i rugo-

w n i k a . 

f 

3. Takąż s a m ą p o s t a ć r u g o w n i k a d w u f o r m f{x,y) i ^{x,y) 

o t r z y m a ć m o ż e m y , p o s t ę p u j ą c n i e c o o d r ę b n ą m e t o d ą , d o g o -

d n ą w r ó ż n y c h z a s t o s o w a n i a c h . 

») SYLYESTER (Philosophical Magazine, 18 / ! | 0 ,  N . 1 0 1 ) . 
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P o m n ó ż m y r ó w n a n i e n - e g o stopnia k o l e j n o przez 

każdą z m i lośc i 

zaś r ó w n a n i e m - e g o stopnia przez każdą z n 

i lości 

o t r z y m a m y w t e n s p o s ó b n m. r ó w n a ń j e d n o r o d n y c h 

(n  - f m — i ) - e g o s topnia 

I s tn ien ie spó lnego rozwiązania r ó w n a ń 

prowadz i za sobą istnienie s p ó l n e g o rozwiązania tych n + m 

r ó w n a ń . W te r ó w n a n i a w c h o d z ą i lośc i 

jeś l i  te i lośc i przy jmiemy za nĄ-m n o w y c h z m i e n n y c h (nie 
zważając na ich w z a j e m n y związek) , to te r ó w n a n i a przeds ta -
wiają uktad n - \ - m r ó w n a ń j e d n o r o d n y c h i l i n i o w y c h w^zglę-
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d e m tych n - j - m n o w y c h z m i e n n y c h ,  c o u j a w n i m y , pisząc 

j e t a k : 

Te r ó w n a n i a , j a k e ś m y p o w i e d z i e l i , mają m i e ć s p ó l n e rozwią" 

zan ie : w y z n a c z n i k u k ł a d u tych r ó w n a ń jest dlatego r ó w n y 

zeru. W y z n a c z n i k w i ę c 

jes t r u g o w n i k i e m danych form. 

Ta m e t o d a o trzymania u k ł a d u r ó w n a ń , k t ó r e g o w y z n a c z n i k 
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jest rugownikiem danych form, jako rozprzęgająca związki 
między potęgami zmiennych x \ y \ traktująca ilości 

jak g d y b y odrębne zmienne n i e z a l e ż n e , nazywa się rozprzega-
jącą [dialytical (*)]. 

Np. 1") [ustęp 1, 1"] 

tu tak pierwszą formę, jak i drugą w y p a d n i e m n o ż y ć przez x 

i przez y; 

rugownik iem w i ę c jest wyznacznik 

który tem tylko różni s ię  od otrzymanego w ustępie 1-ym, że 

wiersze j e d n e g o s^ k o l u m n a m i drugiego i odwrotn ie (§ 18). 

(1) SYLYESTER. 
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2") R u g o w n i k d w u f o r m , 

(n = r), m = 2 ) , w y z n a c z y m y za p o m o c ą m e t o d y r o z p r z ę g a j ą c e j 

w n a s t ę p u j ą c y s p o s ó b : 

W y z n a c z n i k t e g o u k ł a d u 5 2 = 7 - u r ó w n a ń 

j e s t r u g o w n i k i e m d w u f o r m d a n y c h . 
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Ta m e t o d a i m e t o d a u s t ę p u p o p r z e d z a j ą c e g o m a j ą tę s a m ą 

zasadę,  c o m e t o d a u s t ę p u 1 - g o , d o p r o w a d z a j ą  d o te jże s a m e j , 

c o o n a , p o s t a c i r u g o w n i k a , a ty lko o d r ó ż n i a j ą s ię o d i n i e n n e m 

p o s t ę p o w a n i e m przy t w o r z e n i u u k ł a d u r ó w n a ń . 

4 . Opartą  n a c a ł k i e m innej z a s a d z i e , niż w y ł o ż o n a w u s t ę p i e 

p i e r w s z y m , c h o ć j e j s p ó ł c z e s n ą (') , m e t o d ą u t w o r z e n i a u k ł a d u 

r ó w n a ń , k t ó r e g o w y z n a c z n i k jes t r u g o w n i k i e m f o r m 

i j e s t n a s t ę p u j ą c a . 

W e ź m y n a p r z ó d p o d u w a g ę p r z y p a d e k m=n. A b y zna-

l e ś ć r u g o w n i k d w u f o r m n - e g o s t o p n i a 

n a l e ż y , jak w i e m y , o d s z u k a ć w a r u n k u i s t n i e n i a s p ó l n e g o r o z -

w i ą z a n i a r ó w n a ń 

Jeś l i  te r ó w n a n i a m a j ą s p ó l n e r o z w i ą z a n i e ,  to mają  je także n 

r ó w n a ń 

(1) BźzocT, 1. c . , str. 317. 

http://rcin.org.pl



3 1 8 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

W k t ó r e m k o l w i e k /«-em z t y c h r ó w n a ń , 

p o w y k o n a n i u w s k a z a n y c h m n o ż e ń , w y r a z y , w które w c h o d z i 

zn ikają , p o z o s t a ł e zaś mają s p ó l n y c z y n n i k y^, przez który o n o 

m o ż e b y ć p o d z i c l o n e m . S k u t k i e m t e g o  t o r ó w n a n i e s p r o w a d z a 

s i ę  d o p o s t a c i 

k tóre  to w y r a ż e n i e , g d y u m ó w i m y s ię o z n a c z a ć (§ 15) każdy 

w y z n a c z n i k d r u g i e g o s t o p n i a 

m o ż e m y tak p r z e d s t a w i ć ( ' ) : 

Jeśli k-\-l>n i jcsl to, z powodu, że + i = 
= : a „ + i = 6 „ + - 2 = . . . =  0 , wyrażenie spółczynnika zacznie się 
dopiero od wyrazu (o/6u). 
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Wypisane w i ę c wyżej n równań,  po w y k o n a n i u redukcyi i  po 

podzie leniu przez najwyższą spólną potęgę ilości  y , stają się n 

równan iami : 

A gdy te równania mają mieć spólne rozwiązanie, to w y z n a c z -

nik t ego układu n równań jednorodnych i l in iowych w z g l ę -

dem n n i e w i a d o m y c h 

jest zerem. Że zaś to stanowi warunek, aby równania 

miały spó lne rozwiązanie ,— więc len wyznacznik n-ego stopni:i 

przy 

(') Gdyż wyrażenie dla \s,r jest 
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jest rugownikiem dwu form n-ego stopnia 

Jeśli zaś dane formy 

Jeśli liczby s i r są różne od siebie i np. 6 > r , to 

lecz każda para wyrazów 

więc 

Jeśli s = r — 1 , to ostatni wyraz wyrażenia dla 

(§ 20), skutkiem czego 

W razie gdy w (a) różnica — przedstawia nieparzystą 
liczbę wyrazów (wyznaczników drugiego stopnia), co będ/ie wtedy, 
gdy s — r = 2/1 +  1 , lo również wyraz (/i-f-1)-szy, nie weszły do 
żadnej pary wzajem się znoszącycli wyrazów, jest 
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są r ó ż n e g o s t o p n i a i n p . m<^n,  t o u t w o r z y m y naprzód m 

r ó w n a ń 

W k t ó r e m k o l w i e k , t - en i , z t y c h r ó w n a ń w y r a z y , z a w i e r a j ą c e 

zn ikają , p o z o s t a ł e zaś dz ie lą s ię przez y ' . S k u t k i e m t e g o o n o 

s p r o w a d z o n e m b y ć m o ż e  d o pos tac i 

g d z i e , przy  i — j e s t 

przy i— l-\-i—m, z p o w o d u , że jes t 

w razie zaś i — l - \ - l ' ; ; > m , p r z y j m u j ą c i — { Ą - l = m Ą - j , 

z p o w o d u ,  że 

m a m y 
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Jeśl i  do tych m równań do łączymy n — m równań, powsta-

łych z równania 'if[x,y)  = 0 w skutek pomnożenia go ko le jno 

przez 

to m i e ć będz iemy razem n równań 

e d n o r o d n y c h i l in iowych w z g l ę d e m n n i e w i a d o m y c h 

Wyznacznik t ego układu równań , to jest , przy określonem wyiej 

znaczeniu ilości h-i.k, wyznacznik n-ego stopnia 
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jest rufjowni/ciein dwu form (n>in) 

Np. 1°) Dla odnalezienia rugownika d w u form trzeciego 
stopnia 

utworzymy trzy równania 

( ') Z otrzymanego poprzednio (ustępy 1-3) wyznacznika wogóle 
(n-ł-?n}-ego slopnia, przedstawiającego rugownik dwu form podwój-
nych stopnia n-ego i m-ego, można wprost, przez odpowiednie prze-
kształcenie, dojść do wyrażenia tego rugownika w postaci otrzymanego tu 
wyznacznika slopnia, określonego przez wyższy ze stopni danych form 
fporównaj IJALIZER, Th. u. Anw. d. Dct., w czwarleni wydaniu, strona 
111 — 11')). 

Jeśli wyznaczniki, otrzymane w ustępach 1-yni i 3-im, nazwiemy E, 
odpowiednie zaś wyznaczniki tego (i-ego) ustępu nazwiemy 13, to 
przy m < n , 

co, w razie m —  n , przechodzi na 
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czy l i 

w y z n a c z n i k w i ę c t r z e c i e g o s t o p n i a 

p r z e d s t a w i a r u g o w n i k d a n y c h forn) . 

2°) R u g o w n i k i e m d w u f o r m p i ą t e g o s t o p n i a 

j e s t w y z n a c z n i k p i ą t e g o s t o p n i a 

3") Je ś l i d a n e są d w i e f o r m y p o d w ó j n e , j e d n a c z w a r t e g o , 

d r u g a zaś d r u g i e g o s t o p n i a : 
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to dla w y z n a c z e n i a i c h r u g o w n i k a u t w o r z y m y r ó w n a n i a 

czyli 

r u g o w n i k w i ę c i ch p r z e d s t a w i w y z n a c z n i k c z w a r t e g o s t o p n i a 

5 . Je ś l i d a n e f o r m y są j e d n a k o w e g o s t o p n i a , 

t o  d o o t r z y m a n e j w p o p r z e d z a j ą c y m u s t ę p i e p o s i a c i i ch r u g o -
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wnika dojść nnożemy, opierając się na o d m i e n n e j ,  od powyżej 

użytej, podstawie rozumowania 

Jeśli równania 

mają spó lne rozwiązanie, to równośc i 

staje się zadość przy jakiejkolwiek wartości dla >. Jeśli np. a?, 

i y i , są d o w o l n i e wzięte wartości z m i e n n y c h x\ y,  to m o ż e m y 

ilości / nadać choćby wartość 

e o podstawiając, m a m y tożsamośc iowo 

(przy jakichkolwiek wartościach Xi i yi) . Pierwsza strona tej 

równośc i jest widocznie podzielną przez 

po uskutecznieniu l ego dzie lenia, zważywszy, że ta r ó w n o ś ć ma 

miejsce przy jakichkolwiek wartościach Xi i z porówna-

nia  do zera spó łczynników przy 

(>) Metoda tego ustępu, w przypndkr. fonn jednakowego stopnia, jest 
pomysłu CA^LEY 'go. WyłożyI j? naprzód SYLYESTER, On a Theory ofthe 
Syzygetic relations of tivo rational integral functions... {Pliilosophical 
Transactions, t. (:XLin, str. 51 fi), następnie sam CAYLET, Note sur la 
methotle d'(Umination de Bezout {C^^Ehhti, Joiirnol, t. Lllf, str. 36G). 
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O t r z y m a m y n r ó w n a ń l i n i o w y c h j e d n o r o d n y c h w z g l ę d e m n 

i l o ś c i 

W y z n a c z n i k u k ł a d u t y c h r ó w n a ń p r z e d s t a w i n a m r u g o w n i k 

d a n y c h f o r m y) i {̂̂ (j?, ?/]. N p . 

1 

) 

p r z e d s t a w i a r u g o w n i k d a n y c h f o r m w t a k i e j s a m e j p o s t a c i , 
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j a k ą b y ś m y o t r z y m a l i , p o s t ę p u j ą c w e d ł u g m e t o d y , w poprze* 

d z a j ą c y m u s t ę p i e w y ł o ż o n e j . 

Go s i ę zaś t y c z y p r z y p a d k u , g d y d a n e d w i e f o r m y n ie  s § 

j e d n a k o w e g o s t o p n i a 

( m < n ) ,  t o s p r o w a d z i ć  g o m o ż e m y  d o p o p r z e d z a j ą c e g o , u w a -

żając z a m i a s t tycl i f o r m r ó ż n e g o s t o p n i a d w i e f o r m y j e d n a k o -

w e g o s t o p n i a : 

N p . 
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l u b ,  p o s k r ó c e n i u o s t a t n i e g o r ó w n a n i a przez — , 

w y z n a c z n i k w i ę c ( ' ) 

p r z e d s t a w i a r u g o w n i k d a n y c h f o r m w takiej s a m e j p o s t a c i , j a k a -

b y ś m y o t r z y m a l i , s t o s u j ą c m e t o d ę u s t ę p u p o p r z e d z a j ą c e g o . 

6 . I s tn ie je j e szcze i n n a m e t o d a (-) o t r z y m a n i a r u g o w n i k a 

d w u f o r m p o d w ó j n y c h w postac i takiej s a m e j , jak w u s t ę -

a c h 4 - y m i 5 - y m . 

« N i e c h a j b ę d ą 

( i ) 

» d w a r ó w n a n i a a l g e b r a i c z n e ( j e d n o r o d n e ) , p i e r w s z e n - e g o , 

(») Wyznacznik ten, jako rezultat odmiennego nieco od (IAYLEY'ow.skiego 
postępowania JoDBERT'a, Ijłędnie, gdyż bez składnika — ^ a ^ w drugim 
elemencie głównym, podaje DOSTOR, 1. c . , sir. 129. 

( 2 ) C A D C H Y , Memoire sur relimination d'une variable entre deux 
eąuations algćbriąues. ( C A U C I I Y . Exercices (Panalyse et de phys. math., 
t. I . , 1 8 / I 0 , str. 3 9 3 ) . fodaję JGI prawie słowamiCArcHY'ego, wprowadza-
jąc tylko jednorodność wyrażeń i poprawiając pewng nieścisłość w znako-
waniu (przy cci nie mog?ibyć spółczynniki ai i bi). 
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)) drugie zaś w - e g o s topnia , przy = lub < >?. Można o g ó l n i e 

» przyjąć 

» gdzie j e d e n lub więce j ze s p ó ł c z y n n i k ó w 

» sprowadzają się  d o zera, w przypadku w < n ('). R ó w n a n i e 

» os tateczne , które w y p a d n i e z w y r u g o w a n i a z m i e n n y c h z for-

» m u ł ( 1 ) , wyrazi j e d y n i e w a r u n e k , k t ó r e m u zadosyć czynić 

» muszą spó łczynnik i 

» aby równania (1) były s p r a w d z o n e j)izez j e d n e i ie s a m e 

» wartości z m i e n n y c h . Zobaczmy teraz, jak należy sie w z i ą ć  do 

)) u skuteczn ien ia t e g o w y r u g o w a n i a , to jest , żeby z d w u 

» formuł 

(2) 

» w y r u g o w a ć potęgi z m i e n n y c h , przeds tawione przez różne 

» wyrazy szeregu 

I') Jeśli przyjmiemy, że pierwsze n—m spólczynników s^zerami, to należy 
formę pomnożyć przez y"—"; jeśli zaś przyjmiemy, że ostatnie n — m 
spólczynników (6,,.-^-,,..., 6„) s?i zerami, to należy formę pomnożyć 
przez Dodanie takiego czynnika nie wpływa na rngownik danycli 
form, gdyż w ten sposób do istniejących m rozwiązań równania 
nie dołączamy rozwigizań różnych od zera. Gdybyśmy, lak jak C A U C H V , 

dane równania wzięli w postaci niejednorodnej, to można nie dodawać 
owego czynnika, 
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« Zauważę naprzód, że , aby w y r u g o w a ć z równań (2) , 

» d o s y ć jest za p o m o c ą dzielenia związać ze sobą le d w a rów-

)) nania, przeds tawiwszy  je w p o s t a c i a c h : 

» g d z i e i oznacza którąko lwiek z l iczb O, I, 2 , . . . , n — I. 

» W ten sposób znajdziemy 

)> a lbo , znosząc mianownik i , . 

(•i) 

)) Jeś l i dla krótkości spółczynnik przy w pierwszej 

)) s tronic równania (3) oznaczymy przez n ie ty lko będzie 

I) p r z y j a k i e m k o l w i e k tik 

» lecz także, dla k<i, 

» a równan ie (3) staje się 
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» Jeśl i w t e m r ó w n a n i u , z którego n-ta potęga jest i s totn ie 

)) w y r u g o w a n ą , n a d a m y dla i ko le jno wartości O, — 1 , 

» to o t r z y m a m y układ 

Wyznaczn ik t ego u k ł a d u n r ó w n a ń l i n i o w y c h j e d n o r o d n y c h 

w z g l ę d e m n z m i e n n y c h 

to j e s t wyznaczn ik 

j e s t w i ę c r u g o w n i k i e m d w u d a n y c h f o r m ; j e s t  on zaś t y m ż e 

s a m y m w y z n a c z n i k i e m ,  c o o t rzymany p o w y ż e j w us tęp ie - i -ym, 

jak to z okreś lenia i lości w y p a d a . 

Naprzykład i") 
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2°) Gdy m a m y znaleść r u g o w n i k d w u f o r m 

to jes t z n a l e ś ć f u n k c y ę s p ó ł c z y n n i k ó w , której r ó w n o ś ć zeru 

w a r u n k u j e i s tn ien ie s p ó l n e g o rozwiązania r ó w n a ń 

czyl i r ó w n a ń 
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to , w e d ł u g w y ł o ż o n e j  tu m e t o d y , o t r z y m a m y uli ład r ó w n a ń 

Od p r z e d o s t a t n i e g o r ó w n a n i a o d e j m u j ą c os ta tn ie , p o m n o -

ż o n e przez ~ , a tak povYslałe dzieląc przez — ai , ostatnie zaś 

'h 

r ó w n a n i e dz ie ląc przez — b^, m o ż e m y powyższy układ tak 

p r z e d s t a w i ć 

wyznaczn ik t e g o u k ł a d u 

I 

i 

przeds tawia r u g o w n i k danycł i form. 

(') Wogóle przy ?/i</ł , os[aUiie  n— m równań iiproszczoiicgo układa 
możemy otrzymać przez bezpośrednie mnożenie równania <^{x,y)=0 
przez 
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7. Jak widz ie l i śmy, warunek, aby dwa równania {m—n, 

lub mCji) , 

mog ły mieć miejsce jednocześnie , t. j. posiadały spólne rozwią-

zanie, x' i przedstawia r ó w n o ś ć zeru rugownika tych 

równań. R u g o w n i k zaś ten, a lbo m o ż e być przedstawiony 

w postaci wyznacznika stopnia ( m - [ - " ) - e g o (ustępy 1-3) , 

alboteż w postaci wyznacznika stopnia n - e g o (ustępy i - 0 ) . 

Oznaczmy len wyznacznik, tak w jednym jak w drugim razie, 

w taki sposób : 

gdzie 'p = n-\-m, jeśli przez wyznacznik R rozumiemy postać 

rugownika otrzym§n§ w ustępach 1 - y m i 3 - c i m ; zdii p = n, 

jeśl i przez wyznacznik R rozumiemy postać rugownika , wy~ 

pisaną w ustępach 4 - y m i G-ym. Warunkiem istnienia spó l -

nego rozwiązania równań (1) jest tożsamość 

warunkująca także istnienie spó lnego rozwiązania układu n - \ - m 

równań wypisanego w ustępie 3 - im, lub układu n równań 

wypisanego w ustępach i - y m i (»-ym; może być w i ę c ona 

uważany jako warunek istnienia spó lnego rozwiązania o g ó l n e g o 

układu równań (przedstawiającego tamte) 
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(2) 

T e n uk ład p r ó w n a ń , j e d n o r o d n y c h i l i n i o w y c h w z g l ę d e m 

p z m i e n n y c h 

o wyznaczn iku łl = U, s p r a w d z o n y m być m o ż e przez różne  od 

zera wartośc i tych z m i e n n y c h (§ 76). I jeś l i w wyznaczn iku II 

spółczynnik przy li,u n a z w i e m y Lĵ fc,  to wartośc i zmiennych , 

sprawdzające równania (2), czyli spó lne ich rozwiązanie , w y -

z n a c z y m y z proporcyi (§ 76) 

przy j e d n e j z p wartośc i 1, — 1, p l iczby i, i w zało-

żen iu , że n ie wszystkie Li,fe są r ó w n e zeru. Z powyższej pro -

porcyi wyi)ada 

czyli 

r)— 4, p),  c o m o ż n a jeszcze pisać (§ 61) tak : 

P o n i e w a ż zaś równania (2) zastępują r ó w n a n i a (1) , w i ę c spólne 
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rozwiązanie równań (2) przedstawia jednocześnie spólne roz-

wiązanie równań (1). Jest więc 

przy / = 2 , . . .,;>; k = ±, 3 , . N a p r z y k ł a d . Jeśli dane 

dwa równania 

posiadają spólne rozwiązalne, x', to ich rugownik 

a , h ^ c, d , O 

U = 

;0 , a , / j , c , d 

a', / / , f ' ,  O , O 

O , a ' , U, c', Oj 

JO,  U , a', I / , 

{ab'), {ac') , —u'd 

{ac'), —a'd-\-{bc'), —Ud 

u'. // , Ć-' 

jeśl i przyjmiemy, że ilości do łączone np.  do pierwszych dwu 

( ' ) KAA DLI BRUNO, 1. p., sir. 7 1 , 72,195. W przypadku p=m-\-n pozor-
nie po;lobny związek otrzymał uprzednio raciiELOTiYoiaarf teoriam dimi-
iiatiotus perfinens {CwhJ LE, Jouriial, t. XXI, str. 228): inne jednak wtedy 
znaczenie mają pochodne. 

(-) Ściśle i zecz ijiorgiC, przed drugą postacią rugownika winniśmy posta-
wić ziiak  — , gdyż w lyni przypadku (uslęp sir. 323). 
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e l e m e n t ó w drug iego wiersza pierwszej postaci rugownika s^różne 

o d zera ,  to s p ó l n e rozwięzanie w y z n a c z y ć m o ż e m y z proporcy i 

w y z n a c z y ć  j e także m o ż e m y , zupe łn ie w tej samej pos tac i , przy 

p o m o c y drugiej z wypisanyc i i postaci r u g o w n i k a , b iorąc 

W e ź m y równania l i czebne — np. 
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Z drugiej postaci rugownika , 

wypada 
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W p r z y p a d k u , g d y n i e t y l k o r u g o w n i k r ó w n a ń (1) U = O, 

l ecz nadto w s z y s t k i e j e g o w y z n a c z n i k i c z ę ś c i o w e { p — l ) - e g o , 

(p — 2 ) - e g o , . . . , ( p — r - [ - i ) - e g o s t o p n i r ó w n e zeru , a le i s tn ieją 

w y z n a c z n i k i c z ę ś c i o w e {p — r ) - e g o s t o p n i a r ó ż n e  od zera, — 

to , s to su jąc  d o r ó w n a ń (2) m e t o d ę , w y ł o ż o n ą w § "?7-ym, 

w y z n a c z y m y r r o z w i ą z a ń s p ó l n y c l i , k tóre w t e d y pos iadają 

równan ia ( l ) C ) . Tak np. g d y m a m y (n = 4 ) . 

l ecz  są w y z n a c z n i k i c z ę ś c i o w e (p — ?' =  2 ) s topn ia "2-ego r ó ż n e 

o d zera , z k t ó r y c h n p . 

(') Metoda, którgi tu przedstawiam, jesl odrębiig od metod wyznaczenia 
kilku spójnych pierwiastków, jakie podal i : BRIOSCHI, Determination des 
racines communes a deux eguations {Nomell^s Annales, 1855 , marzec), 
FAA DE BRDKO,  I .  C . , sir. 1 0 1 , DOSTOR, 1. c, , s ir . 13 / ( . 
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to dane równania , a t e m s a m e m i = cztery równania (2) 

I 

l i n i o w e i j e d n o r o d n e w z g l ę d e m czterech n i e w i a d o m y c h 

posiadają dwa spólne rozwiązania. Aby je odna le ść , 

u t w o r z y m y wyznacznik {p — r 1 = 3 -ego stopnia) 

=  0 , przy wszys tk ich wartośc iach i = \,  2 ,  3, 4 (§ 77). 

B ę d z i e w i ę c 

czyli (§§r . l , 29) 
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Z lej proporcy i wypada 

czyli 

Każde z o trzymanych tu r ó w n a ń , jako wyn ik zrob ionych w y ż e j 

za łożeń , przedstawia w ł a s n o ś ć , s p ó l n ą o b u d a n y m r ó w n a n i o m , 

to j e s t , d w a układy wartośc i dla n i e w i a d o m y c h , w y z n a c z o n e 

czyto z p i e w s z e g o , czy lo z d r u g i e g o z o trzymanych tu r ó w n a ń 

( te d w a r ó w n a n i a są j ednoznaczne ) , przedstawiają d w a spó lne 

i-ozwiązania d w u r ó w n a ń d a n y c h . Objaśnimy to na przykładzie 

l i c zebnym. Gdy m a m y 

to 

wszystk ie 
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i, choc iaż 

lecz istnieją wyznacznik i ( / ) — r = 2) drug iego s topnia r ó ż n e 

od zera, np . 

Dane zatem równania pos iadają (r = i2) d w a s p ó l n e rozwią-

zania, które wyznaczyć m o ż e m y za pomocę, r ó w n a n i a (a) 

l u b też za p o m o c ą r ó w n a n i a 

czyl i 

Że zaś t e m u r ó w n a n i u zadosyć czynią w a r t o ś c i n i e w i a d o m y c h 

http://rcin.org.pl



:200 
;318 T E O R Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

— lo o n e także przedstawią d w a układy rozwiązań s p ó l n y c l i 
r ó w n a ń danycł i . 

G d y b y ś m y r u g o w n i k d a n y c h r ó w n a ń wzię l i w postaci w y -

znacznika {p = n-\-m = ^) ó s m e g o stopnia 

t o sprawdz iwszy; że w s z y s t k i e wyznaczniki c z ę ś c i o w e s i ó d m e g o 

s topnia tego wyznaczn ika są r ó w n e zeru, lecz istnieją j e g o 

wyznaczniki c z ę ś c i o w e s z ó s t e g o (p — r = ( » ) s topnia r ó ż n e  o d 

zera, naprzykład 

m o g l i b y ś m y i przy p o m o c y tej postac i r u g o w n i k a , s tosując 

m e t o d ę § 7 7 - e g o (w sposób", p o d o b n y powyższemu) , o d n a l e ź ć 

o w e (r = 2) d w a układy rozwiązań s p ó l n y c h r ó w n a ń d a n y c h . 

80( ' ) . 

Gdy z p o m i ę d z y n f o r m z n zmiennen i i j e d n a jes t k w a d r a -

t o w ą , p o z o s t a ł e zaś l i n i o w e m i : 

(1) Gdy dane s?i trzy lub więcej form z lyltiż zmienneini (lub trzy lid) 

więcej równań jednorodnych z tyluż niewiadomemi), to, w ogólnym przy-
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to r ó w n o ś ć ze,ni r u g o w n i k a t y c h r ó w n a ń p rzeds tawia w a r u n e k , 

aby r ó w n a n i a 

( 1 ) 

padku, nie można utworzyć takiego układu równań, aby jego wyznacznik 
był nigownikiem danych form (CAYLEY, Cambridge, and Dublin Malhe-
matical Journal, t. III, str. 116). Zob. SĄGAJŁO, 1.  C . , sir. 9 5 . 

W przypadku, gdy dane s^ trzy formy potrójne (z trzema zmiennemi) 
jednakowego stopnia, rngownik icli może być przedstawiony pod postlacigi 
wyznacznika odpowiednio utworzonego układu równań (SYLYESTER , 
Cambridge a. D. M. J., t. YII., sir 68). 

Przedstawienie w postaci wyzn.icznikowej rugownika trzech form potrój-
nych kwadratowych, rugownika trzech form polrójnycli sześciennych, 
oraz rugownika czterecliform poczwórnych kwadratowych,metodą, zasto-
sowalngi tylko w wyliczonych przypadkach, niżej (Uozdział Dwunasty, 
§123) wyłożone będzie. 

W tym-tu § okażemy, że rngownik n form  z n zmiennemi, z któ-
rych-to form jedna jest kwadratową, pozostałe zaś liniowemi, może być 
przedstawiony za pomocą wyznacznika (YKRSÎ UYS, Applications des 
de.terminants d l'algebre et la geometrie anahjtiąue, w GRUNEHT'a 
Archw der Mathematik und Physik, część f.lll, str. 138). Wyznaczni-
kowa postać tego rugownika, jaką podaje GUENTHER (1. c. , w drugiem 
wydaniu str. 121), jest całkiem błędną : wyznacznik ten stopnia 2n-egojest 
niemożliwy, jak o tem przez liczenie wierszy i kolumn, zapełnionycłi 
spółczynnikami form liniowych, przekonać się można. 

liugownik układu n form z n zmiennemi, z których dwie formy są 
kwadratowe, a pozostałe liniowe, może być wyrażony w postaci wyznacz-
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mia ły s p ó l n e rozwiązanie . P i e r w s z e z tych r ó w n a ń , ę) = (>, 

k t ó r e g o l e w a s t rona m o ż e być t a k p r z e d s t a w i o n ą : 

zas tąp ić m o ż e m y przez u k ł a d n a s t ę p u j ą c y c h n r ó w n a ń 

przy j a k i c h k o l w i e k w a r t o ś c i a c h i lości  h , M n o ż ą c 

b o w i e m p i e r w s z e z t y c h r ó w n a ń przez Xi, d r u g i e przez x.2,..., 
o s t a t n i e przez Xn, a tak p o m n o ż o n e d o d a j ą c , o t r z y m a m y t o ż -

s a m o ś c i o w o , w e d ł u g  n — 1 os t a tn i ch równa t ) (1), 

Korzys ta j ąc z t ego , zamias t u k ł a d u n r ó w n a ń (1), m o ż e m y 

nika (GDNDELFINGER, Auflosung eines Systems von Gleihungen, worunter 
zwei gmdratisch und die iibrigen linear, w SCHLOEMiLCH'a Zeitschrift 
fur Math. u. Ph., rocznik XVIII, str. 5Zi9). Wyrażenie to doiJć skompli-
kowane, — dlatego go nie przytaczamy. 

http://rcin.org.pl



WYZNACZNIK RÓWNAŃ. — ROZ. VIII — § 8 0 . 8 4 7 

wziąć jednoznaczny z n im układ n-\-{n— 1) =1n — 1 r ó w n a ń 

j ednorodnyc l i i l iniowycli względem — 1 ilości 

Równość więc zeru wyznacznika tego uk ładu równań^ t.  j . 

wyznacznika 

http://rcin.org.pl



37"2 T E O R Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

p r z e d s t a w i a w a r u n e k i s tn ienia s p ó l n e g o rozwiązan ia r ó w n a ń (1), 

Ten zatem wyznacznik (2n — stopnia jest rugoumikiem 

dfinych form. 

§ 81. 

Gdy d a n a j e s t f o r m a z n z m i e n n e m i ,  to r u g o w n i k n c z ą s t -

k o w y c h j e j p i e r w s z y c h p o c h o d n y c h nazywa się wyróżnikiem 
[ d i s c r i m i n a n t d a n e j f o r m y , a l b o r ó w n a n i a , o t r z y m a n e g o 

z p r z y r ó w n a n i a d a n e j f o r m y  do ze ra . 

P o n i e w a ż c z ą s t k o w e p i e r w s z e p o c h o d n e f o r m y k w a d r a t o w e j 

z n z m i e n n e m i p r z e d s t a w i a j ą n f o r m l in iowych z n z m i e n n e m i , 

w i ę c (î  78) wyróżnik formy kwadratowej z ilukolwiek zmiennemi 
zanoszę n) postaci wyznacznika przedstawionym hyc może. 

Naprzyk ład 1") 

(') SvLVKsrKr.. 
(-) Tento właśnie wyróżnik  — D — 6 6 — ac, G A U S S (Disquisitiones 

arithmcHcce, 1801, wydania tworzącego tom I Werke. strona 122)iiazjwa 
determinantem formy axx2bxy-{• cyy {'[>oró\\mi ^ 8-y). Takie rozn-
mienie wyrazu ((determinant)) ntrzymuje się wci?iż w pracacii, odnoszęi-
cycłi się do 'J'eoryi Liczb. 
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3°) 

Jeśli danafoiMiia jes t p o d w ó j n y »-ego s t o p n i a ,  to j e j c z ą s t k o -

w e p o c h o d n e p i e r w s z e p r z e d s t a w i a j a d w i e f o r m y p o d w ó j n e 

( n — l ) - e g o s t o p n i a , k tó rych r u g o w n i k m o ż e b y ć o t r z y m a n y w e -

d ł u g m e t o d § 7 9 - e g o . Z a t e m wyróżnik formy podiuójmj jakiego-

( ' ) G A U S S (1. c . , s i r . 301) ilość 
czyli — D, iiazvwa delcrminantcm formy 
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kolwiek stopnia zawsze iv postaci luyznacznika wyrażonym być 
może. Np. 

T e n w y r ó ż n i k m o ż n a tak p r z e d s t a w i ć ('^j: 

Jeś l i wyróżn ik f o r m y p o d w ó j n e j 

('y Piz;.'d druga postacią wyróżnika postawiliśmy znak—dlatego, że w tym 

przypadku (§ 79, iislęp h, str. 323) • 

(2) 1 3 0 0 I . E i CAYLEY. 
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czyli rugownik d w u form 

jest ze rem, to równan ia 

ma ją spólne rozwiązanie, np . x', y\ a t em s a m e m fo rmy 

mają (§ 70, 1) spólny czynnik 

sku tk iem czego w daną formę y tenże czynn ik wchodzi , co-
n a j m n i e j , w drugie j po tędze . Widz imy więc , że za równośc ią 
zeru wyróżnika formy p o d w ó j n e j idzie istnienie rozwiązania 
wie lokro tnego ( lub rozwiązań wie lokro tnych) r ó w n a n i a , po-
wstałego z przyrównania  do zera fo rmy dane j . Np. 

jeśli D = 0, to równan ie 

posiada d w u k r o t n e rozwiązanie 

(Jeśli fo rma po t ró jna wogóle n ego s topnia 

może być przedstawioną w postaci 
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gdzie a', o!', a'", b', b", U" są lunkcyami spółczynników d a n e j 
f o r m y , zaś >5, O f o r m a m i p o t r ó j n e m i (n—2) ego s topnia , to 
w wyrazacl i każdej poc t iodne j 

znajdzie się jnż-to czynnik dx Ą- d'ij Ą- j u i - t eż czyn-
nik U x - \ - h " z . Dlatego dla war tośc i zmiennych , zadosyć czy-
niących związkom 

rugownik p ierwszych pochodnyc l i a tem s a m e m 

wyróżn ik dane j f o rmy p o t r ó j n e j j e s t z e r e m . Te więc wartósci 
zmiennych przeds tawią rozwiązania wie lokro tne równan ia 

Podol)nie f o r m a p o c z w ó r n a z m i e n n y c h x, y, z, w przy-
p a d k u , gdy może być wyrażoną jako funkcya d rug iego s topnia 
j e d n o r o d n a w z g l ę d e m wyrażeń 

posiada wyróżnik r ó w n y z e r u , a t em s a m e m i rozwiązania wie-
lokro tne . I t. d). 
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W Y Z N A C Z N I K P R Z E K S Z T A Ł C E N I A L I N I O W E G O . 

§ 82. 

Je ś l i (lana j e s t j e d n a l u b ki lka f u n k c y j z m i e n n y c h 

n p . f i jeś l i w t y c h f u n k c y a c h 

z a s t ę p u j e m y te z m i e n n e przez z m i e n n e n o w e , związane 

z p o p r z e d n i e m i za p o m o c ą z w i ą z k ó w l in iowych 

(1) 

s k u t k i e m czego d a n e f u n k c y e p r z e c h o d z ą  n a f u n k c y e n o w y c h 

Odpowiada to w Gcomclryi zmianie układu spólrzędnych. 
-23 
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z m i e n n y c h F ( y i , . . . , ? / „ ) ,  t o m ó w i m y ,  ż e d o -

k o n y w a m y przekształcenia ^ liniowego ( I r a n s f o r m a t i o l i n e a r i s ) 

( p o d s t a w i e n i a l . ) f u n k c y j d a n y c h , z a ś w y z n a c z n i k u k ł a d u ( 1 ) , 

t o j e s t 

n a z y w a m y wyznacznikiem, a l b o modutem przekształcenia 

liniowego. 

W y z n a c z n i k t en nie m o ż e b y ć z e r e m , d o p ó k i ilości 

Xi, Xi , . . . ,Xn s ą o d s iebie n i e z a l e ż n e , § 110). 

Jeśl i wyznaczn ik M = + l ,  to p r zeksz t a ł cen i e t ak i e j e s t 

przekształceniem liniowem o module jedność ( u n i m o d u l a r ) . 

Jeś l i w w y z n a c z n i k u M i lość d o ł ą c z o n ą  d o e l e m e n t u 

n a z w i e m y ki ,u , t o , s t o s u j ą c związki (4) § 71-ego  do powyższych 

r ó w n a ń (1), o k r e ś l a j ą c y c h p r z e k s z t a ł c e n i e , za p o m o c ą k t ó r e g o od 

f u n k c y i z m i e n n y c h Xi , . . . ,Xn p r z e c h o d z i m y do f u n k c y i z m i e n -

n y c h y u . . . , y n , s p o s t r z e ż e m y , że o d w r o t n i e , od funkcy i p r z e -

ksz ta łcone j (t.  j . z m i e n n y c h y i , . . . , y n ) p r z e j d z i e m y  do f u n k c y i 

p o c z ą t k o w e j (t .  j . d a w n y c h z m i e n n y c h Xi , . . . ,Xn) za p o m o c ą 

także l i n i o w e g o p r z e k s z t a ł c e n i a 

SYLVESTEI; . pomysłu jest lorininologiy tego rozdziału. 
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o m o d u l e (§ 65) 

P rzeksz t a ł cen ie (2) n a z w i e m y odwrotnem w z g l ę d e m przeksz ta ł -

cen ia (1). 

§ 83. 

Dwa u k ł a d y  p o n z m i e n n y c ł i 

( D 

s k u t k i e m tegoż s a m e g o p rzeksz t a ł cen ia p r z e c h o d z ą c e o d p o -

w i e d n i o  na uk ł ady z m i e n n y c h 

to j e s t d w a tak związane u k ł a d y (1) ,  że jeś l i 

h) także 

n a z y w a j ą się układami zmiennych zgodnemi ( congred ien t ) . 
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Mogę zaś być d w a układy po n zmiennych 

przechodzące o d p o w i e d n i o  na uk łady nowych zmiennych 

w taki sposób, że gdy 

(3) 

to j ednocześn ie 

( i ) 

Jeśli m o d u ł przekształcenia (3) nazwal iśmy M, to m o d u ł przekształ-

cenią (4) jest — . P o m n ó ż m y j e d n a k związki (4) o d p o w i e d n i o 

przez tti^i, 0!, t , . . . ,an,i , a t a k p o m n o ż o n e d o d a j m y  do s i eb ie ; 
w tedy (§27) 

zkąd 
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T e n u k ł a d n r ó w n a ń (5) p r z e d s t a w i a p r z e k s z t a ł c e n i e o d w r o t n e 

w z g l ę d e m za łożonego przeksz ta łcen ia (U), lecz j e s t b e z p o ś r e d n i e m 

i r ó w n o w a ż n e m j e g o n a s t ę p s t w e m , — t a k , że z p r z e k s z t a ł c e -

nia (5) m o ż e m y w y p r o w a d z i ć (§§ 82, 71) p rzeksz ta ł cen ie (4) 

i w z a j e m n i e . S k u t k i e m tego zamias t p r z y j m o w a ć przeksz ta ł -

c e n i a (3) i (4 ) , j a k o o k r e ś l a j ą c e za leżność , i s tn ie jącą między 

d w o m a u k ł a d a m i (2), m o ż e m y , j a k o o k r e ś l e n i e t e j za leżnośc i , 

p rzy jąć u k ł a d y (3) i (5), c h o ć p i e rwszy , t . j . (3), p r o w a d z i  od 

d a w n y c h z m i e n n y c h  do n o w y c h , g d y d r u g i , (5), n o w e z m i e n n e 

wyraża przez d a w n e . P rzeksz ta ł cen ia (3) i (5) m a j ą t en sam 

m o d u ł , a e l e m e n t y w y z n a c z n i k a , b ę d ą c e g o m o d u ł e m p r z e -

ksz ta łcenia (3),  są r ó w n e o d p o w i e d n i m e l e m e n t o m s p r z ę ż o n y m 

w y z n a c z n i k a , p r z e d s t a w i a j ą c e g o m o d u ł p rzeksz t a ł cen ia (5), 

i w z a j e m n i e (1). D la t ego o k r e ś l o n e przez p r zeksz t a ł cen i a (3) i (5 ) , 

czyli przez p r zeksza ł cen i a (3) i (4), d w a uk ł ady (2) n a z w i e m y 

układami zmiemiych sprzężonemi ( c o n t r a g r e d i e n t , « p r z e c i w -

zgodnemi ) ) ? ) . N p . p e w n a f u n k c y a z m i e n n y c h Xi , , . . ,Xn, 

s k u t k i e m przeksz ta łcen ia l in iowego 

p r z e c h o d z i  na f u n k c y ę z m i e n n y c h w o g ó l e 

m a m y , j ak w i a d o m o . 

(') Jedno przoksztakenie możnaby nazwać przestamonem (iranspo-

nirle Substitntion, A R O N I I O L D , Ueber eine fundamentale Begrundung der 

Invariantentheorie, w C R E L L E Journal, l. LXII, str. 315). Niewłaściwie 
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lecz 

b ę d z i e z a t e m 

za l i n i o w e m z a t e m p r z e k s z t a ł c e n i e m (3) z m i e n n y c h idzie prze-

ksz t a ł cen ie l i n i o w e (5') p o c h o d n y c h .  S§ w i ę c w z g l ę d e m s i eb ie 

s p r z ę ż o n e m i w z a j e m n i e : u k ł a d z m i e n n y c h 

u k ł a d s y m b o l ó w dz ia łan ia 

Z a u w a ż y ć jeszcze m o ż e m y , że , p o n i e w a ż d w a u k ł a d y  p o n 

r ó w n a ń l in iowych (3) i ( 5 ) ,  są w e d ł u g ok re ś l en i a § 74-ego, 

w z g l ę d e m s i eb i e p o c h o d n e ,  to między zmiennemi układów sp7'zę' 
ionych (2) i nowemi zmiennemi istnieje związek (§ 74): 

wielu autorów nazywa jedno z tych przekształceń odwrotnem (inverse, 
reciproke), gdyż taka nazwa może być słusznie użytgi tylko w tern zna-
czeniu, co wyżej w § 82-im. 
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§ 84. 

Jeśli d a n y uk ład n l in iowych f u n k c y j n zmiennych 

k tó rego wyznacznik (§ 71) j e s t 

u l egn i e l i n iowemu przekształceniu 

lo o t r z y m a m y 

czyli 
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l u b , p r z y 

F u n k c y e w i ę c / i , / "2 , . . . , ^ są l i n i o w e m i w z g l ę d e m n o w y c h 
z m i e n n y c h y^, y ^ y . ^ y n , w y z n a c z n i k u k ł a d u tak p rzeksz t a ł co -
n e g o j e s t  (§ 4 5 ) 

Jeśli układ n liniowych funkcyj n zmiennych ulegnie prze-
kształceniu liniowemu, to wyznacznik układu przekształconego jest 
iloczynem wyznacznika początkowego układu przez moduł prze-
kształcenia. 

Jeśli układ n liniowych funkcyj n zmiennych ulegnie prze^ 
kszałceniu liniowemu o module jedność, to wyznacznik układu 
przekształconego jest równy wyznacznikowi układu początkowego. 

85. 

Na szczególny z a s ł u g u j e u w a g ę p r z e k s z t a ł c e n i e l i n i o w e 

(') Zasadę tego rozumowania spotykamy naprzód u JoACliiMSTHAL'a 
(1. c., str. 22) wprawdzie przy założeniu odwrotnem (porów, niżej Do-
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W p r z y p a d k u , g d y przez nie s u m m a k w a d r a t ó w z m i e n n y c h 

na s u m m o k w a d r a t ó w n o w y c h z m i e n n y c h 

p rzechodz i 

Z n a j d z i e m y , j a k i m w a r u n k o m zadość czynić m u s z ą s p ó ł -

czynn ik i n o w y c h z m i e n n y c h , czyli, j a k i e w t e d y i s tn ieć m u s z ą 

związki m i ę d z y e l e m e n t a m i w y z n a c z n i k a M. 

Aby d la wszys tk ich w a r t o ś c i z m i e n n y c h m i a ł a m i e j s c e 
r ó w n o ś ć 

czyli 

datek Drugi. 1,1). Ogólniej w takimże celu (t. j. dla wyprowadzenia 
iloczynu dwu wyznaczników) użył jej później BRIOSCHI, La teorica dei 
Determinanti (wywód formuły 30). 

(1) Jest ono szczególnym przypadkiem przekształcenia liniowego, skut-
kiem którego forma kwadratowa 

przecłiodzi na formę kwadratową 
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e l e m e n t y w y z n a c z n i k a M w i n n y b y ć t a k i e m i , żeby z a d o s y ć 

czyn i ły 

związkom (*), a m i a n o w i c i e : n z w i ą z k o m t y p u 

j a k o t e ż ^ ^^ z w i ą z k o m t y p u 

{i, k p r z e d s t a w i a j ą k o m b i n a c y e l iczb 1, 2 , . . . , n  p o dwie ) . Jeś l i 

w i ę c e l e m e n t y wyznaczn ika M z a d o s y ć czyn ią t y m w a -

r u n k o m , to zawsze (-) 

I 

W r o z t r z ą s a n y m tu p r z y p a d k u p rzeksz ta łcen ie l i n i o w e (1) na -

zywa się przekształceniem prostokątnem ( o r t ł i o g o n a r n e m ) . 

( ' ) EULER, Problema algehraicum oh affectionos prorsus singulares 
memorahile {Novi Commentarii Ac. Sc. Imp. PctrolitancB, t. XV, za 
rok 1770, str. 75). 

(2) EULER. 1. c . , s t r . 8 4 . 

(3) Nazwa ta tem się objaśnia, że takiem jest właśnie przekształcenie, za 
pomoc? którego od prostokątnego układu osi spółrzędnych przecłiodzimy, 
nie zmieniając początku układu, do nowego układu również prostokąt-
nego. Tak, gdy od osi prostokątnycłi X, Y przechodzimy do osi prosto-
kątnych X', Y', 

czyli 
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J a k o w i ę c o k r e ś l e n i e p r z e k s z t a ł c e n i a p r o s t o k ą t n e g o m o ż e m y 

p rzy j ąć r ó w n i e d o b r z e : a l b o w a r u n e k , aby przez nie s u m m a 

k w a d r a t ó w z m i e n n y c h p r z e c h o d z i ł a  na s u m m ę k w a d r a t ó w 

n o w y c h z m i e n n y c h ; a lbo też ( j e d n o z n a c z n e z t y m w a r u n k i e m ) 

powyższe ^^^^ ^ ^ z w i ą z k ó w m i e d z y e l e m e n t a m i m o d u ł u . 
Ł 

gdzie ai,i =cos (XX' ) etc., to 

Podobnie, gdy mamy z układu prostokątnego osi spólrzęduych X, Y, Z, 
nie zmieniając początku układu, przejść do nowego także prosto-
kątnego X',  r . Z', 

to, jak wiadomo, 

n = 3 : 

Kwadrat zaś odległości od początku układu, punktu, którego dawne spół-
rzędne s? cc,  y, z, a nowe cc', t f , z', nie uległ zmianie, więc 
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§ 86. 

Na mocy tych wa runków określającycli przekształ-

cenie pros tokątne , wypada : 

I. Podn ieśmy modu ł  do kwadra tu (§ iO) 

więc (') : a lbo 

a lbo 

Moduł przekształcenia prostokątnego jest dodatną albo odjemna 
jednością. 

(') JAGOBI, De binis gidbuslibet funclionibus homogeneia secundi 
ordinis per substitutiones lineares... (CRELLE, Journal, t. XII, str. 9). 
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II. Skutkiem tego (§ 84) : 

Wyznacznik układu n funkcyj liniowych n zmiennych, ule-
głego przekształceniu prostokątnemu, albo jest równy wyznaczni-
kowi układu początkowego, alboteż różni się odeń znakiem. 

III. S u m m a 

0 = 1, 2 , . . . , n ) . Zatem 

Jeśli od zmiennych Xi,...,Xn przechodzimy do zmiennych 
yu y'ii"'iyn pomocą przekształcenia prostokątnego 

( l ) 

to nawzajem, od zmiennych y^, yi,...,yn przeidziemy do zmien-
nych Xl, x<i,...,xn za pomocą przekształcenia 

(') CAUCIIY, Memoire sur le changement des variables dans les intć-
grales- {Exercices d'anal. etdephys. math., t. IV, sir. lAO). 
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także prostokątnego (§ 18) , a d w a te u k ł a d y  p o n r ó w n a ń s§, 

p o c l i o d n e j e d e n w z g l ę d e m d r u g i e g o (§ 74), s a m e zaś u k ł a d y 

z m i e n n y c h i y i , . . . , y n p o s i a d a j ą w ł a s n o ś c i u k ł a d ó w 

s p r z ę ż o n y c h (§ 83). 

IV . P o n i e w a ż p rzeksz t a ł cen ie (2) j e s t także p r o s t o k ą t n e m ,  to 

m i ę d z y e l e m e n t a m i m o d u ł u M p o d s t a w i e n i a p r o s t o k ą t n e g o (1) 

m a jeszcze m i e j s c e z w i ą z k ó w (§ 85) t a k i c h 

Wloyznaczniku przekształcenia pł^ostokątnego summa kwadratów 

elementóiv jakiegokolwiek rzędu jest jednością, summa zaś ilo-

czynów odpowiednich elementów dwu jakichkolwiek rzędów równo-

ległych jest zerem. 

V. Mnożąc każdy z n z w i ą z k ó w 

przez o d p o w i e d n i ą z i lości d o ł ą c z o n y c h w w y z n a c z n i k u M do 

e l e m e n t ó w j e g o e-ego wie r sza , t .  j . p rzez 

(1) EULEH, 1. c . , btr . 7 5 . r i u i k t wyjśc ia u EULEHA sianowi^ to 

wszystkie ?i(n - j - l ) zwigzków (przy n = 3). 
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a tak p o m n o ż o n e związki d o d a j ą c , o t r z y m a m y 

zkąd  i i 27) w y p a d a C) 

6 

w i ę c (1), al/jo Ai,k=-\-aiji, alboteż Ai,k=—Oj.fc. T e m się 

w ł a ś n i e o b j a ś n i a , że powyższe p r zeksz t a ł cen i e (2) , o d w r o t n e 

w z g l ę d e m p rzeksz t a ł cen ia ( l ) , z g a d z a się ze z w i ą z k a m i (2)§ 82-ego. 

VI .  T ę za leżność m o ż e m y u o g ó l n i ć . Związek (§ 68) 

na m o c y w y p r o w a d z o n e j (V) w ł a s n o ś c i d l a m o d u ł u przeksz ta ł -

cen ia p r o s t o k ą t n e g o , p r z e c h o d z i na n a s t ę p u j ą c y : 

t-  j . (•')  ( i 50 , 61) 

( m ) ( / " ) (>(() III 
więcf l /óo Aj,A; — alboleż ~ — 

l 87. 

P o n i e w a ż n^ s p ó ł c z y n n i k ó w jn 'zckszta łcenia p r o s t o k ą t n e g o 

f u n k c y i ( l u b f u n k c y j ) z m i e n n y c h  na f u n k c y ą 

( lub f u n k c y e ) z m i e n n y c h n o w y c h / / i , //.j,... z adosyć czyn ić 

( ' J JACOBI, 1. c . , sn-,  y . 

(2) JACOBr, ibidem. 
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'njnA-\) 

m u s z ą z w i ą z k o m z a s a d n i c z y m (§ 8 5 ) ; w s z y s t k i e w i ę c 

m o g ą b y ć w y r a ż o n e w 1 ' u n k c y i 

i l o ś c i d o w o l n y c h . N a z w i j m y  t e i l o ś c i 

Zależność między d a w n e m i zmiennemi i nowemi jest okreś-
loną przez n zwi.izków jednoczesnych (1) § 8r)-ego. Mo-
żemy przedstawić  ją j e d n a k , wprowadza jąc n nowych ilości 
Zi, Zi,...,Zn, przy pomocy 2n jednoczesnych związków (czyli 
dwu jednoczesnych uk ładów po n związków) takich : 

m 

(y1 
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b y l e n^ s p ó ł c z y n n i k ó w t a k w y r a z i ć w f u n k -

c y i ^̂  i l o ś c i ( a ) , i ż b y w a r u n k o m p r o s t o k ą t n o ś c i p r z e -

k s z t a ł c e n i a  (§ 8 5 ) s t a ł o s i ę z a d o ś ć . 

Z k a ż d y c h d w u o d p o w i a d a j ą c y c h s o b i e z w i ą z k ó w ((3) i (y) 

w y p a d a ( 2 =  l , 

Układy (3) i (y) s a w z g l ę d e m siebie p o c h o d n e (§ 7 i ) : s p o i n y 

wyznaczn ik tych u k ł a d ó w j e s t 

Jeś l i w lym w y z n a c z n i k u B i lość d o ł ^ c z o n ^  d o e l e m e n t u , 
z a j m u j a c e g o w 2-ym wie r szu mie j sce /t-te,  t .  j . i loczyn ( — 1 ) ' + '̂  
przez wyznaczn ik ( n — l ) - e g o s t o p n i a , o t r z y m a m y z w y z n a c z -
n i k a B w s k u t e k opuszczen ia w n im 2-ego wie r sza i A--ej k o -
l u m n y (§ :25), n a z w i e m y Bj,^, t a k ,  że wyznaczn ik d o ł ą c z o n y 
d o w y z n a c z n i k a H (§ 05) j e s t 
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to ze związków (|3) i (y) w y p a d a j ednoczesnych związków 
odwro tnych (§ 82) 

Pomnożywszy każde r ó w n a n i e przez 2, a nas t ępn ie w każdem 
zas tępu jąc 2zj, w e d ł u g przez ^ i - f - y i , m a m y z tych równań 
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czyli ,  po p o d z i e l e n i u k a ż d e g o r ó w n a n i a przez B i n a z w a n i u 

(O 

j e d n o c z e s n y c h z w i ą z k ó w 

Z t y c h j e d n o c z e s n y c h zwiazkóvv (yj) i (C) w y p a d a t o ż s a -

m o ś c i o w o 
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(?•=- zkąd w y p a d a n z w i ą z k ó w 

oraz ( ^ 1 z w i ą z k ó w 

{ k = L \ , 2 , . . ! , ? — 1, i - \ - n). S p ó ł c z y n n i k i z a t e m tak prze-

ksz ta ł cen ia (yj), za p o m o c ą k t ó r e g o od z m i e n n y c ł i n o w y c ł i prze-

c l iodz imy  d o z m i e n n y c ł i d a w n y c l i , j ak i p r z e k s z t a ł c e n i a źa 

p o m o c ą k t ó r e g o , o d w r o t n i e ,  od z m i e n n y c ł i d a w n y c ł i przecli i t-

d z i m y  d o z m i e n n y c h n o w y c h , z a d o s y ć czyn ią w a r u n k o m prze-

ksz t a ł cen i a p r o s t o k ą t n e g o (§§ 85 ,  80 I l ł , IV). 

Przekształcenie 

przy określonych przez związki (C) elementach modułu  M , jdio 

funkcyj ilości dowolnych {a), jest przekształceniem proso-

katnem (M. 

(') Tę ogólny metodę rozwiązania zadania podał CAYLEY, Sur quelqies 
proprietes des determinants gauches (GRELLE, Journal, t. XXXII, 
str. 1 1 9 - 1 2 1 ) . Można, jak lo robi CAYLEY, rozwiązanie uogólnić —cioć 
to jest zbyteczne — przyjmując za główne elementy wyznacznika B wel-
kości dowolne, zamiast jedności.— Warunek, aby wszystkie spólczynnki 
przekształcenia były całkowitemi, postawili w swych badaniach : HERMI E, 
Sur une ąuestion relative d la thóorie des nombres (Liouvn.LE, Jouriul, 
t . X I V , str. 2 1 ) ; WEIHRAUCH, Zur Construction elner unimodulaen 
Determinante (SCHLOEMILCH, Zeitschrift, rocznik X X I , str. 3Z|). 
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ł loz t rząsn§ć jeszcze na leży k w e s t y ę czy m o d u ł t e g o p r z e -

ksz ta łcenia p r o s t o k ą t n e g o , 

jes t d o d a t n ą , czy też o d j e i n n ą j e d n o ś c i ą (§ 8 0 , 1 ) . 

Z powyższego w y p a d a 

m n o ż ą c t e n wyznaczn ik p rzez w y z n a c z n i k 

(') Z rozłożenia wyznacznika B według elementów wiersza (§ 25) wy-
pada wogóle (§ 27): 

= B, lub = O, stosownie do tego, czy i = k, czyteż i jest różne od k. 
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otrzYmuiemY w i loczynie (S AA) 

gdzie , przy i < k, 

I 

p rzy i = k , 

przy i > k 

( 

W i ę c 
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c z y l i 

z k § d w y p a d a (*) 

Określone za pomocą związków (t) iv funkcyi ilości 

dowolnych (a) przskształcenie prostokątne {Qjest przekształceniem' 

o module jedność. 

Ażeby zaś m i e ć p r z e k s z t a ł c e n i e o m o d u l e —  1 , na leży t y l k o , 

a l b o w w y z n a c z n i k u M p r z e s t a w i ć d w a r z ę d y r ó w n o l e g ł e (§ 19), 

a lbo wszys tk ie e l e m e n t y j e d n e g o r z ę d u p o m n o ż y ć {§ 29) 

p rzez — 1. 

§ 88. 

Z a s t o s u j m y m e t o d ę w p o p r z e d z a j ą c y m § w y ł o ż o n ą  d o k i l k u 

n a j p r o s t s z y c h p r z y p a d k ó w . 

T o d o w o l n ą j e s t  = 1 i l o ść : n a z w i j m y  j ą W t e d y 

wyznaczn ik zaś s y s t e m a t u d o ł ą c z o n e g o j e s t 

(») BALTZER, 1. C., W czwartem wydaniu str. 1 7 6 . 
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s k u t k i e m c z e g o , w e d ł u g f o r m u ł ( e ) , 

p r z y j a k i e j k o l w i e k w i ę c w a r t o ś c i p r z e k s z t a ł c e n i e 

j e s t p r o s t o k ę t n e m , o m o d u l e j e d n o ś ć . Jeśl i i lość d o w o l n y wyra -

z imy i n a c z e j , n p . 

to p rzeksz ta łcen ie 
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p r zeksz t a ł cen i e 

przy j a k i e j k o l w i e k w a r t o ś c i ką ta  a , j e s t p rzeksz t a ł cen iem p r o -

s t o k ą t n e m o m o d u l e j e d n o ś ć . 

W =  3 . I lośc i d o w o l n y c h jes t n a z w i j m y  j e —(J.X; 

przez n ie w y r a z i m y wszys tk ie n^ = 9 s p ó ł c z y n n i k ó w o g ó l n e g o 

przeksz ta łcen ia p r o s t o k ą t n e g o J e s t w i ę c 

(1) Porównaj § 85, przypisek. 
(2) EULER '1. c., str. 101) daje ogólne wyrażenia tych spółczynników 

w funkcyi czterecli ilości dowolnycli; wyrażenia te, gdy stale przyjmiemy 
jedn?i z nich (p) równą zern, przeciiodząna te, które tu są wyprowadzone, 
a które podał RODRIGUES, Sur les lois geometrigues, ąui reghsent les 
deplacements d'un systeme solide (LIOUYILLE, Journal,  t, V, str. 405). 
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a p r z e k s z t a ł c e n i e 

jes t p r o s t o k ę t n e m , o m o d n i e j e d n o ś ć — przy j a k i c h k o l w i e k 
w a r t o ś c i a c h ),, ix i v. 

w = 4 . Ilości d o w o l n y c h = 6 : n a z w i j m y  j e v,—fji, p ,X,( r , r ; 

p rzez n ie w y r a z i m y w s z y s t k i e = s p ó ł c z y n n i k ó w ogól -

nego p rzeksz ta ł cen ia p r o s t o k ą t n e g o M a m y z a t e m 

( ' ) EULER (1. c., sir. 102) daje bez dowodu podobne wyrażenia przez 8 
ilości dowolnych. CAYLEY (1. c., str. 122) wyprowadza podane tu wyrażenia^ 
jako zastosowanie danej przezeń ogólnej metody (§ 87). Pewne nieścisłości 
w formułach, Ictóre tam zostały przeoczone, nie znajdujęi się już w takichże 
wyrażeniach ponownie przezeń danych w Sept differents mimoires d/ana-
lyse, N°  6 . liecherches ulterieures sur les determinants gauches (CRELLE, 
Journal, t. L, str. 310). Zachowuję oznaczenie ilości dowolnych, jakiego 
CAYLEY użył w Recherches ulterieures... 
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e l e m e n t y zaś wyznaczn ika d o ł ą c z o n e g o są 

P rzy p o m o c y lycl i w y r a ż e ń , m o ż n a j u ż , w e d ł u g w z o r ó w (e) 

§ 8 7 - e g o , zna l e ść w y r a ż e n i e szesnas tu s p ó ł c z y n n i k ó w przeksz ta ł -

c e n i a c z t e r ech z m i e n n y c h , k t ó r e , p rzy j a k i c h k o l w i e k w a r t o ś -

c iach ilości )>, f/, V,  p ,  T , T, j e s t p r o s t o k ą l n e m i o m o d u l e 

j e d n o ś ć . 

§ 8 9 . 

Oznaczmy f o r m ę , lub u k ł a d k i l k u f o r m , g łoską  f . N i e c h a j /", 

w s k u t e k p r z e k s z t a ł c e n i a l i n i o w e g o o m o d u l e  M, p r z e c h o d z i 

na f o r m ę , l u b  n a u k ł a d k i l ku f o r m  F . Jeś l i , w o g ó l e , ze s p ó ł -

czynn ików i z m i e n n y c h , z a c h o d z ą c y c h w /', w p e w i e n s p o s ó b 

u t w o r z y m y f u n k c y ę c a ł k o w i t ą <f, zaś przez $ n a z w i e m y f u n k -

c y ę , w p o d o b n y sposób p o w s t a ł ą z o d p o w i e d n i c h s p ó ł c z y n n i -

k ó w i z m i e n n y c h , z a c h o d z ą c y c h w  F , i jeś l i  m a m i e j s c e związek 

przy c a ł k o w i t e m p,  to m ó w i m y , że f u n k c y a hyperde-
terminantem ( « n a d w y z n a c z n i k i e m » ?) f o r m y , l u b u k ł a d u 

( ' ) CAYLEY, Memoire sur les hyperdeterminants (CRELLE, Journal^ 
t. X X X , str. 1) . Nazwy : invai iant i t. d. wprowadził SYLYESTEH (Pliilo-
sopliical Alagazine, 1851, II, str. 396 i w różnych późniejszycli pracacli). 
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fo rm  f . W przypadku przekształcenia o modu le j edność (§ 82), 
M = -f- 1 j powyższy związek ogólny przeszedłby na szczególny 

Jeśli hype rde t e rminan t jest stopnia zero względem zmien-
nych, czyli jes t funkcyą samych tylko spółczynników, zacho-
dzących w  f ,  to nazywa się niezmiennikiem ( invariant), gdy 
zaś jest wyższego stopnia względem zmiennych, to jes t , gdy 
one istotnie vveii wchodzą , nazywa się spółzmiennikiem T )̂ 
(covariant). 

Wogóle « w n a u c e o formach bada się własności takich ca ł -
» kowitych połączeń spółczynników i zmiennych, k tóre tylko 
» pewną potęgą modułu odróżnia jącą się war tość p r z y j m u j ą , 
)) gdy się je dla początkowej , lub dla przekształconej funkcy i 
B utworzy. Jeśli pewne połączenie takie zawiera iylko spółczyn-
» niki, to nazywa się n iezmiennik iem; jeśli zaś zawiera także 
» i zmienne , to nazywane bywa spółzmiennikiem*) 

Np. forma 

wskutek przekształcenia 

(') TRZASKA, 1. c., str. 107/|. 
(-) TRZASKA, ibidem, 
(3) liniowo. 
0 ) CLEBSCII, Theorie der biimren algebroischeii Formen, Upiik, 1 8 7 2 , 

str. 3. 
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p r z e c h o d z i na f o r m ę 

k t ó r ą m o ż e m y tak p i sać 

Gdy zaś u t w o r z y m y f u n k c y ę s p ó t c z y n n i k ó w f o r m y  f , 

oraz p o d o b n ą ze s p ó ł c z y n n i k ó w o d p o w i e d n i c i i f o r m y F 

to s p o s t r z e ż e m y , że 

czyli 

w i ę c f u n k c y a a ^ a - i — a r ( w y r ó i n i k f o r m y /', § 81, 1") j e s t nie-

z m i e n n i k i e m f o r m y Go^i^ 'iaiXiX.2 - j - a^-^o-

P o d o b n i e , gdy d a n y j e s t u k ł a d f d w u f o r m 

p r z e c h o d z ą c y w s k u t e k p rzeksz t a ł cen i a l i n i o w e g o 
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4 0 8 TEORYA WYZNACZNIKÓW, 

na u k ł a d F f o r m 

t o b i o r ą c f u n k c y ę s p ó ł c z y n n i k ó w f o r m  / , 

i o d p o w i e d n i ą f u n k c y ę s p ó ł c z y n n i k ó w f o r m  F , 

z n a j d z i e m y , p o d s t a w i a j ą c w y p i s a n e w y r a ż e n i a s p ó ł c z y n n i k ó w 

t u n k c y a z a t e m j e s t n i e z m i e n n i k i e m u k ł a d u d w u f o r m  / i i /a. 

Dla tychże d w u f o r m f u t w ó r z m y f u n k c y ę 

c z y l i 
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i p o d o b n ą dla p r z e k s z t a ł c o n y c h f o r m F 

Zważywszy , że p r z e k s z t a ł c e n i e o d w r o t n e w z g l ę d e m tu z a s t o s o -

w a n e g o d a j e n a m (§ 82) 

m o ż e m y f u n k c y ę Y tak p r z e d s t a w i ć : 

zkąd 29, 20 , 19) 

czyli 

Funkc.ya za t em -p j e s t s p ó ł z m i e n n i k i e m d a n y c h f o r m A i f^ . 
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J e ś l i d w a u k ł a d y z m i e n n y c ł i 

sg, s p r z ę ż o n e (§ 83) i w s k u t e k p r z e k s z t a ł c e n i a l i n i o w e g o o m o -

d u l e M przec ł iodzą o d p o w i e d n i o  na u k ł a d y 

u k ł a d zaś / " d a n y c h f o r m z m i e n n y c h Xi, a-s , . . . ,  ze s p ó ł c z y n -

n i k a m i a^, a ^ , w s k u t e k t e g o ż p r z e k s z t a ł c e n i a p r zechodz i 

na uk ład f o r m F ( w i ę c o z m i e n n y c h y i , y^ , . . . ) , ze s p ó ł c z y n -

n i k a m i Ao, ki,...,...,  t o f u n k c y a s p ó ł c z y n n i k ó w , zachodzących 

w  f , oraz z m i e n n y c h t-i,..., 

w razie , gdy  p o p r z e k s z t a ł c e n i u u t w o r z o n a f u n k c y a o d p o -
w i e d n i a 

zadosyć czyni z w i ą z k o w i 

n a z y w a się ( f u n k c y a <}») preciwzmiennikiem [ c o n t r a \ a r i a n t , 

zugel iór ige F o r m d a n e g o u k ł a d u f o r m  f . Np . jeś l i 

( ' ) SĄGAJŁO , 1. c. ,"slr . ] / io . 
(2) AROINIIOLD, 1. c . , sir , 3 1 5 . 
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lo f u n k c y a 

< 

( b ę d ą c a f o r m ą k w a d r a t o w ą o z m i e n n y c h Ę.2, $3) j es t p r z c -

c i w z m i e n n i k i e m d a n e j f o r m y  f ,  co m o ż n a s p r a w d z i ć przez 

d o k o n a n i e p r z e k s t a ł c e n i a f o r m y  f , u t w o r z e n i e d l a f o r m y F 

o d p o w i e d n i e j f u n k c y i $ i przez w y r a ż e n i e s p ó ł c z y n n i k ó w oraz 

z m i e n n y c h  m ,  m , nz f u n k c y i $ za p o m o c ą s p ó ł c z y n n i k ó w 

f o r m y  f , oraz z m i e n n y c h 

F u n k c y ę , k tó rych za leżność  od d a n y c h f o r m nie zmien ia się 

w s k u t e k l i n iowego p r z e k s z t a ł c e n i a , w i ę c : n i e z m i e n n i k i , spół-

z m i e n n i k i , p r z e c i w z m i e n n i k i , m o ż n a n a z w a ć ogó ln ie funkcyartń 

( a lbo : f o r m a m i ) towarzyszncemi danym ( c o n c o m i t a n t : « spó ł -

t o w a r z y s z ą c y , » « spó ł idący w orszaku ») . A jeś l i w tego r o d z a j u 

f u n k c y ę w c h o d z ą j e d n o c z e ś n i e o b a uk ł ady z m i e n n y c h ,  t .  j . 

z m i e n n e z a c h o d z ą c e w d a n y c h f o r m a c h i z m i e n n e u k ł a d u 

s p r z ę ż o n e g o , 

p rzy 

to l aką f u n k c y ę m o ż e m y n a z w a ć funkcya towarzyszącą mieszaną 

[mixed c o n c o m i t a n t ( ' ) , d iva r i an t (-) , Z w i s c h e n f o r m T a k ą 

j e s t n p . f u n k c y a 

( ' ) SYLYESTER, 
SALMON, Lessons intr. t. t. modern higher Algebra (W trzeciem 

wydaniu str. 11^). 
(3) ARONHOLD, 1. c., s i r . 3 3 6 . 
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gdyż (§ 83) \p  m a w i ę c w a r t o ś ć ze ro ] : 

B a d a n i a w ł a s n o ś c i r o z m a i t y c h t a k i c h f u n k c y j , p o s i a d a j ą c y c h 

t ę s p ó l n ą c e c h ę ,  że ich s t o s u n e k w z g l ę d e m d a n y c h f o r m n i e -

n a r u s z a się w sku tek p r z e k s z t a ł c e n i a l i n i o w e g o , o d n i e d a w n a (*) 

,.są s y s t e m a t y c z n i e p r o w a d z o n e : j e d n a k j u ż tworzą c h a r a k t e -

ry s tyczną w M a t e m a t y c e gałąź o d d z i e l n ą n a z y w a n ą j u ż - t o 

« N o w ą A l g e b r ą wyższą  » , już - t eż « A l g e b r ą p r z e k s z t a ł c e ń 

l i n i o w y c h ) ) , i n a d e r w a ż n e z n a j d u j ą z a s to sowan ia (3). 

( ' ) GADSS, W Disąuisitioms arithmeticae (1801) z a j m u j e s i ę b a d a n i e m 

f u n k c y j t o w a r z y s z ą c y c h f o r m o m k w a d r a t o w y m p o d w ó j n y m i p o t r ó j n y m . 

BOOLE W Cambridge. Mat. Journal ( t . I I I , 1 8 i l ) d o w o d z i o g ó l n i e 

n i e z m i e n n o ś c i w y r ó ż n i k ó w . C A Y L E Y ' g o p r a c e {Camb. M. J.  t . IV, 
18Z|5, i w CRELLE, Journal,  t . X X X , 1846) w y k a z a ł y i s t n i e n i e f u n k c y j , 

p o s i a d a j ą c y c h c h a r a k t e r n i e z m i e n n o ś c i , n i e b ę d ą c y c h j e d n a k w y r ó ż n i k a m i , 

p o s ł u ż y ł y r ó ż n y m u c z o n y m  z a p u n k t w y j ś c i a  d o n o w y c h b a d a n w t y m 

k i e r u n k u , z k t ó r y c l i n a j w y b i t n i e j s z e s ą : SYLVESTER'A On thc principles 
of the Calculus of Forms {C. a. D. M. J.,  t . V I I , 1852); H E R M i T E ' a 

( t a m ż e ,  t . I X , 185Zi); C A Y L E Y ' g o Memoirs upon Quantics  ( w r ó ż n y c h t o -

m a c h Philosophical Transacijons, p o c z y n a j ą c  o d  t . CXLIV, 185Zi); ARON-
H O L D ' a Ueber eine fundamentale Begrimdung der Invarianlcntheorie 
(CRELLE, Journal, t. L X I I , 1863); GORDAN, Ueber das Formensystem 
bincerer Formen ( L i p s k , o d d z i e l n i e , 1875); JORDAN, Mómoire sur les cova-
riant des formes binaires {Lio\]\iLLE, Journal, s e r y a I I I ,  t . ii, 1876). 

(2) Co do wykładów systematycznycli oddzielnych działów tej teoryi^ 
zaznaczyć należy przedewszystkiem klassyczny i dostępny podręcznik 
SALMON^a Lessons introductory to the modern higher Algebra, trzy wy-
dania; ostatnie : Dublin, 1 8 7 6 ) przełożony na wiele języków; polski 
przekład stanowi drugi tom SĄGAJŁY Wykładu zupełnego Algebry (Paryż, 
187/Ł); — oraz : FiEDLER'a Die Elemente der neueren Geometrie und 
der Algebra der bimeren Formen (Lipsk, 1 8 6 2 ) ; Ci.EBSCifa Theorie der 
binaeren algebraischen Formen (Lipsk, 1 8 7 2 ) ; FAA DE BRUNO Theorie 
des formes binaires (Turyn, 1 8 7 6 ) . 

(3) Zmiany spółrzędnycłi uskuteczniają się w Geometryi za pomocą 
przekształceń liniowycli (§§ 82, 85). Niezmiennik formy potrójnej (której 
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N a m  t u iść m o ż e tylko o zaznaczen ie c e c h y « n i e z m i e n n o ś c i » 

n i e k t ó r y c h z już o t r z y m a n y c h w y z n a c z n i k ó w , j ako t eż tych , 

k t ó r e m i jeszcze z a j m o w a ć się b ę d z i e m y . 

Tak n p . , z § 84-ego w y p a d a ; 

W u znacznik układu n form liniowych, czyli ich rugownik 

(§ lS),Jest niezmiennikiem tych form. 

A że r u g o w n i k d w u f o r m p o d w ó j n y c h n-ego i m-ego s t o p n i a 

m o ż e b y ć u w a ż a n y za r u g o w n i k n r ó w n a ń l i n i o w y c h z n z m i e n -

n e m i , l u b n-\-m r ó w n a ń l i n i o w y c h z w- f -m z m i e n n e m i 

(§ 71)), w i ę c : 

Wyznacznik, •przedstawiający rugownik dwu form podwójnych, 

jest niezmiennikiem tych form. 

Dla t e jże p r zyczyny (§ 80) : 

Wyznacznik, przedstawiający rugownik układu n form z n 

zmiennemi, z których jedna kwadratowa, pozostałe zaś linioice, 

jest niezmiennikiem tych form. 

R ó w n i e ż (§ 81) : 

Wyznacznik, przedstawiający wyróżnik formy kwadratowej, 

jest niezmiennikiem tej formy. 

Wyznacznik, przedstawiający wyróżnik formy podwójnej, jest 
niezmiennikiem tej formy. 

równość zeru przedslawia plasKgi linię krzyw?), liii) poczwórnej (która, 
przyrównana do zera, przedstawia powierzchnię), jest funkcyą spółczyn-
ników, której równość zeiii wyraża własność krzywej lub powierzchni, 
niezależną od wyboru osi; równy zaś zeru spółzmiennik albo przeciw-
zmiennik przedslawia inną krzywą lub powierzchnię, której elementy mają 
z daną krzywą lub powierzchnią pewien związek, niezależny od wyboru 
osi. Podobnież objaśnić można ważność zastosowania w Geometryi anali-
tycznej i Geomclryi wyższej własności funkcyj towarzyszących układowi 
kilku danycli form podwójnych, potrójnych, eic. Zob. znakomitą pracę : 
CLEBSCii'a Yarlesimgen iiber Geometrio. Lipsk, 1875. 
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R O Z D Z I A Ł D Z I E S I Ą T Y . 

W Y Z N A C Z N I K S Y M E T R Y C Z N Y . 

90 . 

P u n k t e m w y j ś c i a naszych d o t y c h c z a s o w y c h b a d a ń o g ó h i y c h 

b y ł o p r z y p u s z c z e n i e , że e l e m e n t y w y z n a c z n i k a s§ od s i eb ie 

n i e z a l e ż n e (§ 4 ) : m i m o to j e d n a k te b a d a n i a d o p r o w a d z a ł y n a s 

d o w y z n a c z n i k ó w , w k t ó r y c h między e l e m e n t a m i i s tn ia ły p e w n e 

związki . T a k i e g o r o d z a j u w y z n a c z n i k i m i e ć muszg p e w n e ,  im 

ty lko w ł a ś c i w e , w ł a s n o ś c i , k t ó r e częśc i§ s^ m o d y f i k a c y ą w ł a s -

nośc i o g ó l n y c h , częśc ią zaś m a j ^ c a ł k i e m o d r ę b n y c h a r a k t e r , 

O w y c z e r p a n i u w s z y s t k i c h p r z y p u s z c z e ń co  d o r ó ż n y c h za-

leżnośc i , i s t n i eć mog^icych m i ę d z y e l e m e n t a m i wyznaczn ika , 

m o w y b y ć n ie m o ż e . Z a j m i e m y się w i ę c n a j w i ę c e j ty lko cha rak -

t e r y s t y c z n e m i p r z y p a d k a m i w y z n a c z n i k a o e l e m e n t a c h w p e -

w n y m ze sob^ z w i ę z k u b ę d ą c y c h . 

W t y m Rozdz ia le b a d a ć b ę d z i e m y w ł a s n o ś c i wyznaczn ika , 

w k t ó r y m k a ż d e d w a e l e m e n t y sp rzężone (§ 5) sę. sob ie r ó w n e , 

t .  j . w y z n a c z n i k a 

http://rcin.org.pl



WYZNACZNIK SYMETRYCZNY. — R O Z . X — § 9 0 . 3 8 9 

W k t ó r y m , przy wszys tk ich w a r t o ś c i a c h 1, l iczb i i A% 

jes t zawsze 

Taki w y z n a c z n i k n a z y w a m y wyznacznikiem symetrycznym. 

S y m e t r y c z n e m i w i ę c by ły : w y z n a c z n i k p r z e d s t a w i a j ą c y 

k w a d r a t j a k i e g o k o l w i e k wyznaczn ika (§ 46 ) ; w y z n a c z n i k o b u 

z a d a ń § 6 0 - e g o ; w y z n a c z n i k p r z e d s t a w i a j ą c y r u g o w n i k d w u 

f o r m p o d w ó j n y c h j e d n a k o w e g o s t o p n i a w pos tac i w y z n a c z n i k a 

s t o p n i a , o k r e ś l o n e g o przez s t o p i e ń d a n y c h f o r m (§ 79, 4) ; 

wyznaczn ik p r z e d s t a w i a j ą c y w y r ó ż n i k f o r m y k w a d r a t o w e j (§81); 

w y z n a c z n i k (n — l ) - ego s t o p n i a , p r z e d s t a w i a j ą c y w y r ó ż n i k 

f o r m y p o d w ó j n e j n - e g o s t o p n i a (§ 81) . 

W w y z n a c z n i k u s y m e t r y c z n y m , z p o w o d u związku , z acho -

dzącego między e l e m e n t a m i , n i e z a l e ż n y c h j e s t tyle e l e m e n t ó w , 

ile j e s t p a r e l e m e n t ó w s p r z ę ż o n y c h w i ę c e j e l e m e n t y g ł ó w n e . 

W p o w y ż s z y m w i ę c w y z n a c z n i k u D n -ego s t o p n i a n i e z a l e ż n y c h 

j e s t ^ ^ ' e l e m e n t ó w ; p r z y j m u j ą c za t a k o w e e l e m e n t y 
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37"2 T E O R Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

m o ż e m y u j a w n i ć symet ryczność d a n e g o wyznacznika  D , przed-
s t a w i a j ą c  go w pos tac i 

w t y m wyznaczniku wszystkie e l e m e n t y g łówne j p rze -
k ą t n e j n i e m a j ą sobie r ó w n y c h . Gdyby j e d n a k by ł d a n y 
wyznacznik , k tó rego e l e m e n t y n i eg łówne j p rzeką tne j n ie mia ły 
sobie r ó w n y c h , z pozostałych zaś każde d w a były sobie r ó w n e 
i zupe łn ie p o d o b n i e odnośn i e  do n i eg łówne j p r zeką tne j były 
u s t a w i o n e j ak e l e m e n t y r ó w n e wyznaczn ika S są u s t a w i o n e 
wzg lędem g ł ó w n e j p r z e k ą t n e j ,  to taki wyznacznik 

+ l—k,n +1—i)? 

przez o d p o w i e d n i e przes tawienie r z ę d ó w równo leg łych może 
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być sprowadzony do takiej pos taci , że n i e m a j ą c e sobie w t y m 
wyznaczn iku r ó w n y c h e l emen ty n i e g ł ó w n e j p rzeką tne j zna jdy 
się w g łówne j p rzeką tne j {§ 24). Np. 

§ 91. 

Jeśl i w wyznaczniku 2 =b przy at,fc = a/£,i, czyli 
w wyznaczniku 

raz opuśc imy i-y wiersz i k-^ k o l n m n ę , d rug i raz zaś k-y wiersz 
i ko lumnę , to o t r z y m a m y d w a wyznaczniki (n — l ) - eg o 
s topnia 
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sobie r ó wn e (§ 18). Którykolwiek więc z tych wyznaczników, 
pomnożony przez ( — — 1 ) ' ' + ' , przedstawia tak ilość 
dołgezon^ w wyznaczniku S do e lementu a-î k, jak i ilość dołyr 
czona do e l emen tu a^j.i (§ 25), czyli z założonego w wyznacz-
niku S ± ai,i...Ore,n związku fli.fc = Ofc,i wypada Ai,k= Ak,i-
Skutkiem tego wyznacznik dołączony do wyznacznika S (§ 05), 
t . j . wyznacznik 2 ± Ai,i. może być (ak przedsta-

wiony (§ 66) : 

Wyznacznik, dołączony do wijznacznika symetrycznego, jest 
także symetryczny. 

§ 92. 

Jeśli w wyznaczniku D = 2 ± ał,i...aw,łi e lement jest 
wogóle zależnym od e l emen tu to, gdy mamy brać po-
chodny wyznacznika D względem e lementu ai.^, należy ją brać 
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i w z g l ę d e m ai^h w y r a ź n e g o i w z g l ę d e m u w i k ł a n e g o w ak,i : 

t ę p o c h o d n ą c z ą s t k o w ą , wz ię tą w z g l ę d e m i w y r a ź n e g o i u w i k ł a -

n e g o tti^ui o z n a c z y m y u ż y w a n y m w tym ce lu s y m b o l e m 

W i ę c 

Lecz . , j a k o p o c h o d n e wyznaczn ika D w z g l ę d e m 
( 

w y r a ź n y c h ô i.k i o,k,i) p r z e d s t a w i a j ą (§ Gl) i lości d o ł ą c z o n e 

w w y z n a c z n i k u D  d o e l e m e n t ó w ai^k i o/c.i, i lości , o z n a c z o n e 

(§ 25) przez k{^k i A^.i. Powyższa z a t e m f o r m u ł a d a j e n a m , 

przy i r ó ż n e m od /i, związek 

(1) 

z a c h o d z ą c y w razie i s tn ien ia za leżnośc i ty lko m i ę d z y e l e m e n -

t a m i Oi.fe i ak,i. 

S t o s u j ą c ten związek  do w y z n a c z n i k a s y m e t r y c z n e g o 

z p o w o d u , że a k , i = a i , k , o raz (§ 91) Ak,i = Ai,k, 
(m,k 

m a m y 
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cz^l i , Że w wyznaczniku symetrycznym, dla wszystkich warto-
ści k różnych od i, jest 

zaś d l a k = i 

93 . 

W y p r o w a d z o n y w § 5 8 - y m r o z k ł a d w y z n a c z n i k a 2 ± a i , i . . . a n , » 

w e d ł u g e l e m e n t ó w i-ego wie r sza i A-ej k o l u m n y 

( g d z i e 

w i e l c e s i ę u p r a s z c z a w z a s t o s o w a n i u  d o w y z n a c z n i k a s y m e -

t r y c z n e g o , w r a z i e g d y k = i . W t e d y b o w i e m w r o z k ł a d z i e 

(1) 

w y z n a c z n i k A i . i , j a k o p o w s t a j ą c y z w y z n a c z n i k a s y m e t r y c z -

n e g o ( a k , i = = a i , k ) 

(!) JACOBI, De binis quibuslibet functionibus homogeneis... CRELLE, 
Journal,  t. XII, str. 20). 
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na s k u t e k o p u s z c z e n i a 2-ego wiersza i i -e j k o l u m n y ,  to j e s t 
w y z n a c z n i k 

j e s t t akże w y z n a c z n i k i e m symet rycznym' (^ ) s t o p n i a ( n — l ) - e g o . 

I lości w i ę c d o ł ą c z o n e  d o s p r z ę ż o n y c h e l e m e n t ó w w y z n a c z -

n i k a k i , i , n p .  do a i j i aj^i,  s^ s o b i e r ó w n e (§ 91), czyli 

(2) 

W e w z o r z e ( 1 ) V o d n o s i s i ę  d o w s z y s t k i c h n — 1 w a r t o ś c i 

t a k d l a l i c z b y  j , j a k i d l a l i c z b y  l . P o ś r ó d w i ę c w s z y s t k i c h 

[n — 1)2 s k ł a d n i k ó w u j ę t y c h p r z e z  t ę s u m m ę , b ę d z i e n — 1 

s k ł a d n i k ó w , o d p o w i a d a j ą c y c h j e d n a k o w y m w a r t o ś c i o m l i c z b y 

i  l , k t ó r e w y d z i e l i w s z y i z e s u m m o w a w s z y , o t r z y m u j e m y 

(O Jak i, wogóle, wszystkie główne minory (§ 50) wyznaczniica sy-
metrycznego. 
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(gdyż aj^i = Ojj). Z pozos ta łych s k ł a d n i k ó w , każde d w a o d p o -

w i a d a j ą c e sob ie ,  p o d o d a n i u , d a d z ą w e d ł u g (2) 

W z ó r w i ę c (1) p r z y j m i e t a k ą pos t ać (przy o^.i = cn.k)'-

(2) 

gdzie V przedstaiuia n — 1 składników, od powiadaj acych wartoś-

ciom 1 , 2 , . . . , i — 1 , i - f l , . . . , n liczby \,zaś^^ odnosi się do(^ ^ ^^ 

składników, powstających wskutek nadania liczbom j, l wartości, 

odpowiadających wszystkim kombinacyom tychże n — 1 loartości 

po dwie. 

§ 9 4 . 

W t y l k o - c o o t r z y m a n y m rozk ładz ie , w y z n a c z n i k j a k o 

p o w s t a j ą c y (§ 58) w s k u t e k o p u s z c z e n i a wie r sza ze w s k a ź n i -

k i e m j i k o l u m n y ze w s k a ź n i k i e m j w w y z n a c z n i k u sy-

m e t r y c z n y m k i , i j e s t t akże w y z n a c z n i k i e m s y m e t r y c z n y m 

(n — 2 ) - e g o s t o p n i a (§ 93). Ż a d e n j e d n a k z w y z n a c z n i k ó w 

w p o w y ż s z y m wzorze n a c h o d z ą c y c h , n ie j e s t s y m e t r y c z n y m . 

D w a j a k i e k o l w i e k z p o ś r ó d t y c h w y z n a c z n i k ó w (n — 2)-ego 

s t o p n i a , n p . 

(1) 

p o w s t a ł y s k u t k i e t n opuszczen ia r ó ż n o i m i e n n y c h wie rsza i ko-

l u m n y w w y z n a c z n i k u s y m e t r y c z n y m Aj,i. S k u t k i e m t e g o 
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opuszczen ia wyznaczn ik i ( i ) m a j ą m n i e j niż wyznaczn ik Ai,i 

o d w a e l e m e n t y g ł ó w n e , m i a n o w i c i e ( o d p o w i e d n i o ) 

oraz o {n — — 3 ) = : 2 n — 5 e l e m e n t ó w n i e g ł ó w n y c h , 

t ak , że d w a wyznaczn ik i (1) p o s i a d a j ą tęż s a m ą l i czbę ( j e d n a -

k o w o , ogó ln ie u w a ż a j ą c , w z g l ę d e m głów^nej p r z e k ą t n e j u łożo-

n y c h ) tak e l e m e n t ó w nie m a j ą c y c h sobie r ó w n y c h , jak i p a r 

e l e m e n t ó w r ó w n y c h sob ie .  T o j e s t p rzyczyną , że każde d w a 

wyznaczn ik i (1) z p o ś r ó d ~ ^^ t ak ich w y z n a c z n i k ó w , zacho-

dzących  w e w z o r z e (2) § 9 3 - e g o , m a j ą j e d n a k o w ą l iczbę różnych 

w y r a z ó w , k t ó r ą n a z w i e m y n p . Pn-^i- W t e d y w o w y m wzorze 

s u m m a 
— 2 

j a k o s k ł a d a j ą c a się z s k ł a d n i k ó w 

k a ż d e g o r ó ż n y c h w y r a z a c h , zawie ra r ó ż n y c h 

w y r a z ó w . Jeśl i j e szcze l iczbę r ó ż n y c h w y r a z ó w wyznaczn ika 

s y m e t r y c z n e g o m - e g o s t o p n i a o z n a c z y m y przez t o , na 

m o c y powyższego , w y p a d a w e d ł u g w z o r u (2) § 9 3 - e g o 

(2) 

T e n związek j e s t ogó lny — z a s t ą p m y w i ę c w n i m n przez n — 1 : 

(3) 
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O d n a j d ź m y t e r a z z w i ^ z e k z a c h o d z § c y m i ę d z y l i c z b a m i Pn—i f>n-3-

W y z n a c z n i k {n — 2)-ego s t o p n i a [ze z n a k i e m (— 

(pos iada jący p n - ^ r ó ż n y c h w y r a z ó w ) r o z ł ó ż m y w e d ł u g e l e -

m e n t ó w wiersza ze w s k a ź n i k i e m l (§ 25). W t e d y s p ó ł c z y n n i k 

przy e l e m e n c i e k t ó r y m o g l i b y ś m y oznaczyć p rzez 

j a k o p o w s t a ł y z Ai,j,i,i p rzez o p u s z c z e n i e w i e r s z a ze w s k a ź n i -

k i em l i k o l u m n y ze w s k a ź n i k i e m  j , a t e m s a m e m z d a n e g o 

wyznaczn ika s y m e t r y c z n e g o Sn = S ± p rzez opusz -

czenie wierszy ze w s k a ź n i k a m i i,  j , l i k o l u m n ze w s k a ź n i -

k a m i i, l, j ( w i ę c przez opuszczen ie w ie r s zy i k o l u m n j e d n o -

i m i e n n y c h ) j e s t w y z n a c z n i k i e m s y m e t r y c z n y m ( « — 3 ) - e g o 

s t o p n i a o r ó ż n y c h w y r a z a c h . S p ó ł c z y n n i k i zaś przy pozo-

stałych w—3 e l e m e n t a c h t e g o w i e r s z a s^ ( d o d a t n e l ub o d j e m n e ) 

wyznacznik i {n—3)-ego s t o p n i a (ogó lnego t y p u n i e -

s y m e t r y c z n e , o j e d n a k o w e j , j a k e ś m y wyże j widziel i (gdyż u w a -
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żane b y ć m o g ą j a k o p o w s t a j ą c e z o p u s z c z e n i a r ó ż n o i m i e n n y c h 

wiersza i k o l u m n y w w y z n a c z n i k u s y m e t r y c z n y m 

liczbie r ó ż n y c h w y r a z ó w , m i a n o w i c i e P n - S ' Z t ego w i ę c r o z -

k ł adu w y p a d a s z u k a n y związek 

co p o d s t a w i a j ą c w p o w y ż e j w y p r o w a d z o n y związek (2), m a m y 

O d e j m u j ą c zaś  o d t e j r ó w n o ś c i r ó w n o ś ć (3),  po u p r z e d n i e m 

p o m n o ż e n i u j e j p rzez n — 1 , o t r z y m a m y 

czyli (O 

(') CAYLEY dla otrzymania togo wzoru uogólnia (bez odpowiedniego, 
uzasadnienia) uwagi przez się zrobione nad wyznacznikami stopnia 4-ego, 
tworzy funitcyę rodzgicgi liczb różnych wyrazów wyznacznika symetrycz-
nego (przy argumencie : stopień wyznacznika) oraz równanie różniczkowe 
tej funkcyi, całkuje to równanie i zmienia jego posiać. Ten rachunek 
C.VYLEY'go został ogłoszony w trzeciem wydaniu dzieła SALM ON'a L^?SSONS 
i. ł. t. m. h. .4. , s t r . 39-Zi2. Podany zaś tu sposób wyprowadzenia tego 
wzoru, oparty na metodach właściwych nauce o wyznacznikach, przedstawił 
mi ( 1 8 7 8 , maj) student drugiego kursu, Jan STODOŁKIEWICZ, którego 
praca o tym dowodzie będzie wkrótce ogłoszony w piśmie: Izwiestja 
Cesarskiegu Uniiuersijtetu Warszawskiego(ISl8  r . 6.) 
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Ta fo rmu ła służy  do lvolejnego obl iczania l iczby różnych wyra-
zów wyznacznika symetrycznego, przy p o m o c y lakichże l iczb, 
odnoszących się  do wyznaczników symet rycznych niższych 
s t o p n i . 

Pon ieważ 

zkąd 

więc 

e lc . 

95. 

J e ś l i d a n y w y z n a c z n i k s y m e t r y c z n y  m a w a r t o ś ć z e r o 
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W Y Z N A C Z N I K S Y M E T R Y C Z N Y . — R O Z . X — § 0 5 . 

to w t e d y (§ 00) tak w y z n a c z n i k d o ł ą c z o n y (§ 91) 

4 0 1 

j a k i w s z y s t k i e j e g o w y z n a c z n i k i c z ę ś c i o w e d r u g i e g o i w y ż s z y c ł 

s t o p n i  s ą z e r a m i . W s z c z e g ó l n o ś c i , n p . 

( I ) 

u t w ó r z m y w y z n a c z n i k s y m e t r y c z n y ( ? i - | - l ) - c g o s t o p n i a , 

d o d a j ą c  d o k w a d r a t u e l e m e n t ó w ] ) o \ v y ż s z e g o w y z n a c z n i k a S 

j e d e n w i e r s z i j e d n ą k o l u m n ę e l e m e n t ó w , n p . p i e r w s z e . 

i z a s t o s u j m y doii rok ład (1) § 9 3 - e g o ( w e d ł u g e l e m e n t ó w 

d o d a n e g o w i e r s z a i d o d a n e j k o l u m n y ) . Będz ie : 

c o , z p o w o d u , że , w e d ł u g za łożen ia , S =  0 , d a j e n a m rozkład 

(2) 
i i,k 

gdz ie W V wskaźn ik i o t r z y m u j e n w a r t o ś c i 
( 
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4 0 - 2 T E O I I Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

z a ś W V w s k a ź n i k i i i k o t r z y m u j ą w a r t o ś c i p r z e d s t a w i a j Y I C E 

w s z y s t k i e ^ ^ ^ k o m b i n a c y j z n l i c z b 1,  p o d w i e . 

Ze związku (1) w y p a d a 

s k ą d 

(gdzie wa r to śc i \/Ai.i i ^Afe.fc na leży wziąć z takieni i z n a k a m i , 

aby ich i loczyn by ł + Aj,A, n ie zaś — Ai,k),  co p o d s t a w i a j ą c 

w nasz w z ó r (2), m a m y 

W y r a ż e n i e j e d n a k  p o p r a w e j , z g o d n i e ze z n a c z e n i e m 

m o ż e m y t ak p i sać : 

Jeśl i wszys tk ie i lości Ai . i , A.,-,, e tc .  są d o d a t n e ,  to wyznacz -

n ik Q p r z e d s t a w i a k w a d r a t o d j e r a n y ; jeśl i zaś są o n e wszys t -

k ie o d j e m n e ,  to (J przeds t ray ia k w a d r a t d o d a t n y . W k a ż d y m 

j e d n a k razie : 

Jeśli dany wyznacznik syinetryc-T.y jest zerem, to wijznacznik 

symetryczny o jedność wyższego stopnia, utworzony z danego 
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WYZNACZNIK SYMETRYCZNY. — UOZ. X — § 0 6 . I 0 3 

przez dodanie unersta i kolumny, jest względem ilości dodanych 

[dodatnyni lub odjemnym) kwadratem zupełnym ('). 

96 . 

Gdy j a k i k o l w i e k wyznaczn ik 

m a m y p o d n i e ś ć  do po tęg i p a r z y s t e j , n p .  d o p o t ę g i "Im,  t o 

z w a ż m y , że 

gdzie D"^, j a k o i loczyn m w y z n a c z n i k ó w n-ego s t o p n i a , j e s t 

także w y z n a c z n i k i e m w-ego s t o p n i a (§48) , n p . 

J a k i m k o l w i e k b y był ten w y z n a c z n i k D'", t o , p o d n o s z ą c  go  d o 
k w a d r a t u , o t r z y m a m y 

gdzie (§40) 

(1) SALMON,  I . C., W pieiwszeiii wydaniu (1859) nr. i5ii, w irzc-
cieiii str. 32. 
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4,()-I TEORYA WYZNACZLNIKÓW 

Parzysta potęga jakiegokolwiek luyznacznika jest iv ij znacznikiem 

sijmetrijcznijm. 

§ 9 7 . 

Wyznacznik symetryczny n-ego stopnia może być uważany 
jako kioadrat pewnego wyznacznika n-ego stopnia. Gdyż, aby w y -

znacznik 

różnych e lementach był kwadra t em wyznacznika 

potrzeba aby n^ e l emen tów wyznacznika D zadosyć czy-

niły związkom 

tak, że, przy danych ilościach a i , i , . . o r a z do-

wolnie wziętych war tośc iach dla - z ilości ••> 

pozostałe z ostatnich ilości wyrazić mo-

żemy z tych związków, a w tedy otrzymamy wyznacznik D, któ-

rego kwadra tem jest dany wyznacznik S. 
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' W Y Z N A C Z N I K SYMETRYCZNY. — ROZ. X — S 91. 4 0 5 

Na m o c y t ego j a k a k o l w i e k p o t ę g a , n p . w - a , wyznacz -

nika S będz ie j e d n o c z e ś n i e p r z e d s t a w i a ć I)''^'", a tern s a m e m 

będz i e (§ 00) w y z n a c z n i k i e m s y m e t r y c z n y m . 

Jakakolwiek potęga loyznacznika symetrycznego jest także 
IVyznacznikiem symetrycznym 

§ 9 8 . 

Jeś l i w w y z n a c z n i k u 

n i e t y l k o a i j , = : a i ; , h lecz jeszcze d la wszys lk i cb moż l iwyc l i 
war tośc i l iczby  j , j e s t 

n p . 

( ') Tego twierdzenia bezpośrednio (przez podnoszenie wyznacznika S 
do potęgi M-ej), lecz w sposób dość skomplii<owany, dowiódł SEELIGER, 
Bemerkungen iiber symmetrische Determinanten und Anioendung dieser 
aufeine Aufgabe der analytischen Geometrie (Scin.OEMILCII, Zeitschrift, 
rocznik XX, sir. Prostszy dowód, który tii podałem, jest jednak 
zupełnie ścisły, ^̂  " 
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( g d z i e w i ę c n p . 0 4 . 3 1 = 0 4 + i , 3 _ j =  + , = 3 + 2 = / ) ; ,  t o 
t a k i w y z n a c z n i k s y m e t r y c z n y 

n a z w i e m y ( ' ) wyznacznikiem, ściślej symetrycznym [ p e r s y m m e -

t r i ca l (2), o r t h o s y m m e t r i s c b e 

Jeś l i w y p i s a n y wyznaczn ik n a z w i e m y Pan—2, t o , w e d ł u g t e g o 

z n a k o w a n i a , i s tn ie je związek (§ 61) 

(>) Lub wyznacznik 

k t ó r y ,  p o p r z e k s z t a ł c e n i u , s p r a w i a j ą c e m ,  ż e e l e m e n t y n i e g ł ó w n e j p r z e -

ł c ą t n e j s t a n ą s i ę g ł ó w n e m i e l e m e n t a m i f p o r ó w . § 9 0 ) , p r z y j m u j e p o s i a ć 

w y z n a c z n i k a w y ż e j w y p i s a n e g o . 

(2) SYLYESTER. 
(3) H A N K E L . 

C') BRIOSCHI, La teorica..Ą V i i i . 
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' WYZNACZNIK SYMETRYCZNY. — ROZ. X — S 9 1 . 4 0 7 

W y p i s z m y k o l e j n o za sob§ wszys tk i e 2 n — 1 r ó ż n y c h e l e -

m e n t ó w wyznaczn ika ściślej s y m e t r y c z n e g o 

P o d n iemi , w d r u g i m wierszu , w y p i s z m y p ierwsze ich r ó ż n i c e , 

t.  j . i lośc i k tóre o t r z y m a m y , g d y  od k a ż d e g o e l e m e n t u o d e j -

m i e m y e l e m e n t poprzedzający; w n a s t ę p n y m wierszu w y p i s z m y 

p ierwsze różn ice p i erwszych różnic, czyli drugie różnice d a n y c h 

e l e m e n t ó w , i t.  d. W e d ł u g przyjętego z n a k o w a n i a , przedstawi 

s ię  to tak : 

gdzie w i ę c 

Jeśli teraz w d a n y m w y z n a c z n i k u P  o d e l e m e n t ó w każdej 

k o l u m n y o d e j m i e m y o d p o w i e d n i e e l e m e n t y k o l u m n y b e z p o -

ś r e d n i o poprzedzającej , to dany wyznaczn ik nie u l e g n i e z m i a -

n ie (§ 31) , l ecz , przy z a s t o s o w a n i u p o w y ż s z e g o o z n a c z e n i a , 

przyjmie postać 
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Gdy następnie w t y m wyznaczniku  o d e l e m e n t ó w trzec iej 

i n a s t ę p n y c h k o l u m n o d e j m i e m y o d p o w i e d n i e e l e m e n t y k o l u m -

ny b e z p o ś r e d n i o poprzedzającej ,  to o trzymamy 

Z n ó w od e l e m e n t ó w czwartej i nas tępnych k o l u m n odejmujcie 

o d p o w i e d n i e e l e m e n t y k o l u m n y b e z p o ś r e d n i o poprzedzającej , 

i wc i^ż dalej powtarzajgc p o d o b n e działania, d o p ó k i n a k o n i e c 

z ko l e i n ie o d e j m i e m y j u ż tylko e l e m e n t ó w przedostatniej k o l u m -

ny  od o d p o w i e d n i c h e l e m e n t ó w ostatniej , do jdz iemy  d o postaci 

Uskuteczn ia jąc jeszcze  n a wierszach tego wyznaczn ika takie 
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5 

samo działania, jakeśmy wykonal i na ko lumnach danej postaci 

wyznacznika P, o trzymamy 

Porównywając tę postać z początkowo daną postacią wyznacz -

nika P, p o w i e m y : 

Wyznacznik ściślej symetryczny nie ulega zmianie, jeśli w nim 

elementy zastąpione zostaną przez odpoiuiednie początkoiue icyrazy 

w szeregach kolejnych różnic jego elementóiu Np. 

( ' ) H A N K E L , Ueber eine hesondere Klasse der symmHrischen Delermi-
nanten. Goltingen, 1861, str. 5. 
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§ 9 9 . 

Jeśli w w y z n a c z n i k u ściś lej s y m e t r y c z n y m n - e g o s topnia 

e l e m e n t y s§ f u n k c y ę w s k a ź n i k a , okreś loną przez związek 

1 , . . . , !2n — 2) , gdz ie 6 jest j a k ą k o l w i e k l i czbą stałą, 

zaś m l iczbą ca łkowi tą , czyl i , jeże l i e l e m e n t y tworzą p o s t ę p 

arytmetyczny m - e g o porządku,  to 

S k u t k i e m tego , w e d ł u g przekształcenia § 9 8 - e g o , w przy-

padku m <C,n — 1, w y z n a c z n i k da się zastąpić przez inny , 

w k tórym tak e l e m e n t y n i e g ł ó w n e j przekątnej , jak i wszys tk ie 

e l e m e n t y  p o j edne j jej s t ron ie są zerami (a t em s a m e m j e d n a lub 

kilka os tatn ich k o l u m n w y p e ł n i o n e są zerami) . Dany w i ę c 

w y z n a c z n i k P jes t z e r e m . 
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Jeśli loyznacznik ściślej symetryczny jest utworzony przez 
nolejno po sobie następujące wyrazy postępu arytmetycznego, któ-
rego porządek jest niższy niż o jedność zmniejszony stopień 
wyznacznikay to dany wyznacznik jest zerem ('). 

Np.  i ' 

( ' ) B A L T Z E R , 1. C . , W Zi - ten i w y d a n i u s t r . 2 5 , 
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Jeśl i zaś m — n — 1, to w przekształconym \vyznaczniku 

wszystkie e l e m e n t y n ieg łównej przej^yinej będą A»i — 1 . 2 . . . w , 

wszystk ie e l ementy  po jednej jej stronie + Aj^ + a etc . 

r ó w n e zeru, — wyznacznik redukuje się  do i loczynu e l e m e n -

t ó w n i e g ł ó w n e j przekątnej (§ 33, § 12, K?), czyli 

Jeśli loyznacznik ściślej symetryczny n-ego stopnia jest nlwo-

rzony przez kolejno po sobie następujące wyrazy postępu arytme-

tycznego (n — i)-ego porządku, to wyznacznik jest dodatną 

lub odjemną n - ą potęgą fakultetu 1 . 2 . 3 . . . ( n — 1). 

Np. 

(1) IJALTZER, i b i d e m . 

http://rcin.org.pl



WYZNACZNIK SYMETRYCZNY. — ROZ. X — § 1 0 0 , 4 1 3 

Z A D A N I E . — Objaśnić d la c z e g o , przy 

jes l 

§ 100. 

Gdy d a n e są j a k i e k o l w i e k n i lośc i 

( U 

lo w y z n a c z n i k n - e g o s topn ia , przez i c h k o l e j n e p o t ę g i u t w o -

rzony 

m o ż e m y p i sać 

jeś l i s i ę u m ó w i m y , aby przy t w o r z e n i u w y r a z ó w z w y r a z u g ł ó w -
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n e g o u w a ż a ć wykładniki czy-to za p ierwsze 

czy-też za drugie wskaźniki (§ 8). 

Wyznacznik Dn = 0 w razie, gdy którekolwiek d w i e z i lo -

ści (1) są sobie równe . Funkcya zatem tych i lości , przedsta-

wiona przez wyznacznik D,i, jest podzielną (§ 20 ) przez 

, . , n(n — 1) . 
każda z —^—r— roznic 

Gdy utworzymy i loczyn tych różnic 

to ten iloczyn, równie jak i wyznacznik D^, jest w z g l ę d e m 

ilości (1) s topnia l 2  - f . . . - f (n — 1). Sto-

sunek w i ę c funkcyi D^ do i loczynu  n « może być tylko i lością 
o d ilości (1) niezależną, czyli czynnikiem stałym. Aby ten czyn-
nik oznaczyć, zważmy, że g ł ó w n y wyraz wyznacznika D„ je s t 

4 - a , i" - ' = -j-^a^a^W-

który w i loczynie lin zachodzi ze znakiem czynnik więc  ó w 

jest j ednośc ią . Jest w i ę c 

czyli (O 

( ' ) I T z y N = 'Ó: VANUEK.MOJIUE,  1. c . , s n - . OG9; o g ó l n i e : G A U C I I Y , MÓ-

moireSur les Fonetions..., str. A8. 
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Jeś l i i l o śc i (1 )  są p i e r w i a s t k a m i r ó w n a n i a n - e g o s t o p n i a 

g d z i e w i ę c 

to n , i j e s t i l o c z y n e m różn ic p i e r w i a s t k ó w t e g o r ó w n a n i a , k t ó r y 

także przez w y z n a c z n i k D^ m o ż e b y ć p r z e d s t a w i o n y . 

T e n w y z n a c z n i k D,j p o d n i e ś m y  d o k w a d r a t u . Gdy n a z w i e m y 

to o t r z y m a m y 4 0 ) 

a l b o , w p r o w a d z a j ą c c z ę s t o w A l g e b r z e u ż y w a n e o z n a c z e n i e 

s u m m y j e d n a k o w y c l i p o t ę g p i e r w i a s t k ó w d a n e g o r ó w n a n i a , 

m i a n o w i c i e 

(1) To oznaczenie niema związku ze znaczenleni podobnych symbolów 
w § 98-ym. 
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wyznacznik ściślej symetryczny 

Ten wyznacznik, z p o w o d u , źe iin^, przedstawia j e d n o -

cześnie i loczyn kwadratów różnic pierwiastków danego r ó w n a -

nia. Jest w i ę c w o g ó l e 

czyli  C) 

Otrzymany tu wyznacznik ściślej symetryczny może 

być inaczej jeszcze wyrażony. Ponieważ 

lo wartości pierwszej pochodnej funkcy i f{x],  po zastąpieniu 
w niej zmiennej przez pierwiastki równania są 

(') C A U C I I Y , Mćmoire sur Ics sommes alłcrnees, conmies sur Ic nom de 
restilłanfes. (Exercices i.Van. et de ph. math., t. II, sir. 169.) 
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Mnożąc te równośc i przez s iebie , otrzymamy 

4 1 7 

więc (') 

Z l ego wyrażenia w i d z i m y , że jeżeli którykolwiek z p ierwias t -

k ó w (1) równania f{x)—0, np. aj, jest także pierwiastkiem 

równania f { x ) = 0, czyli jeśl i ai jest p o d w ó j n y m ( w o g ó l e : 

wie lokrotnym) pierwiastkiem równania y{x) = : ( ) , to = 0 ' 

Wyznacznik w i ę c ^,l,n przedstawia (§ 81) wyróżnik r ó w n a -

nia (2) / { x ) = { ) , czyli funkcyi /(a-) C). 

S 101. 

Gdybyśmy mieli wyznacznik ściślej symetryczny n - e g o 
s topnia , u tworzony przez kolejno  po sobie następuj^ice i lości Si, 
lecz , gdyby pierwszy n ie była i lość So, ale np. Sk, to w y -
znacznik taki 

( ' ) C A U C I I Y , Miirnoire aur la Determination des Racines róelles dans 
les Eąuations algebriqnes {Journal de l'ec. polyt., XVIt caliier, str. u86j. 

(-) Któremu-to równaniu, kładąc i mnożąc przez z", można 

nadać postać równania jednorodnego. 
(3) Porównaj przytaczany wyżej SĄGAJŁY przekład dzieła SALM0N 'a 

s ir . 117. 
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m o ż e b y ć uważany jako i l oczyn d w u w y z n a c z n i k ó w : j e d n e g o 

drug iego zaś 

za tem 
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G d y b y ś m y zaś z i lośc i Sj u t w o r z y l i w y z n a c z n i k ściś lej s y -

m e t r y c z n y s t o p n i a w y ż s z e g o niż  n , n p . 

n), Ło rozk ładając taki w y z n a c z n i k na sk ładn ik i 2 8 ) 

p r z e k o n a l i b y ś m y s i ę ,  że każdy ze s k ł a d n i k ó w b y ł b y z e r e m 

2 0 ) . Z a t e m przy m > n , j e s t 

W razie zaś m < . n , j e s t ( i ) (§ iB) 

( ' ) CAYLEY, Note sur les fonctions de M. Siurm (LIOL'VILLE, JournaU 
t . X I , s tr . 297). 
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gdzie znak s odnosi się do wszystk ich kombinacyj z n 

liczb  l , n  po m, które zamiast układu wskaźn i -

k ó w f), O,..., Xl ^ pods tawić należy. 

W przypadku, gdy nie wszystkie pierwiastki 

(1) 

równania f{x)=0 ŝ i  od s iebie różne, tak, że z pośród n ich jest 

tylko np. / różnych , których wartości nazwiemy iip. 

(5) 

to wyznacznik A^.jn, przy jest równy zeru, gdyż wszyst-

kie wyznaczn ik i - sk ładn ik i , na które ^n,m się rozłoży, m i e ć 

będ^ d w i e lub w ięce j k o l u m n e l e m e n t ó w o d p o w i e d n i o propor-

cyonalnych (§ 30) . W razie zaś m — l, wyznacznik 

m o ż e być wyrażony za p o m o c ą różnycb pierwiastków (5). 
Jeśl i , w o g ó l e , w szeregu (1), p ierwiastków, posiadających war-
tość, oznaczoną w szeregu (5) przez jest yj, czyli , jeśli 
w szeregu (1) jest yi p ierwias tków mających wartość /3i, y-z 
mających wartość /Sa, i t. d. + yj + • • • + yi = n),  to 
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w y z n a c z n i k 

W i ę c g d y r ó w n a n i e w-ego s topn ia f{x) = 0  m a r ó ż n y c h l 
p i e r w i a s t k ó w ,  t o w y z n a c z n i k • p r z e d s t a w i a i loczyn k w a d r a -
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t ó w różn ic s a m y c h t y l k o r ó ż n y c h p i e r w i a s t k ó w (i) . N p . j e ś l i 

r ó w n a n i e s z ó s t e g o s t o p n i a p o s i a d a trzy r ó ż n e p i e r w i a s t k i 

z k tórych n p . p i e r w s z y t rzykrotny , drugi zaś d w u -

k r o t n y ,  t o 

W s z y s t k i e zaś  t u w y z n a c z n i k i Ao.i, Ao.s e t c .  s§ r ó w n e zeru.  D o 

tegoż przyk ładu s t o s u j ą c z w i ą z e k (3 ) , z n a j d z i e m y n p . 

p o d o b n e zaś w y z n a c z n i k i 4 - e g o i w y ż s z y c h s t o p n i b ę d g tu 

z e r a m i . 

(1) BELLAYITIS, 1. c . , § Zi6. ' 
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§ 102. 

Jeśl i z a m i a s t n i lośc i (1) § 1 0 0 - e g o w e ź m i e m y n - | - l i l o ś c i 

to , p o d o b n i e jak w § 1 0 0 , zna jdz i emy ,  że w y z n a c z n i k 

1 

p r z e d s t a w i a i l oczyn różn ic 

I l o śc i 

m o g § b y ć p i e r w i a s t k a m i r ó w n a n i a w-ego s t o p n i a . N i e c h a j  t o 

r ó w n a n i e , w k t ó r e m m o ż e m y n a d t o przyjąć ,  że s p ó ł c z y n n i k prz;v 

n a j w y ż s z e j p o t ę d z e n i e w i a d o m e j j e s t j e d n o ś ć , b ę d z i e 
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W t e d y w w y p i s a n y m p o w y ż e j i l oczyn ie o s ta tn i e c z y n n i k i 
wierszy 

pozos ta ł e zaś czynnik i tworzą i loczyn różnic p i e r w i a s t k ó w 

r ó w n a n i a f { x ) = ( } . Jest w i ę c 

P o prawej s tron ie tej r ó w n o ś c i s p ó ł c z y n n i k i e m przy 

jes t pn-i^tln,  p o l e w e j zaś ,  t .  j . w w y z n a c z n i k u który 

p i sać m o ż e m y s p ó ł c z y n n i k i e m przy ^^ 

jest i l o ś ć d o ł ą c z o n a  d o e l e m e n t u , b ę d ą c e g o w ( n - { - l ) - e j ko -

l u m n i e i w w i e r s z u ( 2 - | - l ) - y m (§ 25 ) ,  t .  j . i l o c z y n 

przez w y z n a c z n i k ( n - f - i ) — l = n-ego s t o p n i a , p o w s t a ł y z wy-
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znacznika pi'zez o p u s z c z e n i e (i + l j - e g o 

wiersza i (n - f - l ) - e j k o l u m n y , t.  j . przez w y z n a c z n i k 

P o r ó w n y w a j ą c ze s o b ą te d w a wyrażen ia s p ó ł c z y n n i k a przy 

m a m y 

Kładąc w tej r ó w n o ś c i k o l e j n o  « + 1 =  l . 2 , . . . — 1, n, n - | - l . 

o t r z y m a m y z n ie j 

c o daje n a m m o ż n o ś ć w y r a ż e n i a s p ó ł c z y n n i k ó w r ó w n a n i a 

j a k o i l o r a z ó w d w u wyznacznikÓNv n - e g o s topnia , u t w o r z o n y c h 

przez p ierwias tk i t e g o r ó w n a n i a . 

( ' ) M A I N A H D I ( T O R T O L I N I , Annali, t. I, 1850, s tr . 7 6 ) . 
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Jeśl i Otrzymany p o w y ż e j w y z n a c z n i k ( n - | - l ) - e g o s t o p n i a 

p o m n o ż y m y przez (§§ 3 4 , 48) 

to o t r z y m a m y ( m n o ż ą c w i e r s z e przez wiersze ) , w e d ł u g (2) 

§ 1 0 0 - e g o , 

http://rcin.org.pl



WYZNACZNIK SYMETRYCZNY. — ROZ. X — § 100, 455 

czy l i (O 

c o także daje n a m m o ż n o ś ć , w s p o s ó b p o d o b n y p o w y ż s z e m u , 

w y r a ż e n i a s p ó ł c z y n n i k ó w p i , . . . , p n j a k o i l o r a z ó w d w u w y -

z n a c z n i k ó w u t w o r z o n y c h przez s u m m y j e d n a k o w y c h p o t ę g 

i e r w i a s t k ó w r ó w n a n i a d a n e g o . 

§ 1 0 3 . 

I lo ść Si, s u m m y r ó w n y c h p i e r w i a s t k ó w r ó w n a n i a 

są z w i ą z a n e  ze s o b ą z n a n e m i z w i ą z k a m i (^j 

( ' ) J O A c n i M S T i i . \ L , Bemerkungen iiber den Sturmschen Satz (CRELLE, 
Journal,  t . XLVIII, str . 393) . 

(2) NEWTON, Arithmetica universalis. 
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(przy m = O, 1, i t. d . ) .  T e z w i ą z k i dają n a m m o ż n o ś ć 

w y r a ż e n i a i l o ś c i Sj a t e m s a m e m i w y z n a c z n i k a 

{') Biorąc z lych związków (zaczynając od drugiego) i związków po 
sobie następujących, możemy je uważać jako i liniowych równań albo 
zezmiennemi 01, S2,...,Si, alboteż ze zmiennenii pi, p>,...,pi, i będziemy 
mogli z nich odpowiednio wyznaczyć (§ 71) albo si w funkcyi ilości 
pi- ,Ph- '- ' ,Pu alboteż pi w funkcyi ilości Si, S2,.,Si. Będzie więc (SALMON, 
1. c . , w 3-ein wyddniu sir. 52) : 

http://rcin.org.pl



W Y Z N A C Z N I K SYMETRYCZNY. — ROZ. X — § 103 . 4 2 9 

( ' ) W f u n k c y i s p ó ł c z y n n i k ó w r ó w n a n i a d a n e g o , b e z 

u p r z e d n i e g o j e g o r o z w i ą z y w a n i a . Mając zaś tidvie w y r a ż e n i e 

w y z n a c z n i k a m o ż e m y n i e k i e d y n i e r o z w i ą z u j ą c d a n e g o 

r ó w n a n i a , o b l i c z y ć j e g o p i e r w i a s t k i . Tak n p . (2), g d y d a n e j e s t 

r ó w n a n i e 5 - e g o s t o p n i a 

= — 4 , 'p.i=\, e t c . ) , k t ó r e g o p i e r w i a s t k i , o z n a c z y ć s ię 

m a j ą c e , n a z w i j m y a i , aa, a i , as, —  l o ze z w i ą z k ó w 

z n a j d z i e m y k o l e j n o 

T w ó r z m y k o l e j n o 

( ' ) BALTZER,  I , C. , W i - e r a wydaniu sir. 83. 
N BELLAYITIS, 1.  C . , § 50. 
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nasze w i ę c r ó w n a n i e p o s i a d a ( § 1 0 1 ) t y l k o / = = 2 r ó ż n e p ier -

w i a s t k i , k t ó r y c h w a r t o ś c i n a z w i e m y i (Bo; w a r t o ś c i  te p o -

w t ó r z o n e (§ 1 0 1 ) p i e r w s z a vi razy, d r u g a zaś 72 r a z y , o d t w o r z ą 

p ierwias tk i aj, aa, ^ i , oa. 

N a d t o j e s t (§ 101) 

Idzie w i ę c o w y z n a c z e n i e p i e r w i a s t k ó w r ó ż n y c h oraz 

i c h w i e l o k r o t n o ś c i , t.  j . l i czb 71 i 72. 

T e d w i e w a r t o ś c i i fi^ m o g ą b y ć u w a ż a n e j a k o p i erwias tk i 

r ó w n a n i a k w a d r a t o w e g o  ( o r ó ż n y c h p i e r w i a s t k a c h ) 

Temu równaniu zadosyć czynią, według powyższego, pier-
wiastki danego równania, — więc 

D o d a j ą c te p i ę ć t o ż s a m o ś c i  d o s i e b i e , m a m y z w i ą z e k 

czyl i 
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k t ó r e m u s p ó ł c z y n n i k l i t o ż s a m o ś c i o w o czyn ić m u s z ą 

z a d o ś ć . M o ż e m y w i ę c n p . przyjąć q i = — \ , zaś = —  2 . 

I lośc i w i ę c |3i i  są p i e r w i a s t k a m i r ó w n a n i a 

Gdy s u m m y j e d n a k o w y c h p o t ę g p i e r w i a s t k ó w t e g o r ó w n a n i a 

n a z w i e m y 

to , ob l iczając , p o d o b n i e jak p o w y ż e j , i lośc i s'i, m a m y 

skąd 

Dob iera jąc w a r t o ś c i dla (3i i jSo, k t ó r y c h b y różnica b y ł a  3 , 

a takie , ż e b y z a d o s y ć czyn i ły r ó w n a n i u 

z n a j d u j e m y 
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T e w i ę c d w i e w a r t o ś c i : 2 i — 1 przeds tawia ją różne p i e r -

wiastki d a n e g o r ó w n a n i a . 

k h y w y z n a c z y ć w i e l o k r o t n o ś c i l y c h p i e r w i a s t k ó w , z w a ż m y , 

że z w y r a ż e ń 

w y p a d a 
7iV2 = 

J e d e n w i ę c z t y c h p i e r w i a s t k ó w je s t t rzykrotny , d r u g i zaś 

d w u k r o t n y . 

§ 104. 
W y z n a c z n i k § 1 0 2 - e g o 

przeds tawia f u n k c y ę n - e g o s t o p n i a z m i e n n e j x, w k t ó r e j - t o 

f u n k c y i s p ó ł c z y n n i k i e m przy n a j w y ż s z e j p o t ę d z e z m i e n n e j , t.  j . 

przy X, j e s t w y z n a c z n i k śc i ś le j s y m e t r y c z n y An.n.} który jest 

w y r ó ż n i k i e m (§ 1 0 0 ) f u n k c y i 

N a z w i j m y f (x )An ,n = l^n' Jeśl i  d o t e g o w y z n a c z n i k a 
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W którym e l e m e n t y ostatniej k o l u n m y tworzą pos tęp i lora-
zowy , zastosujemy przekszta łcenie  § 4 l c g o , zważając p r z v t e m , 
że (§ 2,-,) 

a następnie w przeksz ta łconym w y z n a c z n i k u e l e m e n t y w s z y s t -

kich wierszy p o m n o ż y m y (§ 35) przez — i , to w y r a z i m y 

jako wyznacznik śc iś lej syhietryczny ; 

Gdy zamiast n w e ź m i e m y jakąko lwiek l iczbę 2 < n, to mo-

ż e m y p o d o b n i e oznaczyć { i =  n — 1, n — 2 , . . . , 2 , 1) 
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a (o wyznaczniki , z których (h'ugi ma postać wyznacznika 
ściślej s y m e l i y c z n e g o , przedstawiają f u n k c y c stopnia «-ego 
wzg lędem zmiennej ./•, w której spólczynnikiem pizy najwyż-
szej potędze zmiennej , l. j. i)rzy .i", jost lOl) 

W piuwailzając jeszcze m a m y in / ' - f - l lunkcyj 

(l» 

Jeśli  je będz iemy uważać w postaciach wyznaczników ścisłej 
symetrycznych , to każda z lunkcyi (I ) powstaje z bezpośrednio 
j)oprzedz<ijącej przez opuszczenie w wyznaczniku ściś le s y m e -
trycznym, ją (poi)rzedzającą) przedstawiającym, ostatniego 
wiersza i ostatniej k o l u m n y . Skutkiem tego, jeśli ze w z g l ę d u 
na jasność dalszych związków, w każdym wyznaczniku ściślej 
symetrycznym nazwiemy e l e m e n t y-ego wiersza i /i-ej ko lumny 
przez r/J /-, t.  j . w p r o w a d z i m y oznaczenie 
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t o (i; (iI ) 

W e t i ł u y zaś z w i ą z k u , w y p r o w a d z o n e g o w (»8-Yin, j e s t 

o g ó l n i e 

czyl i , j a k t u . 

Lecz , z p o w o d u s y n i e t r y c z n o ś c i w y z n a c z n i k a + i lo śc i do łą -

c z o n e w n i m  d o e l e m e n t ó w d i i Ol i i 1) p r z e d s t a w i o n e p r z e z 

p o c h o d n e w c h o d z ą c e w os tatn i wyraz l e g o z w i ą z k u (§ (rl) ,  su 

s o b i e r ó w n e {§ 112).  Na m o c y togo o t r z y m a n y z w i ą z e k m o ' e m y 

lak nrzftdsiawir, : 

Ztąil w y p a d a , że j e ś l i z m i e n n e j x n a d a m y w a r t o ś ć s i )rawia-

j ą c ą , i ż 

U) 

c z y l i ,  że i l o c z y n j e s t o d j e n m y , a w i e c f u n k c y e Fi + ; i 

F , _ i , s ą s i e d n i e funkcy i F, , przy tej w a r t o ś c i z m i e n n e j , przy 
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której Ft = (>. same otrzymują wartości przec iwnego znaku. 

Ze zaś funkcya F^ może przedstawiać którąkolwiek z funkcyi 

szeregu (I), w ięc p o w i e m y , że (') 

Wljrazjj szeregu 

(I) 

Itusiaduja iclusność charakterijzujacą funkcye {reszty) S T U U M ' ( / , t.j., 

jeśli dla pewnej wartości zrraenncj która z iych funkcyj jest zerem, 

to funkcye sąsiednie {poprzedzającą i następująca) dla tejże war-

tości indennej są przeciwnego znaku. 

^^półczynnik przy najwyższej potędze zmiennej x w funk-

cyi Ft jest, jak widz ie l i śmy, A,;,,, Zatem spółczynniki pr/y naj-

wyższej potędze zmiennej w każdej z funkcyj szeregu (1) tworzą 

szereg wyznaczn ików ściś lej syinetrycznycl i 

c / y l i ( - j 

Zważmy jeszcze , że w szeregu (1) pierwsza funkcya, t.  j. 

jest i loczynem dwu czynników, z których drugi niezależny od 

zmiennej x, w i ęc równanie 

( ' ) . IdACIl lMSTIlAL, I. C . , S i r . ZiUO. 

(-) 'l'c wyznaczniki, według związku (i) § lOl-ego, przcdslawiujit 
liinkcyo sjmen-yczne iloczynów (odpowiednio po u — 1 , . . . , '2,  ł , (') 
kwadratów różnic pierwiastków równania 
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jost r ó w n o w a ż n e z r ó w n a n i e m 

z;iś f u n k c y ę ( I ), j a k o p o s i a d a j ą c e n:i m o c y p o w y ż o j ( l i )w icdz io -

ni\.;o c e c h ą c l i a r a k l e r y s l y c z n ą r e s / l STurL\i'a,  od takicii r c s z l , 

w ł a ś c i w y c h , w e d ł u g t w i e r d z e n i a STL'[iM'a, r ó w n a n i u / " ( . / • ) = ( ) , 

różnić s ię m o g ą tylko pr/.ez czynnik i s ta ł e . Z togo w y p a d a ,  że 

(gdy te o d r ó ż n i a j ą c e czynn ik i  są d o d a t n e ('), to) : 

Huimnnic /'(./•)=() [młada '/vszi/stl;ie ]ii('/-icinf^f!,i rzcci-ytcis/c 

•m rtizi(\ (jd;/ /rs:/jsi/,ie ?rt/rnz'/ szfrrf/u (2 sn tlodatiic ('f'. 

^ 105. 

S z c z e g ó l n y przypadek w y z n a c z n i k a śc i ś le j s y m o l r v c z n e g o 

!I8, przypisck) 

( 'J SYI.YESTKN {l'Iiilos. iMagaziiie, I8?>9, grudzień) , badając fimkcyc 
symetryczne iloczynów kwadratów różnic pierwiastków równania f\x)=0, 
dowiódł, że te czynniki stale odróżnia jące junkcye (l)O(l wtaściwycli ró -
wnaniu f{x) = Q reszt S i u i o f a są kwadra tami , a leni samem ilościami do-
daUiemi. Dowodu lego nie })rzyliiczam lu, gdyż on jest dość długi i nit; 
))rzcdslavviazaslosowania własności wyznaczników. Podajego SALMON. 1. c . , 
w /|-em wyd. str. i8 . (Czytelnika pragnącego się zapoznać z własnościami 
lunkcyj Siui tMa, odsyłam do klassycznego podręcznika ; .1. A. Sp:it!iKr, 
C.niirsi d'ahic.bre. ^HjuTienri', l\ wydanie, i. I (1877), sir . '>7(i i naslępnc?. 

(') Svi.vr.sTr.ii, ihidem. 
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w którym, przy wszystkicl) możl iwycl i wartościach liczby /,-, jesl 

to jest wyznacznik 

])iisia(lający w każdym rzędzie toż same e l ementy , l.ik, że z jed-
iiej>o rzędu otrzynmjemy naslępny skutkien) k o ł o w e g o [jizesla-
wienia e l e m e n t ó w (5^11;, nazwiemy wj/znocznildem dodonnlc 
.•^ymetrjicznym [doppeltorl l iosymmelrise l ie (')!. 

W każdipn lojrazic icyznacznika doshonni; si/mclri/czneijo 
stopnia n-e<jo, summa loskaźniliuw clementuic jest Hczbą przez ii 
/mhicfnn ('̂ J. W ?-ym b o w i e m wierszu l,-y e lement posiada 

(IJ GUE.NTIIEI!, W I-cin wydaniii SU". Hli. 
(-) l)Ai/izF.u, 1. c., w i-em wydaniu sir. lUl. (liila również dalsza 

irość tofio §-ii jcsl rozwinięciem ustępu tr.soż dzieJa IV\i.TZF.it'a (sfr. 99-102). 
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wskaźnik albo  — « + — ^ s t o s o w n i e do tego, 

czy i j es t niniejszo czyteż większą liczbą niż k. Jeśli w ięc 

w pewien wyraz wyznacznika wszed ł r -y e l e m e n t p ierwszego 

wiersza, ,s-y dru.-^iego, t-y trzeciego i t. d . , lo s u m m a u-skaź-

ników e i e m e n l ó w tego wyrazu jest 

gdzie "/, oznacza l iczbę e lement()w, w których wskaźnik w i e r -
sza jest większą liczbą niż wskaźnik k o l u m n y (i może m i e ć war-
tość od O do n — l). Lecz liczby r, s, wskiiźniki knlnnni , 
porządkiem tylko różnić się mogą od szeregu liczb I, 
w powyższej w i ę c sua imie 

(i summa wskaźników e l e m e n t ó w wyrazu = /.n, f|. e. d. 

Jeśli '/ jest pierwiastkiem pierwotnym » - e g o stopnia z  j o 

dności , to potęgi 

mają wartości różne od I i funkcya całkowita i lości y może 

mieć )) wyrazów (') (gdyż a" — I, a"'"'-—«"'). .Np. 

(O 

Podstawiając zamiast \vs7yslki(  ̂ )/ | ) ierwi;islków z j ednośc i , 
kl('ire nazwijmy 

(»trzyma'ny >/. wartości sprzężonych (-) powyższej funkcyi 

( ' ) \VAI\!N(;, Mm-i'Umca mutlytica (t762, sir. Uh). 
(,2) Kr\iMi:r., De nume.rin cnmple.ris, i/iii railicilmu iinllitlia nu-

ini-ris inlL'!iris rciiUbiis c^staiii. (Wrocław, I.S'i:'i, lak/e Lioi yn.11:. 
Jntii Udl, I. Mr,sn-. « nuDieri coiijiiiicli » . 
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iiO T E n R A Y / N A C. /.  NI Ii Ó  W . 

które m o ż e m y uważać jako pierwiastki p e w n e g o równania n-ego 

stopnia, o spólczynniiv:ac]i  od a niezależnych, ale będących 

fnnkcyami całkowitemi ilości Oo, t7i,..., a,,-,. 

Aby wyrazić o(a) za p o m o c ą ilości p o m n o ż m y 

kolejno równanie a ( a ) = 0 przez 

pamiętając, że = 1, oraz pisząc pod sobą wyrazy zawie-

rające jednakowe polegi ilości Tą drogą dochodz imy do 

układu 11 związków 

jednorodnych i l in iowych wzg lędem n ilości 

co prowadzi (§ 7(t)  do związku 

Jesl-to szukane równanie n - e g o stopnia wzg lędem o 
pierwiastkach ^(aa) , - - , W tem równaniu ^^yraz, 
niezależny od zmiennej '̂ '(a), podzie lony przez spółczynnik 
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WYZNACZNIK SYM I.TIL YCZNY. — UOZ. \ — 10"). i i i 

przy naiwyższcj potędze zmienne j , to jest przy ['i^la)]", przed-

stawia, jak wiadomo, i loczyn p ierwiastków togo l ó w n a n i a , 

p o m n o ż o n y przez (— I)". Uważając zaś w wypisanym wyznacz-

niku każdą jego kolumnę, jako utworzoną przez dwu-składni-

kowe e l ementy (więc, wogólo , /i-ą k o l u m n ę jako utworzoną 

l)rzez e l ementy 

i rozkładając ten wyznacznik na składniki (^-28), spostrzeżemy, 

że w tem równaniu wyraz, od v{ry) niezależny, jest 

wyri^z zaś zawierający najwyższą potęgę zmiennej jest 

Zatetn 

zkąd widz imy, że i loczyn n sprzężonych wartości i lości 
czvli tak zwana norma C) n-wartościoioej ilości < p ( a ) wi/rata sio 

( ' ) K I I M . M K I ! ii)i(ltMn): « n o r m a n i i tnor i c o n i | ) l o \ i  » . 
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i i - i T !•:O il V A V Z N A C Z M l< () W . 

rzuz iryznacznik doskonale symetryczny. m ianowic i e i ' ) 

Związek (2; prowadzi w niektórych przypadkach cieka-

w y c h wyrażeń. Tak np . , jeśl i w M) 

to, / . p o w o d u , że, przy / < « , 

joSŁ 

skutkiem czego , w e d ł u g (2) , 

( ' ) SlMlTTlSWOOKK, I. (•., Sir. ."wT). 
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\VV/:JAC/,NIK SYMKriiYczw — lioz. X - SI lor». ii'.] 

Jeśli w (1) i lości 

tworzą pos tęp i lorazowy, np. 

to wyrażenie ( I ) ilości prze:lstawia s i i innię n wyraz(')w 

postępu i l o r a z o w e g o i 

W t e d y , z p o w o d u związków 

(gdyż -zi,  są pierwiastkami równania '/" — 1 = 0 , jest 

s k u t k i e m c z e g o związek (2) daje 

Jrsii w 
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TKORYA W Y Z N A C Z N I R Ó W . 

Lo, Z tegoż  co w poprzedzającym przypadku, p o w o d u , j e s t 

skutkiem c z e g o , w e d ł u g (-2) 

106 . 

Wyznacznik w o g ó l e s y m e t r y c z n y 00) 

jest s zczegó lnym przypadkiem wyznacznika ( < = \ / — I ) , 
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w Y/NACZNIK. SV.\lhTKVCZNY. — UUZ. X — lOO. i  [5 

W k t ó r y m elei i ioiUy g ł ó w n o su r z e c z y w i s t e , e l e m e n t y zaś sprztj-

ż o n e są i l o śc iami z e s p o l o n e m i {') s p r z ę ż o n e m i . W przypadku 

b o w i e m 

przechodz i t i u w y z n a c z n i k na w y z n a c z n i k S. Z l e g o p o w o d u 

ten w y z n a c z n i k , o g ó l n i e j s z y  od s y m e t r y c z n e g o , m o ż n a b y 

n a z w a ć luyznacznikiem hypersymelrijcznijm ( a l b o : o g ó l n i e j s y -

m e t r y c z n y m ) . 

Z a s t ę p u j ą c w t y m w y z n a c z n i k u i przez — /, spos t rze -

ż e m y , że w iersze stają s i ę k o l u m n a m i i o d w r o t n i e (i^lHj 

w i ę c w y z n a c z n i k  o d i—\— 1 n ic za leży ( - ) , czyl i : 

Wyznaczni/,' hypersymtlryczny iiia iLortość rzeczy,cis/n. 

(') Uważam «ilość zespolona» zn daleko szczęśliwsze tlouiaczoiiic 
nazwy « mimenis coinijlexus n, niż używane dotiid « liczbn złożona », 
Jako wybilnicj charakteryzujące pojęcie lakiej ilości, a także dla tego, że 
liczba « złożona )) ma inne znaczenie jeszcze, mianowicie jako pizeciw-
slawienie liczby « pierwszej ». Nazwę « zespolona », w tern znaczeniu 
użytą, napotkałem niedawno w rękopiśmie pracy o nierozwiązalnosci 
algebraicznej równań stopnia wyższego nad czwarty, zakommunikowanej 
mi do przejrzenia. Nazwisko jej autora pozostało mi niewiadomem. 

(-) ilKHMiTE {Comi)(es rendits ile Tac. d. sc., t. X l J , sir . 18 l j . 
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w Y ZNACZNIK 8 K O SNY. P F A I- I- IA N. 

^ 107. 

Jeśli w \v \znaczniku 

njięilzy e l e m e n t a m i s p r z ę ż o n e m i istnieje związek 

(przy wszys tk i ch różnych od s iebie wartośc iach l iczb i i /,]. 
to taki w y z n a c z n i k 
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WYZNA CZINIK RIKOŚNY. — UDZ. .\ I — ^ I ( . 1 ( 7 

nazwicii iy wi/znacznikicm skośnym (') [gauche sk(3\v, gubbi», 

scliiefc, sy i i ime lra le Zgodnie z oki-eślcniein wyznacznika 

skośnego , e l e m e n t y g ł ó w n e są (wogó le ) jakiekolwiek. 

Wyznacznik li w pods tawien iu prostokątnem 87, 88) jest 

wyznacznikiem skośnym. 

108 . 

.leśli w wyznaczniku wi-ego stopnia 

co do n i e g ł ó w n y c h e l e m e n t ó w robimy założenie 

f 

( / = ! , 'l,...,m), g ł ó w n e zaś e l ementy nazwiemy 

lo mieć będz iemy (szczególny) wyznacznik skośny 

' ) T R Z A S K A , 1.  c . s t r . 1 0 5 5 . 

(-j LEY, Sur(i((elqiies pfopriclfSilcs detcriniiKinhnaucIw^. ( C U F . L I . I : ; 

Journal, I. A \ X l l , SN-. 11 ! ) ) . 

N A T A M , Malltenialliischrs irV/r/e/'6Mt7t i l l u l l i n a n n i Nal.iiii ,  l . \ I, 

r>erli i i , 1 8 G 7 , s i r . 0 1 8 . 
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Stosując doii wzór , w y p r o w a d z o n y w § 0 7 - y n i , m a m y 

Lecz zgodnie z powy/szemi oznaczeniem, (§ 01) 

nazywając j e szcze wyznacznik (//< — 2)-ego s topnia 

m i e ć b ę d z i e m y po prawej s tron ie z w i ą z k ó w (1) i (2), z p o w o d u , 
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W Y Z N A C Z N I K S K O Ś N Y . — R O Z .  XI — § 1 0 8 . 4 1 9 

Że w każdym ?-yin w i e r s z u ly lko e l e m e n t y 

różne od zera, takie wyrażenia dla p o c h o d n y c h 1)1): 

n a d l o 25 , 33) 

Związki w i ę c ( i ) i (2) m o ż e m y tak przedstawić : 
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4 5 0 T E O R Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W , 

czyl i 

( 1 ) 

(2) 

z w y r a ż e n i a (1) w i d z i m y , że w y z n a c z n i k s k o ś n y m - e g o s t o -

p n i a D„i j e s l m i a n o w n i k i e m ( m - | - 2 ) - e g o (') r e d u k t u u ł a m k a 

c i ą g ł e g o , k t ó r e g o i lorazy n i e z u p e ł n e [ ą a o t i e n s i n c o m p l e t s ( - ) ]  są 

m i a n o w i c i e u ł a m k a 

Z w y r a ż e n i a zaś (2) w i d z i m y ,  że N„i, w y z n a c z n i k s k o ś n y 

(m — l ) - e g o s t o p n i a , b ę d ą c y p i e r w s z ą p o c ł i o d n ą m i a n o w n i k a 

w z g l ę d e m d r u g i e g o n i e z u p e ł n e g o i l orazu ( p i e r w s z e g o e l e m e n t u 

g ł ó w n e g o ) , 

j e s t l i c z n i k i e m ( m - ) - 2 ) - e g o r e d u k t u t egoż u ł a m k a c i ą g ł e g o . 

(') Według rachowania, jakie przyjmuje J. A. S E K R E T , I. c. , t.  t , 
s tr . 11. ^ 

(••2) Theoric des \oinbros. 
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WYZNACZNIK SKOŚNY. — KOZ.  XI — § 108. 4 5 1 

Z a t e m (?n- [ -2 ) - i red i ikt w y p i s a n e g o u ł a m k a c i ą g ł e g o , k t ó r y - t o 

r e d u k t n a z w i e m y j e s t ( ') 

I') SPOTTISWOODE,  I . C., sir. 37/I. Podobne zaś badanie nad wyznaczni-
kiem nicskośnym flecz svmelrvcznvm) 

prowadzi do wyrażenia {m-\- 2j-ego rediikui u łamku ciągłego 

w postaci także 

(SrOTTiSAYOODE, il)idenij. 

' J ' I I I E L K , Bemarkning om Kjaedebroker(Vyciis^n, TiJsskriftfor Mathe-
matik, t. V, sir. 1/|/|), przy pomocy wyznacznika 
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N p . , r e d u k t y u ł a m k a c i ą g ł e g o 

s a : 

o l i z y i m i j c 

jako wyrażenie (m-|-A)-ego rediikti i i i łamka ciągłego ogólniejszego 

I5adaniom zastosowań własności wyznaczników do wyrażeń, dających się 
rozwinąć na ułamki ciągłe, poświęca G U E N T H E H W swoim podręczniku Lehr-
buch der Deternńnanten-Theorie... cały rozdział V Keiienbruclidctermi-
nanten), w 2-em wydaniu, str. 122 — \!iS. 
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elc. 

Jeśli w wyznaczniku 

związek (§ 107) 

§ 109. 

ma się odnos ić do wszystkich wartości i i h, w i ę c i  do k—i,  to 

co wymaga , aby 

to laki wyznacznik skośny 

n a z w i e m y loyzmcznikicm skośnym i symetrycznym [gauche et 
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-38 T E O R Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

s y m e t r i ą u e e m i s i m i n e t r i c o ( - ) , s y m m e l r a l e D. m i t l e e r c r 

D iagona le 

Na (akie w y z n a c z n i k i m o ż e b y ć r o z ł o ż o n y j a k i k o l w i e k w y -

znacznik skośny. 

W e d ł u g §  59 jest w o g ó l e 

gdz ie nie  ma sk ładnika , k t ó r y b y zawiera ł t y l k o n — I e l e m e n -

t ó w g ł ó w n e j przekątnej . 

Jeś l i t en rozkład w e d ł u g e l e m e n t ó w g ł ó w n e j przekątne j 

z a s t o s u j e m y  d o w y z n a c z n i k a s k o ś n e g o 

to dlań N jest w y z n a c z n i k i e m , w y ż e j o z n a c z o n y m przez 
(O 

w i ę c N = G,t. Jeśl i zaś przez o z n a c z y m y w y z n a c z n i k 

s k o ś n y i s y m e t r y c z n y { n — l ) - e g o s topnia , p o w s t a ł y z G„ przez 
{i,k) 

opuszczen ie 2-ego wiersza oraz 2-ej k o l u m n y , przez G h - 2 

wyznacznik s k o ś n y i s y m e t r y c z n y (n — 2) -ego s topnia p o -

( ' ) CAYLEY, Sur łes determinanta gauches (CRELLE, t. X X X V I I I , 
str. 93). 

(-2) B E L L A v i T i s , 1.  c . § ń d . 

(S) NATANI, i b i d e m . 
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W Y Z N A C Z N I K riK()ŚNV. — U U Z .  Xr — i l O , i,'),") 

wśtały z Gn przez upuszczenie wierszy i ko lumn ze wskaźni-
(i) U.k) 

kami i i l o t u N,  = : N/,/, = Zatem 

U'//znaczfii/c skoiny może hj/ć rozlożoiu/ na Knjznaczniki skośne 
i symeiryczne. Nj), 

Dlatego już, dalej zajmować się będziemy własnośc iami ty lko 
wyznaczn ików skcśnycl i i symetrycznych . Na m o c y tych w ł a -
sności spostrzeżemy, że w rozkładzie (1) p e w n e wyrazy znikają 

110), w pozostałych zaś zachodza czynniki będące zupe łnemi 
kwaih-alami 11-2). 

^ 110. 

Jakikolwiek wyznacznik skośny i symetryczny n-ego stopnia 
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po p o m n o ż e n i u każdego z jego n wierszy przez — 1 , prze-

chodzi ("§ 35) na 

Wyznacznik ten jest równy poprzedniemu, gdyż wiersze j e d n e g o 

są kolumnami drug iego , i od^yrotnie (§ 18); zatem 

W przypadku n n ieparzystego np. n-='im-\-  \ , jest 

co wymaga, aby 

Wyznacznik skośny i symetryczny nieparzystego stopnia fest 

zerem ('). 

Skutkiem tego w rozkładzie (1) § 109 wyznacznika skośnego 

Wbzystkie w y z n a c z n i k i G ,̂ przy nieparzystem  s , są równe 

zeru, tak, że_, jeśl i n = %n ,  to 

(! V) 

( ' ) J A C O B I , IJeber die Pfoffsche Metode... ( G R E L L E , Journal,  t . II , 

sir. 35Zi). 
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WYZNACZNIK SKOŚNY. — ROZ. Xl — § 1 1 1 . 4 5 7 

j e ś l i zaś n — ^łmĄ-  l ,  to 

§ 111. 
W § 9 2 - i m w y p r o w a d z i l i ś m y ,  na p r z y p a d e k , g d y w w y z n a c z -

n iku 

i s tn ie je z a l e ż n o ś ć m i ę d z y e l e m e n t a m i a k , i \ z w i ą z e k 

T e n z w i ą z e k w z a s t o s o w a n i u  d o w y z n a c z n i k a s k o ś n e g o i s y m e -

t r y c z n e g o Gu, w k t ó r y m 

przechodz i  na 

Lecz w w y z n a c z n i k u G,i i lośc i i  sa 2 5 , 3 5 , 18) 
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(2) 

Jeśli w i ę c wyznaczn ik G,i j es t parzystego s t o p n i a ,  n ^ t m , 
l o 

skutk i em czego , na m o c y związku (1), j es t 

Co się zaś tyczy i lości do łączonej  do e l emer i lu g ł ó w n e g o w y -

znacznika G 2 » i , to (110) 

Z t ego jeszcze w i d z i m y ,  że w y z n a c z n i k d o ł ą c z o n y 05) do 
wyznacznika 

(') BALTZEP., 1. c., str. 27. 
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W Y Z N A C Z N I K S K O Ś N Y . — ROZ.  X I — § 108. 
419 

jest (î  OG) 

(•n 

w przypadku za i , gdy wyznacznik G^ jes t n ieparzys tego 

stopnia^ -o n — w e d ł u g w i ę c (2) jes t 

za tem na m o c y w z o r u (1) jest 

zaś 

A wyznacznik , d o ł ą c z o n y  d o wyznaczn ika 1 lOj 

jes t 
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iOO TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

W łLUjznaczniku skośnym i symetrycznym, dla wszystkich war-

tości i i\i, różnych od siebie, jest, zależnie od stopnia wyznaczniku, 

zaś przy 

Z wyrażeń nacUo (3) i (4) wypada : 

Wyznacznik dołączony do wyznacznika skośnego i symetrycz-
nego, parzystego stopnia, jest także wyznacznikiem skośnym i syme-
trycznym; loyznacznik zaś dołączony do loyznacznika skośnego 
i symetrycznego, nieparzystego stopnia, jest wyznacznikiem syme-
trycznym i równy jest zeru, 

§ 112 . 

Gdy mamy wyznacznik skośny i symetryczny parzystego 
stopnia 

lo jakikolwiek jego pierwszy g ł ó w n y minor , jako wyznacznik 

skośny i symetryczny nieparzystego stopnia, jes t zerem (§ 110), 

naprzykład 
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W Y Z N A C Z N I K S K O Ś N Y . — ROZ.  XI — § 1 4 G 1 

N a z w i j m y w w y z n a c z n i k u Aj , i i l o ś ć do ł^czonę ,  d o e l e -

m e n l u aj^i przez W t e d y w y z n a c z n i k , d o l i c z o n y  d o 

w y z n a c z n i k a A i , i , j e s t ( § 1 1 1 ) 

i lak  o n (§ M l ) jak i w s z y s t k i e j e g o w y z n a c z n i k i c z ę ś c i o w e dru-

g i e g o i w y ż s z y c h s t o p n i s^ zerami (§ 09) . W s z c z e g ó l n o ś c i 

zkyd w y p a d a z w i ą z e k 

w k t ó r y m p i e r w i a s t k i k w a d r a t o w o z i l o ś c i a j j i a;,/ p o w i n n y 

b y ć w z i ę t e z t a k i e m i z n a k a m i , a b y ich i l o c z y n b y ł -\-<xj,t, n ie 

zaś —rj.j i . 

S t o s u j ą c  d o w y z n a c z n i k a G^m w y p r o w a d z o n y w § r )8 -ym 

rozk ład w y z n a c z n i k a w e d ł u g e l e m e n t ó w n p . p i e r w s z e g o j e g o 

w i e r s z a i p i e r w s z e j k o l u m n y , t.  j . rozk ład 

(') oLjj, według znakowania § 58-cgo, jest ilości? Ai j , i , ; . Zaś a / j , 
(» J) ' ' 

według oznaczenia wprowadzonego w 109-yni , jcsl G;„i_2. 
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m i e ć b ę d z i e m y , z p o w o d u ,  że  tu 

n a s t ę p u j ą c e w y r a ż e n i e d a n e g o wyznaczn i lu i : 

g d z i e , przy każdej w a r t o ś c i / = r ó w n i e ż / o trzy -

m u j e k a ż d ą w a r t o ś ć 2, 3 , . . . / 2m. W p r o w a d z a j ą c w y r a ż e n i e (1) 

m a m y 

czyli 

P o n i e w a ż {)rzy każdej w a r t o ś c i  2 , 3 , . . . , 2 w l iczby  j , n a l e ż y 

l iczbie / n . i d a w a ć każdą z w a r t o ś c i  2 , 3 , . . . , 2 w , w i ę c c z y n -

r,ik nie zależy  od c z y n n i k a i Y/zajemnio i dla 

t e g o m o / . o m y p i s a ć 

a g d y w s z y s t k o j e s t j e d n o j a k ą g ł o s k ą o z n a c z y m y i lo śc i , otrzy-

m u j ą c e też s a m e w a r t o ś c i ,  to j e s z c z e 

(2) 

Z t e g o z w i ą z k u w i d z i m y ,  że jeś l i w s z y s t k i e i lości a j j  są z u -
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p e ł n e m i k w a d r a t a m i , to i w y z n a c z n i k przedstawia zupeł t iy 

kwadrat . Lecz (§ 109) 

za tem w y z n a c z n i k skośny i s y m e t r y c z n y s topnia parzys tego 

jest z u p e ł n y n i k w a d r a t e m , jeśl i j e g o c z ę ś c i o w e ( s topnia n iż -

s z e g o o d w i e j e d n o ś c i ) wyznaczn ik i , p o w s t a ł e wskutek o p u s z c z e -

nia j e d n o i m i e n n y c h d w u wierszy i d w u k o l u m n , b ę d ą c e w i ę c 

także w y z n a c z n i k a m i s k o ś n e m i i s y m e l r y c z n e m i ,  są z u p e ł n e m i 

kwadratami . S t o s u j ą c  to da le j , w i d z i m y ,  żc w s z y s t k i e 

b ę d ą z u p e ł n e m i kwadra tami , jeś l i l a k i e m i ż b ę d ą w s z y s t -

kie (i2»i—4, a  to z n ó w w ten sam s p o s ó b zależy  od w s z y s t -

k ich G^m-G, Go. Ostatecznie w i ę c , aby w y z n a c z -

nik b y ł z u p e ł n y m k w a d r a t e m , potrzeba , aby w s z y s t k i e G-j 

by ły z u p e ł n e m i k w a d r a t a m i . Lccz s k o ś n e i s y m e t r y c z n e w y -

znaczniki c z ę ś c i o w e d r u g i e g o s topnia d a n e g o w y z n a c z n i k a Gj„i 

są typu 

są w i ę c k w a d r a t a m i e l e m e n t ó w d a n e g o w y z n a c z n i k a . Za-

t e m G.2„i j e s t z u p e ł n y m k w a d r a t e m w y r a ż e n i a , które w e d ł u g 

z w i ą z k ó w k o l e j n o o t r z y m y w a n y c h ze wzoru (2) i w e d ł u g (3 ) , 

j e s t c a ł k o w i t ą funkcyą e l e m e n t ó w w y z n a c z n i k a G.)„i. 

Wyznacznik skośny i symetryczny parzystego stopnia jest 
kwadratem całkowitej funkcyi jego elementów Np. 

( I j C A Y L E Y , 1.  c . s t r . 9 5 . 
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n a l e ż y  lu w z i ą ć z lakierni z n a k a m i , a b y 

b y ł o j e d n o c z e ś n i e 25 , 37 ) 

n a j d o g o d n i e j w i ę c przyjąć 

Jes t w i ę c ( p o r ó w n a j § 12, 11") 

Na m o c y tej w ł a s n o ś c i w y z n a c z n i k a s k o ś n e g o i s y m e t r y c z n e g o , 

s t o p n i a p a r z y s t e g o , w r ó ż n y c b  od zera s k ł a d n i k a c h w y r a ż e n i a 

dla D„ w § 100 y m , czyl i w s k ł a d n i k a c h w y r a ż e ń dla D.jh i 

+ i vv § 1 1 0 - y m w^szystkie i lośc i G są z u p e ł n e m i k w a d r a -

tami p e w n y c h c a ł k o w i t y c h f u n k c y j e l e m e n t ó w w y z n a c z n i k a 

d a n e g o . G d y b y n a d t o w d a n y m w y z n a c z n i k u s k o ś n y m w s z y s t k i e 

e l e m e n t y g ł ó w n e b y ł y s o b i e r ó w n e 

http://rcin.org.pl



A\YZNAC/N1K SKUŚINY. — ROZ. XI — § 113, 

lo„ w e d ł u g o w y c h w z o r ó w § l iO-ego , będzie tu 

Ostatnia formuła wskazuje ,  że wi/znacznik skośny stopniu parzys-
tego z równemi sobie elementarai (jUicnenn jest summa kwadratów 
ivyraieii całkowitych względem jego elementów i przedstaioia więc 
zawsze ilość dodatrm. 

N p . 1") 

i 113, 

Ze związku (2) § 112-ego wypada 

( I ) 

gdzie j otrzymuje "Im — 1 wartości , Ztąd widz imy, że Ŷ Ĝ m 

przedstawia się jako s u m m a "2m—1 składników, z których każdy 

zawiera Stosując to dalej , spostrzegamy, że każda 

i lość m o ż e być przedstawiona jako s u m m a {%n—2)— 

I zr:2w — 3 wyrazów, z których każdy zawiera y^^^-im-i) i  t. d . , 

nakoniec posiada i — 1 = 3 wyrazy, a w każdym \'G.2 
30 
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4 0 6 TI:OP.VA WYZNACZNIKÓW, 

przedstawiający, jakeśmy widziel i 112), tylko j eden skłardnik : 

e l e m e n t wyznacznika. F u n k c y a w ięc yG^^i, ca łkowita ( § 1 1 2 ) 

w z g l ę d e m e l e m e n t ó w wyznacznika Go,«, po uskutecznieniu 

kole jnych w e d ł u g wzoru 1) podstawień yG^w—2, 

...,V''G4, posiada 

w y r a z ó w . 

Jeden z tych wyrazów funkcyi \ Gjw jest 

gdyż j e g o kwadrat 
I 

(z p o w o d u , że ak,i = —(ii,k\ jest wyrazem wyznacznika Gjm, 
z każdego b o w i e m wiersza i z każdej ko lunmy sys tematu e l e -
m e n t ó w tego wyznacznika wzięty jest tylko j eden e l e m e n t 8), 
a zmian, zachodzących tylko w drugich wskaźnikach, jes t m. 

Tę z d w u wai'fości V -̂2)/i> której wyraz 

jest poprzedzony znakiem Ą-, nazywają l*faf'/ianem ('). Przy 

p o c z ą t k o w y c h badaniach jej własnośc i , oznaczano ją s y m b o l e m 

( ' ) Baduaioiii wluMiości U'j ruiikqi (niezulożiiio od joj zwiiizkii z wy-
znacznikiem GOM) zajmował si(J .IACOBI : l'cbcr dic Pfaffschc. Methodc einc 

(jeiouhnUchr. Differenzicdijlcichwiji -icisclicn 2n YaridbcJit diiirli
System ooii n Gleichungeii za inteyrimuCuKUA:, Juur)iul, l. U, btr. 'óoh 
i n.ist.); Teoria tiovi MidfipUcatoris sijstemali acqvaiionum differen-
tialium riilgarium applicandi (CRELI.E Journnl, r. XXJX, str. 237i nast.). 
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r o z u m i e j ą c przez n l iczi)ę parzysty. Jeś l i s ię u m ó w i m y , d l a 

k r ó t k o ś c i p r z e d s t a w i a ć  j ą z n a k i e m Po^,  to 

Pfafian rzędu 2m jest względem elementów funkcya całko-

wita \w-ego stopnia. 

O b l i c z o n y w ^ 1 1 2 - y m w y z n a c z n i k s k o ś n y i s y m e t r y c z n y 

4 - e g o s t o p n i a , daje n a m b e z p o ś r e d n i o p o s t a ć Pfa f l iana c z w a r -

t e g o rzędu 

1 1 4 . 

P la l t ian p o s i a d a w i e l e w ł a s n o ś c i a n a l o g i c z n y c h w z g l ę d e m 

w ł a s n o ś c i w y z n a c z n i k a . 

Je ś l i w f u n k c y i P.2,» w z a j e m n i e m i ę d z y s o b ą p r z e s t a w i m y 

d w a wslvaźniki , n p . i i k, a tak o t r z y m a n e w y r a ż e n i e n a -

z w i e m y P'.2mj  to (P'2m)^ w i n n o b y ć t e m ,  c o o t r z y m a m y , jeś l i 

w w y z n a c z n i k u Gom p r z e s t a w i m y w z a j e m n i e w s k a ź n i k i i i k. 

L e c z  te w s k a ź n i k i i i k z a c h o d z ą w w y z n a c z n i k u i j a k o p i e r w s z e 

i j a k o d r u g i e w s k a ź n i k i . P r z e s t a w i a j ą c w i ę c w G^m w z a j e m n i e na-

przód n p . p i e r w s z e w s k a ź n i k i i i k, o t r z y m a m y (§ 1U)—Go,,,, 

Żc owa ulworzoiia i hadana przez JACOufogo fiiiilLcya jest picrwiaslkiein 
kwadra towym wyznacznika skośnego i symetrycznego spoirzcgł CAYLEY 
(I. c . , s tr . 105). SciiKiBNBR Ueber Ualbdeterminantcn {Berichte der 
K. S. Gesetl. d. \i'iss. zii hciiKig, I, X I , sir. 151) podaje inny na to 
dowód i nazywa tnnkcyę ((półwyznacznikicni». Ciekawy dowód, opiera-
jący sic; na Ijezpośrcftnicni l)adanin wyrazów wyznacznika r..2„,, podaje 
MKiiTi;NS, IJcbcr dio- DclrniiitHinleii. dcren corrcsiinudirciidcclcint iite ;\ii ,i 
md a,;,,, entgegeugcsetzi glrich sind (IIHELLK, Journal, (. I . . \ X X I 1 , 
sir . 207 i nnsf.). 
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a następnie przestawiając wzajemnie wskaźniki drugie i i k, 

otrzymamy -{- Gm- Będzie zatem 

A poniew aż i 

w ięc 

zk^id wypada albo 

\ 

albo 

Fo przestawieniu w i ę c wskaźników albo wszystkie wyrazy nie 
zmieniają s ię , albo wszystkie wyrazy zmieniają znak. Niechaj 
np. ai,kv. przedstawia zebranie tych wszystk ich wyrazów 
funkcyi P^m, w które wchodzi e l e m e n t aî u  (w spó łczynniku 
zatem a niema już ani wskaźnika i ani wskaźnika k), to temu 
w funkcyi l''2»i o d p o w i e wyrażenie Ofc.t̂ - Ponieważ jednak ele-
menty tych funkcyj są elementarni skośnego i symetrycznego 
wyznacznika, t.  j. 

zatem a,,^'/ i Uk/tc/. są równe lecz przec iwnego znaku. Jest więc 

Pfaflian luskutek luzajeinnego przestawienia dwu wskainików 

zmienia znak. W i ę c np . 

http://rcin.org.pl



WYZNACZNIK SKOŚNY. — ROZ. Xl — ^ 1 1 4 . 4 6 9 

Jeśli w Pfaffianie pewien wskaźnik, np. k, zastąpimy przez 
jakikolwiek inny z zachodzących w nim, np. przez wskaźnik 
zatrzymując jednocześnie wskaźnik i wszędzie tam, gdzie był 
poprzednio, to wtedy = O, gdyż wtedy funkcya P^ 
zmieni się wskutek przestawienia nowego wskaźnika i z utrzy-
manym wskaźnikiem a według powyżej dowiedzionego 
winno być T-̂ m = — P-2m 

Jeśli 10 Pfafiianie dwa loskaźaiki sq jednakowe, to jest on toi-
snmoścmvo równy zeru. Np. zastępując w Pfaffianie 4) 
wskaźnik przez wskaźnik I, otrzymamy 

( I ,  1 , l],  4 ) = Oi , ia3 , t — + = 

gdyż = 0 . 

Otrzymamy w § 113 związek (2) 

m o ż e m y i n a c z e j t a k p r z e d s t a w i ć 

( I ) 

l u b o g ó l n i e j 

i k 
c z y l i 

( i , 2 m ) 

Pfaffian można rozłożyć luedhuj elementów klóregolwiek rzędu 
wyznacznika skośnego i symetrycznego [będącego jego kwadratem), 
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n spólczynnikami tych clernenlów są Pfaffiany bezpośrednio niż-
szego slopnia. 

W tym rozkładzie spółczymiik ftrzy elemencie a-, }; jest P f a f -
fmnem, którego lurndrat przedstawia wyznacznik skośny i s//nie-

trycz)iy, (1-2,),bodący — -)-ego slopnia wyznacznikiem 
częściowym tcyznacznika riom, i/opełniajacym jego wy-

znacznik. rzęścioicy 

Z wyrażenia {"1) wypada wyrażenie dla cząstkowej pochodnej 
Pjaffiana względem elementu 

Związek (1), przy pomocy symljolu przytoczonego w § poprze-
dzającym, jeśli zważymy, że, jak już wiemy 

) 

skutkiem czego 

może być tak przedstawionym 

Ten-to właśnie związek służył początkowo jako określenie 
luidicyi f 1, 

http://rcin.org.pl



R O Z D Z I A Ł D W U N A S T Y . 

W Y Z N A C Z N I K F U N K C Y . 1 N  Y . 

115. 

Jeśli m a m y n funkcyj zależnych  od n z m i e n -

nych ł.  j . 

0 ) 

t o w y z n a c z n i k u k ł a d u n z w i ą z k ó w ( ^ 7 1 ) 
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( l i n i o w y c h w z g l ę d e m r ó ż n i c z e k z m i e n n y c h ) , l . j . w y z n a c z n i k 

k t ó r y m o ż n a j o s z r z o t a k ] ) i s a ć 

n a z y w a siętoi/znncznikiem fimkcymym ( ' ) i l o ś c i w z g l o -

( l e m z m i e n n y c h a l b o Joliobianem (-) f n n k c y j / / ! , ••>?/» 

( ' ) H O E N E - W R O I Ń S K I W r o z p r a w i e Refułalion de la Thiiorie des Fonctions 
analitiąues de Langrange, p r z e d s t a w i o n e j a i iademii Paryzli iej w 1810 r . , 
a w y d r n i i o w a n p j (Paryż) w 1812 r . ,  na s t r .  15 e j , j ako leż w Philosophie de 
la Technie (Paryż, 1815 , część l)  na s i r . 1 9 3 - e j , używa , pod nazw^ głoski 
i ici)rajskiej <(szin», w swoich dowodzen iach wyrażeń w y z n a c z n i k o w y c h , 
k iórycl i e lementy nie s? i lościami s t a l ami , Iccz s? u t w o r z o n e przez ilości 
z m i e n n e , połączone ze sob^i za pomoco p e w n y c h związków; p rzyczem zau-
ważyć należy,  że wyrażen ia te są d a n e w postaci ogólne j . 

( W 1 8 / I L roku) J A C O B I , De Determinanlibus functiunalibus ( C R E L L E , 

Journal,  t . XXII) bada szczegó łowo własności wyznaczn ika syslenia tu 
p ierwszych pochodnych f n n k c y j w z g l ę d e m z m i e n n y c h .  To hylo p rzyczyną , 
że takim wyznacznikoni  od j ego nazwi ska miano « Jakobianów)) nadal 

C A Y I E Y (CnzhL^, Journal,  t . f . l l , s t r . 276). 
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\v/:gledetn zmiennych a?!,. Oznaczać go będziemy albo 
głoskg J, alboteż, skoro nam będzie szło o wyraźne ozna-
czenie zmiennych niezależnych, za pomocą symbolu (') 

Np. Jakobian funkcyj 

jest 

Jeśli podstawiajcie w związki f l ) pewien systemat wartości 
zmiennych, np. 

otrzymujemy wartości zero dla ilości y i , to układ (1) 
przechodzi na układ 

( ' ) DoNKiy, Philosophical TransacHom, t. CX1JV, część I, sir . 72 . • 
Znakowanie lakic o!)jaśnia się wielką analogią między włiisnościami Jako-
ijianii i własnościami p o d i o d n o j , na którą JACOBI (I. C.) ciągle zwraca 
Xl w agę. 
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i M f e d y w y z n a c z n i k r i i i i k c y j n y i'>\' 

oli'zymiije odpowiednią wartość, jeśli i w nim przyjmiemy 
tai<że Xi = ai,...,.A? ='>'/?• ^ p . , dla układu równaii 

którym zadosyć czynią systematy wartości 

wyznacznik funkcyjny 

otrzymuje odpowiednie wartości 

116. 

Jeśli Jakobian funkcyj względem zmiennych 
nie jest tożsamościowo równy zeru, to według związków '̂ 1) 
§ 11 ."i-ego możemy różniczki dx wyrazić za pomocą różni-
czek (hj, gdyż wtedy ( § 7 1 ) 

http://rcin.org.pl



WYZNACZNIK ITNKC.Y.IN'V, — HO/,. X[1 — ^ I Ki. 4 Ta 

gtlzic oznacza (ii '1̂ }) ilość dolyczoiia w wyznaczniku J do 

elementu 

Wyznacznik zaś .1 jesl to /saniośc iowo równy zefu, je^li 
ilość //I,...,.//), nie są od siei)II^ n ie /a le /ne , lecz są związane ze 
sobą (choćby Jednym) 7,\viązkieni, w który nie wchodzi żadna 
zmienna niezależna, np. związkiem 

( I ) 

W l e d y bowiem jest 

C^) 

ponieważ jednak nie mogą być jednocześnie wszystkie 

równe zeru, gdyż oznaczałoby to, że ilości 

y i , . . . , yn nie są związane zależnością ( l ) ,  co sie sprzeciwia za-
łożeniu, w ięc (î  7()) wyznacznik (ego układu n równali {i), 
jednorodnych i l in iowych względem n ilości 

jesl tożsamościowo równy zeru, t. j. 

Inaczej jeszcze możemy tego dowieść , w założem'u istnienia 
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związku ; I), mnożąc elementy któregokolwiek np. t-cgo wiersza 

wyznacznika J przez , a następnie w wyznaczniku fi; 29) , 

dodając (§31) do e lementów /-ego wiersza odpowienie e l e -

menty pierwszego pomnożone przez drugiego pomnożone 

przez ^ ,..., {i — r ) - e g o pomnożone przez , ( / - f - l )-ego 

ponmożone przez , . . . , oslalniego pomnożone przez 
^'Ji +1 

W tak przekształcońem wyrażeniu dla otrzymamy, na mocy 
Oi/l 

związków (2), w ?-ym wierszu wyznacznika same zera. Jest 
wiec tożsamościowo 

Że zaś to ma miejsce dla wszysikicli wartości i, a nie wszyst-

kie ^ sa równe zeru, więc tożsamościowo 

Dowiedziemy, że odwrotnie, jeśli tożsamościowo J = 0, to 
ilości I/.2,.  . . ,]/„ są związane zależnością, w którą nie 
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wchodzi żadna z ilości Xi, W tym celu, z jednego 

ze z w i p k ó w ukhulu 

klórego-to układu Jakobian jest tożsamościowo zerem, 

np. z [)iervvszego, jedną z istotnie zachodzących zmiennych x 
wyraźmy w funkcyi pozostałych ilości : Xi=g(j/i, X2, Xi,... ,x-„), 
co podstawiając w drugie z równań (3), wyrazimy je w postaci 

Wyciągając znów z tego równania wyrażenie dla x., w funkcyi 

pozostałych i lośc i : — i podstawiając je 

w trzecie z równań (3), nńeć będziemy 

1 t <1. Utrzymamy w len sposób nowy układ równań, równo-
ważny układowi (3). A gdy, dla jednokształtności, i pierwsze 
z równan (3) napiszemy tak : .rj,  . . . ,Xn), to 
ów układ n związków będzie : 

CO 
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.Mamy tu w o g ó l e , 

zkacl 

Wyznacznik zatem ad lioc (§ oo) 

może być w e d ł u g (5) przedstawiony w postaci i loczynu (powsta-

jącego przez mnożenie wierszy przez wiersze) d w u v\'yznacz-

n ików •̂ i-i) 
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z których pierwszy redukuje s ię(§ 33) do jedności , drugi zaś 
(§ 18) jest wyznacznikiem J. Mamy zatem 

(<•') 

(według założenia, co wymaga, aby choć jeden z n czyn-
ników iloczynu po lewej łjył równy zeru. Pierwsze z tych 
czynników są wogóle różne od zera, gdyż w naszem tu postę-
powaniu przyjęliśmy najogólniejszy przypadek, że łnnkcya 
zawiera zmienną Xi, iunkcya J;.2 zmienną funkcya J/t 
zmienną yu-... Mogą więc być równemi zerr. tylko ostatnie 
czynniki tego iloczynu, a w każdym razie jest 

Ze zaś w fnnkcyę ipa nie wchodzą ilości .i- ze wskaźnikami 
niniejszemi od n, a według (7) funkcya jest także n ie -
zależną od zmiennej więc w liinkcyę x}j,t żadna z ilości 
ofi, J.-II nie wchodzi . Ostatni więc ze związków (1) jest 
już w każdym razic 

c.^yll, w o g o l e : Widzimy w i ę c , że 
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/ .ułożenie J = 0 doprowadzi ło nas  do wykazania istnienia związku 
między i lościami y,^, w który uie w c h o d z ą z m i e n n e n i e -

zależne. ł .ącząc to z poprzednio d o w i e d z i o n e m , p o w i e m y : 

Aby miodzy n funkcyami n zmiennych istniał związek, od 

tychże zmiennych niezależny, Jest icarunkiem koniecznym i dosta-

tecznym, aby Jakobian tych funkcyj iczylędem zmiennych był toi-

samościoico nhony zeru ('). 

N p . 

obliczając wartość wyznacznika J , znajdzieuiy J - O , — istnie-

je w i ę c związek między i lościami y i , y.:, y^, niezależnemi od 

Xl, x.2, X:,; jakoż jes t tu 

^ 117. 

Gdyby, ogólniej , dane były n funkcyj iji, U-i:---,yn, zależnych 
od m zmie imych Xi, x.2,... , to jest 

( 1 ) 

(*) JACOUI, 1. c . , Sir. 328. 1'odaiiy lu pierwszy.ctowód picrw.s/.rj części 
lego twierdzenia, prowadzony jcsl według JACOi5iVgO; dri.gi zaś jej dowód 
według IJALTZEifa 1. c . , w /i-eni wydaniu sir . 1'28. Dowód drugiej części 
twierdzenia według redakcyi ItouEi/a odpowiedniego iislępu dzie ła : 
T.MSCHEKETSKY SuT Vintegration iks cyiialions aiix dćriiees partieiłes 
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to W przypadku n ^ 7n układ ten prowadziłby do w — m 
związków "między ilościami y i , . . . , y n , którebyśmy otrzymali 
z układu (i) po wyrugowaniu m zmiennych Xm- Id la 
tego Jakobian każdych m z ilości y j , . . , , względem zmien-
nych X l , . . . , Xm jest zerem Możemy to łącznie tak przed-
stawić (§ 16) 

Gdyby n=7n, mielibyśmy przypadek, roztrząsany w dwu 
paragrafach poprzedzających. 

Nakoniec w przypadku n<,m, wybierając z pośród m zmien-
nych X i , . . . , X m , którekolwiek n, np. 

otrzymać możemy Jakobian częściowy w funkcyj y i , . . . , yn 
względem tych n zmiennych 

du premier ordre, t radui t dii russe par HoiiEL (Paryż , 1809), s t r . 12. Co 
do uogólnienia tego twierdzenia zobacz niżej § 118. 

( 1 ) J A C O B I , 1. c . , s i r 3 I 0 . 
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A biorąc w ten sposób każde n z pośród m ilości Xi,.. 
i wyznaczając względem nich podobny częściowy Jakobian 
danych funkcyj, znajdziemy, że (§16) 

g d z i e z n a k o d n o s i s i ę  d o w s z y s t k i c h k o m b i n a c y j z m 

ilości X i , . . Xm po w 

O warunkach istnienia w tym przypadku zwigzku między iloś-
ciami y i , . . . , yn, niezależnego od zmiennych X i , . . . , X m , 
mówić będziemy oddzielnie w następującym paragrafie. 

118. 

Dla funkcyj y i , p r z e d s t a w i o n y c h przez układ (1) 
§ i l 7 - e g o , możnaby, w przypadku dowieść twierdze-
nia, odpowiadającego twierdzeniu § i lO-ego, mianowicie twier-
dzenia : 

Aby między n funkcyami m = n - | - q zmiennych istniał ziuią-
zek, od tychże zmiennych niezależny, jest loaruitkiem koniecznym 
i dostatecznym^ aby wyznaczniki n funkcyj względem którychkol-
wiek u zmiennych były równe zeru 

(1) P o r ó w n a j J A C O B I , 1. c . , s t r . 3 3 9 i 'óhO. 
(2) B E R T R A N D , Traite de calcul differentid et decalcul integral, f a r y ż , 

t . I (18G4 > s t r . 71 .  T o t w i e r d z e n i e p o d a n e t am jes t bez d o w o d u . P i e r w -
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Twierdzenie to jednak jest objęte w następującem, ogólnie j -

szem : 

(.i Aby pomiędzy n funkcyami y i , . . y n m zmiennychnieza-

» leżnych Xm mogła zachodzić pewna liczba p zioiazków, 

)) niezależnych od tychże m zmiennych niezależnych Xj, 

» potrzeba i wystarcza, aby pomiędzy n funkcyami yi,.--? ^n 

» było  n — p takich funkcyj y^, y j , - . . , y « - p , żeby ich wyznacz-

T> nik funkcyjny stopnia (n — 9)-ego 

( i ) 

» względem pewnych n — zmiennych niezależnych Xi,Xs,..,,Xn—p, 
> był różny od zera, zaś p ( m — n - | - p ) wyznaczńików funkcyj-
ni nych stopnia (n — p - | - l ) - e ^ o 

(2) 

« ( i = n — p - f l , n — p - | - 2 , . . . , n — 1 , n; k = n — p - f l , n—p-f -2 , 

))..., m —1, m) zamieniało się tożsamościowo na zero, to jest 

)) przy wszelkich znaczeniach m zmiennych niezależnych Xft. Twier-

» dzenie to odnosi się do przypadku ni > n — p > 0. 

» a) Ponieważ z założenia istnieje p zw iązków różnycłi mię -

» dzy n funkcyami yi,..., ynt n iezależnycl i  od m z m i e n -

)) nych Xi , . . . , Xm, można w i ę c je rozwiązać w z g l ę d e m p e w -

szy dowód lego twierdzenia jest pośrednio dany przez KRO!NECKER'a 
18S9, marzec), przy uzasadnianiu inaczej wysłowionego twiedzenia. Zob. 
B A L I Z E R , i. c . , w trzeciem i czwartem (str. 133) wydaniu . 

(1) T R Z A S K A , O pewnem zastosowaniu wyznaczników funkcyjnych 
{Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłysh w Paryżu, t.  [ , str. 113). 
W lej rozprawie aulor podaje dwa dowody swego twierdzenia. Drugi 
z nich przytaczam tu nieomal dosłownie (str. 119 - 1 2 1 . ) 
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» nych p funkcyj , klórerni n i ech będą funkcye yi, przy 
» i=n — pĄ-\y.., n, i nadać związkom kształt 

(3) 

» Oznaczywszy dla krótkości drugą s tronę ostatniego równania 

» przez xli, a pochodną ^ przez y\ii,i, i pamiętając że j e s t 

» różną od zera (równą mianowic i e jednośc i ) , i założywszy dla 

» krótkości ^ — y i ^ , można nadać wyznacznikowi (2) kształt 
dXii 

» pomnożywszy wyznacznik (2) przez (^f/i.i)" , a ostatni jego 

» wiersz p i o n o w y przez i dodawszy do tego wiersza wiersze 

» równol egłe , p o m n o ż o n e o d p o w i e d n i o przez tl , i , i( /=l , 2 , . . . ,n—p), 

» gdyż przez to wyznacznik zmianie nie ulega (§§ 2 9 , 31), 

» nadto pamiętając , że drugie strony równań (3) dają 

» Pon ieważ zaś równania (3) nie zawierają w c a l e wyraźnie 

)) z m i e n n y c h Xk, w i ę c ostatni rząd p i o n o w y wyznaczni -

)) k ó w (4) , jako z łożony z samych zer , sprawia , że wyznacz-

» niki (4) są zerami. W i ę c istnienie p związków różnych między n 

» fuidvcyami y i , . . . ,  yn pociąga za sobą równania (2), i jeżeli te 

» związki są j e d y n e m i , to na m o c y twierdzenia poprzedzającego 

» (t. j. twierdzenia § 116-ego) wyznacznik (1) Jest różny od 

» zera. 
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»  i ) Ponieważ wyznacznik (1) zakładamy różnym od zera, 
» więc, na mocy twierdzenia poprzedzającego (§ 116), n — p 
» funkcyj yi,..., yn—p są różnemi, można je więc rozwiązać 
» względem n — p zmiennych Xn—p\ a wstawiwszy tak 
» otrzymane wyrażenia w wyrażenia pozostałych p funkcyj 
)) yn-p^i,,.., yn, otrzymamy p równań 

(5) 

których drugą stronę 

» oznaczać będziemy dla krótkości przez a pochodną 

» przez jakto już wyżej miało miejsce. Postępując jak 
)) w części dowodu a), i pamiętając, że równania (5) dają, 
» gdy i 

» a gdy lub 

» gdzie oznacza pochodną częściową względem /̂c 

» wyraźnie zachodzącego; przez co zastrzeżenia (2) przybiorą 
» kształt 
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)) {l — n—p-\-\,...,n; k=n — jo-j -1 , . . , , m). Lecz równa-
» nia (5), nie zawierając zmiennych Xi, Xn—p wyraźnie, 
» sprawiają, że w równaniach (6) składniki ostatniego wiersza 
» pionowego wyznaczników są zerami, z wyjątkiem ostatniego 

» składnika 

» kształt 

można więc nadać tym równaniom 

» Że zaś pierwsze dwa czynniki pierwszych stron tych równań 
» są różne od zera (mianowicie pierwszy jest jednością, a drugi 
» z założenia różny od zera), otrzymujemy więc p{m — n-\-p) 
)) równań 

)) {i — n—-j-1, . . . ,n , ^ = n — p . . ./n)^ które do-
» wodz§, że p związków (5), które nie zawierają wyraźnie n—p 
» zmiennych Xi, . . . ,Xn—p, nie zawierają także m — n - \ - p 
» zmiennych pozostałych  + T a k więc zastrze-
» żenią (1) i (2) oznajmiają istnienie tylko p związków różnych 
» między n funkcyami niezależnych od zmiennych 
)) Xi,...,Xm ». 

Ilości 

§ 119. 

( 1 ) 

mogą hycnie, jak w §§ poprzedzających, wyraźnemi, lecz uwikła-
mmi funkcyami zmiennych 

( 2 ) 
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W najprostszym przypadku, gdy ilości (1) jest n i i lości (2) 

także n, a mamy, ogó ln ie , n związków 

(3) 

to z któregokolwiek związku (3) wypada 

(/ = l , . . . , n ; = czyli 

Jeśli w i ę c utworzymy wyznacznik (§ 29) 

t o można  g o uważać jako i loczyn d w u w y z n a c z n i k ó w (§ 44) : 
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i (§ 18) 

516 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

Ze związku zaś 

Gdybyśmy we związkach (3) uważali ilości (2) jako funkcye 
zmiennych niezależnych (1), totakg,ż drogą otrzymalibyśmy 

z równości zaś (4) i (5) wypada P) 

t. j . , że jeden z tych dwu wyznaczników funkcyjnych jest od-
wrotnością drugiego. 

( » ) J A C O B I , 1. c . , s t r . 3 3 8 . 

(2) MOEBius, Ueber eine allgemeinere Art der Apnitoet geometrischer 
Figuren (CRELLE, Journal, t. XII, str. 116). JACOBI, 1. c., str. 3 3 9 . 
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ZADANIA. 1°) Objaśnić, dla czego , jeśli m a m y układ związków 

i uważmy i lości (1) jako funkcye i lości (2), to, przy m > r ? , 

jest 

gdzie ^ odnosi s ię  d o wszystkich kombinacyj z m i lóści 

Hi,"',Urn  po n\ zaś, przy m < n, jest 

2°) Objaśnić, dla czego , jeś l i m a m y układ związków 

i u w a ż a m y i lości (1) jako funkcye i lości (2) , to, przy m < n , m i e ć 
b ę d z i e m y 
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gdzie ^ odnosi s ię  do wszystkich kombinacyj z n i lości 

po m, a każdy składnik po lewej jest równy o d p o w i e d n i e m u 
składnikowi  po prawej, tak, że 

zaś, w przypadku m > n, na m o c y związków (e = : 

[k = \ ,...,n), oraz z w i ą z k ó w tożsamośc iowych 

{k=n-\-\,...,m; każde ^ dla y>k i X<A: jest zerem), 

mieć będz iemy 

(§ 33) zkąd wypada ( ') 

( ' ) JACOBI, I. c., str. 344-
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a, wrazie , gdy n=:i, jes t 

Przedostatni (a t e m s a m e m i ostatni) związek można uogó ln ić . 
Jeśli z pośród m i lości yi,...,yrn w e ź m i e m y jakiekolwiek n 
np. a pozostałe m — n z n i c h nazwiemy to 

w podobny sposób znajdziemy, w o g ó l e , 

a rozprzestrzeniając to na wszystkie k o m b i n a c y e z m 

ilości yi,...,ym  po n, m a m y 

gdzie po prawej , w każdym składniku, m—n i lości 

oznaczają te z ilości które n ie wesz ły  d o o d p o -

wiednie j kombinacyi (§ 50). Wraz ie zaś w = l , jest 

gdzie są m  — 1 i m ilości pozosta łych  po 

wy łączen iu jednej z nich, mianowic i e y^.. 

( ' ) J A C O B I , i b i d e m . 
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Jeśli dane ilości 

s^ funkcyami iloŚTJi 

§ 120. 

0 ) 

(2) 

które znów są funkcyami ilości 

(3) 

acl iccmy wyznaczyć Jakobian ilości (1) uważanych jako funkcye 
ilości (3), to zważmy naprzód, że wogóle 

(4) 

Wrazie p<ni, istnieje (§117) m—p związków między 
ilościami (1), w które nie wchodzą zmienne niezależne (3), a tem 
samem Jakobian « funkcyj, które wszystkie przez mniejszą 
((liczbę niewiadomych mogą być wyrażone (*))),jest równy zeru, 

Wrazie p=m<:^n, ze związków (4) wypada (§44), 

czyli 

gdzie V odnosi się do wszystkich kombinacyjz n ilości 
a, ..,1* 

po m 

( ' ) JACOBI, I . C . , s t r . 3 / I 0 . 
('•») JACOBI , i b idem. 
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Wrazie zdii p = m=.n, też związki (4) wskazują, że 

czyli 

( 5 ) 

Możemy tu uważać n ilości (1) jako funkcye n znliennycli (2), 
które-to zmienne, skutkiem przekształcenia, zastąpiono zostają 
przez w zmiennych (3); wtedy powiemy : Jakobian funkcyj 
danych względem nowych zmiennych równa się iloczynowi Jako-
bianu tych funkcyj względem zmiennych dawnych^ pomnożonemu 
przez Jakobian zmiennych dawnych względem zmiennych nowych. 

Gdyby przekształcenie, skutkiem którego n zmiennycli (i2) 
przechodzi na n zmiennych (3) było liniowani ( § 82), np. 

to wtedy 

a związek (5) przechodzi na 

( ' ) JAOOBI, i b i d e m . 
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W i d z i m y z t § d ,  ż e (§ 8 9 ) J a k o b i a n p o s i a d a c h a r a k t e r n i e z m i e n -

n o ś c i . 

Jakobian danych funkcyi jest ich niezmiennikiem lub spół-

zmiennikiem. 

N p . , g d y d a n y j e s t u k ł a d d w u f o r m : 

k t ó r e u l e g a j ą p r z e k s z t a ł c e n i u l i n i o w e m u ^ , n p . 

t o J a k o b i a n t y c h f o r m 

daje n a m f o r m ę k w a d r a t o w ą p o d w ó j n ą 

b ę d ą c ą s p ó ł z m i e n n i k i e m (*) d a n y c h f o r m  f i i / i , j a k e ś m y  t o 

zresztą b e z p o ś r e d n i o w § 8 9 - y m w y p r o w a d z i l i . 

(1) Każde z r ó w n a ń , powstałych z przyrównania danych form do zera, 
przedstawiać n a m - m o ż e np. parę piinklów. Wtedy i równan ie , powstałe 
z przyrównania tcgospólzmiennika do zera, przedstawi nam parę punktów, 
będącą w pewnej zależności względem d w u par punktów / ' i = 0 i 
niezmiennej skutkiem przekształcenia liniowego, a więc niezawisłej od 
punktów, od których liczymy odległość. Przedstawi ono nam mianowicie 
pa rę punktów harmonicznie sprzężonych lak z p a r ? punk tów /", = O, j ak 
i z par? punktów fi = 0, czyli przedstawia punkty podwójne inwolucyi 
punk tów, wyznaczonej temi dwiema parami punktów. 
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Je&li 

§ 121. 

sa funkcyami jednej zmiennej niezaleznej^ x, a kolejne ich po-
chodne oznaczone zostaną, wog6le. 

to jest zawsze 

gdzie X oznacza albo ilość stalą, alboteż pewną funkcyę zmiennej 
niezależnej 

« Można bez trudności udowodnić to twierdzenie, rozwijając 
( (pochodne, które zachodzą .po lewej i opierając się na dwu 
« znanych własnościach wyznaczników : 1° można dodać do 
cf wszystkic.h lub odjrjć od wszystkich e l ementów pewnej ko-
(( lumny ilości proporcyonalne do e lementów innej ko lumny; 
(( 2° jeżeli każdy e lement pewnej kolumny pomnożymy przez 

(») łlEssE, Ueber die Criterien des Maxiniums und Minimums der 
einfachen Integrale ( C I I E L L E , Journal,  t . L1V, str . 2Zi9). Twierdzenie lo, 
j ako niemal oczywiste, podaje HESSE bez dowodu . 
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« ten sam czynnik )., to cały wyznacznik zostanie p o m n o ż o n y 
((przez X 

W przypadku, gdy ) jes t i lością stałą, należy w wyznaczniku 
po l ewej p o d s t a w i ć 

i twierdzenie staje się oczywis tem (§ 29) . 

Jeśli zaś > jes t funkcyą zmiennej niezależnej, to, w e d ł u g zna-

n e g o wzoru (-) na pochodną iloczynu d w u funkcyj, jest 

( k ) 

Podstawiając w wyznaczniku po lewej zamiast każdego {lyi) 
o d p o w i e d n i e wyrażenie , a następnie rozkładając ten wyznacznik 
na składniki (§ 28) , spostrzeżemy, że wszystk ie , prócz j ednego , 
wyznaczniki -składniki są równe zeru (^30), różnym zaś  od zera 
iest tylko składnik 

co (§ 29) przekonywa o prawdziwości twierdzenia. 

(1) M O I G N O i L I N D E L O E F , Calcul des variations (Paryż, 1 8 6 1 ) , str . 1 8 7 . 
ŻMORKO, Doioód na twierdzenie Hessego o wyznaczniku funkcyjnym 
[Pamiętnik Tow. Nauk Ścisłych, l.  [ , 1 8 7 1 , str.  8 9 -92) dowodzi togoż 
iwierdzcnia innym, wielce złożonym sposobem. (Porównaj mój a r lyku ł : 
((Towarzyslwo Nauk Ścisłych w Paryżu. Sprawozdanie za lata 1 8 7 0 - 1 8 7 6 » 
w piśmie «Alcneum» . Warszawa , 1 8 7 7 , styczeń, str. 1 7 7 ) . 

(2) LlSIBNITZ'a. 
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§ 122. 

Jeśli m a m y układ funkcyj 

( i ) 

jednorodnych w z g l ę d e m z m i e n n y c h , a stopnia : pierwsza Wj-ego, 

druga n2 -ego , . . . , to^ w e d ł u g znanego twierdzenia ('), j es t 

(2) 

Jeśl i nazwiemy głoską J Jakobian funkcyj ( l ) , t .  j. 

a w nim ilość dołączoną  d o e l e m e n t u  ^ ^ przez Jj./c, to z układu 

równań (2) wypada w o g ó l e (§ 71) 

Jeśli dla zmiennych 

(3 ) 

(4) 

(») EDLER'a. 521 
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nadamy w wyrażeniach (1) wartości odpowiednio 

(5) 

zadosyć czyniące równaniom 

to ze związku (3), mającego miejsce dla każdego  xu wypada, 
że tymże wartościom (5) dla zmiennych (4) odpowiada (§ 115) 
wartość Jakobianu zero. 

Jeśli danemu układowi równań jednorodmjcfi zadosyć czyni 
pewien systemat wartości dla niewiadomych, to temuż systematowi 
odpoiciadająca wartość Jakobianu jest również zerem 

W przypadku, gdy 

to związek (3) można tak pisać : 

a biorąc pochodne obu stron tej równości , raz względem xu 
a drugi raz względem xi, gdzie l  ma wszelką możliwą wartość 
prócz jednej wartości i, otrzymujemy 

(ij HfissE, Ueber die Eliminaiion...[QKiLiL\i, Journal, t. XXVIII, sir. 78). 
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Zważywszy ,  że (§27 ) 

m o ż e m y p o w y ż s z e związki tak przedstawić 

Jeśli z m i e n n y m (4) nadamy wartośc i ( 5 ) , sprawiające, że 

to, w e d ł u g d o w i e d z i o n e g o twierdzenia , dla tegoż sys tematu 
wartości z m i e n n y c h jest także J = 0 , skutk iem czego z po -
w y ż s z y c h związków, mających mie j sce dla każdego w y p a d a 

JeUi dane są równania jednorodne jednakowego stopnia, to 

systematowi loartości dla nieiviadomych, sprawdzającemu te róa:-

nania^ odpowiadają wartości zero iiietylko Jakobianu tych rów-

nań, lecz iiegopochodnych względem zmiennych ('). 

Ni5. 

( ' ) I I E S S E , 1. c . , s i r . 8 0 . 
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równaniu fi = 0 zadosyć czynią wartości 

równaniu zaś f 2 = O wartości — = — = —  5 ; systemat 
Xi Xi 

więc wartości zadosyć czyniących jednocześnie obu równaniom 

j e s t — n p . 

dla tego zaś systematu wartości, jak to jest widoczne z po-
wyżej wypisanych wyrażeń, jest 

§ 123. 

Wyprowadzone w poprzedzającym § własności wyznacznika 
funkcyjnego dozwalają w kilku przypadkach nadać rugowni-

danych form postać wyznacznikową (*). 

1. Gdy dane są trzy formy potrójne kwadratowe 

(1) 

(O S Y L Y E S T E R . P o r ó w n a j § 80 , p r zyp i sck . 
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to, aby można było, przy pomocy metody rozprzęgającej (§ 79, 
ustęp 3), przedstawić ich rugownik w postaci wyznacznika, 
należy mieć sześć równań jednorodnych i hniowych względem 
sześciu ilości 

(2) 

Trzy równania daje przyrównanie danych form do zera. Sys-
temat wartości dla x, y i z, przedstawiający spólne tych trzech 
równań rozwiązanie, sprowadza do zera tak Jakobian danych 
form 

jak i jego pochodne (§ 122) 

(3) 

Że zaś e lementy wyznacznika J są wyrażeniami jednorodnemi 
pierwszego stopnia względem zmiennych, to wyznacznik J jest 
trzeciego, a jego pochodne (3) drugiego stopnia. A gdy spólne 
rozwiązanie równań, powstałych z przyrównania każdej z trzech 
form (1)  do zera, sprowadza jednocześnie do zera każde z trzech 
wyrażeń (3), więc warunek istnienia spólnego rozwiązania 
trzech równań 
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jest jednocześnie warunkiem istnienia spólnego rozwieszania 
sześciu równań 

jednorodnych i l iniowych względem sześciu ilości (2), i przez 
zastosowanie metody rozprzę gaj ącej wyrażonym zostanie przez 
równość zeru wyznacznika szóstego stopnia, będącego funkcya 
samych tylko spółczynników danych form. Wyznacznik zaś ten 
przedstawi (§§ 78, 79) rugownik danych trzech form kwadra-
towych potrójnych. 

Jeśli dane są trzy formy potrójne sześcienne 

to ich Jakobian  v ±  ^ ^ jgg^ funkcyą jednorodną 
cx ćy J2 

szóstego stopnia, zaś pochodne 

takiemiż funkcyami piątego stopnia względem zmiennych. 
Na tejże samej więc ,  co w poprzedzającym przypadku, zasadzie, 
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tworząc układ dwudziestu j eden równań 

jednorodnych i l i n i o w y c h w z g l ę d e m d w u d z i e s t u j e d e n i lości 

których-to równań spólne rozwiązanie jest j ednocześn ie s p ó l n e m 

rozwiązaniem (jednoznacznych) równań , powsta łych z przy-

równania danych form do zera, 

m o ż e m y z tego układu dwudziestu jeden r ó w n a ń metodą roz-

przęgającą otrzymać rugownik danych form potrójnych sześ -

c iennych f i , f i , f i , w postaci wyznacznika d w u d z i e s t e g o pier-

w s z e g o stopnia. 
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3 . Gdy dane są cztery formy poczwórne kwadratowe 

to ich Jakobian M  = J j e s t f u n k c y ą j e d n o -

rodną czwartego s topnia , a j ego p o c h o d n e 

trzeciego s topnia w z g l ę d e m z m i e n n y c h . Spó lne rozwiązanie 
układu r ó w n a ń 

jest spó lnem rozwiązaniem jednoznacznego układu dwudzies tu 
równań 

jednorodnych i l in iowych w z g l ę d e m dwudzies tu i lości 
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a wyznacznik tego układu dwudziestu równań, więc wyznacznik 
dwudziestego stopnia, otrzymany metodgi rozprzęgaj:jc§, przed-
stawi rugownik danych czterech form poczwórnych kwadra-
towych. 

Metoda, za pomocy której w powyższych trzech przypadkach 
otrzymaliśmy wyznaczników^ postać rugownika przy pomocy 
pierwszych pochodnych Jakobianu danych form, nie może być 
rozprzestrzeniony na inne układy form. 

^ 124. 

Jeśli dana jest n-krotna całka, 

a granice całkowania są oznaczone i skończone, f wypada ją 
przekształcić, zastępując zmienne y,....yn przez nowe zmienne 
Xi, . . . ,Xn, związane z dawnemi za pomocą związków 

( 1 ) 

skutkiem czego funkcya przechodzi na funkcyę 
n o w y c h zmiennych 
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to, rozumując podobnie jak w § l i G - y m , m o ż e m y związki ( ! ) 
zastąpić  ( w najogólniejszym przypadku) przez związki 

(2) 

c o prowadzi nas do związku (6) § 116-ego 

(3) 

Ponieważ tu porządek c a ł k o w a n i a jes t d o w o l n y , to , zaczynając 

od ca łkowania w z g l ę d e m yn, m o ż e m y w całce A i lość yn 

zastąpić przez prawą stronę ostatniego z równań (2); nadto, 

z p o w o d u , że, przy t e m ca łkowaniu , i lości y i , . . . , y n - i nie 

zmieniają się, wypadnie w podintegra lnem wyrażen iu zastąpić 

j e d n o c z e ś n i e dy IX przez 

(oraz o d p o w i e d n i o zmienić granice); będz ie w i ę c 

P o d o b n i e zważając, że, przy ca łkowaniu w z g l ę d e m y n - \ , m o -
ż e m y w ostaniem wyrażeniu i lość y n - i zastąpić przez prawą 
stronę przedostatniego z równań (2), oraz, że , przy tem cał-
k o w a n i u , i lości Xn nie zmieniają się, znajdziemy 
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Pos tępując lak samo wci^ż dalej, dojdz iemy nakoniec  do w y -

rażenia 

w t e m w y r a ż e n i u f u n k c y a wyrażona w s a m y c h 

tylko n o w y c h z m i e n n y c h jest funkcyą 

w e d ł u g zaś (3) i loczyn ^  . . . m o ż e b y ć zastąpiony przez 

Jakobian z m i e n n y c h d a w n y c h w z g l ę d e m zmiennych n o w y c h , 

tak, że 

§ 125. 

Gdy dane jest równanie różniczkowe cząstkowe, l in iowe 

i p i e r w s z e g o rzędu 

w k t ó r e m 

są funkcyami z m i e n n y c h 

i g d y 

( ' ) Przekształcenie całki dwukrotnej podał E U L E R (1759, Novi Commen-
tationcs Ac. Imp. Petropolitanae, t. X I V , sir. 72), całki trzykrotnej 
IjAGRANGE (1773, Mem, de I'Ac. de Berlin., str. 125), całki n-krotnej 
J A C O B I , (183Zi) De binis ąuibuslihet... (str.38); (18Zil) De Determinanti-
bus funtionalłbus (str. 358), oraz C A T A L A N 18ZiO {Bulletin de PAc. de 
BruxeLles,X. X I I I , s t r . 6; 18Zil, Mómoires couronnees de VAc. de Bruxelles', 
l.XIV). — Zasada przeprowadzonego tu postępowania wzięła jestz JACO-
Brego De Deterininantibus... 
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n — 1 0(1 siebie niezależnemi rozwiązaniami tego równania, 
tak, że, nazywając lewą stronę równania, np. przez '^(j/), mamy 

to można wyznaczyć mnożnik [multiplicator równania ró-
żniczkowego cząstkowego 

lub równania różniczkowego cząstkowego 

» 

lub też układu równań różniczkowych zwyczajnych 

przez który pomnożone rozwiązanie ^{yi) przedstawi Jakobian 
funkcyj względem zmiennych Jeśli bowiem 

w wyznaczniku J . . .  ^ ^ ilość dołączona do ele-
vXi vXii 

mentu ^ jest Ji,^, to z tożsamości (1) i wyrażenia dla «f(yt), 

t.  j. z układu związków 

(1) JACOBr, Teoria novi multiplicatoris systemati aeguationum diffe-
rentialium vulgarium applicandi (CRELLE, Journal, t. XXVII , str. 210) 
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wypada (§ 75) 

W razie, jeśli wartość tych r ó w n y c h s to sunków nazwiemy M, to 

l o ś ć M, czyl i t a k z w a n y /nnożni/c JACOBi'ego z a d o s y ć czyn i 

r ó w n a n i u r ó ż n i c z k o w e m u c z ą s t k o w e m u 

§ 126. 

Na szczególną uwagę zasługuje Jakobian funkcyj np . 

( l ) 

w z g l ę d e m z m i e n n y c h np. 
(2) 

w przypadku, gdy f u n k c y e (1) są p ierwszemi p o c h o d n e m i 

pewnej funkcyi u w z g l ę d e m zmiennych (2). Ten wyznacznik 

funkcyjny 

(1) Badania własności i zastosowań mnożnika JACOBI ' ego czytelniii znaj-
dzie wyczerpująco przedstawione w dziele: ZAJĄCZKOWSKI, Wykład nauki 

równariiach różniczkowych. Paryż, 1877 (część II,rozdziały XIV i XV.) 
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k t ó r y m o ż n a t a k p r z e d s t a w i ć : 

albo jeszcze, nazywając na p o d o b i e ń s t w o oznaczeń (1), 

w sposób taki : 

nosi nazwę luyznacznika funkcyi u, lub Bessiami, a w ł a -

sności jego mają rozmaite zastosowania tak w Algebrze , jak 

i w Geomelrvi . 

(1) IlESSE, Ueber die Elimination der Yariabeln aus drei algebraischen 
Gleichumjen vom zweiten Grade mit zioei Yeriabeln (CRELLE Journal, 
t . \ X V I I I , s tr . 83). Badania własności i zastosowań tego wyznacznika p r o -
wadził HESSE przez lat wiele, ogłaszając rezultaty lycli badań w.różnych, 
poczyna)\icod X X V I I I - e g o , tomach C R E L L E Journal. Aliano (dlcssianiD) 
dla tego wyznacznika wprowadził 

S Y L Y E S T E R {Cambridge and Dublin Math. Jour., t. VI, str . 186). 
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Z powodu, Że 

czyli 

l lessian jest wyznacznikiem symetrycznym (§ 90) . 
Jeśli u jest funkcyą m-ego stopnia względem n zmien-

nych .ri , . . . , Xn, to drugie jej pochodne są {m — 2)-ego stopnia, 
a jej Hessian, jako wyznacznik w-ego stopnia względem elemen-
tów (§ 8), t. j. drugich pochodnych, jest funkcyą n(m — 2 ) - e g o 
stopnia względem zmiennych. 

Hessian funkcyi M, zależnej od zmiennych (2), oznaczać 
będziemy albo  H, albo alboteż, skoro nam idzie o u w y -
datnienie zmiennych, od których funkcya u zależy, symbo-
lem H m ^ . 

§ 127. 

Jeśli dana funkcya u zmiennych 

( i ) 

skutkiem l iniowego przekształcenia (§ 82) 
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przechodzi na funkcyę zmiennych 

(5) 

to zależność między 

m o ż e m y wykryć w następujący sposób. 

Tak p o c h o d n e 

jak i p o c h o d n e 

(4) 

Sr̂  funkcyami i lości (1) zależnych od ilości (2). Stosując więc 

do funkcyj (3) i  do fnnkcyj (4) wzór (5) § 120-ego, m a m y 

gdzie 
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Związki (5) i (6) mogą być tak przedstawione: 

zkąd, podstawiając wyrażenie dla 

z pierwszego związku w drugi, otrzymujemy (') 

czyli 

Posiada więc Hessian charakter niezmienności (§89) . 

IJessian funkcyi jest jej niezmiennikiem, albo spółzmiennikiem. 

§ 128. 

Jeśli funkcya u jest jednorodną w-ego stopnia względem 
zmiennych to, jak wiadomo, 

Stosując tęż własność do funkcyj Ui, u^,..., Vn jednorodnych 
(m—l) -ego stopnia, mamy 

( 1 ) 

(O U E S S E , C . I., s t r . 89. 
3 3 
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Z tych w + 1 tożsamośc iowych z w i ą z k ó w 

jednorodnych w z g l ę d e m 7 1 i i lości 

wypada (§ 76) 

m 

Ilością doł^czon^ w tym wyznaczniku do p ierwszego g ł ó w n e g o 

e l e m e n t u jest wyznacznik (§ 120) symetryczny Hj .̂ Jeśli zaś 

i lo ść do ł§czon§ w wyznaczniku Hu do e l e m e n t u Uî k naz -

w i e m y Hi.fc, to , stosując  do powyższego wyznacznika ( syme-

trycznego) D rozkład § 93-ego wed ług e l e m e n t ó w p ierwszego 

j e g o wiersza i pierwszej ko lumny , mieć będziemy 

(•i) 

(i 1 , . . . ,  n ;  y = I , . . . , n),  co można (§ :28) i tak przedsta-

w i ć (*): 

(') IJESsii, Ueber Curuen dritter Classe md Curuen drilter Ordnuny 
(CRELLE, Journal,  t . XXXVIII, str. 2Zi2, wzór 4 . ) ' 
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Jeśli ilości dołączone w wyznaczniku D do e lementów Ui 
i nazwiemy odpowiednio Ui i Ui.fc, to wyznacznik dołą-
czony (§ 65) do wyznacznika D jest (§ 91) także symetryczny, 
i tak on, jak i jego wyznaczniki częściowe drugiego i wyższych 
stopni, są równe zeru (§ 69), to jest 

Z powodu równości zeru wyznacznika D układu równań (2), 
wartości ilości (3) są (§ 76) proporcyonalne względem ilości 
dołączonych w wyznaczniku D do odpowiednich spółczyn-
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ników któregokolwiek z równań (2). Będzie więc wogóle, 
uwzględniając powyższe wyrażenia dla Ui i U i j , 

zkąd otrzymujemy wyrażenia 

Wyznacznik dołączony do wyznacznika to jest wyznacz-
nik (§66) 

jest także symetryczny (§91) i jest funkcy? 1)(m—2)-ego 
stopnia względem zmiennych 

§ 129. 

Ponieważ Hessian funkcyi u jest (§ 126) Jakobianen) jej 
pierwszych pochodnych 

(1) HESSE, Ueber die Wendepuncte der Curven dritter Ordnung 
(CHELLE, Journal, t. XXVIII, sir. 1 0 3 , wzór 80). Ueber Curven dritter 
Classe und Cuwen dritter Ordnung (str. '2Zi2, wzory 5). 
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względem zmiennych 

to, według twierdzenia §-u 1 1 6 - e g o , m a m y t u : 

Jeśli między pochodnemi pierwszemijednorodnej funkcyi lozglę-
dem zmiennych istnieje związek, od zmiennych niezależny, to Hes-
sian funkcyi jest toisamościovjo równy zeru. 

Jeśli flessian funkcyi jednorodnej jest tożsamościowo r^wny zeru, 
to między pochodnemi pierwszemi funkcyi ma miejsce związek, 
niezależny od zmiennych. 

Jeśli między pierwszemi pochodnemi funkcyi jednorodnej u 
istnieje wzg lędem nich jednorodny i l iniowy związek, niezależny 
od zmiennych, 

(1) 

(więc Ui, tti,..., ttn są stałe), to, stosując do funkcyi u prze-
kształcenie l iniowe 

mieć będziemy wogóle 

czyli , wed ług (2), 
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na mocy założenia (1). Funlicya więc w,  po uskutecznieniu 
przekształcenia (2), niezależy od zmiennej z^ i jest tylko f u n k -
cy§ n — 1 zmiennycł i Zj, Zo,.--, 

Jeśli między pierwszemi pochodnemi jednorodnej funkcyi n 
zmiennych istnieje związek względem tych pochodnych jednorodny 
i liniowy, a od zmiennych niezależny, to dana funkcya może być, 
po uskutecznieniu liniowego przekształcenia, wyrażona jako funk-
cya n zmiennych Np. , gdy 

lecz tu 

w i ę c naprzód 

a następnie, stosując do funkcyi u przekształcenie l in iowe 

(») H E S S E , Ueber die Bedingung, unter welcher eine homogene ganze 
Function von u unabMngigen Yariabeln... (CRELLE, Jour., tom XLU, 
s t r . 1 2 2 ) . 
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znajdziemy 

§ 130. 

Gdy funkcya jednorodna Ui zależna od n zmiennych 

( 1 ) 
skutkiem liniowego przekształcenia może hyc wyrażoną za po-
mocą n — 1 tylko nowych zmiennych 

to Bessian funkcyi u względem zmiennych[\) jest tożsamościowo 
równy zeru gdyż według § 127-ego, 

wyznacznik zaś H^^ jest tożsamościowo równy zeru, gdyż 
w n im, na mocy założenia, 

Gdyby dana funkcya u była funkcyą jednorodną drugiego 
stopnia ( m = 2 ) względem n zmiennych (1), to, w e d ł u g wzo-
rów (1) § 1 2 8 - e g o , 

(2) 

(1 ) H E S S E , 1. c . , s t r . 1 1 9 . 
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W wyznaczniku tego układu równań l iniowych 

tak każdy e lement Wi.̂ t, jak i jego ilość dołączona Hf,fc są 
w naszym przypadku stopnia zero względem zmiennycl i , czyli 
ilościami stałemi. Z układu zaś równań (2) mamy (§ 71); 

Ztąd wypada , że, jeśli tożsamościowo H =  0 ,  ma miejsce 
związek 

jednorodny i l iniowy względem pierwszych pochodnych funk-
cyi u i od zmiennych niezależny, a t emsamem (§ 129) funk-
cya u może być wyrażoną przez n — 1 zmiennych. 

Jeśli Hessian funkcyi jednorodnej, kwadratowej, ilukolwiek n 
zmiennych, jest tożsamościowo równy zeru, to miedzy pierw-
szemi jej pochodnemi istnieje względem tych pochodnych jednoro-
dny związek liniowy, od zmiennych niezależny, i funkcya za pomocą 
liniowego przekształcenia może hyc przeobrażoną na funkcye jedno-
rodną n — 1 zmiennych. 

Jeśli u jest funkcyą jednorodną podwójną jakiegokolwiek 
stopnia, to 
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i, przy 

j e s t 

Jeśli tożsamościowo H = 0 , t . j . 

czyli 

to ze związku (3) wypada 

czyli 

Związek zaś 

to jest 

może mieć miejsce tylko wtedy, gdy stosunek Wi: u-j, jest od 

ilości tak Xi, jak niezależny, czyli : gdy jest stały. Nazy-

wając tę stałą wartość stosunku przez — —, mamy 
dl 

a tem samem (§ 129) funkcya u może być wyrażona jako funk-
cya jednej zmiennej. 

Jeśli Hessian funkcyi podwójnej, jednorodnej, jakiegokolwiek 
stopnia, jest tożsamościowo równy zeru, to między pierwszemi jej 
pochodnemi istnieje związek jednorodny i liniowy względem tych 
pochodnych, niezależny od zmiennych, i funkcya za pomocą linio-

http://rcin.org.pl



5 2 2 TEORYA WYZNACZNIKÓ^W. 

wego przekształcenia może być przeobrażona na funkcye jednej 

zmiennej, będącą jednomianem N p . 

j a k o ż 

( ' )  Ta własność formy podwójnej i poprzedzająca formy kwadra towej s? 
szczególnemi własnościami, odwrotnemi względem ogólnej, wypowiedzia-
nej na początku tego §-ii. Ogólnej własności odwro tne j ,  t .  j . ż e : ((jeżeli 
Hessian formy  z n zmiennemi jest tożsamościowo równy zeru , to ta forma 
za pomoc? liniowego przekształcenia może ł)yć wyrażony, jako zależna 
tylko od N — 1 zmiennycłi » usiłował dowieść HESSE (i.  C . , str . 1 1 9 , 
i w Zur Teorie der ganzen homogenen Fuhctionen, CRELLE, Journal, 
t. L V I , str . 2 6 3 ) . — TASCH , Zur Theorie der Hesseschen Determinante 
(CRELLE ,  t . L X X X , s t r . 1 6 9 ) , uważajgic dowody IlESSĘ'go za nieścisłe, do-
wodzi prawdziwości tego t .z . ((twierdzenia nESSE'gO)) dłasześciennych fonn 
tak potrójnych, jak i poczwórnych. GORDAN, Ueher einen Satz von Ilesse 
{Sitzungsberichte der physikałisch-m,edicinischen Societat zu Erlangen, 
ł lef t V I i r , s tr . 8 9 ; 1 8 7 5 ) podaje spólnie z N O E T H E R ' e m obmyślany, wielce 
skomplikowany dowód dla form potrójnycli . NOETIIER, Ueber die algebrai-
schen formen mit ideńtisch verschwindender IIesse'scher Determinante 
[Sitzungsberichte... He f tVI I I , s t r . 5 1 ; 1 8 7 6 ) , równieżspólniezGORDAN'em, 
w inny sposób dowodzi , że to twierdzenie  ma miejsce dla form potrójnych 
i poczwórnych, i podaje (str . 56) przykład, który wskazuje, że to twier-
dzenie nie jest ogólne. Mianowicie, jeśli A , B , C są podwójne formy [j - ego 
stopnia ([JI.>1) zmiennych X i \ X i , takie, że nie istnieje między n iemi 
liniowy związek, od zmiennych niezależny, to wtedy Hessian funkcyi 

widocznie jest tożsamościowo równy zeru , cłiociaż między p ierwszemi 
pochodnemi lej funkcyi nie zachodzi żaden związek liniowy, niezależny od 
zmiennych. 
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więc 

a po podstawieniu 

wypada 

131. 

Jeśli m a m y , wogóle , niejednorodną funkcyę f stopnia m-ego 
względem n — 1 zmiennych 

to podstawiając w nią zamiast tych zmiennych odpowiednio 

i mnożąc przez .Tn"", otrzymamy funkcyę jednorodną stopnia 
rn-ego względem n zmiennych 

którą nazwijmy  u \ funkcya przechodzi na funkcyę /', 
przy X n = i . 

Oznaczając, jak poprzednio, 
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mieć tu będziemy 

przy wartościach 2 , . . . , n  — 1 dla liczb f i /. 

Utworzymy wyznacznik n -ego stopnia 

albo 

Dodajmy do e lementów pierwszej kolumny ostatniego wyznacz-
nika odpowiednie elementy drugiej, pomnożone przez ~ Xi, 
e lementy trzeciej, pomnożone przez — elementy ostat-
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niej, pomnożone przez — Xn-i . Wtedy na mocy związków (2) 
§-u 128,jest 

czyli 

Pierwszy z wyznaczników po prawej jest ilością Hn,^. Co się zaś 
tyczy drugiego, to, postępując z nim podobnie jak poprzed-
nio z wyznacznikiem (1), mamy 
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Jest w i ę c 

(2) 

z t ego t o ż s a m o ś c i o w e g o związku okazuje się,  że systemat war-

tości zmiennych , zadosyć czyniący d w u r ó w n a n i o m 

zadosyć także czyni równaniu 

że zaś równanie u = { ) jest tem s a m e m rówtianiem,  co  f — O, 

w i ę c ze związku (2) wypada , że układ róivnań 

jest jednoznaczny z układem równań 

i odicrotnie. 

liiiShli, Ueber Curoen dritLer Ckuse und Curoen dritier Ordnuruj 
(CKELLE, Journal, t. X X X V I I I , str. wzór 5 na 03,3). Porów. str.  51 (i. 
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Jeśli n = 3, 373 rrr:l, zaś Xi \ X2 są prostokątnemi spół-
rzędnemi bieżącemi punktu, to równanie 

przedstawia ogólne równanie krzywej płaskiej m-ego porządku, 
której promień krzywości p w punkcie {xi, ^a) wyraża się 
przez znany wzór 

czyli 

Lecz 

więc 

Wraz ie , gdy A^) jest punktem przegięcia ki-zywej f—O, 

Gdy więc u jest jednorodną funkcyą zmiennych Xi, x.2, ^-3, 
przechodzącą na funkcyę  / , przy X 3 = l , to powiemy, ż e : 
punkty przegięcia krzywej f = ( ) , czyli w = 0, są wyznaczone 
przez równania 
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czyli, na mocy powyżej dowiedzionego, przez równania (*) 

Lecz równanie H = 0 przedstawia krzywą porządku 3(w—2)-ego 
(§ 126), więc punkty przecięcia ("2) krzywych w = 0 i H = 0 
są jednocześnie punktami przegięcia danej krzywiej u = 0 , 
czyli : krzywa 7?^-ego porządku posiada wogóle, co najwyżej, 
3w(m—2) punktów przegięcia Jeśli w = 3 , to 3w2(m—2)=9, 
czyli krzywa trzeciego porządku posiada 9 punktów przegięcia. 
Zważywszy, że H = O przedstawia krzywą trzeciego porządku 
i że dwie jakiekolwiek krzywe trzeciego porządku posiadają 9 
punktów przecięcia, możemy wszystkie krzywe trzeciego po-
rządku, przechodzące przez punkty przegięcia krzywej trzeciego 
porządku u=0, przedstawić przez równanie 

przy dowolnych stałych o i |3, oraz wnieść, że : wszystkie 
krzywe trzeciego porządku, które przechodzą przez 9 punktów 

(>) Pods tawia jąc w powyższe wyrażenie  na p war tość dla V, k tó ra t u , 
wed ług (2), j e s t : 

m a m y (IIESSE, 1. c . , s t r . 2/i3) 

(-) Liczba spótnycli rozwiązań d w u r ó w n a ń : K = O i 11 =  0 , jest i lo-
czynem icli s topni , w i ę c : 3m(m — 2). 

(3) H E S S E , Ueber die Wendepuncte der Cuwen dritter Ordnung. 
( C R E L L E , Journal, t. X X V [ I I , s t r . ŁO / t ) . 

{'') P L U E K E R , Solution d'une ąuestion fondamentale,.. ( G R E L L E , 

t . X l i , s t r . 105) . . 
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przegięcia pewnej krzywej trzeciego porządku, przecinają się 
wzajemnie w punktach przegięcia ('). 

Jeśli = zaś iCi, ajj, są prostokątnemi spół-
rzędnemi hieżącemi punktu, to równanie 

przedstawia ogólne równanie powierzchni m-ego porządku. 
A gdy promienie krzywości dwu przęcięć g łównych przez 
punkt x.2, oznaczymy przez pi i p^, to, według 
znanego wzoru (-), 

gdzie 

Dla punktów tej powierzchni, w których jeden z promieni pi 
lub Pi jest nieskończenie wielki , i. j. dla punktów przegięcia 
powierzchni (czyli jej punktów parabolicznych), jest w ięc V—0. 
Jeśli zatem przez u oznaczymy jednorodny funkcyę czterech 
zmiennych Xi, przechodzącą na funkcyę  f , przy 

( ' ) HESSK, I. C., s t r . 1 0 7 .  Tę własność posiadają krzywe lylko trzeciego 
porządku , ^dyż llessian jes t tegoż samego stopnia co funkcya lylko wtedy, 
gdy funkcya jest formą po t ró jną sześcienną, lub czwartego stopnia po-
d w ó j n ą . 

O Albo, według (2), 
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lo powimy, że : punkty przegięcia powierzclini 
czyli M = 0 , są wyznaczone przez równania 

czyli przez równania 

Równanie H = 0 przedstawia powierzchnie porządku 4(m—:2)-ego 
(§ 126), więc : punkty przegięcia powierzchni m-ego porz^idku 
leż§ na powierzchni porządku 4(/?j—'2)-ego ('), a linia prze-
cięcia tych dwu powierzchni jest linią przegięcia powierzchni 
?f = 0, czyli liniy jąj punktów parabolicznych. 

O llEssE, 1. c., sir. LOZI. 
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D O D A T E K 1. 
o WYZNACZNIKACH SZEŚCIENNYCH 1 WYZNACZNIKACH 

PORZĄDKU WYŻSZEGO. 

1. Maj§c danych n^ e l e m e n t ó w , nazwijmy je t§ż sara^ g łosky 

z trzema wskaźnikami (') , np. u m ó w i w s z y s ię , aby 

(') Znakowanie z trzema wskaźnikami spotykamy już u YANDERMOND^ 
w Remarques su?' les problenies de situation (Mtm. de Pac. de Parin, 
1771), a następnie u SOMOV'a w Mómoire sur les accelerutions de dioers 
ordres {Móm. dc rac. do S. Pełersbourg, t. VIII, 186/ł}, coicli doprowa-
dza do wyrażeń, będących wyznacznikami sześciennemi. 

Badaniem własności wyznaczników sześciennych i porządku wyższego 
zajmowali się: 

DE GASI'ARIS: Sur le detcrminanis dont les elements ont płusieurs 
indices (wpar Jean Blaise Grandpaso, 1861); Sopradueteoremi deideter-
minanti a tre indice ed un altra nuiniera di formazione de gli elementi 
diun determinante ad m indice {liendiconti deWac. di Napoli, t. Viii', 
1868). 

DAHLANDER: Om en Iclass funktioner, Iwilku ega jlera eycnskaper 
analoga med determinantemes. {Oefhers afK. Fe^.-Ac., foerliendi. 1863). 

ARMENANTE: Sui determinanti cubici. (BATAGLIMI, Giornale di mate-
rnatiche, t. V[, 1868). 

PADOVA: Sui determinanti cubici. (BATAGLIM, Giornale, t. VLJ. 
ŻEHFUss: Veber cine Erwciterung des Hegriffs der Determinanten, 

(Frankfurt, 1868j. 
GARBIERI: Determinanti format i di elementi eon un numeru qua~ 

lunque d'indici (BATAGLINI, t. XV, 1S77). 
GUENTHER (1. c. , w drugiem wydaniu rozdział IX). 
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każdemu z tych l izech wskaźników nadawać każdą z ti wartości 

Aby jednak formuły były wyraźnemi, piszmy, zamiast 
wprost {i,j,k), albo nawet {ijk) w razie, gdy wszystkie w'skaź-
niki są liczbami jednocyfrowemi , tak, że np. 

2. Te n^ e lementów ustawmy w stos sześcienny tak, żeby 
wszystkie n^ e l ementów, mających pierwszy wskaźnik /, były 
w jednej i tej samej płaszczyznie (warstwie) np. poziomej, od 
wierzchu ?-ej, żeby nadto wszystkie n^ e l e m e n t ó w , mających 
ten sam drugi w s k a ź n i k / , były w jednej i tej samej j-ej od 

zewnątrz (z pewnej strony uważając] płaszczyznie p ionowej , 
prostopadłej do płaszczyzny także pionowej od zewnątrz /v-ej 
(z pewnej uważając strony), zawierającej n- e lementów, p o -
siadających ten sam wskaźnik trzeci Oznaczmy nadto k i e -
runek, w którym od płaszczyzny do płaszczyzny zmienia s ię 
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wskaźnik i od i  do n, jakoteż te równoległe względem siebie 
płaszczyzny, przez I; kierunek, w którym się zmienia wska-
źnik j od 1 do n, jakoteż odpowiednie równoległe względem 
siebie płaszczyzny, przez II; wreszcie kierunek, w którym się 
zmienia wskaźnik h od 1 do n, jakoteż odpowiednie równo-
ległe względem siebie'płaszczyzny, przez III. Tc płaszczyzny 
I, i i i III płaszczyznami kierunkowemi. 

T a k n p , , gdy i ( / /S—(l i ) , to układy e lementów każdej 
z czterech płaszczyzn przedstawia się (uważając te płaszczyzny 
kolejno od góry) lak : 

8. Z tycłi n^ e lementów, w powyżej określony sposób usta-
wionycł i w stos sześcienny, czyli z tego systeinatu sześciennego 
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elementów, ulwórziny iloczyny po n e l ementów, wybranych 
tak, aby w każdy iloczyn weszły elementy z każdej z n płasz-
czyzn I, z każdej z n płaszczyzn II i z każdej z n płaszczyzn III, 
ale, aby w żadnym iloczynie nie było jednocześnie d w u e le -
mentów jednej oddzielnej którejkolwiek z łych płaszczyzn. 
Jednym z takich i loczynów będzie np. iloczyn 

( I ) 

Jeśli nazwiemy liczbę 

to takich różnych iloczynów będzie N^ Wszystkie możemy 
wyprowadzić z iloczynu f l ) , niezmieniając jednych, np. drugich 
wskaźników, a przestawiając w nim naprzód np. pierwsze 
wskaźniki e lementów między sobą, a w każdym z tak otrzy-
manych n iloczynów przestawiając wskaźniki trzecie między 
sobą. 

Iloczyn (1) poprzedźmy przez znak -[-• Innym zaś w sposób, 
powyżej opisany, zeri utworzonym iloczynom nadajmy znak 
Inb —, stosownie do tego, czy summa dwu liczb : liczby zmian 
w układzie pierwszych wskaźników i liczby zmian w układzie 
trzecich wskaźników, jest parzystą, czy nieparzystą. Tak np. , 
przy n = . \ , iloczynowi 

wypadnie nadać znak —, gdyż w układzie pierwszych wskaź-
ników 4132 jest zmian 4, a w układzie trzecich wskaźników 4312 
jest zmian 5, zaś 4-)-"> = 9, liczba nieparzysta. 

4. Summa algebraiczna wszystkich tych N^ różnych iloczynów 
po >1 e lementów, poprzedzonych przez właśc iwe znaki, tworzy 
lor/znacznik sześcienny (n-ego stopnia) danego systematu sześ-
c iennego e lementów. 
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Tak np., gdy n = 3, ło mamy następujący wyznacznik sześ-
cienny 3^ = 27 e l ementów o  ( l . 2 . 3 ) - : ^ - 3 6 wyrazach : 
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któryby można tak oznaczać 

czyli właściwie 

5. Jeśli  we wszystkich wyrazach wyznacznika przestawimy 
wzajemnie pewne dwa pierwsze wskaźniki e l ementów między 
sobą, to liczba zmian odpowiadających układowi pierwszych 
wskaźników e lementów każdego wyrazu powiększy się o liczbę 
nieparzystą (§ 49), skutkiem czego summa liczby zmian pierw-
szych i trzecich wskaźników takoż powiększy się o l iczbę niepa-
rzystą, a tem samem wyrazy, które były dodatnemi , staną się, 
p o o w e m przestawieniu wskaźników, odjemnemi, i wzajemnie. 

Tożsamo będzie, jeśli  w e wszystkich wyrazach wyznacznika 
wzajemnie przestawimy pewne dwa trzecie wskaźniki między 
sobą. 

Gdybyśmy zaś  we wszystkich wyrazach wyznacznika przesta-
wili wzajemnie pewne dwa wskaźniki drugie między sobą, 
to zważmy, że przestawienie w jakimkolwiek wyrazie np. 

(1) 

dwu wskaźników drugich x i y, 

(2) 

jest jednoznaczne z przestawieniem jednoczesnem w tymże 
iloczynie (1) dwu wskaźników pierwszych d i m oraz dwu 
wskaźników trzecich 5 i 

(3) 
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a wypadki tych działań, iloczyny (2) i (3), odróżniają się tylko 
porządkiem czynników. Liczba zaś zmian w układach pierwszych 
i trzecich iloczynu (3) powiększyła się, według powyższego, 
o summę pewnych dwu liczb nieparzystych, czyli iloczyny 
(3) i ( l ) są sobie równe i przoz ten sam poprzedzone znak. Aże 
iloczyn (2) jest tymże samym i loczynem (3), więc i iloczyn 
mieć będzie tenże sam znak, co iloczyn (1). T o ż s a m o co do 
każdego wyrazu wyznacznika. 

Według więc przyjętej tu zasady (nr. 3) przy określeniu 
wyrazów wyznacznika, wypada powiedzieć : 

Wyznacznik sześcienny zmienia znak, jeśli wzajemnie przesta-
wimy dwie płaszczyzny I, luh też dwie płaszczyzny III. 

Wyznacznik sześcienny nie zmienia znaku, jeśli lozajemnie prze-

stawimy dwie płaszczyzny II. 

Będzie więc np. wyznacznik 1) nru 4-ego 
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! 

czyli 

Złgd jeszcze wypada : 

Wyznacznik sześcienny jest tożsamościowa równy zeru, jeśli 
dwie płaszczyzny luhteż dwie płaszczyzny 1 1 1 , mają wszystkie 
elementy odpowiednio sobie równe. 

0. Zgodnie z wyżej podanym -(nr. 8) sposobem tworzenia 
wyrazów wyznacznika z wyrazu g łównego (11 l)(2i22)...(nr/n), 
i na mocy drugiego z twierdzeń nru 5-ego możemy powiedzieć: 

Wyznacznik sześcienny w-ego stopnia może być przedstaudony 
jako summa 1 .2 . . .n zwykłych {płaskich) ivyznaczników n-ego 
stopnia ('), biorąc dla utworzenia oddzielnego wyznacznika 

(') D.\iif.AXnEi{, l , c . , s n ' . 300. 
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Z każdej z równoległych (w pewnym kierunku) płaszczyzn ko-
lejno coraz inne rzędy równoległe. Tak np. 

7. Iloczyn dwu zwykłych (płaskich) loyznaczników jest wy-
znacznikiem sześciennym. 

Gdy mamy dwa zwykłe wyznaczniki n-ego stopnia : 
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to ich iloczyn 

jak wiemy (§§43, 44), rozłożony być może na n» wyznaczników-
skłaflników ( § 2 8 ) , z którycli tylko 1 .2 .3 . . .n jest różnych od 
zera (§ 30). — Utworzymy wyznacznik sześcienny D, którego 
równoleg łe w pewnym kierunku płaszczyzny niechaj będą 
utworzone przez e lementy : 

pierwsza 

druga 

i t.  d. (wogóle e l e m e n t y ' i - e j płaszczyzny wyznacznika D sg 
elementami wyznacznika A pomnożonemi : elementy pierwszej 
kolumny przez bi^i, drugiej przez oslatniej przez 

Z tak utworzonego wyznacznika D biorąc z tych płaszczyzn 
kolejno coraz inne rzędy (kolumny owe) równoległe , otrzy-
mamy według ustępu poprzedzającego, 1.2...w płaskich 

( 1 ) P A D O V A , ( I . c . , s t r . 1 8 3 ) . 
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wyznaczników składników, ijędącycli jednocześnie różnemi od 
zera wzmiankowaneini powyżej składnikami wyznacznika C. 
Zatem 

8. Jeśli, rozwinąwszy wyznacznik sześcienny n-ego stopnia, 

oddzielimy wszystkie wyrazy, w które wchodzi e lement 

a w nich ten właśnie czynnik wyłączymy za nawias, to w na-

wiasie powstanie summa wyrazów, a w każdym wyra-

zie n—1 czynników, nienależących do e-ej z płaszczyzn I, ani 

do y-ej z płaszczyzn II, ani do /c-ej z płaszczyzn III, tak, że wyra-

żenie w nawiasie będzie wyznacznikiem sześciennym (w— i ) -ego 

stopnia stosu sześciennego e lementów, powstałego z danego 

skutkie musunięcia /-ej płaszczyzny I, / - e j płaszczyzny II, oraz 

/i-ej płaszczyzny III. Ten wyznacznik (n — I ) - e g o stopnia, 

może być wraz ze znakiem, z jakim go wziąć nnleży, wyrażony 

przez pochodną danego wijznacznika sześciennego 

względem (wyraźnego) ajj.fc, to jest przez 

Aby wyznaczyć znak, z jakim powinien być wzięty ten 
wyznacznik sześcienny (n — l ) - e g o stopnia, żeby przedstawiał 
dokładnie spółczynnik przy aij^k w danym wyznaczniku 1), 
zważmy, że możemy / - ą z płaszczyzn H przestawiać kolejno 
z płaszczyznami równoległemi do niej, przed nią będącemi, 
co nie wpłynie na zmianę znaku (ustęp 5). Skutkiem tego 
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przestawienia pierwszą pionową płaszczyzną II łjędzie 

Gdybyśmy teraz z-ą poziomą płaszczyznę przesuwali w góre 
dotąd, dopóki ona nie stanie się pierwszą, to za każdem 
przestawieniem jej z płaszczyzną, nad nią będącą, wyznacznik 
zmienia znak (nr. 5); zatem, po uskutecznieniu tych i — 1 
przesunięć, wyznacznik zmieni — I) razy swój znak (§25) . 
Robiąc to samo następnie z A-tą pionową płaszczyzną Ilf, znaj-
dziemy, że wyznacznik zmieni znów swój znak k — 1 razy. 
Ostatecznie więc (') spótczynnik przy aij^k w ivyznaczniku 
sześciennym D będzie przez 

pomnożonym wyznacznikiem, powstającym z I), przez opuszcze-
nie \-ei płaszczyzny]-ej plaszczyzny^y, orazk-ej płaszczyzny \\\. 

To daje nam możność rozłożenia loyznacznika sześciennego 
według n"^ elementóiu którejkolwiek z płaszczyzn kierunkowych. 

( ' ) G U E N T H E U p r z y j m u j e iniiji zasado rozumowania , co prowadzi go <lo 
błędnego twierdzenia, lak ,że i i ip . rozwinięcie wyznacznika X;d: : ( l l l ) ( ' i22} 
na s i r . 190 (1. c.) jes t ,  co do znaiiów, inne, niź na str . 189, a w drug im 
wierszu rozwinięcia wyznacznika i ] ± : ( l l l ) ( 2 2 2 X 3 3 3 ) znalii (str, 190) 
powinny być wprost p rzec iwne . ARMENANTK (I.  c. s t r . 177), nieuwzględ-
niaj^c, źo jeden szereg wskaźników winien być niezmienny, błędnie 
wyznacza znak. 
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Np. 1'ozkładajyc wyznacznik S ( 1 1 w e d ł u g e leuienlów 
di-ugiej płaszczyzny I, mamy 

9. Opierając się na tym rozkładzie wyznacznika sześciennego 
według e lementów płaszczyzny kierunkowej, łatwo dowieść , że 

* 

Aby wyznacznik sześcienny pomnożyć przez jakąkolwiek ilość, 
należy przez nią pomnożyć loszystkie elementy jednej którejkolwiek 
z jego płaszczyzn kierunkoiuych. 

Jeśli icszystkie elementy jednej płaszczyzny kierunkowej są sum-
mami m składników', to wyznacznik dany może być rozłożony na 
summę m składników, z których każdy jest także ivyznacznikiem 
sześciennym tegoż samego stopnia, co dany. 

Jeśli wszystkie elementy wyznacznika sześciennego z jednej strony 
którejkolwiek z płaszczyzn przekątnych stosu sześciennego elementów 
są zerami, to dany icyznacznik sześcienny redukuje się do poprze-
dzonego właściwym znakiem wyznacznika zwykłego {płaskiego) 
elementów, znajdujących się w owej plaszczyznie przekątnej. 

10. Pochodna pierwsza wyznacznika sześciennego względem 
elementu przedstawia ilość, dołączoną w tym wyznaczniku do 
owego e lementu (nr. 7). Podobnie znaleźlibyśmy, że m-ta 
pochodna wyznacznika sześciennego «-ego stopnia przedstawi 
dokładnie dopełniający, {n— m)-ego stopnia, odpo-
wiedni wyznacznik częściowy, 7«-ego stopnia, danego wyznacz-
nika sześciennego. 

Przy pomocy tych wyznaczników częściowych mogl ibyśmy (') 

( ' J AHMENANTE ( I . c . , s i r . 1 8 0 ) . 
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uskutecznić rozkład luyznacznika sześciennego według wyznacz-
ników częściowych peiunej kombinacyi płaszczyzn równoległych 
(§ 51), odnaleść odpowiednie uogólnienie twierdzenia luyznacz-
nikowego (§ 55), oraz różne odpowiednie wnioski wyprowa-
dzić. Wyrażenia te jednak byłyby wielce złożone, a przedsta-
wienie ich należyte nie byłoby tu całkiem usprawiedliwione 
v/ażnością ich zastosowań. 

11. W podobny sposób, jak powyżej , przy pomocy trój wskaź-
nikowego znakowania e lementów, doszliśmy do wyrażeń wy-
znacznikowych sześciennych, możemy również, oznaczając n'" 
elementów przez tę samą głoskę z m wskaźnikami, utworzyć 
wyrażenie, będące wyznacznikiem m-ego porządku, w-ego 
stopnia. 

Jeśli same tylko wskaźniki, bez głoski, pisać będziemy, to 
wyraz główny takiego wyznacznika jest 

Jako odpowiadającą rzędowi e lementów w wyznacznikach 
płaskich, a płaszczyznie e lementów w wyznacznikach sześcien-
nych, przyjmiemy tu « warstwę » e lementów posiadających 
pewien jeden (z klóregokolwiek «szeregu)) wskaźników) len 
sam wskaźnik. W wyznaczniku jest więc n warstw ((równo-
ległych » w pewnym «kierunku,)) a w każdej n"'—^ ele-
mentów. 

Aby z wyrazu g łównego utworzyć pozostałe, przyjmijmy, że 
pewien np. szereg wskaźników, t. j. l(j), 2(g),..., n(ę), wciąż 
pozostaje niezmiennym (*) (te n warstw r/-ego kierunku nazy-

(') Jeśli wyznacznik jest nieparzystego porządku, to najdogodniej p r z y -
jąć, że środkowe wskaźniki są nieporuszane przy rozwijaniu wyznacznika. 
Na niezmienność wskaźników pewnego szeregu zwrócił uwagę ZEHFUSil 
(1. c . ) , k tóry, dla odróżnienia , oznacza je liczbami rzymskiemi . 
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wać będziemy ((stałemi »). Przestawiajmy zaś  we wszelki 

możliwy sposób: wskaźniki 1-ego szeregu między sob§, 2 - g o 

między sobą — l ) - e g o między sobą, ( ( / - [ - l ) -ego między 

sobą , . . . , ?n-ego między sobą. Skutkiem tego, jeśli nazwiemy 

wyznacznik mieć będzie 

wyrazów. Znak każdego wyrazu określimy w ten sposób. Jeśli 
w / -ych wskaźnikach ma miejsce pi zmian, to wyraz posiada 
znak lub  —, stosownie do tego, czy odnosząca się do tego 
wyrazu summa 

jest liczbą parzystą, czy nieparzystą. v 

Z tego jeszcze wypada, że : 

Wyznacznik zmienia znak, jeśli dwa wskaźniki, odpowiada-
jące pewnym warstwom nie będącym stałemi, wzajemnie jeden 
przez drugi  we wszystkich wyrazach zastąpione zostaną. 

Jeśli  w e wszystkich wyrazach wyznacznika wzajemnie jeden 
przez drugi zastąpione zostaną dwa wskaźniki, odpowiadające 
warstwom stałym, to wyznacznik, stosownie do parzystości 
lub nieparzystości jego porządku, zmienia znak, lub nie zmie-
nia znaku. 

Wyznacznik porządku parzystego jest zerem, gdy elementy 
dwu jakichkolwiek warstw równoległych są odpowiednio te 
same; w razie zaś nieparzystości jego porządku jest wtedy 
zerem, gdy o w e o odpowiednio jednakowych elementach 
warstwy nie są warstwami stałemi. 

iMnożąc wszystkie elementy pewnej warstwy wyznacznika 
85 
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przez ten sam czynnik, tem samem mnożymy dany wyznacznik 
przez ten czynnik. 

Jeśli wszystkie e lementy pewnych warstw a, 3 , . . . , e (równo-
ległych lub nie) są summami odpowiednio składni-
ków, to wyznacznik może być wyrażony jako summa SaSi...Si 
składników wyznaczników (tegoż,  co dany, porządku). — 

Wyznacznik wyższego porządku niożna także rozłożyć w e -
dług n'"-* elementów jakiejkolwiek, np, r-ej warstwy. Spół -
czynnik każdego e lementu będzie wyznacznikiem tegoż samego 
porządku, lecz o jedność niższego stopnia, powstałym z danego 
przez opuszczenie m różnokierunkowych warstw, zawierają-
cych  ów element, wziętym nadto z właśc iwym znakiem. Tak 
spółczynnik e lementu 

będzie miał znak (') określony, przy m m'eparzystem, przez 

(1) GUENTIIER ( l, c . , s ir . 19 i ) podaje iune prawidło ogólne na okreś le-
nie znałcii lego spółczynnilca. O l)łę(lności talcowego przekonywa clioćljy 
la ołioliczność, że ono się nie sprawdza przy m = 2, lo jesl , gdy dany 
wyznaczniłi jest płasliim. 

Już pu oi)racowaniu tego Dadalkii doszła mnie praca OARBIERI'ego, 
w ł^tórej zna jduje się inna ogólna formuła na określenie tego znaku , zgodna 
jednałc z podanenii powyżej . Gdy bowiem oznaczymy 

to znak , według GAiU!iEni'ego (1. c . , sir. 99), l)ędzie (lak przy parzys-
tem jalv i nieparzyslem m) określony przez 
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a przy m parzystem, przez 

w razie, gdy e l ementy wyznacznika 1) są od s iebie niezależne/ 

lo ten spó łczynnik będzie wyrażony przez 
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D O D A T E K II. 

ZASTOWANIA WYZNACZNIKÓW DO GEOMETRYI^ 

•leżeli oznaczymy 

(1) W baclaniacli geometryczDycli tak przedstawienie zwigzków, jak i ich 
przekształcanie i roztrząsanie znakomicie się ułatwia przez zastosowanie wyra-
żeń wyznacznikowycl i . Rozejrzeć się jednak w ogromie prac w tym kierunku, 
ugrupować icli rezultaty i takowe wykładem systematycznym powigzać ze sołjg: 
praca-to wymagajgca czasu jjardzo wiele i odpowiednia przy opracowaniu 
oddzielnego studyum z takim celem. Ze śc ieśnionego zaś założenia, jakie tu 
może być postawione , mianowicie : wskazać czytelnikowi zastosowania własno-
ści wyznaczników do badań geometrycznych najprostszych, najlepiej, zdaje się, 
można się wywigzać, podając wyjątki z kilku odpowiednich prac poważnych, 
z którycli pierwsza (2) powszechnie , jako klassyczna, jest uważana. 

(2) Ustęp I stanowi przekład z opuszczeniem poczgtku (określenie wyznacz-
nika) i zakończenia (por. § 0 4 ) pracy JoACHiMSTHAL'a Sur quelqaes applications 
des delerminanls d la Geometrie (CUELLI;, Journal, t. XL, 1850 r, 

(Wie le niateryału odnoszącego się  do najprostszych zastosowań wyznaczni-
ków do Geonietryi, zgromadził DOSTOR Elements de la thśorie des Delermi-
nanls avec applicalion d l'algebre, la trigonomelrie et la geometrie 
analytiąue dans le plan et dans 1'espace. Paryż, 1877 . 

Wyznaczniki , jako jedno z narzędzi badania, są należycie uwzględnione 
w dziele ; SĄGAJŁO: Zasady Geometryi analitycznej według pracy PAiNviN'a. 
Część  I . Paryż, 1877. 
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O iO 

to mieć będziemy 

czyli 

a wzór podobny odnosi się również do wyznaczników jakiegokolwiek 
stopnia. Można tego wzoru dowieść, rozwiązując dwoma różnemi sposo-
bami równania 

gdzie u, V, w  s? n iewiadomemi. Istotnie można albo zacząć od podsta-
wienia wartości dla U, V, W w pierwszy uk ład , albo wyraziwszy U, V, W 
z pierwszego uk ładu , podstawić wyrażenia znalezione w drugi układ, 
l^orównywaj^c wartości dla u, v, iv, o t rzymane temi dwiema drogami ( ' ) , 
albo tylko ich mianowniki , o t rzymamy bezpośrednio wzór (1). 

Pewien szczególny przypadek zasługuje jeszcze na uwagę . ł>rzyjmujoc 

kładoc nadto 

( i ) Porównaj § 84. 
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ze związków ( D i CS) otrzvmaniv 

(3 ) 

( A ) 

(5) 

Jest również 

Wartość wyznacznika po p rawe j jest 

Wszystkie te związki mogą i)yć zastosowane do formuł Geometryi 
anali tycznej , przedstawiających się pod postacią wyznaczników. Przytoczę 
tylko dwa wzory, mianowicie : na pole t rójkąta i na objętość ostrosłupa 
t rójkątnego, wyrażone za pomocą spółrzędnycli proslokątnycłi wierz-
chołków. Niecłiaj A przedstawia pole trójkąta o wierzcliołkacli (x, y), 
i^u yi), y-i); jest wtedy 

albo, gdy początek jes l w j ednym z wierzcł iolków, 
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Objętość ostrosłupa, którego jeden z wierzchołków jest w początku układu 
może być wyrażona przez wzór znany 

a w przypadku ogólnym przez wzór 

(7) 

Po podaniu tycb. zasad, przeciiodzę do rzeczy. 

2 . ZAGADNIENIE. — Wyrazić pole trójkąta za pomocą równań trzecb 
boków. 

i iównania boków niechaj będą 

( 8 ) 

•d{x,y) punkt przecięcia drugie j i Irzeciej pros te j , wierzchołek 
przeciwległy drugie j prostej i (.r", ?/") trzeci wierzchołek trójkąta. 13e-
dziemy mieć widocznie dziewięć równań 

gdzie p, p' i  p " oznaczają trzy ilości różne od zera , których wartości 
niżej oznaczymy. 

Utwórzmy wyznacznik stron lewych i wyznacznik stron prawych i po-
równa jmy te wyrażenia. Wyznacznik prawych stron 
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jes t pp'p". Wyznacznik stron lewych, według (1), może być rozłożony 
na (lwa czynniki 

z którycli pierwszy, bez względu na znak , jest podwójnem polem t r ó j -
kgila danego, czyli = ± : 2A. Pisząc 

mieć bętlziemy 

(10) 

Wartość dla p znajdziemy, rugu jąc x i y z r ó w n a ń 

albo, co wychodzi na jedno, podstawiając n — p zamiast n w równanie 
N = 0.  To nam d a j e 

i również 

Przydatek ( ' ) . Łatwo teraz znaleźć wartości boków. 

(1) «( iOrol la ire .» 
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Niechaj f będzie dlugościgi boku przedstawionego przez pierwsze 
równanie (8), a n odpowiadającą wysokością; mieć będziemy 

zkąd 

3. ZAGADMEISIE. — Znaleźć objętość ostrosłupa t rójkątnego z równań 
ścian. 

Iiównania czterecli ścian n iechaj będą 

(12) 

n(x,y,z), {x',ij',z'), {x",y",z"}, {x"', y'", z"'} wierzchołki od-
powiednio przeciwległe. Możnaby ustanowić szesnaście równań , podo-
i)nycli dziewięciu równaniom n r u poprzedzającego, i otrzymać za pomocą 
takiegoż samego postępowania 

( 1 3 ) 

gdzie 

iNazywając głoską N pierwszy wyznacznik wzoru (13), mamy 
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gdyż wyznacznik N jest liniowy względem ilości a ' " , 6 ' " , c" ' , d"'. Lecz 
ponieważ p jest dane przez równanie N = O, w którem « " ' zostało 
zastąpione przez a'" — p, to znajdziemy 

Wyznacznik drugi wzoru (13), Ijez względu na znak, przedstawia sześć 
razy wziętą objętość ostrosłupa ; mieć więc będziemy 

m 

Oto jest formuła żądana. 

Przydatek. Jeśli A, B, C, I) są pola czterecłi ścian odpowjadających 
czterem równaniom (12), i jeśli Ir jest wysokość opuszczona na ścianę A, 
mają miejsce równania następuiace 

skutkiem czego 

i również 

(15) 

To są wyrażenia ścian. 
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Porównywając iloczyn ABC. z mamy 

( 1 6 ) 

Załóżmy (co jest oczywiście możl iwem), że a, u',  a " są dostawami 
kątów, jakie prostopadła, opuszczona z początku na ścianę A, tworzy 
z k ie runkami dodatnemi osi, i toż samo co do ścian B i C. Nazwijmy 
prócz tego kąty dwuścienne między ścianami 11 i C,  C i A, A i 15 odpo-
wiednio przez /,  m, n i p rzy jmi jmy początek uk ładu we wnęt rzu os t ro -
słupa. I?ędzie wtedy 

Tworząc wyznacznik N, zna jdu jemy 

Kwadrat tego wyrażenia przy jiomocy związku (/i) przekształconym l)yć 
może na 

zkąd wypada 

(17; 

wzór , którym objętość ostrosłupa przedstawioną jest przez trzy ściany 
i kąty dwuścienne , jakie one tworzą. 

1'óźniej wrócimy do ostrosłupa, a teraz przejdziemy do innych zagad-
nień, któro mogą być rozwiązane za pomocą wzorów (3) i (6). 
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Zł. ZAGADNIEME. Znaleźć promień koła, przechoclzgicego p r z e z irzy 
dane punk ty . 

Jedyna t rudność jest znaleźć tu postępowanie symetryczne dla w y r u g o -
wania ilości a i p z trzech równań 

Gdy przyjmiemy 

to według (3) i ih), mamy 

gdzie 

etc. 

Lecz ze względu na równania (18), jesl 

więc 

j ak również 

(18) 
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gdzie  / , f j , h s? t rzema bokami trójk?la, u tworzonego przez punkty 
dane . Zląd zatem wypada 

Lecz jest 

gdzie A jest polem t rójkąta . Zatem , czyli 

(10) 

l'rzy(latelc l - y . Wzór pojjrzedzajiicy, wyrażający lwici'tlzcnio dobrze 
znano, bezpośrednio prowadzi do równania promienia kola stycznego do 
trzech innych kół. 

Niechaj O będzie środkiem a p promieniem kola dotykającego w len 
sam sposób trzy okrt^^gi kół, z założenia zewnętrzne j edne względem 
drugicli ; n iecha j nadlo a i b będ;? d w o m a punklami styczności, r i r' 
promieniami odpowiednich kół, zaś A i 15 icłj ś rodkami . W dwócli t r ó j -
kątacli AOB i aOb, maj^icycli spoiny kgt O, jest 

a pierwiastek z ni ianownika przedstawia 

http://rcin.org.pl



5 5 8 TEORYA WYZNACZNIKÓW. 

długość Stycznej zewnęt rzne j , wziętą między d w o m a punli tami styczności. 
Zatem, oznaczając przez F, (i, II odległości ś rodków A, B, G od środka 
koła szukanego, przez /', g, h spólne styczne zewnęt rzne , w powyższy 
sposób określone, a przez  f , g', li' odległości bc, ca, ab, gdzie a, b, c 
są punk tami styczności okręgu koła (O) z okręgami kół (A), (B), (C) , mieć 
będziemy, według (19*) ^ 

a ze względu na wzór, (19) 

gdzie pole A trójkąta jest wyrażone przez jego boki. Podstawiając tu 
wartości poprzedzające , mamy 

(19 bis) 

Ta uwagi godna 1'ormuła daje p iomień gdyż trzy odległości n iewia-
dome F, G, łl zależą od czterech promieni p, r, ?•', r" przez związki 

(20) 

.leśli koło szukane nie dotyka wszystkich okręgów w ten sam sposób, to 
dwie z pośród ilości  f , g, h staną się s tycznemi spólnemi wewnęl rznemi . 
.leśii koła nie są zewnę t rzncmi j edne względem drugich , to trzeba u sku -
tecznić niezbędne zmiany, k tóre bez trudności znaleźć można . 

Przydatek 2-i. l 'ostępowanic symetryczne , któregośmy tu stosowali , 
da je nam także możność rozwiązania zagadnienia odnoszącego się do 
ellipsy, podobnego do powyżej rozwiniętego. 

5. Z A G A D N I E N I E . Wyznaczyć pole t rójkąta wpisanego w ellipsę. 

Niechaj {x, y), (cc', y'), (x", y") będę t rzema p u n k t a m i ellipsy 

(21) 
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% 

a im przeciwległe cięciwy miedzy lenii pnnktani i niech i)ędą odpowied-
nio  f , (j, Ir, polowy średnic równoległych do  f , y, h n iechaj będ;ji odpo-
wiednio D, D', D", zaś A polem trójkąta wpisanego. Nazwijmy 

zatem 

gdzie 

Mając na uwadze równanie ellipsy, mamy S j = 6 ' , = 6 . 2 = 0 i 
fiecz 

czyli 

Ztąd wypada 

lo j e s t : 

Podwójne pole t rójkąta wpisanego w ellipsę tak się ma do iloczynu 
osi, jak iloczyn jego boków do iloczynu średnic do nich równoległych. 

Przydatek J -y. Dla koła, przez teżsame punk ty przecliodzącego, 
mieć będziemy 

gdzie jest proniień koła : więc 
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Dzieląc ten związek, który jest związkiem (19), przez (22), o t rzymujemy 

(23) 

to jes l : 

Promień koła przecłiodzącego j)rzez trzy punkty ełlipsy jest równy 
iloczynowi polów średnic równoległycłi  do boków trójkąta wpisa-
nego, podzielonemu przez iloczyn polów osi. 

Przijdatek 2-i, Równanie przecięcia oslrokręgowego, odniesionego do 
jednego z ognisk, jako początku. 

nada je się do r achunku podobnego do powyżej rozwiniętego. Niechaj 
s, t, u będą trzema cięciwami poprowadzonenii przez ognisko i równo-
leglemi do trzech boków trójkąta wpisanego, O czwartą cięciwą prze-
chodzącą przez ognisko i prostopadłą do osi wielkiej, a r promieniem 
koła przechodzącego przez wierzcliołki trójkąta wpisanego; mieć będziemy 

Przydatek 3-i. Wzory poprzedzające są możliwe do uogólnienia, k tóre 
w krótkości wyłożę. 

Kiechaj 

będzie równaniem przecięcia oslrokręgowego, a {j-',y), {x', y'), {x",y") 
irzema jakiemikolwiek punktami , leżącemi lub nie leżącemi na tem 
przecięciu. I ' rzyjmijmy 
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Kładąc nadto 

gdzie A jest polem trójkąta utworzonego przez te t r z y punk ty , mamy 

Lecz według (1) 

więc 

T e n wzór obe jmu je wielką liczbę p rzypadków. Dla t rójkąta wpisanego 
mamy s,, = Si = S i = O i o t rzymujemy formuły już rozwinięte. Dla trójki 
punktów sprzężonycli , I.  j . takich trzech punktów, które mają własność, 
że biegunowa każdego punk tu przechodzi przez dwa pozostałe, mieć 

i 
1 r 

będziemy po , = = O i f^ = ^{ab){sQSiS.2f. Lecz wyraże-
1 

• l i e f p + l ^ j oznacza odległość punk lu od środka przecięcia ostro-

kręgowego, podzieloną przez połowę średnicy, mającej tenże kierunek co 
owa odległość; zatem : 

Jeśłi e, ei, e, są odległościami trzech punktów sprzężonych od 
środka przecięcia ostrokręgowego, d, d i , rfg połowami średnic, 
mających tenże kierunek co odległości e, e,, 62, to pole trójkąta 
między temi punk tami sprzężonemi jest 

(26) 

gdzie a i 6 są połowami osi przecięcia ostrokręgowego. 
l ' rzejdźmy teraz  do kuli i  do ostrosłupa. 
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6. ZAGADNIENIE. — Zualeźć p iomień kuli przechodzącej przez cztery 

punkty dane : 

INiechaj będzie odległością punktów 

» )) 

wtedy A i X', i [iJ, v i będą przeciwłegłemi krawędziami ostro-
słupa t rójkątnego między cz terema punktami danemi . Postępowanie przy 
rugowaniu a, p, y z czterech równań 

jes! takież samo, j ak w nrze Ziym. Przyjmi jmy 
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gdzie P jest objętością ostrosłupa trójkątnego. Owóż, wediiig (5), 

gtlyż jak również 

zaś 

i |)odobnież dla Ztąd wypada 

Wartość ostatniego wyznacznika może być wypisaną według (5 bis); otrzy-

mamy mianowicie 

:27) 

P . CRELLĘ pierwszy podał tę godn? uwagi postać t(!go zwigzku, klóry 
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bez trudności o t rzymać można za pomocą takiego postępowania przy rugo-
waniu , "i. jakiegosmy zrobili użytek. 

Przydatek 1 -y . Można otrzymać wzór podobny do (22), odnoszący 
się do objętości ostrosłupa t rójkątnego wpisanego w eliipsoidę. Nie-
cha j {x, y, z), {xi, yi, zi), etc. , będą czterema punk tami na ellipsoidzie 

a L, L', M, M', N, N' połowami średnic równoległych do krawędzi 
A, X', [JL, [jl', V, v'; znajdziemy za pomocą racl iunku podobnego do nru 5-go, 
dla ołjjętości ostrosłupa 

Oznaczmy pierwiastek tego wzoru przez T a piewiastek wzo iu (27) 
przez S, wtedy promień kuli przechodzącej przez cztery punkty el l ipsojdy 
będzie 

(29; 

•leżeli cztery punk ty , zannasl być rozmieszczonemi na powierzcłini , tworzą 
systemat punktów sprzężonych, to objętość ostrosłupa, przez nie wyzna-
czonego, będzie 

(30 

gdzie e, e,, ej, es są odległościami czterech punktów od środka po-
wierzchni, a d, dl, di, ds połowami ś r e d n i c o tym samym co odległość 
k ie runku . — Mimochodem zauważę, że trzy wierzchołki trójkąta m o g j 
być zawsze uważane jako trzy punk ty , sprzężone względem koła o środku 
rzeczywistym i promieniu rzeczywistym lub uro jonym, co nie ma niiejsci 
dła ostrosłupa i kuli,cliyba że cztery wysokości spotykają się w tym samym 
punkcie . 
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Przydatek 2-i . Dodam jeszcze wzór na objętość P ost rosłupa, którego 
j eden wierzchołek jest w ś rodku ellipsojdy, a t rzy pozostałe na j e j po-
wierzchni. 

Nazwijmy 

Niechaj X, ;JL, V będą trzema bokami pods tawy, przeciwległemi odpo-
wiednim wierzchołkom {x,y,z), {x',y',z'], {x",y",z"), a Ii, M, N, 
połowami średnic odpowiednio równołegłycli ; wtedy jest 

i również dla ; albo też 

Lecz 
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gdzie 

z l e m 

( 3 1 ) 

Założywszy, że trzy punlily (cr, y, z), {x', ij', z'), y", z") są na 
płaszczyznie średnicowej, mieć będziemy r = fl, zaś 

(32) 

Jest to wzór na wyrażenie związliu między t rzema ijoliami trójl^ąla wpi-
sanego w ellipsę i połowami średnic równoległych. 

7. Uwagi nad formułami poprzedzającemi. Warunki znajdowania 
się czterech punktów na okręgu koła i pięciu punktów na powierzchni 
kuli. Wyznacznilii , które się przedstawiały wdotycl iczasowych rachunkach , 
są albo wyznacznikami o elementach n ierównych, albo też wyznaczni-
kami symetrycznemi ze względu na przekątną, j ak wyznaczniki prawych 
stron wzorów (3) i (5), a w niektórych z nich elementy przekątnej , 
k tóreśmy oznaczali pr^ez So) stawały się zerami . Zastanawiając 
się nad zagadnieniami, któreśmy tylkoco roztrząsali, spostrzedz można, 
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że w tych wszystkich, które się rozwiązują przy pomocy wyznaczników 
ogóinyclł, istnieje analogia między t rójkątem i kołem z jednej strony, 
a os t ros łupem! kulą z drugiej strony. Lecz za każdym razem, gdy pewna 
własność dwu płaskich ligur może być okazana za pomocą wyznacznika 
postaci 

(a to są, na nieszczęście, własności najcenniejsze i najszykowniejsze), 
analogia i prostota ustają dla figur w przestrzeni . Różnica zależy tu więc 
od tego faktu analitycznego, że wyznacznik trzeciego stopnia, klóryśmy 
wypisali, jest równy 2abc, iloczynowi wymie rnemu względem elementów, 
gdy tymczasem wyznacznik czwartego stopnia 

rozkłada się tylko na czynniki niewymierne. 

Aby powyższe uwagi objaśnić na nowym przykładzie, zbadajmy wa-
runki , pod jakiemi cztery punkty będą na okręgu koła, jakoteż pięć 
punktów na powierzchni kuli. Dla kola należy wyrugować a , ,3 i y z czte-
rech równań 

Wiemy, że rezultatem rugowania jest 
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albo 

590 T E U U Y A W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

Za pomocą takiegoż r a c h u n k u znajdziemy dla kuli 

10 jest : 

Gdy a, b, c, d są cztery punkty na okręgu kola, a o punkt jaki-
kolwiek, to będzie 

(3/1) 

jak również dla pięciu punktów a, b, c, d, e na powierzchni kuli : 

(35) 

Te dwa twierdzenia, odnoszące się  do kola i  do kul i , były zaznaczone 
przez p. I . u c i i T E n n A N D T ' a ( t o m X X n r , C R E I . L E , Journal). Zdaje się, że 
zbytecznem jest rol)ić uwagę, że w d w u s u m m a c h , z których j edna ma 
cztery, a druga pięć w y r a z ó w , znaki t rafnie mają być wzięte. Icli 
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analogia pochodzi z tąd , że oba one są w y p r o w a d z o n e z wyznaczn ików 

ogólnych. 

Lecz jakkolwiek szykownym jes t wzór (3/i), to j ednak nie p rzeds tawia 
o n , j ak wiadomo, na jpros tszego w a r u n k u dla cz te rech p u n k t ó w na kole . 
Żeby zeń o t rzymać inny , należy się zwrócić  do rezul ta tów n r u Zigo, o t rzy-
manych z wyznaczników pewne j szczególnej postaci . Mamy dla p romien ia 
kola przechodzącego przez a,b,c: 

a dla czwar tego p u n k t u d tegoż koła 

ab.ad.bd 
k. t ró jką t abd' 

zatem 

co prowadzi  do w a r u n k u 

(36) 

czyli : dwa kąty ach, adb są ką tami ali)0 r ó w n e m i , albo s p e ł n i a j ą -
cemi się. Stosując takież postępowanie  do kul i i robiąc uży tek ze związ -

u (27), o t rzymamy wprawdz i e wzór analogiczny ze w z o r e m (36) , lecz 
niższy odeń pod względem szykowności . Mianowicie, aby pięć p u n k t ó w 
a, h, c, d, e znajdowały się  na tej samej ku l i , po t r zeba , aby 

gdz ie 
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lecz Z tego związku nie można wyciągnąć żadnego wniosku ważnego ze 
względu na kąty f igury. 

Przydatek. P rzy jmując w związku (3/i) środek kola za p u n k t o, o t rzy-
mujemy zeń tożsamość. Żeby zaradzić tej niedogodności, należy zamiast 
pól trójkątów postawić iloczyny boków, co jest możl iwem, gdyż le cztery 
punkty są na tym samym o k r ę g u : skutkiem tego ot rzymamy 

albo 

Żeby ustalić wybór znaków, p r z y j m i j m y , że a i c, b i d są przeciw-
leglemi wierzchołkami czworokąta wypukłego ; wtedy mieć bodziemy 

(.37) 

Ten wzór nie jest pozbawiony ważności w teoryi koła. Daje on np. sto-
sunek przekątnych ac i bd, jeśli o jest ś rodkiem. Jeśli punkt jest w jednym 
z wierzcłiolków, to wzór len przedstawia twierdzenie PTOLOMEUSZA. 

8. Knty duouścienne ostrosłupa. Oznaczmy przez A, B, C, D cziery 
ściany ostrosłupa t ró jką tnego, a jego kąty dwuścienne 

między i C przez /, między D i A przez 

» C » A » m, » I) )) B » 7P.', 

» A » B » 71, » • D » C » n ' , 

przez A, [JL, V,  V , li.',' v' odpowiednie krawędzie . Teorya rzutów prosto-
kątnych daje nam wzory znane 

( 3 8 ) 
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Wypadek rugowania A, B, C, D da je 

Bardzo łatwo można wyznaczyć wartość tego wyznacznika za pomocą 
wzoru (5 l)is); zt?d dojdzie się  do wzoru znanego, otrzymanego przez 
wielu Geometrów, z którycii  tu tylko wskażę na autora Geometryi poło-
żenia. Podobny wzór dla trójkąta 

wskazuje , że s u m m a kątów stanowi dwa kąty proste. I-ecz chociaż nie 
istnieje związek podobny dla kątów dwuściennycl i , wszystkie jednak 
wzory między trzema kątami, których s u m m a stanowi d w a kąty proste , 
znajdą sobie podobne dla kątów dwuściennych ostroshipa. Hozwinę kilka 
z nich. 

P r z y j m i j m y : 

gdzie  a , [i, y, o mogą być bez trudności przekształcone na iloczyny. 

Olr7.vninniv wedłutr l \ l \ 

WIOC 

m 
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i, ma jąc na uwadze związki (38); 

m 

Te wzory są (ylko przeksztatceaiami związku (38); istnieje analogia 
między niemi i wzorem s i n / = s i n ( m - f - ? i ) , albo 

dla trójkąta płaskiego. 

Uioaga. Wzór (39) przedstawia pewne uogólnienie twierdzenia o sto-
sunku boków trójkąta płaskiego; jes t inne jeszcze, k tóre , j es tem tego 
pewny, nie mogło nie zwrócić uwagi Ceomei rów, lecz którego, nie p r z y -
pominam sołjie, bym gdzie znalazł. Mamy według znanego twierdzenia 

zatem 

zkąd o t rzymujemy 

to jest : 

(/|2) 

iloczyny krawędzi przeciwległycłi są proporcyonalne do iloczynów 
wstaw im przeciwległych kątów dwuściennycl i . 

Do innycłi twierdzeń dojdziemy za pomocą następującego postępowania. 
Z początku spółrzędnydi pros tokątnych, który p rzy jmujemy wewnątrz 
ostrosłupa, opuśćmy prostopadłe na ściany A, ł?, (1, D, i niechaj l)ędą 
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dos tawami k§lów między osiami dodatnemi i prostopadłemi. Przy jmi jmy 

alboteż, za pomoc? związków ( l / i i , (15), (16) 

( M ) 

l^odnosząc do kwadra tu , o t rzymujemy wyznacznik, którego tylko 
pierwszy wiersz wypiszę : 

Lecz 

zatem 

Kładąc 2 c o s - ? ł ^ zamiast wyrażeń ( 1 c o s n ) etc. , i obliczając wy-

znacznik według wzoru (33), o t rzymujemy 
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gdzie 

Wypada z ląd 

więc 

Lecz mamy według (17) 

jak również podobne wyrażenia dla BP" ,̂ CP2, |DP2; ża lem, biorąc summę 
1 dzieląc przez (Z|6), 

m 

Oto jest nowe równanie między sześciu kątami dwuściennemi ostrosłupa, 
przedslawiające analogię ze związkiem między trzema kątami trójkąta : 

Przenosząc początek, z któregośmy opuścili prostopadłe na ściany, do jednej 
2 przestrzeni ograniczonych przez nieskończenie przedłużone ściany 
płaszczyzn, otrzymamy inne wzory , podobne do poprzedzających. 

http://rcin.org.pl



Z A S T O S O W A N I A DO U E O M E T R Y I . O iO 

Przydatek, f r z y stosowaniu tegoż samego postępowania rachunkowego 
do trójkąta, wzór (/i5) staje się 

albo 

gdzie A jest polem, zaś  « , b, c bokami trójli^ta. Znosząc w mianownilcu 
czynniki licznika, o t rzymujemy znany wzór na pole wyrażone przez 
boki. 

9. yyzorij różne odnoszące si^ do ostrosłupa trńjkatneuo. Poprzedza-
j^ice wzory d a j j sposób bardzo prosty dla wyrażenia krawędzi , ścian i obję-
tości ostrosłupa przez promień kuli opisanej i przez k j t y dwuścienne. 
Dodam jeszcze te zwi^izki, choćby dla zachęcenia do znalezienia szyko-
wniejszych. 

Zestawiajcie wzory (27) i (Zjl),' mamy 

gdzie 
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Lecz można przyjąć A^P^ = ^ A"^B2C2D'̂ a (17); skulkiem czego 
o l 

Zląd wypada 

Lecz według (17) 

zatem 

ł>o podstawieniu tycłi wartości w równania (/i9), one stają się 

Według wzoru , z któregośmy już roljili użytek, mamy 

2atem 

( 5 1 ) 

(5'2) 

Co się tyczy kątów utworzonycłi przez krawędzie przeciwległe, lo one 
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są dane przez wzory wyprowadzone z pewnego twierdzenia odnoszącego 
się do wyznaczników, lecz odmiennego od twierdzenia o mnożeniu. Ten 
wzór, który daje twierdzenie o mnożeniu, jak to zaraz okażę (»), jest 

P rzy jmując oznaczenia nru poprzedzającego, znajdziemy, że ilości 
a ' Y " — a " Y — ^ Y " ' a Y ' — « ' Y są proporcyonalue do dostaw linii 
prostopadłej  do linij 

klóre przedstawiają prostopadłe do ścian A i C ostrosłupa; zatem 
a ' Y " — a"Y'5 cle., będą proporcyonalne do dostaw kątów między k r a -
wędzią [X, linii przecięcia dwu ścian A i C, a osiami. Znajdziemy 
podług znanych metod 

zatem 

Podstawiając te wartości, o t rzymujemy z równania (53) 

(5A) 

^1) Porównaj § (34 i drugi odsyłacz nnstr . 5Z|8. 

8 7 
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żalem 

I'izez zamianę głosek znajdziemy cos(X, ) / j , cos(v, v'), a dodając le 
wzory o t rzymamy 

(55) 

Wzór podobny, mianowicie 

(56j 

l)odal CARNOT (Mein. aur la relation qin existe enłre les distunces de 
bpoints). Lecz ponieważ iloczyny wstaw, s i n / s i n / ' , są proporcyonalne 
do iloczynów krawędzi , to j eden z tych wzorów prowadzi za sobą drugi . 
Związek biegunowy wzoru (54), mianowicie wzór między sześciu odle-
głościami czterech punktów kuli i ką tem u tworzonym przez przedłużenia 
boków przeciwległycli lub przez przekątne, zawdzięczamy p. GAllss'owi 
(zob. Consideraiiones (jenerales circa superftcies curcas, §2. form. VI). 
-Mam zasadę nmiemać , że postępowanie dla dojścia do wzoru (5.'i) jest toż 
samo, którem się kierował ten znakomity l ieometra . 

Ula wyrażenia najkrótszych odległości krawędzi przeciwległych, należy 
za punk t wyjścia wziąć wzór znany 

gdzie f przedstawia najkrótszą odległość między A i A'. 

Przydatek I szy. Niecliaj  f , y, li będą na jkró tszemi odległościami kra-
wędzi przeciwległych, zaś rt, b, c,d czterema wysokościami os t ros łupa; 
bardzo łatwo będzie dowieść związku 

( 5 7 ) 

Przydatek 2i . 
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I I ' . 

1. Wyrażen ie dla promienia koła, stycznego do irzech kół danych , 
może być wyprowadzone w następujący sposób. Niechaj 

będą spółrzędne środka i promienie trzech kół danych i koła szukanego. 
Oznaczmy dla krótkości 

Ot rzymamy wtedy, mnożgic wiersze przez wiersze, 

(1) 

(I) Jest - to przekład ar tykułu MERTENSB : Ausziuj uus einein Schreibeii des 
Uerrii Merteiis an den lleraitsgeber. CRKLLE, Journal,  t . L X X V I I , J87/( r . ; , 
który przedstawia niejako d o p e ł n i e n i e p o w y ż s z e j pracy JoAcuiMSTiiAL'a. 
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z d r u g i e j j ednak s t rony , wyznacznik S oraz podwójne pole t ró jkąta , 
u tworzonego przez środki t rzech kół danych , mogą być przywiedzione 
do postaci 

które, j)0 pomnożeniu wierszy przez wiersze, da j ą " 

lUigując z ; i ) i (2), o t r zymujemy 

(3) 

Otrzymamy promienie wszystkich kół , stycznych do trzech kół danych, 
nadając r i , r > , r i w wyrażeniu (3) odpowiednie znaki. 

'2. Podobne postępowanie dozwala znaleźć wyrażenie dla promienia 
kul i , stycznej  do czterech kul danycłi . Miechaj 

będą spółrzędnemi środka i promieniami czterecłi kul danych i piątej szu-
kane j , zaś V objętością czworościanu utworzonego przez środki kul danych; 
nadto dla skrócenia przyjmi jmy 
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Mnożgc (wiersze przez wiersze) wyznaczniii T przez wyznacznik, k tóry 
z T powstanie skuikiein pomnożenia e lementów pierwszycli trzecii ko-
lumn przez — 1, otrzymamy 

( A ) 
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Z d r u g i e j s t rony jes t j e d n a k 

p rzez p o m n o ż e n i e zna jdz i emy 

i i u s o w a n i e T z (.'i) i (5) d a j e ( ' ) 

(1) W ((PrzypiskiD) do łomu 1-ego podręcznika Zasaihj rcichunku różnicz-
kowego i calkowecjo Foi.KiiinsKiEGO znajdzie czytelnik ( 1 0 7 7 — 1 0 7 9 ) odmienne 
rozwiązanie tego zadania, klóre ( 1 8 7 1 r.) dal T D Z A S K A , opierając się na wyni-
kach badań, podanych niżej, w pierwszej części iistępn lY-ego. 
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O nakreślemu do trzech kół danych, leżących na powierzchni jednej 
kuli, czwartego koła, leincecfo na tejże powierzchni. Wiadomo, że pomię-
dzy odległościami kulisiemi czterech punk tów Ai, A2, A3, Ai, leżącycli 
dowolnie na powierzchni knli , zachodzi związek : 

g d z i e o g ó l n i e 

oznacza łuk Itoła wielkiego, łączący punkty Ar i As, liczony od A,,  ku Av 
w pewną s t ronę. 

Zadanie sprowadza się widocznie do znalezienia wielkości promienia 
kulistego koła stycznego szukanego. Przypuśćmy bowiem, że zadanie jest 
rozwiązane i że A,., p,. (przy r — 1, 2,',), h) oznaczają środki i odpowiednie 
promienie kuliste czterech kół uważanych. Jeżeli  Aj jest środkiem 
koła stycznego szukanego, to odległości tegoż środka od trzech ś rod-
ków Al, A-2, Aa kół danych można wyrazić przez wzór 

( r =  l , 2, 3), gdzie ilości j,. oznaczają jedności dodalne lub od jemne , 
l)odług tego, czy kolo A,-i  A j są styczne zewnętrznie lub wewnętrznie . 
Zadanie więc polega na rozwiazaniu równania 

względem pa. 

(1) Jest - to w y j ą t e k z pracy TRZASKI p o d w y p i s a n y m t y t u ł e m o g ł o s z o n e j w to-
mie d-ym Pamiętnil:n Towarzijslwa Nauk ścisłych w Paryżu. 
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I lównaniu (2) można nadać kszlaJt równan ia d rug iego stopnia wzglę-
d e m lang/34 lub ctangp4, pamię ta jąc , że jes t 

2, 3 ) ; — opiera jąc się bowiem na na jpros t szych własnośc iach 
wyznaczn ików można  m u n a d a ć kształt 

gdzie spółczynniki m a j ą znaczenie n a s t ę p u j ą c e : 

( 3 ) 

Rozłożywszy bowiem wyznaczn ik , s tanowiący d rugg s t ronę równan ia (2), 
na sumnię d w u wyznaczników 
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możemy drugiemu z nich nadać kształt 

gdzie a l e są wyznaczniliami różniącemi się odpowiednio od wyznaczni-
Iców A i G lem, że ostatnie ełementy głównycłi przeliątnycii są zerami 
zamiast być jednościami . Następnie dochodzimy do równania (3), Ictóre 
ostatecznie rozwiązuje zagadnienie. 

W powyższy sposób o t rzymujemy pozornie szesnaście rozwiązań, gdyż 
równanie (3) jest drugiego stopnia, a Icażda z t rzech iłości j i , j i , y,, może 
przybierać dwie w a r t o ś c i : - f - 1 lub — 1. Zważywszy j ednak , że koło na 
kuli leżące ma dwa bieguny i że styczne promieni kulistych odpowiednich 
tym biegunom są znaków przeciwnycłj (gdyż promienie są spełniającemi); 
że zmieniając znaki wszystkich czterech ilości j,, js, pi nie zmieniamy 
równania (3) (gdyż to wychodzi na zmianę b ieguna koła A-,) : widzimy, 
że o t rzymamy wszystkie rozwiązania możebne różne w ogólności, robiąc 
co do znaków trzech ilości ji, ji, js, zamiast wszystkicłi możebnych ośmiu 
przypuszczeń, połowę tylko, to jest cztery, tak dobranych, aby, zmienia-
jąc razem wszystkie znaki w tychże przypuszczeniacłi , wypadły cztery 
pozostałe przypuszczenia możebne . Dwa, między i imemi, układy następu-
jące zadość czynią ostatniemu zastrzeżeniu : 

lub 

Wybraćby można jeszcze i inne układy, lecz pierwszy z d w u dopiero 
przytoczonych jest najdogodniejszym, wymaga bowiem najmniejszej liczby 
zmian znaków, mianowicie tylko trzech. Zadanie ma więc w ogólności ośm 
rozwiązań różnycli . 
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IV'. 

1. Związek między odległościami •wzajemnemi pięciu punktów 
IV przestrzeni. ^Mecllaj Xs, ys,  - s będą spó l rzędne k tó regoko lwiek z p ię -
ciu p u n k t ó w ; x , - , y r ,Zr spó l rzędne szóstego p u n k t u . P r z y j m i j m y 

Mamy : 

s k u t k i e m częgo 

Wyznaczn ik , tworzący lewą s t ronę tego r ó w n a n i a , może być tak n a -

pisany : 

Dodając  do e lementów d r u g i e j k o l u m n y odpowiedn ie e l emen ty p i e rwsze j , 
m a m y 

(1) Jest to wyjgick z pracy Bnioscufego : Sur qiielques queslions de la geo-
metrie de nosiiion. (CniaLE, Journal, i855, t. L). 
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Z t e g o r ó w n a n i a w n o s i r a y ,  ż e i l o c z y n d w u w y z n a c z n i k ó w 

611 

iest równv zeni i że 

Przyjmijmy, że punkt szósty schodzi się z p i e rwszym; wtedy 

I ' o d s t a w i a j ą c  t e w a r t o ś c i w w y z n a c z n i k  p o l e w e j s t r o n i e o s i a t n i e g o r ó w n a -

n i a , d o d a j c i e n a s t ę p n i e  d o e l e m e n t ó w d r u g i e g o w i e r i i z a o d p o w i e d n i e e l e -

n i e n l y p i e r w s z e g o , p o m n o ż o n e p r z e z — « i , 2 ,  d o e l e m e n t ó w t r z e c i e g o 

w i e r s z a o d p o w i e d n i e p i e r w s z e g o , p o m n o ż o n e p r z e z — i  t . d . , i n a k o -

n i e c  o d e l e m e n t ó w o s t a t n i e g o w i e r s z a o d e j m u j ą c o d p o w i e d n i e e l e m e n t y 

p i e r w s z e g o , o t r z y m a m y 

T o r ó w n a n i e j e s t t e m w ł a ś n i e r ó w n a n i e m , k t ó r e s i ę z n a j d u j e r o z w i i i i o t e m 

w m e m o a r z e C A R N O T ' a Sur la relation qui existe, e t c . 
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O c z y w i ś c i e , że. z w i ą z k i a n a l o g i c z n e A\ACzterech\}m\[6\\ m płasczyznie 
i trzech p u n i i t ó w  n a prostej b ę d ą : 

t .  j . o b j ę t o ś ć czworościanu, m a j ą c e g o  z a w i e r z c h o l i i i  t e cztery p u n k t y , 

j e s t z e r e m , j a k r ó w n i e ż p o l e trójkąta, m a j ą c e g o  z a w i e r z c h o ł k i  t e trzy 
p u n k t y . 

2. Związek między wzajemnemi odległościami pięciu punktóia znaj-
dujących się na ellipsoidzie. N i e c h a j b ę d z i e 

równaniem eilipsoidy, odległością prostolinijną je j punk tu s  od jakie-
gokolwiek punk tu r wziętego w przestrzeni ; I),-,, połową jej średnicy 
równoległej  do o,.̂ .,. Nazywając : 

m a m y 

skutkiem czego 

K w a d r a t w y z n a c z n i k a 
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bodzie więc ze rem, i ijęilzie 

613 

l ' rzypuszczając, żc punkt r z n a j d u j e się razem z pierwszym, a ode jmu-
jąc nastppnie od elementów drugiego wiersza odpowiednie elementy p ierw-
szego, pomnożone przez ai,2, i t. d . , o t rzymamy związek s z u k a n y : 

Związek analogiczny między czterema punk tami położonemi na elipsie 
będzie 

V ' . 

Jeżeli ^ , ^ przedstawiają spółrzędne jakiegokolwiek punk tu płaszczy-

zny, to równanie przecięcia oslrokręgowego, znajdującego się na tej ptasz-

czyznie, będzie 

(1) W tyn; ustępie i w następujgcyni podane sg wyjalkl dzieła B a i o s c u f e g o : 
La leorica dei Delerminanli. 
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Aby prosla , przeds tawiona pi zez równanie 

byia slyczną  do tego przecięcia usuuKrę^owegu, puir^eud uuy iiuaiy miej-
sce związki 

gdzie xu yi, zi są spółrzędne puni ł tu styczności. Warunk iem niezbęd-
n y m , aby prosla była styczna do przecięcia ostrokręgowego, będzie więc 

(Idy wyobrazimy sobie d r u g ą prostą 

to w a r u n k i e m , aby ona dotykała przecięcie ost rokręgowe, będzie 

Aby znak^źć spółrzędne p u n k t u styczności, zauważmy, że, nazywając 

(1) 
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i niaiac na uwadze (1) i (2), o t rzymujemy równania 

591 

gdzie ' pochodne częściowe są wzięte względem elementów ostatniej k o -
lumny i gdzie nadto przyjęliśmy 

Wypada ztąd, że spólrzędne punk lu styczności pierwszej prostej jjędą 
wyznaczone przez stosunki 

i że, podobnież, dki spółrzędnycli punk tu styczności d rug ie j prostej , jest 

'amiętając, źe 
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mamy równanie cięciwy styczności 

albo, oznaczając przez cco, i/o) =o spółi-zędne punk tu spotkania d w u 
stycznych, 

albo jeszcze 

Prosta, k tór? przedstawia to równanie , jest biegunową punktu (a-o, ł/o, 30)5 
który nazywa się biegunem. 

Biorąc dwie inne proste, przedstawione przez równania 

i zakładajcie, żc one dotykaj? przecięcia ostrokręgowego, biegunowii icli 
punk tu przecięcia mieć bodziemy wyrażonji przez równanie 

Jeśli przez  X, Y, Z oznaczymy spólrzędne punktu spotkania dwu bie-
gunowych , przez Xl, J/l, S] spóh-zędne spólnego przecięcia d w u pros-
tych {U) i jeśli p r zy jmiemy , dla krótkości , 
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10 mieć będziemy 

przy nieoznaczoiiem Ic. Z łych równań, przyjmując 

wyprowadzamy 

Gdy zauważymy, że, oznaczając przez S wyznacznik 

mamy 

; ;8 
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wYDadnie z powyższego 

Lecz równanie prostej , przechodzącej i)rzez dwa l)ieguny, t.  j . przez 
dwa punkty fx'o. ł/o,20), (cfi, .'/i, Jest 

stanie się więc ono, ze względu na równania poprzedzające, lakiem : 

Prosta, przedstawiona przez lo równanie jest biegunową punktu (X, V,Z), 
a dwa systematy złożone, jeden z punktu {xo, (jo, -0) i z ostatniej prostej , 
na której sio ten punkt znajduje, drugi z punktu (X, Y, Z; i proste j (3), 
na której ten ostatni punkt leży, są wzajemnie bieunnowe jeden względem 
drugiego. 

VI. 

(r(/fy daiiijck jesl aześó punktów na płaszczyźnie, -wyznaczyć miejsca, 
geometryczne takiego siódmego punktu, żeby prosie, idące z tego punktu 
ku sześciu punktom danijm, tworzyły tciązkę iv imcolucyi. 

Niecił X, y będą spółrzędnemi jakiegokolwiek i)unktu tego miejsca 
geometrycznego: a?i, ( / i ; . . . ; a^e.//o spółrzędnemi danych punktów s ta-
łycłi. Przyjmując, że owe sześć prostych są przecięte przez prostą j aką -
łiolwiek, którą przyjmiemy za oś cc-ów, i oznaczając przez a.2,...,a(i od-
ległości })unktów przecięcia od początku, będziemy mieli inwolucyę 
wiązki wyrażoną przez równanie 

' I ) 
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liLTZ l.ilwo ziiajcizioiny, że 

5U5 

a iiaslepnie 

wyrażenie, k tóre się sprowadza do 

gdyż wogóle, przy 

j e s t 

i 'odslawiając zaś te wartości dla — etc. w równanie  ( l , o t rzy-
mamy, jako równanie miejsca geometrycznego szid^aiiego. 

To równanie przedstawia widocznie krzywą trzeciego rzędu , a ponieważ 
sprawdza się ono dla x = .ri , . . . y = ij:,.. . więc krzywa 
la przecliodzi przez sześć punktów ilanyclu 

KUMKC. 
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Pi-acc w języku polskim, do tcoriji wyznaczników się odno-

szące, s^ następujące : 

1 8 0 5 r. B A B C Z Y Ń S K I . O determinantach, oddzielny przy k o ń c u 

ustęp w kursie ( l i tografowanyni) ((Algebra wyższa podług wy-

kładu professora IkłDczyńskiego w Szkole Głównej Warszaws-

kiej » w r. a. 1 S ( ) 7 R „ str. -28'.) - 3 - 2 0 . 

(Hzadkość tych kursów iitografowanych wywołuje podanie tu treści 
tak tej, jak i następnej pracy). N'. 1. Wszystkie n\ przemian z n 
ilości dzielą się na dwie polowy i powstają z jednej jakiejkolwiek 
przemiany, jedne w skutek parzystej, drugie w skutek nieparzystej 
liczby przestawień po dwie ilości. N. 2. Zamiast przestawień można 
rozważać zmiany lub różnice. Iloczyn różnic przemian pierwszej 
klassy jest dodatny, drugiej odjemny. Dwie przemiany, z których 
jedna powstała z drugiej w s k u t e k jednego przestawienia, należą do 
klass różnych, gdyż odpowiadające im iloczyny są z przeciwnemi 
znakami. N. 3. Określenie determinantu, czyli (por. ivyznacz-
nika '^^zt-d^aK . .a^^ stopnia n-ego, jako sum-my algebraicznej ilo-
czynów po n czynników. Ilóżne oznaczenia. Nr. k- Za każdem prze-
stawieniem dwu czynników przesiawiamy jednocześnie znaczki górne 
i dolne; ten sam więc determinant wypadnie , czy utworzymy go przez 
przemiany górnych , czy leż przez przemiany dolnych znaczków. 
Oddzielne dowodzenie, że w determinancie można przyjąć wiersze za 
kolumny. W razie, gdy górne znaczki razem wzięte są te same co 
dolne; lo można w determinancie przestawić znaczki dolne z górnemi. 
Przypadek W razie = — w skutek takiego przesta-

wienia znaczków determinant W = ( — l)"Pii; w przypadku nieparzy.s-
tego n jest 11 = 0; warunek aj^ = — c/' obe jmuje = N. 5. 
Determinant, w którym elementy jednego wiersza lub jednej kolumny 
są wszystkie równe zeru. Z wyrazów dodatnych de terminantu w sku-
tek przestawienia dwu dolnych lub górnych znaczków powstają 
wyrazy od jemne . Elementy dwu kolumn lub dwu wierszy sobie 
równe. Aby determinant pomnożyć przez pewną ilość, należy elementy 
wiersza lub elementy kolumny przez nią pomnożyć. Wydzielenie 
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spólnego czynnika olementów wiersza Inb koiiunny. Deicrminant, 
którego elementy kolumny s§i summami jednakowej liczby składni-
ków. Determinant powstający z danego przez przestawienie tak wier -
szy między sol)?, jak i ko lumn; przestawienie dwu wierszy lub dwu 
kolumii wywołuje zmianę znaku. N. 6. Jeśli stopień determinantu 
n = T.i + "2 + " ; ) + • • • + to determinant może być wyrażony 
jako summa iloczynów determinantów stopni - i . P rzy-

padek, gdy / = 2, oraz szczególny przypadek, gdy «• = () dla  - i 
wartości - i  -2 wartości Przypadek, gdy i  - = 1; spólczynnik 
elementu. Determinant, w którym wszystkie, prócz jednego, elementy 
wiersza lub kolumny sgi zerami. Summa elementów wiersza, pomno-
żonych przez s|)ólczynniki elementów innego wiersza, jest zerem. 
Determinant, który w skutek zachodzących zer sprowadza się do 
jednego wyrazu. Rozkład de terminantu według elementów wiersza 
i kolumny. N. 7. Twierdzenie o mnożeniu  we wszystkich trzech przy-
padkach. Stopień determinantu przedstawiającego iloczyn kilku deter-
minantów różnych stopni. 

1<SG0 w ZAJĄCZKOAYSKI. O wyznacznikach {determinantach), 

w kursie ( i i l ogra fowanym) ( (Geometrya anal i tyczna, wykład 

professora Dra Władys ława Zajączkowskiego w Szkole Głównoj 

Warszawskiej,)) w r. a. IHGYo, V, sir? 7-2 — 88. 

Odczyt 13-y. —AG. Ogólne określenie wyznacznika, jako funkcyi 
spólczyuników n równań jednorodnych stopnia pierwszego z ?? zmien-
nemi, o t rzymanej po wyrugowaniu zmiennych. Wyznacznik d w u 
takich równań; jego oznaczenie; przestawienie wierszy z kolumnami, 
wierszy Inb kolumn między sobą. hi - Symbol dwuwierszowy o trzech 
kolumnach. Wyznacznik trzech równań; jego oznaczenie; przestawie-
nie wierszy z kolunniami; przestawienie dwu wierszy lub dwu 

kolumn, parzysta liczba takich przestawień. hS. Symbol trzywier-
szowy o czterech kolumnach. Wyznacznik czterech równań. /i9. 
Wyznacznik 7i-ego stopnia jako summa iloczynów. Znak wyrazu 
zależy od parzystej lub nieparzystej liczby przestawień po dwie ska-
zówki w pierwszym wyrazie. Oznaczenie składników jedną literą 
z dwiema skazówkami. ' 

Odczyt 1^-y — 50. Zastąpienie wierszy przez kolumny. Przesta-
wienie dwu wierszy lub dwu kolumn; kołowa zamiana wszy?.lkich 
kolumn lub wszystkich wierszy. Dwa wiersze lub dwie kolumny 

* identyczne. 51. Pomnożenie wszystkich składników jednej kolumny 
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liii) jednego wiersza przez len Sam czynnik; przykłady. Wyznaczniic, 
w którym elementy rzędów sęi summami jednakowej liczby skliidni-
ków. Dodanie do składników jednego rzęl i i równych wielokrotność, 
rzędu równoległogo. 52. Iloczyn dwu wyznaczników trzeciego stopnia. 
Formiila iloczynu dwu wyznaczników n-ego stopnia, oraz kwa-
dratu wyznacznika n-ego stopnia. 53. Alinory wyznacznika. Wyznacz-
nik uporządkowany podług składników rzędu. Formuła pierwszego 
minoru. Tożsamościowe zwigzki między minorami i składnikami 
wyznacznika. 5/i. Ilozwigizanie systematu równań pierwszego stopnia. 
Proporcyonalność rozwiązań równań jednorodnycli do spółczynników 
składników wiersza wyznacznika ( ') (2). 

I 870 r. 'Ĵ RZASKA. Krótkie wiadomości o ivyznacznikach skreślił 
Władysław Trzaska, przypisek do dzieła «Zasady rachunku róż-

niczkowego i całkowego.. . wyłożył. . . Władysław Folkierski,« 
tom I, Paryż, 8% str. 10:il — 1087. 

Porównaj § 55 i ustęp II Dodatku drugiego. 

1871 r. ŻMURKO. Doioód na tioierdzenie Hesse^go o wyznaczniku 
funkcyjnym, napisał Wau-9'zyniec Źmurko w dzienniku ((Pamięt-
nik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu,» tom 1, ł", str. 
89 — U-2. 

Por . § 1-21. 

1 8 7 1 R. TKZASKA. O pewnem zas(osotvaniu ivyznaczników fun-
kcyjnych, napisał Władysłaic Trzaska, tamże, str. 1 1 3 — LI21. 

Por. § 118. Zobacz moje sprawozdanie w piśmie « .Ateneum» 
(Warszawa) , rocznik 1877, t. 1, str. 179. 

(I) W dalszym ciągu kursu autor przytacza zastosowania własności 
wyznaczników do przedstawienia i roztrząsania formuł. Pierwszą pracą 
d rukowaną , w k tóre j własności wyznaczników wzięte zostały za narzędzie 
badania, jest : l'rzijczrjnek do Uoryi najwickftzości i najmniejszości funk-
cyj zaleimjch od ilukolwiek ilości zmiennych, przez Dra Władyslmca 
ZajLczkoivskiego ( «Hoczn ik i c . k. Towarzystwa naukowego Krakows-
kiego,» t. XXXV, 1867 r ) 

(-) Prócz lycli dwu wykładów, żadne inne w b. Szkole Głównej W a r -
szawskiej nie obe jmowały wyznaczników, ani icli zastosowań. Dlatego 
niektóre ze wskazówek, jakie podaje Folkierski (((Biblioteka Warszawska,D 
1873, t- H i , sir. 157), co do powstania słownictwa, są niedokładne. 
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1 8 7 4 1". S Ą G A J Ł O . P i e r w r z c c z t e r y rozdziały p r z e k ł a d u pracy 

L e s s o n s i n t r o d u c t o r y  t o t h e m o d e r n h i g h e r A l g e b r a by Georg 

S a l m o n , s t a n o w i ą c e g o t o m d r u g i dz ie ła , z a t y t u ł o w a n e g o ( (Wy-

kład z u p e ł n y A l g e b r y . . . A d o l f Sągaj ło . i ) P a r y ż , 4 ° ; str . 8 — 4 0 . 

1877  r . ŻELEWSKi uNauka o ivyznacznikach z zastosowaniami 

wyłożona... przez Dra A. Żelewskiego.D K r a k ó w , 8°, str. X i 191. 

Zob. moje o tej książce sprawozdanie w dzienniku : «I^rzegląd 
Krytyczny)), Kraków; rocznik 1877, sir. 261 —'265, oraz wzmiankę 
w : ^(Jalirbuch uher die Fortschri t te der Mathemalik)) Ohr lmann 'a , 
Berlin, rocznik 1877. 

P. S. W czasie d ruku lej pracy wyszło dzieło : « Algebra, przez 
G.-H. NIEWĘGŁOWSKIEGO)). Część Pierwsza (algebra elementarna). 
Paryż, 1879, 8°. Obejmuje ono (str. Zi-22-Zi()l) (dlozdział V. O W y -
znacznikach ». 
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Nakładem właściciela Biblioteki Kórnickiej, a przewodniczą-
cego w Towarzystwach Naukowej Pomocy i Nauk Ścisłych 
w Paryżu, wyszły następujące dzieła matematyczne : 

1. NORZI^WSKI ROGU. Nouoelle theorie des proportions et progres-
sions harmonigiies avec ses applications d la geometrie. Paris, 
185:2, in-H", soixante pages de texte et deux planches litho-
graphićes (wyczerpane). 

G . - H , NIEWĘGŁOWSKI, B. profesor analizy w Szkole Wyższej 
Polskiej Montparnasse, egzaminator matematyki w liceum 
Świętego Ludwika w Paryżu : 

— Arytmetyka z teoryą przybliżeń liczebnych i t. d. (Kurs zu-
pełny, zawierający działania skrócone, błędy samoistne i 
względne; noty dotycz^ice własności liczb, wiele rozwiąza-
nych zagadnień, ćwiczenia), Paryż, 18()(», in-8° stron 35:2. 
Cena 1 tal. 10 sgr. 

— Geometrya. Cześć  / , Geometrya płaska (wydanie drugie), 
w Paryżu, 18()8 roku, stron i^S in-8", figury w tekście. Cena 
I tal. 10 sgr. 

i . — Geom,etrya. Cześć I i / / , kurs zupełny, drugie wydanie 
całkiem przerobione, zawierające całą geometryę starożyt-
nych i metody geometryi nowoczesnej (pierwsze wydanie 
z 185i2 roku). Paryż, 1868, in-8°, stron YIII i 778. Cena :2tal. 
-20 sgr. 

5. — Trygonometryaprostolinijna i sferyczna z teoryą ilości uro-
Jonijch i z notami. Paryż, 1870 roku, in-8'', stron xv i 407. 
Cena 1 tal. 15 sgr. 
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(). Zasady rachunku różniczkowego i całkowego z zastosowaniami, 
wyłożył  W. FoLKiERSKr, inżynier cywilny, b. uczeń szkoły 
politechnicznej w Karlsruhe, iicencyat nauk matematycz-
nych P. F. Sorbony, profesor Mechaniki w Szkole wyższej 
przygotowawczej w Paryżu, toni 1 zawierający Rachunek 
rożniczkowy oraz doilalek Władysława Trzaski o Wyznacz-
nikach. Paryż, 1870, in-8% stron XLIII i 1087, figur w tekście 

Cena 3 tai. lOsgr. (wyczerpane). 

7. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych łv Paryżu, tom I. 
Główne artykuły przez pp. Frankę, Gosiewskiego, S^gajłę, 
Trzaskę, J^murkę. Paryż^ 1871, in-4°, stron 18(), figur 5. 
Cena 2 talary. 

8. Pamiętnik TowarzystvKi Nauk Ścisłych iv Paryżu, tom II. 
Artykuły pp. Gosiewskiego, Kucharzewskiego, Sągajły, 
Trzaski i Żalińskiego. Paryż, 1872, in-i", stron 245, figur 8. 
Cena 2 talary. (Obadwa tomy razem oprawne, tal. sgr. 
O fen.) 

9. Wykład Hydrauliki wraz z teorya machin wodnych, poprze-
dzony wiadomościami wstępnemi z Hodrostatyki i Hydro-
dynamiki; przez pp. Feliksa KUCHARZEWSKIEGO i Władysława 
KLUGERA (inżynierów dyplomowanych szkoły Dróg i Mostów 
w Paryżu). Paryż, 1873, in-S", stron LVI i 1018. Figur 
ŵ  tekście 110, oprawa angielska. Cena 20 franków. 

10. Zasady rachunku różniczkoiuego i całkowego, przez Włady-
sława FOLKIERSRIEGO, stałego Sekretarza i Wice-prezesa To-
warzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom II Rachunek Cał-
kowy. Część pierwsza : całkowanie różniczek i t. d. Paryż, 
1873, in-S", stron XYI i 752, figur 76, oprawa angielska. Cena 
12 franków. 

11. Wykład Mechaniki cząsteczkowej [molekularnej], przez Wła-
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(lysława G O S I E W S K I H G O , proi'. luzyki matematycznej. Tomu 
części różniczkowej zeszyt pierwszy. E^iryż, 1873, in-8% 

stron I7(). Cena fr. A. 

h2. Pamiotnik Tonmrzystioa Nauk Ścisłych w Paryżu; tom III, 
zawierajacy wypracowania pp.  W. Folkierskiego, Klugera, 
Kucharzew-skiego, Dolińskiego, Gosiewskiego i Martynow-
skiego. Paryż, 1870, stron vni i .'151̂  figur %. Cena fr. 1:2. 

I ; } . Mechanika rozumowa, przez G . - H . N I E W Ę G Ł O W S K I E G O , dwa 
tomy. Tom I, Statyka i Di/namika punktu, Tn-8", stron 544 
z figurami; cena fr. 10. 

14. Wykład zupełny Algebry, przez Adolfa S A G A J Ł Ę , W czterech 
tomach. Tom pierwszy: Początki Algebry. Paryż, 1873, in 8°, 
siron z figurami. Gena 5 fr. .")() cent. 

IT). Biblioyrofia piśmiennictiua polskiego z dzieła Matematyki 
i Fizyki oraz ich zastosowań, przez Dra Teofila Ż E B I I A A Y S R I E G O , 

członka Akademii Krakowskiej. Kraków, 187:>, in-8'', stron 
1)17, z tablicami. Cena o talary. 

IG. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych, tom IV, zawierajacy 
wypracowania pp A. iMartynowskiego, K. Brandta, J.-N. 
Frankego, W. Klugera, W. Pnchewicza, S. Baranowskiego 
i Gayley'a (tłomaczenie z angielskiego). In-4% Paryż, 1874, 
czterdzieści dwa arkusze druku, figur w tekście 100. Cena 
1:2 franków. 

17. Wykład zupełny Algebry, przez Adolfa S A G A J Ł Ę , W czterech 
tomach. Tom 11 : Teorya luyznuczników i jej przedniejsze 
zastosowania. Paryż, 1874, in-8*', stron 400. Cena ') fr. 50 ceni. 

18. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych, tom V zawierajęcy 
prace pp. K. Maszkowskiego, Wł. Gosiewskiego, Ł. Wójcie-
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ciiowskiego, J. Kostalińskiego i S. Baranowskiego \n-!i", Pa-
ryż. 187 i, czterdzieści cztery arkusze druku, figur w tekście 

-U, tablic-20. Cena fr. !("». 

10. Pamiętnik Towarzystioa Nauk Ścisłych iv Paryżu, lom VI, 
zawierający prace pp. J. llostafińskiego, A. Martynowskiego, 
S. Elzanowskiego, W. Zajączkowskiego i M. Girdwoynia. 
ln-i% Paryż, 1875, czterdzieści cztery arkusze druku, figur 
w tekście 10, tablic litografowanych 12, stalorytów 8. Cena 
franków 20. 

20. G. R. NIEWĘGŁOWSKI : Mechanika Rozumowa, tom II, Dyna-
mika uktadów materyalnych. Nydrostatyka i Hydrodynamika. 
Paryż, 187ri, in-8% stron 885, z figurami w tekście. Cena 
15 franków. 

21 . Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom VII 
zawierający prace pp. Wł. Gosiewskiego, K. Brandta, K. 
Hertza i S. Dicksteina, A. Sękowskiego, M. A. Baraniec-
kiego, B. Rejchmana, M. A. Baranieckiego i A. Sągajły. 
ln-8'' Paryż, 1875, czterdzieści arkuszy druku, figur w tekś-
cie (drzeworytów) 50, miedziorytów typograficznych (siu' 
cuivre en relief) 2, tablic : miedzioryt 1, stalorytów i , foto-
druk 1. Cena fr. 20. 

22. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, lom VIII 
zawierający prace pp. M. A. Baranieckiego, Wł. Gosiew-
skiego, M. Hulewicza, Z. Laskowskiego, J. Rostafińskiego, 
A. Sągajły, A. Transon (tłomaczenie z francuzkiego), Abla 
Transon (tłomaczenie z francuzkiego), M, A. Baranieckiego. 
In-i", Paryż. 1870, trzydzieści arkuszy druku, ligur w tekś-
cie : drzeworytów 18 i tablica jedna litografowana. Cena 
franków 20. 

2;», Wł. KLUGEH : Wykład Wytrzymałości MatcryaUio. Paryż, 
J870. In-8", slron 595 z figurami w tekście. Cena 15 fr. 
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Pamiętnik Towarzijstwa Nauk Ścisłych iv Parytu, tom IX 
zawierający prace pp. : M. Girdwoynia, Ł. Wojciechow-
skiego, Wł. Gosiewskiego. S. Dicksteina i Gosiewskiego, M. 
Szystowskiego, K. Brandta i J. Śniechowskiego. Paryż, 1877, 
pięćdziesiąt arknszy druku in-l", drzeworytów 75, tahhclito-
grafowanych 11, miedziorytów Cena 20 fr. 

25. Wykład Nauki o Równaniach Różniczkowych, przez Wł . 
ZAJĄCZKOWSKIEGO, doktora lilozolii, profesora Matematyki 
w Akademii Technicznej Lwowskiej. In-H", str. .\xiv i 1102 
z figurami w tekście. Cena 25 fr, 

2(». Geometrya Analityczna, przez A. SĄGAJŁĘ, tom 1 in-i", 
zawierający sto arkuszy druku z figurami w tekście. Paryż, 
1877 roku. Cena 25 fr. 

27. Pamiętnik Towanystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom X 
zawierający prace pp. J. Sochbckiego, E. Flabicha, M. A. 
Baranieckiego, W. Gosiewskiego, M. A. Baranieckiego, 
T. Chudzińskiego, K. Brandta, W, Trzaski, W. Trzaski, 
M. Szystowskiego i A. IMartynowskiego. V'dvfŁ 1878, czter-
dzieści arkuszy druku in 4", drzeworytów 7(), tablic litogra-
Ibwanych 9. Cena 20 fr. 

28. G . - H . NIEWĘGŁOWSKI, Algebra, t. Paryż, 1879, str. xii 
i 893, in-8°. Cena 12 fr. ^ 

2 9 . M . - A . BAR.ANIECKI, Teorya Wyznaczników. Paryż, 1 8 7 9 , 
str. X i 5 9 5 , z figurami w tekście, in 8° . Cena  1 5 fr. 

ZNAJDUJA SIJ^ OBECNIE W DRUKU: 

30. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom Xl 
in-4°. 

3 1 . Ernest SAG AJ LO, GEOMF/RYA W ykreślna, m 

l'Ar. Yż — 1)11 I;k Ali N \ K. MAKTl.NKT, ULICA M I C.N (I N,  i . 
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