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Rachunek geometryczny rézni sie od geometryi karte-
zyuszowskiej tem, ze ta ostatnia operuje analitycznie na spét-
rzednych, gdy pierwsza wykonywa swe dzialania bezpos$re-
dnio na utworach geometrycznych.

Pierwsza proba rachunku geometrycznego datuje od
Leibniza, ktérego umysl szeroki otworzyl wiele nowych
drog matematyce.

Najprzod rozwinela sie analiza nieskoficzono$ciowa, dzieki
jego rowiesnikom i uczniom. Rachunek geometryczny, kté-
rym sie zajmujemy, rozwinal sie dopiero w stuleciu biezacem,
lubo jeszcze dotad nie rozpowszechnil sie¢ dostatecznie. ILo-
gika matematyczna, ktérej zasady jasno Leibniz wylozyl,
dopiero teraz rozwija sie szybko, rozwigzujac rozmaite na-
streczajace sie trudnoéci.

O tych wszystkich réznych przedmiotach Leibniz pi-
sal szkicowo. O rachunku geometrycznym moéwi z zapalem
w liscie swym do Huygensa (8 wrzednia 1679 r.), tloma-
czac wielkie pozytki, jakie przynie$¢ moze.

Po Leibnizu — jezeli pominiemy interpretacye geome-
tryczna liczb urojonych poda{r’la‘ przez Arganda, — przedmio-
tem tym zajmowal sie do$¢ szczeéliwie Mobius w ,Rachun-
ku barycentrycznym® (1827), ktéry zastosowal do wielu pytan,
zwlaszcza w swojej ,,Mechanice niebieskiej“ (1842).

Roéwnoczesnie i niezaleznie od niego, Bellavitis w swo-
je&j pracy ,Metodo delle equipollenze® (1854), ktorej poczatki
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znale$¢ mozna juz w jego pracach z r. 1832, podal liczne
zastosowania rachunku geometrycznego.

W r. 1844 Grassmann oglosil swoja nauke rozciagto$ci
(Ausdehnungslehre), malo czytana i nieoceniona przez wspét-
czesnych i dopiero pdzZniej podziwiana przez wielu uczonych.
Ta praca zajmiemy sie specyalnie w tej rozprawie.

Dla zakonczenia tych tresciwych wiadomo$ci history-
cznych wspomnijmy jeszcze, ze Hamilton utworzyt na dro-
dze od poprzednich niezaleznej teorye kwaternionéw, ktora
jest nowa metoda rachunku geometrycznego. Zarys tej teoryi
byl ogloszony w r. 1843; wyklad zupelny w r. 1853. Dzielo
Hamiltona mialo powodzenie u wspolczesnych, po czesci
dzieki jasno$ci wykladu i szczesliwej nomenklaturze. Kwa-
terniony stosowano w wielu pracach i traktatach tak z czystej
jak i ze stosowanej matematyki n. p. w ,Traktacie o elektry-
czno$ci i magnetyzmie” Maxwella. Lecz w naszych czasach
jedni daza do uproszczenia teoryi kwaternionéw (Macfar-
lane), drudzy chca powrotu do pomysléw Grassmanna lub
skombinowania réznych metod rachunku geometrycznego.

W samej rzeczy, te rézne metody rachunku geometry-
cznego nie pozostaja wcale ze soba w sprzecznosci. Sa one
réznemi stronami tej samej nauki, skad tez wyplywaja rozne
sposoby, pod jakiemi ten sam przedmiot przedstawia sie ro-
znym autorom, badajacym go niezaleznie od innych.

Rachunek geometryczny bowiem, jak kazda nowa me-
toda, nie jest ukladem konwencyonalnym, lecz ukladem prawd.
Podobnie, metoda niepodzielnych (Cavalieri), nieskonczenie
matych (Leibniz), fluksyj (Newton), sa jedna i ta sama
nauka, mniej lub wiecej doskonata, pod réznemi postaciami.

Teorya Grassmanna zyskuje dzi§ najwyzsze pochwaly
od réznych autoréw, ktérzy ja wykladali lub stosowali. Czy-
telnik znajdzie o tem wiadomc$é w spisie bibliograficznym
o ,Nauce rozciagtodei“ H. Grassmanna, ogloszonym w ,Ri-
vista. di Matematica“ (1895 str. 179), a zwlaszcza w najnow-
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szem, bardzo waznem dzielku Schlegela: ,Die Grassmann-
sche Ausdehnungslehre” 1).

Musiala istnie¢ przyczyna, dla ktérej dzielo Grass-
manna tak poéZno zostalo poznane i z taka trudnoscia sie
rozpowszechnialo. Wedlug mnie, przyczyna ta tkwila w for-
mie wykladu metafizycznej i mglistej, dalekiej od zwyklego
jezyka matematykoéw, tak ze od samego poczatku odpychala,
zamiast przyciaga¢ czytelnika. Ja sam, studyujac to dzielo,
poznalem potege tej metody jedynie ze szkicu jej zastosowan,
ogloszonych w r. 1845 w , Archivie” Grunerta (H. Grass-
mann’s Werke, I str. 297).

Oparcie sie na tych zastosowaniach umozliwilo mi do-
piero rekonstrukcye teoryi i utworzenie definicyj wprowadzo-
nych utwordéw, przy stosowaniu jedynie geometryi elementar-
nej. Oglosilem te teorye z licznemi zastosowaniami w dziele
»Calcolo geometrico secondo I’Ausdehnungslehre di H. Grass-
mann« (Turyn, 1888). Tez same definicye przyjal p. Car-
vallo w rozprawie «La méthode de Grassmann» (Nouvelles
Annales de mathématiques; 1892, str. 8—37) odznaczajace]j sie
jasnodcia i prostota wykladu. Nastepnie (w «Lezioni di analisi
infinitesimale, 1893) wylozylem za pomoca symboléw logiki
matematycznej twierdzenia tej teoryi. Tak wiec, dzieki usito-
waniom réznych autoréw, zostal z jednej strony znacznie upro-
szczony wyklad metody Grassmanna, z drugiej za$ rozwi-
nieto jej zastosowania do réznych czesci matematyki.

Wyklady zupelne rachunku geometrycznego, w ktorych
zaktada sie jedynie znajomo$¢ matematyki elementarnej, sa
z natury rzeczy bardzo obszernemi. Z drugiej strony, wiele po-
stepowan w tym rachunku ma pokrewienstwo z postepowaniami,
ktére pdiniej czesto wprowadzano do geometryi analityczno-
rzutowej, analizy, mechaniki; niektére twierdzenia sa znane

1) Dzielko to wydane zostalo w przekladzie polskim: «Nauka rozeiaglosci
H. Grassmanna;» Warszawa, 1896. (Przyp. ttom.).
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w tych naukach pod czesto rdézna postacia. Zwracajac sie
przeto nie do autoréw lecz do kolegéw, pragne uczynié za-
do$¢ wielokrotnie objawionemu Zyczeniu wylozenia sposo-
bem zwieztym definicyj i zasadniczych wlasnoéci utworéw, na
ktérych operuje rachunek geometryczny, zestawiajac go z analo-
gicznemi utworami, badanemi w réznych cze$ciach matematyki.

Okredlimy tu utwory, t. j. formy geometryczne, stopnia
1g0, 2go, 3g0 i 4go, ktérych przypadkami szczegdlnemi sa
wektory, dwuwektory i tréjwektory; dalej zwiazek réwnosci,
jedyny, jaki tu wystepuje; dzialania dodawania i mnozeniai dwa
dzialania, oznaczone symbolami «i | Ten uklad zupelny dzia-
fan pozwala juz badaé wszelkie pytania geometryi. W wy-
kladzie czeSciowym mozna rozwazaé¢ tylko niektére z tych
utworéw i dziatan.

§ 1. Czworosciany.

Niechaj znaki A, B, C, D. oznaczaja punkty; przez
ABCD oznaczamy czworo$cian, ktérego wierzchotkami sa te
punkty. A B C D=o oznacza, ze te cztery punkty leza w je-
dnej plaszczyznie.

W czworodcianie nierownym zeru rozwaza¢ bedziemy
z Mobiusem zwrot!). Czworo$cian A B CD nazywa sie
prawozwrotnym jezeli osoba, umieszczona glowa w A,
stopami w B i obrécona ku C D, ma po swojej lewej rece
punkt C, po prawej punkt D. Nazwiemy czworo$cian lewo-
zwrotnym w razie przeciwnym.

Pojecie zwrotu czworoscianu, jakkolwiek do$é¢ proste,
bo sprowadzajace sie do rozwazania strony prawej i lewej,
nie napotyka sie w ksiegach Euklidesa; dostajemy je do-
piero, wyobrazajac sobie osobe, umieszczona sposobem wyzej
wskazanym. Wprowadziwszy raz to pojecie fizyczne zwrotu

1) Znajdujemy trudno$¢ w oddaniu pojecia zZ Semso (Sinn, sens) w jezy-
ku polskim; sadzimy atoli, ze termin wyzej uzyty, nie da tu powodu do dwuznaczno-
$ci. (Przyp. tlom.).
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do rozwazan nad czworo$cianami, bedziemy juz mogli okre-
$§li¢ zwrot innych badanych utworéw geometrycznych.

Dwa czworo$ciany nazywaja sie rownemi, gdy maja
te sama wielko$¢ i tenze sam zwrot. Czworo$ciany mozna
dodawaé, mozna je mnozy¢ przez liczby rzeczywiste dodatnie
lub ujemne iotrzymuje sie zawsze czworo$cian. Tak wiec,
gdy /4, 4 ... %y sa czworosciany, %; Xg'... ¥, — liczby, to
X 4+ xy by + ...+ x, 4, jest czworodcianem; wielomian ten
ma wszystkie wlasnodci wielomianéw algebraicznych: mozna
przemienia¢ porzadek jego wyrazéw, a mnozenie liczby przez
czworo$cian ma wlasno$¢ rozdzielnosci wzgledem obu czyn-
nikow.

Czworoscian zmienia znak, jeZeli przestawimy dwa jego
wierzcholki (Mobius, Werke, str. 41)

ABCD=—BACD=—ACBD= — ABDC.

¢ . :
Przez stosunek — dwéch czworoéciandéw ¢ i %, z ktb-
u

rych drugi nie jest zerem, rozumiemy liczbe rzeczywista, przez
ktora pomnozywszy u, znajdziemy / Stosunek ten jest miara
czworoscianu /4 przy przyjeciu czworodcianu # za jednostke
miary: W wielu pytaniach zamiast o czworo$cianach mozna
moéwic¢ o liczbach, bedacych ich miara,.

Czworoscianem A B C D nazywa sie takze iloczyn czte-
rech punktéw A, B, C, D lub iloczyn punktu A. przez trojkat
BCD Iub linii AB przez linie CD, lub wreszcie trojkata
A BC przez punkt D. Tloczyn ten 'nie jest przemien-
nym; przestawiajac dwa wierzcholki, sprawiamy zmiane znaku;
wlasno$é te nazwano znakozmienno$cia.

Zobaczymy, jakie przyczyny usprawiedliwiaja nazwanie
czworo$cianu iloczynem.

§ 2. Formy geometryczne.

Niechaj #,;, #, . . x, beda liczby rzeczywiste; literami
wielkiemi oznaczaé bedziemy punkty.
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Polbézmy jako okreslenia:

G A o o 3 ALY BCD==g; /AT BED il i, A, BCD
A B A B YDy, AS B CPE L AR, CD
(%, A,B,C,+..74=, A, B, C,)D=x, A,B,C,D+}..4x, A, B, C, D

Pierwsze strony tych roéwnosci nie maja dotad znacze-
nia; nadajmy im wartos¢, jaka przedstawiaja strony drugie,
ktére sa sumami czworo$cianéow.

Nazywamy forma stopnia pierwszego kazde wy-
razenie postaci:

R L

t. j, ogo6l punktow A, ... A, ze spdlczynnikami lub ma sami
% ... x%; forma drugiego stopnia kazde wyrazenie
postaci:

8 Bt oL 2 A B

forma trzeciego stopnia kazde wyrazenie postaci:
% A, B, CH ... 4% A BC.

Mozemy forma stopnia czwartego nazwaé kazda
sume czworo$cianow, ktéra zreszta sprowadza sie do poje-
dynczego czworo$cianu.

Mnozac tedy forme stopnia pierwszego przez trzy pun-
kty lub forme stopnia drugiego przez dwa punkty, lub wre-
szcie forme stopnia trzeciego przez jeden punkt, otrzymujemy
czworosciany.

Forma s stopnia pierwszego, drugiego lub trzeciego,
jest zerem, co piszemy: s=o, jezeli mnoZac ja odpowiednio
przez trzy, dwa, jeden punkt dowolny, otrzymujemy iloczyn
zero.

Dwie formy s i s’ jednego stopnia: pierwszego, drugiego
lub trzeciego nazywaja sie réwnemi, co sie pisze: s=s, jezeli
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mnozac je odpowiednio przez trzy, dwa i jeden punkt do-
wolny, otrzymujemy iloczyny réwne.

Te okreélenia form zerowych oraz réwnosci dwu form sa
zasadniczemi w teoryi naszej; uciekamy sie do nich zawsze,
ilekro¢ powstaje jaka watpliwo$¢ co do interpretacyi wzordw.

Iloczyn formy geometrycznej stopnia pierwszego przez
tréjkat BCD jest, przy zmienianiu sie formy, proporcyonal-
ny do momentu tej formy wzgledem plaszczyzny trojkata,
t. j. do sumy odlegto$ci punktéow formy od plaszczyzny, po-
mnozonych przez odpowiednie masy. Stad, dwie formy sto-
pnia pierwszego nazywaja sie réwnemi wtedy, gdy maja mo-
menty réwne wzgledem kazdej plaszczyzny,

Jezeli linia A B przedstawia site, iloczyn A B CD jest
proporcyonalny do tego, co nazywamy momentem sily wzgle-
dem osi C D; stad dwie formy stopnia drugiego nazywaja sie
rownemi, gdy maja ten sam moment wzgledem kazdej osi.

Widzimy tedy analogie teoryi form pierwszego stopnia
z teorya $rodkow ciezkodci, teoryi za$ form stopnia drugiego
z teoryq redukcyi sil, przylozonych do ciala sztywnego.

§ 3. Dziatania na formach.

Juz nazwaliémy linia iloczyn A B dwu punktéw, tréj-
katem — iloczyn A B C trzech punktéw. Przez to wyrazy
te nabieraja znaczenia specyalnego i jako przypadki szcze-
gélne form drugiego i trzeciego stopnia. Stad réwno$é
A B C=A'B C' oznacza, wedlug definicyi, ze gdy weZmiemy
jakikolwiek punkt D, bedzie zawsze ABCD=A'B' CD
mozna to wyrazié, méwiac, ze dwa trojkaty leza na tej samej
plaszczyZnie, maja te sama wielkoé¢ i tenze sam zwrot. Po-
dobniez A B=A' B’ oznacza, ze dwa odcinki znajduja sie na
tej samej prostej, maja te sama wielko$¢ i ten sam zwrot
i to nie przez definicye, lecz jako wynik bezposredni definicyi.

Na sume i iloczyn form geometrycznych podajemy Dags
stepujace definicye, bezposrednio jasne: @) g"
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Suma dwéch form tego samego stopnia jest to forma,
ktoéra otrzymujemy, piszac jedne za drugiemi wyrazy pierwszej
i drugiej formy,

Tloczynem formy stopnia 7 przez forme stopnia 7, w za-
lozeniu 7-7<4, jest suma iloczynow kazdego wyrazu formy
pierwszej przez kazdy wyraz formy drugie;j.

Bezpodredniem nastepstwem tych definicyj jest, ze ra-
chunek geometryczny rézni sie od rachunku algebraicznego
tylko tem:

1. Ze mozemy mnozy¢ przez siebie tylko dwa, trzy lub
cztery punkty, gdyz nie ma form stopnia wyzszego nad
czwarty.

2. Ze jest AB=—BA, a stad A A=0.

Poza tem rachunek geometryczny posiada wszystkie wla-
snosci rachunku algebraicznego wielomianow.

Dodawanie jest przemiennem i lacznem, mnozenie tla-
cznem i rozdzielnem wzgledem obu czynnikéw. Zawsze za-
miast jednej formy mozna podstawic¢ inna jej réwna.

Ta zgodno$é obu rachunkéw stanowi wielce wazna za-
lete metody Grassmanna. Pozwala on operowaé i rozu-
mowacé z wielka oszczednoécia sil i pamieci, albowiem w tym
nowym rachunku operuje sie tak, jak w rachunku juz znanym.
Rachunek ten odpowiada przeto zasadzie najmniejszego wy-
silku, znajdujacej zastosowanie nietylko w mechanice lecz
takze i w dydaktyce.

Odwrotnie, jezeli przypiszemy wyrazeniu A B CD wyzej
podane znaczenie i zechcemy, aby utrzymaly sie wspomnione
prawidla algebraiczne, dojdziemy z konieczno$ci do rachunku
Grassmannowskiego, ktéry bedzie tym sposobem okre-
$lony. Lecz okreélenie takie byloby za obszerne: jest ono roéw-
nowaznem grupie twierdzen, z ktérych niektore sg definicya-
mi, inne za$ sa ich nastepstwem.

§ 4 Wektory.

Pomiedzy formami stopnia pierwszego na wyrd6znienie
zasluguje réznica B-—A dwéch punktéw, t. j. ogdt dwoch
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punktéw A i B z ich spélczynnikami —r1 i +1. Roznica
taka nazywa sie wektorem.

Dwa wektory B—A i B'—A’ sa na zasadzie okre$lenia
rownemi wtedy, gdy wziawszy jakiekolwiek trzy punkty
P, Q, R, bedziemy mieli:

BPQR —APQR=B'PQR —A'PQR.

Warunek ten latwo przeksztalcié na nastepujacy: ,dwa
wektory sa réowne, gdy maja te sama dlugosé, sa réwnolegle
i skierowane w jedne strone.”

A i B nazywaja sie poczatkiem i koncem wektoru
B—A.

Poczatek wektoru mozna obraé¢ dowolnie.

Aby do punktu A doda¢ wektor I, nalezy wyznaczyé
punkt B taki, aby bylo B—A=I

Przenoszac, mamy B=A-}1I.

Dla dodania dwéch wektorow I i J, bierzemy dowolnie
punkt A, wyznaczamy punkt A-I, potem punkt A-HI-];
wektor (A—-I+4J)—A znaczy to samo co I4]. Tak wiec
suma dwu wektoréw jest wektorem.

Mnozac wektor przez liczbe rzeczywista, otrzymujemy
wektor rownolegly do danego.

Jezeli dana jest forma stopnia pierwszego

2 A+ .. Fxn As

i punkt O, to mamy tozsamosé.

Zp At ot xn A= (%, F . ) O
~+x, (A;—O0)4 ... +x, (4, — O)
t. j. kazda forma stopnia pierwszego daje sie sprowadzi¢ do

punktu dowolnego O ze spélczynnikiem, réwnym sumie spo6l-
czynnikow formy, i do wektoru.
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,Kazda forma pierwszego stopnia, w ktéréj suma spol-
czynnikéw jest zerem, sprowadza sie do wektoru.»

«Kazda forma stopnia pierwszego, w ktérej suma spél-
czynnikéw nie jest zerem, podzielona przez te sume, daje
punkts.

Ten punkt jest $rodkiem ciezko$ci uktadu danych
punktéow z odpowiedniemi masami. W ten sposéb wynika stad
rachunek barycentryczny, i w samej rzeczy, teorya form sto-
pnia pierwszego zlewa sie tak co do swej istoty, jak i co do
znakowan, z rachunkiem M 6biusa.

Mobius wszakze ograniczyt sie na niewielu tylko uwa-
gach, odnoszacych sie do przypadku, w ktorym forma sprowadza
sie do wektoru, nie podnoszac atoli wielkiej waznosci tego
przypadku.

Termin wektor wprowadzony zostal przez Hamil-
tona; odpowiada on dokladnie odcinkowi Bellavitisa;
w uzyciu coraz ogolniejszem bywa pierwsza nazwa, wyklu-
czajaca wszelka dwuznacznosé.

Lecz ci autorowie rozwazaja wprost wektor, nie czyniac
go zaleznym od form pierwszego stopnia i przyjmujac za
definicye rownodci i sumy podane dopiero co przez nas wla-
sno$ci. Zreszta pojecie wektorow, ich sumy lub skladania jest
nieco dawniejsze, poniewaz napotykamy je juz w pojeciu pred-
kodci i sity; mimo to zasluga tych autoréw jest okazanie, w jak
sposob na skladaniu wektoréw mozna oprzeé¢ rachunek geo-
metryczny.

Tak Bellavitis jak i Hamilton oznaczaja przez
AB wektor o poczatku A i koncu B, to co my wedlug Grass-
manna oznaczamy przez B—A. Juz Hamilton zwrdcit byt
uwage na wyzszo$¢ znakowania B-—A, lecz nie uczynil z nie-
go uzytku.

Wedlug naszych znakowan B—A i AB sa utworami
catkowicie roznemi. Niezaleznie od tego, wzory Hamiltona
(A, B, C sa punktami):
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BA=—AB; AB+BC+CA=0
wyrazaja to samo, co wzory Grassmanna:
A—B— (B—A); (B—A)-HC—B)-HA—C)=0

i widzimy, ze te ostatnie maja postaé tozsamosci algebraicz-
nych, gdy tymczasem pierwsze maja posta¢ odmienna i wy-
magaja nowego wysitku pamieci. Widzimy tedy, ze rachu-
nek Grassmanna jest ekonomicznie wyzszy od rachunku
Hamiltona.

Bellavitis wprowadza znak dla wskazania ekwipolen-
cyi dwoéch odecinkéw; dla odcinkéw tedy mamy do rozwa-
zania réwnoé¢ i ekwipolencye. Dwa odcinki ekwipolentne
moga zastepowad sie wzajemnie we wzorach, ktore trzeba pa-
mietaé. Tymczasem majac jeden tylko znak réwnosci, mo-
zemy zawsze, w kazdym wzorze, zamiast danego utworu,
podstawié inny mu réwny; jest to prawidlo, od ktérego za-
dne nie moze by¢ juz prostszem.

§ 5. Formy stopnia 2-go i 3-go.

Teorya form stopnia drugiego zlewa sig z teorya ukladow
sit, przylozonych do ciala sztywnego; lecz w pierwszej z nich
wystepuja tylko pojecia geometryczne i dzialania wykonywaja
sie z algorytmami algebraicznemi.

Oto kilka prob. Mamy A (B—A)=AB, a wiec kazda
linia jest iloczynem punktu przez wektor, i odwrotnie. Przez
wektor formy 2go stopnia rozumiemy sume wektorow jego
wyrazow. Mamy tozsamos$ciowo:

ABSBMB. | ...+ AB,— A[A}+(B,—A)+... (By—-A)]

t. j. suma linij, majacych wspélny poczatek, jest linia, majaca
ten sam poczatek, a koniec w punkcie przedstawionym w wy-
razeniu, objetem przez nawias.
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Tloczyn dwu wektor6w nazywa sie dwuwektorceem
Jest to forma drugiego stopnia, odpowiadajaca parze w 1 nme-
chanice. Suma dwuwektoréw jest dwuwektorem. Kazda fornrma.
stopnia drugiego daje sie nieskonczenie wielu sposobami spppro-
wadzi¢ do sumy linii i dwuwektoru.

Formy stopnia 3-go nie daja sie interpretowaé meciclcha-
nicznie:

Mamy twierdzenie:

«Kazda suma tréjkatow daje sie sprowadzi¢ do jednego poooje-
dynczego tréjkata lub do iloczynu trzech wektoréw,»

Tloczyn trzech wektoré6w nazywa sie tréjwektoreeem

Jezeli dolaczymy tréjwektor do trojkata, to ten ostaatatni
przenosi sie rownolegle do samego siebie.

Krétkie ¢wiczenie wystarczy do nabrania wprawy w tiyym
rachunku, rézniacym sie od rachunku algebraicznego tem,, Zze
mnozenie jest znakozmiennem.

Nie beda by¢ moze bezuzytecznemi nastepujace uwapg@gi:

Wektor B—A jest forma pierwszego stopnia; linia AAAB
jest forma drugiego stopnia.

D\\A(a wektory B—A, B'—A' sa réwnemi wtedy, geady
pomnozywszy je przez trzy punkty dowolne, otrzymamy ilililo-
czyny rowne; dwie linie ABi A'B’ s réwne, gdy pomnnmno-
zywszy je przez dwa punkty dowolne, otrzymamy iloczyywny
rowne.

Z réwno$ci AB=A'B' wyprowadzamy: B—A=B'—:AA’,
lecz nie odwrotnie.

Dwuwektor (B—A) (C—A)=BC+HCA--AB jest formasttcto-
pnia drugiego, tréjkat ABC forma stopnia trzeciego. Pomnnao-
zywszy tamten dwuwektor przez punkt A, otrzymamy trc6:6j-
kat ABC.

Dwa dwuwektory AB-4BCH4CA i A'B'BC -+ CJ/AA’
sa réwnemi wtedy, gdy, pomnozone przez dwa punkty dddo-
wolne, daja iloczyny réwne; dwa tréjkaty sa réwnemi wtedddy,
gdy, po pomnozeniu przez jeden i ten sam punkt dowolny, daajaja
iloczyny roéwne.
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Roéwnosé ABC=A'B'C’ orzeka, ze dwa te trojkaty leza
na tej samej phszczyznie, maja pola réwne i jednego zwrotu.

Réwnosé AB+BC+HCA=—=A'B'4B'C'+CA’ orzeka, ze
dwa trojkaty leza na plaszczyznach réwnoleglych, maja pola
rowne i jedneg» zwrotu.

Z réwnosd ABC=A'B'C' wynika réwniez AB-+BC—H-CA
=A'B'+B'C'C'A’, lecz nie odwrotnie.

Trojwekter daje sie sprowadzi¢ do postaci:

(B—A) (C—A) (D—A)

po rozwinieciu za$ do postaci:

BCD—ACD+ABD—ABC,

‘ t. j. do powierzchni czworodcianu ABCD. Mnozac ten tréj-

wektor przez punkt dowolny, otrzymujemy ten sam tréjwektor.
Jezeli dwe czworodciany sa réwne, to sa réwnemi ich
tréjwektory, i cdwrotnie.
Niechaj bedzie w plaszczyZnie stalej forma drugiego sto-
pnia, t. j. uklad linij:

AB,+AB,+ ...+ A, B,

Jezeli przyjmiemy dla przykladu, ze wektor tej formy
nie jest zerem, to ona da sie sprowadzi¢ do jednej linii CD;
tak, ze gdy wezmiemy jakikolwiek punkt P na plaszczyznie,
bedzie

PAB,-PA,;B,{| ... +P A, B,=PCD.

Konstrukeya linii CD, wynikajaca z naszej teoryi, jest identy-
czna z konstrutcya wypadkowej sit A; B, 4+ A, B, + ...
i z przeksztalceniem sumy tréjkatéw na tréjkat, i—w przypadku
szczeg6lnym—z przeksztalceniem wielokata na tréjkat, podawa-
nem w grafice siatycznej. Dlatego przyjeliémy pojecie pél réw-
nych, bez rozbioru. Lecz latwo widzieé, ze to przeksztalcenie
opiera si¢ na nistepujacej tozsamodci, zachodzacej pomiedzy
trzema wektorani I, J, K:

I+])) K=IK4]JK

ktéra stanowi tvierdzenie Varignona.
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Dwuwektory lub pola, z dwbch wyrazéw zlozone, mozna
rozlozy¢ na czedci, wzajem na siebie przypadajace. Stad wie-
lokat dany daje sie w istocie rzeczy podzieli¢ na czedci, ktore
utozone w sposob odmienny, tworza tréjkat; tréjkat ten na-
zywamy rownym wielokatowi. Mamy tym sposobem droge
do rozwiazania zadania, czesto dyskutowanego w ostatnich
latach, ze wiolokaty réwne wedlug Euklidesa daja sie
rozlozyé na czedci, wzajemnie na siebie przypadajace. Dowo-
dzenie to zgadza sie co do swej istoty z dowodzeniem p. G é-
rarda w artykule: «Sur le mesure des polygones» (Bulletin
de mathématiques élémentaires, 1896 p. 102.)

§ 6. Spdirzedne.

Niechaj A,, Ay, A;, A, beda cztery formy stopnia pierwszego,
ktérych iloczyn nie jest zerem. Nazwijmy je «formami odnie-
sienia.» Kazda forma stopnia pierwszego daje sie sprowadzié
do postaci:

Xy Mgy Agt2y A2, Ay,

gdzie x,, x,, x,, x, sa liczbami, ktére nazywamy spolrzed-
nemi formy.

Kazda forma stopnia drugiego jest funkcya liniowa sze-
$ciu iloczynéw; czynnikami kazdego z nich sa dwie formy
Forma ta moze by¢ napisana w postaci

Vs Ay Agt-913 Ay Ayt 3 Ay Ay

Liczby 9,4, ...,95 nazywaja sie spolrzednemi formy stopnia
drugiego.

Kazda forma stopnia 3-go jest funkcya liniowa iloczy-
néw; czynnikami kazdego z nich sa trzy formy odniesienia.
Forma ta moze by¢ napisana tak:

s Ag A A—2) Ay Ag Atz Ay Ay Ay—2 Ay Ay Ag;

cztery liczby z;, z,, 2, 2, nazywaja sie spolrzednemi formy
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Spolrzedne formy mozna latwo wyrazi¢ przez stosunk
czworo$ciandéw. Istotnie, jezeli

S—=x; A+, Aytay Ayt Ay,

to, po pomnozeniu obu stron przez A, A, A,, pozostanie po
stronie drugiej tylko wyraz pierwszy; a stad:

el S, Ay Ag Ay
A A A A

Analogiczne wyrazenie otrzymujemy dla pozostalych
spotrzednych.
Niechaj bedzie forma stopnia drugiego:

s=y3 Ay Mgtz Ay Agt-...

Po pomnozeniu obu stron przez A, A,, otrzymujemy

e 5‘11 /1 .y
YA A2‘1 A ;

Podobnie rzecz sie¢ ma dla form stopnia trzeciego.

Z wielka prostota rozwiazujemy rozne zadania, dotyczace
spolrzednych, a miedzy innemi zadanie o znalezieniu spdlrzed-
nych sum lub iloczynéw form o danych spélrzednych. W tym
celu do$é wykonaé tylko wskazane dzialania.

Obliczmy naprzyklad, objetos$¢ czworodcianu, ktory jest
iloczynem czterech form pierwszego stopnia o danych spét-

FESIONCTE (0 L U S ) ) <
Formy dane maja wyrazenia: (i‘,
PA N
i
Xy Ap 2y Ay 23 A2 Ay, « X
A F 2 Ay Ayt A ,3\

A 2 Ayt 25 Ay A *;'
iA+iA—}—tA+tA /{. g o
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Pomndézmy przez siebie te wielomiany. Iloczyn skladad
sie bedzie z pewnej liczby wyrazéw. Przy mnozeniu dwu
wyrazéw, nalezacych do tej samej linii pionowej, otrzymujemy
w iloczynie zero; potrzeba wiec bedzie mnozy¢ tylko wyrazy
z réznych kolumn i wierszy. Jednym z wyrazéw iloczynu
bedzie x, 9,254, A; Ay Ay A,; z niego otrzymamy kazdy inny
wyraz, przemieniajac skazniki 1, 2, 3, 4; a jezeli chcemy,
aby czynnikiem wspolnym bylo A; Ay Ay A,, to trzeba be-
dzie da¢ spolczynnikowi znak-} lub—, stosownie do tego, czy
liczba inwersyj jest parzysta lub nieparzysta. Otrzymujemy
tedy na iloczyn wyrazenie:

’xl, C A PR

Dy Vay s Ve Y
1 Yoy Ve Vi Aakea”

21, % 23 2y

|
tl? l‘r f3’ f4|

ktére jest wyznacznikiem.

Widzimy wiec, ze wystepuje tu pojecie wyznacznika,
ktérego teorya moze by¢ calkowicie rozwinieta za pomoca
metod ogdlnych Grassmanna; ograniczamy sie wszakze
na tej uwadze, gdyz méwimy tu tylko o zastosowaniach geome-
trycznych.

Elementy odniesienia A, A,, A;, A, moga by¢ dowolne
Zastuguje na uwage przypadek, w ktéorym za elementy te
bierzemy punkt O oraz trzy wektory I, J, K, nie lezace na
jednej plaszczyznie. Taki uklad spolrzednych nazywa sie
kartezyuszowskim. Kazda forma stopnia pierwszego
daje sie sprowadzi¢ do postaci:

mO—+x1+4+y]+42K;
kazdy punkt do formy

O+x 14y J+2 &,
kazdy wektor do formy:

214y +zK
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kazda forma stopnia drugiego daje sie sprowadzi¢ do postaci
[O14+mO]J4+nO0OK—4pJK+4+¢KI|71]J

Jezeli forma przedstawia uklad sil, wtedy sze$é spolrzed-
nych formy nazywamy w mechanice charakterysty-
kami ukladu.

Iloczyn formy przez sama siebie ma postad:

Up+my~+nr)OIJK;

Znikanie tej formy jest warunkiem na to, aby forma
data sie sprowadzi¢ do linii lub do dwuwektoru.
Kazdy dwuwektor daje sie sprowadzi¢ do postaci:

pIE+ g KI+r1]
vl

§ 7. Zastosowanie do geometryi analityczno-rzutowe;j.

Do tej pory uwazaliémy formy geometryczne w $cistym
zwiazku z utworami znanemi. Forma stopnia pierwszego nie
znikajaca daje sie sprowadzi¢ do punktu z masa lub do wek-
toru. Jezeli pomnozymy ja przez liczbe nier6wna zeru, to
polozenie punktu lub kierunek wektoru zmianie nie ulegnie.
Stad forma stopnia pierwszego okresla punkt lub kierunek
t. j. okredla w kazdym przypadku punkt rzutowy. Cztery
spolrzedne formy stopnia pierwszego nazywaja sie spolrzed-
nemi jednorodnemi tego punktu. Jezeli pomnozymy spol-
rzedne przez te sama liczbe, to i forma bedzie przez nia po-
mnozona, lecz punkt rzutowy nie zmieni sie.

Jezeli cztery elementy odniesienia A; A, A, A, sa czte-
rema formami dowolnemi, wtedy spolrzedne nazywaja sie rzu-
towemi; jezeli sa czterema punktami, mamy spolrzedne
barycentryczne, jezeli punkt i trzy wektory—kartezyu-
szowskie.
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Forma stopnia drugiego nieréwna zeru lecz taka, ze ilo-
czyn jej przez sama siebie znika, daje sie sprowadzi¢ do linii
lub do dwuwektoru; a wiec okresla prosta lub polozenie t. j.
w kazdym razie okreéla prosta w skoriczono$ci lub w nieskon-
czono$ci. Sze$é spédlrzednych formy nazywaja sie spélrzed-
nemi jednorodnemi prostej.

Forma stopnia drugiego taka, ze jej iloczyn przez sama
siebie zerem nie jest, okre$la kompleks liniowy.

Forma stopnia trzeciego nie rowna zeru, daje si¢ sprowa-
dzi¢ do tréjkata lub do tréjwektoru. W pierwszym razie
okresla plaszczyzne w skonczonosci, tréojwektor zag odpowiada.
plaszczyZnie w nieskoniczonosci. Cztery spolrzedne formy sa
spolrzednemi jednorodnemi plaszczyzny *).

§ 8. lloczyny wsteczne.

Niechaj beda dwie formy stopnia pierwszego (lub punkty)
A i B i tréjkat lub plaszczyzna z. Chcemy wyznaczy¢ punkt
spotkania prostej AB z plaszczyzna . Kazdy punkt prostej
wyraza sie forma xA -+ yB; poniewaz punkt szukany ma le-
ze¢ na plaszczyZnie =, przeto by¢ winno

(#A—4yB)r=0.
lub
xAr+yBr=0.

Roéwnanie to spelni sie, jezeli na x i ¥ weZzmiemy war-
toci proporcyonalne do objetosci Br. i — Ax. Jezeli wiec

1)  Obszerniejsze rozwiniecie spéhrzednych rzutowych, wyprowadzonych
z rachunku geometrycznego, znale§¢ moina w rozprawie; Burali Forti: «Il
metodo del Grassmann nella geometria projettiva. (Rend. Circolo Palermo, 1896.
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oznaczymy przez [Z] liczbe, ktéra mierzy objetosé czworo-
$cianu # wzglednie do pewnego czworo$cianu statego, o forma

[Br]A—[Ar] B

leze¢ bedzie na prostej A B i na plaszczyznie n. Jest to wla-
$nie punkt przeciecia prostej z plaszczyzna.

Mozna dowie$é, ze ta forma, ktéra przedstawia sie jako
funkcya form A i B jest w rzeczy samej funkcya samego
iloczynu AB, t. j. ze nie zmienia sie, jezeli zamiast A i B we-
/miemy inne formy A’ i B’ takie, z2 A B=A' B. Dla tego
nazwiemy znalezione wyrazenie iloczynem A B przez =, ina-
piszemy:

AB.x=[Bs] A—[A«]B.

Iloczyn formy stopnia drugiego przez forme stopnia trze-
ciego jest wiec forma stopnia pierwszego, zupelnie okre$lona,.
Punkt, ktéry ona okresla, jest przecieciem prostej i plaszczy-
zny, okreslonych przez formy dane.

Podobnie okre$lamy iloczyn dwu form trzeciego stopnia
(ptaszczyzn), ktéry jest forma stopnia 3-3—4=2 (prosta),
oraz iloczyn trzech form trzeciego stopnia, ktéry jest forma
stopnia 3-3-+3—8.

Te iloczyny, ktére nazywamy «wstecznemi» maja tez
wlasno$¢ rozdzielnodci wzgledem obu czynnikéw. Pomiedzy
temi iloczynami i iloczynami postepowemi, uwazanemi po-
przednio, zachodza godne uwagi zwiazki. Badanie ich przed-
stawia interes dla geometryi wyzszej, gdyz metoda Grass-
m anna moze wskaza¢ w symbolach wszelkie konstrukcye, jakie
otrzymujemy za pomoca rzutéw i przecieé; pozwala przepro-
wadzac¢ - rozumowanie na tych wzorach, przeksztalcaé¢ jedne
wzory na drugie i rozpoznawad stopien tak okreslonego miej-
sca geometrycznego. Wielu autor6w, wymienionych w moim
«Rachunku geometrycznymy, postepujac ta droga, doszlo do god-
nych uwagi wynikéow. Iecz poniewaz iloczyny wsteczne sa
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mniej prostemi od innych dziatan, wystarczy na tem miejscu
to, co o nich powiedzieliémy.

§ 9. Dziatanie » na formach.

Waznym jest przypadek iloczynu wstecznego, w kto-
rym jeden czynnik jest trojwektorem stalym, przyjetym za
jednostke. Nie chcac wszakze mowi¢ o iloczynach wstecz-
nych, podamy okreélenia nastepujace:

Jezeli s jest forma stopnia pierwszego, to przez s ozna-
czymy jej mase, t. j. sume spolczynnikéw formy.

Jezeli s jest forma stopnia drugiego, to przez ws ozna-
czymy wektor formy, t. j. sume wektoréw jej wyrazoéw:
tak, np. gdy A i B sa punktami, bedzie o(AB)=B—A.

Jezeli s jest forma stopnia trzeciego, przez ws oznaczymy
dwuwektor formy s: tak, gdy A, B, C sa punktami, bedzie:

o(ABC)=(B—A) (C—A)=BC-+}CA -+ AB.
I podobnie w(ABCD) oznacza tréjwektor czworo$cianu

ABCD, t. ;. BCD— ACD-+|+ABD — ABC

Dzialanie « jest rozdzielnem, to jest:
w (5‘—}— \S‘/) = s + mS’;

Znak o we wszystkich rachunkach zachowuje sie jako
czynnik staly. Dzialanie w, wykonane na wektorze, dwuweki-
torze lub tréjwektorze, daje na rezultat zero.

§ 10. Dziatanie skaznikowe na wektorach i dwuwektorach.

Metrem nazwijmy jednostke miary dlugosci.
Przez modul wektoru I rozumiemy dlugos$c jego, wy-
mierzona w metrach.
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Przez modul dwuwektoru IJ rozumiemy pole réwno-
legtoboku o bokach réwnych wektorom I i J, wymierzone
w metrach kwadratowych. Modut wektoru lub dwuwektoru
jest wiec liczba dodatnia lub zerem.

W tréjwektorze IJK, procz jego wielkodci, t. j. objetodci
rownolegloscianu, zbudowanego na trzech wektorach danych,
wymierzonej w metrach szesciennych, rozwazamy jeszcze zwrot.
Tréjwektor nazywa sie dodatnim, jezeli np. czworos$cian OIJK
jest prawozwrotnym.

Dla dogodno$ci w pisaniu bedziemy utozsamiali tréjwek-
tor z liczba, ktéra go mierzy, poprzedzona odpowiednim zna-
kiem. Innemi stowy, niechaj o bedzie tréjwektorem trzech
wektoréw o dlugodci jednego metra, prostopadlych po dwa
do siebie, i takich, ze czworo$cian Ow jest prawozwrotny.

Wtedy w stosunku ——»{T zniesiemy mianownik (jezeli nie ma

obawy o dwuznaczno$d) i bedziemy pisali wprost 1JK.

Nazywamy skaznikiem dwuwektoru IJ i oznaczamy
go przez | (IJ) wektor K prostopadly do IJ tak i ze IJK=KIJ
jest dodatnie i ktérego modul réwna sie modulowi dwuwek-
toru IJ.

Jezeli K=|(IJ), to méwimy takze, ze IJ jest skaznikiem
wektoru K i piszemy IJ =|K.

Tak wiec skaznikiem dwuwektoru jest wektor i odwro-
tnie. Jezeli dwuwektor przedstawia pare sil, to skaznik na-
zywa sie W mechanice osia momentu pary.

Dzialanie | jest rozdzielno$ciowem i w rachunkach ten
znak zachowuje sie jak czynnik staly.

Dzialanie | okreéla pewna biegunowo$é, ktéra niektérzy
autorowie nazywaja absolutem. Pozwala ona badaé¢ wia-
snosci metryczne figur. Oto niektére wyniki:

I|I= (mod. I)? (1)

t. j. iloczyn wektoru przez jego skaznik réwna sie kwadratowi
modulu. Grassmann skraca I|I na J2 Mozemy pisaé
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bez obawy dwuznaczno$ci I? i czytad: kwadrat wektoru I
przez co rozumiemy I/I nie za$§ IT=o.

Z poprzedniego réwnania mozna otrzymaé¢ mod. I. Toz,
samo otrzymuje sie takZe, gdy I jest dwuwektorem

1
i przedstawia wektor o dtugosci jedno$é,

i o kierunku i polozeniu wektoru I

Niechaj I i J beda dwa wektory o dlugosci jednosé;
IJ jest dwuwektorem, mod. (IJ) — liczba, ktéra nazywamy
wstawa kata dwu wektorow. Jezeli I, J nie sa réwne jed-
nostce miary, to najprzéd je do niej sprc')wadzamy i bedzie

Wyrazenie

mod. (1]) 4

sl mod. I mod. J

I

Wstawa kata dwu wektoréw jest liczba zawarta zawsze
pomiedzy o a 1.

Niechaj I bedzie wektorem, j— dwuwektorem, i niechaj
moduty obu beda jednodciami. Liczba I7 nazywa sie wstawa
ich kata pomiedzy niemi. Jezeli moduty wektoru I i dwu-
wektoru 7 sa jakiekolwiek, bedzie:

1

sin L7 v mod. I mod. 7

Wstawa kata pomiedzy wektorem i dwuwektorem jest
liczba zawarta pomiedzy—1 i 1.

Dostawa kata dwu wektorow I i J nazywamy wstawe
kata pomiedzy I a|], to jest

I1J
mod. I mod. J

cos (I, ]) =

Dostawa kata dwu wektoréw jest zawarta pomiedzy

—1i- 1.
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Wzér ten, po zniesieniu mianownikéw, wyraza, ze ilo-
czyn jednego wektoru przez skaznik drugiego réwna sie ilo-
czynowi moduléw przez dostawe kata pomiedzy niemi za-
wartego.

Tloczyn I|] nazwany zostal przez Grassmanna ilo-
czynem wewnetrznym dwu wektorow. Iloczynem ze-
wnetrznym nazwal on dwuwektor I J. Ten iloczyn wewne-
trzny wystepuje w mechanice, gdyZ wyraza on prace wyko-
nana przez sile I, ktérej punkt przylozenia doznal przesunie-
cia J. W wielu traktatach mechaniki iloczyn ten oznaczany
bywa osobnym znakiem.

Tak wiec dzialania matematyki elementarnej: odleglosé
dwu punktoéw, pole trojkata wstawa i dostawa kata, ktére to
dzialania nie sa rozdzielno$ciowemi lecz maja wlasnosci zto-
zone, wyrazaja sie za pomoca iloczynéw zewnetrznych i we-
wnetrznych Grassmanna, nad ktéremi operuje sie za po-
moca prawidet prawie identycznych 2z prawidlami alge-
braicznemi.

§ 11. Zastosowania do geometryi kartezyuszowskiej.

Niechaj I, J, K beda trzy wektory o dlugo$ci jednosé,
kazde dwa do siebie prostopadle i takie, ze IJK—--1. Bedzie:

I I=]J|J=K|K=11I|J=I1|K=J|K=0,
JK) =1 [K)=], |[d)=K (1)

Wektor U o spélrzednych x, y, z ma wyrazenie

U=x14yJ+:zK. (2)

Mnoze U przez | U, t. j. tworze kwadrat i kwadrat ten
ma warto$¢ (mod U)% Na stronie drugiej rozwijam kwadrat
wedlug prawidel algebraicznych, uwzgledniajac tozsamo$é (1)
i otrzymuje:

(mod U)2=ux? 4 9? 4 22 (3)
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Gdyby wektory I, J, K nie byly do siebie prostopadlemi,
otrzymalibySmy jeszcze wyrazy 2xy 1 |J+ ... gdzieI | ]
=—cost (I, )

Warunek, aby punkt

P=0+4x1+ 9] +:2K (4)

lezal na plaszczyZnie tréjkata o spolrzednych @, &, ¢, d t. j.
trojkata

SO IR POTR 40011 S LR (s)

jest, by ich iloczyn Pr=byl zerem. Rozwijajac ten iloczyn
i znoszac czynnik wspélny, otrzymujemy

ax +by—+cz+d=o, (6)

t. j. rbwnanie plaszczyzny o danych spolrzednych.
Pole tréjkata = jest polowa modulu jego dwuwektoru
wr, gdzie
orn =] K + 0KI+ ¢I]J,

stad:
pole n = —; ¢ i T T (7)
Oznaczmy odlegto$é 3 punktu P od plaszczyzny .
Mamy
Pn—_——;— 3 —;— mod (ww) 73,

gdzie dlajednorodnosci napisaliémy czynnik #? (metr szeécienny).
Poniewaz OIJK = —é m3, przeto:

Px
mod (um) OIJ K

a wstawiajac za Pri wr ich warto$ci, otrzymujemy wzor szukany.
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Jako ostatni przyklad wezmy forme stopnia drugiego s,
o spolrzednych /, m, n, p, ¢, 7, t. j.

s=1[014+mO]+nOK 4+ pJK+ ¢KI+ rI]J.

Ten wzor wyraza, ze forma s jest suma linii

O {UI+m]+ nK)

o poczatku w punkcie O, ktérej wektorze ma spotrzedne /, 2, n,
i dwuwektoru o spélrzednych p, ¢, ». Przeksztalémy s na
sume linii 7 i dwuwektoru « do niej prosto-padlego, t. j. aby byto:

S=17-+ %

Whnosze stad, ze us = w?, gdyz w2 = 0; a wiec u, ktore
ma by¢ normalnem do wZ = ws, bedzie miato postaé # = % | ws
gdzie x jest liczba (rzeczywista). Bedzie zatem s—2x | ws =1
mnoze to rdéwnanie przez samo siebie, uwzgledniajac ze
(| w8) (| ws) =0, 7= 0; i otrzymuje

ss—2x5|ws=0.

Stad
S
r@P = —
25|ws
i wreszcie: s
s
W= — |y
281 wa

Mamy tym sposobem dwuwektor #, nazwany w mecha-
nice «<momentem gléwnym ukladu sil», wyrazony za pomoca
samej formy s. Wprowadziwszy spélrzedne, otrzymujemy:

Y s i e
%= TR A (JK 4+mKI+ nl]).

Linie 7 otrzymujemy jako roznice: 7=s— u.
Te przyklady elementarne stwierdzaja, ze metoda Gr ass-
manna nie wylacza bynajmniej geometryi analitycznej zwy-
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czajnej, przeciwnie podaje ona najprostsze drogi znajdowania
wzoréw w kazdym ukladzie spélrzednych. Nadto na tej dro-
dze zyskujemy interpretacye geometryczna oddzielna dla licznika,
mianownika, kazdego czynnika i kazdego wyrazu we wzorach
geometryi analityczne;j.

§ 12. Geometrya nieskonczonosciowa,

Moéwimy, ze forma zmienna S pierwszego stopnia ma
jako granice forme stala S;,, gdy—wziawszy jakikolwiek troj-
kat POR, bedziemy mieli

lim SPQR =S,PQR.

Analogicznie rzecz sie ma dla form stopni wyzszych.
Jezeli forma S(#) jest funkcya zmiennej liczbowej ¢, to
kladziemy

dSW) _ tim S (¢+M—S

dt 1—0. /3

gdzie znaki wprowadzone na stronie drugiej zostaly juz okre-
$lone.

Dla sum i iloczynéw form utrzymuja sie ogélne prawi-
dla rézniczkowania; symbole o i| zachowuja sie jak czyn-
niki state. Lecz nalezy strzedz sie zmieniania porzadku czyn-
nikow.

Okreslenia kolejnych pochodnych i catek daja sie tu sto-
sowa¢. Wzér Taylora np. utrzymuje sie tu w postaci:

«Jezeli S (¢) jest forma geometryczna i funkcya zmiennej
4, majaca dla /= #, pochodne pierwsza i druga, bedzie

S(ty+ =S (t,) + 4S5 (4) + S"(4) + R

s
2!

gdzie R jest forma nieskonczenie mata wzgledem /4 rzedu
wyzszego niz drugi.
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Nie potrzeba zakladaé, jak tego dowiodlem w moich trak-
tatach, ciagloéci drugiej pochodnej S” (#).

Wyrazenie reszty pod postacia calki, utrzymuje sie bez
zadnej zmiany.

Wzér Lagrange’a wymaga lekkiej modyfikacyi i po-
niewaz w moim «Calcolo geometrico» (Cap. VIII) podalem re-
zultat bez dowodzenia, nie bedzie bezuzytecznem, Ze tu je
podam:

Okredlenie: «Nazywamy forme geometryczna S sre-
dnia form A, B ... tego samego stopnia np. pierwszego,
jezeli wziawszy jakiekolwiek punkty P, O, R,... otrzymamy
SPQR jako $rednia wzgledem APQR, BPQR, ... ».

Twierdzenie: «Niechaj bedzie forma S(¢) funkcya
zmiennej rzeczywistej Z majaca pochodne kolejne az do po-
chodnej 7-tej, wtedy dla przedziatu od # do /- /% bedzie:

pn—1 /?"

] \‘ "~/ ik el el
St+AH=SH)+sS5 ) +...+ n—1)! S r o n!K

gdzie K jest forma geometryczna S$rednia pomiedzy warto-
$ciami S™ (£ + 0%), gdzie § zmienia sie od 0 do 1.»

Oznacza to, ze gdy dla funkcyj liczbowych K jest jedna
z warto$ci pochodnych pochodnej 7-tej, to dla formy geometry-
cznej K jest tylko jedna wartodcia $rednia pomiedzy warto-
$ciami, jakie przyjmuje pochodna 7-ta.

W samej rzeczy, wzér jest prawdziwym, gdy S(¢) jest
liczba, bedaca funkcya liczby 4 gdyz K jest wtedy jedna z war-
tosci pochodnej 7-tej, a stad wartodcia $rednia pomiedzy warto-
$ciami, jakie ona przybieraé moze. Wzdr ten jest takze prawdzi-
wym, gdy S(#) jest czworo$cianem Iub forma stopnia czwar-
tego, gdyz czworo$ciany mierza sie liczbami rzeczywistemi.

Jezeli S (4 jest forma stopnia pierwszego, mnozymy wzor
napisany przez tréjkat dowolny PQR; wtedy dochodzimy do
czworo$ciandw; wnioskujemy stad, ze KPQR jest $rednia

http://rcin.org.pl



pomiedzy wartosciami S™ (/)PQR, a stad K $rednia pomie-
dzy warto$ciami S™ (#).

Jezeli P jako punkt jest funkcya zmiennej rzeczywistej

Z, to jego pochodne sa wektorami. Styczna do krzywej opi-

sanej przez punkt P jest prosta PP” a plaszczyzna $cidle sty-

czna plaszczyzna PP P". Zakladamy, ze ta prosta i ten tréj-

kat nie sa zerami; w przeciwnym przypadku wystepuja osobli-

wosci zbadane w dziele mojem: «Applicazioni geometriches»,

Jezeli punkt P jest tunkcya dwoch zmiennych Zi %, wtedy

aP

P A Wiaki ]
3 jest styczna do powierzchni opisanej

plaszczyzna P

przez punkt P.

AB\NE i 7\1’\ 3 — Y = §:la
Gmi\ “M 1' Wﬁ
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