5.376

BIBLIOTECZKA MATEMATYCZNA

POD REDAKCJA TADEUSZA SIERZPUTOWSKIEGO i EDWARDA SZPILRAJNA
= E

Dr MICHAL KERNER

MAKSIMA I MINIMA
W DZIEDZINIE GEOMETRII

K 81 W ZINT O s el T A S
S. A. ZJEDNOCZ. ZAKLADY KARTOGR. I WYDAWN. T.N. 8. W.
LWOW -—— WARSZAWA

o






BIBLIOTECZKA MATEMATYCZNA

POD REDAKCJA TADEUSZA SIERZPUTOWSKIEGO i EDWARDA SZPILRAJNA
7

RNANIASZ ROJECKI

Dr MICHAL KERNER

MAKSIMA 1 MINIMA

W DZIEDZINIE GEOMETRII
..W"‘
AREAIA

o LB N

Nt L e
Rt g SRS S

E 5 A0 NLO A AT LAS
S. A. ZJEDNOCZ. ZAKEADY KARTOGR. I WYDAWN._T. N.S. W.
LWOW — WARSZAWA

http://rcin.org.pl



ops M Y9194

2688

Zaklady Graficzne Ski Ake. Ksigznica-Atlas we Lwowie

E VII

A0t ,"J _.,»-/ po
PP

http://rcin-ong



«. krélowa Dydo
Przyplynela do Libéw i tam z wielka bieda
Wytargowala sobie taki ziemi kawal,
Ktoryby sie wolowa skéra nakryé dawal.
Na tym kawalku ziemi stanela Kartago.
(Pan Tadeusz, ksigga IV).

§ 1. Wstep. Chcac okreslié w sposéb jednoznaczny ja-
kakolwiek figur¢ lub bryle geometryczng, musimy podaé
pewna, Scisle okreélong liczbe jej elementéw. Np. dla okre-
slenia tréjkata trzeba podaé trzy jego elementy, czworo-
kat okreSlamy przy pomocy pieciu elementéw, kule przy
pomocy jednego, itp. Przez elementy mozna przy tym ro-
zumie¢ nie tylko boki i katy, ale takze takie wielkosci,
jak obwdd, pole, objetos¢ itd. Aby wiec nie wpadaé w sprzecz-
no$¢ z utartym zwyczajem w uzyciu wyrazu ,element”,
bedziemy raczej moéwili o parametrach, okreSlajacych fi-
gure lub bryle geometryczng.! Parametry te sg liczbami:
mamy tu na mysli nie boki same, lecz ich dlugosci, nie ka-
ty, lecz ich miary. Totez moéwiac, ze w tréjkacie mamy
bok dany, bedziemy zawsze mysleli, ze dlugo$¢ boku jest
dana. Stosujac wprowadzony termin, powiemy, ze tréjkat
wyznacza si¢ za pomoca trzech parametréw, czworokat za
pomoca pieciu, kula za pomoca jednego itp.

Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze ilo$¢ danych parametréw
jest mmiejsza, anizeli ta, ktérej potrzeba dla okreélenia fi-
gury. Niech, np. w tréjkacie beda dane tylko dwa boki.
Teraz juz figura nie jest okre$lona jednoznacznie. Istotnie,
mozna zbudowaé nieskoniczenie wiele tréjkatéow o dwoéch
bokach danych. Jesli, podobnie jak w tym przykladzie,

1 Pamigta¢ nalezy, ze bardzo rozpowszechniony w matematyce ter-
min ,,parametr” uzywany tez bywa w innych znaczeniach.

Kerner : Maksima i minima, 2
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ilo§¢ parametréw danych nie wystarcza do okreélenia fi-
gury lub bryly, istnieje, na ogét rzecz biorac, nieskonczenie
wiele figur lub bryl, posiadajacych te parametry. Mamy
wiec tu do czynienia z nieskonczona klasg figur lub bryl.

Rozwazajac taka klase figur o liczbie parametréw da-
nych, nie wystarczajacych do okredlenia figury, mozemy
postawi¢ zagadnienie pewnego specjalnego typu. Wezmy
pod uwage jeszcze jeden parametr badanej figury. Wartosé
tego parametru nie jest okreslona: moze on przybieraé dla
réznych figur rézne wartodci. Ot6z zadajemy pytanie, dla
ktorej z tych figur warto$¢ tego parametru bedzie najwiek-
sza lub najmniejsza. Pytamy np., ktéry z tréjkatéw o dwéch
danych bokach posiada najwieksze pole; tutaj trzecim pa-
rametrem, ktérego najwigkszej wartosci szukamy, jest pole.
W ten sposéb powstaje zagadnienie o maksimum lub tez
o minvmum w geometrii. Czesto dla objecia obydwu termi-
néw razem moéwi si¢ w matematyce o ekstremum (po laci-
nie: maximum = najwieksze, minimum = najmniejsze,
extremum = skrajne).

Od razu na wstepie chcieliby$émy zwrécié uwage czytel-
nika na to, ze ekstremum nie zawsze musi istnieé. To zna-
czy, ze nie zawsze musi istnie¢ figura, dla ktérej pewien
parametr osiagga warto$¢ najwieksza lub najmniejsza. Wez-
my np. pod uwage prostokaty o jednym boku danym i szu-
kajmy wéréd nich takiego, ktéry by posiadal najwigksze
lub najmniejsze pole. Oczywidcie nie znajdziemy ani jednego,
ani drugiego, gdyz zmieniajac bok nie dany prostokata,
mozemy uczyni¢ jego pole zaréwno dowolnie wielkim, jak
i dowolnie malym. Méwimy, ze pole jego zaréwno nie jest
ograniczone od goéry, jak i od dotu.r Oczywiscie wielko$é

! Pole prostokata, jak tez wszystkie na ogél wielkoéci w geometrii
elementarnej, sa dodatnie, a wiec z natury rzeczy wicksze od zera. Jeéli
wigc méwimy o ,,ograniczeniu od dotu“, mamy tu na my$li ,ograniczenie
od dotu przez liczbe dodatnig”.
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nie ograniczona od goéry nie moze osiaga¢ maksimum, a nie
ograniczona od dolu nie moze osigga¢ minimum.

Moze sie jednak zdarzyé, ze nawet wielko$¢ ograniczona
od dolu nie posiada minimum, i analogicznie, ograniczona
od géry — nie posiada maksimum. Podamy bardzo prosty
przyklad wielkoéci ograni-
czonej od dolu, a nie osig- O/\O

T Ry c 8
gajace] minimum. Istotnie, 0
niech beda dane dwa punk- Rys. 1.

ATl B (Ryset > oraz

punkt C na laczacym je odcinku. Nalezy znalezé najkrétsza
linig, laczacg 4 i B, i nie przechodzaca przez C. Jest to za-
gadnienie o minimum dlugoéci linii, laczacej 4 i B. Otéz
dlugo$¢ dowolnej takiej linii jest wigksza od dlugosci od-
cinka 4B, a tym samym ograniczona od dolu. A jednak
- dlugos¢ ta nie osiaga minimum, gdyz z jednej strony
musi by¢ wieksza od dlugosci odcinka 4B, z drugiej za$
strony moze si¢ dowolnie. malo od niej réznié. Nie ma
wiec najkrétszej linii, laczacej 4 z B i omijajacej C.

Mamy tu zupelnie podobna sytuacje, jak gdyby$my
szukali najmniejszej liczby (niekoniecznie calkowitej), wie-
kszej od 5, lub tez najwiekszej liczby, mniejszej od 5. Liczb
takich oczywiscie nie znajdziemy.

Czesto si¢ zdarza, ze ekstremum pewnej wielkosci istnieje,
natomiast dowéd jego istnienia jest bardzo trudny. Z drugiej
strony szukanie ekstremum jest znacznie ulatwione, je$li
wiemy z goéry, ze to ekstremum istnieje. Nie mogac przy-
toczy¢ dowodu istnienia ekstremum, jako zbyt trudnego,
bedziemy w takich przypadkach zakladali bez dowodu, ze
ekstremum istnieje. Bedziemy jednak w kazdym przypad-
ku wyraznie to zaznaczali, aby czytelnik mégt sobie zdac
sprawe z niezupelnodci dowodu. Mimochodem zaznaczymy,
ze tzw. ,dowody istnienia“, to znaczy dowody, ze pewien

2
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przedmiot badan matematycznych istnieje, nastreczaja cze-
sto dos¢ duze trudnosci w poréwnaniu z innymi dowodami
tej samej dziedziny. Omijac ich jednak w zasadzie nie mozna,
gdyz mnaraziloby to nas na badanie takich przedmiotéw
matematycznych, jak np. tréjkat, w ktérym jeden bok
jest wiekszy od sumy dwéch pozostalych.

§ 2. Tréjkat. Odbijanie si¢ Swiatta. Wezmy pod uwa-
ge klase wszystkich tréjkatéw o danym boku i danym polu.
Powstaje pytanie, w ktérym z tych tréjkatéw obwoéd jest
najmniejszy. Oczywidcie wyjdzie na to samo, gdy bedziemy
szukali  tréjkata, w ktérym suma dwdch bokéw nie da-
nych jest najmniejsza, gdyz bok trzeci jest we wszystkich
tréjkatach ten sam. OdpowiedZ na postawione pytanie
daje nam

Twierdzenie 1. Ze wszystkich tréjkatéw o danym boku
o danym polu najmmniejszy obwdd (lub tez najmmiejszq sume
dwdch bokdw pozostatych) posiada tréjkat réwnoramienny,
w ktérym bok dany jest podstawaq.

Podamy dowéd tego twierdzenia bez szczegéléw, pozo-
stawiajac je czytelnikowi. Niechaj tréjkat ABC (rys. 2)

8,

Rys. 2.

bedzie dowolnym tréjkatem o boku 4B danym i polu da-
nym. Oczywiscie wysoko$¢ tréjkata jest przez to tez dana.

http://rcin.org.pl
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Wobec tego wierzchotek (' lezy na prostej KL réwnoleglej
do 4B i odleglej od 4B o dana wysoko$¢ tréjkata. Przez
B, oznaczymy punkt symetryczny z punktem B wzgledem
prostej KL. Lamana ACB; ma dlugo$¢ réwna dlugosci la-
manej ACB. A wigc suma bokéw AC i C'B osigga minimum,

8,

Rys. 3.

gdy tamana ACB, jest najkrétsza. To za$ ma miejsce, gdy
tamana staje si¢ odcinkiem linii prostej (rys. 3). Czytelnik
dowiedzie, ze wtedy tréjkat ACB jest réwnoramienny,
geibiid. -0, :

7 dowiedzionego twierdzenia latwo wynika

Twierdzenie 1'. Ze wszystkich tréjkatéw o danym boku
v danym obwodzie (lub- tez danej sumie dwéch pozostatych bo-
kow) mnajwieksze pole posiada tréjkat réwnoramienny, w kté-
rym bok dany jest podstawa.

Zakladamy tu-oczywiscie, ze dane sa takie, by w ogole
istnialy tréjkaty o tych danych. A wiec bok dany musi
by¢ mniejszy od sumy bokéw pozostalych lub tez od po-
towy obwodu.

Dla dowodu rozwazmy dwa rdézne tréjkaty 75 1 7' o bo-
ku danym i obwodzie danym, przy czym 7, niech bedzie
réwnoramienny. Oznaczmy przez Py i P ich obwody, a przez

http://rcin.org.pl
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Sp 1 S ich pola. Oczywiscie Py=P. Chcemy dowies¢, ze
Sp>8. Otéz zbudujmy tréjkat réwnoramienny 7; o boku
danym, o polu §;=48, a obwdd jego oznaczmy przez P,.
W mysl twierdzenia 1 tréjkat ten ma mniejszy obwdd,
niz T, tzn. P,<P, czyli P,<P,. Z drugiej strony - po-
réownanie tréjkatéw réownoramiennych 7'y i 7'y o danej pod-
stawie prowadzi do wniosku, ze ten z nich ma wigksze pole,
w ktérym obwdd jest wiekszy. A wiec Sy>S;, czyli Sy>8,
o hirdivo;

Twierdzenie 1’ nazywamy wzajemnym wzgledem twier-
dzenia 1, i na odwrét. Ta wielkoé¢, ktéra jest dana w jednym
z twierdzen wzajemnych, osiaga ekstremum w drugim,
i na odwrét. Prawo, ktére prowadzi od jednego z twierdzen
wzajemnych do drugiego, zwie si¢ prawem wzajemnosci.
Oczywiscie, by prawdziwo$¢ jednego z twierdzen wzajem-
nych pociggala za soba prawdziwoéé drugiego, musi by¢
spelniony pewien dodatkowy warunek. W naszym przy-
kladzie warunkiem tym bylo to, ze w dwdéch tréjkatach
réwnoramiennych o réwnych podstawach wigkszemu ob-
wodowi odpowiada wieksze pole.

Z twierdzeniem 1 zwigzane jest blisko zagadnienie geo-
metryczne, znajdujqce ilustracje w dziedzinie optyki. Dana jest
na plaszczyznie prosta KL i dwa punkty 4 i B po jednej jej stro-
nie (rys. 4). Nalezy polaczy¢ punkty 4 i Bnajkrétsza linia, posia-
P c L dajaca punkt wspélny

z prosta KL. Je$li punk-
tem tym jest C, to oczy
wiécie cze$ci linii, tacza-

8 ce 4 zC orazC z B mu-
sza by¢ odcinkami linii
A Rys. 4. proste;j.

Mamy wiec to samo
zagadnienie, co w twierdzeniu 1, z ta tylko réznica, ze punkty
4 i B nie musza leze¢ w tej samej odleglo$ci od prostej KL.
Czytelnik dowiedzie, ze w lamanej najkrétszej obydwie czeéei

http://rcin.org.pl
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AC i CB tworza réwne katy z prosta KL (rys. 5), a co za
tym idzie, i z prosta CN, prostopadla do niej w punkcie C.
Ostatnia wlasnoé¢ jest charakterystyczna dla promienia
$wietlnego, odbijajacego si¢ od zwierciadla plaskiego. Jedli KL
bedziemy uwazali za przekr6j zwierciadla, to promien $wietlny,
wychodzacy z 4, odbijajacy si¢ od zwierciadla, i trafiajacy do
punktu B, musi biec po tamanej ACB (rys. 5). Stad wniosek, ze
promien §wietlny, ktoéry
ma przej$¢ z 4 do B, K C L
odbijajac si¢ od zwier-
ciadta KL, przebywa
najkrétsza z mozliwych
drég. Przebywa ja oczy-
wiscie w mnajkrétszym
mozliwie czasie. Mamy A N
tu szczegdlny przypa- Rys. 5.
dek tzw. optycznej zasa-
dy Fermata,! wedlug ktérej (z pewnymi zastrzezeniami) $wiatlo
biegnie z punktu do punktu po takim torze, wzdtuz ktérego
zuzywa na to najmniej czasu.

§ 3. Czworokat przegubowy. Z czterech bokéw mozna
budowa¢ nieskonczenie wiele czworokatéw, o ile tylko
najwigkszy z tych bokéw jest mniejszy od sumy trzech po-
zostatych. Wszystkie te czworokaty mozna zrealizowac
w ten sposob, ze laczy sie¢ cztery preciki o danej dlugo$ci
przegubami. Zmieniajac kat pomiedzy dwoma z tych pre-
cikéw, przeksztalcamy w sposéb -~ ciagly caly czworokat.
Dlatego tez czworokat o bokach danych, lecz o katach
zmiennych nazywamy czworokatem przequbowym. (Mamy tu
w gruncie rzeczy do czynienia nie z jednym czworokatem,
lecz z calg ich klasa).

Mozna dowie$¢, ze jeden i tylko jeden z czworokatéw

1 Fermat — matematyk francuski z XVII wieku, ktérego na-
" zwisko zdobylo sobie najszerszy rozglos dzigki pracom z dziedziny
teorii liczb,

http://rcin.org.pl
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o bokach danych daje si¢ wpisa¢ w okrag. Do dowodu tego
wrocimy nieco nizej. Teraz za$ udowodnimy

Twierdzenie 2. Ze wszystkich czworokqtéw o danych bo-
kach (nastepujacych po sobie w okreslonej kolejnosei) najwiek-
sze pole ma czworokat wpisany w okrag.

Uwazajmy boki a, b, ¢. d czworokata ABCD (rys. 6)
za dane, natomiast katy a i # za zmienne (oczywiscie za-
lezne od siebie). Trzeba te katy tak 0
okresli¢, by pole czworokata osia-
gnelo maksimum. Ot6z z rozbicia d i ¢
na tréjkaty! widzimy, ze pole to
jest rowne A
(1) S=%absin a + § ed sin p. o e

Z drugiej strony wyznaczenie 8
kwadratu przekatnej AC za pomo- Rys. 6.
cq twierdzenia Carnot’a z obydwu
tréjkatow i przyréwnanie otrzymanych wyrazen prowadzi
. do réwnosci

(2) a®-+b2—2ab cos a = c*+d*—2c¢d cos B,
skad
®)

75

(AL2+ b2 ___EZ_ d2

= tab cosa—Led cos .

Lewa strong¢ tej réwnosci oznaczamy przez k (mozemy
uwaza¢ k za liczbe dana). Réwnoéci (1).1 (3) podnosimy
stronami do kwadratu i dodajemy stronami:

84k = 1a*b? (sin’a+-cos?a)+ic2d? (sinzﬂ—}—c'os?ﬂ) -
— dabed (cos a cos B — sin a sin f)

! Zauwazymy, ze takie czworokat wklesty daje sie rozbi¢ na dwa
tréjkaty.

http://rcin.org.pl
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Stosujac znane tozsamosci trygonometryczne, otrzymujemy
8% = 1a?b*+-Lc*d*— k2 —Labed cos(a+p).

Z wzoru tego widzimy, ze pole S bedzie najwigksze,
gdy cos (a+f) osiagnie warto$¢ najmniejsza. Wartoscia naj-
mniejsza funkcji cos jest —1, ktérag to warto$¢ funkcja
osigga dla kata réwnego 180°. W naszym przypadku kat
a+pB moze istotnie by¢ réwny 180°; ma to miejsce dla
czworokata wpisanego w okrag, i1 tylko dla takiego. A wiec
pole S osigga maksimum dla czworokata wpisanego w okrag,
gich.ds 0!

Wrécimy teraz do zapowiedzianego wyzej dowodu, ze z czte-
rech bokéw mozna zbudowaé¢ jeden i tylko jeden czworokat
wpisany w okrag (o ile w ogole mozna zbudowaé czworokat).
Jezeli czworokat wpisany w okrag istnieje, to musi by¢ spel-
niona réwno$¢ (2), w ktoérej kat 3 zastapiono przez 180° — a.
Z réwnosci tej otrzymamy

a2_|_ bZ A C2 __ﬁ%
2 (ab+cd)

Czytelnik zalozy, ze bok @ jest wigkszy od kazdego z pozo-
statych bokéw b, ¢, d, lecz mniejszy od ich sumy b+c+d, i do-
wiedzie, ze wielko$¢ po prawej stronie réwnosci jest zawarta
migdzy —1 a 1. Wobec tego otrzymujemy na kat a jedna
warto$¢ a,, zawarta miedzy 0° a 180°. A wigc moze istnie¢ tylko
jeden czworokat, zbudowany z bokéw a, b, ¢, d. Ze taki czwo-
rokat naprawde istnieje, przekonamy si¢ w nastepujacy sposéb.
Zbudujemy tréjkat o bokach a, b i kacie zawartym migdzy ni-
mi a,, oraz tréjkat o bokach ¢, d i kacie zawartym miedzy nimi
#=180°—a,. Poniewaz réwno$¢ (2) bedzie w tym przypadku
spelniona, wigc trzecie boki trojkatéw beda réwne sobie, a troj-
katy po przylozeniu do siebie utworza czworokat wpisany w okrag.

Cos a =

§ 4. Wielokaty wpisane w okrag. Zajmiemy si¢ teraz
zbadaniem, dla jakiego wielokata o danej liczbie bokdw,
wpisanego w dany okrag, pole i obwdd osiagaja maksimum,

Kerner : Maksima i minima, 3
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Oznaczmy liczbe bokéw przez n. Wielokat o n bokach
nazwiemy krétko m-katem. Zaczniemy od rozstrzygniecia
sprawy maksimum pola, udowadniajac

Twierdzenie 3. Ze wszystkich n-kqtéw wpisanych w dany
okrag najwieksze pole ma m-kat foremny.

Przyjmiemy bez dowodu, ze wéréd n-katéw wpisanych

w okrag istnieje wielokat, posiadajacy najwieksze pole (do-

wod ten pomijamy, jako zbyt trudny). Zaznaczmy, ze wsku-

tek tego dowdd twierdzenia 3 jest niekompletny (patrz wstep).

Oznaczmy przez W_,. n-kat o najwigkszym polu wpi-

sany w okrag K (wskaznik .. ma przypomina¢ o ma-

ksimum). Twierdzg, ze wszystkie boki W, sa sobie réwne.

Przypuéémy przeciwnie, ze tak nie jest. W takim razie

mozna znalezé w wielokacie dwa kolejne boki nieréwne

AB 1 BC (rys. 7). Laczymy 4 z C odcinkiem linii prostej.

Pole calego wielokata (nie narysowanego) ulegnie powiek-

P szeniu, jesli powiekszymy pole tréj-

. kata ABC. To za$ latwo uczynié

przez przeniesienie wierzchotka B

do $rodka B’ tuku ABC. Istotnie,

A tréjkat rownoramienny 4 B'C bedzie

mial wieksza wysokodé, a zatem

i wigksze pole, niz 4 BC. Poniewaz

wielokat W_,, mial posiadaé naj-

wieksze pole, wiec zalozenie, ze nie

Rys. 1. wszystkie jego boki sa réwne, pro-

wadzi do sprzeczno$ci. Skoro za$

boki sa réwne, wowczas n-kat W, . wpisany w okrag musi
by¢ foremny, c. b. d. o.

Gdybyémy odrzucili zalozenie o istnieniu n-kata o naj-

wiekszym polu, twierdzenie 3 nie byloby przez nas dowie-

dzione. Natomiast dowiedlibySmy stabszego twierdzenia, ze

http://rcin.org.pl
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n-kat nieforemny, wpisany w okrag, nie moze mie¢ najwiek-
szego pola.

Przechodzimy do sprawy maksimum obwodu, udo-
wadniajac

Twierdzenie 4. Ze wszystkich n-kqtéw wpisanych w dany
okraqg najwiekszy obwdd ma n-kat foremny.

Przyjmiemy znéw bez dowodu, ze wéréd n-katéw wpi-
sanych w okrag istnieje wielokat, posiadajacy najwiekszy
obw6d, 1 oznaczymy go przez W_,. Dla dowodu twier-
dzenia 4 wystarczy wobec tego dowie$¢, ze n-kat nieforemny
nie moze mie¢ najwiekszego obwodu. Chcemy, jak wyzej,
dowie$¢, ze wszystkie boki W,
sa sobie réwne. Gdyby tak nie
bylo, znalazltyby sie dwa kolejne
‘boki nieréwne 4B i BC (rys. 8).
Wykazemy, ze wéwczas przeniesie-
nie wierzchotka B do $rodka luku
ABC spowodowaloby powigkszenie
sumy bokéw 4B i BC, a zatem
i calego obwodu. Oznaczmy polowe
kata AOB przez ¢, a polowe kata Rys. 8.

BOC przez 1. Wéwczas kat ¢+ nie
zalezy od polozenia wierzchotka B 1 réwny jest polowie
kata A0C. Oznaczajac przez R promien okregu, znajdujemy
tatwo dlugo$é czeéci obwodu ABC :

2 Rsin ¢ + 2 R sin 1 = 4 R sin _(l)_”‘i;jf cos ?f_;__‘l_’.

W mys$l uwagi o kacie g1 potozenie punktu B na tu-
Py
R
zenia po prawej stronie. Czynnik ten osiagga maksimum

réowne 1, gdy Q%QB

ku 4ABC wplywa tylko na ostatni czynnik cos

wyra-

= 0, czyli g=1. A wigc dlugo$¢ tamane;j

8*
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ABC osigga maksimum, gdy wierzcholek B lezy w $rodku
tuku 4 BC. Zalozenie, ze boki AB i BC sa nieréwne, pozwala
wiec na powigkszenie dlugosci tamanej ABC, czego chcie-
lidmy dowie$¢. Reszta dowodu, jak dla twierdzenia 3, do-
tyczacego maksimum pola.

Czytelnik udowodni sam

Twierdzenie. Ze wszysthich n-katéw opisanych na danym
okrequ najymmiejsze pole i obwdd ma n-kqt foremny.

Zwrécimy tylko uwage na to, ze obydwie czeéci tego
twierdzenia (dotyczace pola i obwodu) sprowadzaja sie
wzajemnie do siebie dzigki temu, ze pole réwne jest ilo-
czynowi obwodu przez polowe (danego) promienia okregu.

§ 5. Wielokat przegubowy. Podobnie jak z czterech
bokéw danych mozna zbudowaé czworokat przegubowy,
z dowolnej liczby n bokéw da sie zbudowaé wielokqt (n-kqt)
przequbowy. Posiada on jeszcze wiekszy stopien nieokreslo-
nosci, gdyz mozna w nim w pewnych granicach zmieniaé
wszystkie katy z wyjatkiem trzech. Te trzy katy okreslone
sq przez podanie wszystkich innych, i moga by¢é wyzna-
czone zaréwno konstrukcyjnie, jak i trygonometrycznie.

Zanim przejdziemy do wyznaczenia wielokata przegu-
bowego o najwigkszym polu, przypomnimy czytelnikowi po-
jecie wielokqta wypuklego. Wiemy, ze wielokat! dzieli pla-
szczyzne na czeS¢ wewnetrzng (wnetrze) i zewnetrzna (przez
wielokaty rozumiemy tu tylko takie, ktére nie przecinaja
samych siebie). Z wielu definicji wielokata wypuklego przyj-
miemy nastepujaca:

1 Przez wielokat rozumiemy tu zamknieta linie lamang (nazywana
czgsto obwodem wielokata, ktéry to termin zachowujemy dla dilugo$ci
tej linii), -nie za$ cze$¢ plaszczyzny zawarta wewnatrz linii. Przez pole
wielokata rozumiemy pole czesci plaszczyzny, ograniczonej przez wielokat.
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wielokatem wypuktym nazywamy taki, w ktérym Zaden
odeinek, lgczqey dwa wierzcholki, mnie zawiera punktéw ze-
wnetrznych wzgledem wielokata.

To znaczy, ze dowolny odcinek, laczacy dwa wierz-
chotki, zawiera tylko punkty wewnetrzne lub punkty sa-
mego wielokata. Jezeli przedtuzymy dowolny bok wielo-
kata wypuklego do linii prostej, wéwczas wielokat bedzie
lezal po jednej stronie tej prostej.

Wielokat, ktéry nie jest wypukly, nazywamy wklestym.
FLaczac odpowiednio dobrane wierzchotki wielokata wkle-
stego odcinkami, utworzy¢ mozna wielokat wypukly, obej-
mujacy dany wielokat wklesty.! Przedluzmy jeden z tych
odcinkéw (taczacy dwa okre§lone wierzcholki 4 1 B) do
linii prostej. Stwierdzimy po pierwsze, ze wielokat wypukty,
a zatem i wielokat wklesty, bedzie lezal po jednej stronie
prostej AB. Nastepnie stwierdzimy, ze odcinek 4B bedzie
zawieral punkty zewnetrzne wzgledem wielokata wklestego.
A zatem zadna z dwdch czesci, na ktore punkty 4 i B dziela
wielokat wklesty, nie pokrywa sie z odcinkiem 4B. Wnio-
skujemy stad, ze

dowolny wielokat wklesty posiada dwa wierzchotki takie,
ze Zadna z dwdch czeder, na ktdre te wierzchotki dziela wielokqt,
nie pokrywa sie z lgczqeym te wierzcholks odcinkiem, a oby-
dwie czesei lezq po jednej stronie prostej, tqczace] wierzchotk.

Wracajac do wielokata przegubowego, udowodnimy

Twierdzenie 5 (Cramera)®. Ze wszystkich wielokqtow
o danych bokach (nastepujacych po sobie w okreslone; kolej-
nosei) najwieksze pole ma wielokqt wpisany w okrag.

1 Kwestia ta oméwiona jest obszerniej w ksiazeczce S. Straszewi-
cza: O wielobokach (Biblioteczka Matematyczna nr 2), § 5, twierdze-
nie 12.

2 Cramer — matematyk szwajcarski z XVIII wieku, znany z prac,
dotyczacych rozwiazywania ukladéw réwnan liniowych i teorii tzw. wy-
znacznikow.
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Twierdzenie to zaklada oczywiscie, ze wielokat posiada
co najmniej cztery boki. Dla czterech bokéw zostalo ono
dowiedzione w § 3. Ze z danych bokéw mozna w ogdle
zbudowaé wielokat wpisany w okrag (o ile w ogdle mozna
zbudowad¢ wielokat), wyniknie z ponizszego dowodu twier-
dzenia 5. Wielokat taki daje si¢ zbudowaé tylko jeden, lecz
dowdd tego (zreszta bardzo intuicyjnego) faktu wykracza
poza ramy, zakreslone dla niniejszej ksiazeczki.

Przyjmujemy bez dowodu, ze wéréd wielokatow o da-
nych bokach istnieje wielokat o najwiekszym polu. Oznacz-
my go przez W Dowiedziemy, ze W, musi by¢ wpi-
sanym w okrag.

Przede wszystkim W

max* max

musi by¢ wielokatem wypu-

max

ktym. Przypus¢my przeciwnie, ze jest wklestym (rys. 9,
BI

0
Rys. 9.

wielokat ABCDEA, narysowany linia nie przerywana).
W takim razie mozemy znalezé dwa wierzchotki, np,-d 10,
takie, ze caly wielokat lezy po jednej stronie prostej AC,
a zadna z czgéci ABC i AEDC, na ktére punkty 4 i C dziela
wielokat, nie pokrywa si¢ z odcinkiem AC. Pole wielokata
Wax réWne jest réznicy dwéch pél AEDCA i ABCA. Je-
zeli zastapimy jedna z czeéci, np. 4BC, przez lamana 4B'C
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symetryczna do niej wzgledem prostej AC, otrzymamy
wielokat AB'CDEA o tych samych bokach, a polu réwnym
sumie wymienionych dwdch pdl, a zatem wigkszym od pola
wielokata W,_,.. A wiec mozna utworzy¢ wielokat o tych
samych bokach i wigkszym polu, niz W_,, co przeczy
okreleniu W, . Zalozenie, ze W, jest wklesly, prowa-
dzi zatem do sprzeczno$ci. Wielokat maksymalny W, .
musi by¢ wiec wypukly.

Teraz dowiedziemy, ze W, . musi by¢ wpisany w okrag.
Obierzmy w nim cztery dowolne kolejne wierzchotki 4 BCD
(rys. 10). Twierdze, ze musza one leze¢ na jednym okregu.
Przypu$émy, ze tak nie jest, i polaczmy pierwszy wierz-
cholek 4 z czwartym D odcinkiem linii prostej. Wobec
wypukloéci wielokata odcinek ten podzieli go na dwie cze-
$ci, z ktorych jedna jest czwo-
rokatem ABCD. Gdyby wierz- ¢
cholki ABCD nie lezaly na jed-
nym okregu, mozna by bylo
w my$l twierdzenia 2 zastapié
czworokat ABCD przez inny,
o tych samych bokach, lecz
wigkszym polu. Pole calego wie- Rys. 10.
lokata W, .. ulegloby powicksze-
niu, co przeczy jego okreéleniu. A wigc cztery kolejne wierz-
chotki musza leze¢ na jednym okregu.

Obierzmy sobie teraz trzy kolejne wierzcholki i popro-
wadzimy przez nie okrag. Czwarty z kolei wierzcholek musi
leze¢ na tym okregu. Poniewaz drugi, trzeci i czwarty lezy
na tym okregu, wiec i piaty z kolei musi na nim leze¢. W ten
sposéb przekonamy sie kolejno, ze wszystkie wierzchotki
leza na tym samym okregu, c. b. d. o.

1 Izoperymetryczny = o réwnym obwodzie (z greckiego).
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7 dowodu twierdzenia 5 wynika, ze z danych bokdéw
daje si¢ zbudowaé wielokat wpisany w okrag. Istotnie,
przypusciwszy, ze istnieje wielokat o najwiekszym polu,
dowiedliémy, ze musi on by¢ wpisanym w okrag. (Dowdd
bezposredni, nie korzystajacy z zalozenia o istnieniu maksy-
malnego wielokata, jest do$¢ trudny).

§ 6. Zagadnienie izoperymetryczne dla wielokatow.
Zagadnienie izoperymetryczne! polega na znalezieniu linii
zamknigtej o danym odwodzie, ktéra by ograniczala mozli-
wie najwigksze pole. Historia tego zagadnienia siega az do
legendy o krélowej Dydonie, ktéra uzyskala szmat ziemi,
dajacy si¢ ,nakry¢” skéra wolowa. Dydona kazala pociaé
skore na waskie pasy i otoczy¢ nimi mozliwie duze pole.
Stad zwiazek z zagadnieniem izoperymetrycznym. Na ob-
jetej skora ziemi stana¢ miala wedlug legendy Kartagina.

Zanim przystapimy do wladciwego zagadnienia izopery-
metrycznego, zajmiemy si¢ zblizonym do niego zagadnie-
niem izoperymetrycznym dla wielokatéw. W tym przypadku
idzie o n-kat (n jest dane) o danym obwodzie i najwigkszym
polu. Odpowiedz na to zagadnienie daje

Twierdzenie 6 (Zenodora).! Ze wszystkich n-kqtéw
o obwodzie danym najwicksze pole ma n-kat foremmy.

Przyjmijmy bez dowodu, ze n-kat o najwigkszym polu
istnieje. Oznaczmy go przez W .. Twierdze przede wszyst-
kim, ze W_,.  jest wielokatem wpisanym w okrag. Istotnie,
gdyby tak nie bylo, moglibySmy w my$l twierdzenia 5 zbu-
dowa¢ wielokat o tych samych bokach (a wigc i tym samym
obwodzie), a wigkszym polu. Wynika stad réwniez, ze W,
jest wielokatem wypuklym.

Twierdze nastepnie, ze W, . jest wielokatem rdéwno-

1 Zenodor — ;é?ematyk grecki z 11 wieku E)r;e(; Nar. Chr.
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bocznym (ma wszystkie boki réwne sobie). Przypusémy prze-
ciwnie, ze tak nie'jest. W takim razie wielokat W, posiada
2 boki sasiednie nieréwne. Niech to beda boki AB i B(
(rys. 11). Polaczmy 4 i C odcinkiem linii prostej. Wobec
wypukloéci W .. odetnie on tréj- 8

kat ABC (nieréwnoramienny).
Mozemy zastapi¢ ten tréjkat
przez trojkat réownoramienny o
tej samej podstawie AC i tej sa-
mej sumie bokéw 4B i BC. Troj-
kat réwnoramienny bedzie po- Rys. 11.
siadal w mysl twierdzenia 1’ wigk-

~ sze pole. W ten sposéb powigkszy si¢ takze pole calego
wielokata W, .., przy czym obwdd jego nie ulegnie zmianie,
co przeczy okresleniu W, .. Wobec tego wielokat W, musi
mie¢ wszystkie boki réwne.

Wynika stad, ze W,_,, jest wielokagtem foremnym (jako
wielokat wpisany w okrag o réwnych bokach), a to jest
teza twierdzenia 6.

Twierdzeniem wzajemnym do niego jest

! AL N ¢

Twierdzenie 6'. Ze wszystkich n-kqtdw o danym polu
najmniejszy obwdd ma n-kqt foremmny.

Aczkolwiek twierdzenie to wydaje si¢ prostym wnioskiem
z poprzedniego, to jednak przytoczymy dowdd jego w ca-
tosci.

Wezmy pod uwage dwa rézne n-katy Wy i W o danym
polu, przy czym W, niech bedzie foremny. Oznaczmy przez
P, i P ich obwody, a przez S, i S ich pola. Zakladamy, ze
Sy=48; chcemy dowie$¢, ze Py<<P. Dla dowodu zbudujmy
wielokat foremny W; o obwodzie P;=P; niech S; oznacza
jego pole. Wielokaty W, i W maja réwne obwody, a jeden
z nich (W) jest foremny. W mydl twierdzenia 6 pole S,
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wielokata W, musi byé wigksze od pola S wielokata W,
czyli S<S;. Wobec tego, ze Sy,=48, mamy S,<S;. Biorac
pod uwage foremno$¢ wielokatéw W, i W;, wnioskujemy,
ze analogiczna nieréwno$¢ Py<P; ma miejsce i dla obwo-
déow (gdyz wielokat foremny o wigkszym polu posiada
wigkszy obwdd). Poniewaz z zalozenia P;= P, wigc ostatecz-
nies:Pi=iP. U0 biids O

W zalozeniu twierdzenia 6 liczba n bokdéw byla dana.
Gdyby bylo inaczej, nie istnialby wielokat o najwiekszym
polu. Istotnie, latwo si¢ przekonaé, ze przy danym obwo-
dzie pole wielokata foremnego jest tym wigksze, im wigksza
jest ilo$¢ bokdéw. Powigkszajac wigc n, moglibySmy tworzy¢
wielokaty o coraz to wigkszym polu.

§ 7. Prawo wzajemnoSci.! W §§ 2 oraz 6 mieliémy pary
twierdzen wzajemnych. W obydwu przypadkach, opierajac si¢
na jednym twierdzeniu, dowodziliémy twierdzenia wzajemnego
jednakowa metoda. Postaramy si¢ ujaé przejécie od twierdze-
nia danego do wzajemnego w formie ogélnej. Korzystajac
z wyniku, w ten sposéb osiagnigtego, bedziemy mogli w przy-
szlodci opuszczaé dowody twierdzen wzajemnych.

Wezmy pod uwage pewna klase¢ figur geometrycznych W
(w ostatnim przykladzie byly to n-katy). Moglyby to by¢ réw-
niez bryly geometryczne lub nawet twory spoza dziedziny ge-
ometrii, jak np. ciata fizyczne; jednak dla ustalenia uwagi mo-
wimy tu tylko o figurach geometrycznych. Kazdej z figur W
niechaj odpowiadaja dwie liczby P i S (w oméwionym przy-
ktadzie: obwdd i pole n-kata).

W klasie figur W niech si¢ zawiera klasa wezsza figur Wy,
ktére nazwiemy figurami ekstremalnymi (w przykladzie byly
to n-katy foremne). Zalozymy przy tym, ze znajomo$¢ liczby
P lub S pozwala nam okre§li¢ w zupelosci figure W,, jak
to ma miejsce dla obwodu lub pola w przypadku n-kata fo-
remnego.

Przy tym znaczeniu figur W i W,, oraz wielkosci P i S shu-
szne jest

1 C?yt?alnﬁ: moze opKécié .7§ 7’}7;7”1)rzechodza(cHbezpoérednio do § 8.
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Prawo wzajemnosci :

Zalozenie 1. Ze wszystkich figur W, dla kidrych P jest dane,
najwieksze S ma fiqura Wy,

Zatozenie 2. Z dwdch figur Wy, ta ma wicksze P, ktéra ma
wieksze S.

Teza. Ze wszystkich figur W, dla ktérych S jest dane, najmnuej-
sze P ma figura W,

Dowdéd tego prawa bedzie niemal dostownym powtoérzeniem
dowodu twierdzenia 6’. Przeprowadzimy go jednak ze wzgledu
na jego abstrakcyjnosc.

Niech W i W, beda dwiema réwnymi figurami W, z ktorych
druga nalezy do klasy W, (jest figura ekstremalna). Figurze
W odpowiadaja liczby P i S, a figurze ‘W, liczby Py 1 S,. Zakla-
dajac, ze Sy;=S, chcemy dowie$¢, ze Py<<P. Otdz weZzmy pod
uwage figure ekstremalna W;, ktérej odpowiadaja liczby P,
1S, i dla ktérej P;=P. Poréwnanie figur W i W, prowadzi na
zasadzie zalozenia 1 do nieréwnosci S<<S;. Wobec Sy=S otrzy-
mujemy S,<<S;. Na zasadzie zalozenia 2 wnioskujemy stad, ze
Po< P, Poniewaz za$ Byz=P, wiec -Py< P, ¢. b. d. o,

Nalezy si¢ zastrzec, Ze prawo wzajemnoéci, wypowiedziane
przez nas, jest wladciwie tylko bardzo szczegdlnym przypad-
kiem prawa tak nazywanego w matematyce.

§ 8. Zagadnienie izoperymetryczne dla dowolnych
linii. W § 6 wspomnieliémy o wlaciwym zagadnieniu izo-
perymetrycznym, lub, jak je niekiedy nazywaja, zagadnie-
niu Dydony. Polega ono na znalezieniu linii zamknigtej
(famanej lub krzywej) o danym obwodzie, ktéra by ogra-
niczala najwigksze pole. Jest to oczywidcie zagadnienie in-
nego typu niz rozwazane w § 6, gdyz tam zakres badania
ograniczal si¢ do wielokatéw o danej z géry liczbie bokow.
Tu natomiast ograniczenie to odpada.

Bedziemy tu rozwazal tzw. krzywe zamknigte zwykle,
tj. krzywe, ktére 1) sa zamkniete (podobnie jak okrag,
tréjkat, elipsa itp.), 2) nie przecinaja samych siebie (w prze-
ciwienstwie np. do cyfry ,,8). Sa to takie linie, ktére
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daja sie otrzymaé z okregu przez wyginanie i rozciaganie,
jednak bez rozrywania i bez stykania réznych jego punk-
tow. Kazda linia zamknigta zwykla dzieli plaszczyzne na
dwie czesci: wewnetrzng 1 zewnetrzng.

W dalszym ciagu tego paragrafu, moéwiac o liniach,
bedziemy mieli na my$li wylacznie linie zamkniete zwykle.

Aby nie przerywa¢ biegu dowodu ponizszego twierdze-
nia, wtracimy tu kilka sléw o liniach wypuklych. Przyjmie-
my nastepujaca ich definicje: linig zamknietq nazywamy
wypukly, jezeli zaden odcinek liniv prostej, lgczqcy dwa punk-
ty linvi, nie zawiera punktow zewnetrznych.

To znaczy, ze dowolny odcinek, laczacy dwa punkty
linii, zawiera tylko punkty wewnetrzne oraz punkty samej
linii. Dla wielokata dali$my w paragrafie 6 nieco inne okre-
$lenie wypukloéci (w ktérym rola wierzcholkéw zostala wy-
rézniona) ; mozna jednak latwo dowie$é, ze obydwa okre-
slenia sa dla wielokatéow réwnowazne,

Lini¢ zamknieta, ktéra nie jest wypukla, nazywamy
wklestq. Bedzie nam ponizej potrzebna jedna wlasnos¢ linii
wypuklej i jedna wklestej, zupelnie analogicznie do wla-
snosci wielokatéow, oméwionych w § 5. Przyjmiemy je tu
jednak bez dowodu, by nie odbiega¢ zbyt daleko od na-
kreslonego tematu.

Otéz linie wypukle posiadaje te wlasno$é, ze przez kaidy
ich punkt moina poprowadzié przynajmnie) jedng prostq, nie
zawierajgeq  punktéw wewnetrznych. Oczywiscie cala linia
lezy po jednej stronie takiej prostej. Dla okregu prostymi
tymi sa styczne. W przypadku wielokata przez punkt na
boku przechodzi jedna taka prosta (przedluzenie boku),
a przez wierzcholek nieskonczenie wiele (wypelniaja one katy
zewnetrzne wielokata przy danym wierzchotku). Proste,
przechodzace przez punkt linii wypuklej, i nie zawierajace
punktéw wewnetrznych, zwa sie prostymi podpierajgcymi linve.
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Przechodzimy teraz do linii wklestych. Ot6z dowolna
linia wklesta posiada dwa takie punkty, Ze zadna z dwdch cze-
sei, na ktore te punkty dzielg 8’
linig, nie pokrywa sie z lg- R
czqeym te punkty odeinkiem,
a obydwie czedei lezq po jed-
nej stronie lqczqce) punkty
prostej (patrz rys. 12). Pro-
sta ta jest czym$ analo-

gicznym do prostej pod- Rfs' 19,

pierajacej lini¢ wypukla.
Przechodzimy teraz do rozwiazania zagadnienia izopery-
metrycznego :

Twierdzenie 7. Ze wszystkich linii zamknietych o danym
obwodzie najwicksze pole ogranicza okrqy.

Dowéd, ktéry podamy, zawiera zasadnicze mysli do-
wodu Steinera,! przeszedt jednak tyle modyfikacyj, ze
pod wzgledem szczeg6léw mocno sie rézni od oryginalnego
dowodu steinerowskiego.

Przede wszystkim przyjmujemy, jak poprzednio bez do-
wodu, ze istnieje linia o danym obwodzie i najwigkszym
polu, i oznaczamy ja przez L, ..

Udowodnimy, ze L, musi by¢ linia wypukla. Przy-
pusémy przeciwnie, ze linia L, jest wklesta (rys. 12, li-
nia nie przerywana). W takim razie istnieja na linii L,
dwa punkty, np. 4 i C, takie, ze linia L, lezy po jednej
stronie prostej AC, a zadna z czesci ABC i ADC, na ktére
punkty 41 C dziela lini¢ L., nie pokrywa si¢ z odcinkiem
AC. Pole, ograniczone krzywa L., réwne jest réznicy
dwéch pél: pola figury, ograniczonej odcinkiem AC i jedna
1 Steiner — matematyk szwajcarski z pierwszej “polowy XIX
wieku.
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z czedci, tj. ADC, oraz pola figury, ograniczonej odcinkiem
AC i druga z czeSci, tj. ABC. Zastapmy teraz luk A4BC
przez tuk AB'C syme-
tryczny do niego wzgle-
dem prostej AC. Otrzy-
mamy w ten sposob
krzywa AB'CDA o tym
samym obwodzie,co L, .,
a polu réwnym sumie wy-
mienionych wyzej dwéch
pol, a wiec wiekszym od-
pola L ... To za$ prze-
czy okreéleniu linii L,,,. Linia ta musi by¢ zatem wypukla.

Obierzmy teraz na linii L.,  cztery dowolne punkty
A, B, €, D (rys. 13) i polaczmy je kolejno odcinkami linii
prostej. Otrzymamy czworokat ABCD wpisany w lini¢
L. i cztery figury, ograniczone cigciwami i lukami linii
L,... Nazwijmy dla krétkoSci te cztery figury ksiezycami.
Pole, ograniczone linia L., bedzie réwne wobec jej wy-
puklodci sumie pola czwo-
rokata 1 pél czterech
ksigzycow. Chce dowiesc,
ze cztery dowolnie obra-
ne -punkty A4, B CrD
leza na jednym okregu.
Przypuéémy, ze tak nie
jest. W takim razie mo-
zemy zastapi¢ czworo-

. kat ABCD przez czwo-
Rys. 14. rokat A’B'C'D’, wpisany
w okrag, i posiadajacy
te same boki (rys. 14). Pole jego na zasadzie twierdzenia 2
jest wieksze od pola czworokata ABCD. Otéz zbudujmy
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cztery ksigzyce, oparte na bokach 4'B’, B'C’', ¢'D’, D'4’,
i réwne ksiezycom linii L. Otrzymamy nowa lini¢ L',
zlozong z czterech tukéw A’B’, B'C’, C'D’, D'A’, o tym
samym obwodzie, co L, a polu wiekszym. To za$ jest
sprzeczne z okre$leniem linii L ,.. A wigc cztery punkty
A, B, C, D musza istotnie leze¢ na jednym okregu.

Obierzmy teraz na linii L, trzy stale punkty 4, B, C
i poprowadzimy przez nie okrag. Dowolny punkt linii L,
musi leze¢ (wobec dowiedzionej wlasnosci czterech jej punk-
téw) na tym okregu. Stad wniosek, ze wszystkie punkty
linii L, leza na jednym okregu. A ze L, jest linig za-
mknieta, wiec musi si¢ pokrywaé z calym okregiem, dzieki
czemu nasze twierdzenie zostalo udowodnione.

Przeksztalcenie linii Ly,, na L’ wymaga pewnej uwagi uzu-
pelniajacej. Idzie o to, czy otrzymamy w ten sposob linig, nie
przecinajaca samej siebie. Wszak mogloby si¢ zdarzy¢, ze
cztery jej luki wzajemnie by si¢ przecinaly i nie mozna by
bylo méwi¢ o jej polu (patrz warunek 2) str. 21). Oté6z mozli-
wos¢ ta jest zazwyczaj pomijana w dowodzie Steinera. Aby
dowie$¢, ze cztery tuki krzywej L’ nie majq istotnie ze soba
punktéw wspdlnych (poza koficami), skorzystamy z wypuklosci
pierwotnej krzywej Lp,x.

Dowiedziemy przede wszystkim, ze dwa sasiednie tuki, np.
B’C’ i 0'D’, nie maja punktéw wspolnych (poza C’). W tym celu
przez punkt C linii L., poprowadzimy prosta podpierajaca
EF. Luk BC znajdzie si¢ wewnatrz kata BCE, a luk CD we-
wnatrz kata DCF. Odiézmy réwne im katy B'C'E’ i D'C'F’,
obejmujace wewnatrz tuki B'C’ i C’'D’. Przy przejsciu od linii
Lyax do L' kat BOD (mniejszy od polpelnego) przeszedt w kat
B'C'D’ (réwniez mniejszy od polpelnego), a wigc zmienil sig
mniej, niz o kat potpelny. Wobec tego kat zewngtrzny ECF
(potpelny) zmienil sie tez mniej, niz o kat pétpelny (katy BCE
i DCF nie ulegly zmianie). Wynika stad, ze ramiona C'E’ i C'F’
nie moga zaj$¢ na siebie. A zatem, katy B'C'E’ i D'C'F’ poza
wierzchotkiem C’ nie maja wspélnych punktéw. To samo mozna
powiedzie¢ o zawartych w nich lukach B'C" i C'D’.
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Aby dowie$é, ze tuki przeciwlegle, np. 4’B’ i ¢'D’, nie maja
wspolnych punktéw, wybierzmy z czterech katow wypuklego
czworokata 4 BCD kat, ktéry przy przeksztalceniu ulegt zmniej-
szeniu ; niech to bedzie kat CDA. W takim razie przekatna AC
ulegla zmniejszeniu, a co za tym idzie, i kat przeciwlegly 4BC.
PoprowadZzmy przekatna przez wierzchotki B’ i D’ zmniej-
szonych katéw. Wreszcie poprowadZmy przez punkt D linii
Ly.x prosta podpierajaca GH i odlézmy kat 4'D'G’, réwny
ADG. Kat ADG zawiera luk DA, a kat A'D'G’ — iuk D'A’.
Z rys. 13 widzimy, ze

<L CDA+ < ADG<180°.
Tym bardziej wigc (wobec zmniejszenia kata 4DC)
: JXC'D'A'+ <X A'D'G'<180°.
Wreszcie
IB'D'A'4 A'D'G'<<180°.

Stad wniosek, ze caly kat 4'D’'G’ lezy po jednej stronie
prostej B’D’. To samo wigc mozna powiedzie¢ o zawartym
w nim tuku D’4’. Poniewaz luk ten wybrany zostal zupetnie
dowolnie sposéréd czterech tukéw, wiec kazdy z tych tukow lezy
po jednej stronie prostej B’D’. Naturalnie tluki D'4" i 4'B’,
zawierajace A’, leza po jednej stronie, a tuki B'C’ i ¢'D’, za-
wierajace C’, po drugiej. Wobec tego pary lukéw 4’'B’, C¢'D’
oraz B'C’, D'A’ nie maja punktéw wspolnych, c. b. d. o.

Oprécz twierdzenia 7 (ktére uwazamy za gléwny przed-
miot rozwazan niniejszej ksiazeczki), prawdziwe jest takze
wzajemne

Twierdzenie 7'. Ze wszystkich linii zamknietych, ograni-
czajaeych dane pole, najmniejszy obwdd ma okrag.

Dla dowodu wystarczy powalaé si¢ na prawo wzajemno-
Sci (§ 7) 1 uwzglednié okoliczno$¢, ze okrag, ograniczajacy
wigksze pole (7 R? posiada wiekszy obwdd (27 R).

§ 9. Dwa rodzaje zagadnien, dotyczacych ekstre-
mum. Przyjrzyjmy si¢ omdéwionym dotychczas zagadnie-
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niom. Spostrzegamy, ze ostatnie zagadnienie, gdzie szuka-
lismy linii zamknietej, spelniajacej pewne warunki, rézni
sie¢ bardzo od wszystkich poprzednich zagadnien, w ktérych
szukali$my tréjkata, czworokata lub ogdlnie n-kata o pew-
nych wlasnodciach. Na czym polega réznica migdzy oby-
dwoma rodzajami zagadnien?

Zanalizujmy przede wszystkim zagadnienia, zawarte
w paragrafach do 7 wlacznie, a wigec zagadnienia na poszu-
kiwanie n-kata. Jak tego wymaga samo postawienie zagad-
nienia o ekstremum, w zadaniach tych jest dana zawsze
zbyt mala ilo§¢ parametréw, by okresli¢ dang figure. A wiec
w twierdzeniu 1 w tréjkacie jest dany tylko bok i pole;
dla okreslenia tréjkata trzeba jeszcze jednego parametru,
np. jakiego$ kata; ten wladnie parametr okre$lamy tak,
by obwéd osiagal minimum. W twierdzeniu 2 mamy dane
w czworokacie cztery boki, podczas gdy dla wyznaczenia
czworokata trzeba pigciu danych; znowu jeden parametr jest
niewiadomy. W zagadnieniach, dotyczacych m-kata wpisa-
nego w okrag dany, potrzeba znalezé n—1 parametrdéw,
by méc wyznaczy¢ n-kat; mozemy np. szukaé¢ n—1 bokéw
n-kata, co nam pozwoli z latwodcia wyznaczy¢ n-kat (po-
niewaz jest on wpisany w okrag dany). W zagadnieniu
o n-kacie przegubowym mamy dane n bokéw, podczas
gdy dla wyznaczenia nm-kata trzeba mieé jeszcze n—3 pa-
rametréw, np. n—3 kolejnych katéw; pozostale 3 katy
wyznaczymy latwo konstrukcyjnie. W zagadnieniu izopery-
metrycznym dla n-kata mamy tylko jedna dana, tj. obwéd;
musimy wyznaczy¢ jeszcze 2n—4 parametréw, by n-kat
byl okreslony; moze to by¢ n—1 bokéw (ostatni bok wy-
-znacza sie z danego obwodu) oraz n—3 kolejnych katéw.

Zestawiajac te spostrzezenia, dochodzimy do wniosku,
ze w kazdym z badanych przypadkéw musimy wyznaczyc
skohczong 1 zupelnie okreslong liczbe parametréw, by zadanie
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méc uwazaé za rozwiazane. Mogliby$my tez powiedzied,
ze rozwigzanie kazdego z tych zadan daje si¢ przedstawié
przy pomocy skonczonej iloéci punktéw na plaszczyznie.
Tak, np. tréojkat daje si¢ wyznaczy¢é przy pomocy trzech
punktéw (wierzchotkéw), n-kat — przy pomocy = punk-
tow. Co prawda punkty te nie moga by¢ zupelie dowolne,
gdyz szukane figury spelniaja pewne warunki (dany bok,
dany obwdd itp.). Zagadnieniom tego typu pos$wiecony jest
specjalny dzial rachunku réiniczkowego, obejmujacy ogélne
metody szukania maksiméw i miniméw. Metody te posia-
daja charakter analityczny (rachunkowy) i daja nam do
reki bardzo dogodne narzedzie praktyczne. Pod wzgledem
teoretycznym - wymagaja one jednak bardzo powaznych
i czesto trudnych badan uzupelniajacych.

Przejdzmy teraz do ostatniego zagadnienia, to jest do
zagadnienia izoperymetrycznego dla dowolnej linji. Tym ra-
zem trzeba wyznaczy¢ linie o danym obwodzie, o ktorej
ksztalcie z géry nic okreélonego nie wiemy. Jest rzecza ja-
sna, ze za pomoca skonczonej ilosci parametréw nie mozna
okresli¢ tej linii. Réwniez, gdybyémy chcieli te linie wyzna-
czy¢ przy pomocy punktéw, przekonalibyémy sig, ze skonczona
ich liczba nie wystarczy. Gdyby$Smy bowiem dowolnie ge-
sto (dowolnie blisko siebie) wykreslili punkty linii, to jednak
linia nie bylaby jeszcze okre$lona; pozostalyby do wyzna-
czenia luki pomiedzy punktami.

Tego rodzaju zagadnienia, w ktérych szukana jest linia
nieznanego z gory ksztaltu, naleza do innego typu, niz
poprzednie, i sa w zasadzie znacznie trudniejsze. Poswie-
cony im jest specjalny dzial analizy matematycznej, tzw.
rachunek wariacyjny. Nazwa jego pochodzi stad, ze badana
figure poddajemy bardzo malym zmianom (tzw. wariacjom) ;
jezeli figura daje np. maksimum pola, to wszelkie zmiany
powinny wywolywaé zmniejszenie tego pola. To znaczy,
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ze przyrost (wariacja) pola wskutek zmiany krzywej musi
by¢ ujemny. W ten sposéb rozpoznajemy, dla jakiej figury
w ogo6le maksimum moze mie¢ miejsce.

Rachunek wariacyjny tworzy bardzo obszerny dzial ana-
lizy matematycznej. Od czasu jego powstania, tj. od wieku
XVIL (niedlugo po stworzeniu rachunku rézniczkowego
i catlkowego przez Newtona i Leibniza), opublikowa-
no ogromna ilo§¢ prac monograficznych z jego zakresu
(okolo 3000). Rachunek wariacyjny opiera si¢ na innych
dzialach analizy matematycznej; dlatego tez, aby go stu-
diowaé, nalezy przedtem gruntownie opanowaé przede
wszystkim rachunek rdzniczkowy 1 catkowy oraz teorig
tzw. réwnan rézniczkowych.

§ 10. Blony mydlane. Powierzchnie minimalne.
Twierdzenie 7 daje sie zilustrowaé przy pomocy latwego
dos$wiadczenia z blong mydlana. WeZzmy w tym celu ramke
z wygietego drutu (rys. 15) o ksztalcie jakiejkolwiek figury

Rys. 15. Rys. 16.

plaskiej, np. prostokata. Zanurzamy ja w roztworze mydla,
dzieki czemu na ramce zostaje napieta plaska blona my-
dlana. Blona ta posiada wlasno$¢ kurczenia sie i dlatego
zawsze przybiera taki ksztalt, przy ktérym pole jej osiaga
minimum. Kladziemy teraz na blone cienka nierozciagliwa
niteczke, o ksztalcie linii zamknietej (rys. 15). Nastepnie
przekluwamy igla blone wewnatrz nitki. Dzigki temu cala
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cze$¢ wewnetrzna ulegnie zerwaniu. Pozostala poza nitka
blona dazy w my$l powyzszego do zajecia minimum pola.
Dzigki temu ,,otwér” wewnatrz nitki dazy do osiagnigcia
maksimum pola. Poniewaz za$-dlugo$¢ nitki jest stala, wigc
nitka powinna przybraé¢ ksztalt linii, ktéra przy danym ob-
wodzie ogranicza najwigksze pole. W my$él twierdzenia 7
liniag taka jest okrag. Istotnie, dodwiadczenie potwierdza te
przewidywania catkowicie (rys. 16).

Ramka prostokatna w powyzszym do$wiadczeniu moze
by¢, jak zaznaczyliSmy, zastapiona przez dowolna ramke
plaska. Blona napieta bedzie réwniez plaska. Jest to w zwia-
zku z tym, ze ze wszystkich powierzchni o konturze
w ksztalcie linii plaskiej najmniejsze pole posiada powierz-
chnia plaska (czed¢ plaszczyzny). Jakiekolwiek wygiecie blo-
ny (odchylenie od plaszezyzny) wywolaloby powiekszenie
jej pola. Wlasno$¢ plaszczyzny osiggania minimum pola
przy danym konturze przypomina wlasnod¢ prostej, beda-
cej najkrétsza linia, laczaca dwa dane punkty.

Zastapmy teraz ramke plaska przez dowolna ramke
przestrzenna. Mozemy wiec nadaé drutowi ksztalt dowol-
nej linii zamknietej przestrzennej (nie lezacej w plaszczy-
Znie), np. czworokata, ktorego cztery wierzchotki nie leza
w jednej plaszczyznie. Jedli ramke taka zanurzymy w roz-
tworze mydla, zostanie na niej napieta blona, jednak tym
razem juz nie plaska (plaska bylaby niemozliwa). Réwniez
1 ta blona osiggnie minimum pola (przy danym konturze),
co pozostaje w zwiazku z jej dazeniem do kurczenia sie.
Omoéwione doswiadcezenie ilustruje nastepujace zagadnienie
matematyczne: majgc dang linie zamknielq w przestrzeni,
znalezé powierzchnie, majqcq te linig za kontur, i osiqgajaca
najmniejsze pole ze wszystkich takich powierzchni. Powierzch-
ni¢ o tej wlasno$ci nazywamy powierzchniq minimalng.
Jest to na ogél powierzchnia krzywa. Tylko w przypadku
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konturu plaskiego jest ona plaska. A wiec plaszczyzna jest
szczegblnym przypadkiem powierzchni minimalnej.

Teoria powierzchni minimalnych stanowi jeden z naj-
piekniejszych rozdzialéw geometrii. W zasadzie jest ona
jednak niedostgpna dla badania $rodkami elementarnymi.
Dlatego tez musimy si¢ ograniczy¢ do powyzszej ilustracji
przy pomocy blon mydlanych. W zasadzie wszelka blona
mydlana ilustruje pewna powierzchnie minimalna, o ile
tylko jest poddana z obydwu stron dzialaniu tego samego
ciénienia powietrza. Pewne odchylenie moze jednak spowo-
dowaé ciezar blony, zwlaszcza, jeéli jest ona nie do$¢ cienka.

Zanim porzucimy temat powierzchni minimalnych, zrobimy
pewne spostrzezenie, dotyczace ich wygigcia. Ograniczymy si¢
tu jednak do ujecia intuicyjnego sprawy. Otoz przede wszystkim
zauwazymy, ze wszelkie powierzchnie krzywe dziela si¢ w zasa-
dzie na dwie grupy, je$li idzie o charakter ich wygiecia.

Z jednej strony mamy takie powierzchnie, jak powierzchnia
kulista, skorupa jajka, powierzchnia ziemi itp. O powierzchniach
tego typu mozna powiedzie¢, w ktéra strone zwrécone sy wy-
pukloécia. Jesli wyobrazimy sobie w dowolnym punkcie tej po-
wierzchni plaszczyzne styczna, a nastgpnie bedziemy przez
ten punkt prowadzili przekroje plaszczyznami, prostopadlymi
do plaszczyzny stycznej, to otrzymamy jako przekroje szereg
linii, wygietych w jedna i t¢ sama strong. Od powierzchni
takiej mozna latwo odcia¢ plaszczyzna maly wypukla czasze,
podobna do czaszy kulistej.

Z drugiej strony wystepuja takie powierzchnie, jak powierz-
chnia siodta. W tym przypadku nie mozemy powiedzie¢, w kto-
ra strone zwrécona jest wypuklo$¢ powierzchni. Istotnie, prze-
kr6j podluzny siodta (od przodu do tyhu) jest linia wygieta do
gory, natomiast przekréj poprzeczny (z prawa na lewo) jest
linia wygieta ku dolowi. Nie ma tu juz mowy o odcigciu cza-
szy plaszczyzna. Tego rodzaju powierzchnie, jak siodlo, nazwij-
my wylacznie dla naszego uzytku powierzchniami obustronnie
wygietymi. Nazwa bowiem przyjeta w matematyce wymagata-
by przedwstepnych objasénien, ktérych chcemy uniknac.

Oczywidcie powyzsze dwie kategorie nie obejmuja wszyst-
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kich powierzchni. Nie miesci si¢ bowiem w tej klasyfikacji przede
wszystkim plaszczyzna, a nastepnie takie powierzchnie, jak
powierzchnia walcowa i stozkowa. Dwie opisane kategorie two-
1z jednak zasadniczy podzial powierzchni. Wszystkie inne po-
wierzchnie nalezy raczej traktowaé, jako twory wyjatkowe, sta-
nowigce etap przejsciowy od jednej kategorii do drugiej.

Ot6z powierzchnie minimalne naleza do kategorii drugiej,
to jest sa obustronnie wygiete (o ile oczywiscie nie sa plaskie).
Ogranic7ymy sie do wskazowki, dlaczego nie moga naleze¢ do
kategorii pierwszej, pomijajac wymienione powierzchnie przej-
Sciowe. Otoéz, gdyby powierzchnia minimalna nalezala do pierw-
szej kategorii, mozna by bylo odcia¢ od niej plaszczyzna malay
wypukla czasze. Po zastapieniu powierzchni tej czaszy przez
jej plaska podstawe pole powierzchni ulegloby zmniejszeniu, co
jest sprzeczne z okredleniem powierzchni minimalnych.

O powierzchniach minimalnych mozna powiedzie¢ jeszcze
wigcej, a mianowicie, Ze stopiefi ich wygigecia w obydwie strony
jest jednakowy. Aby zdaniu temu nada¢ okreslony sens, mu-
sielibySmy si¢ jednak nauczy¢ mierzyé stopien wygiecia po-
wierzchni, co by nas zbyt daleko zaprowadzilo. Wymieniona
wlasnoé¢ jest dla powierzchni minimalnych charakterystyczna;
to znaczy, ze powierzchnia, ktéra w kazdym swym punkcie
jest jednakowo wygieta w obydwie strony, musi by¢ powierz-
chnia minimalna.

§ 11. Zagadnienie izoperymetryczne dla powierz-
chni. Rozwazmy powierzchnie zamknigta typu kuli, to jest
taka, ktdéra daje sie uzyskaé'z powierzchni kulistej przez
jej wyginanie i rozcigganie, lecz bez rozrywania i bez sty-
kania réznych jej punktéw. Powierzchnia taka dzieli prze-
strzen na dwie czeSci: wewnetrzng i1 zewnetrzna. Otéz
zagadnienie izoperymetryczne dla powierzchni polega na
tym, by ze wszystkich powierzchni zamknietych omdéwionego
typu, posiadajgeych dane pole, znaleZé te, kidra ogranicza
najwiekszq objetosé.

Ze wzgledu na trudno$¢ zagadnienia nie mozemy roz-
trzasa¢ go szczegélowo. Ograniczymy sie do podania wy-
niku badan na ten temat:
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Twierdzenie 8. Ze wszystkich powierzchni zamknietych
o danym polu najwiekszq objetosé ogranicza powierzchnia lku-
lista.

Innymi stowy, ze wszystkich bryl o danym polu powierz-
chni najwieksza objeto$¢ posiada kula.

Z prawa wzajemnosci przy uwzglednieniu tego, ze kula
o wiekszej objetosci ma wigksze pole powierzchni, wynika

Twierdzenie 8'. Ze wszystkich powierzchni zamknigtych,
ograniczajacych dang objetosé, najmmiejsze pole posiada po-
wierzchnia kulista.

Podobnie, jak wlasno$¢ izoperymetryczna okregu, réw-
niez i tre$¢ twierdzenia 8’ daje si¢ zilustrowaé przy pomocy
zjawisk fizycznych. Istotnie, przyjrzyjmy si¢ drobnej kro-
pelce cieczy, spadajacej swobodnie. Z jednej strony posiada
ona okreélong objeto$é. Z drugiej za$ strony wiemy, ze dzigki
spojnoéei cieczy, ktérej zewnetrznym wyrazem jest napie-
cie powierzchniowe, powierzchnia swobodna cieczy dazy
do osiagniecia najmniejszego mozliwie pola. Wobec tego
kropla powinna przybra¢ ksztalt, przy ktérym pole jej
powierzchni osiggnie minimum, czyli, zgodnie z ostatnim
twierdzeniem, ksztalt kulisty. Jak wiemy, do$wiadczenie
to potwierdza.

Pewne odchylenia od ksztaltu kulistego, zwlaszcza dla
kropel nie doé¢ matych, spowodowane sa ich cigzarem i opo-
rem powietrza przy spadaniu (w braku drugiego odpadloby
réwniez dzialanie znieksztalcajace pierwszego). Otéz istnieje
spos6b otrzymywania , kropel” dowolnie duzych, i to w sta-
nie spoczynku. Nalezy tylko jakim$ sposobem wyrugowaé
sily ciezkosci.

W tym celu dobieramy rtoztwér wody (gesto$¢ 1 g/cm?)
oraz zwyklego alkoholu (gesto$¢ 0,8 g/cm?®) w ten sposéb, by
gesto$¢ roztworu byla réwna gestosci oliwy (okolo 0,9 g/cm?).
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Do roztworu wpuszczamy przy pomocy pipety pewna ilo$é
oliwy (kilka centymetréw szeéciennych). Oliwa ta nie miesza
si¢ z roztworem i tworzy w nimj jedno skupienie, o ile zo-
stala wlana w sposéb ostrozny. Poniewaz gesto$é jej réwna
jest gestodci roztworu, wiec znajduje si¢ ona w réwnowa-
dze obojetnej na dowolnym poziomie wewnatrz roztworu.
Sily ciezkoéci zostaly w ten sposéb wyrugowane. Ot6z do-
$wiadczenie potwierdza, ze i taka , kropla“, zgodnie z twier-
dzeniem 8’, przybiera ksztalt kuli.

Roéwniez 1 ksztalt Ziemi (jak tez innych planet, ksiezy-
cow, slonca) daje si¢ wytlumaczy¢ przy pomocy wlasnoéci
izoperymetrycznej kuli. Zanim bowiem ziemia zastygla,
tworzyta wielka ,krople” cieczy, ktéra osiggnela ksztalt
zblizony do kuli. Odchylenie od ksztaltu kuli, polegajace
na splaszczeniu (Srednica biegunowa jest krétsza od $red-
dnicy réwnikowej) tlumaczy si¢ latwo ruchem obrotowym
ziemi. Zreszta i to splaszczenie daje sie zilustrowaé przy
pomocy kropli oliwy. Wystarczy przez oliwe przetknaé
metalowa o pionowa, a nastepnie obracaé ja dokola samej
siebie. Dzigki tarciu o§ porwie za sobg oliwe, a ta z powo-
du ruchu obrotowego przybierze ksztalt mniej lub wigcej
splaszczony (zaleznie od szybkodci obrotu). Jest to tzw.
do$wiadczenie Plateau.

Wreszcie rozporzadzamy jeszcze inng ilustracja wlasno-
Sci izoperymetrycznej kuli, a to przy pomocy baniek mydla-
nych. Wdmuchujemy w banke pewna mase powietrza,
ktéra stara sie zaja¢ mozliwie duza objetos$é. Powietrze to
rozcigga blone banki, i po ustaleniu si¢ ciénienia w jej wne-
trzu, osiaga pewna okre$lona objeto$é. Poniewaz zaé blona
mydlana dazy do osiagnigcia minimum pola, wiec banka
przyjmuje ksztalt kulisty. Pewne odchylenia od tego ksztaltu
zawdzieczamy cigzarowi blony.

Oczywiécie blona banki nie jest powierzchnig minimalna,
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gdyz z obydwu jej stron panuje rdézne ci$nienie powietrza
(wewnatrz wieksze). Dzigki temu powierzchnia banki moze
by¢ wypukla (zwrécona wypuklodcia na zewnatrz), co, jak
wiemy, jest niemozliwe w przypadku powierzchni mini-
malnych. ‘
Zwr6émy jeszcze uwage na to, ze zagadnienie powierz-
chni minimalnych i zagadnienie izoperymetryczne dla po-
wierzchni stanowia zagadnienia rachunku wariacyjnego no-
wego pod pewnym wzgledem typu. Idzie tu bowiem o zna-
lezienie nie linii, lecz powierzchni, dajacej pewne ekstre-
mum. Zaznaczy¢ nalezy, ze zagadnienia te nastreczaja da-
leko wigcej trudnodci, niz poprzednie. Nie stanowia one jed-
nak najdalej idacych zagadnien rachunku wariacyjnego.
Zawiera on bowiem calg skal¢ problematéw, z ktérych
kazdy nastepny jest ogélniejszy, a tym samym i trudniej-
szy od poprzedniego. Dwa typy, wspominane w niniejszej
ksigzeczce, stanowia dwa pierwsze stopnie tej skali.

Niektore zagadnienia poruszone w niniejszej ksiazeczce oraz
zagadnienia pokrewne oméwione sg w artykule O. Chisiniego:
Elementarna teoria izoperymetréw, wchodzacych w skiad IT tomu
Zagadnien dotyczqeych geometrii  elementarnej F. Euriquesa
(przektad polski, Warszawa 1917).
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