O zasadzie logarytméw naturalnych.”

II.

W Ne 2 /Wektora” rozpatrywalismy ruch punktu, poruszajacego
si¢ w ten sposob, iz w dowolnym momencie predkos¢ jego liczbowo
= odleglosci od pewnego poczatkowego punktu toru i wykazalismy, ze,
jezeli za poczatkowy moment uwaza¢ bedziemy ten, w ktorym odle-
glos¢ ta =1, w takim razie odleglosé¢ punktu w dowolnym czasie ¢
bedzie

s=—=¢';

Spréobujmy obecnie uogdlni¢ powyzsze zagadnienie, a mianowicie, po-
zostawiajac bez zmiany poprzednie warunki ruchu, zazadajmy jedynie,
by podczas ruchu punktu stosunek jego predkosci do odle-
glosci od poczatkowego punktu toru==stalej wielko-
sci A Oczywiscie, ze w przypadku A=1 otrzymamy poprzednie za-
. gadnienie.

Ze warunki obecnie postawionego zagadnienia rowniez czynia za-
dos¢ zasadzie ciaglosci ruchu, latwo o tym sie przekonaé: bedac w do-
wolnej skonczonej odleglosci # od poczatkowego punktu, ruchomy
punkt posiada rowniez skonczona predkos¢ iz, przebiega w ele-
mencie czasu 6 droge Az, w tymze czasie predkos¢ jego zmienia sie
0 Nal(=Axb- 2zl — Axh), przyspieszenie zas—o Azh, — wszystkie te

) Artykul mdj, umieszczony w N 2 pod tym samym tytulem, wywolal zainte-
resowanie Srod czytelnikéw; ta okoliczno$é pobudzila mnie do zabrania glosu w ar-
tykule niniejszym w dwuch sprawach, bedacych w $cistym zwiazku z poprzedniemi
i stanowiacych niejako ciag dalszy tamtych, — a mianowicie, pozostajac na dawnym
stanowisku, obecnie podaje: a) kinematyczne znaczenie zamiennika (modulu) logaryt-
micznego tudziez b) rozwinigeie e w szereg. Przyp. autora.
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przyrosty tak odleglosci, jak predkosci oraz przyspieszenia zmierzaja do
zera razem z 0. :

Zobaczmy, gdzie nasz ruchomy punkt (oznaczmy go przez N dla od-
roznienia od poprzedniego M, gdy A=1) bedzie w czasie {=1 sek.

Podobnie, jak w poprzednim zadaniu, dzielimy sekunde od ¢=0
do t=1 na bardzo wielkg liczbe n rownych elementéw 0 i rozpatruje-
my ruch punktu N w ciggu kazdego oddzielnego elementu jako jedno-
stajny, zachodzacy z predkoscia, jaka faktycznie posiada punkt w po-
czatkowym momencie odnosnego elementu czasu. Otrzymamy:

po uplywie 1-go elementu 6 odleglos¢ punktu=1--16

”» ” 2'g0 ” » ” s 1+)\0+( 1 ‘}‘)\6))\6:( 1—}—)\6)2

» ” 3g0 » » » :(14’)\6)24‘(] +)\6)2)\6:(1+)\6)3
» ” (n_l )-gO ) ” n :(1 -1*)\6)”4]

n n n-go ” » » (1 o )\6)”_] (1 b )\0)”_1 A0 =

PN
= (14200= (1)

Prawo tworzenia odleglosci punktu w koncu dowolnego elementu
czasu jest widoczne, dla wigkszej jednak Scislosci moze by¢ bardzo la-
two uogoélnione drogg indukcji zupelnej: jezeli bowiem przypuscimy, ze
w koncu k-go elementu odleglosé punktu =(1-+20)f, w takim razie w kon-
cu nastepnego (k+1)-go bedzie ona =(1-{A0)F (11 A0)EN=(1 +-A0)*, po-
niewaz za$ dla 1-go elementu zaleznosé ta jest sluszna, wigc 1 dla kaz-
dego innego bedzie rowniez sluszna.

Przechodzac do granicy, gdy n rosnie do nieskoriczonosci, otrzy-
mamy, ze w czasie (=1 odlegtos¢ punktu N od poczatkowego punktu
toru bedzie :

slzljzzogl—{f--;; )
Dowiedziemy, ze granica ta —¢* i w ten spos6b otrzymamy po drodze
jedng z wazniejszych i ciekawszych zaleznosci:

. )\
’l"z:m.o(HA—fnf)”:e)‘. SR b

W tym celu przeprowadzimy rozumowanie nastepujace.

W zagadnieniu poprzednim mielismy punkt ruchomy M, ktérego
predkos¢ = liczbowo odleglosci i ktorego odleglos¢ w dowolnym czasie
—¢'. Obecnie mamy punkt ruchomy X, ktorego predkos¢ = iloczyno-
wi A przez odleglos¢, to znaczy, ze bedac w odleglosci z cm. punkt N
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. 54 cm. Ay ; ; ;
posiada predkosc =iz L Nic nie stoi nam na przeszkodzie, aby$my

chwilowo zmienili jednostke czasu na inng w stosunku 1:1, to znaczy,
: s ; j : 1

bysmy mierzyli czas, zamiast w sekundach, w innych Jednostkachzi sek.;

oznaczmy nowg jednostke przez 7. W takim razie predkosé punktu N

oY s oty : . Sagaing.
w odleglosci = bedzie ® czyli mozemy powiedzie¢, ze przy no-

wej jednostce czasu T:)}\ sek. predkosé punktu N=liczbo-

wo odleglosci, stad wniosek, ze przy takiej zamianie jednostki cza-
su ruch punktu N moze byé utozsamiony z ruchem poprzedniego za-
gadnienia, a w takim razie odleglos¢ s, punktu N po 1 sek. = AT be-
dzie taka sama, jak odleglos¢ punktu M po uplywie X jednostek cza-
su, ta zas odleglosé¢, jak to nam juz wiadomo, :e)‘; tak wiec slu-
sznos¢ zaleznosci (4) zostala stwierdzona, a zarazem przekonalismy sie,
ze punkt N, poruszajacy sie z predkoscia, ktérej stosu-
nek do odlegtosci =, okaze sig po1 sek. wodleglosci

¢ od poczatkowego punktu toru.

Nic latwiejszego, jak droga, wskazana wyzej w Ne 2, udowodnig,
z poczatku dla calkowitych wartosci ¢, nastgpnie jakichkolwiek wymier-
nych, wreszcie dowolnych rzeczywistych, ze w czasie t odleglose¢
s punktu N od poczatkowego punktu toru bedzie

s:e)‘t:Gt, gdzie G Rk

Widzimy wigc, 7ze czas, w ktérym punkt N dosiegnie da-
nejodleglosci s (s=0) jest logarytmem tejze odlegltosci

przy zasadzie G=¢. Stad A=log,G=zamiennikowi (modulowi) lo-

garytmicznemu przy przejsciu od zasady e do zasady G. Ostatecznie
dochodzimy do rikastgpujqcego ciekawego wniosku:

Zamiennik (modul) logarytmiczny moze byé¢ rozpa-
trywany z naszego kinematycznego stanowiska, jako
staly stosunek predkosci punktu do jego odleglosci od
poczatkowego punktu toru, przvczym czas wtrakcie ru-
chu bedzie logarytmem odleglosci przy odnosnej zasa-
dzie. Tak np. biorac pod uwage zwyczajne dziesietne logarytmy o za-
mienniku A=lg,10=2,30258...., mozemy powiedzie¢, ze jezeli punkt N
porusza si¢ w ten sposob, iz stosunek jego predkosci do odpowiedniej
odlegtosci—=A=lg,10=zamiennikowi logarytméw dziesietnych, wowczas
w ciggu ruchu czas bedzie dziesietnym logarytmem odleglosci.
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1.

Rozwazmy, nie schodzac z dotychczasowego stanowiska kinematycz-

A

nego, czy nie daloby sie ¢ rozwina¢ w szereg wedlug poteg A. Niech

P WL g o R S AN Ay L A

Dowiedziemy, ze: 1) rozwiniecie jest mozliwe, 2) szereg bedzie nie-
skonczony, 3) spotczynniki  4; nieograniczenie maleja, a obok tego wy-
znaczymy wartosci spolezynnikow .

W tym celu mozemy obra¢ jedna droge z dwuch: albo rozpatrywac
¢ jako odleglos¢ punktu N po 1 sek., albo jako odlegltos¢ punktu M po
A sek.; obydwie drogi sa jednakowo dobre i obydwie prowadza do
celu. Obieramy pierwsza.

W czasie t=1 sek. punkt N znajduje sie w odleglosci e)‘, w cza-
sie 1-+-6 odleglosé ta bedzie g=eMl +9) (p. B.) czyli

§=Ay+ANA+0)+AN(1+0) 4. - Apdm(1 O™ . ... (1)

Z drugiej zas strony mozemy otrzymac s', dodajac do odleglosci ¢ dro-
ge, jaka przebiegl punkt N w ciagu 6 sekund od t=1 do t=1-6; w za-
lozeniu, ze droge te przebiegl punkt ruchem jednostajnym, otrzymamy,

Zetona — )\.e)‘.ﬁ; tak wigc w tym przypuszczeniu punkt w czasie 16
okaze sie w odleglosci

s":e)‘+k.e.)‘6: e)‘(l-—l—m) albo
"= A (14+20) 44 M1 +4-A8) A N2(1 +X0)+ ..o+ Au"(1+26) . . . (2)
Z powyzszego rozumowania wynika, ze scisle biorac s” bedzie=¢'
dopiero w granicy przy 6 dazacym do zera, a to dlatego, ze dodatko-
wa droga x.eo faktycznie nie zostala przebyta ruchem jednostajnym.
Pamietajac o tym, ze s'=s" przy 6=0, rozwinmy jak s tak i s" we-
dlug poteg h i zazadajmy, by spoélczynniki przy jednakowych pote-
gach & byly rowne, gdy 6=0. Takie zadanie jest tu zupelnie racjonalne,
gdyz rownos¢ s'=s" bynajmniej nie zalezy od tej lub innej wartosci A
W rozwinigciu (1) spoélczynnik przy jakim$ M bedzie =

=Ax(1 40 =As+Ax . ke . 6 P62 Q62...,

gdzie P, Q,... zalezg jedynie od k, nie zalezg za$ od 6.
W rozwinieciu (2) tenze spolczynnik przy M bedzie =A4;_6+4;.
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Ktadac
Ay O+ A=A+ A, . k.04 P62 Q6 ......, otrzymamy
Ay =k . A +P.6+ Q8% +.... i stad przy 6=0
} _Ak—l
T L R e

Zaleznosé (3) odpowiada nam na wszystkie punkty, wyzej wymie-
nione: rozwinigcie jest mozliwe, szereg jest nieskorczony, gdyz majac
jakikolwiek spotezynnik 4,, dzielimy go przez s41 i otrzymujemy na-
stepny i tak dalej bez korca; spotczynniki nieograniczenie maleja, gdyz
stosunek jakiegokolwiek do poprzednieg0=T1 ciagle maleje w miare po-
suwania sie ku dalszym wyrazom.

Z zaleznosci (3) otrzymujemy, zwazywszy, ze A,—1 (gdyz przy

b0, "= 1—A):

Sy Ay
4 =2
Ay
Do e
Ay
o oy o
4,
4, o
A‘l
4,=51
Wadvalh
1 1
e B g i R
Stad po pomnozeniu stron obu, otrzymamy ‘1’“—1,2. ..... =D
W ten sposob rozwinigcie e przedstawi sie, jak nastepuje:
Sl L A2 23 N N1
e e e R TR R AR O s N X T TR R

Pomijamy tu-zwykly dowdd zbieznosci tego szeregu: moglibysmy
natomiast, nie schodzac z naszego stanowiska, zaznaczy¢ a priori, ze
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szereg ten posiada granice przy dowolnej wartosci A, gdyz oznacza on
e)‘, to znaczy odleglos¢ punktu M po A sekundach od poczatkowego
punktu toru lub tez odleglos¢ punktu N po jednej sekundzie.

Kladic wreszcie A=1, otrzymamy rozwiniecie dla e:

1 1 1

1212311232

1.9 129:3 R S G T S

1
e=1+- 1 i
Z. Arlitewice.

Nota historyczna. Pomyslt zastosowania ruchu do wykazania wta-
snosci logarytmow znajdujemy u wynalazcy ich Johna Napiera
(1550—1617) w dziele: ,Mirifici logarithmorum canonis des-
criptio“ (1614). Napier rozpatruje dwa punkty, poruszajace sie po
dwuch prostych: jeden z nich posiada ruch jednostajny, drugi zmienny.
Niech pierwszy punkt porusza sie¢ po prostej AB, drugi po odcinku KI;
poczatkowe ich predkosci w 4 i w K sa rowne, potym zas, gdy pierw-
szy znajdzie sie np. w C, drugi zas —w P, predkos¢ drugiego tak sig
ma do predkosci pierwszego, jak PL do calego odcinka KL; AC nazy-
wa Napier logarytmem PL. Wedlig dzisiejszych oznaczen otrzymali-
bysmy, kladqe KL=a, i oznaczajac znakiem Lg logarytm Napiera,— lg
zas logarytm naturalny, ze

Lgz=—a.lg 2 :

Stad wida¢, ze Lg a=0; wartos¢ na a Napier bierze=10". O zasadzie
swych logarytmow Napier nie moéwi i nic dziwnego: nie mozna bowiem
mowi¢ o zasadzie logarytmow w dzisiejszym pojeciu tam, gdzie Lg10"=0;
dodajmy do tego, ze Napier zbudowal swe logarytmy w specjaloym
celu (jako logarytmy sim’ow katow od 0 do 90°% i to w czasie, gdy po-
jecie o wykladniku potegi jeszcze sie bylo nie utrwalilo. Nalezy wiec
podkresli¢ te okolicznosé, 7e logarytmy Napiera nie sa iden-
tyczne z logarytmami naturalnemi, o czym czesto zapomina-
ja autorowie podrecznikow algiebry. Dopiero w r. 1619, a wiec juz po
smierci Napiera, John Speidell wydal pierwsze tablice logarytmow
naturalnych. Znak e zasady tych logarytmow (jak réwniez znak =)
wprowadzony zostal znacznie pozniej (okolo 1735 r.) przez Leonar-
da Eulera. Przyp. autora.
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