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Wolno drukować, z warunkiem złożenia w Komitecie Cenzury, 
po wydrukowaniu, prawem przepisanej liczby egzemplarzy, 

W Warszawie, dnia 4 (IG) Grudnia 1858 roku. 

p. o. Starszego Ceniora, 
AssEssoR KOLLKGiALSY, A. B r o n i e w s k i . 

w Drukarni Gaiety CodiienneJ. 
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l^tosownie do nowego planu rozwinięty wykład 
nauk matematycznych po Gimnazyach, wjrwołał 
potrzebę odpowiednich dzieł elementarnych ma-
tematycznych. W skutek tego, wezwany zosta-
łem przez JW. Kuratora Okręgu Naukowego, 
Radcę Tajnego Muchanowa, do ułożenia podręcz-
nego dziełka do Trygonometryi, obejmować mają-
cego w krótkim zarysie i stan nauki, i te jej zasto-
sowania, które odpoAYiadają, zakresowi gimnazyal-
nego wykładu. Niniejszą, pracą Avywiązuję się 
z tego ważnego dla dobra uczącej się młodzieży, 
a dla mnie pochle l^^o polecenia. 

W traktowaniu p ^ ^ m i o t u trzymałem się dzieł 
francuzkich, używanych po zakładach, naszym Gi-
mnazyom odpow^iadających; wyszedłem jednak 
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z ogólniejszego sposobu uważania wielkości trygo-
nometrycznych, -wyraźniej wskazującego możność 
zastąpienia wielkości kątowych przez miary po-
dłużne, dodałem krótkie uwagi dotyczące zakłada-
nia sieci trygonometrycznych, i w końcu załączy-
łem zadania z geometryi, trygonometrycznych po-
miarów, i t. p. wskazujące różnorodność zastoso-
wań tej nauki. 

To dziełko w skutek przychylnego sądu Na-
czelnej Władzy Edukacyjnej Królestwa Polskiego, 
przeznaczonem zostało przez JW. Ministra Naro-
dowego Oświecenia, za podręczne do wykładu try-
gonometryi po szkołach Okręgu Naukowego War-
szawskiego. 

W a r s u w a , d. 10 lipca 1858 r . 

S, P r z y s t a ń s k i , Nauczyciel matematyki. 
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TRYGONOMETRYA PROSTOKRESLNA. 
( Т Р И Г O Н O М Е Т Р I Я П Р Я М О Л И Н Е Й Н А Я ) . 

R O Z D Z I A Ł I . 

§ 1. Przed podaniem określenia tej gałęzi geometryi, jaito 
też linij w niej używanych, wypada poprzednio nadmienić, 
jakim sposobem dojść można do uważania kątów i łuków ró-
żnej wielkości tak dodatnich jak i odjemnych. 

W tym celu obierzmy sobie na 
obwodzie, którego promie-A równy 
jest jedności, punkt stały czyli po-
czątek A, i przypuśćmy, że jakieś ciało 
ruchome ł l , posuwa się w kierunku 
wskazanym przez strzałkę; łuk prze-
byty w każdej chwili biegu, wyrażać 
się będzie przez stosunek a;, między 

tym łukiem a promieniem, tak, że stosownie do tego, czy ciało 
ruchome znajduje się w B, czy w A' , B' ( ' ) , łuki wyrażą się: 

( ' ) Zwykle uważać będziemy łuki należące do kola zatoczone-
go promieniem równym jedności; połowę okręgu takiego kola 
nazywać będziemy przez jr, literę, używaną także do oznaczenia 
stosunku okręgu do średnicy. 
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A ponicwiii wolno przyjąó, źo ciało powróciwszy do po-
czątku ruchu, bieży znów po okręgu kola, możemy więc dla x 
otr/Ąuiywać wszelkie dowolnej wielkości znaczenia: 

Jeżeli zaś punkt ruchomy, zamiast poprzednio opisanego 
biegu, posuwać się będzie od A do B', wtedy ta przeciwność 
biegu wyrazi się przez zmianę znaku. Tak, że oznaczając 
przez a długość luku AM, luk inny AM' względem poprze-
dniego symetryczny i jemu równy, bardzo dogodnie wyrażać 
będziemy przez x=—a. 

Można więc bodzie nie ograniczać się w nadawaniu lukom 
znaczeń mniejszych od obwodu kola, lecz zmieniać ich wiel-
kość dowolnie w granicach od + oo do — co. 

§ 2. Gdy punkt ruchomy M, posuwa się i)0 luku AM, 
promień OM nioograniczenie przedłużony obraca się na około 
środka kola, tworząc kąt MOA. 

W geometryi kąt, uważany jako nachylenie dwóch linij, 
nie może być większym od dwóch kątów prostych; według zaś 
powyższego sposobu tworzenie się kąta, przez ruch promienia 
OM naokoło punktu stałego O, kąty wzrastać mogą bez gra-
nic, gdyż promień OM ruchem ciągłym może przebiedz raz, 
dwa, trzy... razy tęż sarnę płaszczyznę. A gdy jednocześnie, 
za jednostkę kąta, weźmiemy kąt odpowiadający Jukowi któ-
rego długość równa się promieniowi, wtedy miara jakiegokol-
wiek kąta będzie takaż sama, jak i miara łuku zawartego mię-
dzy jego ramionami. Czyli innemi słowy: kaidy Jcąt będzie 
miał za miarę łuk odpowiadający w kole, mającćm jedność 
zapromieii. 

W ten sposób można będzie kąty podciągnąć pod rachu-
nek; a że kąty wyobrażają się przez odpowiednie im łuki, 
przeto istnieją i kąty ujemne (oipiinaTe-iBiiwe yr.ibi). 
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§ 3 . Nadmieniliśmy wyżój, że jcdnostkij kątowjj jost kąt 
odpowiadający lukowi, którego długość wyrównywa promie-
niowi; łatwo ten kąt wyrazić w stopniach, minutalcli i sekun-
dach. W samej rzeczy, jeżeli przyjmiemy promień kola za 
jedność, obwód kola wyrazi się przez 2 r .=2 . 3,141592...; 
ten obwód dzieli się na 360 części. Oznaczając przez n liczbę 
stopni luku równego promieniowi, wtedy będzie: 

a po wykonaniu działania: 
w=57,29578..., 

czyli łuk równy promieniowi wynosi: 
=570 17' 24",8... 

Dwa luki dopełniają się, są dopełniające (jono.iiiure.iHue), 
gdy ich summa algebraiczna wynosi ćwierć okręgu kola, czyli 

gdy razem wzięte czynią 

Jeżeli zaś dwa łuki razem dają summę algebraiczną, ró-
wną pólokręgowi koła wtedy mówimy, ze takie łuki się 
spełniają (B3anMiio-4ono.iniiTe.iHLia 40 4Byx-L npiiMbixi.). 

Wiemy, że wszystkie figury prostokreśłne dają się rozłożyć 
na trójkąty. Gałąź geometryi mająca na celu rozwiązywanie 
trójkątów, czyli oznaczanie liczebnych wartości dla kątów 
i boków trójkąta, za pomocą dostatecznej liczby danych 
wielkości w skład każdego trójkąta wchodzących, zowie się 
Trygonometryą (TpiiroHOMerpia) ( ' ) . 

Tem zadaniem zajmuje się także i geometrya początkowa, 
podaje bowiem sposoby, jak z danych trzech wielkości trój-
kąta, pomiędzy któremi musi być zawsze choć jeden bok. 

( ' ) Nieznanym jest dokładnie czas, w którym Trygonometryą 
wzięła swój począteij. Ślady tej nauki spotykamy już u Egipcyan. 
Grecy byli dobrze z niij obznajmieni, i używali jej do ocenienia 
odległości ziemskich, a nawet do wielu zadań astronomicznych. 
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wykreślić trzy pozostałe wielkości. Lecz sposoby przytaczane 
w początkowej planimetry!, opierały się na użyciu przeno-
śnika, cyrkla, narzędzi niedokładnych, i dlatego znalezione 
rysunkiem wielkości trójkąta, były tylko przybliżone. Trygo-
nometrya toż samo zadanie rozwiązuje rachunkiem, tojest 
z pomocą wzorów dających wartość dla nieznanych wielkości 
trójkąta w funkcyi znanych boków i kątów; czyli trygonome-
trya rozrachowuje trójkąty, a tem samem i wszelkie figury 
prostokreślne. 

§ 4. Linie trygonometryczne, Główna trudność, jaką 
w tego rodzaju zadaniach przedstawia różnorodność miar słu-
żących do oceniania wielkości kątów i boków, usuniętą zo-
stała przez sprowadzenie miary kątów do miary boków. 

Wiein)-, że w podobnych trójkątach boki leżące naprzeciw 
równych kątów są proporcyonalne, czyli że równość kątów 
pociąga za sobą równość ilorazów z boków odpowiednich, 
i odwrotnie za równością ilorazów z dwóch boków danych 
trójkątów idzie równość odpowiednich kątów. Można więc bę-
dzie wielkość kątów trójkąta oceniać przez ilorazy dwóch 
boków. 

Weźmy pod uwagę trójkąt prostokątny, jako najogólniej-
szy, każdy bowiem inny trójkąt na dwa prostokątne rozdzielić 

.można. Nakreślimy kilka takich 
trójkątów, z warunkiem, aby 
posiadały jeden kąt ostry, np. 
A wspólny; wszystkie te trój-
kąty będą między sobą podo-

bne. I{ąt więc A, można będzie wyrazić ilorazem czyli sto-
sunkiem z dwóch boków któregokolwiek trójkąta, czyli tym 
sposobem wielkość kąta da się oznaczyć miarą długości bo-
ków. Takich ilorazów z boków a, b, c, np. trójkąta ABC, może 

być sześć: P j , i nazwane zostały/MM-

hcyami hołowemi a\ho trygonometrycznemi (mpuzOHOMempu-
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'lecKtH (fymniu); te ilorazy mogą być wyrażone przez linie 
proste (jak to niżej zobaczymy), i takie właśnie linie do któ-
rych sprowadzono miarę kątów, zowiemy liniami trygonome-
trycznemi (mpiuOHOMemjmHecKin .\UH'W). 

1) Jeżeli w trójkącie prostokątnym ABC, weźmiemy sto-

sunek boków i nazwiemy go wstawą (ciiuyn) kąta C, to 
BC 

przedłużając bok AC aż do 1), 
tojest do przecięcia się z kołem 
zatoczonem z punktu C promie-
niem BC, i uważając i^ts. promień 
za jedność, stosunek powyższy 
— można napisać — = BA. Tym 

więc sposobem, można powiedzieć: że wstawa jest to funkcya 
trygonometryczna, powstała z rozdzielenia boku przeciw-
ległego danemu kątowi przez przeciwprostohątnią, uważana 
zaś za linię trygonometryczną wstawa, jestto liczba wyraia-
jąca miarą prostopadłej, spuszczonej z końca łuku na pro-
mień przechodzący przez drugi koniec łuku. 

AB 
2) Nazywając stosunek — styczną (mameucb) kąta C, 

AC 
i chcąc ten stosunek wyrazić przez jednę linią prostą, należy 
do trójkąta ABC, nie zawierającego promienia, wykreślić inny 
podobny trójkąt ADE, a \7 którymby iloraz rówcy ilorazowi 
A B . , 

— , miał w mianowniku promień wzięty za jedność. Tym spo-

sobem, zamiast stosunku wypadnie w z i ą ć ^ = DE. 
Według tego, styczna uważana jako funkcya trygonometry-
czTidijeststosunkiembokuprzeciwległego do boku przyległego 
danemu kątowi; uważana zaś za linią trygonometryczną, 
styczna jest liczbą oznaczającą cząśó stycznej geometryczn&j, 
poprowadzonej przez początek łuku, i ograniczonij promie-
niem przedłużonym, idącym przez drugi koniec łuku. 
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KC 
3) Potlobnio stosunek — nazwano sieczną (cenancb); AO 

clicąc zaś ten stosunek sprowadzić do długości tylko jednej 
linii prostej, należy użyć w pomoc trójkąta CDE, podobnego 

C E 15 C 
•L ABC, i dającego stosunek — równy — ; a że promień 

OD A O 
BC 

CI) = l5 więc zamiast — , można wziąć CE. Tak więc sie-
AO 

cs?ia, j ako / imZ;c ! /a trygonometryczna, jest stosunldem prze-
ciwprostohątni do haku przyległego danemu kątowi, uważana 
zaś za linią trygonometryczną, jest liczbą wyrażającą prze-
dluimiy promień zawarły miądzy środkiem koła i końcem 
stycznej. 

4) Biorąc pod uwagę czwarty stosunek który nazwa-

no dostaicą (Kocuuycb) kąta C, i przyjmując, jak poprzednio, 
AC AC 

promień BC za jedność, wypada, że — = — =AC. Czyli, że 
i> c 1 

dostawa jest fiinkcya trygonometryczną, powstałą z roz-
dzielenia holcii przyległego przez 
przeciwprostokątnią, uważana zaś 
jako linia trygonometryczna, do-
stawa jest częścią promienia za-
wartą między spodkiem wstaioy 
a środkiem. A że linia AC, równa 

się linii BII która jest wstawą kąta BCF, dopełniającego dany 
kąt C, przeto można jeszcze powiedzieć, że dostaioa jest 
wstawą kąta dopełniającego. Wyraz dostaioa, jest oznacze-
niem tćj własności. 

A C 5) Stosunek — zowie się dotyczną (KOmamench), a po-
A o 

nie waż w nim nie wchodzi promień, który bierzemy za jedność, 
przeto należy wykreślić inny trójkąt FCG, podobny do ABC, 

F G i dający stosunek — mający w mianowniku promień, równy 
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. A C , A C F G . . , , 
stosunkowi — . w tedy 7T,=; ;7r=Ff '5 i wypada, żc dołijcz-

A I> A 1> Cr 
na jako funhcya trygonometryczna, jest stosunlciem boku 
yrzyleglego do boku przeciwległego danemu kątowi, uważa-
na zaś za linią trygonometryczną, jest długością linii FG, bę-
dącej styczną kąta FCG, dopełniającego kąt dany. 

C13 
6) Nakoniec, ostatni stosunek — k t ó r y nazwano dosie-ii A 

czną (KOceKanch), biorąc w pomoc trójkąt CFG, można za-
. - , C G CG , , 

mienie przez równy mu stosunek — = — = LU. A czego wy-
pada, że dosieczna, jako funkcya trygonometryczna, jest sto-
sunkiem przeciicprostokotni do boku przeciwległego^ a uwa-
żana za linią trygonometryczną, przedstawia liczbę wymie-
rzającą długość linii CG, będącej sieczną kąta FCG, dopeł-
niającego kąt dany. 

§ 5. W dalszym ciągu wykładu, używać będziemy, po-
wszechnie przyjętego, sposobu poczytywania tych sześciu 
wielkości trygonometrycznych za linie. Tym więc sposobem 
pamiętać należy, że: 

Wstawa., jest to prostopadła, spuszczona z jednego końca 
luku, na promień przechodzący przez drugi koniec luku. 

Styczna, jest częścią stycznej geometrycznej, poprowa-
dzonej w jednym końcu łuku i ograniczonej promieniem prze-
chodzącym przez drugi koniec luku. 

Sieczna., jest promieniem przedłużonym, zawartym mię-
dzy środkiem kola a końcem stycznej. 

Dostaica zaś, dotyczna i dosieczna danego kąta, są to: 
wstawa, styczna i sieczna kąta dopełniającego kąt dany. 

Te sześć linij trygonometrycznych, dla krótkości, ozna-
czają się przez: wst (sin), dost (cos), sty (tg), dot (cotg), 
sie (sec), dosie (cosec). 

§ G. Znaki linij trygonometrycznycli. Wkrótce okażemy, 
że linie trygonometryczne jakiegokolwiek luku, można wyrazić 
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za pomocą linij trygonometrycznych, należącycli do łuku do-
datniego i mniejszego od ćwierci okręgu kola. Zowie się to 
sprowadzaniem luku do pierwszej ćwiartki;— dlatego zgodzono 
się poczytywać za dodatnie wszystkie linie trygonometryczne 
należące do luków zawartych między O i skoro zaś luk 
przekroczy te granico, wtedy linie trygonometryczne zmie-
niają swe kierunki, i przybierają ujemne znaki; wróciwszy zaś 
do pierwotnych kierunków, stają się znów dodatniemi. 

Stosownie do tej zasady, dopóki wstawy znajdują się nad 
poziomą średnicą, są dodatnie; jeżeli zaś przypadają pod po-
ziomą średnicą, stają się ujemnemi. Dostawy leżące z prawej 
strony pionowej średnicy, są dodatnie; po lewej zaś stronie 
tej średnicy, uważane są za ujemne. 

Styczno i dotyczne, jeżeli mają kierunki przeciwne wzglę-
dem tych, jakie posiadały w pierwszej ćwiartce, są uważane 
za ujemne. 

Nakoniec sieczne i dosieczne, jeżeli przypadają na prze-
dłużeniu promienia należącego do luku danego, są dodatnie; 
skoro zaś rozciągają się w kierunku przeciwnym względem 
tego promienia, stają się ujemnemi. 

§ 7. Wychodząc z tej zasady, okażemy, w jaki sposób 
linie trygonometryczne łuków wię-
kszych od ćwierci kola, sprowadzić 
można do linij trygonometrycznych 
luków zawartych między O i y . 

Weźmy prostokąt MNN'M', któ-
rego boki są równolegle do średnic 
prostopadłych AA', BB', i przypuść-
my kolejno, że punkt opisujący kolo 
przybył do N, następnie do N', do M'. 

1) Wtedy ponieważ NR i MP, są dwie linie proste, równe 
co do wielkości, i idą w tym samym kierunku, więc 

wst A M N = N R = M P = w s t AM. 
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Ponieważ dwie linie proste AS i AT, są równe lecz prze-
ciwkierunkowe, bo AS leży pod, a AT nad stalą średnicą, 
przeto 

Sty A M N = — A S = — A T = — S t y AM. 
Linie OS i OT, wprawdzie równe, lecz znaków przeci-

wnych, bo pierwsza ciągnie się w kierunku przeciwnym pro-
mieniowi opisującemu, druga zaś w kierunku tegoż promienia, 
dają: sie A M N = - O S = — O T = - s i e AM. 

Dostawę łuku AM, przedstawia linia MP', albo jej równa 
OP; dostawę zaś luku AMN, przedstawia linia OR; a że te 
dwie linie OP i OR, posiadają przeciwne kierunki, więc: 

dos A M i N = - O R = — 0 P = — d o s AM. 
W podobny sposób okazać można: 

dot AMN=—BS' = — В Т ' = — dot AM, 
dosie AMN=- | -OS ' = + O T ' = -f- dosie AM. 

2) Bezwzględną wartość dla wsta wy luku ABN', wyobraża 
linia N'R; lecz ta linia leży pod stalą średnicą, wtedy gdy jej 
równa MP przypada nad średnicą, ztąd: 

w s t A B I \ ' = — N ' R = — M P = — w s t A M . 

Podobnie rozumując, znajdziemj': 
Sty A B I N ' = -b A T = - f Sty A M , 

sie ABN' = —OT = —sie AM, 
dos A B N ' — O R = — dos A M , 

dot A B \ ' = + B T ' = + dot A M , 

dosie A B N ' = — O T ' = —dosie A M . 

3) Biorąc nakoniec pod uwagę luk АВВ'М', znajdziemy, że: 
wst A B B ' M ' = — M ' P = — M P wst AM. 
Sty А В В ' М ' = — A S = —AT = — Sty AM. 
sie АВВ'М' = + OS = -ł- OT = + sie AM. 

dos АВВ'М' = -f- OP = -I- dos AM. 
dot A B B ' M ' = — B S ' = — B T ' = — dot AM. 

dosie A B B ' M ' = — 0 S ' = — 0 T ' = — dosie AM. 
Oznaczając luk AM przez ж, wtedy luki AN, ABN', 

АВВ'М', wyrażą się odpowiednio przez я- ж, -+x, 2 r.—x, 
Trygonometrya. ' 2 
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i będzie można wypadki powyżej dla tych luiców otrzymane, 
napisać w ten sposób: 

1) wst (к—a;)t= 4-wst x, 
Sty (i^—ж) = —sty X, 
s i e (T.—X)=—sie x , 

dos (it—x) = —dos X, 
dot (TC—x)=—dot X, 

dosie (II—«) = + dosie x; 

2) wst (i:+a;) = —лvst ж, 
Sty (к + ж) = + S t y ж, 
sie (7'+x)=—sie x, 

dost ( i i + « ) = — d e s a ; , 
dot (7:+x) = + dot ж, 

dosie ( i t+a; )=—dosie x, 

3) wst (211—ж)=—wst X, 
sty (2 i :—«)=—sty X, 
sie (2 i :—a; )=+s ie x, 
dos (2л:—®)=+dos X, 
dot (2т:—ж)=—doty X, 

dosie (2it—ж) =—dosie ж. 
§ 8. Biorąc pod uwagę łuki wyrażone przez ilości ujemne, 

to jest łuki AM', AM'N', i t. d., proste wpatrzenie się w figurę 
przekonywa, że 

лvst (—ж)=—wst X, 
sty (—a;)=—Sty ж, 
sie (—ж) = + s i e ж, 
dos (—ж)=^.dosж, 
dot (—ж)=—dot Ж, 

dosie (—ж) = —dosie x. 

§ 9. Aby okazać, w jaki sposób stosują się powyższe 
wzory, przypuśćmy, że clicemy wyrazić za pomocą linij trj ' -
gonometrycznycli łuku mniejszego od 45", wszystkie linie try-
gonometryczne należące do łuku —978». Odejmując od tego 
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luku tyle razy po 360®, aby reszta stała się mniejszą od obwo-
du kota, wypadnie na mocy powyższych wzorów, że 

wst (—978»)= wst (—2580)= — wst 258», 
Sty (—9780)= Sty (—2580)= _ sty 258o, 
sie (—978»)= sie (—258o)= + 8 1 6 258", 
dos (—9780)= dos (—258")= + dos 258o, 
dot(—9780)= dot(—2580)= _ clot258o, 

dosie (—9780)= dosie (—258o)=— dosie 258°, 
Jeżeli teraz od 258 odrzucimy 180o, wówczas linie try-

gonometryczne luku—2580, a tem samem i łuku—978® 
sprowadzimy do linii luku -|-12o, gdyż 

wst (—9780)= — wst 2580= + ^gt 78o= + dos 12», 
Sty (—9780)= — Sty 2580= — sty 78"= — dotl2o, 
sie (—9780)= + . s i e 258o= + sie 78o= --dosie 12o, 
dos (—97 80)= + dos 258o= — dos 78"= — wst 12», 
dot(—9780)= — dot258o= — dot78o= — sty 12", 

dosie(—9780)= —dosio258o= +dos ie78o= + sie 12o, 
§ 10. Zmiany wielkości linij trygonometrycznych. Przy-

puśćmy, że ciało ruchome M, bieżące po obwodzie koła, wy-
szedłszy z punktu A, ciągle się od niego oddala, ale w kie-
runku dodatnim. Wpatrzenie się w ostatni rysunek, wykazuje 
odrazu, że 

wst O = granicy dla M P = 0 , 
sty O = granicy dla A T = 0 , 
sie O = granicy dla 0 T = 1 , 

dos O = granicy dla 0 P = 1. 
Co się tyczy dosiecznej i dotycznej, należy uważać, że 

skoro punkt M zbliża się nieograniczenie do początku biegu, 
odległości ВТ' i OT' wzrastając, stają się w końcu większe od 
wszelkiej granicy wielkości, możemy więc napisać, że 

dot 0 = o o , 
dosie 0 = o o . 

Gdy punkt ruchomy zbliża się do B, wówczas wstawa, 
styczna i sieczna rosną, inne zaś linie trygonometryczne ma-
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łoją. Ostateczne wartości dla tych sześciu linij trygonome-
trycznych będą: 

w s t - ^ = d o s t O = l , 

ety <loty O = 0 o , 

sie Y = dosie 0 = oc , 

d o s Y = w s t 0 = 0 , 
1 

d o t ^ = Sty 0 = 0 , 

dosie sie 0 = 1 . 
§ 11. A ponieważ poprzednio dowiedliśmy, że wszystkie 

fiinkcyo kołowe dają się sprowadzić do linij trygonometrycz-
nych luków zawartych w pierwszej ćwiartce, możemy więc 
wyprowadzić лvniosek, że 

wst. zmienia się w granicach od — 1 d o + 1. 
Sty. „ „ —oodo-ł-oc, 
sie. „ „ + l d o + a o , 

lub od — 1 do—00; 
dost. „ „ — 1 d o + 1, 
dot. „ „ —codo+oo , 

dosie. „ „ 4 - I d o + 0 0 , 
lub od— 1 do—co. 

§ 12. Związki między liniami trygonometrycznemi, na-
leżącemi do tegoż samego luku. Jeżeli przez x oznaczymy 
luk mniejszy od ćwiartki koła, wtedy mamy: (fig. taż sama) 

M P = wst Ж, AT = Sty a:, OT = sie ж, 
0 P = dostc, B T ' = dot ж, O T ' = dosie ж. 

Aby wyprowadzić związki istniejące między temi sześcio-
ma liniami luku cc, uważmy trójkąty OPM, OAT, OBT'. Z nich 
wypadają równości; 
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о р ' + р м ' ^ ^ ' , ОВ ' - | -ВТ ' '=ОТ ' ' ; 
czyli: 

wst^a;-!- dos2a ;= l , (1) 
1 + sty^ а ;= sie® ж, (2) 
1 + dot^ ж = dosie^ а;. (3) 

Porównywając zaś po dwa powyższe trójkąty jako między 
sobą podobne, otrzymujemy: 

OP _ P M _ O M . OP _ P M _ 0 M . 0 A _ AT . 
0 A ~ A T " ~ 0 T ' B T ' ' ~ Ó B ~ O T ' ^ ' B T ' ~ O B ' 

czyli: 
dosx wstj; 1 dos ж wsta: 1 1 sty ж 

1 ~~ 8tya;~ s i e x ' iotx~ 1 " dosie x ' dotx~' 1 ' 

Z tych zaś równości wypadają następne związki: 
Xiv s t y ж = - - — , (4) 

dos X ^ ' 

d o t ж = ^ , (fi) 
wst X ^ ' 

dosie x=—^ 5 (7) 
wst г ^ ^ 

Sty X dot X— 1. (8) 
Z tych ośmiu związków, najwaźniejszemi są: (1), (4), (5), 

(6), (7), należy je więc dobrze w pamięci zatrzymać. 
Jakkolwiek powyższe związki wyprowadzone zostały ze 

szczegółowej figury, jednakże są one wzorami ogólnemi, sto-
sującemi się do wszelkich wartości łuku x, byle tylko zacho-
wanemi były właściwe znaki przy liniach trygonometrycznych. 

W samej rzeczy, powyższe wzory przedstawiają związki 
między bezwzględnemi wartościami linij trygonometrycznych 
jakiegokolwiek luku, i dla każdej wielkości luku AM, możnaby 
zawsze wykreślić rysunek podobny do tego, jaki nas dopro-
wadził do powyższych wzorów. Zwracając zaś uwagę na 
znaki, widzimy, że związki (1), (2), (3), jako zawierające 
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kwadraty linij trygonometrycznych, są zupełnie ogólnemi; 
w innych zaś wzorach, zmiana znaku przy którejkolwiek linii 
nie wpłynie na zmianę Avyrażenia, gdyż jak z poprzedniego 
wypada: styczna jest dodatnią lub ujemną, skoro wstawa 
z dostawą są jednakowych lub przeciwnych znaków; sieczna 
ma zawsze taki znak jak dostawa i t. d. 

§ 13. Z pomocą powyższych sześciu wzorów, można z ła-
twością wyprowadzić wartości dla pięciu z tych linij wyrażone 
przez szóstą. Chcąc wszystkie linie wyrazić za pomocą sty-
cznej, należy w wartościach dla tych linij wyciągniętych z ró-
wnań (5) i (7), podstawić za sieczne i dosieczne wielkości 
wzięte z (2) i (3), wtedy będzie: 

dos ж = : 

a ztąd: 

sie X — 

nakoniec: 

dot 
Sty X 

Często się trafia, że styczna jest daną w liczbach a zwykle 

^ w kształcie ułamku np. —, w takim razie powyższe wzory 

zamieniają się: 

gdy sty x—\', znajdziemy, że w s t a ; = | , dost a j = f , 
1 3 

s tya :=: i , w s t a ; = p ; = , d o s t x = - j ^ et 
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Gdybyśmy mieli wiadomą tylko np. wstawę kąta a, to 
imie linie trygonometryczne znajdą się z wzorów następują-
cych, które łatwo z powyższych sześciu głównych związków 
wyprowadzić można: 

§ 14. O łukach odpowiadających danćj linii trygonome-
trycznёj. Jakkolwiek jeden łuk ma tylko jednę wstawę, do-
stawę, styczną...; lecz na odwrót taż sama wstawa, styczna... 
może należeć do nieskończonej liczby łuków. 

I tak, załóżmy sobie znaleźć wszelkie luki posiadające 
jednę wspólną Avstawę, której długość niech będzie b; ozna-
czając te luki przez x, będzie wst x=b. 

Jeżeli ilość b jest dodatnią, to odetnijmy jej długość na 
promieniu OB od O do C, i przez С poprowadźmy linię ró-

wnoległą od średnicy AA'. Wszystkie 
luki tak dodatnie jak i ujemne które się 
kończą w punktach M i N, posiadać bę-
dą wstawę równą b, i nawzajem wszyst-
kie łuki odpowiadające tej wstawię koń-
czyć się muszą vi M lub N. Oznaczmy 
najmniejszy łuk dodatni AM przez a, 
połowę obwodu koła przez wtedy łuki 

idące od A ku M i kończące się w M, wyrażą się szeregiem: 
«, 2;: + !«, 4- + a, 6r. + a (1) 

A Że luk AMN=!:—a. przeto wszystkie dodatnie łuki koń-
czące się w N, wyrażą się przez szereg: 

г.—a, 3-—a, 5r.—x (2) 
Lecz w punktach M i N kończą się luki ujemne, a miano-

wicie; ADA'NM=-2- ł -a ; A D A ' N = — a , do nich dodając 
jakąkolkwiek liczbę ujemną okręgów kola, otrzymamy dwa 
następne szeregi luków mających także wstawę 

http://rcin.org.pl



— 1 6 

—2jt-»-a, —4- + a, —6n+ot, (3) 
— г.—a, —Зи—a, —Sit—a (4) 

J.nki objęte szeregami (1) i (3), mogą być przedstawione 
wzorem: 2kr. + a. (5) 

Jjuki zaś zawarte we wzorach (2) i (4), zamkną się w wy-
rażeniu: (2у! + 1) к—o, (6) 
gdzie к uwaiać należy za liczbę całkowitą dodatnią lub ujemną 
lub nawet za zero. 

Gdyby dana wstawa czyli b miała wartość ujemną, wtedy 
jej długość odcięlibyśmy od O ku C', i wtedy prowadząc przez 
С linię równoległą od AA', wypadłyby dwa punkta N' i M' 
na których kończą się wszystkie łuki tak dodatnie jak i uje-
mne, odpowiadające tejże samej wstawie==—b. Oznaczywszy 
łuk mniejszy ABN' przez a, wypadną szeregi: 

a, 271 + a , 4n + a, 
3it—a, a, 7i:—a, 

— 2r. + a, —4;t + a, —бг + а, 
+ n + a, — T:—a, —Зт:—a 

które także zawrzeć można w dwóch wzorach: 
2 AiT + a, (2/1+1) n—a. 

Z tych dwóch przypadków odpowiadających wstawię do-
datniej i wstawię ujemnej, przekonywamy .się na mocy wzo-
rów (5) i (6), że clicąc aby dwa łuki posiadały tęi samą 
wstawę, potrzeba iiby ich różnica wynosiła •pewna, łiczbą 
okręgów koła nie wyłączając zera, albo izby summa ich wy-
nosiła nieparzystą liczbą półokręgów. 

§ 15. Rozumując w podobny sposób, przekonamy się, że 
danej dostawie odpowiada nieskończona liczba łuków doda-
tnich i ujemnych, które wszystkie zawrzeć można we wzorze: 

2 к r + a , ( f ) 
gdzie к jest liczbą dodatnią całkowitą lub ujemną albo nawet 
zero. 

Ten wzór naucza, ie chcąc aby dwa łuki miały tqi samą 
dostawą, dosyć jest aby ich róinica lub summa czyniła pe-
•wną liczbą okręgów koła nie wyłączając zera. 
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Szukając podobnie luków odpowiadających danej stycznej, 
dojdziemy do szeregów, w których zawarte luki dadzą się wy-
razić wzorem: 

ач--!- г 
§ 16. Wstawa i dostawa summy lub różnicy dwóch łu-

ków, Przypuśćmy naprzód, że mając dane wstawy i dostawy 
dwóch luków a i й, zamierzamy oznaczyć dost (a—b). 

W tym celu odetnijmy od początku Л na obwodzie kola 
długości AM = a, A N = 5 , w kierunku stosownym do znaków 

poprzedzających wielkości a i b; spuść-
my następnie na OA prostopadle ЫР, 
QN, poprowadźmy cięciwę MN i śre-
dnicę NOH, i nakoniec wykreślmy pro-
stopadłą MG do N41, i NI równoległą 
do OA. Trójkąt prostokątny MIN, we 
wszelkich przy padkach wykreślenia daje: 

MN = ( w s t a — w s t ^)2-ł-(dos a—dos b f . 
Na przypadek gdyby punkt P upadł w lewo od środka, 

a punkt N pod średnicą OA, wtedy byłoby: 
MI=MP- ł -NQ= wst a- ł-C—wst5;=wst a - w s t b, 

I N = O P + OQ = dos a-l-dos b, i t. d. 

Aby wyrugować linią MN, uważmy, że ta cięciwa jest 
średnio proporcyonalna między HN i GN; a że ostatnia linia 
przy jakiemkolwiek położeniu punktu G zawsze jest równą 
1—dos (a—b), przeto: 

Porównywając te dwie wartości dla MN , i pamiętając 
przytem że Avst« a - f -dos2a=l , wst25-ł-dos25 = l , otrzymamy 
ogólny wzór; 

dos (a—5) = dos a dos 5-ł-wst a w s t i . (1) 
Równanie to stosuje się do wszelkich wartości dla a i dla 

b tak dodatnich iak i ujemnych. Chcąc więc otrzymać wzór 
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(Ha с]о8(« + й), należy w powyższym wzorze zmienić Ъ na—й, 
i będzie: 

dos ( r t+A)=dos a dos b—wst a wst b. (2) 

Podobnie zastępując we wzorze (1), łuk a przez łuk 

otrzymamy: 

d o s | a + j — d o s ^ a + j | d o s 5 +wst^ a + ^ j wst b, 

czyli: 
wst ( a—5)=ws t a dos b—dos a wst b. (3) 

Nakoniec ten ostatni wzór przez zamianę b na —b pro-
wadzi do wyrażenia: 

wst ( a + i ) = wst a dos 5 -1- wst a dos (4) 
Wszystkie te cztery wzory (1), (2), (3), (4), są bardzo 

często używano. 
§ 17. Styczna summy lub różnicy dwóch łubów. Ażeby 

Sty ( а ± й ) wyrazić w funkcyi sty a, sty b, dostateczną będzie 
rzeczą rozdzielić przez siebie strony równań (4) i (2) albo ró-
wnań (3) i (1), pamiętając przytćm że styczna jest stosunkiem 
wstawy do dostawy (S 12). W samej rzeczy otrzymujemy: 

czyli: 
Sty a ± Sty i 

Gdybyśmy w tym wzorze przypuścili, że łuk 0 = 4 5 " , 
wtedy pomnąc na to, że sty 45''=promieniowi = 1, wypadnie 
z powyższego: 

Sty ( 4 5 0 + ^ ) = ^ . 
' ^ ' l + s t y 6 

w tym podwójnym wzorze należy brać jednocześnie albo 
górne znaki albo same dolne znaki. 
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§ 18. Wzory na wst 2a, dos 2a, sty 2a. Jeżeli w powyż-
szych wzorach na wstawę, dostawę, stycznę summy dwóch 
luków, założymy a = d , wtedy otrzymamy: 

dos 2a =dos2 a -ws t^ a, (6) 
wst 20! = 2 wst a dos a, (7) 

s t y 2 a = - ^ . (8) 

§ 19. Wzory na wst J a, dos ^ a, sty i a, wst"... W ró-

wnaniu(()) kładąc^ zamiast łuku a, wypada: 

dos a = dos' - —wst ' - , 
2 2 ' 

a że ilości nieznane d o s t j , wst winny jednocześnie za-

dosyć czynić ogólnemu związkowi: 

l = dos' 5 + w s t ' 

do którego raz dodając, drugi raz odejmując poprzednie wy-
rażenie, otrzymamy: 

H - d o s t a = 2 d o s t ' - , 1—dos a = 2 w s t ' - . 
2 2 

Z nich po rozdzieleniu przez 2 i wyciągnieniu pierwiastku, 
mamy: 

T . 1 / l + dosrt a I /1—dosa dos - = ± | / ^ , (9) wst - = + ) / , (10). 

Dwie wartości dla wst^, dos rozdzielone przez siebie, 

prowadzą do wzoru: 
o / 1 —dos a 

Wzory Moivre. Chcąc obliczyć wst " za pomocą wst a, 

należy ułożyć równanie związek wyrażające, między wsta-
wami tych dwóch łuków. W tyra celu naprzód we wzorze na 
wst (a + S) podstawiając 2a za i , tojest b = 2 a , wypadnie; 
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wst 3 a = w s t a dos 2a + wst 2a dos a, 
a ie: 

wst 2 a = 2 wst a dos a, dos 2a = l—2 wst" a, 
przeto: 
wst З а = w s t a—2 wst' a + 2 wst a dos^ a. 

Zastępując tu dos" a przez (1—wst" a) i skracając, bę-
dzie ostatecznie: 

wst 3a = 3 wst a—4 wst' a. 

Jeżeli dopiero w tem równaniu w miejscu a napiszemy - , 

wtedy po przeniesieniu i rozdzieleniu wszystkich wyrazów 
przez 4, wypadnie równanie: 

wst' - — - wst --f-- wst a = 0 , 
8 4 3 4 

które dla wst da żądane rozwiązania. 
O 

W podobny postępując sposób, można wyrazić dost ^ za 
o 

l)omocą dos a; równanie oznaczające związek między temi 
wielkościami, będzie: 

dos' ^ — 7 dos 7 — 7 dos a = 0 . 
3 4 3 4 

ł.atwoby można tą drogą dojść do wyrażeń na wst j , 

dos ws t^ , do.s w funkcyi wst a, dos a. 

.Jednakże istnieje ogólniejszy sposób wyrażenia wst 

lub dos —, w funkcyi wst a i dost a, wypływający z bardzo 

ważnego twierdzenia podanego przez francuzkiego geometrę 
Moivre. To twierdzenie wypada więc przytoczyć. 

J^iech będą dwa wyrażenia: 

dos a+y—1 wst a, i dos J - Ц / — 1 wst b. 
Rozmnożywszy je przez siebie, wypadnie: 
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(dosffl dosS—wsta \vst6) + l / — 1 (dosa wst 5 +dosй wsta), 
co na mocy znanych wzorów na wstawę i dostawę summy 
dwóch łuków, można napisać w ten sposób: 

dos wst ( a + 5); 
ztąd: 

( d o 3 a + y ' — ! ws ta ) ( d o s 4 + 1 w s t 6 ) = d o s ( a + ł ) + V ^ - l w s t > + i ) . 

A więc iłoczyn dwóch czynników kształtu (dos a -Ь 
\ / — 1 wsta), posiada takąż samą postać jak te czynniki, tyłko 
że zamiast jednego łuku nałeży podstawić summę uważanych 
łuków. 

Wynika ztąd, że iłoczyn trzech czynników: 

dosa + J / — 1 wst o, 

dos6 + l / ^ л v s t b, 
d o s c + J / — 1 wst c, 

będzie się równa h 

dos (a-|-5 + c) + J / l ~ w s t ( a + i + c); i t. d. 

Gdyliyśmy więc cłiciełi dwumian (dos a + J / — 1 wst a) 
podnieść do potęgi w, czyli gdybyśmy wzięli iloczyn z m czyn-
ników jednakowych i równych poprzedniemu, to wypadłoby 

(dos a + J / — 1 wst a)'"=dos ma + У — 1 wst ma. 
I to właśnie stanowi twierdzenie Moivre. Wprawdzie po-

wyższy dowód tego twierdzenia służy tylko na przypadek gdy 
wykładnik m jest liczbą całą i dodatnią; lecz ponieważ po-
trzebujemy tego twierdzenia w tych tylko szczególnych przy-
padkach, możemy więc na nim poprzestać, pomijając inne 
ogólniejsze dowodzenie. 

Rozwijając potęgę m dwumianu we wzorze Moivre, i wy-
rzucając j / — 1 za nawias w wyrazach posiadających ten pier-
лviastek, wypadnie równanie kształtu: 

Aos maĄ-]/—1 wst w i a = A В j / ' — 1 , 
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które to równanie pociąga za sobą koniecznie dwie następu-
jące równości: 

dos Ш я = А ; \vst »га=В; 
(gdyż inaczej równanie które z powyższego otrzymujemy, po 
przeniesieniu odpowiednicii wyrazów, mianowicie: 

(dost m a — A ) = — ) / — 1 (wst m a—B), 
istniććby nie mogło). 

Jeżeli podstawiemy w te dwie warunkowe równości za A 
i za В ich znaczenia z rozwinięcia potęgi dwumianu (dos a + 

1' —1 wst a)'" otrzymane, wypadnie: 
j , m 7п(»1—1) , m—2 ,„ 
cios ł«rt= dos a dosfl wst' 'a + 

1 • 2 

ш,»1—1) (ш—2) (m—3 m—4 , • ^ , 
Ч—^ ^ — dos a wst'«4-i t- d., 

J "'—1 , wi(m—i;'m—2) , «1—3 
ws t» ia= j«dosa wsta dos a wst'-|-

1 . 2 . 3 
m ( m - 1 ) f m — 2 4 ' П - З ' ' И - 4 ) , m—5 . . 

H j j dos a wst' a— 11. d. 

Z tych wzorów, podstawiwszy — zamiast a, wyciągają się 

równania stopnia т''^" z pomocą których obliczyć się dadzą 

dos—5 wst—. tn m 
§ 20. Przemiana summy lub różnicy linij trygonometry-

cznych w iloczyny lub ilorazy. Równania (1), (2), (3). (4), 
§ Iti, przez dodawanie i odejmowanie prowadzą do: 

wst ( a + 6 ) +ws t ( a — 5 ) = 2 wst a dos Ъ, 
wst(a- l - i )—wst(n —й)= 2 wstS dos a, 
dos (a-l-J)-ł-dos (a — b)= 2 dos a dos b, 
dos (a-ł-5)—dos (n—J) = — 2 wst a wst 

W tych wyrażeniach założywszy 
a-\-b—p, a—b = ^, 

zkąd: a==l + b = i (p-ę); 
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wieay wypadnie: 
w,st^s + wst5 '= {p + q) dos i (p—q)... (12) 

p—wst q= 2 wst I (p—g) dos i (p + g)... (13) 
dos^:; + d o s y = 2 dos J ( p + y ) dos ^ (/>—y)... (14) 
d o s ; ? — d o s 2 wst 4 (p + g) wst ^ (p—q)... (15) 

Wzory te ostatnie służą do obrachowania za pomocą loga-
rytmów, suminy lub różnicy dwóch wstaw albo dwóch dostaw. 
Można je tak wysłowić: 

Summa dwóch wstaw równa się dwa razy wzięt&j wsta-
wię połowy summy łuków przez dostawę połowy ich róinicy. 

Różnica dwóch wstaw wyrównywa dwa razy wziętij 
wstawię połowy róinicy, przez dostawę polowy summy da-
nych łuków i t. d. 

§ 21. Wzory powyższe: (12), (13), (14), (15), prowadzą 
do wiełu innych formuł używanych w rachunkach. I tak 
łącząc je przez dziełenie, wypadają wyrażenia: 
wst p + wst q sty I (p + q) 
wst p—\\stq sty i (p—q) 

z nich najczęściej używany pierwszy, wyrazić można 
w ten sposób: summa wstaw dwóch łuków ma się do róinicy 
wstaw tychie łuków, jak styczna połowy summy do stycznej 
połowy róinicy tychie łuków. 

§ 22. Chcąc summę lub różnicę dwóch stycznych albo 
dotycznych wyrazić za pomocą iloczynu pewnych linij trygo-
nometrycznych, należy uważać, że 

, , ws ta , wst Й wsta dos 5 + w s t Й dos a 
sty a-l-sty Ъ = -j h i — ; = 5 т 

dos a dos Ь dos a dos b 
wst (a + b) 

~ d o s a dos i ' 
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podobnie: 

Z tychże wzorów wypada: 
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§ 23. Obraohowanie tablic trygonometrycznych. Tablice 
trygonometryczne znajdujące się zwykle za tablicami logary-
tmów liczb, obejmują wstawy, dostawy, styczne i dotyczne 
wszystkich łuków co 10" zacząwszy od 0» do 90®; albo mówiąc 
dokładniej, w tablicach tych zawarte są logarytmy powyższych 
linij trygonometrycznych. Sposoby obrachowania tych tablic 
polegają na teoryach wyższej matematyki: tu poprzestaniemy 
jedynie na wskazaniu metody, za pomocą której można dojśó 
wielkości wstawy łuku 10", a następnie innych łuków wielo-
krotnych względem tego łuku. 

Dlatego dowiedziemy naprzód następującej prawdy: 
Wszelki łuk mniejszy od ćwiartki kola, zawarty jest 

między wstawą i styczną. 
Niech AT będzie styczną łuku AM = x mniej-

szego od ćwiartki koła; odcinając A 'M=AM 
i prowadząc A'T i АРА', wtedy na mocy sy-
metryczności tego wykreślenia względem OT, 
wypada: 
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Locz wypukła linia AMA' jako objęta, mniejszą jest od 
łamanej ATA' obejmującej; nadto linia krzywa АМ'А jest 
dłuższą od prostej APA', więc: 

2 wst a; < 2 ж < 2 sty Ж, 
ztąd: 

wst X <tx < sty ж. 
Uwaga. — Cięciwa AA' podtrzymująca luk AMA', jest 

dwa razy większą od AP będącej wstawą łuku AM; z tego po-
wodu można powiedzieć, że: wstawa łuku mniejszego od 
ćwierci koła, jest połową cięciwy podpierającij łuk po-
dwójny. 

Zdaje się, że ta własność dała powód do nazwy sinus, 
oznaczającej wstawę w języku łaciiiskim; jestto bwiem skró-
ceniem dwócli wyrazów semi inscripta czyli s. ins. 

§ . 2 4 . T W I E R D Z E N I E . — Stosunek zachodzący między łu-
kiem mniejszym od ćwierci koła a jego wstawą, rośnie wraz 
z łukiem. 

Tojest, nazywając przez x i x-\-h dwa łuki dodatnie 

mniejsze od ^ , twierdzimy, że: 

W samej rzeczy, z powyższej nierówności wypada, że: 
(x+b) wst x> X wst (xĄ-h), 

czyli: 
( x + h ) wsta;—Ж (wst® dos Л+wst A dosa ; )>0 , 

(xĄ-li) sty ж—ж (sty X dost Л-i-wst li) > O, 
czyli: 

X sty X (1—dos A)-I-/г sty x—x wst A > O, 
/ 1 —dosA\ /sty a; wst Л \ 

- ) + ( — - — ) > « • 
w tej nierowności pierwszy wyraz jest dodatni; drugi zaś 

wyraz, z przyczyny że sty x>x, i że wst A < h , także doda-
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tnim być musi; więc założenie na mocy litórego doszliśmy do 
tej ostatniej nierówności, jest prawdziwćm. 

TWIERDZENIE.—STOEMNEA; między łukiem a wstawą, zmniej-
szający się wraz z łukiem, ma za granicę jedność. 

Powyżej znaleźliśmy: 

wst ж е ж С sty X. 

Та podwójna nierówność, z powodu że sty za-

mienić można na: 

Slcoro X maleje, dos x zbliża się do jedności, tojest do swej 
granicy; stosunek więc łuku do wstawy jest zawarty między 
jednością a ilością, mającą także jedność za granicę; przeto 
jedność musi być granicą i dla stosunku który badamy. 

TWIERDZENIE.—Przewyika łuku nad jego wstawę, mniej-
szą jest od czwartej części sześcianu z tegoż łuku. 

Z nierówności sty ж;> ж, po zamienieniu ж na | ж wypada: 
wst 2 ж j 

czyli: 
wst AOS\ X. 

Mnożąc obie strony przez 2 dos | ж, będzie: 

wst ж > ж dos' \ Ж, 
czyli: 

wst ж > ж (1—wst^ \ ж), 
gdzie podstawiając luk J ж za wst J ж, tem bardziej powyższa 
nierówność istnieć nie przestanie, tojest: 

wstжr> ж^ 1 — у 

ztąd: 
Ж—wst Ж 

§ 2 5 . ZADANIE. — Obliczyć w dwunastu cyfrach dziesię-
tnych tcartość wstawy 10". 
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Zacznijmy najprzód od wyrachowania długości tego łuku. 
Ponieważ pół okręgu zawiera 1 8 0 X 6 0 X 6 dziesiątek sekund, 
przeto żądany łuk, który nazwijmy przez ж, będzie: 

A że: 

więc łuk: 

10" = 0 , 0 0 0 048 481 368 110.... 
Wstawa jest mniejszą od łuku, więc wypada odrazu, że: 

wst 10" < 0 , 0 0 0 048 481 368 110. 
Z drugiej strony, na mocy poprzedniego twierdzenia mamy: 
wst 10" > 0,000 048 481 368 110—^ (0,000 048.. .) ' , 

tćm więc bardziej: 
wst 10" > 0 , 0 0 0 048 481 368 110—^ (0,000 05) ' , 

czyłi: 
wst 1 0 " > 0 , 0 0 0 048 481 368 110—0,000 ООО ООО ООО 031... 
to jest, że: 

wst 1 0 " > 0 , 0 0 0 048 481 368 079... 
Ponieważ więc wartość szukana dła wst 10" zawartą jest 

między dwoma łiczbami, mająćemi dwanaście wspólnych cyfr 
dziesiętnych, przeto przyjmując, że: 

Avst 1 0 " = 0 , 0 0 0 048 481 368, 

popełniamy błąd mniejszy od jednostki dwunastego rzędu. 
§ 26. Wstawy i dostawy łuków wielokrotnych wzglądem 

10".—Znając wst 10", otrzymamy dos 10" z pomocą wzoru 
dos 10" = ) /1—wst^ 10"; a poznawszy wielkości dla tych 
dwóch linij, można, opierając się na wzorach poлvyżej луурго-
wadzonych, stopniowo obliczać wstawy i dostawy 20", .SO"...? 
aż do 45». 

Jednakże podobne rachunki krócej dają się wykonać we-
dług następnego sposobu podanego przez Tomasza Simpson. 

http://rcin.org.pl



— 2 9 — 

I tak, jeżeli w dawniej dowiedzionych wzorach: 
wst (a + J) + wst (a—b) = 2 wst a dos b, 
dos (a-l-i)-l-dos ( a—A)=2 dos a dos b, 

założymy b—x, a=mx, wypadnie: 
лvst (m + l ) ж + w s t (m—1) x=2 wst mx dos ж, 
dos ( w + l ) a;+dos (m—1) x=2 dos mx dos ж, 

czyli: 
wst (OT+ 1) ж = w s t mx. 2 dos x—wst (m,—1) ж, 
dos (wz + l ) ж=dos mx. 2 dos ж—dos (m—1) ж, 

Te dwa wzory wyprowadzone przez Simpsona, wykazują 
prawo tworzenia się wstaw i dostaw luków wielokrotnych 
względem luku ж. I można to prawo wysłowić w ten sposób: 
Którykolwiek wyraz wzięty z szeregu po sobie idących wstaw, 
wyrównywa summie dwóch poprzedzających go wyrazów 
z których pierwszy pomnoiyó tylko nalehj przez 2 dos x, 
a drugi przez —1. Toż samo prawo stosuje się i do dostaw 
luków po sobie idących. 

Obrachowawszy wstawy i dostawy luków co 10", Avynaj-
dują się logarytmy tych wielkości i wypisują się w kolumnach 
obok odpowiadających im luków 10", 20" , .30"..., 

Co się tyczy logarytmów stycznych, siecznych i t. d., te 
bezpośrednio wyprowadzają się z innych linij trygonometry-
cznych, gdyż: 

log sty ®=log wst ж—log dos Ж, 
log sie ж=—log dost ж.... i t. d. 

§ 27. Użycie tablic trygonometrycznych. Tablice trygo-
nometryczne obrachowywane są zwykle tylko dla czterech 
linij, na wszelkie wartości kąta ostrego uważanego w trójkącie 
prostokątnym, którego przeciwprostokątnia jest jednością. 
Lecz ponieważ funkcye trygonometryczne są po większej 
części ułomkami właściwemi (Avstawa, dostawa), których 
logarytmy, jak wiadomo, są liczbami ujemnemi, przeto dla 
uniknienia rozmaitości znaków podczas działań logarytmami, 
zgodzono się za promień (tojest: przeciwprostokątnią trójkąta 
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prostokątnego) brać nie jedność lecz 10,000 milionów, tojest 
jedność z 10"» zerami; przez to log np. wst 90® zamiast zera 
i)ędzie 10. 

Tym sposobem, wszystkie jak najmniejsze kąty, dawać 
zawsze będą dodatnie logarytmy dla linij trygonometrycznych: 
np. jeżeli wstawa pewnego kąta przy promieniu 1 byłaby 
ułamkiem ô taż sama wstawa w przypuszczeniu, 
że promień jest 10000 milionów, będzie równą 100000; za-
miast więc log. = — 5,0000, będziemy mieli log. 
100000 =5,0000.. . 

Mając to na uwadze, pamiętać jeszcze należy przy użyciu 
tablic trygonometrycznych, że: 

1) Szukając w tablicach kąta odpowiadającego logary-
tmowi wypadłemu z rachunku (w którym zawsze przypusz-
czamy promień równy jedności), potrzeba poprzednio loga-
rytm zwiększyć w charakterystyce o 10 jedności. JeżeH więc 
do rachunku weszło takich logarytmów, dwa, trzy, i t. d., to 
summa z dodania ich wypadła jest za Avielką o '20, 30, 40... 
całych jednostek; a gdy tę summę rozdzielimy np. przez dwa, 
to wypadek z dzielenia jeszcze o 10,15,20... jednostek będzie 
za wielki. 

Powyżej przywiedziona zasada nie stosuje się jednak do 
stycznych łuków większycłi od 45", i do dotycznych kątów 
mniejszych od 45"; te bowiem linie trygonometryczne, jak 
o tćm łatwo się przekonać, są większe od promienia, ich więc 
logarytmy muszą być większe od 10. 

2) Odwrotnie biorąc z tablic trygonometrycznych, loga-
rytm do użycia rachunkowego należy go zawsze zmniejszyć 
o 10 jednostek. 

3) Zwiększanie się logarytmów wst., dost., sty., dot., jest 
prawie proporcyonalne do przyrostów łuku, skoro te przyrostki 
są bardzo małe. 

Przy użyciu tablic trygonometrycznych, zwracać należy 
jeszcze uwagę i na to, że ponieważ wstawy, styczne, rosną 
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w miarę zwiększania się kąta od O" do 90 '̂, a dostawy, do-
tyczne, ciągle maleją; przeto, chcąc znaleźć z tablic logarytm 
wst. kąta większego o parę sekund, to wiadomą różnicę (diff. 
w tablicach) odpowiadającą każdej sekundzie luku po roz-
mnożeniu przez liczbę sekund, należy dodawać do log. wst. 
i log. sty., a odejmować do log. dos. i log. dot. 

Np. log wst 10» 36' 2 5 " = l o g wst lO" 36'4-20"- |-5. dilł'. 
==9,264 927 9-1-5.112,5=: 
=9 ,264 984 1. 

log dos 10" 36' 2 5 " = l o g dos 10» 36' 20"—5. dift'. 
=9 ,992 517 1 . - 5 . 3 , 9 = 
=9 ,992 515 1. 

Odwrotnie, jeśli zamierzamy z tablic znaleźć kąt odpo-
лviadający danym log. wst, log. sty, log. dos, log. dot, a nie 
znajdujemy zupełnie odpowiedniego kąta, wtedy bierze się kąt 
odpowiadający logarytmowi najbHżćj stojącemu, ale mniej-
szemu od logarytmu danego, otrzymaną zaś liczbę sekund 
dodaje się do luku odpowiadającego najbliższej wst. lub sty., 
a odejmuje od łuku należącego do najbliższej dos. łub dot. 

Np. log sty ж=9,1765450 
log Sty 8» 32' 20"=9 ,1765108 

342:14 .3 ,2=2" ,4 . 
37=8» 32' 22",i.— 
log dot =9,1759023, 

log dot 81» 28' 30" =9,1757933, 

1096 :143 ,2=7" ,6 , 
ж=81 ' ' 28' 30"—7" ,6=81» 28' 22",4. 

4) Nakoniec, ponieważ dla kątów roztwartych wst. jest do-
datnią, ale dos., sty., dot. są ujemne, a ujemne ilości nie po-
siadają rzeczywistych logarytmów, przeto przystępując do 
rachunku, należy poprzednio wzory, do których wchodzą linie 
trygonometryczne, przerobić w taki sposób, iżby w nich zawie-
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raly się jedynie logarytiny dodatnie. To się otrzymuje za po-
mocą wyrażeń: 

5) Tablice trygonometryczne dają logarytmy wstaw, do-
staw, stycznych i t. d. luków mniejszych od 90", lecz nie 
przedstawiają wielkości tych linij; potrzeba więc wzory trygo-
nometryczne przygotowywać do rachunku w taki sposób, aby 
można je było obliczać logarytmami, tojest: aby nie być zmu-
szonym przechodzić często od liczb do logarytmów, i znów 
cofać się z logarytmów do liczb. Ten cel osiągniemy prze-
kształcając wyrażenia dla nieznanej ilości, w same iloczyny 
lub ilorazy jakichkolwiek potęg tych linij, których logarytmy 
podają nam tablice. 

Jako wzór podobnego przerabiania wyrażeń, okażemy, 
jak za pomocą tablic trygonometrycznych można obliczać 
summę lub różnicę dwóch ilości, a tem samem i summę ilu-
kolwiek ilo.ści. 

1) Niech będzie dany dwumian (a-f^i), w którym ilości 
wchodzące są dodatniemi. Biorąc a za nawias, wypada: 

lecz jakąkolwiek będzie wartość dodatnia stosunku możemy 

go zawsze oznaczyć przez pewną styczną, ta bowiem hnia 
przyjmuje wszelkie możebne wielkości od O do nieskończo-
ności, gdy jej luk rośnie od O do 90®. 

Istnieje więc taki łuk o, którego 
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ztąd: 

Tym więc sposobem, przy pomocy tablic oznaczywszy na-
przód kąt <p, potem jego dostawę, zdołamy oi^rachować za po-
mocą logarytmów summę {a-\-b). 

2) Jeżeli mamy dwumian (a—5), w którym луугаг drugi 
jest odjemny, a nadto gdy а>Ъ; wówczas biorąc a za nawias: 

(a—b) = a | 1 — w y p a d a ilość ^ która jest mniejszą od 

jedności. Lecz w pierwszej ćwiartce okręgu koła można zawsze 
znaleźć taki kąt ę, któregoby wstawa wyrównywała pier-
wiastkowi kwadratowemu z - ; zakładając wiec 

wypada: 
a—•b=a (1—wst' ? ) = a dos' a. 

wzór, na mocy którego można będzie różnicę dwócli ilości 
obliczać z pomocą tablic trygonometrj'cznych. 

Ponieważ promień w tablicacli nie jest jednością, ztąd 
w poprzednich wzorach należy linie trygonometryczne za-
stąpić przez ich stosunki do tego promienia, który oznaczymy 
przez R. Wypadnie wtedy, że: 

1) l o g s t y o = l o g R + 2 2 i l ^ , 

log (a-ł-5)=log a-ł-2 log R—2 log dos o. 

2) l o g w s t , = l o g R + i ^ i ± ^ , 

log (a—5)=Iog a+2 log dos o—log R. 
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§ 28. Celem trygonometryi jest, jak wiemy z poprzednie-
go, rozwiązywanie trójkątów, tojest obraohowanie trzech ilość: 
z sześciu wchodzących w skład trójkąta, wtedy gdy pozostałe 
trzy są nam znane. Lecz pomiędzy temi danemi Avielkościam 
powinien się znajdować przynajmniej jeden bok trójkąta. 

Rozwiązywanie trójkątów polega na pewnej liczbie związ 
ków zachodzących pomiędzy bokami i kątami, albo raczej 
między bokami i liniami trygonometrycznemi należącemi do 
danych kątów trójkąta. 

Związki między bokami i kątami trójkąta prostokątnego. 
T W I E R D Z E N I E . — TV haidym trójkącie prostokątnym które-
kolwiek ramie kąta prostego równa się przeciwprostokątnij 
pomnoion&j przez dostawę kąta między niemi zawartego. 

Oznaczmy лvedług zwyczaju przez A, B, С trzy kąty trój-
kąta, między któremi A niech będzie 
kąt prosty, i przez a, Ъ, с trzy boki 
przeciwległe odpowiednim kątom. Je-
żeli z wierzchołka B, jako ze środka, 
promieniem równym jedności zato-
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czymy luk EF, następnie poprowadzimy prostopadłą FP do 
AB, wtedy dwa trójkąty podobne BPF i ВАС dadzą: 

BA ВС 
B P B F ' 

czyli: 

ztąd: 
dos В 

с—a dos B . 

J/IOA^A.—Ponieważ kąt С Jest dopełnieniem kąta B, więc 
wst C = d o s B; co podstawiając w powyższy wzór, Avypada: 

c=a wst C . 

Można więc powyższe twierdzenie wysłowić jeszcze tak: 
W kaidym trójkącie prostokątnym bok którykolwiek 

przyległy kątowi prostemu, równa się przeciwprostokątni 
rozmnoionij przez wstawę kąta przeciwległego. 

T W I E R D Z E N I E . — W każdym trójkącie prostokątnim, któ-
rekolwiek z ramion kąta prostego, równa się drugiemu ra-
mieniowi pomnohonemu przez styczna^ kąta przeciwległego 
pierwszemu bokowi. 

W samej rzeczy wiodąc styczną EF, mamy: 
A C _ E T 

A B ~ B E ' 

czyli: 
h Sty в 

ztąd: 
b= csty B. 

§ 29. Związki między bokami i kątami jakiegokolwiek 
trójkąta. — T W I E R D Z E N I E . — W kaidym trójkącie kwadrat 
z jednego boku wyrównywa summie kwadratów z dwóch in-
nych boków, zmniejszonej o dwa prostokąty z tychke boków 
przez dostawę kąta między niemi zawartego. 
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Weźmy naprzód pod uwagę bok a przeciwległy kątowi 
ostremu Л. Na mocy twierdzenia z geo-
metry i, mamy: 

2. c. Al). 
Lecz poprzedzające twierdzenie daje 

równość A D = 5 . dos A; ztąd po podsta-
wieniu wypada: 

b. c. dos A. 
Gdybyśmy wzięli bok przeciwległy kątowi rozwartemu, 

to w tym razie byłoby: 
+ AD. 

a ze 
A D = 5 . dos CAD=5. dos (180»—A) 

- —b dos A, 
przeto: 2 i c dos A. 

T W I E R D Z E N I E . — W każdym trójkącie boki są proporcyo-
nalne do wstaw kątów przeciwległych. 

Rozdzielając trójkąt ABC, za pomocą prostopadłej CD, na 
dwa trójkąty prostokątne, otrzymamy: 

C D = a dos B C D = a w s t B, 
CD = ódos ACD=6 wst A; 

ztąd: 
a wst В = 5 wst A. 

Można więc napisać, że: 

Wniosek.— Dodając do siebie лv•artości dla odcinków AD 
i DB, otrzymamy na \vypadek: 

c = A B = 5 dos A-l-a dos B. 
Gdybyśmy na inny bok spuścili prostopadłą z przeciwle-

głego wierzchołka, to wypadłoby podobnie, że: 
а=Ъ dos C-ł-c dos B, 
b=a dos C-ł-c dos A. 
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§ 30. Rozwiązywanie trójkątów prostokątnych, Oznacz-
my jak wyżej przez A, B, С kąty, i przez a, b, с przeciwle-
głe im boki; głoski zaś A i a zatrzymajmy dla kąta prostego 
i przeciwprostokątni. 

Rozwiązywanie trójkątów prostokątnych zawarte jest 
w następnych dogodnych do działań logarytmowych wzorach, 
a miano\vicie: 

c=a wst С 
c = a dos В 
Ъ = с sty В 

dot С . 

zawierających po trzy ilości. Przyjmując dwie z nich za wia-
dome, można oznaczyć trzecią. 

Przejdźmy szczegółowo лvszystkie przypadki rozwiązywa-
nia trójkątów prostokątnych. 

§ 31. PRZYPADEK PIERWSZY. — Rozwiązać trójkąt prosto-
kątny, w którym wiadoma jest przeciwprostokątnia a i kąt 
ostry B; pozostały trzeci kąt С otrzymamy biorąc dopełnienie 
kąta danego B: 0=90"—B. 

Boki przylegle kątowi prostemu, wypadną z wzorów: 
b = a wst B, 
c=a dos B; 

czyli przechodząc do logarytmów: 
log 6= log a-I-log wst B, 
log c= log a + l o g dos B. 

Przykład: a=572 ' ,8 ; 6 = 50» 3 6 ' 2 " 
Nieznany kąt C=90»—(50» 36' 2 " ) = 3 9 o 23' 58", 
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§ 3 2 . PRZYPADEK DRUGI.—Rozwiązać trójkąt prostokątny, 
w którym wiadomy jest bok przyległy kątowi prostemu i kąt 
ostry przeciwległy temu bokowi. 

Dany bok Ъ i kąt B. 
Kąt trzeci C = 9 0 — B . 

Przeciwprostokątnia a , 

log a = ł o g Ъ—log wst B. 
Nakoniec bok c=b. dot B, 

log c = l o g 5 + l o g dot B. 
ГггукЫ: 
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§ 33. PRZYPADEK TRZECI.—Rozwiązać trójicąt prostokątni 
mając daną przeciwprostokątnią a, i jeden z boków przyle-
głych kątowi prostemu np. b. 

Ponieważ b=a wst B, więc wst B = * , 

log wst B = łog Й—log a. 
Kąt C = 9 0 ' ' - B . 

Bok с ^ У а Р - Ь - ' - , 

log c=l [log Ca+^)+ log {a-b)]. 
Przykład: 

8 3 4 . PRZYPADEK CZWARTY. — Rozwiązać trójkąt prosto-
kątni mając wiadome dwa boki przyległe kątowi prostemu. 
Przyjmując powyższe oznaczenie, wypada: 

s t y B = ^ , 

log sty B=log b—log c. 

Przeciwprostokątnią a=—^, 

log a = l o g b—log wst B. 
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Przykład: 
й=485 ' ; c = 3 4 6 . 

log Sty В= log 4 8 5 ' = 2,6857417 
—log 346 =—2,5390761 

0,1466656 
+ 10 

log Sty B = 10,1466656 
6429 

227 
В=54» 29' 45" , 

kąt C = 9 0 - ( 5 4 « 29' 45" )=35o 30' 15". 
log a = l o g 485'—log wst 54» 29» 45", 

=2,6857417 . 
—9,9106635—10 

2,7750882 
«=594,399. 

§ 35. Eozwiązywanie jakichkolwiek trójkątów prosto-
kreślnych. — PRZYPADEK PIERWSZY. — W trójkącie dane są 
dwa boki i kąt między niemi zawarty; potrzeba obliczyć po-
zostałe części trójkąta. 

Dane boki są с i kąt A. 
Wiemy że: 

Ъ : c = w s t B : wst C, 
ztąd: b + c-. Ъ—c= 
wst B + wst С : wst B—wst C; 

Lecz dowiedliśmy, że: 
ws tB4-ws tC s t y l (B + C) 
wst B—wst C~s ty I (B—C) ' 

porównywając więc dwie ostatnie proporcye, mamy: 
й + c ^ s t y i (B+C) 
ó—c~sty I (B—C) ' 
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Ponieważ kąt A jest znany, przeto odejmując go od 180®, 
znajdziemy summę kątów pozostałych B + C. Z powyższej 
więc proporcyi nieznany wyraz sty ^ (B—C), znajdziemy: 

Sty -I ( B - C ) = s t y § (B + C ) . ^ ' , 

czyli: 
log Sty I ( B — C ) = l o g sty I ( B + C ) + l o g (Й—c)—log ( 5 + c ) . 

Mając wiadome połowy summy i różnicy dwóch kątów, 
łatwo otrzymać wartość dla każdego z tych kątów. 

Nakoniec bok trzeci a, wypadnie ze wzoru: 
b. wst A 

wst В ' 

log a = l o g log wst A—log wst B. 
FrzyMad: 

ć=2769®8 ' 6 " = 2 7 6 9 8 6 " 
c = 227» 5 " = 2279.5" 

A = 46® 19" 24". 
ztąd: 

J + c = 2 9 9 7 8 1 " 
J - c = 2 5 4 1 9 1 " 

B+C=180o—(46® 19' 24") = 133® 40' 36" 
^(B- | -C)=66® 50' 18". 

Będzie więc: 
log Sty ^ ( B - C ) = l o g sty 66» 50' 18"+log 254191 

— log 299781.= 
= log Sty 66» 50' 18"=10,3687503—10 
+ log 254191= 5,4051602 

15,7739105—10 
—log 2 9 9 7 8 1 " = —5,4768042 

10,2971063—10 
log Sty I ( A - B ) = i ( B - C ) = 6 3 o 38",4. 
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Wiedząc pól summy i pól różnicy kątów 13 i C, każdy 
z nich będzie: 

I (B- | -C)= 66» 50' 18", 
I (B—C)= 63« 13' 38",4 

В = 130» 3' 56",4 
C = 3» 36' 39",6. 

Nakoniec bok a otrzymamy tak: 
log a = l o g 5+log wst A—log wst B, 
l o g a = log 276986= 5,4424578 

+log wst 46» 19' 2 4 " = 9,8592876—10 

1 5 , 3 0 1 7 4 5 4 

- l o g - 9 , 8 8 3 8 9 3 2 + 1 0 

5 , 4 1 7 8 5 2 2 

A = 2 6 1 7 2 9 " , 3 = 2 6 1 7 » 2 ' 9 " , 3 . 

§ 3 6 . PRZYPADEK D R U G I . — Rozwiązać trójkąt znając dwa 
boki i kąt przeciwległy jednemu z nich. 

Dane są boki: a, Ъ i kąt A. 
Wiemy że, a : 5 = w s t A : wstB, 

Ь wst A 
ztąd w s t B = — - — , 

log wst B=log 5+ log wst A—log a 
Podobnie, ponieważ: 

czyli; 

ztąd: 

Uwaga.—Przy rozwiązywaniu tego przypadku, jeżeli we 

wzorze: w s t B = ^ - ^ — , mianownik a będzie większy od a 
b wst A, otrzymamy dla В pewną wartość, np. M < 90». Lecz 
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można także przypuścić, że B=]80"—M. Tym sposobem 
i dla kąta С wypadną dwie wielkości: 

C=180—A—M, 
C=M—A; 

a więc i dwa znaczenia dla boku c. 
Rozbierzmy bliżej możliwość tego podwójnego rozwiązania: 
Jeżeli dany kąt A jest prosty lub rozwarty, dwa pozostałe 

muszą być ostre; dla kąta więc В można przyjąć jednę tylko 
wartość równą M. Nadto ponieważ w tym trójkącie kąt A jest 
największy, przeto powinien być bok a > b; przy takich wa-
runkach jest tylko możhwa jedna odpowiedź. ' 

Gdyby dany kąt A był ostry, nadto bok a > 5, to лvtedy 
kąt A musiałby być większy od В czyli A > M; dla kąta В 
nie należy brać drugiej wartości 180"—M. Trójkąt więc dany 
rozwiązuje się w tym razie z jedną odpowiedzią. 

Nakoniec, gdyby kąt dany A był ostry, lecz bok a<.b, 
wtedy możnaby dla В brać tak wartość M jakotóż i 180"—M. 
Aby podobne dwa rozwiązania istnieć mogły, potrzeba nadto, 
aby bok dany a był większym od b wst A, tojest od prosto-
padłej CP, która, jakto wskazuje trójkąt ACP, wyrównywa 
b wst A. Jeżeliby bowiem a byłO mniejsze od prostopadłej 

CP = a wst A, wtedy ułomek * ^ byłby > 1. Co naucza, 

że nie istnieje trójkąt któryby temu warunkowi mógł zadosyć 
uczynić: 

Przykład: a = 3 4 7 ' , 8 3 
6=179 ' ,4772 

A = 4 9 " 18' 27" 
log wst В = log 3=2,2539366 

-l-łog wst A = 9,8797951—10 
12,1337317 

—log «=—2,5413670 
9,5923647—10 

В= 23" 1' 38", 2 
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wst C = [ 1 8 0 e — ( A + B ) ] = w s t 7 2 e 20' 5",2. 
log c = log 347,83=2,5413670 

+ log wst 720 20' 5" ,2=9,9790227—10 
12,5203897—10 

—log wst 49" 18' 27" = 9,8797951+ 10 

2,6405946 
C=437,114. 

PRZYPADEK TRZECI.—Rozwiązać trójkąt, w którym wiado-
mo są dwa kąty i bok jednemu z nich przeciwległy. 

Dane są kąty A, В i bok a. 
Na mocy twierdzenia, że bo-

ki są proporcyonalna do wstaw 
kątów przeciwległych, będzie: 

log 6= log a + log wst В—log wst A. 
Podobnie: 

a : c = w s t A : wst [180»—(A + B)] 
o wst [1800—(A + B)l 

C = 

wst A 

log c=log a + log wst [180»—(A+B)]—log wst A. 
Przykład: a = 3 4 7 , 8 3 

A = 100» Ш 10" 
В=49» 18' 27 ' . 

C = 1800—1490 28' 3 7 " = 3 0 » 31' 23", 
log Ъ= log a=2,5413670 

+ log wst 490 18' 27" = 9,8797951—10 

12,4211621—10 

{ ^ S S 9931230 + 10 

2,4280391 A=267'.941 
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l o g c = log 347,83=2,5413670 
+log wst 300 31' 23"=9,7057654—10 

12,2471324—10 
—log wst 790 49' 50" = 9,9931230+10 

2,2540064 
C = 179,477. 

§ 3 8 . PPZYPADEK C Z W A R T Y . — Z wiadomych trzech boków 
trójkąta, obliczyć wielkość pozostałych części. (Fig. taż sama). 

Jeżeli z danych boków a, b, с szukamy np. kąta A, to na-
leży wziąć wzór: 

e2=J3 + c»—2ЙС dos A, 
. b' + c»—o' 

dos A = — — — . 2 bc 

Aby ten wzór przekształcić na inny właściwszy do ra-
chunku z logarytmami, przypomnijmy sobie, źe 

, A I / l + d o s A 

z którego to wyrażenia wypada: 
2 d o s 4 A = l + dos A; 

gdzie podstawiając za dos A wyżej znalezioną wartość będzie: 

czyli: 

czyli: 

W celu uproszczenia tego wzoru, nazwijmy obwód trój-
kąta, tojest a + 5 + c przez 2p , wtedy: 
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ztąd: 

W tem wyrażeniu wolno brać przed pierwiastkiem tylko 
znak dodatni, gdyż luk I A może być tylko mniejszy od 90". 

Gdybyśmy zamiast dodawać dos A do 1, odjęli ją od 1, 
лvtedy z pomocą przekształcenia zupełnie podobnego do po-
przedniego, znaleźlibyśmy że: 

Dzieląc zaś przez siebie otrzymane wzory dla wst I A 
i dos I A, będzie: 

s t y i A = l / ' i B I S . 
У p [p—a] 

Przykład: 
«=567 ' ,37 ; S=419' ,85; c=354 ' ,63 . 

a= 567,37 
b = 419,85 
c = 354,63 

• 2 p = 1341,85 
670,925 

p-a= 103,555 
p—b= 251,075 
p—c= 316,295 

l o g C p — 5 ) = 2,399 805 5 
+ log 2,500 092 4 
—log lp—a)= 2,015 171 1 
—logp = 2,826 674 0 

0,058 050 8 
i = 0,029025 4 = l o g s t y 4 A. 
± = 460 54 '47" ,6 . 

Szukając drugiego kąta np. B, użyjemy wzoru: 
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log а) =2 ,015 1711 
+ log с) = 2,500 092 4 
- log 2,399 803 5 
— \ogp =2 ,826 674 0 

9,288 786 0—10 
i =9 ,644 393 0—IO=log Sty i 13, 

^ B = 2 3 0 4 7 ' 42",9. 
KątC=1800—(93049' 35" ,2+470 35' 25,8)=38o34 ' 59". 

§ 39. Eóżne wyrażenia dla powierzchni trójkąta. 
1) Jeżeli w trójkącie dane są dwa boki i kąt między niemi 

zawarty, to powierzchnia trójkąta T równać się będzie: 
J cws tA , 

tojest powierzchnia równa się: po-
łowie iloczynu z przyległych bo-
ków trójkąta przez wstawą kąta 
między niemi zawartego. 

2) Jeżeli w trójkącie danym jest jeden tylko bok i dwa 
przylegle kąty, wówczas w powyższym wzorze podstawiając, 
za 6 i с wartości: 

otrzymujemy: 

a że: 

przeto będzie: 

Powierzchnia więc trójkąta w tym razie, równa się po-
łowie kwadratu wiadomego boku rozmnoionego przez wsta-
wy kątów przyległych i podzielonego przez wstawę summy 
ty^ie kątów. 
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3) Jeżeli w trójkącie wiadome są wszystkie trzy boki, 
a zamierzamy bezpośrednio otrzymać powierzchnię trójkąta, 
wówczas pamiętając, że 

wst A = 2 wst I A dos I A, 
po podstawieniu wzorów: 

wypadnie: 

tojest: powierzchnia trójkąta wyrównywa pierwiastkowi 
kwadratowemu z iloczynu polowy obwodu trójkąta przez tąi 
poloroą zmniejszoną o kahdy z boków. 

4) Powyżej otrzymaliśmy wzór: 

s t y i A = l / S i B , 
V p[p-a) 

г którego przez stosowną zmianę wypadają: 

Mnożąc przez siebie te trzy wyrażenia, będzie: 

A ponieważ wyżej otrzymaliśmy: 
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przeto można napisać: 
T ^ p ^ s t y l As ty ^ В s t y ^ C , 

tojest, powierzchnia trójkąta wyrównywa kwadratowi obwo-
du pomnoionemu przez styczne polowy kątów trójkąta. 

§ 40. Trójkątowanie. Jeżeli zamierzamy zdjąć plan zna-
cznej przestrzeni gruntu z pewną dokładnością, wówczas nale-
ży zwykle roboty z stolikiem mierniczym wykonywane, oprzeć 
na trójkątach, do których wchodzące ilości rachunkiem się 
obliczają. Prace mające na celu ocenienie różnych elementów 
wchodzących do szeregu trójkątów po sobie idących i na sobie 
wspierających się, nazywamy trójkątowaniem, a szereg trój-
kątów siecią trygonometryczną (тригонометрическая съть). 

W przypadku, gdy grunt nie jest zupełnie równy, co się 
zwykle zdarza, należy przypuścić, że sieć jest jakby rzucona 
na płaszczyzny poziome przez dane miejsca przechodzące, 
i mówimy wtedy, że sieć jest sprowadzona do poziomu (при-
ведете кь горизонту). 

Kąty przy trójkątowaniu mierzą się za pomocą kątomiarów 
a głównie za pomocą teodolitu, narzędzia, które odrazu daje 
wielkość kątów sprowadzoną do poziomu. Jeden zaś bok, 
niezbędnie potrzebny do obrachowywania sieci, wymierza się 
dokładnie za pomocą łańcucha mierniczego lub łat, które 
przykładają się obok siebie, na gruncie zupełnie równym, lub 
na pomoście w tym celu układanym. Taki bok zmierzony, na 
którym opiera się obrachowanie długości wszystkich innych 
linij, zowie się podstawą (основанге). 

Przy trójkątowaniu ważną jest rzeczą wybór punktów ma-
jących służyć za wierzchołki sieci; starać się bowiem należy 
o takie punkta, iżby utworzone trójkąty nie posiadały kątów 
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ani zbyt ostrych ani rozwartych. Łatwo bowiem i)ojąć, źe 
punkt oznacza się z wielką niedokładnością przez przecięcie 
dwóch linij tworzących między sobą kąt zbyt ostry. Błąd zaś 
popełniony w oznaczeniu jednego punktu wierzchołkowego 
wpłynie na długość boków przyległych, a tem samem pocią-
gnie za sobą błędy w dalszym ciągu trójkątów. 

Dlatego, przed rozpoczęciem trójkątowania należy dobrze 
rozpoznać grunt dany do pomiaru; wybrać za punkt środkowy 
taki punkt, któryby był widzialnym z daleka, np. wieżę, 
dzwonnicę, znak umyślnie zbudowany na wzniesieniu; nastę-
pnie naokoło niego obrać i oznaczyć pięć lub sześć punktów 

A, B, C,... z których możnaby wi-
dzieć punkt środkowy O, a przy-
tem takich, iżby trójkąty ABO, 
BCO, nie zawierały kątów zbyt 
ostrych ani rozwartych, słowenj, 
iżby te trójkąty o ile możności, 
zbliżały się do równobocznych. 

Potem wymierza się długość podstawy np. AB, która po-
winna znajdować się na gruncie nie posiadającym wielkich 
nierówności. Jeżeli dana do pomiaru okolica nie jest zbyt 
л\1е1ка, to najlepiej za podstawę wybrać linią leżącą w środku 
okolicy; tym bowiem sposobem błąd popełniony w trójkątach 
znajdujących się z jednej strony podstawy, nie wpłynie na 
szereg trójkątów przypadających po drugiej stronie podstawy. 
Po zmierzeniu podstaлyy, przenosi się instrument służący do 
mierzenia kątów, kolejno do każdego z obranych Avierzchołków 
A, 15, C, i z każdego z nich wymierza się kąty między pun-
ktem O, a punktami przed i za stanowiskami leżącemi. np. 
OBA, OAB, OAF.... 

Z pomocą tych kątów, łatwo ocenić wielkość kątów przy O, 
należących do każdego trójkąta; i byle tylko kąty przy A, B... 
były dokładnie wymierzone, nie potrzeba mierzyć kątów przy O. 
Dla próby, dosyd dodać kąty zmierzone przy wierzchołkach 
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А, В, С, а mianowicie: ABC, BCD, i przelionaó się, czy summa 
icii równa się dwom prostym powtórzonym tyle razy, ile wie-
lokąt ma boków bez dwóch boków. Jeżeli jest różnica między 
wymierzonemi kątami a summą, jaka być powinna według 
tego twierdzenia, wtedy rozdzieliwszy tę różnicę przez dwa 
razy wziętą liczbę boków wielokąta, otrzymamy na wypadek 
średni błąd (средняя ошибка) mierzonych kątów. 

Skoro ten błąd przewyższa błąd przypuszczalny, z niedo-
kładności instrumentu pochodzący, wtedy należy powtórnie 
wymierzyć wszystkie kąty; w przeciwnym razie, nie potrzeba 
mierzyć kątów przy O, a tylko wymierzone kąty przy A, B, 
poprawić przez dodanie łub odjęcie od każdego z nich, tego 
błędu średniego z rachunku wypadłego. 

Mając w ten sposób poprawione kąty, wymierzony dokła-
dnie jeden bok, łatwo z pomocą twierdzeń trygonometrycznych, 
kolejno obrachować boki wchodzące do trójkątów. Za próbę 
posłużyć może to, iż podstawa obrachowana z ostatniego trój-
kąta, zgadzać sie winna z jej wielkością znalezioną przez bez-
pośredin wymiar na gruncie. 

Obrachowawszy tę pierwszą sieć trójkątów, zwaną siecią 
główną (главная съть), można użyć boków wchodzących do 
szczegółowych trójkątów za podstawy do mierzenia odległości 
i położeń innych punktów znajdujących się w dogodnem po-
łożeniu względem tychże podstaw. 

Czasem się zdarza, że natura gruntu nie dozwala wymie-
rzyć żadnego z boków głównego wielokąta, w takim razie, na-
leży za podstawę obrać i dokładnie zmierzyć inną linię ze-
wnątrz sieci leżącą, i dopiero za pomocą trójkąta związać ją 
z jednym z boków głównego wielokąta. 
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K O Z D Z I A Ł I V . 

Zadania z planimetryi, solidometryi, geometryi 
praktycznćj i innych nauk. 

Zadanie 1. — Za pomocą tablic trygonometrycznych roz-
dzielić obwód koła na dowolną liczbę części. 

Zadanie to sprowadza się do wynalezienia boku danego 
wielokąta foremnego, wpisanego lub opisanego na kole. 

Jeżeli przez Ъ oznaczymy długość szukanego boku wielo-
360 

kąta foremnego wpisanego o n bokach, to — będzie się ró-
wnać kątowi a przy środku, odpowiadającemu każdemu z bo-
ków; ztąd: 

czyli: 

Przyjmując r = 1, bok wpisanego wielokąta foremnego 
będzie: 
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Bok zaś wielokąta foremnego o tyluż bokach, lecz opisa-
nego na kole znajdzie się tak: 

(2) 

Np. W kole mającćm promień 5' A" boki dziesięciokąta 
opisanego i wpisanego, będą: 

log b = log 2 + l o g 5' 4"-l-log wst 180=3,337384. 
log J '= log2- | - log 5' 4"-|-log sty 180=3,509133. 

Zadanie 2, — Obrachować powierzchnię wielokąta fore-
mnego, wiedząc, oprócz liczby jego boków, albo promień kola 
wpisanego, albo promień koła opisanego, albo długość jednego 
z boków. 

1) Skoro wiadomą jest liczba и boków, dany jest a, odpo-
wiedni kąt przy środku; znając przy-
tem R promień koła opisanego, po-
wierzchnia P będzie: 

P=n. AB. 2. R. wst^ R. dos^' 
2 2 2 2 

= - . R2. wst a. 
2 

Np. Wielokąt ma mieć boków 40, promień koła opisanego 

1 0 ' , t o a = — = 9 0 , 
' 40 ' 

log P = l o g 20-t-2 log 10-1-log wst 9o,=2,495 362 4, 
P = 3 1 2 ' 8 6 9 • . 

2) Gdy znanym jest r promień koła wpisanego w wielo-
kąt foremny o n bokach, to powierzchnia wielokąta będzie: 

P = | r . n. A B = r. n.^—n.r. rsty sty - . 

Np. Promień koła wpisanego r=9 ' , 96917 , a inne wiel-
kości jak wyżej, to: » 

log P = l o g 4 0 - h 2 log 9',96917-f log sty 4»,.30'=2,4953624, 
P=312 ' , 869 • . 
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3) Nakoniec, gdy zuaną jest tylko b długość boku wielo-
kąta foremnego, wtedy: 

Np. (idy 5 = 1',570266, a inne wielkości, jak wyżej, wy-
padnie: 

log P= log 10 + 2 log 1,570266—log 4» 30'=2,4959624, 
Zadanie 3.—Obliczyć powierzchnię wycinka koła, wiedząc 

długość odpowiedniej cięciwy i promień kola. 
Oznaczywszy kąt przy środku przez ж, szukaną powierz-

chnią wycinka przez P, daną cięciwę przez S, 
a promień przez r; to wiadomą jest rzeczą, że: 

P : powierzchni koła=łuk AB : 360" 
czyli: 

A że 

przeto: 

360 

Np. Jeżeli cięciwa wynosi 

log ^ = 9 , 9 7 0 0 3 7 7 — ] 0 = l o g ^ 15 
będzie więc: 
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Zadanie 4.—Mając wiadomy icąt przy środiiu, odpowiada-
jący cięciwie danego wycinka kołowego, obłiczyć powierzclmią 
tegoż wycinka. 

Nazwijmy kąt przy środku przez a, cięciwę przez s, po-
wierzclmią szukaną wycinka przez P, będzie proporcya: 

f 
zkąd: 

A ponieważ: 

przeto: 

co podstawiając w poprzednie wyrażenie, mamy: 

Np. 
po wykonanu rachunku: 

P=80 ' , 6978 • . 
Zadanie 5.—Jak długi jest łuk, którego znaną jest cięciwa 

i odpowiedni kąt przy środku. 
Niech X oznacza długość łuku, s cięciwę, a kąt przy środ-

ku, to: 

ztąd: 

Ур. 
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Zadanie 6.—Znaleźć powierzchnią pasa kulistego, wiedząc 
kąty FOE i EOB, równie jak promień R danej kuli. 

Oznaczmy dla krótkości kąt FOE=a , kąt EOB = p. Wia-
Д domo z solidometryi, że powierzchnia 

pasa utworzonego obrotem luku EF 
zawartego między cięciwami ЕЕ' 
i FF', wyrównywa; 

= 2 t:. R. E'F' . 
Lecz: E ' F ' = E ' 0 - F ' 0 

= R d o s 3—R dos (a + O-
ztąd: 

powierzch. pasa=2 i i R ' [dos Э—dos (P + a)]? 
a zmieniając różnicę tych dostaw na iloczyn linij trygonome-
trycznych, wypadnie: 

powierzch. pasa=21: R' . 2 ws t | | wst - . 

Zadanie 7.— Znaleźć objętość ciała utworzonego z obrotu 
trójkąta ABC naokoło boku ВС, jeżeli wiadome są dwa boki 
tego trójkąta i kąt między niemi zawarty. 

Niech będą dwa boki AB, ВС i kąt B. 
Na mocy wiadomości z solidome-

tryi mamy: 
Objętość A B C = | T:. a d . ABC. 

A że z trójkąta A B C wypada 
' A D = A B w s t B ; nadto powierzchnia 

trójkąta A B C = | . AB. ВС. wst B, przeto po podstawieniu 
AB ВС 

będzie: objętość A B C = | AB. wst B. — — wst B = 

= §7:. AB.' ВС. wst' B. 
Zadanie 8.—Jeżeli wiadomy jest tylko jeden bok, naokoło 

którego trójkąt się obraca, i obadwa przyległe mu kąty, obli-
czyć bryłowatość ciała utworzonego przez obrot takiego trój-
kąta (fig. taż sama). 

Dany bok ВС i kąty В i C. 
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Wiemy, że bryłowatość dala z obrotu trójkąta powsta-
łego, równa się: 

objętość A B C = | AD. ABC. 
Z wyrażenia dla powierzchni trójkąta: 

wypada, że: 

ponieważ zaś powierzchnię trójkąta ze znanego jednego bo-
ku i dwóch przyległych kątów obrachować można na mocy 
wzoru: 

powierzch. 

nrzeto obietość ciała z obrotu ABC. bedzie sie równała: 

Zadanie 9. — Zmierzyć wysokość wieży, której podstawa 
przystępna znajduje się na gruncie zupełnie poziomym. 

Do tego użyć należy kątomiaru, który się ustawia w pe-
wnej nie wielkiej odle-
głości od wieży, lecz 
nie zbyt błizko; na-
stępnie wymierza się 
kąt ScD utworzony 
przez dwa promienie: 
jeden idący do wierz-
chołka wieży, drugi 
poziomo poprowadzo-
ny; wymierza się odle-
głość AB między ką-
tomiarem a podstawą 
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wieży, i ocenia się wysoiiość samego i<ątomiarii nad poziom 
gruntu. 

Ody kąt ScD=34e35' 
AB=74" ' ,27 
B c = l^ j lO , 

będzie: 
SD=rAB. styScD, 

czyli: 
l o g S D = l o g A B = 1,870 813 4 

l o g s t y S c D = 9,838 486 7 

1,709 300 1 
SD=51 ,205 

a że: B c = 1",10 

więc: 52"° ,305 będzie wysokością 
wieży. 

Zadanie 10. — Zmierzyć wysokość wieży nieprzystępnej, 
lecz stojącej na gruncie poziomym. 

Jeżeli SD jest wysokością żądaną, to ustawia się naprzód 
kątomiar w pewnej odległości od wieży i celując do wierz-

chołka, ocenia się kąt 
ScD; następnie wyty-
ka się na gruncie linia 
w kierunku cD, tojest 
w kierunku płaszczy-
zny, na której znajduje 
się luneta kątomiaru, 
i na przedłużeniu tego 
kierunku obiera się 
punkt B', do którego 
przeniósłszy kątomiar, 

wymierza się kąt Sc'D, równie jak i odległość BB' między 
dwoma stanowiskami kątomiaru. 
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Wówczas mając wiadomą podstawę BB' i kąty ScJ), 
Sc'D, otrzymamy z trójkąta Scc* \vartość dla Sc': 

Następnie z trójkąta prostokątnego SDc', wysokość SD=: 
= Sc'. wstSc'D; gdzie podstawiając powyżej znalezioną war-
tość, za Sc' będzie: 

Np. 

zkąd: 
— _ _ „ — , 

wysokość SD będzie: 

wj'sokość kątomiaru 1,10 

0 6 = 6 5 " ,754 

Zadanie 11.—Znaleźć wysokość góry. 
W blizkości góry obiera się dwa stanowiska A i B, leżące 

prawie na jednej poziomej płaszczyznie z podstawą góry, 
i takie, aby z nich można było. widzieć wierzchołek góry 
i zmierzyć odległość rozdzielającą te stanowiska. 
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Utkwiwszy np. w В pręt, mierzy się na stanowisku A kąt 
jaki czyni linia Ci) z linią CS, i kąt jaki czyni promień oczny 

CS z poziomem, czyli kąt 
SCK. Następnie przenosi 
się instrument na stano-
wisko В i z niego ocenia 
kąty SDC i SDK. Zmie-
rzywszy w końcu podsta-
wę całego pomiaru, tojest 
linię AB, obrachujemy 

z trójkąta SCD, w którym znany jest bok i trzy kąty linią 
g ę _ C D . wst SDC 

~ wst CSD • 
Trójkąt SCIC prostokątny przy K, daje wielkość na bok: 

SK=SC. wst SCK; 
podstawiwszy za SC poprzednio otrzymana лvartość. wvnadnifi-

Przylctad: 

a że: 

więc: I 

Zadanie 12,—Zmierzyć odległość jednego punktu od dru-
giego lecz nieprzystępnego. 
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Niech С będzie stanowisico mierzącego, a A puniitem nie-
dostępnym. Aby o.dległość AC obrachować, obiera się pod-

stawa CD, którą się dokładnie 
wymierza; następnie kątomia-
rem oceniają się kąty ACD, 
ADC. Z pomocą tych danych 
dozwalających obliczyć kąt 
trzeci CAD, znajdziemy: 

CD. wst ADC —~— • 
wst CAD 

Zadanie 13. — Zmierzyć odległość rodzielającą dwa nie-
przystępne punkta. 

Obrawszy na równym gruncie taką podstawę CD, aby 
ją można wymierzyć i na jej końcach ustawić kątomiar, oce-

niają się kąty BDC, 
ADC, ACD, BCD, 
ACB. Wtedy w trój-
kątach ACD i BCD, 
znając bok CD i kąty, 
można obHczyć boki 
AC i CB. Z pomocą 
otrzymanych лу ten 
sposób boków i kąta C, 
trójkąta ACB otrzy-
mamy wartość dlaszu-
kanej odległości AB. 

Rachunek powyż-
szy najprościej w taki wykonać można sposób. Oznaczmy 
przez A, B, С kąty trójkąta ABC, a przez a, b, с boki prze-
ciwległe odpowiednim kątom, a nadto podstawę CD przez e. 
Z trójkątów BCD i ACD oddzielnie uważanych, mamy: 
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czyli: 
log a = l o g S + log wst BDC+dop log wst CBD—10, 
log 5= log 8 + log wst ADC+dop log wst CAD—10. 

Z trójkąta ABC wypada: 

s t y i ( A — d o t | C . 

Wprowadźmy tu kąt pomocniczy o , taki, aby sty o = - , 

wówczas ułamek ? da się zastąpić przez ; 

będzie Avięc: 

s t y H A - B ) = i ^ dot 1 С . 

A ponieważ sty 4 5 o = l , przeto: 

Sty i dot i C=s ty ( 4 5 0 - , ) dot ^ C. 

Prowadząc rachunek, należy i^aprzód oznaczyć kąt ? ze 
wzoru: 

log sty !?=log Ъ—log a, 
w którym za log 5, log a podstawiając powyżej zamieszczone 
wzory logarytmiczne, będzie: 

1) log Sty o=log wst ADC+log wst CBD 
+ dop log wst CAD + dop log wst BDC—20. 

Następnie oznaczyć kąt ^ (A—В) ze wzoru: 
2) log sty I (A—B)=log Sty (45—®) +log dot ^ C. 

Mając zaś wiadome A + C , A—C, znajdziemy kąt A, 
a tem samem i odległość szukaną przy pomocy wyrażenia: 

a wst с 
c = , 

wst A ' 
z którego wypada: 

3) log с= log 8+log wst BD С + dop log wst CBD 
+ łog wst C+dop log wst A—20. 

Uwaga. — Wproлvadzenie kąta posiłkowego o UAvalnia od 
obracliowywania wielkości boków a, Ъ. 
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Frzyhład: 
Cl) = 60"'; BDC=12ie,35' 

ADC=49e20 ' ; ACD= 89» 3 6 ' 3 5 " 
B C D = 3 i e 2 2 ' 3 0 " ; ACB= 6 7 » ] 5 ' 4 0 " ; 

ztąd wypada, że: 
CBD=270 2' 30" , CAD=41»3 ' 25", 

180»—BDC=580 25', ^ C = 3 3 » 3 7 ' 50", 
| ( A + B ) = 5 6 0 22' 10". 

Obliczenie kąta 9 według wzoru (1): 

Obrachowanie kątów | (A—B) i A, według wzoru (2): 

Obliczenie szukanej odległości с z wzoru (3): 

http://rcin.org.pl



— ()4 — 

Zadanie 14. — Znaleźć odległość danego punktu od linii 
prostej, przechodzącej przez dwa punkta nieprzystępne. (Fig. 
taż sama). 

W tym celu obrawszy podstawę CD od punktu danego C, 
oznacza się dokładnie jej długość, równie jak wielkość pięciu . 
kątów BDC, ADC, ACD, 'BCD, ACB, następnie sposobem 
podanym w poprzednićm zadaniu wynajduje się kąty A i B, 
wchodzące do trójkąta ACB. Wówczas szukaną odległość 
punktu С od linii AB czyli prostopadłą CO, otrzymamy 
z wzoru: 

0 C = 5 wst A, 
z którego po podstawieniu za Ъ wartości otrzymanej z po-
przedniego, wypadnie: 

OC=Iog 8 + log wstADC + dop log wst GAD-t-log wst A—10. 

Zadanie 15. — Z wierzchołka wieży, której wysokość jest 
znaną, oznaczyć odległość między dwoma punktami leżącemi 
na jednej poziomej płaszczyznie z podstawą wieży. 

Osoba stojąca na wieży zmierzyć лу1ппа kąty ASH, BSH, 
jakoteż ASB; wówczas 
z trójkątów SAII i SBH, 
wypadnie: 

AH=SH. Sty ASH, 
BH=SH. Sty BSH. 
Następnie, kąt obser-

wowany ASB sprowa-
dza się do poziomu, to-
jest oblicza się wielkość 
kąta AHB na płaszczy-
znie poziomej, odpowia-

dającego kątowi ukośnie stojącemu ASB. Wledy znając na 
poziomie kąt AHB i dwa boki АН, 13H, łatwo obliczyć wiado-
mym sposobem długość AB. 

Liczne natrafiamy zastosowania tego zadania; np. obser-
wator stojący na miejscu wzniesionem, którego wysokość nad 
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poziom za pomocą barometru obliczył, może przy pomocy 
powyższego zadania wymierzać z wierzcholl<a góry, odległości 
różnych miejsc leżących na jednym poziomie z podstawą tejże 
góry. 

Zadanie 16.—Przez punkt dany С na gruncie wytknąć linią 
równoległą od innój linii nieprzystępnej ЛВ. 

Przez punkt С prowadzi się na gruncie i wymierza linia CD, 
z jej końców oznaczają kąty wiodące do punktów A, В; na-

•j stępnie opisanym spo-
.sobem w zadaniu 13®" 
oznacza się wielkość 
kątaCAB. Znając go, 
stawia się w punkcie С 
kątomiar, kieruje się 
stałe ramie według li-
nii CA, a drugie rucho-
me ramie obraca się 
póty, aż kąt utworzo-
ny między niemi, to-
jest kąt АСЕ, nie sta-

nie się równym spełnieniu kąta ВАС; wtedy na kierunku 
ramienia ruchomego wytyka się linią CE, która będzie żądaną 
linią równoległą od AB. 

Zadanie 17.—Przedłużyć na gruncie Hnię prostą poza prze-
szkodę, która nie dozwala widzieć kierunku tejże linii. 

Jeżeli linia AB jest daną, a M przeszkodą, wtedy naprzód 
wymierza się długość AB, i obiera się punkt E w taki sposób, 
aby zeń można było widzieć grunt, na którym przypaść winno 
przedłużenie linii AB. Następnie z punktów A i В wymie-
rzają się kąty A i B, należące do trójkąta AEB, i obrachowy-
wa się długość boku AE. Znając bok AE, wytyka się na 
gruncie linią EF w kierunku wiodącym do miejsca gdzie przy-
pada przedłużenie linii AB i wymierza się kąt AEF. Nazy-
wając przez С punkt spotkania się linii AB z linią EF, otrzy-
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mamy trójkąt АСЕ, w którym Aviadomy jest -bok ЛЕ, i dwa 
przyległo kąty; łatwo więc obliczyó bok ЕС i długość znale-

zioną odciąć na kierunku 
EF aż do punktu C. Nako-
niec wytykając z C, linię 
prostą, któraby z kierun-
kiem ЕС tworzyła kąt 
DCE, równy spełnieniu 
kąta АСЕ, linia znalezio-
na CD będzie przedłuże-
niem danej linii AB, poza 
przeszkodą M. 

Zadanie 18, — Mając na równym gruncie oznaczone trzy 
punkta A, B, C, potrzeba oznaczyć punkt czwarty M, z któ-
rego widziane odległości AB, ВС, przedstawiałyby się pod 
kątami danemi a i p. 

Nazwijmy dla krótkości odległości AB i ВС przez a i ó, 
a nieznane kąty wiodące do szukane-
go punktu M od A i C, oznaczmy 
przez M AB=a;, M CB=y. 

Z trójkątów AMB i CMB wypada: 

zkąd: , 

czyli: 

Wprowadźmy kąt posiłkowy o taki, aby jego styczna była 
równą 

wtedy będzie: 
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Poczytując to za proporcyą, której czwarty wyraz równy 
jedności, i biorąc w obu stosunkach różnicę dwóch wyrazów 
do ich summy, wypadnie: 

Lecz: 

przeto: 

A że sty 45®=!, możemy więc napisać: 

co jak wiemy, równa się stycznej różnicy dwóch luków 
(3—45®), przeto ostatecznie: 

Z t ego r ó w n a n i a w y p a d a : 

^ Sty I С ж - г ^ ) = s t y ( ? - 4 5 0 ) Sty i (x+!/); 

a pon ieważ s u m m a k ą t ó w ж i у r ó w n a się: 

(360®—a—Э-АВС), 
nrzfitn: 

Wzór dogodny do działań z logarytmami, i za pomocą 
którego obrachujemyK®—y). Znając przytem summę ж + у , 
łatwo dojdziemy wielkości każdego z kątów ж i y, które po-
służą do oznaczenia położenia punktu m. 

Zadanie 19. — Przy mierzeniu kątów w trójkątach, przy-
puszczaliśmy zawsze, że można stanąć w samym wierzchołku 
kąta. Często się jednak zdarza, że wierzchołek kąta jest nie-
przystępny, np. środek wieży lub dzwonnicy kościelnej; w ta-
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kim razie, instrument użyty do mierzenia kątów, ustawia się 
w innem miejscu, np. O, przyległem wierzchołkowi С kąta, 

i wymierza się z punktu O kąt między dwoma 
przedmiotami AOB, zamiast kąta ACB; a ra-
chunkiem dopiero wymierzony kąt sprowadza 
się do środka С stacyi. 

Dlatego przy pomiarach trygonometrycz-
nych częstego jest zastosowania, następne za-
danie: 

Sprowadzić kąt •wymierzony do środka 
stacyi. 

Oznaczmy kąt ACB=C; A 0 B = 0 , CBO=B; 
O C = r , A C = ^ , CB=«Z; a nakoniec kąt AOC, 

zwany kątem kierunkowym, przez y. 
Ponieważ punkt I jest przecięciem linii CB i АО, przeto 

dwa trójkąty AIC, BIO, dają: 
A + C = B - t - 0 , 
C = 0 + B—A; 

tak лvięc zadanie będzie rozwiązane, skoro ocenić zdołamy 
kąty В i A. 

Z trójkąta CBO mamy proporcyę: ^ 

ztąd: 

« 

Podobnie z trójkąta CAO wypada: 
T 

wst A = - wst y. 
<J 

Dzieląc te dwa wzory przez wst 1", będzie: 

Zwykle kąty В i A są tak małe, że można zastąpić: 
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przez stosunki kątów; tym sposobem wartości kątów В i A 
wyrażone w sekundach, oznaczyć będzie można z wzorów: 

a wtedy wartość dla kąta O wyrazi się wzorem: 

Powyższe wyrażenie dla kąta С jest ogólne; stosuje się 
do każdego miejsca obranego zewnątrz wierzchołka C; należy 
tylko zwracać na to uwagę, że wchodzące wielkości g, d, 
są odległościami między środkiem stacyi a punktami A i B; 
nadto że kąt у utworzony przez dwie linie: jednę idącą od 
środka stacyi do wierzchołka przybranego, a drugą od te-
goż samego wierzchołka do sygnału lewego A, liczy się za-
wsze od pierwszej z tych linij w kierunku od lewej ręki ku 
prawej. 

Zadanie 20. — Gdy grunt na którym odbywamy pomiar 
jest pochylony lub nierówny, \vtedy mierząc odległość między 
dwoma punktami, np. A i B, należy poznać nie długość rze-
czywistą AB, lecz jej rzut poziomy czyli odległość AB' środ-
kującą między temi punktami A i B, jakby zrzuconemi na 
płaszczyznę poziomą przez punkt A przechodzącą. 

W takim razie, za pomocą kątomiaru oceni się kąt с mię-
dzy linią poziomą a kie-
runkiem 0 0 ' linii, łączą-
cej środek instrumentu 
z punktem oznaczonym 
na tyce w wysokości O', 
równej wysokości instru-

mentu АО; wtedy z trójkąta prostokątnego ABB', długość AB 
sprowadzona do poziomu, będzie: 

A B ' = A B dos c. 
Zwykle w praktyce kąty pochyleń są małe, icli więc do-

stawy zmieniają się bardzo powolnie, tak, że różnice logary-
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tmów dają liczby znaczące dopiero w siódmych dziesiętnych 
cyfrach. Dlatego w podobnych działaniach sprowadzania 
podstaw do poziomu, oblicza się odrazu różnica między zmie-
rzoną długością podstawy a długością sprowadzoną do po-
ziomu, tojest: 

AB—ЛВ dos c = A B (1—dos c ) = 2 AB. ws t -1 c. 

Przez takie podstawienie wstawy, to zyskujemy, że cho-
ciaż kąty nachyleń są małe, jednak zmiany ich wstaw są 
szybkie, a przez to możemy z większą dokładnością oceniać 
nierówności grutu. 

Zadanie 21.— Znaleźć odległość pewnego przedmiotu PQ, 
który oko O widzi pod kątem w. 

Jeżeli przedmiot PS stoi pionowo, i oko O leży na płasz-
czyznie poziomej przechodzącej przez spód tego przedmiotu, 
wtedy odległość OS = D = P S dot w. 

Np. Przedmiot wysoki 
stóp 160® widziany pod ką-
tem 48', odległy jest na: 

160. dot 4 8 ' = 11454' 
Jeżeli zaś oko tak leży, że prostopadła spuszczona z O, 

na przedmiot PQ, dzieli jego długość na dwie równe części, 
wtedy szukana odległość: 

D = P S d o t f w = 8 0 Sty 89» 36 '=11459 ' . 
Zadanie 22.—Pod jakiemi kątami widzieć będziemy przed-

miot wysoki na 160' z odległości 48000', 24000' 12000'. 
W tym razie nie znane są kąty w, utworzone лу oku przez 

promienie idące od skrajnych punktów danego przedmiotu. 
Kąty te znajdziemy tak: 
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Zadanie 23. — Znaleźć wielkość przedmiotu, który z odle-
głości 450' przedstawia się w oku pod kątem 1" 1' 10". 

Wielkość przedmiotu=450' . sty P 1' 1 0 " = 8 ' , 0 0 7 5 . 
Zadanie 24. — Okręt z pewnego miejsca P, płynie w kie-

runku NW (pólnocno-zacliodnim), i bussola wskazuje, źe kąt 
tego kierunku PS z południkiem PN wynosi 
28» 52'. Jeżeli okręt przebył 150 mil, py-
tanie zachodzi, o ile mil statek oddalił się 
od północnego, a ile mil od zachodniego 
kierunku miejsca P. 

Oznaczając szukane odległości przez a i n, wypada: 
« = 150. dos 28» 52' = 131,362 mil, 
a = 150. wst 28» 5 2 ' = 72,416 mil. 

Zadanie 25.—Podczas kwadry, środki słońca, ziemi, księ-
życa, połączone liniami prostemi, przedstawiają 
trójkąt SXZ prostokątny przy X. Ponieważ 
wiadomo, że odległość SZ wyrównywa cztery-
sta razy wziętej odległości ZX, zachodzi pyta-
nie, jak wielki w tem położeniu księżyca, jest 
kąt S. 

ztąd: 

Zadanie 26.—Rozwiązać równanie: 

wst xĄ--- dos ж = — - . 8 o 
Ponieważ styczna może przyjmować wszelkie wartości, 

przeto wolno wprowadzić pewien kąt pomocniczy któregoby 
styczna była: 
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Po podstawieniu tej stycznej, powyższe równanie zmienia 
się na: 

wst iC+sty '-p dos ж = — I , 
czyli: 

—wst ( ж + ? ) = | dos '-p. (2) 
Wykonywając logarytmami działania лvskazane równa-

niami (1) i (2), będzie: 
log Sty <p=log 1 7 = 1,230 448 9 

—log 8 = 0,903 090 0 

0,327 358 9= log sty =?, 
? = 6 4 в 4 7 ' 5 6 " . 

log [—wst (a;-b?)]=log dos o=9 ,629 222 5—10 
+ log 2 = 0 , 3 0 1 0 3 0 0 
—log 3 =0 ,477 121 2 , * 

9,453 131 3—10 
luk odpowiadający, jest =16» 29' 30". 

Porównywając Avielkość tego łuku z wyrażeniem równa-
nia (2), można przyjąć, że: 

a;-ł-?=196o 29' 30", 
zkąd: ж=131<>41'34", 

albo też wolno założyć, że: 
ж=—V-—16" 29' 2 0 " = — 8 1 » 17' 26". 

W ogóle, dane równania sprawdzić można za pomocą nie-
skończonej liczby odpowiedzi dla łuku x. 

KONIEC. 
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