
OM EN AF DEN DANSKA SPRÅKFORSKAREN 
KARL VERNER ANGIFVEN MODIFIKATION 
AF FORFARANDET VID HARMONISK ANALYS 

AF PERIODISKA KURVOR.
AF

ERNST LINDELOF.DET synes vid detta tillfålle icke vara utan intresse att påpeka en af den på språkvetenskapens område vidtberomde dansken Karl 
Verner angifven metod att forenkla beråkningarna vid s. k. harmonisk analys. Verner har i storsta korthet beskrifvit sitt forfaringssått i ett bref till Professor H. Pipping i Helsingfors 1). En nårmare diskussion visar att detta forfaringssått medfor afsevårda fordelar och dårfor år vål vårdt att blifva allmånnare kåndt2).

1. Om den forelagda kurvans period antages = 2π och abskissan betecknas med x, kan kurvans ordinata f{x} representeras medels en Fourier’sk serie af formen
Vi antaga att kurvans ordinata uppmåtts for ett jåmnt antal n ekvidistanta argumentvården

1) Detta och ett annat bref från Verner till Pipping blifva offentliggjorda i Kgl. Danske 
Videnskabernes Selskabs Oversigter, med indledende Bemærkninger af Vilh. Thomsen 
og J. P. Gram. I dessa bref redogor Verner ganska utforligt for sina fonetiska 
undersokningar och for den apparat han dårvid anvånde.

2) Jag har lemnat en utforligare redogorelse for denna fråga till sammelverket Hand- 
budi der physiologischen Methodik, herausgegeben von R. Tigerstedt, dår densamma 
ingår i y. Poirot's artikel ofver fonetiken (s. 207—220).
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I 5 2 ERNST LINDELOF :

och att dårvid erhållits vårdena
Under forutsåttning att måtningarna vore exakta, hafva vi då rela- tionerna

Om vi multiplicera med cos v^ω resp. sin vÆco och summera med afseende å k, från k = o till k — n — i, samt i slutresultatet åt v efterhånd gifva vårdena o, i, ∙∙∙∙, erhålla vi, enligt kånda trigono- mttriska formler, foljande likheter:

7/Om alla de koefficienter a, b, hvilkas indices åro storre ån — negli-
2geras, gifva oss dessa likheter, for beråkningen af de n forstå koeffi- cienterna 

de i den harmoniska analysen allmånt anvånda formlerna
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2. Såsom af ofvanstående hårledning framgår, åro vårdena (3) icke noggranna om bland de koefficienter a, b, hvilkas indices åro storre ån , finnas sådana som hafva mårkbara belopp. For att minska dessa koefficienters inverkan, erbjuder sig utvågen att oka vårdet af n. Man har då dels att uppmåta flere ordinator af den gifna kurvan, dels att i formlerna (3) utråkna och summera ett storre antal termer. I regel representerar ordinatornas måtning ett ganska litet arbete i jåm- forelse med koefficienternas utråkning, och man kan dårfor, for ernå- ende af ett noggrannare resultat, gerna underkasta sig modan att gora ett storre antal måtningar, blott beråkningsmetoden kan modifieras så att det praktiska råknearbetet icke våsentligt okas.
Verner når detta mål på foljande sått. Han forskjuter den gifna kurvan parallellt med abskissaxeln, åt hoger och åt venster, om ett stycke Δ = ~ = —, summerar de sålunda erhållna kurvornas ordinator till det fordubblade vårdet af den gifna kurvans ordinata, och dividerar summan med 4. Han erhåller sålunda en kurva hvars ordinata repre­senteras af funktionen
Om man af den gifna kurvan y = f[x) uppmått 2« ekvidistanta ordinator, svarande mot argumentvårdena 

och betecknar de erhållna vårdena med 
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I 54 ERNST LINDELOF :

blifva de ordinator af kurvan y = F (x), som svara mot argumentvår- dena (i), i ordning lika med

(om år strångt periodisk och såledesDessa varden (5) erhållas alldeles enkelt genom bildandet af successiva medeltal.Den Fourier'ska utvecklingen af funktionen F (x) har den enkla formen

Om vi på kurvan y — F{x} tillåmpa formlerna (2), samt dividera den o ∙ vΛ o landra af dessa med ⅛ och de två sista med cos2 —, erhållas således2 2foljande likheter:
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vA V7t oFaktorn tang2 — = tang2 — år for små vården v mycket liten; for
/Z ov = — år dess vårde ånnu blott o, 17 • • • • och våxer langsamt mot 1 4då v våxer mot —. En jåmfdrelse mellan likheterna (2) och (2') visar således, att man våsentligen reducerar inverkan af de koefficienter a, b

Hhvilkas indices åro storra ån —, och foljaktligen for de ofriga koeffi- cienterna, och sårskildt for dem med lågre indices, erhåller våsentligt noggrannare vården, om man i stållet for (3) anvånder foljande formler (uttrycket for an år identiskt med det tidigare):
9

3. Vi hafva i det foregående icke beaktat måtningsfelen. En nog­grannare undersokning visar att åfven dessas inverkan våsentligen reduceras vid anvåndande af formlerna (3z). Om medelfelet har samma vårde ε vid måtningen af de olika ordinatorna (hvilken forutsåttning visserligen endast nårmelsevis kan vara uppfylld, då måtningens osåkerhet i någon mån måste okas med kurvans stigning), finner man att medelfelet for koefficienterna 
enligt formlerna (3) år lika med 
enligt formlerna (3') lika med
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I 56 ERNST LINDELÖF:

där

Värdet af denna faktor ρv är för v < - mycket nära —, och växer 4 ]'2
/Zlängsamt mot i dä v växer mot — •

4. Verner använde jämväl andra förfaringssätt än det ofvan be- skrifna. Exempelvis bildade han ur den gifna kurvan y = genom parallellförskjutning och addition, den nya kurva hvars ordinata repre­senteras af funktionen
TT odär Δ = —, och tillämpade på denna kurva de vanliga formlerna, ut­gående från dess mot argumentvärdena o, 5Δ, ιo∆, •••• svarande ordinator, hvilka lätt beräknas ur den gifna kurvans 2n uppmätta ordi- nator (4). Talet n antages härvid divisibelt med 5.Det är emellertid i alla afseenden lämpligare att, i stället för denna nya metod, två gånger å rad tillämpa Verners första förfaringssätt. Man har då att uppmäta ∆tn ordinator af den gifna kurvan y =f<χ∖ samt att ur denna bilda den kurva som representeras af funktionen 

samt härur den kurva hvars ordinata har till uttryck
Om man med y1, ∙ ∙ ∙ ∙, yn-ι betecknar de ordinator af denna sist­nämnda kurva som svara mot argumentvärdena (1), och hvilka enkelt bildas ur den gifna kurvans ∆tn uppmätta ordinator, erhåller man på denna väg följande nya formler för koefficienternas bestämmande:
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Hår år inverkan såvål af de negligerade koefficienterna som af måt- ningsfelen reducerad i ånnu mycket hogre grad ån i formlerna (3').
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