OM INTEGRALEKVATIONERNAS BETYDELSE
FOR HYDRODYNAMIKEN.

AV

C. W. OSEEN.

et som jag i detta foredrag oOnskar redogtra for &r ett par av

de resultat, till vilka jag kommit under de tva sista aren, och som

jag tror vara av mera allméant intresse. Jag maste forutskicka nagra
anmérkningar. Hydrodynamiken &r, som bekant torde vara, den del
av mekaniken, som handlar om, eller atminstone borde handla om
vétskornas rorelser. | detta foéredrag inskranker jag mig helt och
hallet till de osamnantryckbara vitskorna. Det viktigaste faktum,
som ar bekant om dem, &r foljande. Man maste skilja p& tva slag
av rorelser. Man har dels l&ngsamma, regelbundna rorelser, detta &ar
den hydrodynamiska rorelsefasen, dels oregelbundna, turbulenta rérelser,
den hydrauliska rorelsefasen. De lagar man har for en vétskas rorelse
aro vunna genom studiet av de ldngsamma, regelbundna rorelserna.
Huruvida dessa lagar &aro giltiga ocksa for de turbulenta rorelserna,
darom &ro meningarne annu delade, om &n, efter min mening, den
tidpunkt nu a kommen, d& man kan slutgiltigt besvara fragan.
Undrar man, hur meningarne kunna vara delade om en sadan sak, sa
ar det tillrackligt att kasta en blick pa de hydrodynamiska diff. ekv:na
for att forstd en av anledningarne:

Den icke-linedra formen hos dessa ekvationer har gjort, att det
som man vetat om deras losningar anda till de sista aren varit ytterst
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litet. Jag stallde mig for nagra ar sedan den uppgiften att lyfta pa
den sldja, som vilade Over dem. Den metod jag hade att anvéanda
torde vara klar fér varje matematiker, som sysslat med de partiella
diff. ekv:s teori. Jag maste forst utelamna de icke-lineara termerna.
Jag fick sa ett lineart system. Jag bestamde dettas grundldsningar.
Med hjélp av dem o&verférde jag de hydrodyn. diff: ekv:na till ett
system av integralekvationer. En av dessa har jag har uppskrivit.

Jag har darvid for enkelhetens skull begransat mig till det fall, da
vétskan fyller hela rummet. u' etc. ar grundlésningen. Med hjélp av
dessa integralekv. kunde jag darpa Overga till fragan om ldsningarne
till de fullstdindiga hydrodynamiska diff. ekv. Jag erhdll darvid ett
resultat, som jag kan uttrycka sd: Ar i en oandligt utstrackt vitska
rorelsen vid en tidpunkt regular, s& finns det alltid darefter ett visst
tidsintervall, under vilket rorelsen likaledes &r reguldr. Det jag har
vill understryka &r, att det tidsintervall, for vilket denna sats kan
bevisas, ar andligt. Det ar detta, som varit utgangspunkten for mina
foljande undersdkningar.

Om den tidrymd, under vilken rorelsen i en vétska ar regulér, &r
andlig, s& maste man naturligtvis stalla sig den fragan: vad intraffar
i det 6gonblick, dd den reguldra rorelsen upph6r? M. a. o. vad &r
den fysiska betydelsen déarav, att rorelsen upphér att vara regular?
En hypotes ligger har nara. Det finns tvd slag av rorelser, den
hydrodynamiska och den hydrauliska  Den reguldra rorelsen hor
uppenbarligen till det forsta slaget. Det ligger nara att uppstélla den
hypotesen, att det som intraffar, da rorelsen upphor att vara regular,
ar, att rorelsen intrader i den hydrauliska fasen. Ar denna hypotes
riktig, sd skulle man alltsd ha hunnit sa langt, att man pa rent
teoretisk vag aterfunnit de bada slagen av rorelse. — Fragan var nu:
finns det ndgot medel att préva hypotesen. Ett sadant medel erbjod
sig genast. Overgéngen fran den hydrodynamiska till den hydrauliska
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fasen kannetecknas darav, att virvlar upptrada i vitskan. Ar hypo-
tesen riktig, maste det alltsd vara mojligt att visa, att i det 6gonblick,
d& rorelsen upphor att vara regular, en virvel uppstatt. Jag foran-'
leddes harav att undersoka de singulariteter, som kunna uppstd i en
vatska. Jag skall icke ingd pa undersokningens detaljer. Det ar nog
att namna resultatet. Jag fann, att om i en oandligt utstrackt vétska
rorelsen upphor att vara regular, antingen forhallandena oandligt langt

borta &ndrats, eller ndgon av storheterna u, v, w nagonstades blivit
oandlig eller slutligen ndgon av dessa storheters derivator med avs.
pa X, y, z i ndgon punkt blivit oandlig. Ar detta resultat det, som
man borde vénta? Ja, till hdlvten. Med den mdjligheten, att for-
hallandena oandligt 1ngt borta andrats, behdver man icke befatta sig.

Ett oandlighetsstalle for u, v eller w betyder, att virvelintensiteten
blivit oandlig. Vi kunna da med fog saga, att en virvel uppstatt. Sa
langt ar allt gott och val. Men det aterstar en tredje mojlighet. Om
den kan jag varken forneka existensen, ej heller ange dess fysikaliska
betydelse. Jag maste d& frdga mig: ar det oundvikligt, att dessa

oandlighetsstéllen for ou etc. skola betraktas som singulariteter i
rorelsen. Man ser nu genast, att om man utgar frdn de hydrodyn.
differentialekvationerna, detta i sjalva verket ar oundvikligt. | dem
ingd namligen de andra derivatorna av uj v, tvl). Intraffar det, att

ndgon av kvantiteterna - etc. blir oandlig, s& maste samtidigt atm.

ndgon av dessa andra derivator bli oandlig. Utgar man fran difif.
ekv:na kan rorelsen i ett sadant fall omojligt betecknas som regular.
Men man ser ocksd, att det forhaller sig helt annorlunda, om man
utgar fran de hydrodynamiska integralekvationerna. | dem férekomma
icke alls de partiella derivatorna av andra ordningen. Om dessa
finnas och aro &ndliga, det &r frdn integralekv:nas synpunkt alldeles
likgiltigt.

Den fraga jag harigenom foranleddes att stalla mig ar foljande:
&ro i hydrodynamiken de partiella difif. ekv. nodvéandiga eller kan
man ga forbi dem och direkt ur de fysiska grundhypoteserna héarleda
de hydrodyn. integralekv.? Har vill jag nu understryka, att detta
problem upptrédder icke blott i hydrodynamiken utan i den mat.
fysikens nastan alla grenar. | né&stan alla delar av den mat. fysiken

1) I ekv. for en sammantryckbar vétskas rorelser ingd alla derivator av andra ordn. av
u, v, wm oa p.xYy, z
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ar gangen den, att man forst uppstéller diff. ekv. och sedan ur dem
harleder integralekv. Sa t. ex. fores man i elektrostatiken till det
problemet att bestimma en funktion ¢ sadan att for varje sluten yta
V och det dédrav begransade rummet w galler:

Det traditionella sattet att I6sa detta problem ar att ur (1) genom
en gransévergdng, varvid man forutsitter existensen av funktionen
¢ :j andra derivator, hérleda diff: ekvationen:

Ur (2) erhaller man darpd med hjalp av Greens satser:

Man kan nu i alla dessa fall stilla sig den frdgan> Aro difteren
tialekv.,na nodvandiga? Kan man icke ga forbi dem och direkt
harleda integralekv:na? Kan man icke t. ex. komma fran 1 til 3 utan
att infoéra i rédkningen de andra derivatorna?

Tiden medger mig icke att gad in pd sakens detaljer. Jag maste
néja mig med att uttala resultatet. Svaret pad fragan &r jakande.
Diff. ekv:na &ro i sjilva verket overflédiga. — Jag vill déaremot stanna
ett ogonblick vid den fragan. Vad vinner man genom denna metod?
Jag vill framhalla tvd punkter. Vad iakttagelsen kan ge ar alltid i
forsta hand integralrelationer, eftersom man aldrig kan iakttaga en i
rum och tid isolerad punkt. Det den moderna matematiska behand-
lingen slutligen ger ar aterigen integralrelationer. Det &r da ett
framsteg i metodernas renhet att hela tiden operera med integral-
relationer i st. f. differentialrelationer. Men vidare och huvudsakligen:
det ar ett vasentligt framsteg i enkelhet att gd forbi diff: ekv:na. For
att se det behdver man blott betrakta det exempel jag nyss uppskrivit.
Foljer man den traditionella vagen har man efterat den plikten at
undersdka, huruvida:

verkligen har derivator av andra ordningen, som uppfylla ekv. 2. Det
ar bekant, vilken lang rad av subtila undersokningar denna fraga
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framkallat.  Det sista betydande bidraget harror som bekant fréan
lektor Petrini, som val kan sagas ha bragt fragan till avslutning. Det
resultat, som framgatt av dessa undersokningar, ar, att for de andra
derivatornas existens det fordras, att funktionen p utom Kkontinuitet
har vissa andra, komplicerade egenskaper. Foljer man daremot den
vig jag foresldr, s& trader i stallet for fragan, om ekv. 2 ar uppfyld,
den, om ekv. i &r uppfylld. Harfér ar kontinuitet hos funktionen p
ett, icke nodvandigt, men val tillrackligt villkor. Fragan om de andra
derivatornas existens forlorar sitt matematiskt-fysiska intresse.

Jag gdr tillbaka till det hydrodynamiska problemet. Har man ratt
att utgd fran integralekv:na, s& erhdller man latt foljande resultat.
Om rorelsen upphor att vara regular, s& har nagonstans i vatskan en
virvel uppstatt. Sammanstaller man nu det man experimentellt vet
om de tvd olika slagen av rorelse och om Gvergangen frdn det ena
slaget till det andra med dessa resultat av den matematiska analysen,
sd tror jag, att det & omdgjligt att undga den slutsatsen, att skilnaden
mellan den hydrodynamiska rorelsefasen och den hydrauliska i sjélva
verket &r den, att de forstndmnda rorelserna &ro rorelser utan singu-
lariteter, de sistnamnda rorelser med singulariteter. D& jag uttalar
detta, tror jag mig vara i 6verensstaimmelse med prof. Boussinesq l).

Godkénnes den nyss dragna slutsatsen, sa vill jag darav draga en
slutsats betréaffande hydrodynamikens framtida utveckling.  Vilka
problem ar hydrodynamiken overhuvud i stand att lésa? Man kan
uppdela alla hydrodynamiska problem i tre grupper. Den férsta om-
fattar alla rorelser hérande till den hydrodynamiska fasen Problemet
att berékna dem &r enligt min mening principiellt 16st. En och
annan fraga aterstdr, men det ar otvivelaktigt, att dessa fragor kunna
besvaras. | motsats hdremot betraktar jag problemet att berédkna de
hydrauliska rorelserna sadsom ol6sbart. Man maste betanka vilka
svarigheter man moter, om man vill numeriskt berdkna en vanlig
analytisk funktion med blott nagorlunda komplicerade singulariteter.
Men hédr har man att gora, icke blott med singuldra punkter utan
dessutom med singuldra kurver och ytor. Och dessa singulariteter
fordndras med tiden, uppkomma och foérsvinna. Att dven i de grofsta
dragen berdkna en sddan rorelse ur de hydrodyn. difif. ekv:na eller
de motsvarande integralekv:na forefaller mig ogorligt. Aterigen tror

1) Jdtnf. A. Boulanger, Hydraulique générale, Doin et fils 1909. Jmf. ocksd dr.
Karmans skona uppsats: Uber die Turbulenzreibung verschiedener Flussigkeiten,
Thys. Zeitschr. 1911 S. 283.
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jag mig hér befinna mig i Overensstéammelse med prof. Boussinesq. —
Mellan de bada nidnmda slagen av rorelse finns en tredje, rorelser
med regelbundna singulariteter. Till detta slag hoér en hel rad av
teoretiskt och praktiskt viktiga fall. Om dessa rorelser &r &annu
mycket litet bekant. Har &ar det omrdde, dar enligt min mening,
hydrodynamiken har att sétta in. Jag upprepar och jag understryker
det: det ar dessa problem, som kunna l6sas. Den tanken daremot,
att man ur de hydrodynamiska differential- eller de motsvarande
integral-ekvationerna skulle kunna berdkna sa komplicerade rorelser,
som de flesta av dem, som férekomma i naturen, den vilar enligt min
mening pa ett misskdnnande av dessa ekvationers analytiska natur.





