O wartosciach charakterystycznych rownan
calkowych potencjatu logarytmicznego.

Napisal

Wlodzimierz Stozek.

Zagadnienia teorji potencjalu.

Niech bedzie dana krzywa nieprzecinajaca sig, zamknieta (C),
polozona w skofczonosci. Zakladamy, ze réwnania tej krzywej da-
dzg sig przedstawi¢ w formie:

2 —7 (8)
=y

przyczem parametr s oznacza dlugosé luku krzywej (C), liczons
w kierunku dodatnim.) Nadto przypuszezamy, ze funkeje z(s)
i y(s) posiadaja pierwsze pochodne ciagle i ze krzywizna uwazana
jako funkeja luku, jest funkeja ograniczong.

Bedziemy oznaczaé dla krétkosei dowolny punkt plaszezyzny
przez p, a ogdlnie przez [ (p) funkeje spélrzednych (a,y) tego
punktu. Jezeli punkt p znajduje si¢ na krzywej (C), to jego polo-
zenie jest w zupelnosci okreslone przez wartosé parametru s, ktorg
w razie potrzeby takze liters ¢ lub u oznaczaé bedziemy.

Oznaczmy w dalszym ciagu przez (D) obszar otwarty, wew-
netrzny, ograniczony krzyws (C), przez (1)) obszar otwarty zewne-
trzny, a przez F'(p) jakakolwiek funkeje zmiennych z i y, ktéra

1) Parametr 8 w przypadku, gdy ograniczenie jest elipsg, oznacza eks-
centryczng anomalje.
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oF oF
% %
normalng w dowolnym punkcie krzywej (C), jako o§ skierowana
do wnetrza. Niech @ i ¢ beda dostawy kierunkowe tej normalnej.

posiada okreslone pochodne rzgdu pierwszego: Uwazajmy

=] 1

Jezeli wyrazenie « s + 8 7, Zmierza do oznaczonej granicy wow-
2 o

czas, gdy puukt p zmierza wzdiuz normalnej do punktu ograni-
czenia (C), nie opuszezajac jednak obszaru (D), wzglednie obszaru
(D), to méwimy, ze istnieje pochodna normalna wewnetrzna, albo
tez pochodna normalna zewnetrzna funkeji F(p). Pochodng nor-

Ll

d :
malng wewnetrzng oznaczamy przez SR zewnetrzng zas przez e
n n
+ i

Jezeli dana jest znéw funkeja f(p), okreslona w zupelnosci w pla-
szezyznie x, y, to oznaczamy analogicznie przez f, (s), wzglednie /. (s)
granicg, do ktérej zmierza f(p), gdy punkt p zmierza do punktu
ograniczenia (C), nie opuszezajac jednak obszaru (D), wzglednie
obszaru (D).

Oznaczmy przez r, = r, odleglos¢ punktu p od punktu s,
polozonego na krzywej (C), a przez u (s) i » (s) dwie ciggle funk-
cje parametru s, ktére zwg sie odpowiednio gestosciami warstwy
pojedynczej lub podwdijnej. Przy tych oznaczeniach:

o= [ log Semam

przedstawia potencjal warstwy pojedynczej, przyczem

funkeja r,, pod znakiem calki jest uwazana za funkeje zmiennej ¢;

gdy punkt p znajduje si¢ na krzywej (C) i odpowiada wartosei

parametru s =s,, to dla #=3s, otrzymujemy pod znakiem calki

niecigglosé logarytmiczng, przy ktérej catka zachowuje sens.
Podobnie:

w(p):f (t) ;tarctg ygt;dt’)

przedstawia potencjal warstwy podwéJnej.
Funkcje »(p) i w(p) uwazane jako funkeje zmiennych z

') Wszedzie, gdzie nie ma podanych granic calkowania, nalezy przyjaé
przedzial od O do 7, przyczem ! oznacza dltugoéé krzywej (C).

?) Omoéwienie kwestji wielowartodciowodei funkeji arc tg. znajduje sie
w rozdziale 3.
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i y. to jest spolrzednych punktu p posiadajag nastepujace
wlasnosei: »
19) W kazdym punkeie obszaru (D) lub obszaru (D’) ezynig
zadosé réwnaniu:
?u . u
e A

29 Funkecja v (p) jest ciagla w kazdym punkeie p plaszezy-
zny & y, pochodne za$ z?: ‘2; sy ciggle w kazdym punkeie ob-
z 9

szaru (D), jak tez obszaru (D). Zachowanie sig tych pochodnych
w punktach ograniczenia (C), jak tez w wypadku, gdy punkt p
zmierza nie opuszczajac obszaru (D), wzglednie obszaru (1)’) do
punktu ograniczenia (C), charakteryzuja nastgpujace zwigzki:

dv dwv
st S ALy §) 1
dn_ dn Ml

; B y()—
dn++dn\ 2fy(t - are tg* e )dt

skad wynika, ze funkcje i i fjlw?, sg funkejami cigglemi parame-
dn, dn

tru s, bo funkcja mnozaca w (¢) pod znakiem calki jest ciagla, gdy
s==t 1 wszedzie ograniczona.?) ’
3% Funkeja w (p) jest ciagla w kazdym punkeie obszaru (D)
i w kazdym punkeie obszaru (1)), funkeje za$ w, (s) 1 w_(s) sa
funkcjami eigglemi parametru s, poniewaz zachodzg zwigzki:
wy (s) — w_(s) =2nv(s)?%)
@) f ARl 2t
wye(s)Fuw_(8)=2 | » (t) 5; 2rc tgz(s) e (t) dt
4°) W kazdym punkeie obszaru (D) i obszaru (D) istnieja
pochodne cz@stkowe dowolnego trzedu tak funkeji o (p), jak tez
funkeji w (p) i pochodne te sa ciggle, a nadto obie te funkcje sg
~ regularnie analityczne w otoczeniu kazdego punktu, nalezgeego do
obszaru (D) lub do obszaru (1’). Funkeja potencjalng, albo krétko

(M

1) Dr J. Plemelj. Potentialtheoretische Untersuchungen. Teubner in Leip-
zig 1911 str. 20 wzor 17a. W dalszym ciagu pracg te oznaczamy litera P.

%) Wynika to z zaloZen o krzywej (C) i wzoréw (36), (5b).

3) P. str. 22 wzor 4, ;
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potencjalem, okreslonym w pewnym danym obszarze (otwartym
lub zamknigtym) nazywamy takg funkeje f (p), ktéra posiada pierw-
f f o
dx¥ Jyt
znacznie w kazdym punkeie danego obszaru i ktora nadto w kaz-

sze pochodne i drugie pochodne okreslone jedno-

dym punkeie tego obszaru czyni zado$¢ réwnaniu Af = 0.

W przypadku, gdy dany obszar jest polozony w skofiezono-
sci, funkcja potencjalna nazywa sig regularna i obszar, w ktérym
a funkeja jest zdefiniowana, nazywa sig regularny, jesli pochodne
pierwszego rzedu sg ciagle jednostajnie w tym obszarze 1 jesli
9% 9%
9a* dy?

Przypusémy, ze dany obszar rozcigga sig nieograniczenie i ze
nadto obszar, ktéry rozciaga si¢ do kola o promieniu dowolnie
duzym, jest regularny, to obszar ten jest regularny w nieskonczono-
sci (1 wogéle regularny), a funkecja f(p) jest funkeja potencjalng
regularng w nieskonczonosei (i wogéle regularng w danym obsza-
rze), jesli spelnione sg nastgpujace warunki:

lim f (p) = e

istnieja pdchodne rzedu drugiego catkowalne.

limR—a—Ji 0 lim Ré)[:O.
Remoo Rem00 ay
przyczem ¢ oznacza stalg w zupelnodci okreslons, a R jest to od-
leglosé poczatku spélrzednych od punktu p.
Jezeli dla dostatecznie duzych R funkeja f(p) da si¢ przed-
stawi¢ w formie:

/(p) =m log 5+ 9 (p)

gdzie m jest stala, a @(p) jest funkeja potencjalng, regularng w nie-
skoficzonosei, to m nazywa sig masa, od ktérej potencjal f(p) po-
chodzi. :

Stosujac powyzsza definicje do potencjalu warstwy pojedyn-
czej 1 podwdjnej, dochodzimy do wniosku:

59) Potencjal warstwy pojedynczej i podwdjnej jest funkejg
potencjalna, regularng w obszarze (D). Potencjal warstwy pojedyn-
czej jest funkejs potencjalng, regularng w obszarze (1)), jesli:

N Poatr: 88§ 2
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m:fu(t)dtzzo

Potencjal warstwy podwdjnej jest funkeja potencjalng regu-
larng w obszarze (D).

W teorji potencjalu wazne zastosowanie ma:

I. Twierdzenie Greena.?)

Oznaczmy przez U(p) i W(p) funkeje, posiadajace pierwsze
pochodne eciagle jednostajnie w obszarze (D), a drugie pochodne
Sl AU W W
Ox2’ 9,—!/2': R T[/g
obszarze. Uwazajmy nadto normalng w dowolnie obranym punkecie
krzywej (C) jako oé, skierowang do wnetrza.

w_zupelnodei okreslone i calkowalne w tym

W takim razie:

,aUaW U oW W
f‘ ax'alJﬁaq :dd ff 912+azjdxd/
(D)

(©

przyczem calka krzywolinjowa wzdluz krzywej (C) jest wazieta
w kierunku dodatnim, to jest takim, ze styezna po obrocie o% :

ma kierunek zgodny z kierunkiem normalnej. Przy pomocy wzoru
Greena mozna udowodnié nastgpujace twierdzenia: ;

[I. Twierdzenie. Jezeli funkeje Up) i W(p) sg funkejami
‘potencJalneml regularnemi w obszarze (D), to wéwezas:

Al
f( E_Um)d-s:o

(€9)

II. Twierdzenie. Kazda funkeja ciagla u(s), ktéra czyni
zadosé warunkom:

3) f log rafb(s) u(t) ds dit =0

I Posteib & 8
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1

'fu(t)dt=o

0

réwna si¢ identycznie zeru.

Aby to wykazaé, zwr6émy uwage, ze v(p)= flogr,,y(s)ds

i ©
jest potencjalem warstwy pojedynczej, a zatem na podstawie pierw-

szego ze wzoréw (1) mozna calke (3) przedstawié w formie:

2f() 'lv‘df fflf)gmz( (t) ds dt.

Zastosujmy teraz wzér Greena do obszaru (D), przyjmujac p)y=
= W (p) =v(p), a nastepnie do obszaru, zawartego migdzy krzywa
(C), a kolem o promieniu R, dostatecznie duzym.

Jezeli przyjmiemy w obu wypadkach normalna jako o§, skie- :

rowang do wnetrza obszaru (D), to uwzgledniajae wzoér Greena
i wlasnosé 1°) potencjalu warstwy pojedynczej, znajdziemy w gra-
nicy, gdy promier’l I ro$nie nieograniczenie:

S + (G |emer= frofa— )

przyczem calka, znajdujaca sig po lewej stronie, jest rozeiggnieta

na calg plaszczyzng ay.
7 ostatniego zwigzku na pOdStdWle 4) wynika, ze:

O (R ) Py e

Aby zatem warunek (3) byl spelniony, musi zachodzié¢ iden-
tycznosé: gZE ;;)—O Stad wnosimy, ze potencjal v(p) jest staly
wewnatrz krzywej (C) i na zewnatrz krzywej (C), a poniewaz
znika w nieskonczonosci i jest ciagly w calej plaszczyZnie ay,
wiece znika identyezuie, co jest tylko wowezas mozliwe na podsta-
wie pierwszego wzoru (1), jesli wu(s) réwna sig identyeznie zeru.

IV. Twierdzenie. Kazda funkecja u(s) ciagla i czynigea
zadosé warunkom:
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flog . wthdt =210
©

(6)

réwna sie identycznie zeru.

Aby to wykazaé, wystarczy zauwazyé, ze z identyeznosei (6)
wynika natychmiast zwigzek (3), a stad na podstawie twierdzenia
poprzedzajacego: u(s) = 0.

V. Twierdzenia Plemelja.!) Funkcja:

flogr,,,—a';arc gy( 1400 t)d

x(u) — = (f)
©

jest funkeja symetryczng zmiennych s i t. Ze wzgledu na wazne
zastosowanie tego twierdzenia, podajemy jego dowdd.
W tym celu kladziemy we formule:

W 40
f{U T }ds_—_O

©

w miejsce funkeji U i W: :
U(p) it log 7 W(p) K log Tpay

Jako obszar wewnetrzny przyjmujemy obszar (D), albo obszar
ograniczony krzywg (C) i kolem o promieniu R, dostatecznie duzym.
W obu wypadkach punkty ¢, i ¢, sa zewnetrzne. Calka krzywo-
linjowa, wzigta wzdluz obwodu kola zmierza do zera, gdy promien -
R ro$nie nieograniczenie. Uwzgledniajac te okolicznosé i wazér
nastepujacy :

d y(8)—y(g)

——log1 g—arc tg r(s)~:r(q)

dn

oraz wprowadzajac oznaczenie:

i, J y(t) — y(gs)
g(g192)~;f10g’Q1f ot are tg )—-L(q,)dt
(©

znajdujemy : -
991 1) = 9(¢s 1)

1) P. str. 27 § 18.
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Jezeli przyjmiemy,” ze punkt ¢, jest staly, to funkeja g(gy s)
przedstawia potencjal warstwy pojedynczej, jezeli zas punkt g, jest
staly, to g(g; ¢s) przedstawia potencjal warstwy podwdjnej. Poniewaz
potercjal warstwy pojedynczej jest ciggly w calej plaszezyznie
a potencjal warstwy podwéjnej czyni zadosé zwigzkom (2), wige
mamy:

g(tsy) = g(sty)
glbs_) =g(st.)

Dodajge te dwie réwnosei i dzielge przez dwa, znajdziemy
ostatecznie :

g(st) = g(ts).
skad wynika natychmiast sluszno$¢ twierdzenia Plemelja. Gléwne
zagadnienia teorji potencjalu sg nastepujace:

I. Problemat Robina-Poincarego.

Dana jest ciagla funnkeja f(s), zalezna od parametru s t. j.
dlugosei tuku krzywej (C). Udowodnié istnienie potencjalu warstwy
pojedynezej v(p), ktéry w kazdym punkcie ograniczenia (C) czyni
zado$é réwnaniu:

™) —2'7(17&_——22*%:/(3)
przyczem A oznacza dowolny parametr. Nadto zbadaé wlasnosei
funkeji »(p), uwazanej jako funkecja zmiennej zespolonej 4.

II. Problemat Neumana-Poincarego.

Udowodnié istnienie potencjalu warstwy podwdjnej w(p), ktory
w kazdym punkecie ograniczenia (C) ezyni zado$é réwnaniu:

®) 0 - e =10

i zbada¢ wlasnosei funkeji w(p), uwazanej jako funkecja zmiennej
zespolonej A.

Rownania catkowe.

A. Jgdra ogdlne.

Oznaczmy przez K(st) funkejg zmiennych s i ¢, kwadratowo
calkowalng i ciagly z wyjatkiem ewentualnie odcinka s =, a okre-
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$long w obszarze (¢ =< : = b). Funkecje te¢ w dalszym ciggu bedziemy

nazywali ,jadrem®. Niech f(s) oznacza funkeje ciggla zmiennej
s, okreslong w przedziale (@ = s = b).

Réwnania :

F& =g+ f K@gu
(9) a0
FO=v@+1 [ K)o

nazywajg sie réwnaniami calkowemi, ze sobg sprzezonemi
Funkeje f(s) i K(st) sg dane funkeje zas @(s) 1 ¢(s) sa funkcjami
szukanemi; 4 oznacza dowolny parametr. Istnieje pewna funkeja
K(A4; st), zalezna od parametru A i zmiennych s i £, ktéra nazywa
‘sig ,funkejg rozwiazujagca“ a ktérs wyznacza w zupelnosei
jadro K(st), jak to zobaczymy nizej. Zapomoeg funkeji rozwigzu-
jacej mozna rozwigzaé réwnania (9) przy dowolnie zadanej funkeji
f(s). Funkcja rozwigzujaca jest funkeja ciagly zmiennych s i ¢
w kazdym punkeie, w ktérym jadro K(st jest ciggle, ze wzgledu zas
na parametr 4 jest funkeja meromorficzng w calej zespolonej pla-
szezyznie A. Funkcja K(4;st) da si¢ przedstawié¢ w formie:

D (4 st) 1)

przyczem D (4;st) i D(4) sa to calkowite funkcje parametru A.
Mozna zatem polozyé:?)

D A3 5= ao(st)—{——;'— ay (st)+ ... %a" (st)+...

, . i r
(10) ])(l)=l+—1—a,+... ~n—!a"
gdzie:

4, (st) = K (st)

!) Tr. Lalesco. Introduction a la Théorie des Equations Intégrales. Pa-
ris 1912, str. 27 wzdr ostatni. W dalszym ciagu ksiazke te oznaczamy litera L.
) L. str 28 wzoér 17,
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» | K(st) K(t,8)....K(t. 1)

) f f f K(s’ SR o Kft"tf) Bl

K(st) Kht) ... K(t¢)
a, = fK(tt) td

(11) » | K(tity) K(toty).... K(2, t,)
aﬂ_ff f K (1,t,) K(tt,) ~ Kt db. di,
e K(t1 ,,) ( K(t tﬂ)

Poniewaz funkecja rozwiszujaca jest ilorazem dwu funkeji cat-
kowitych, zaleznych od parametru 4, wige vezywiscie funkeja ta
posiada jako punkty osobliwe te wartosci na parametr 4, ktore D)
obracaja w zero. Wartosci te bedziemy nazywali ,w artosciami
charakterystycznemi“ a wiadomem jest o tych wartosciach
ze tworza one mnogosé przeliczalng z jedynem punktem skupienia
w nieskoniczonosci, jak to wynika z teorji funkeji analitycznych.
O ile na 4 nie przyjmujemy wartosci charakterystycznych, to fun-
keja rozwiazujaea czyni zadosé nastepujacym zwigzkom:

K(i;8) 4 4 f K(sw) K (4; ut) du = K(st)

K(4;st) + lfK(l; su) K (ut) du = K (st)

skad wynika takze, Ze rozwigzanie powyzszych réwnan zapomocy
funkeji zaleznej od dowolnego parametru 4 i zmiennych s 1 ¢ jest
jednoznacznie okreslone.

VI. Twierdzenie Fredholma.!') Réwnania 19) posiadaja
odpowiednio nastgpujace rozwigzanie:

o (8) = F (o) — 1/1{(1; st) £ (1) dt

1) L. str. 37 § 8
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VO =502 [/ K@)t

dla kazdej wartosei na parametr A, réznej od ktérejkolwiek z war-
tosci charakterystycznych i dla kazdej ciaglej funkeji f(s). Z war-
tosciami charakterystycznemi lacza sig §cisle réwnania calkowe tak
zwane ,jednorodne* ksztaltu:

®o (8) + 4o /K(st) @o(t) dt =0

Vo) + 4 fK(t)wy(at=0

przyczem przez A, oznaczylismy jedng z wartosei charakterystycznych,
a przez @, (s) i Y,(s) szukane funkeje. W odréznieniu od tych ré-
wnan, réwnania (9) zwg sie réwnaniami calkowemi niejedno-
rodnemi.!)

Oznaczmy: 2)

1€ 4y 1) I8 1) S e )

f(b'l Sp-o8u) | K(s11y) K(sity). ... K(s.ty)
e :

K (s,t,) K(s,8,)..:. K(s,t,)
; A . IR R R
])(l' 818 sn)= (3151 Sn) i f (1 2 n )du
i S ’ N +1 f R e i
12 b b
77777 8y 8g5 .. 8, Uy Us
o+ 2!fff(tl bt u?) ol B

Przypusémy, ze 4, jest pierwiastkiem réwnania D (1) =0
wielokrotnosei #; w takim razie 4, musi by¢ biegunem funkeji
rozwigzujacej, gdyz zachodzi zwiazek: %)

) Przypuszczamy zawsze, Ze f(8) nie znika identycznie, gdyz, jesli
f(8)=0, a 4 nie jest wartoicig charakterystyczna, to @ (s)=1 (8)=0.

%) P. str. 32 wzdr (g) i (9.

3) P. str. 33 wzor ().
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EDH. o e
;W;‘_f_,_fl) (/l, u,...un) du, dug . .. du,

Niech rzad tego bieguna bedzie m. W otoczeniu bieguna 4,
funkeja rozwigzujaca da si¢ zatem przedstawié w ksztalcie: !)

i e By (st) Wlel) gL sl
K@) == st gogyat - TP

przyczem funkecja A, (st) na pewne nie znika identyeznie, a funkeja
P(4;st) ze wzgledu na parametr 4 jest szeregiem potegowym, zbie-
znym w kole. ktérego srodek lezy w 4, i ktérego promiefn réwna
sig odleglosci bieguna 4, od najblizszego bieguna funkeji rozwia-
zujacej.

WprowadZzmy nastepujace okreslenia: 2) 2

199 Dwa jadra K, (st) i K, (st) kwadratowo ecalkowalne
i ciagle w kazdym punkecie obszaru (a§z =b) — z wyjatkiem e-

wentualnie odeinka s=¢ — sg yortogonalne“ albo ,nawpdlor-
togonalne“ zaleznie od tego, czy zachodzg obie, czy tylko jedna
z nastapujgeych tozsamosei:

f X, (ou) K (uf) du a0

/K, (su) K, (ut) du==0

2% Zbiér funkeji cigglych w przedziale (a, b):
D, (s) Dy(s).... D.(a)...
Wity @t - Potey
tworzy tak zwany system biortogonalny, jeéli czyni za-

doéé nastgpujgcym warunkom:

b

f ,(s) T,(s) ds = 6,

1y L. str. 44. wzor 1b.
’) L. str. 40 § 4.
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przyezem d,, =0, jesli p==¢, albo tez réwna sie 1, jesli
Py,
3% Wyrazenie:
o) T(8)
B = o

nazywa sig czescig jadra K(sf), odnosza‘ea, sig do bie-
guna 4, a:

hy (st)
(12) B = 7= ot 7o

hy (st)

jest funkeja rozwiazujaca jadra H (0 st).

4°) Jadro (12) nazywa sie¢ jadrem kanonicznem?)
rzedu m, jesli istnieje m — 1 stalych @, a,...a,_, réinych od
zera i taki uklad biortogonalny

Dilsjn D2 (3)
ilsyive & (3)

iz zachodzy zwigzki:

hy (st) = 2‘@, (s) W, (%)
by (st) = Y'a, B,(5) Byppa(t)

m—s

hy(st) = X'a, a1 @, () Ty (1),

p=1

Ao (8t— 0 a,

Ay 1(3) v, t)

Przy tych okresleniach mozna wyslowié nastgpujace twierdzenia:
VII. Twierdzenie. Jadro H(o,st) jest ortogonalne do jadra
P(o; st), ktére nie posiada jui 4, jako wartosei charakterystycznej.
VIII. Twierdzenie. W przypadku, gdy jadro H(o;st) jest

kanoniczne, mamy:

1) L. str. 55 § 10.
Rozpr. Polsklego Tow. matem. b
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@, (s) 4+ 4, f H(o; st) @, (t)dt = 0 ~

T, (s) 4 4 f ., (1) H(o; ts) dt = 0

i réwnoczesdnie:

®, (5) + 4, f K(st) ®, (t)dt =0

o, (s) + zofwm (&) K(ts)dt = 0.

Funkcje &,(s), ¥, (s) nazywaja sie ,funkejami cha-
rakterystycznemi¥, nalezgeemi do wartosci charakterystycznej -
4y. One stanowia pare rozwiazan réwnan calkowych jednorodnych,
ze sobg sprzezonych.

IX. Twierdzenie. W praypadku ogélnym jadro H(o; st)
jest sumg skoficzonej liczby jader kanonicznych, migdzy sobg orto-
gonalnych. Mozemy wige polozyé:

H(o; sty = H"(st) 4 ... H"(st))
przyczem H®(st) (p =1,2...r) jest jadrem kanonicznem rze¢du m,.
Mamy:

m=my -+ my 4 ... 4+m,

Poniewaz kazde z jagder kanonicznych dostarcza jedna pare
rozwigzah réwnan calkowych jednorodnych, ze sobs sprzezonyech,
a tych jader jest », wige istnieje » par rozwigzah. Liczba » na-
zywa sie stopniem wartosci charakterystycznej 4,.
Rzad wartosci charakterystycznej 4, réwna sig najwigkszej z liczb
My My ... M,.

Z powyzszych twierdzen wynika:

X. Twierdzenie Fredholma?). Jezeli 4, jest wartoscig
charakterystyczng stopnia », to réwnania calkowe jednorodne:

B(s)+ Ay f K(st) D(t) dt = 0

1) L. str. 59. § 13.
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T(s) 4 4, f W(t) K(ts)dt =0

posiadaja dokladnie r par rozwigzan, przyczem r rozwigzah @ i r
rozwigzan & sy linjowo od siebie niezalezne. Kazde inne rozwig-
zanie tego ukladu réwnah wyraza sig linjowo zapomocs funkeji @,
wzglednie .

- XI. Twierdzenie!). Funkcje @ i & tworzg system biorto-

gonalny wtedy i tylko wtedy, jesli rzad wartosci charkterystycznej
réwna sig jednosei.

XII. Twierdzenie Fredholma?). Réwnanie catkowe
niejednorodne :

9@+ 4o [ K pt)dt = 705

posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, jezeli funkeja f(s) czyni
zados$é warunkom :

f F(s) W(s) ds =0

dla wszystkich @, nalezacych do 4, Podobnie réwnanie calkowe:

W)+ 4, K () Bt dt = (s

posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, jesli:

S 7606 ds =0,

dla wszystkich @, nalezgeych do 2,.

XIII. Twierdzenie Goursata3). Jezeli jadra K,(st)
1 K,(st) sa ortogonalne, albo nawpdlortogonalne, to zbiér wartosei
charakterystyeznych, nalezacych do jadra K, (st) 4 K,(st) jest utwo-
rzony ze sumy zbioru wartosci charakterystyeznych, nalezacych do

Y L. str. 58 § 11.
) L. str. 61 § 14.
%) L. str. 40 § 4.
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jadra K, izbioru wartosci charakterystycznych, nalezacych do jadra
K,. Nadto funkeja rozwiazujgca jadra K,(st) 4 K,(st), réwna sig
sumie funkeji rozwigzujgeych, nalezacych do jader K, (st) i K, (88),
jednak tylko wéwezas, gdy jadra sg ortogonalne.

XIV. Twierdzenie. Istniejg jadra, ktére posiadajg wartosei
charakterystyczne i istniejs takie jadra, ktére ich nie posiadajg.
Aby to wykaza¢ wystarezy podaé prayklady. Otéz jadro K(st), réwne
stalej (réznej od zera) posiada- jedng wartos¢ charakterystyczng,
J ¥(s)—y(®)
s arc tg (8) _-A%
posiada wartosei charakterystyczne, jak to wykazemy w rozdziale III.
Inny przyklad mamy, przyjﬁlujqc:

(13) K(st) = ur(8) 02 (8) 4~ us (s) 0a(8) + .. wa(s) 0a(8),

gdzie wu,(s), v,(t) (k=1,2...n) sa funkcjami cigglemi, okreslonemi
w przedziale (a, b). Jadro (13) moze posiadaé tylko skonezong ilosé
wartosei charakterystycznych, gdyz wszystkie a, dla k& = n réwnaja
sig zeru, a zatem rozwinigeie (10) na D(Z) redukuje si¢ do wielo-
mianu. Wynika to natychmiast ze wzoru (11), jezeli zwrdcimy uwage
na to, ze wyznaczniki pod znakiem calkowym stopnia k > n zni-
kaja. Jezeli wige w tym wypadku przynajmniej jedno a, (k=1,2...%)
jest od zera odmienne, to jadro (13) posiada wartosci charaktery-
styczne, w przeciwnym razie wyrazenie )(4) jest identycznie réwne
jednosci i wtedy jadro (13) nie posiada oczywiscie zadnej wartosei
charakterystycznej. Ten ostatni wypadek zachodzi dla jadra: ?)

K(st)= A(s). B(t)
gdzie funkecje A(s), B(s) sa ciggle w przedziale (a, b) i takie, ie

fA(s).B(s) de =0,

B. Jadra symetryczne.
Niech bedzie dana funkeja K(st), o ktérej zakladamy:
1°) Funkeja K(st) jest symetryczna wzglgdem zmiennych si ¢, to
znaczy, ze K(st) = K(ts).
2° Funkeja K(st) jest ciagla w kazdym punkeie obrazu

jak to wynika z rozwinigeia (10). Podobnie jadro

b=

: = b) z wyjatkiem ewentualnie linji s=t¢. Jezeli ta niecigglosé¢

9 L. str. 62 § 17.
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ma miejsce, to w takim razie |s—¢ | K(sf)| jest ograniezone,
przyczem liczba x czyni zado$é nieréwnosei o <« <} i jest nie-
zalezna od zmiennych s i . Jezeli funkeje K(sf) przyjmiemy jako
jadro réwnania calkowego, to w takim razie réwnania (9) redukujg
sig do jednego réwnania calkowego:

(14) F© =90+ [ K g

Funkeja rozwigzujaca K(4; st), nalezgca do jadra symetryeznego
jest réwniez funkeja symetryczng zmiennych s i 2

XV. Twierdzenie Hilberta!). W praypadku jadra sy-
metrycznego istnieé musi przynajmniej jedna wartosé charaktery-
styczna, a nadto wartosci charakterystyczne sy rzeczywiste i rzedu
pierwszego. ’

Jadro K(st) jest ,zamknigte“ jedli nie mozna wyznaczyé
takiej funkeji g(s), réznej od zera, aby spelniona byla identycznosé:

b

(15) f K(st) g(t) dt = 0,

a
b

1 aby przytem istniala calka [ ¢2(s)ds od zera odmienna.
XVI. Twierdzenie Hilberta?. Jadro zamknigte musi
posiadaé nieskoficzenie wiele wartosci charakterystycznych.
Dowéd. Gdyby jadro K(st) posiadalo skoficzong liczbg war-
tosei charakterystycznych, mieliby$my :
K(St) P P1 (S) ¢@ + Fa ¢"(S) (p,(t)
4 .
~gdzie 4, 43...4, sy wartosei charakterystyczne, a ¢, (8) ... @u(s)
odpowiadajgce im funkeje charakterystyczne. Jezeli do ukladu funkeji
@,(8) ... @.(s) dolgezymy dowolng funkeje f(s), linjowo od nich nie-
zalezng 1 kwadratowo calkowalng i polozymy:

P (&) =10 — J9u(5). [ 115) 0 (5) ds.

ke=1

1) Dawid Hilbert. Grundziige einer aligemeinen Theorie der linearen In-
tegralgleichungen. Nachrichten der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Got-
tingen 1904. Heft 1. str 72. Satz 3. W dalszym ciagu prace te oznaczamy D. H-

3 D. H. str. 74 pierwsze zdanie z gory.
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to znajdziemy :

Puta(s) F 0
f K(st) @ys(s) ds == 0

whrew zalozeniu.

Jadro K(st) nazywa sig ,co do znaku oznaczone“ albo
krétko ,oznaczoneX, jezeli nie istnieje funkcja g(s) kwadratowo
calkowalna, od zera odmienna i taka, aby:

(16) f f K(st) g(s) g (¢) ds dt = 0.

XVII. Twierdzenie!). Jadro oznaczone jest zamkmete i po-
siada wartosci charakterystyczne tego samego znaku.

C. Jadra, dajace sig usymetrycznié.

Niech bedzie dane jadro K(st), réine od zera, ciggle w kaz-
dym punkecie obszaru (¢« = ; = b) z wyjatkiem ewentualnie linji

s=1 1 nadto ograniczone w tym obszarze. Jadro takie da sig usy-
metrycznié, jesli istnieje takie oznaczone jadro N(st), Ze przynaj-
mniej jedna z funkeji:

H, (st) = f K (s4) N (ut) du

H, (st) = / N (s) K (ut) du

_jest symetryczna.

Funkcje H,(st) i H,(st) nie mogs znikaé identycznie, co wy-
nika z tego faktu, ze jadro N(st) jest oznaczone. ,

XVIII. Twierdzenie Marty.?) Jadro K(st), dajace sig
" usymetrycznié posiada nastgpujaca wlasnosé:

1) L. str. 70 § 8.
") L.str. 78 § 14 i § 15.
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Jeseli A, jest wartofcig charakterystyczna. a @, (s) funkcja
charakterystyczng réwnania calkowego:

(17) B+ da [ Ks0) g 0) du=0
to wowczas: :
(18) Yols)=_f N(s, ) s () du

jest funkeja charakterystyczng réwnania calkowego, z niem sprze-
Z0oNego.

XIX. Twierdzenie (pomocnicze).?) Dla dowolnych
funkeji ciagtych @(s) i w(s) w przedziale (0 =s =) i czynigeych
zado$é warunkom: :

(19) 3 fqp ®) ds‘zjzp(s) da=0

zachodzl nieréwnosé:

(20) [/ﬁog re @ (s)w(t) ds dtJ, éf‘/iog 7. @ (8) @(t) dsdt.
: f log 7. ()  (¢) ds dt

Dowéd. Dla dowclnego 4 i dowolnyeh funkeji ecigglych
@(s) i w(s), caynigeych zadosé warunkom (19) ma miejsce na pod-
stawie wzoru (D), jedno z nieréwnosei:

S f10gralo() +29@).l9® + Ay @] dodt>0

S fiog rulp )+ 2w ]9 ()4 2w ()] dsdt<o.

- Stad:

[ f log 7., @(s) w() ds dt -+ / flogr,,w(s)w(t) dsat’ =

4 f ﬁog 7o @(3) @(t) dsdt. / j log r, w(s) w(¢) dsdt.

Jedli uwzglednimy, ze:

1) (. Marty C. R. 150 str. 515, 1910. — (U Marty w miejsce funkeji
log r« figaruje jadro oznaczone. Stad u nas jeszcze dodatkowy warunek (19)).
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fflog 7. @(s) w(t) ds dt =/flog . W (s) p(t) ds dt;

znajdziemy nieréwnosé (20). Nieréwnosé ta zachodzi dla wszelkich
funkeji ciaglych @(s) i 9 (s), spelniajagcych warunki (19), a nazy-
waé ja bedziemy uogélniong nieréwnoscig Schwarza. Niech bedzie

dana funkeja A (st), ciagla w kazdym punkeie obszaru (0 < igl)

z wyjatkiem ewentualnie linji s=¢, i przytem ograniczona w tym
obszarze. Niech nadto funkeja A4 (st) spelnia warunki:

1) f Afat) i 0

(22) f Tog ri: 4 (i) duie ot

gdzie @, (st) jest funkejs symetryczng zmiennych s i £. Pray tych
zalozeniach co do funkeji A (st), mozna wyslowi¢ nastepujace
twierdzenie: :

XX. Twierdzenie.!) Jadro A(st) musi posiadaé przynaj-
mniej jedna wartosé charakterystyczng.

Dowéd. Poléimy:

AD (st) = A(st)

AP(st) = | A(su) A®V(ut) du
(23). f (p==2,3..)

D, (st) = f log r,, A® (ut) du

Funkeje A® (st) (p = 2) nazywajy sig iteracjami rzedu p ja-
dra A (st), sg ciagle i posiadaja tg wlasnosé, ze:

AWt (st) = f AW(su) AN ut) du

@4 fA(’)(t dt w0 (et 93

Funkcje @,(st) sa funkcjami cigglemi i posiadaja nastepujace
wlasnosei:

) M. J. Marty C. R. t. 150 str. 1031 i 1499 przy nieco odmiennych za-
lozeniach, niz te, ktére przyjeliSmy o funkeji 4 (st).
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1) Funkeja @,(st) sa symetryczne wzgledem zmien-
nych s i ¢t @(st) jest funkejay symetryezna wedlug zalozenia (zwig-
zek 22). Przypusémy, ze @,(st) jest funkeja symetryezng; udowod-
nimy, ze funkeja @,,,(st) musi byé tez funkeja symetryczna,

Mamy na podstawie (23):

B le) = f f log 7., A® (uz) A(et) du de.
Poniewasz
D, (s;f) 2= f log 7., A™(u2) du = @, (2s)
wige:
D, (st) = f f log r,, A® (us) A(2t) dudz.

Ze symetrji log r,, wynika w dalszym ciggu:

R = f f log r,, A(zt) A®(us) dudz

Uwzgledniajac wreszcie symetryeznosé funkeji, @, (ut), otrzy-
mujemy:

D,.,(st) = f f log r, A(zu) A®(us) du dz

:flog W AT ds =D, (1)
2) Zachodzi nieréwnosé: =
(Do, (55)]2 = Dy, 19(55) Dop_q(53)

dla kazdej wartosei na zmienng s, wybranej w przedziale (o, [)
-1 dla kazdego wskaznika p = 2.
Aby to udowodnié, uwazajmy:

D, (st) = f f log 7,, A®t)(uz) A~ (2t) du dz

Poniewaz:
gDp—i—l (s2) = @p+l (25)
wige:

?,, (st)‘:: f f log r,, A®(us) A®V (2t) du dz
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Uwzgledniajac wzér (24) i kladae w uogélnionej nieréwnosel

Sehwarza:

@ (u) = A (us)

V) = 4@l
otrzymujemy:

[@y, (51)]* = Papya(55). Pypa (tF)

a stagd przyjmujae s =—¢:
(25) [@,, (55)]2 = Dy, 42(s8) Dy, 5 (59)-

3) Istnieje taka warto§é s=s, iz dla wszystkich
p=2 @,,(s,5,) jest od zera odmienne.

Wybierzmy na p wskainik staly wigkszy lub réwny 2. —
W takim razie @,,(ss) jest rézme od zera dla kazdej wartosci s,
zawartej w przedziale (o, ), albo tez dla pewnego s = s, D,, (50 80)
obraca sig w zero. ;

Jesli:
Dy, (5080) = f f log r,, A® (28,) AP (us,) dudz =0
to z uwagi na zwigzek (24) i twierdzenie III, otrzymujemy:

(26) A9 (usy) =0

dla wszystkich wartosei na w, zawartych w przedziale (o, [). Ze
wzoru: -

A(p+1)(u 5o) =fA (ut) A® (tso) dt

po uwzglednieniu tozsamosei (26) wynika:
AP (usg) = 0.

Poniewas jeden ze wskaznikéw p i p - 1. jest parzysty, a wiee
réwny 2u, zatem:

D, ,(30%) = f f log 7., A (zs,) A (us,) du dz

e f Tog 7. A (usy) du=0
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Powtarzajae dla @,,(s,5)) =0 to samo rozumowanie, ktére
zastosowaliSmy dla @,,(s,5,) = 0 dochodzimy do wniosku:

A (usy) = 0.

Jezeli to rozumowanie dostateczng ilosé razy powtérzymy,
znajdziemy ostatecznie:

p A (usy) =0

dla wszelkich wartosei na u, zawartych w przedziale (o, 7). Ponie-
waz A (us) nie réwna sig identycznie zeru dla wszystkich wartosei

5 s e .

na uis w obszarze (0= " =), wigc istnieje takie s=—s,. ze
u

A(us;) nie réwna sig identycznie zeru dla wszystkich wartosci na

u, zawartych w przedziale (o,/). Stad wynika w dalszym ciagu,

ze Dy, (s, 5,) jest nd zera odmienne dla wszystkich p = 2; gdybv
bowiem ®,,(s, s,) réwnalo sig zeru, musmloby

A(us,) = 0.

Przejdimy do dowodu twierdzenia XX.

Jesli jadro 4 (st) nie posiada wartosci charakterystyeznyeh,
to funkeja rozwigzujaca K (4;st) da si¢ przedstawi¢ w ksztalcie:

(26) K (2; st) = Z'zv A+ (st)

=0

przyczem szereg po prawej stronie jest funkeja calkowits ze
wzgledu na parametr 4 i jest zbieiny bezwzglednie i jednostajnie

w obszarze (o = j =1.

Ze wzoru (26) i okreslenia funkcji @, (st) wynika:

ﬁog " K (A5 ut) du :21” ; flog 7o APV (ut) du

Pp=0

—2‘1 11 (s8).

p=0

Jezeli zatem przyjmiemy s=t=3s,, gdzie s, jest wartoscia
wyzej okreslona, to szereg:
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2,1" D, 1 (5 81)
p=0

przedstawia tez funkeje calkowitg parametru A.
Wynika stad, ze szereg:

D Oy, (s0)

r=1
powinien tez przedstawiaé funkcje calkowita. Udowodnimy, ze tak
nie jest. Rzeczywiscie na podstawie nieréwnosei (25) dla s=s,,
mamy:

[Py, (51 )] = @2p+2(3131) qup—"(sl‘?ﬂ

Stad poniewaz @,, (s, s;) odmienne od zera dla p = 2:

zp+2 (81 81) e Dy, (51 81)

= >0(p=2
@np Gisyl = @,,,_2 (&) S (P___ ),
a tem bardziej:
@2r+2 (5181) REEN
=
Dy, (8181) |7 | Ds (.s'1 ) ' >0(p=2).

Z nieréwnosci tej wynika, Ze szereg 2‘1‘"’—’ D,, (s, 5,) dla
p=1

dostatecznie duzych A4 jest szeregiem rozbieznym, co nie mogloby
mie¢ miejsca, gdyby jadro A (sf) nie posiadalo zadnej wartosei cha-
rakterystycznej. Jadro A (st) posiada zatem przynajmniej jedna war-
‘tosé charakterystyczna.

Wniosek I Jadro A(st), ktére nie posiada zadnej wartosei
charakterystycznej, musi znikaé identycznie.

D. Jadro, ktére jest pochodna funkeji symetryecznej,
perjodycznej.

Niech bedzie dana funkcja K(st), posiadajgca nastepujace
wlasnosei:

19) K (st) jest funkcjg symetryczng zmiennych s i ¢.

2°) K (st) jest wzgledem s i { funkejs perjodyczng, to jest:
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istnieje taka liczba [ rézna od zera, ze dla dowolnych calkowitych
k i k' zachodzi identycznosé:

K (s + ki, t + k') = K (st).

3% K (st) posiada ciagle pochodne pierwszego rzedu: aauy

s !
{‘)Igt(wt) w kazdym punkeie obszaru (o =< : = 1) z wyjatkiem ewen-

tualnie linji s=+¢; nadto pochodne te sa ograniczone w calym
obszarze. ;
XXI. Twierdzenie.!) Jezeli rownanie catkowe:

(27) 96+ [ gy at =0

(28) e»+zf95fizp(t)dt_o

posiadaja wartosci charakterystyczne, to w takim razie te wartosei
charakterystyczne leza symetrycznie ze wzgledu na punkt zerowy
plaszezyzny zespolonej 4.

Dowéd. Zeatkujmy réwnanie (27) od o do s i polézmy:

(29) bl f Sledsis / K (of) @ (t) dt,

to w takim razie:

(30) 2§ 4 f K (st) @ () dt = 0.

Polézmy w ostatniej réwnosei w miejsce s : s kl.
Znajdziemy:

x(s+kz>+sz(s+kz,t)<p (t) dt =
albo na podstawie zalozenia 2°) o funkeji K (st):

(31) 2o+ kY + 2 [ Kty p @) dt =

1) To ogélne tw. figuruje u Plemelja tylko w odniesieniu do jadra -

tgi%:; 51{3 P. str. 85 § 34 - Wzory (33) i (34) u Plemelja nie

ﬁguru)g

www.rcin.org.pl



18

Ze zwigzkéw (30) i (31) wynika, ze funkeja x(s) jest per-
jodyezna. :

Zauwazmy na podstawie (29), ze x'(s)= ¢ (s), to przez cal-
kowanie przez czesci otrzymamy ze zwigzku (30):

9 K (st)
ds

2(s)— 4 2(f)dt=0

Ostatnie réwnanie uczy, ze — 4 musi byé wartoseia charakte-
rystyczng, jezeli - 4, jest wartoscig charakterystyezna.

Ten sam rezultat mozna otrzymaé jeszcze inng droga, ale
przy mniej ogélnyeh zalozeniach co do funkeji K(st). Przyjmijmy mia-
nowicie, ze funkecja K (st) spelnia warunki 1°) i 29) a nadto na-
stepujacy:

3% K(st) posiada ciggle pochodne pierwszego rzedu a—f)%(iﬂ
9 K(st) 9 K(st) :

: o : : :
o druga pochodng %5 [*QTJ ciggla w kazdym punkeie

obszaru (0= f =), z wyjatkiem ewentualnie linji s = ¢; nadto
v

pochodna ta jest ograniczona w danym obszarze.
Uwzgledniajace tg okolicznosé, ze y(s) jest funkeja perjodyezna,
otrzymujemy z (28) przez calkowanie przez czesei:

oA / K(st) '(t) dt =O.

Stad przez wzigeie pochodnej:

lfa{(j Y (t)dt = 0.

- Z tego réwnania otrzymujemy ten sam rezultat, co i z ré-
wnania (32). =
Przyjmujac ogdlniejsze zalozenia co do funkeji Ki(st), mozna
otrzymany rezultat wyrazi¢ w nastgpujacych zwigzkach:
Jezeli:

# o) +4 [T gy =0

(33)
)+Zf9KSt) f)dt =0
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to:
zfaK(“ W () dt =0

,zf?ffi) () dt =0

skad wynika, ze przez kwadratury i branie pochodnych znajdujemy
funkeje charakterystyczne dla wartosci charakterystycznych — 4,
o ile sa znane funkecje charakterystyczne dla wartosei charaktery-
stycznych —+ 4 i naedwrdt.

(34)

Zagadnienia Neumanna i Robina.

Réwnania (7) i (8) prowadzg na podstawie zwigzkéw (1) i (2)
do nastepujacych réwnan catkowych ze soba sprzezonych:

7 s 2(s)— (t)

a nadto spelniony jest warunek:

(37) fK(s D=t

Réwnania (35) sg zupelnie réwnowazne z réwnaniami (71 8).
Kazde bowiem rozwigzanie réwnan (3D) okresla takie gestosei w(s)
i »(s) warstwy pojedynczej lub podwéjnej, iz potencjal od nich po-
chodzacy czyni zado$é réwnaniom (71 8) Naodwrét kazde rozwia-
zanie réwnan (7 i 8) zapomocs potencjalu warstwy pojedynczej
wzglednie podwdjnej okresla takie gestosei u(s) i #(s), Ze spelnione
sg zwiazki (1) wzglednie (2), a tem samem znalezione jest roz--
wigzanie réwnan (35).

u(s)+ 4 f K (st) u(t) dt = f(s)
(35) .
w(s)+lfv(t)fi(ts) dt = f(s)
przyczem H
(36) Kity= L 2 aro i ¥y
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() —y ()
z(s) —x(t)
Dla okreslenia jednej gaiezi tej funkeji, obieramy tak, jak na ry-

Funkcja aretg nie jest jednoczesnie okreslona.

~

BN,

X

sunku kierunek rachowania dodatnich lukéw, a na zmienne s i ¢
przyjmujemy wartosci zawarte w obszarze (0 = ; = l). Niech m

bedzie dokiadng dolng granica wartosei y(s) (0 =s=1), odpowia-
dajacych krzywej (C). Istnieje w takim razie przynajmniej jeden
taki punkt A, polozony na krzywej (C), ktérego rzedna jest m
i w ktérym styczna jest réwnolegla do osi x. Punkt ten obieramy
za poczatek lukéw s i ¢ Jezeli punktowi N odpowiada ‘wartosé
parametru f, a punktowi M wartosé parafnetru s >t, to odein-
kowi, lgczacemu punkty N i M nadajemy kierunek od N do M.
Kat zawarty miedzy osig x. a wektorem NM, jest to kat do-
datni, mniejszy od 27, o ktéry trzeba obréeié o§ x w kierunku

dodatnim, aby nakryla zgodnie wektor NM. Przy tych umowach,
budujemy nowsa funkeje f(st) w “obszarze (o= st =1). w naste-
pujacy sposob:

1°) Przyjmujemy f (o, 0) = o.

29) Funkecja f(ss) réwna sig katowi dodatniemu, mniejszemu
od 2m, o ktéry trzeba obréci¢ o$ x w dodatnim kierunku, aby
nakryla zgodnie styczng do krzywej (C) w punkeie s, przyczem ta
styczna ma kierunek rosngcych lukéw.

Dla s=t, niech f(st)== f(ts). Wobec tego zalozenia wystar-
czy funkeje f(st) zdefiniowaé dla s>t Otéz w tym wypadku
przyjmujemy jako wartosé funkeji f(st) kat, zawarty miedzy osig ,
a wektorem NM. Majac zdefiniowans funkejg f(st) w obszarze
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{ = ‘; =) rozszerzamy obszar zmiennosci na cala plaszezyzne
t, przyjmujge:
S =F(st)+ (k+ F)n
przyczem:
s'=s-4 ki
¥ =tk
gdzie k i k&’ sy to jakiekolwiek liczby calkowite.
Funkeja f (st) posiada nastepujace wlasnosei:

J y(5—y@
35 ¢ tg Ty (—t)-—f( st)
% are tg Z((':)):Zgg E%f(st).

Polézmy:
N, (s8) = f(st) — + IR

Nyl

Funkeja N, (st) jest perjodyczna wzgledem zmiennyeh s i ¢,
2 mianowicie mamy:

Ny (s ki, t + & 1) = N,(st) = Ny (ts)

Nadto:
yd & y(s) —y@®) _ 19N, (st)
ol udis ey bl 8 w(s) —x(t) +
(38) 91\; 169 g —o.
Wartosci charakterystyczne jadra liarc tg y(9) —y(@)

s x(s) — a(?)’

XXII Twierdzenie.!) Jadro K (st) posiada — 1 jako war-
t0$¢ charakterystyczng stopnia pierwszego 1 rzedu pierwszego.

1) P. str. 54 § 25.
Rozpr. Polskiego Tow. matem . 6
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Dowéd. Ze zwigzku (37) wynika natychmiast, ze réwnanie
calkowe:

(39) v — [ Ka=0

posiada jako funkeje charakterystyczna, nalezaea do wartosei cha-
rakterystycznej — 1, liczbe stals, rézng od zera. Wobec tego réw-
nania jednorodne, z réwnaniem (39) sprzgzone:

(40) 96— [Ke)p@dt=0

‘posiada tez rozwiazanie @ (s) = m(s), ktére nie znika identycznie;
— 1 jest zatem wartodcig charakterystyczng. Poniewaz stala jest
rozwigzaniem réwnania (39) a funkeja m(s) jest rozwigzaniem réw-
nania (40), wige aby wykazaé, ze — 1 jest wartoscig charaktery-
styczng rzedu pierwszego, wystarczy na podstawie twierdzenia XI

udowodnié, ze calka f m(s) ds jest réina od zera. Przypuéémy,

ze j m(s) ds = 0. Potencjal:

1 .
(41) v(p) =f10g r,,,m(t) dt :
czyni zado$é na podstawie (1) i (2) nastepujacym zwiszkom:
dv dy :

dv dv
g T g = 2m | Kleym(t)di = 2nm(e

skad po uwzglednieniu twierdzenia Greena wynika, Zze potencjal
v(p) jest wewnatrz krzywej (C) staly. Poniewaz potencjal jest we-
wngtrz krzywej (C) staly, a nadto jest funcjay ciggla i regularng

w nieskonezonosei, ( f m(s) ds =0), musi zatem znikaé identycznie,

co pociaga za soba, ze m(s)=0 whrew temu, co udowodnilismy
o funkeji fm(s). Pozostaje jeszecze do’udowodnienia, ze — 1 jest
wartoscig charakterystyezng stopnia pierwszego. Z uwagi na to, ze

f m(s)ds jest rézna od zera, mozna wyznaczyé staly ¢ tak, zeby:
f[cm(s) ~+ my(s)] ds =0

przyczem przypuscilismy, ze ¢(s)= m,(s) czyni tez zadosé réwna-
niu (40). Potencjai:
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${p) = f log ri, [em (¢) + my ()] dt ;

posiada te same wlasnodci, co i potencjal (41), a zatem c.m(s) 4
+ my(s) =0, czyli funkcja m(s), czynigea zado$¢ réwnaniu (40)
jest okreslona w zupelnosci az do wspdlezynnika statego.

Przyjmujemy w dalszym ciaggu jako funkeje charakterystyczng
réwnania (39) liczbe stala |1, wobec czego funkeja charaktery-
styczna réwnania (40) ma te wlasnosé, ze

fm(s) ==,

XXIII. Twierdzenie.!) Liczba -1 nie moze byé warto-
§cig charakterystyczng jadra K(st).
Dowéd. Przypusémy, ze réwnanie calkowe:

96+ [ Kt) plt)at =0

posiada rozwigzanie ¢(s)= n(s), nie znikajace identycznie. W ta-
kim razie potencjal:

o(p) =flog ;1~ n(t) dt

czyni zados$é zwigzkom:

dv dv
S 27 n(s)
248 e Crbn w3 |
duy ' du_ SR )
stad wynika, ze:
dv
(42) ; = 0

(43) : fn (s5)ds=0

Na podstawie wzoru Greena wnosimy z (42) i z (43), ze po-
tencjal v(p) znika identycznie zewnatrz krzywej (C), a poniewaz
jest funkeja ciagla znika takze i na krzywej (C), a tem samem
wewnatrz krzywej (C), eo pociaga za sobg, ze n(s)=0 wbrew za-
lozeniu.

1) P. str. 54 § 25. Ograniczenie (C) sklada sie z jednej krzywej zam-
knietej.
6k
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XXIV. Twierdzenie. Wartosci charakterystyczne, nalezgce
do jadra K(st) sa rzeczywiste, rzedu pierwszego.

Dowéd. Na podstawie wzoréw (39) i (40) i twierdzenia XXII
mozemy polozyé:

(44) K=~ ms) 4 A st

przyczem A(st) jest funkejg cia,g‘lag zmiennych s i ¢ w obszarze

1 aN (st)

0= : =), gdy~s3=t i wszedzie ograniczong. Uwzgledniajac

zwigzki:
(45) ms) — f K(stym(t) dt =0
1 ——/K(ts)‘dt =0

znajdziemy:

fA(st) m(t) dt =0
(46) f Ats) de =i

Polézmy
Lo “idms(8)

(47 mi) =7 — 2
gdzie 1( 1) jest funkeja ciggla, czyniges zadosé warunkowi:

/ ‘dm, (s) et
Z tozsamosei (44) i (47) wynika:
d 1
A(st) = 5 [ml (s)+ = N, (s t)]

a wieec A(sf) jest pochodng czastkows rzedu pierwszego. Na pod-
stawie twierdzenia (V):

f log r.. K (ut) = H(st)
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gdzie H (st) jest funkcja symetryczng zmiennych s i £. Podstawia-
jac za K (ut) wyrazenie (44), znajdziemy:

f log 7, [m(v) + A (ut)] du = H (st)

Lecz:

flog 7w M (u) du = a = Constans
a ‘zatem:
48) f g v A ot dis = Hist) = &

czyli A (ut) da sig¢ usymetryeznié przy pomocy funkeji log r,. —
Niech bedzie ¢,(s) = p(s)+ i ¢(s) funkecja charakterystyczna zespo-
lona, nalezgeca do wartosei charakterystyeznej A, tez zespolonej.
Istnieje w takim razie funkcja charakterystyczna @,(s )——p(s)—
i — g(s), ktéra nalezy do wartosci charakterystycznej 7, sprzezonej

z ;. Mamy:

(49) G L4, f Bla) D 0,
Poniewaz na podstawie twierdzenia XVIII:

(60) wilo) = [ log g, () du

jest funkcja charakterystyczng réwnania:

(61) o) 2 f 1) A (us) dui =0

i nadto 4, 3= 7,, wige funkeja @, (s) musi byé ortogonalna do funk-
cji o, (s), to jest musi zachodzié réwnosé:

f log 7. 0,(s) 9,9 ds di =0
albo:

(52) f f log . p(s) p (&) de dt + f / log 7. 4(s) g(8) des d#=0

Z drugiej strony na podstawie (46) i (49):

Solsjds =0
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a tem samem:

(83) fp(s) ds :fé(s) ds—20),

Obie calki, figurujace po lewej stronie réwnosei (52) maja na
podstawie wzoru (D) ten sam znak, wige:

fflog 7. p(s) p(t) ds dt :fflog 7. q(3) g(t) ds dt Sy

Z uwagi na zwigzki (03), znajdujemy na podstawie twierdze-

nia III:
p(s)=q(s)=0

Pozostaje jeszeze do udowodnienia, ze wartosei charakterysty-
czne sg rzgdu pierwszego. Przypuszezamy w tym celu, aby nie wprowa-
dzaé nowych oznaczen, ze w zwigzkach (49)1i (b1) 4, jest liczbg rzeczy-
wistg 1 funkeje ¢,(s) 1 9, (s) sa funkejami rzeczywistemi zmiennej s.
Na podstawie twierdzenia XI 4, jest wartoscia charakterystyczng
rzegdu pierwszego, jezeli calka f @1 (s) W1 (s)ds jest od zera od-

mienna. Przyjmujemy, ze:
Sr@nea=o

albo na podstawie (50):

fflog 7w §1(8) @1 (¢) ds dt = 0
./(pl(s) ds=0

Podobnie, jak wyzej, wynika sta,d:ﬂ
P,(8)=0

Udowodniliémy w ten sposéb, ze jadro A (st) posiada warto-
#ci charakterystyczne rzeczywiste i rzedu pierwszego. Ze zwigzkéw:

K (st) = m(s) 4 A(st)

fm(t) dt=1.

przyczem:

www.rcin.org.pl .



fA(st)m(t) B0

i z twierdzenia XIII wynika, ze zbiér wartosci -charakterystycz-
nych jadra K (sf) réwna sig zbiorowi wartosci charakterystycznych
jadra A(st) i liezbie — 1, o ktérej wiemy na podstawie twierdze-
nia XXII, ze jest wartoscig charakterystyczng rzedu pierwszego.
Twierdzenie XXIV jest zatem w zupelnosci udowodnione.

XXV.Twierdzenie.l) Wartosei charakterystyczne, nalezgce
do jadra K(st) sa co do bezwzglgdneJ wartosci wieksze albo tez
réwne - 1.

Dowéd. Niech bedzie

Px(8) + zth(St) Py (t) dt =

przyczem @, (s) oznacza funkeje charakterystyczna, nalezgca do
wartosei charakterystycznej —- 4,.
Potencjat:

1
o) = [ log - pu(0) dt
i
czyni zado$é na podstawie wzoréw (1) i (7) zwigzkowi:
dv dv dv dv
169 lk[mﬂz SE b
Poléimy:
s k) [ el
o vg +ds, o f v ds

Jezeli pomnozymy obie strony zwigzku (54) przez v(s)i zeal-
kujemy, znajdziemy:

LT —I=I'4 T
Z uwagi na to, ze calki It i I~ sy dodatnie, z ostatniej réw-
nosei wynika:
Al=1.

XXVI Twierdzenie.?) Zbiér wartosci charakterystycz-
aych, nalezgeych do jadra K(st), sklada sig z liczby —1, i z liczb

1) H. B. Heywood-M. Fréchet. L'équation de Fredholm. Paris 1912. p. 112.
%) P. str. 80 § 34.
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co do bezwzglednej wartosci wigkszyech od 41 i polozonych By~
metrycznie ze wzgledu na punkt zerowy plaszczyzny A.

1('5)

Dowéd. Tozsamosé (38) orzeka, ze J@dro - jest orto-

gonalne do jadra a zatem na podstawie twierdzenia XIII-go-

7)
i zwigzku (44), zbiér wartosci charakterystycznych, nalezacych do-
jadra K (st), réwna si¢ sumie zbioréw wartos’ei charakterystycznych,

nalezacych do jadra ;li A‘;‘( i/

i do jadra T Lecz % posiada je-

dng warto$¢ charakterystyczng — 1, jadro zas —lﬁg%it—) na podsta-

wie twierdzenia XXI posiada wartosci charakterystyczne polozone
symetrycznie ze wzgledu na punkt zerowy plaszezyzny 4. Nadto-
' d N, (st)
s

— 1 nie moze byé wartodcig charakterystyczng jadra % :

gdyz wéwezas i -+ 1 musialoby byé wartoscig charakterystyczng

jadra i (St a tem samem jadra K(st), co sprzeciwia sig twier-

dzemu XXIH. — Waszystkie wartosci charakterystyczne jadra
A

%%ESL) sg zatem co do bezwzglednej wartoSei wigksze od - 1.

XXVIL. Twierdzenie. Jadro K(st) posiada opréecz — 1,
przynajmniej dwie wartosci charakterystyczne, o ile A (sf) nie ré-
wna si¢ identycznie zeru.

Dowéd. Ze zwigzku (46) i (48) wynika na podstawie twier-
dzenia XX, ze jgdro A(sf) posiada przynajmniej jedng wartosé¢ cha-
rakterystyczng. Poniewaz jadro K (st) ==m(s) | A(st) posiada — 1
jako wartos¢ charakterystyczng rzedu i stopnia pierwszego (twier-
dzenia XXII) i zachodzi zwigzek

fA(st)m(t)dt:O

przeto na podstawie twierdzenia XIIIL. zbiér wartosci charaktery-
stycznych jadra K (sf) réwna sig liczbie — 1 i zbiorowi wartosei
charakterystycznych jadra A (st). Stad i z twierdzenia poprzedniego
wynika, Zze zbiory wartodci charakterystycznych jadra A (st) i jadra
1 9N, (st)
n s

sg identyczne, a zatem istnie¢ muszg oprécz — 1 przy-
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najmniej dwie wartosci charakterystyczne jadra K(st), o ile oczy-
wiscie funkeja A(st) nie znika identycznie. Naodwrét, jesli jadro
K (st) posiadajedng jedyna wartosé charakterystyczng — 1, to A4 (sf)
nie posiada zadnej wartosci charakterystycznej, a tem samem na
podstawie wniosku I musi znikaé identycznie.

XXVIII. Twierdzenie. Jadro K(st) posiada nieskoneczenie
wielé wartosci charakterystycznych w przypadku, w ktérym krzy-
wa (C) czyni zado$é warunkom, ktére dotychezas przyjeliémy i je-
zeli nadto jej promien krzywizny, uwazany jako funkecja luku, po-
siada przynajmniej jeden punkt niecigglodei. Jesli niecigglo$é ma
miejsce dla s =s,, to przypuszczamy, ze istniejg okreslone granice
promienia krzywizny, gdy s zmierza do s, w ten sposéb, ze s>s,
wzglednie s < s,.

Dowéd. Jadro K (stf mozna przedstawié¢ w formie:

A e
cos (n, 7,,)

(59) Ketr—
R
przyczem n, r, oznacza dodatni kat, zawarty migdzy normalng
w punkeie s skierowans do wnetrza, a promieniem 7,, majacym
kierunek od s do ¢, jak to uwidoez-
nione na rysunku. Poprowadzmy nor-
malng w §$rodku odeinku #, az do 5 /

Vet

punktu przecigeia sig jej z normalng

h
n,. Oznaczmy ja przez g, /
W takim razie: 3nt

LS (s
ri = 20, cotg (v, r,)
Na podstawie (55) mamy zatem: P

(56)  K(st) =

4 Ty
S sin (n, r,,)

Ze zwiazku (56) wynika, ze granica, do ktérej zmierza K(st)
d : d : g T
gdy ¢ zmierza do s, réwna sig T jesli przez R oznaczymy

promiefi krzywizny krzywej (C) w punkcie s. W punktach niecia-
glosei promienia krzywizny istnieja dwie granice (prawa i lewa)
zaleznie od tego, czy s >>{, czy tei s <{ Przypuéémy przy tych
zatozeniach, ze jadro K (st) posiada skofczong liezbe wartosei cha-
rakterystyeznyceh Z,...4, i odpowiadajace im funkeje charaktery-
styczne: @, (s) Py (f).... ¢.(5) ¥.(¢), przyczem niektére z pomigdzy
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Ay...4, mogg byé sobie réwne, a funkcje ¢ i funkcje ¢ sg mig-
dzy sobg liniowo niezaleine.
Udowodnimy, ze jadro K(st) da si¢ przedstawi¢ w formie:

K(st)=‘7’1(s_)‘é’:(t)+ J9a(8) ¥ (B)

©7) s

Rzeczywiscie najogdlniejsze jadro, ktére posmda powyzsze wartosci
i funkeje charakterystyczne, musi byé¢ ksztaltu:

(68) K(st) = K, (st) 4 G (s
gdzie:

(59) K (st)— ‘MS)_'/’I I )z;n_()
(60) f K(ts)dt =1

Poniewaz jadro K(st) da si¢ usymetryezni¢é przy pomocy
funkeji log r, 1 podobnie jadro K, (st) ze wzgledu na zwigzek:

v = [lograg.()at

przeto i jadro G (st) da si¢ usymetrycznié przy pomocy funkeji
log 7, Uwzgledniajac zwiazki (37) i (60) mamy:

fG(ts)dt:O,

a zatem na podstawie wniosku I, jadro G'(sf) musi znikaé iden-
tycznie, a stad na podstawie wzoréw (68) i (59), otrzymujemy
wzor (57).

Ze wazgledu na to, ze funkeje ¢ i funkcje 9 sg liniowo niezale-
zne, istnieje taki uklad warto$ei na zmienng ¢ np. %,...%,, Ze wyzna-
cznik ukladu réwnan, otrzymanych ze zwigzku (57):

(61) K (st) = %sz'gl—(t"—)-k L "’"_(f_)"’—"@(k — 1,..7)

_jest od zera odmienny. Inaczej funkcje ,...w, bylyby liniowo
zalezne. Rozwiazujac uklad réwnan (61) wzgledem @, (s)...9.(s)
wyrazamy te funkcje liniowo zapomoea K(st,). Analogicznie mozna
postapi¢ z funkcjami @,...4, i wyrazié je liniowo zapomocs K(s)
k=1, 2...n)

Poniewaz nadto funkecje ¢ i @ czynig zado$é réwnaniom cal-
kowym jednorodnym:
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P (s) + 4 f K(st) g, (H) dt =0 |
0O+ [t Kty at =0

wiee funkeje @,(s) i ¥, (s) musza byé ciggle w przedziale (0 =s =1).
Niech bedzie s, punktem niecigglosei promienia krzywizny
krzywej (C). Wyrazenie:

(k==12.m)

9 y(s) — y() L
K(nt) = 5, orc tg () — a(t)] ~ 2me,

nie zmierza wéwezas do okreslonej granicy, gdy t zmierza do s,;
jesli jednak uwzglednimy wzér (57) i ten fakt, ze funkeje ¢ i o
sg ciagle, wyrazenie to musi zmierzaé¢ do okreslonej granicy. Sprze-
czno$é te mozemy usungé jedynie, przyjmujae, ze jadro K(sf) po-
siada nieskonczenie wiele wartosci charakterystycznych.

XXIX. Twierdzenie. Jedyng krzyws, ktéra posiada tylko
— 1 jako warto$é charakterystyczng, jest kolo.

Dowéd. Na podstawie wzoru (44) i twierdzenia XXVII mamy

K (st) = m(s)
albo na podstawie (56):

SN
cos (n,r,) = m(s)

(62)
Obierzmy na s warto§é staly s,.

Niech punkt 4 odpowiada wartosei . / ®

sy a punkt M wartosei ¢, jak zazna-

czono na rysunku. Nakreslmy w pun-

kcie M prostopadls do odeinka r,, At s

az do punktu przecigcia si¢ B z nor-

malng zns, do krzywej (C) w punkeie

A. W takim razie:

A
7y = AB. cos (n,r,)
Stad i na podstawie (62):

1
n. AB

Niech punkt M opisze luk krzywej (C); wéwezas z ostafniego

= m(s)
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zwigzku wynika, ze normalna do r,, w i)unkcie M zawsze prze-
chodzi przez punkt B, a zatem krzywa (C) musi byé kolem.

Jadro log r,.

XXX. Twierdzenie. Jadro log r, - m(s) m(f) gdzie m((s)
jest funkcja ciagly, okreslong wzorem (45) jest zamknigte:
Dla dowodu przypusémy, ze istnieje taka ciggla funkcja

@ (s), ze:

(63) f log 7. pf) di=

Jedli utworzymy potencjal warstwy pojedynczej:
.53
(64). o) = flog -9 dt

to w takim razie potencjal ten przyjmuje na krzywej (C) wartosé
zero, a tem samem jest wewnatrz krzywej (C) staly, réwny zeru.
Whosimy stad, ze:

&

dny %

(65)

I

Ze zwigzko6w :

dv dv A

du_ duy 27 (s)

dv dv y(s) —y(®)

M—qu _2f t)é) arc tg 56 = 2 dt
i ze zwigzku (63) wynika, ze:

#6) =1 [o) 5, we 15 LO =40 a

albo na podstawie (36):
(66) @(s) —fK (st) p(t) dt =0

Funkecja zatem ¢ (s), ktéra ezyni zadosé zwigzkowi (63) musi czy-
ni¢ zado$é zwiazkowi (66), czyli byé funkeja charakterystyezng
jadra K (st) dla wartosci charakterystycznej — 1. Jedyna taka fun-
kecja, jak widzieliémy na podstawie twierdzenia XXII. jest ¢(s)=
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= m(s). Naodwrét, jezeli spelniony jest zwigzek (66), to potencjal,
okreslony wzorem (64) czyni zadodé zwigzkom:
dv dv

dn_ 37 =t

dv dv
gﬁ‘l—‘m—?m}’(s)

skad:
dv
i
a zatem na podstawie wzoru Greena, » = Constans.
Poniewaz potencjal »(p) jest wewnatrz krzywej (C) staly
i jest funkejg cla,gla,, wige 1 na krzywej (C) jest tez staly. Mamy
zatem:

flog re @(t) dt = @ = Constans.

O ile stala @ nie réwna sig zeru, nie istnieje taka funkeja
@ (s), aby spelniony byl warunek (63), czyli jadro log r, jest zam-
kniete, jezeli zas stala @ =0, to taka funkeja istniejo i réwna sig
@(s)=m(s), a zatem w tym drugim wypadku log », - m(s) m (t)
jest jadrem zamknigtem.

Udowodnimy, ze w przypadku, gdy ograniczenie jest kolem
zachodzié moga oba wypadki, zaleznie od wielkosei promienia kola.
Poniewaz w tym wypadku m (s) = Constans, wigc wystarczy obli-

czyé calke I = f log r, ds wzigta wzdluz obwodu kola o promie-
niu R. Warto$é tej calki jest jednak niezalezna od ¢, wige przyj-
mujemy {=0. Dla 0 =< s =< Bz mamy:

r. = 2R sin é%

a dla Rr < s = 2R7 mamy:
2R ) =2Rsin o
Pio—= ZICOR 2 i §) = sin 2 i

Calke I mozna zatem przedstawié w formie:
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_flog(2R sin ——) ds —|—flog(2R sin ——) ds
8
=flog (2R sin ﬁ) ds

Polézmy —2% = 0, to znajdziemy:

= 2Rflog (2R sin o) do
=2Rn log 2R+ 2Rflog (sin 0) do

—92Rnlog 2R+ 2R f log (sin 0) do

Fia
— 2Rnlog 2R+2R f log (sin ) do-2R f log (sin o) do-
: 3
Polézmy w drugiej calce 0 = 7 — 7; w takim razie:

- § i
1= 2Rnlog 2R + 2R f log (sin o) do - 2R f log (sin 7) dr.

Lecz:

T
flog (sint)dz=Flog 4 1)

Zatem: S
I = 2Rn (log 2R — log 2)

Widoczng jest stad rzeczs, ze calka I obraca sie w zero dla
E=1; dla R'<1 calka I jest ujemna, a dla B> 1 calka I jest

) F. Frenet. Recueil d’exercices. Str. 259. Zadanie 439. Paris 1904, —
Gauthier-Villars.
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dodatnia. Jadro log », w przypadku, gdy ograniczenie jest kolem,
jest zawsze zamknigte, z wyjatkiem wypadku, gdy R=1. Wéw-
czas wystarezy do log r, dodaé dowolng stals, réing od zera, aby
otrzymaé jadro zamknigte.

XXXI. Twierdzenie. W przypadku, gdy ograniczenie jest
elipsa, jadro log r, posiada jako funkeje charakterystyczne: stala,
sin (ns), cos (ns) (n=1, 2...) przyczem s i f zmieniajg si¢ W ob-
szarze (0 = e § = 2m).

Dowéd. Funkeja rozwigzujaca, odpowiadajaca problematom
teorji potencjalu w przypadku, gdy ograniczenie jest elipsa, da sig
przedstawi¢ w formie: ) .

cos (ns) cos (nt)

(67) K (4 st) = é?ul__u“) i 71; 2‘ e 6

2' sin (ns) sin (nf)
A

n=1

a-+b

przyczem k= e

oznaczajac przez a i b dluzsza 1 krétszg pol-

os elipsy.
Z wzoru tego wynika, ze wartosei charakterystyczne jadra
K (st), odpowiadajacego elipsie, to jest jadra:?)

(68) Klt)— 1 2'9 N

gdzie g = ‘1?, 88
: T R R
a odpowiadajace im funkeje charakterystyeczne:
(69) stala, sin s, sin 2(s)..., cos s, cos (2s),...
Zbiér tych funkeji tworzy system zupelny. Jadro (68) da sie

usymetrycznié przy pomoey funkeji log r,, a z tego faktu na pod-
stawie twierdzenia XVIII wynika:

1) P. str. 72 wzdr (7).
?) P. str. 72 wzor ().
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f log r,, sin (nt) dt = a, sin (ns)

27
f log r, cos (nf) dt = b, cos (nt)

o
2n

log 7, dt = Constans
przyczem stale a, i b, 83 odmienne od zera, a wystepuja one dzigki
tej okolicznodei, ze funkeje charakterystyczne sg okreslone w zu-
pelnosci az do wspdlezynnika stalego. Zwiazki powyzsze wyrazaja,
ze zbiér funkeji (69) jest identyczny ze zbiorem funkeji charakte-
rystycznych jadra log 7. : .

Przypadki, w ktérych K(sf) jest symetryczne.

XXXII. Twierdzenie. Jadro K(st) jest symetryczne wtedy
i tylko wtedy, gdy ograniczenie (C) jest kolem lub elipss.

Dowéd. Wiadomg jest rzecza, ze jadro K(st), odpowiadajace
problematom teorji potencjalu w przypadku, gdy ograniczenie jest
kolem, ma postaé:

1

w przypadku zaé, gdy ograniczenie jest elipsa, okreslone jest wzo-
rem (68). Stad wynika, ze jadro K(sf) jest symetryczue, gdy ogra-
niczenie jest kolem lub elipsg. Odwrotnosé tego twierdzenia jest
tez sluszna.

Aby jadro —; arc tg ygé’; ;/ ((tt)) bylo funkejy symetryczna,
musi zachodzié, jak latwo sprawdzié, nastepujaca identycznosé:
' y(e) —y@®
arc t, =F(s+41)
B
a stad:
y@—y() __
(70) o g =F, (s} ?t)

Przypuszezamy w dalszym ciggu, nie zmieniajae jednakze oznaczen,

e zmienna s okreslona jest w przedziale (0 = s = 2n), co zawsze
mozna osiggngé przez proste przeksztalcenie.
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Kiladae w zwigzku (70) odpowiednio w miejsce liter s i ¢
litery s+, s — h, znajdziemy: ‘

ys+h—y@—h __ .
x(s—{—h)—z-(s—-—h)_l' 1(29)-)

) Dowdd ten zawdzieczam uprzejmosci Pana Profesora S Zaremhy. —
Pierwotnie podatem dowéd, w ktérym musialem zalozyé ciaglodé pochodnych
funkeji «(s) i y(s) az do piatego rzedu. Dowdd ten jest nastepujacy:

Obliczmy w zwiazku ostatnim pierwsza i druga pochodna wzgledem h:

y(s+h)+y (s—h)].[z(s4-h)—2(s —h)] = [2'(s + 1)+ (2’ (s — h)].
-~y Gt+h)—y(s—h)]

(@) [y"(s+h)—y (s —h)|[a(s+h) — &(s—h)| =[a""(s+h)—&"(s—h)].
Ay(s+h) —y(s—17]

Poniewaz wyznacznik tych rownain znika, wiec:

EEAN T C My 4 by s — W= B -2 (-— ).
’ Yy (s+h)—y" (s—h)
. 5%
Niech A zmierza do zera; woéwezas W granicy :
(B) 2"y —y"#=0 wno (1) 2"y —y'x =a,

gdzie a, jest stala calkowania.
_ Ze zwiazku (70) i (a)wynika, zZe takze:

y”(s) o y” (t) i .FI(S—‘-t)

O~ )
Widzimy stad, ze funkeje;
n(8)=y"(s)
E(s)=2"(s)
czyniag zadodé tym samym zwiazkom, ktorym czynia zadosé funkeje x(s) 1 y(s).
Mozemy zatem na podstawie (8) i (¥) polozyé:

() &"of —og =0
© v —re=s,

gdzie b, jest stala calkowania. Uwzgledniajac wzory (d) mozna zwiazek ()
przedstawié w formie:

(3) xP ylll II/=O-

Rozrézniamy w dalszym ciagu dwa przypadki:
Rozpr. Polskiego Tow. matem.

(9)

~1
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Obliczmy w ostatnim zwigzku pochodng wzgledem A i powréémy
do dawnych oznaczen, otrzymamy:

(1) vy @)} {z@s) — 2@} — {«'(s) +-2' ()} {y () — y O} =0.
Polézmy: s
A, = | x(s) cos (ms)ds B, = [ x(s) sin (ms) ds

o

(72) e > (m=1,2..)
S5 =/y (s)cos(ms)ds Q. =fy(s) sin (ms) ds

@) Funkcje «'" (s) i ¥’/ (s) znikajg identycznie. Wowezas:

2 (s) = ms*+-ns—+p
Y (8)=m,s® + n8 +P1
gdzie m n p my ny p, oznaczajg stale dowolne.
Poniewaz dopuszczalne sg tylko krzywe zamknigte, polozone w skoficzo-
noéci, wiec powyzsze rownania mogg przedstawiaé tylko kolo lub elipse.
b) Funkeje 2’’’ (s) i y’’’ (s) nie znikajg identycznie réwnoczesnie. W tym
wypadku na podstawie (8) i (#) mamy:
(l) xVy/_wal'_,__O
Zrézniczkujmy zwiazek (). Otrzymamy:
mIVyl +xlll ylll ___xly'['=0
2(#”!{"-——@” yn')_l_y/z'v_xryv:o

7 ostatniego zwiazku na podstawie (4) wynika:

(M) :c”’y” 22 .’5"3/” =)

Wprowad/my do zwiazku (#) znaczenia (d); znajdziemy :
(v) glln—gﬂ'l=0
Skad : :

(9) : En—8r=¢
gdzie ¢ jest stata calkowania. Ze zwigzkéw (£), () i (o) wynika:
- by§+c§"=0 |
by+eay' =0
Jedli uwzglednimy ten warunek, Ze szukana krzywa ma byé zamknigta

i polozona w skonezonosei, to calkujge ostatnie réwnania, dochodzimy do wnio-
sku, ze krzywa:

2= 2(8)

y=y()
moze by¢ tylko kolem lub elipsa.
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Uwzgledniajac perjodycznosé funkeji @(s), y(s) znajdujemy:
2n E /4 3

f @' (s) cos (ms) ds= — mB,,; f «'(s) sin (ms) ds =mA,,

I . (m=1,2...)

‘2 27
f y'(s)cos (ms) ds = —m@Q,.; f y'(s) sin (ms) ds =mP,,

- (13)

Pomnézmy réwnanie (71) kolejno Mnym z iloczyné'w':
eos (ms) cos (pt) dsdt, cos (ms) sin (pt) ds dt et
sin (ms) cos (pt) dsdt, sin (ms) sin (pt) ds dt e

i zeatkujmy za kazdym razem w obszarze:
0=s=2n
0=t=2n
Otrzymamy cztery nastgpujace zwiazki:
M Qudy—p Q, A, — mB, Pot-pB, Py=0
mQ.B,+pP,4,—mB, Q,—pd,P,=0
(74) e s e e
wd, - p@Q,B.+m4,P,4+pB,Q,=0
—mE.B,4+pF B, +mA,¢Q,—p4,0.=0
Waszystkie powyisze zwia,zki redukuja si¢ dla m = p do zwy-
klych identycznosei; przypuszezamy wige w dalszym ciggu:

(75) m = p.
Réwnania (74) sa linjowe 1 jednorodne wzgledem:
(76) : AP BP P’ QP

1 pomingwszy znak, wyinacznik tych réwnan, uwazanych jako réw-
nania wzgledem niewiadomych (76) jest réwny:
("1” =G pﬁ) (Pn Bm i Qm A'n)2

Jezeli zatem dla oznaczonej wartosei p, nie wszystkie liczby
(16) sa zerami, to z réwnan (74) na podstawie nieréwnosei (7D)
wynika:
(17) P.B,— Q,.4,=0.

Poniewaz w rozumowaniu powyzszem wolno przestawi¢ wska-
zuiki m 1 p, wige widoczng jest takze slusznosé twierdzenia naste

pujacego:
: 7%
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~Jesli nieréwnosé (75) jest spelniona i jesli dla uwazanej war-
tosei na m, nie wszystkie liezby:

8a zerami, to:
(79) P,B,— Q,4,=0.

Z poprzedniego wynika zatem lemmat nastgpujgcy:
I. Lemmat: Jeslis istnieja dwie wartosei réine, calkowite,
dodatnie r takie, ze dla kazdej z nich nie wszystkie liczby:

(80) A B PO,
sg zerami, to mamy:
(81) P, B —0,4,=0
dla wszystkich calkowitych dodatnich r.
Pol6zmy:
A4, B, B, A, B, B, | (A4,
4, == R Y e y A= |
Pan Qme Qp Qm’ lePl'}
Przy tych oznaczeniach réwnania (74) mozna napisaé w formie:
: md, + pd, =0
pAl +mA, =0 ®
md, + pd, =0
pAl + mA4 = 0
Stad i na podstawie nieréwnosei (75) mamy:
(82) A=A =0=4

Z lemmatu I. i z réwnan (82) wynika lemmat nastgpujacy:
Lemmat II. Jesli istnieja dwie wartosei rézne liczby calko-
witej r takie, ze dla kazdej z nich nie wszystkie liczby (80) sg ze-
rami, to kazdy wyznacznik 2-go stopnia, nalezgcy do macierzy nie-
skornezonej: : ;
|41 B, 4y B,y ...
|Pr P Qs...

jest zerem.

Jezeli zalozenia powyiszego lemmatu sg spelnione, mozna, jak
to wynika z tego lemmatu, wyznaczyé dwie stale @ i b, nie réwne
zeru jednoczesnie i takie, ze przyjmujae:

@ (s)=ax(s) + by(s)
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mamy:
2 In : $
f(p (s) cos (ms) ds =f(p (s)sinm(s)ds=10 dla m=1,2..

W tym wypadku znajdujemy wigc:
@ (s) = const. = ¢
i punkt z(s), y(s) opisuje odeinek, polozony na prostej:

ar 4 by = c.

Aby zatem punkt z(s), y(s) opisywal krzywa, spelniajaca wa-
runki zadania, potrzeba, aby istniala jedna wartosé » i tylko jedna
taka, dla ktérej nie wszystkie liczby (80) sg zerami; ta wartos¢ na
» musi byé réwna jednosci, poniewaz perjod fundamentalny funkeji
szukanej réwna si¢ 27 Nadto, jesli te warunki sg spelnione, po-
trzeba i wystarcza, aby :

A, By
=
P, @,|

azeby krzywa opisana punktem z(s), y(s): caynila zado$é warun-
kom zadania; krzywa ta jest zatem elipsa.
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