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Trygonom etryja.

W STEP.

Przypomnijmy tu sobie, co powiedzieliSmy we wstgpie do
Geometryi, moéwigc o pomocach jakich ta umiejetnos¢ do
wytozenia swych prawd uzywa. Tam wspomniatem, iz do
dowiedzenia zasadniczych twierdzen Geometryi, najwlasciw-
szy, jako najbardziej na przekonanie dziatajacy, jest sposob
rysunkowy czyli wykreslenie, jakiego nas nie§miertelny Eu-
kLipes nauczyl. Jezeli za§ chcemy, co naturalnie byé po-
winno celem wszystkich naukami zaprzatnionych, posuwac
Geometryja na coraz wyzszy stopien, nalezy koniecznie po-
laczy¢ rachunek z wykre§leniem. Ale ze wszelki rachunek wy-
konywa si¢ na liczbach baé szczegdlnych ba¢ ogodlnych, wy-
pada wigc ilosci geometryczne czyli ciggle, zamieni¢ wprzod
na ilosci krotne czyli liczby. Jakim sposobem te¢ zamiang
uskuteczniamy, powiedzieliSmy to juz w Geometryi w §§. 1,
2, 3 i innych, a mianowicie w §§. gdzie byla mowa o ka-
tach, powierzchniach i objetosciach. W §. 15 powiedziano,
ze trojkat lubo najprostsza, jest wszelako najwazniejsza figu-
ra w Geometryi. W tymze samym §. przekonali$my sie, ze
w kazdym tréjkacie oprécz jego powierzchni jest szes¢ rze-
czy czyli elementow do uwazania, mianowicie za$ trzy jego
boki i trzy katy. Z §. 36 i nastepnych pokazuje si¢ dosta-
tecznie, w jak S$cistym zwigzku zostaja z sobg te sze$¢ ele-
mentow. Nareszcie w §§. moéwigcych o wykresleniu tréjka-
tow widzieliSmy, ze skoro z rzeczonych sze$ciu elementéw
trojkata trzy ktorekolwiek sa dane, z warunkiem, izby mig-
1



dzy danerai znajdowal si¢ przynajmniej jeden bok, trojkat
w kazdym razie moze by¢ wykreslonym. Glegbidj atoli wgla-
dajagcemu w natur¢ elementow trojkata, nasunie si¢ koniecz-
nie na mysl, jakim sposobem tak S$cisty zwigzek, migdzy
tak réznemi elementami jak boki i katy trdjkata, zachodzié
moze? Lubo podobnego zwiazku moznaby przywies¢ przy-
ktady z zwyczajnego zycia, atoli Geometryja o to si¢ nie pyta,
ale przekonawszy si¢ niezbitemi dowodami, ze taki zwigzek
istnieje, stara si¢ jedynie nastepnosci z tego zwiazku wypro-
wadzi¢. Cozby bowiem zyskata na tej znajomosci kiedy ona
nie zatrudnia si¢ jakoscig ale tylko ilo$cia? Wszakze w kaz-
dym razie tenze sam bedzie skutek, ze naprzeciwko boku
wickszego lezy kat wigkszy, ze w trojkacie prostokatnym
najwigksza jest przeciwprostokatnia, ze w trojkacie rdéwno-
ramiennym katy lezace przy trzecim boku czyli podstawie
sa sobie rowne it. d. *). Ze migdzy réznorodnemi elementami
tréjkata zachodzi wszelako $cisty zwiazek, to nas nie powinno
tak bardzo dziwi¢, kiedy taki sam, a moze S$cislejszy do-
strzegamy zwigzek w nas samych, chociaz go sobie wvtto-
maczy¢ nie potrafimy; dwie bowiem najrozniejsze istoty, ciato
i dusza, zostaja wszelako w najéci§lejszym z sobg zwiazku.

*) W zupelnie podobnym wzgledzie juz nie jeden zapytywal mnie co to
jest rzeczywiscie sila cigzkoS$ci pierwszy raz przez nieSmiertelnego NEw-
TONA dostrzezona i w prawa ujeta? Poniewaz ci¢zko$¢ nie jest Zadnag
wlasno$cia materyi ale jej konieczng istota, i dlatego raczéj Metafizyki
niz Mechaniki rozwojem by¢ moze, nie wdajac si¢ zatem w tak de-
likatne badania, odpowiadalem zwyczajnie pytajacym: ze Matematyka
poznawszy sile ciezkoSci z jej skutkéw, z ktorych tez wielki NEwTON
napisal prawa, wedlug ktérych dziala, o reszte juz nie pyta, bo calkiem
nie potrzebuje. Gdyby bowiem przez poznanie natury sily ciezkosci
wspomnione prawa w czemkolwiek zmieni¢ si¢ mogly, wartaloby zaiste
zapu§ci¢ si¢ w podobne metafizyczne badania. Ale kiedy sile czlo-
wieka, zwierzecia lub machiny oceniamy jedynie ze skutku, a do ra-
chunku nigdy nie wchodzi wzglad, czyli taki a taki skutek sprowa-
dzony zostal przez czlowieka, konia lub pare, ale jedynie jego wiel-

ko$¢, nic nam zatem nie przyjdzie i z wiadomosci, czyli sila ciez-
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Z powodu Scistego zwigzku migdzy bokami i katami
trojkata, wypada w Geometryi i rozlicznych joj zastosowa-
niach, poréwnywaé jedne =z drugiemi dla wydobycia pew-
nych prawd z tego zwigzku wyplywajacych. Ale jakimze
sposobem tego dokazaé, kiedy ro6znorodne ilosci w zaden
sposob poréwnywanemi by¢ nie moga? Tak zaiste pierwsi
Geometrowie, begdac w potrzebie wprowadzi¢ do rachunku
zwigzek czyli stosunek katow trdjkata do jego bokowr, pytali
si¢ sami siebie, a moc ich geniuszu wkrotce znalazta $ro-
dek zaradzenia tej potrzebie. Lecz nie tylko rdéznorodnos¢
elementow trojkata spowodowata Geometrow uciekaé si¢ do
rachunku; gdy bowiem wszelkie i w jakikolwiek sposob
kreslone figury nie sg geometrycznemu, ale fizycznemi i stu-
73 jedynie dla zmystow i1 wsparcia tak pamiecijako iuwagi
naszej, zatem gdzie chodzi o $cisto§¢ matematyczng, tam ry-
sunek nie wystarcza; jego bowiem doktadno$¢ zalezy od
wielu warunkow, ktorym tylko w przyblizeniu zadosyé uczy-
ni¢ mozna. [ tak: kazdy rysunek geometryczny uskutecz-
nia si¢ przy pomocy stosownych do tego narze¢dzi, ktore be-
dac dzielem ludzkiem, bezwzglednie doktadnemi by¢ nie moga:
jeden i tenze sam rysunek temiz samemi narz¢dziami lecz
przez réznych rysowmikow wykonany, nie ma tejze samej
doktadnosci, bo ta zalezy od wigkszej lub mniejszej wprawy
lub zrecznosci rysujacego. Przypusciwszy nawet, ze tak na-
rzgdzia jako i1 rgka kreslacego sa bezwzglednie doktadne,
tedy i w tym przypadku otrzyma si¢ przez wykreslenie fi-
gure fizyczna nie geometryczng; pamigtajac bowiem definicyja
linii prostej, tatwo pojmiemy, ze pomimo najwickszej, tak o
doktadno$¢ narzedzi jako tez i sposob wykonania rysunku
troskliwosci, niejeste§my w stanie nakre$li¢ linii, a nast¢pnie
zadnej figury geometrycznej.

Dla zaradzenia wyliczonym tu niedostatkom, pierwszym
zaraz Geometrom nasun¢lo si¢ na mys$l wprowadzenie do

kosci jest podobna czlowiekowi, koniowi lub parze; Matematyce bo-
wiem chodzi tylko o wielko$d skutku przez nia sprawionego.
1.
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Geometryi rachunku, ktory aby na ilo$ciach cigglych i roz-
norodnych wykona¢ mozna, zamieniono pierwsze na liczby,
a w miejsce drugich, t. j. katow, wprowadzono linije proste
majace tenze sam stosunck do bokow trojkata jaki majg katy.
Zastanawiajac si¢ nad tym ostatnim warunkiem, poznano, ze
wprowadzi¢ si¢ majace linije powinny by¢ takie, izby za
zmiang kata, zmienialy si¢ takze wedlug pewnego, w prawidia
uja¢ si¢ dajacego prawa.

Skoro raz wprowadzono do Geometryi liczby, zaraz do-
strzezono, ze wedlug prawidet Arytmetyki lub Algebry, do-
wie$¢ mozna wszystkie twierdzenia Geometryi poczatkowej,
gdzie w rachunek nie wchodzilty katy i odtad tez zaczgto
stosowa¢ algebraiczny rachunek do Geometryi. O tej praw-
dzie warto si¢ przekona¢ na przyktadach.

.Zamierzmy sobie znale§¢ przez rachunek wlasnosci troj-
katéow prostokreslnych, t. j. prostemi linijami ograniczonych,
zalezace od samych bokoéw trojkata. Poniewaz trojkaty mo-
ga by¢ prostokatne lub ukos$nokatne, zatem zacznijmy od
pierwszych. W trdjkacie prostokatnym ktorego stosunki bo-
kéw do jednostki oznaczywszy przez a, b [i, gdzie h jest
przeciwprostokatnia, @ i b dwoma bokami katowi prostemu
przyleglemi, tudziez stosunki odcinkdéw na przeciwprostokatni
przez prostopadta z wierzchotka kata prostego spuszczona,
zrobione do tejze jednostki oznaczywszy przez m i n, a
nareszcie sarn¢ prostopadla przez p, wiemy juz z §. 63, ze
a*—lim, b2—Jm, li—mA-n. Poréwnywajac potem dwa troj-
katy, na ktore caly trojkat podzielony zostal, migdzy soba,
znajdziemy jeszcze czwarte zrownanie p2—mn ktore nas
uczy, ze prostopadla jest $redniag geometrycznie proporcyjo-
nalng migdzy odcinkami przeciwprostokatni przez siebie zro-
bionemi. Cztery te zrownania sg dostateczne do wydobycia
wszystkich wlasnosci trojkata prostokatnego, ktore albo juz
w powotanym §. znalezliSmy, albo przez stosowne ich prze-
robienie jeszcze znale$¢ mozemy. Zamykaja one sze$¢ ilosci
a b h m, n, p, z ktorych skoro dwie ktorekolwiek sg dane
cztory inne -znalezione by¢ moga. I tak: trzy pidrwsze zrow-
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nania daja a2\rb2~h (m-\-n)—h2 zrownanie juz znane. Dwa
pierwsze rozmnozone przez siebie daja aba—hZnn} ale po-
niewaz mn—p 2 wigc ab2—hp 2 albo ab—Ilipt.j. w trojkg-
cie prostokgtnym iloczyn z bokow przyleglych kqtowi prostemu,
rowna sie iloczynowi z przeciwprostokqtni przez prostopadlg
z toierzcholka kqta prostego na przeciwprostokqtniq spuszczong.
Gdyby nam dane byly np. % ip, tedy poniewaz <

za§ 2ab—2hp>, zatem raz dodawszy a drugi raz odjawszy
ostatnie zrownanie od poprzedzajacego, znajdziemy

, tudziez

skad

a nastgpnie

Znalazlszy tym sposobem « i b, znajdziemy tez odcinki m
i w z dwoch pierwszych zrownam Z waznosci na a 1 b
czytamy zaraz t¢ prawdg, ze w przypadku gdy hX"2hp czyli
N, trojkat jest niemozebny i ze jedynie tyl-
ko w przypadku gdy p<”"\h} albo przynajmniej p —\h, za-
danie jest podobnem do rozwigzania i znajduje si¢ tréjkat
zado$¢ czynigcy warunkom w zréwnaniach wymaganym.

Zdaje mi si¢, iz na tym jednym przyktadzie trojkatow
prostokatnych przesta¢ mozemy i przejs¢ do trojkatéow uko-
$nokatnych.

Zatozmy tu sobie wyrazi¢ ktorykolwiek bok przez dwa
inne, przyjmujac za wiadome z poprzedzajacego, ze kwadrat
wystawiony na przeciwprostokatni, rowna si¢ summie kwa-
dratow wystawionych na bokach przylegtych katowi prostemu.

Oznaczywszy w trojkacie uko$nokatnym stosunki trzech
jego bokéw do jednostki przez a, b, ¢ i spuSciwszy prosto-
padta p z ktéregokolwiek wierzchotka np. A na bok prze-
ciwiegly a, oznaczmy takze i tu odcinki przez nig zrobione
przez m i n tak, ze a~mdtn wedlug tego jak prostopadia
p pada wewnatrz lub zewnatrz trojkata, tedy wedlug poprze-
dzajacego tatwo znajdziemy



&

Odjawszy (1) od (2), otrzymamy c2—b"—mI—?3 albo
, (4. Z (3) mamy m—agqin, skad
potozywszy przeto te wazno$¢

w (4), znajdziemy

To ostatnie zrownanie jest szukanem, wyrazajacym zwiazek,

ktoregokolwiek boku z dwoma innemi i zamyka dwa twier-

dzenia w §§. 130 i 131 dowiedzione. Za pomocg tych pie-

ciu zrownaé, w ktorych znajduje si¢ takze szes¢ ilosci a, b7

¢, p7m, n, majagc dane trzy ktorekolwiek, znajdziemy trzy

inne. Tak np. majac dane a, b, n, znajdziemy z (1) p7
Majac dane m, n, p, znajdziemy z (1) b,
I tak o innych.

Zatozmy sobie wyrazi¢ powierzchnia trojkata przez trzy je-
go boki. Poniewaz powierzchnia tréjkata = (ﬁ_)-, wigc cala rzecz
1

chodzi o znalezienie p. W zréwnaniu (5) polozywszy za n
wazno$¢ z (1), bedzie

Podnidstszy obie strony ostatniego zrownania do kwadratu,
otrzymamy

albo

Licznik w tern ostatniem zréwnaniu jest réznica dwoch kwa-
dratow, przeto



zatom
a nastepnie powierzchnia ti'djkata ktérg przez P oznaczmy,
bedzie

Nie przylaczytem tu figur bo je kazdy bez najmniejszej
trudnos$ci wykresli¢ sobie poti*afi.

Na ostatek wezmy jeszcze zadanie o trojkacie prosto-
kreslnym nastgpujace:

Znaies¢ zwiqzek zachodzqcy miedzy trzema bokami troj-
kqta prostokresinego i promieniem kola na nim opisanego.

Aby to zadanie rozwigzaé, przypomnie¢ nam sobie na-
lezy, ze w antiparallelogramie czyli czworokacie mogacym
by¢ wpisanym w koto, wedlug twierdzenia PToLEMEUSZA
§. 113 iloczyn z jego przekatni rowna si¢ summie iloczynow
z bokéw przeciwlegtych, t. j. jezeli a, b, c, d, wyrazaja boki
ap i g przekatnie, tedy wedlug tego twierdzenia, jest

Niech bedzie trojkat ABC fig. I, w ktorym chcemy zna-
le§¢ zwigzek jego bokéw z promieniem kola opisanego. Opi-
sawszy go rzeczywiscie kotem wedlug §. 83 i przez wierz-
cholek C poprowadziwszy $rednicg¢ CD, tudziez poprowadziw-
szy proste AD, BD, bedzie wedlug wyzej powotanego twier-
dzenia AB.CD= AD.BC+ AC.BD.

Potozywszy ABzzc, AC= 6, BC~a jako tez promien kota
r, przez co CD —2r, bedzie
Ale trojkaty DAC i CBD sa prostokatne przy A i B, przeto

skad AD=\/4r2—062 BD zdSjAr* —a'2 a nastgpnie

i to jest zrownanie szukane, wyrazajace zwiazek bokow troj-
kata z promieniem kola na nim opisanego.

Poniewaz zamierzyliSmy sobie znaies¢ tylko wiasnosci
tréjkata zalezace od jego bokow, dla tego widzielismy, iz ta-
kowe przez rachunek algebraiczny bez trudno$ci wykryjemy.



Skoro jednak zmuszeni bedziemy wzig$¢ pod uwage i1 katy
trojkata i takowe porownywa¢ z bokami, jakze sobie postg-
pimy majac do czynienia z iloSciami zupehlie od siebie roz-
nemi? Najnaturalniejszy $rodek do dopigcia tego celu jest
zaiste, jak to juz wyzej wspomniatem, wprowadzenie w miej-
sce katow linij prostych, ktoreby jednak zatrzymywaty tenze
sam stosunek jaki mialy katy.

Miarami katow przy s$rodku kota znajdujacych sie, sa
tuki miedzy ich ramionami zawarte; sprobujmy wigc na-
przod, czyli biorgc tuki w miejsce katow, nie dostrzezemy
jakich prostych, ktéoreby nam mogly zastapi¢ pierwsze.
W kole znamy rozmaite proste, atoli jedne tylko cigciwy sa
zmienne a wszystkie inne state; dowiedliSmy nawet w Geo-
metryi, ze wigkszemu tukowi odpowiada cigciwa wigksza a
mniejszemu mniejsza, skoro tylko kazdy z nich jest niniejszy
od potokregu. Ta to zmienno$¢ cigciw za zmiang tukow,
podata pierwsza, jak $wiadczy ProLEmEeusz w swoim Alma-
giescie, my$l slawnemu Hieparcuowi Zyjagcemu na 150 lat
przed Chr., ze zamiast stosunku tukow, a zatem i katow,
uzy¢ mozna przy obrachowaniu trojkatow stosunku cieciw
do tychze tukow nalezacych.

Ale jakze obrachowaé wielko$ci cigciw odpowiadajacych
roznej wielkosci tukow a nastgpnie katow? Sposob ten bardzo
latwo poznamy rozwigzawszy nast¢pujace zadania.

1. Majgc dane cigciwy dwoch lukow w kole ktorego
promien znany, znalesc cigciwg odpowiadajqcq tukowi bedg-
cemu summgq dwoch pierwszych.

Niech na fig. i. AC—b i BC= a bedg cigciwami da-
nemi, za$ cigciwa AB = ¢ nalezaca do tuku ACB= AC+ CB
niech bedzie cigciwg szukana, tudziez O C~r promien kota,
tedy z wyz¢j otrzymanego zroéwnania

2cr—a\j4r2—b2-\~bljdr- —a?2

znajdziemy c=1~ UE"Thx+ "AD

i zadanie tym sposobem mamy rozwigzane.
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2. Znatesc cigciwe podwojnego tuku skoro cigciwa poje-
jedynczego jest dana.

Dla rozwigzania tego zadania, dosy¢ uwazaé w poprze-
dzajacym BC =rAC czyli a~:b, gdyz tym sposobem cigciwa
¢ naleze¢ bedzie do dwarazy wigkszego tuku niz jest tuk
dany. Wprowadziwszy ten warunek otrzymamy

a ,
C - - «3

3. Nawzajem: majgc cigciwe nalezgcq do peionego tuku,
znalezé cigciwe nalezgcq do poloioy tegoz fuku.

Aby to zadanie rozwigzac¢, potrzeba tylko w poprze-
dzajagcem uwazaé c jako cigciwg podwojnego zas a pojedyn-
czego, czyli potowy tegoz tuku i z ostatniego zréwnania
znale$6 a. Na ten koniec podnidsiszy obie strony ostatniego
wyrazenia do kwadratu i znidstszy mianownika, bedzie
cVa~ ax4r2—a') —4a222—al albo at—4%a2+ cxr2=20
skad a2—2r2+ \/4rt—¢-r2~ 2r2+ r\J4r2—c2

a nastepnie a — \2r2+ r\j4r2—c2

Wyrazenie to daje nam dwie waznos$ci na cigciwg a z
powodu, ze kazda cigciwa, a zatem 1 cigciwa ¢ nalezy do
dwoch tukéw z ktorych jeden jest mniejszy a drugi wigkszy
niz poétokregu; dla tego tez algebraiczny wzor jako ogdlny
daje tak cigciwe potowy luku mniejszego, jako i cigciwe
potowy tuku wickszego niz pot okregu. W pierwszym przy-
padku wazno$¢ cieciwy bedzie

a~ Va2—r\j4r2—c2

w drugim za$ a=\2r2+ r\4r2—-c2

co tez i na figurze pokazacby mozna.

4. Czwarte nakoniec zadanie jest nast¢pujace: majgc
dane dwie cigciwy do dwoch roznych tukow nalezgce, znales¢
cigciwe nalezgeq do luku bedgcego roznicq dwoch pienoszych.

Niech AB~ c¢i AC —bjig. 2 beda dwie cigciwy dane
nalezace do tukéow ACB i1 AC, potrzeba znale$¢ cigciwe ich
roéznicy, t. j. cigciw¢ BC nalezaca do tuku BC —ACB—AC.
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Poniewaz w pierwszem zadaniu jest BC —a, AC—b
AB =c, wi¢c ze zrOwnania tamze na c¢ otrzymanego, znale$é
potrzeba a. Piszac to zrownanie nastgpnie
2cr —a \VA4r2—>b2— b \jAr2—«2
i podnoszac obie strony do kwadratu
znajdziemy 4cV2+ a2(4r2—b) —kcar \jAr2—b2—bY"r2—a).
Porzadkujac wedlug a bedzie

«2“ Ap\4 b 2a+ (c2- 6= o

Rozwiazujac jako zrownanie drugiego stopnia wzgledem a
c \
bedzie a= —y4ra_ 62= 4" (4r2-62 - (c2-62.

Uprosciwszy pod znakiem pierwiastkowym, znajdziemy osta-
tecznie a=~\4r2 h=x ~ 2

Tak otrzymane wyrazenie na a dowodzi, ze dwie a raczoj
cztery waznosci zadaniu zado$¢ czynia. Starajmy si¢ wyttuma-
czy¢ znaczenie kazdego. Wszakze juz wiemy, ze kazda cigciwa
nalezy do dwoch roznych lukéow, a dla tego i kazda z danych
cigciw nalezy takze do dwoch tukéw, mianowicie zas:

cieciwa AB ~ ¢ nalezy do tuku ACB i do tuku ADB

cigciwa AC —b oo AC . . . ADBC
wyrazenie przeto cieciwy nalezacej do tuku, bedacego ro-
znicag dwoch danych, jako ogoélne, zamykaé musi waznos¢
cigciwy nalezacej do roznicy nie tylko tukéw ACB i AC
lub ADB i ADBC, ale tez takze i do roznicy tukéw ADB
i AC, tudziez ACB i ADBC; skad si¢ pokazuje, ze otrzyma-
ne wyrazenie da¢ nam rzeczywiScie powinno cztery waz-
nosai na a. Przypatrzmy si¢ atoli blizej tym mniemanym
czterem roznicom. Wzigwszy na tuku ADB tuk AC'= AC,
mamy:
roznica ACB—AC=£BC; temu tukowi odpowiada cigciwa BC
réznica ADB - AC= ADB - AC'= C'DB;
temu tukowi odpowiada cigciwa BC’
roznica ADBC - ACB- ADBC- (CB+ AC)

= ADBC —(CB £ AC")= C'DB,



a temu lukowi odpowiada cigciwa BC'

rdznica ADBC - ADB = BC,

a cieciwa temu tukowi odpowiadajaca jest BC.

Tak tedy cztery napozor rdézne, sprowadzaja si¢ dwoch
tylko réznych waznosci, bo owe rdznice, po dwie sa
sobie rdwne, a nastgpnie i cigciwy im odpowiadajace musza
by¢ réowne. Roznice te na figurze naszej s3 BC i C'DB
ktorym odpowiadaja cigciwy BC i BC'.

Z tych uwag pokazuje sig, iz jezeli oba tuki do kto-
rych naleza cigciwy dane, sa mniejsze od polokregu, jak sa
tuki ACB i1 AC, natenczas odpowiedz na zadanie zamyka
zroOwnanie

BC= «= %f\{4r*—éz—%r)/4r2— e2

Przeciwnie, jezeli jeden z tukow jest wigkszy a drugi mniej-
szy niz potokregu, jak sa tuki ADBC i ACB, wtedy odpo-
wiedz na zadanie daje zréwnanie

L — = _AN_ A — ~ L
BC'=a 7 V4 P+ Zr\J4r cl

Te¢ ostatniag wazno$¢ porOwnawszy z wyrazeniem w pidrwszem
zadaniu na c otrzymanem, latwo dostrzezemy mig¢dzy niemi
tozsamosci, zamieniajac tylko a na ¢ i wzajemnie. Jezeli si¢
zapytamy, skad to pochodzi? spojrzawszy na figure tatwo so-
bie odpowiemy, ze cigciwa BC' uwazang by¢ moze jako na-
lezaca do sumy dwoch tukow ACJ i ACB i dlatego to jej
waznos¢ wypadla zupelnie zgodna z waznoscia w pierwszem
zadaniu otrzymang.

Po rozwigzaniu tych zagadnien tatwo juz pojaé, ze wy-
chodzac z wiadomej cigciwy, np. z cigciwy + okregu kotla,
ktora jak wiemy rowna si¢ promieniowi kota, czyli ze

cigciwa = okregu=j;cieciwie 60°~ r}
przy pomocy rozwiazanych zagadnien, znale$6 mozna cigci-
wy wszystkich tukéw wyrazone naturalnie w cze$ciach pro-
mienia tegoz kola. Wzigwszy r~ 1, bedzie cigciwa 60°= 1,
zatem cigciwa 90°=:\/2, a nastgpnie cigciwa 120°=:\/3
cigciwa 30°—\2 —V3~1{V6—V2),
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cigciwa-15°—J"— + V3
cigciwa 150°=i]-(V'6 + V2),
cigciwa 165°=cigciwie (180°—15°)z=:"2+V2+V3 it. d.

Pierwszy, jak juz wspomniatem, HirparcH, jak histo-
ryja $wiadczy, wprowadzit do Geometryi, a mianowdcie do
nauki o trojkatach, cieciwy, ktéore ProLeEmEusz, Zyjacy oko-
to 130 roku po Chr. znacznie rozszerzywszy i w tablice dla
wszystkich lukéw okregu kota ulozywszy, w dziele swem
Almcigiescie do uzytku potomnos$ci zostawil. Za pomocg to
tych tablic rozwigzywano trdéjkaty, w ktorych albo miedzy
danemi, albo tez miedzy szukanemi elementami znajdowaty
si¢ katy.

Tak tedy poznaliSmy nareszcie, jak sobie w starozytno-
$ci?poradzono w zastgpieniu stosunku katow do bokow tréj-
kata, stosunkiem linij prostych czyli cigciw. Pi’ace pdzniej-
szych Geometrow w wysokim stopniu utatwily toz zastapie-
nie wprowadzeniem innych linij, ktoérych rachunek nie jest
trudniejszy a poréwnywanie ich z bokami tréjkata daleko ta-
twiejsze. Skad powstata nowa nauka Trygonometryjq nazwa-
na, ktéra bedzie przedmiotem obecnego dzietka. A Ilubo jej
nazwa od trigonus (trojkat) pochodzi, i zdawatoby si¢ iz jej
zatrudnieniem jest wylacznie trojkat, wszelako, poniewaz juz
wiemy, ze kazdy wielokat na trojkat zamienionym by¢ moze,
wniesiemy stad, ze zastosowanie Trygonometryi rozcigga si¢
do calej Geometryi. Mato na tem, gdyz w obecnym stanie
przyrodniczych nauk, stata si¢ Trygonometryja niezbgdna
w zastosowaniach Geometryi do wszelkich gatezi tak wyzszych
umiejetnosci jako tez i przemyshlu. Oprocz tego cata wyz-
sza Analiza bez Trygonometryi obej$¢ si¢ nie moze i $mia-
lo powiedzie¢ mozna, ze chociaz wszystkie czgsci Matema-
tyki sa rdwnie wazne, uwazajac wszelako rozliczne zastoso-
wania Trygonometryi tak w naukowetn jako i zwyczajnein
zyciu, twierdzi¢ si¢ godzi, Ze ona jest najwalniejsza bronia
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do pokononia wszelkich przeszkdéd i trudnosci tak w teoryi
jako tez i w zastosowaniach Matematyki napotykanych.

W pierwszych dwoch cze$ciach Geometryi poznaliSmy
dwojakie trojkaty t. j. prostokresine czyli prostemi linijami
i sferyczne czyli trojkaty na powierzchni kuli lukami kot
wielkich ograniczone. Stad wypada, ze i Trygonometryja
pod tym wzglegdem uwazana, dwojaka by¢ musi t. j. prosto-
kresing (rectilinea) i sferyczng (sphaerica); a chociaz w naj-
nowszych czasach zrodzita si¢ jeszcze Trygonometryja sferoi-
dyczna (sphaeroidica), uwazajaca tréjkaty na powierzchni El-
lipsojdy obrotowej lukami elliptycznemi ograniczone, to wsze-
lako ta czg$¢ nie zajmie tu catkiem naszej uwagi. Zacznij-
my wiec od pierwszej czyli od Trygonometryi prostokresinej
jako tatwiejszej i zobaczmy jak i1 w czem ulatwili i upro-
Scili pozniejsi Geometrowie zastgpienie stosunku katow do
bokow, stosunkiem linij prostych, czyli wjaki sposdb upro-
szczono, albo raczej uczyniono niepotrzebnem, jako niedogo-
dne, uzycie tablic PToLEMEUSZA?

Trygonometryja Prostokresina.

ROZDZIAL L

Natura i nazwa linij trygonometrycznych t. j. linij, ktore w
miejsce tukow lub kqgtow do rachunku wprowadzono.

§. 1.
Jezeli dwie proste AB i CD fig. 3 nieograniczon¢j dtu-

gosci przecinaja si¢ z sobg np. w punkcie O i czynig mig-
dzy soba jakikolwiek katBOD = «, tedy obrawszy na jednej
z nich np, na AB rézne punkta M, M', M", M"....i z tych spu-
szczajac prostopadte MP, M'P', M"P", M"P"..... do drugiej,
kazda z tych prostopadlych z czeSciami pierwszych prostych
zamknie trojkat prostokatny jakiemi sa MOP, M'OP', M' OP",
M"OP" i t. d. Te trojkaty z powodu réwnoleglosci prosto-
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padtych, wszystkie migdzy soba sa podobne, a z ich podo-
bienstwa, stosownie do §. 56 wypada.

jako tez

Uwazajac punkt O za poczgtek, a kierunek prostych AB
i CD w prawa stron¢ za dodatny, wiemy z §. 1 Geom., ze
kierunek w lewa stron¢ uwaza¢ musimy za odjemny, ze za-
tem OMIV, OMv, OMMVL.... jako tez OP,v, OPv, OPVL.....
wzgledem pierwszych uwazane, beda odjemnemi. Przyjaw-
szy oprocz tego, ze kierunek prostopadtych w gore t.j. kie-
runek PM, P'M', P"M".... jest kierunkiem dodatnym, wprost
jemu przeciwny, czyli kierunek na doét, jaki maja prostopa-
dte PIWM1V, PWYV, PVIMVL..... uwazac potrzeba za odjemny.
Poniewaz katy wierzchotkowe przy O sg sobie rowne i osta-
tnie prostopadle tak migdzy sobg jako tez i do pierwszych
s3 réwnolegle, zatem tréjkaty MIMOPIV, MvOPv, MVIOPVL...
tak miedzy soba, jako tez i pierwszym sa podobne,

a dlatego

jak rownie it d

3 nastgpnie

Z tego si¢ pokazuje, ze obrawszy na kierunku prostej
AB gdziekolwiek punkt, i spusciwszy z niego prostopadia do
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CD, stosunek t¢j prostopadlej do odleglo$ci obranego punktu
od poczatku O, jak roéwniez, stésunek odleglosci spodka pro-
stopadtej od poczatku do tejze odleglo$ci obranego punktu,
jest statym i niezmiennym. Gdyby atoli proste AB i CD lub
przynajmniej jedna z nich zmienita o cokolwiek swoj kieru-
nek, przez co naturalnie zmienitby si¢ kat «, (wyjawszy ze
obie, w t¢z sarn¢ stron¢ i o rownag ilo§¢ zmieniajg kierunek)
rownos¢ powyzszych stosunkow utrzymacéby si¢ nie mogta;
powstatyby bowiem nowe tréjkaty podobne migdzy soba, ale
niepodobne pierwszym. Z tego wniesiemy, ze stosunek o kto-
rym mowa, jest w $cistym zwigzku z wielkoScig kata a, czy-
li, z¢ wazno$¢ jego =zalezy jedynie od wielkosci kata jaki
proste czynig miedzy sobg. W takim razie wyrazamy si¢ w
Matematyce krotko, mowigc: ze tak stosunek prostopadiej,
jak rownie i odlegtosci jej spodka od poczatku, czyli od wierz-
chotka kata, do odlegto$ci obranego punktu, jest funkcyjg
kgta, a piszemy zwyczajnie

MP ,. ,.OP
™ yom (9
gdzie gloski / 1 F, =zastepuja miejsce wyrazu funkcyja] sa
za$ dlatego rozne, ze dwa stosunki MP - OP iim réwne sg

migdzy sobg 1'0zne. Wyraziwszy proste OM, OM', OM".....
MP, M'P'.... OP, OP', OP"..... w liczbach, czyli zastagpiwszy
te dlugosci bezwzgledne ich stosunkami do jednostki dowol-
nej §. 2 1 3 Geom. i polozywszy ogélnie OM=A, PMrzo,
OP=a, OM"-i', PM'=0', OP'=a, i t. d. bedzie:

b b bV biv 6V by

h i"-jr~ *e*mx* AV hv R
a a a" a” avv av aV

hh'~ TT /U7 B st B /P .
tudziez y = f(a) j —F(a).

Jak stosunki j i  zaleza od kata «, tak tez nawzajem kat

a zaleze¢ musi od jednego ztych stosunkdéw, bo kazdy znich
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jest koniecznem nastgpstwem drugiego; dlatego t6z twierdzié

takze mozemy, ze kat a jest funkcyja stésunku ~ lub sto-

sunku i napisaé a—cp(~), lub gdzie znowu gtloski
@ 1 Y} zastepuja wyraz funkcyja.
§e 2.

Z tego co dotad powiedzieliSmy o stésunkach — % 1

o kacie «, jasno si¢ pokazuje, ze zamiast kata a uzy¢ 9.

dzie mozna jednego ze stosunkow jr, A poniewaz po-

wyzsze stosunki pierwsze migdzy soba, a drugie znowu mig-
dzy soba sa rowne, zatem jakkolwiek ilosci 7a A, h",.... b,
b, b"...., migdzy sobg sg rozne, mozna wszelako wszystkie

te stosunki wyznaczy¢, znajac ktorykolwiek ze stosunkow

—— ... ROownie wyznaczy¢ mozna wszystkie drugie sto-

sunki }[11, a—,ﬁ; i t. d. znajac ktérykolwiek z nich. Lecz

nieznajac zadnego z tych stdsunkéw, c6z nam pozostaje? Nic
innego zaiste, jak wprowadzenie nieznanej ilo$ci, jak w Al-
gebrze czyniliSmy i zatozenie warunku, iz powyzszy stosu-
nek jest jej réwny, a potem postaranie si¢ o jej wyznacze-
nie. Ale stosunki kazdego z dwodch powyzszych ciagow sg
migdzy sobg rozne, przeto dla kazdego z tych ciggdw wpro-
wadzi¢ nalezy osobng ilo$¢ nieznang. Z uwagi, ze tak stosu-

nek -7 jako tez

ze wprowadzi¢ si¢ majace nieznane dla tych dwoch stésun-
kéw, zaleze¢ tez beda od kata a, t. j. ze w ich wyrazeniach
kat a znajdowaé si¢ musi; w jakiej za§ postaci, tego dotad
zupetnie nie wiemy ale wkrétce poznamy.

Pierwsza nieznang oznaczmy przez wst. a a drugg przez
dost. a 1 wymawiajmy wstawa kqta a (Sinus «) 1 dostaioa kq-
ta n (Cosinus u). Dwie te nieznane wyraza¢ begda liczby, bo
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stosunki ktorym si¢ maja réwnaé¢ sa takze liczbami. Aleja-
ko wyrazy stosunkow ~ i~ sgliczbami wyrazajacemi stosun-

ki dlugosci bezwzglednych do obranej jednostki, tak tez nie-
znane wst. a 1 dost.a wyraza¢ beda stosunki do tejze jedno-
stki. Mozemy zatem po takich zastrzezeniach potozy¢

-Z.—wst.a, -{%—dost.a.

Niech to bynajmniej nie zastanawia, ze dla oznaczenia nie-
znanej liczby wprowadzamy wyrazy fostawe i1 dostawe zadne-
go znaczenia nie majace, albowiem rowniez x, y, z,.....
uzywane na tenze sam cel w Algebrze, nie wigcej zna-
czenia maja, a wszelako widzieliSmy, ile nam tamze nie
tylko rozumowanie ale i rachunek utatwily. Nie ude-
rzaja juz one naszej uwagi, bo si¢ z niemi oswoiliSmy,
dlatego moglibySmy tez byli polozy¢ w miejsce wst. a

i dost. «, y ix tak, izby bylo -j—y, 5=2x, bo tunie cho-

dzi o oznaczenie, gdyz to jest dla nas oboj¢tnem, jak si¢juz
dotad tak w Arytmetyce jako tez i w Algebrze dostatecznie
przekonaliSmy, ale raczej o znalezienie wazno$ci stosunkow

j 1j 1 te waznoSci mogag by¢ dowolnie oznaczone, a wsze-

lako pokaza si¢ w koncu liczbami.

Ale zapewne kto si¢ tu zapyta: i1 dlaczegdz przecie
wprowadzamy nowe oznaczenia nieznanych, majac juz goto-
we wAlgebrze uzywane? Oto dlatego, ze jak w Geometryi
proste niczem si¢ co do swej natury nieréznigce, miaty przecigz
rozne nazwy (prostopadta,uko$na, rownolegtait. d.) dla rozro-
znienia ich od siebie w figurze lub figurach, tak i w tej czesci
Geometryi t. j. w Trygonometryi, potrzebne nam jest toz odr6z-
nienie, a zatem nazwa prostych tu uzywanych, czego dowodem
juz sg dwa powyzsze stosunki. Z tego powodu wyzej wprowa-
dzone oznaczenia, wyraza¢ zarazem beda nazwy prostych przez
stosunki wst. a i dost. a oznaczonych, a przez to wespra nasz¢
pamigé i uwage.
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§. 3.

Z zatozonych dwoch zrownad wypada
b—hwst.a 1 a= Adost. a
z czego mozna czyta¢ nast¢pujace twierdzenia.

1° W kazdym .trojkgcie prostokgtnym bok przeciidegly
kqtowi prostemu rowna si¢ iloczynowi z przeciwprostokgtni
przez icstawe kqta przeciwleglego.

2° W tréjkgcie prostokgtnym bok przylegly kqtowi pro-
stemu, rowna sig iloczynowi z przeciwprostokgtni przez dosta-
we kqta ostrego jemu przyleglego.

Poniewaz punkta M, M’, M".... obierali§my dowolnie,
wige tez jedng ktoragkolwiek z odlegltosci OM, OM', OM"....
czyli h Ii, h".... wzigwszy dowolnie, nadajac jej jakakolwiek
wielko$¢ byle znang i stata, juz tem samem znalezliby$my
b i a gdyby tylko wst.a i dost.a byly znane. W wielosci
dowolnych waznosci dla 4. najprosciejszy jest przypadek, gdy
potozymy h—i t. j. wezmiemy h za jednostke z ktéra b i a
porownywamy; w takim razie znajdziemy

b—wst. a, a~ dost. a.

Zastanowiwszy si¢ z uwagg nad waznosciami dwoéch wpro-
wadzonych nieznanych co dopiero otrzymanemi, dostrzezemy
bez trudnosci, iz one sa dwoma katowi prostemu przylegte-
mi bokami w trojkacie prostokatnym, w ktorym przeciwpro-
stokatnia wzieta jest za jednostke; oprocz tego, znalezliSmy
tym sposobem Ow staly stosunek jaki majg prostopadle i
odlegtosci ich spodkow od poczatku, do odleglosci obranych
punktow takze od poczatku.

Poniewaz migdzy bokami trdojkata prostokatnego prze-
ciwprostokatnia jest najdtuzsza, zatem przyjmujac ja za je-
dnosé¢, wst.a 1 dost.a, czyli o1 a, beda utamkami wyrazo-
nemi w czeg$ciach przeciwprostokatni, t. j. jezeli przeciwpro-
stokatnia przyje¢liSmy lub nam byta dana—i sazen, albo=:1
stope, albo=1 metr i t. d. wst. a i dost. « beda tez wyra-
zone w czegSciach saznia, stopy, metru i t. d. Jakaz wigc z
tego opisania da¢ mozemy definicyja wstaiuyi dostawy jakie-
go kata? Oto nastepujace: W trojkgcie prostokgtnym, poczy-
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najgé od wierzchotka jednego z kqtow ostrych, odcigwszy na
przeciwprostokgtni diugosé— 1 i z konca tej jednostki spu-
Sciwszy prostopadiq na lok przylegly temu kgtowi, prostopa-
dia ta bedzie wstawa, a odleglosc jej spodka od wierzchotka
dostawa tegoz kqta.

Jezeli z wierzchotka rzeczonego kata, taz samg diugo-
scig~1 zakre$limy tuk migdzy ramionami wmowi¢ bedace-
go kata, tedy poniewaz tenze tuk jest miarg kata, z ktorego
wicrzchotka zostal zakre§lony i, jakto skadinad wiemy, jeden
za drugi wzig$¢ mozna, zamiast tustaioa kgta a i dostawa kq-
ta « powiedzie¢ tez mozemy, wstawa i dostawa tuku stuzq-
cego za miarg temuz kqtoioi.

Tak tedy w trojkacie OPM fig. 4 prostokatnym przy

P, od wierzcholka O poczynajac, odcigwszy na przeciwpro-
stokatni OM, Om—\ ispuSciwszy prostopadlta mp na bok OP
przylegly katowi O we d1lug pierwszej definicyi
jest mp= wst. MOP=wst. q,
za$ Op= dost. MOPzzdost. a.
Zakresliwszy za$ otwarto$cig cyrkla rowng Om — 1 luk wA
zawarty mi¢dzy ramionami kata a, picrwszy bedzie ostatnie-
go miarg i jeden za drugi wzigs¢ mozna, dlatego tez wolno
jest napisaé mp—wst. tuku mA4, Op — dost. tuku mA. Z uwa-
gi, ze zamiast katow wolno jest bra¢ tuki z ich wierzchot-
kéw 1 migdzy ich ramionami zakreslone, rodzi si¢ nam no-
wa definicyja wstawy 1 dostawy a te nast¢pujace: wstawa fu-
ku jakiego, lecz promieniem — i zakreslonego, jest prostopadia
z jednego jego konca na promien przez drugi koniec przecho-
dzqcy spuszczona,— dostawa za$ tegoz luku jest czes¢ promie-
nia, zawarta miedzy spodkiem zestawy i srodkiem kola czyli
wierzcholkiem kqta z ktorego tuk zostat zakreslony.

Kazdy tu tatwo dostrzeze, ze dwie te definicyje chociaz
réznobrzmiace sa jednakze roéwnoznaczne; ktora jednak ko-
mu wigcej do przekonania trafia, t¢ niechaj zatrzyma; chodzi
tubowiem o jak najdoktadniejsze pojecie tych dwoch prostych
zajmujacych miejsce dawnych cigciw. Pierwsi autorowie kto-
rzy ostatnie pierwszemi zastapili, nazwali je sinus 1 cosinus

2.
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a nasz slawndj pamieci JAN SNIADECKI nazwal tez linije wsta-
wgq i dostawq. Ze zastapienie cieciw wstawami (sinus) win-
niSmy Arabom, $wiadczy o tein KASTNER w swej historyi Ma-
tematyki, przywodzac, ze ALBATEGNIUS astronom arabski
wr. 880 pierwszy mial uzy¢ sinus zamiast chorda. Ktoby si¢
pytal co za zwiagzek ma tacinski wyraz sinus, znaczacy po-
spolicie odnog¢ morska, zakrzywienie, we¢zykowato$¢ i t. p.
jak réwnie wyraz polski wstawa, temu wyznam otwarcie, iz
ja sam zadnego zwiazku nie dostrzegam i zdaje si¢ jakoby
ten wyraz byl dowolny. Zastanowiwszy si¢ atoli nad tern co
pozniejsi Geometrowie zrobili dla ulatwienia w uzyciu tablic
cigciw, przyjdziemy moze do zrédla, z ktoérego wyraz sinus
wyptynal. Pierwotne tablice cigciw byly w uzyciu z tego
wzgledu niedogodne, iz skoro przyszto w nich szuka¢ cigci-
wy pewnemu odpowiadajgcej katowi, potrzeba byto wprzod
kat ten podwoié, bo catkowity tuk jest miarg $rodkowego
kata, ktéry, jak wiadomo, dwarazy jest wigkszy od kata o-
kregowego na tymze samym stojacego tuku; dlatego pozniejsi
Geometrowie przerobili rzeczone tablice w ten sposob, iz
wzieli potowy obrachowanych a do podwdjnych tukéw nale-
zacych cigciw 1 te w tablice ulozyli. A kiedy przy uzyciu
calkowitych cigciw potrzeba byto takowe rachowaé¢ i w tabli-
ce utozy¢ dla potokregu kota, uzywajac potowek do podwoj-
nych tukéw nalezacych, dostateczne byly tablice dla ¢wiart-
ki okregu kota; przez to staty si¢ tez tablice krotsze i w u-
zyciu wygodniejsze. A ze starozytni nazywali cieciwy in-
scriptae, dlatego tez, wedlug zdania GODINA, uzywajac tych
ostatnich tablic mowili: semissis inscriptae (potowa cigciwy)
pisali za§ przez skrocenie s. ins., skad zapewne poszta na-
zwa sin. czyli sinus. Jakie za§ wyobrazenie polaczyt SNIA-
DECKI z polowa cigciwy 1 wstawa, tego naznaczyC nie mogg.
Ale jak w Algebrze nie chodzito nam o zrédto, z ktorego
nieznana x wyptynela, tylko o jej waznos¢, tak i tu wig-
cej si¢ stara¢ powinnismy o doktadne pojecie, co rzeczywi-
Scie znaczy nieznana sinus lub wstawa, niz o jej zrodlostow,
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bo na tej znajomos$ci nic nie zyskamy. Ja w tern matem
wyboczeniu, chciatem tylko wskazaé poniekad zrodlo gdzie
niby zwolennicy wszelkiej dokladnosci poje¢, szuka¢ maja
objasnienia wyrazu sinus, my za$ przestaniemy na tern, iz
doktadnie, jak si¢ spodziewam, rozumiemy co jest wstawa
(sinus) i1 dostawa (cosinus).

Dwie znalezione nieznane t.j. wstawe i dostawe, nazwa-
no linijami trygonometrycznemi, a pozniej funiccyjami trygo-
nometrycznemi (obie nazwy dotad sa uzywane) i te od poto-
wy 15go stulecia zastapiwszy cieciwy, nadaly nauce o trdj-
katach catkiem inng posta¢, a nastgpnic w wysokim stopniu
wplynety na udoskonalenie wszystkich czgsci Matematyki, a
staty si¢ niecodzownemi wjej zastosowaniach.

Na figurze 3 poprowadziwszy przez punkt O inng pro-
stg A'B', czyniacg z prosta3 CD kat DOB' =: DOB —a ale
z drugiej jej strony i podobniez z dowolnie obranych punktow
Mi, Mj, Ma.... spuszczajac prostopadte MjP, M2P', M3P"...
na CD, poniewaz z §. 5 Geom. wiemy, ze dwa katy w prze-
ciwnym kierunku wzgledem pewnej prostej rachowane, sa
ilosciami przeciwnemi, przeto przyjmujac kat DOB od OD
w strong ku B rachowany za dodatny, kat DOB' rachowany
od tejze prostej OD lecz w kierunku przeciwnym t. j.
w strong ku B', bedzie odjemny. Ale i prostopadte PMi, PM 2,
P"M3.... ida w kierunku przeciwnym prostopadtych PM, P'M',
P"M"...... pierwsze zatem uwazane by¢ muszg za odjemne,
jezeli ostatnie wzigte byly za dodatne. Nazywajac ich sto-
sunki do jednostki podobnie jak tamtych przez bi, h,

a odlegtosci OM], OM>..... przez h\r k> lij... bedzie rowniez

Ale PM —PM,, PM'—P'M2 i t. d.
tudziez OM—OMx, OM'= OMa. . . .
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zatem

A Ze zatem -

czyli wst. (—a))——wst.a.

Proste ( , . obu katom sa spdlne, a dlatego
czyli

Ze za$ , a wyzej znalezliSmy

wiec dost. (— «) = dost.«;

co wystowiwszy, czytamy nastepujaca prawde : ze wstawa kq-
ta lub luku dodatnego jest dodatng, odjemnego odjming,; do-
stawa zas bgé to dodatnego bgé odjemnego kqta, jest dodatng.
Skoro wigc kat swoj znak zmienia, zmienia go tez i wstawa
a dostawa zostaje niezmienng.
§. 5.

Zamiast stosowac proste PM, P'M', P"M".. OP, OP' OP"..
do OM,0OM', OM"..mozna je stosowa¢ same do siebie. Stosu-
nek prostopadiej do odleglosci jej spodka od poczatku, t. j.

stosunek nazwano styczng trygonometryczng kqta a (tangens)

i zgodzono si¢, aby przez skrocenie pisaé "~ =sty.a (tang.a

lub tg.a). Odwrocony stosunek a do /i, t. j. stosunek

nazwano sieczng trygonometryczng (secans), na skrdcenie za$
w pisaniu zgodzono si¢, aby pisaé siecz,a lub sie.a (sec. a)

tak ze sie. a g}sec. a). Dwa zréwnania
podzieliwszy przez siebie, znajdziemy
zatem
Poniewaz ~ zatem

skad si¢ pokazuje, ze dwie nowe linije t. j.
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styczna i sieczna trygonometryczna, sa jedynie skroceniami
wprowadzonemi dla utatwienia rachunku. Zobaczmy atoli
czyli i tym linijom nie zdotamy da¢ jakiej definicyi dla za-
trzymania ich w pamigci i znalezienia w razie potrzeby na
figurze.

Gdybysmy w trojkacie prostokatnym nie przeciwpro-
stokatnia ale jeden z bokéw przylegtych katowi prostemu
uwazali za jednostke¢, np. bok wyrazony w liczbach przez a,
tedy poniewaz z owego ciggu trojkatéw podobnych jest takze

d.

potozywszy jak powiedzielismy —=:sty.a a potem a — 1,

bedzie 6= sty. «; powiedzie¢ wigc mozemy, ze uwazajgc w
trojkgcie 'prostokgtnym jeden z jego bokow kgtowi prostemu
przyleglych jako jednostke diugosci, drugi bok bedzie styczng
kgta jemu przeciwleglego.

Albo: z wierzchotka jednego z katow ostrych otwar-
toscig cyrkla rowng bokowi przylegtemu katowi prostemu,
ktory tez przyjmujemy za jednostke, zakresliwszy luk miedzy
ramionami tegoz kata ostrego, drugi bok bedzie styczng do
nakre$lonego luku wedlug §. 85. Tak na jig. 4 zamiast Om
uwazajac OA za jednostke i1 ta dlugoscia zakresliwszy luk
Am, i z punktu A wyprowadziwszy prostopadta Am' az do
przecigcia si¢ z przeciwprostokatnia w punkcie m', ta bedzie
styczna do zakre$lonego luku. Lecz w Geometryi uwazalis-
my styczng jako prostg nieograniczonej dlugosci, tu za$ uwa-
zamy ja jako ograniczong i widzimy, ze jest tylko czescia
stycznej zwyczajnej zawarta miedzy punktami A i m, dla
tego tez nosi nazw¢ stycznej trygonometrycznej luku Am
albo kata rfOA. Z tej uwagi mozna da¢ druga definicyja
stycznej trygonometrycznej nastepujaca: styczma trygonome-
tryczna jakiego tuku, a zatem i kqta, jest czes¢stycznej zwy-
czajnej wyprowadzonej zjednego konca tuku, az do przeciecia
si¢ z promieniem przechodzgcym przez drugi koniec tegoz tuku.
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Nareszcie poniewaz trojkaty Omp i Om A sa podobne,
zatem Op !Om —OA 10m. A ze potozylismy OA—1 i

Om—OAn 1 przeto Opli= 110m' skad Om'—e¢j-+ Ale

wedtug powyzszego jest Op=dost. a, przeto Om'~~"—— Wy-
zej znalezliSmy -j———sie. «, zatem Om'nsie. «. Co6z wigc

jest sieczna trygonometryczna jakiego luku lub kata i jaka
jej definicyja? Oto: sieczna trygonometryczna jakiego tuku,
jest to przediuzony promien przez jeden koniec tuku przecho-
dzqcy, az do przecigcia sig¢ ze styczng, z drugiego konca te-
goz luku wyprowadzong. Albo: uwazajac w trojkacie pro-
stokagtnym jeden z jego bokdéw katowi prostemu przylegtych
za jednostke dlugoscil drugi bok jest styczng kata sobie
przeciwleglego, a przeciwprostokatnia sieczng tegoz kata.
§. 6.

Juz si¢ na poczatku powiedzialo, ze tak wstawa jak i
dostawa kata sa funkcyjami tegoz kata. Przez wyrazenie
funkcyja nie co innego powiedzie¢ chcemy, jak tylko, ze za
zmiang kata zmienia si¢ takze jego wstawa i dostawa, czyli
ze wielko$¢ wstawy i1 dostawy zalezy od wielkosci kata.

Przypatrzywszy si¢ z uwaga jigurze 5 1 pomys$liwszy
sobie, zejedno rami¢ kata t. j. OA jest stale, a drugie Omni
obracajac si¢ okolo punktu O, poczawszy od potozenia OA
czyli Op przybiera coraz inne potozenia Om, Om', Om" . .
dostrzezemy bez trudno$ci .nastgpujace prawdy, 1°. ze kat
jaki Om czyni z prostag OA, coraz bardziej rosnie, 2°. ze dtu-
go$¢ prostopadtych mp, rap, mp" .. . takze rosnie, 3°. zZe
odlegtos¢ spodkow tych prostopadtych od punktu O ciagle
si¢ zmniejsza, na co zdaje mi si¢ zadnego dowodu nie po-
trzeba, bo samo spojrzenie na figur¢ dostatecznie o tern prze-
kona¢ nas moze. A Ze pierwsze proste mp, mp m'p"
s3 wstawami, drugie za§ Op, Op, Op"” .. . dostawami katow
mOp, mOp, m'Op"” . . ., wniesiemy wigc stad, ze za zmiana



25

kata, zmienia si¢ t6z jego wstawa i dostawa, mianowicie za$
7ze wstawa ro$nie gdy kat rosnie, a dostawa maleje i prze-
ciwnie.

Co do stycznej i siecznej dostrzeglibySmy toz samo
prawo, ze si¢ zmieniaja za zmiang kata, a mianowicie Ze obie
rosng gdy kat rosnie, nakresliwszy tylko te proste kazdemu
katowi odpowiadajace; stusznie wiec i te dwie proste na-
zwano funkcyjami trygonometrycznymi.

Ostatnig prawd¢ mozemy takze wprost i latwiej ze zro-

wnan sty. i sie.a= g@{tﬁa w‘ycz‘ytaé. Gdy bowiem

dost.«

kat a rosnie, przekonaliSmy si¢, ze wst.a rosnie a dost. &

malej]e,I zatem iloraz czyli sty. a takze rosnie i to bar-

dost.a
dzo predko, bo podzielna czyli licznik rosnie, a dzielnik czyli

mianownik maleje. Podobniez iloraz rosna¢ musi, bo

podzielna jest niezmienng a dzielnik maleje.

To co si¢ dotad o zmianie czterech trygonometrycznych
linij powiedziato, jest prawda dopdki kat «<C90° t. j. po-
czawszy od kata 0° az do 90°, czyli do kata prostego, wsta-
wa, styczna i sieczna rosng skoro kat rosnie a dostawa ma-
leje. Zeby poznaé, co si¢ dzieje z temi linijami dla katow
rozwartych 1 wypuktych, wyprowadzmy na fig. 3 z punktu
O prosta OE czyli EF prostopadta do CD, a uwazajac katy
wzgledem niej tak jak je wzglgdem OD uwazaliSmy, t. j.
uwazajac kat jaki OB czyni z OE czyli kat BOE, oznaczmy
go pizez /?, tedy widzimy, iz kat /? jest dopelieniem kata a
wzajemnie « jest dopelnieniem kata /? §. 9 Geom. Spusz-
czajac z punktow M, M', M" . . . prostopadle MQ, M'Q',
M"Q" ... na OE, widzimy, ze te s3 tern samem wzglgdem
dwoch prostych AB i EF i kata /?, czem byly MP, M'P',
M"P" . . . wzgledem prostych AB, CD i kata «; jezeli za-
tem OM= I, jest tez MQ—wst./?, OQ=dost./?. A ze MQ=OP,
OQ—MP, za§ OPzzdost.«, MP=;wst.a, wigc wst./? = dost.«,
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dost./?~wst.a. Ale /7= 90°—a, przeto

mozemy wigc powiedzie¢, ze dostawa jakiego kqta, jest rowna
wstawig jego dopelnienia 1 zatrzymajmy dobrze w pamigci
ostatnie wyrazenia, bo sa bardzo czgstego w Trygonometryi
uzycia.

Jak dostawa jakiego kata jest wstawgjego dopehienia,
tak tez na jej podobienstwo wprowadzono dla dwoch innych
linij t. j. dla stycznej i siecznej, stycznag i sieczng dopeinie-
nia. Pierwsza nazwano dostyczng albo lepiej dotyczng (co-
tangens) a druga dosieczng (cosecans). Tamte pisa¢ bedzie-
my przez skrocenie doty. (ctang. lub ctg.), t¢ zas, dosie. (cosec.)
tak, ze mie¢ bedziemy

1 wzajemnie:

W poprzedzajacym §. znalezliSmy, ze sty.a ~ '@ przeto

Oznaczywszy, jak si¢ to zwyczajnie robi, podlokregu kota
czyli 2R czyli 180° przez 7 przez co 90°=§-7*, bedzie

Poniewaz zatem

tudziez

Pierwsze z tych zréwnan uczy nas, ze iloczyn ze stycz-
nej i dotycznej tegoz samego kqta, zawsze sie rowna i, dru-
gie za$, ze w rachunkach trygonometrycznych jedno jest
mnozy¢ przez styczng lub dzieli¢ przez dotyczna i wzajemnie.

Aby znale$¢ wazno$¢ dosiecznej, mamy

Czgsto jeszcze uwaza si¢ w Trygonometryi réznice migdzy
1 dostawa, tudziez 1 i wstawg kata lub luku; a jezeli to
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réznice uwazamy w kole, ktéorego promien ~r, natenczas
w miejsce roznic 1—dost.a i 1—wst.a, bra¢ potrzeba roznice
r—dost.a i e—wst.a. Roznice 1—dost.a lub r—dost.a nazwa-
no icstawg odwrotng kgta a (sinus yersus), rdznice zas
l—wst.a lub r—wst.a nazwano dostawg odwrotng kqta a (co-
sinus yersus) *), tak ze

wst. odwr.a zz 1| —dost.a lub zzr —dost.a

dost. odwr.a— 1 —wst.a lub ~r» —wst.a.
Pierwsza jak tatwo dostrzedz, jest to cze$¢ jednostki lub pro-
mienia zawarta migdzy lukiem i spodkiem wstawy, druga
za$§ jest cze$cig tegoz promienia zawarta miedzy lukiem i
spodkiem wstawy luku dopelniajagcego. Mamy wigc oSm ii-
nij albo funkcyj trygonometrycznych t. j.

wstawe, styczng, sieczng, wstawe odwrotng

dostawe, dotyczng, dosieczng, dostawe odwrotna
z ktérych znajac jedne tylko i to ktorakolwiek, tatwo jest
znale$¢ wszystkie inne, jak to nizej zobaczymy.

Aby sobie te linije dobrze w pamigé¢ wdrozyé¢, nie za-
wadzi zobaczycje na fig. 6. Niech bgdzie OAzzOB=0mzzl,
katy AOmzza i BOm=/?, sg jak widzimy jeden drugiego
dopelnieniem bo a-f-/7rz90°. Prostopadta mp jest tu wsta-
wa kata «; lecz ze mp— Og, wiec zarazem jest dostawa kata
/7. Podobniez Op jest dostawa a, ale poniewaz Op—mgq,
wigc zarazem jest wsfcawa kata /7 1 wzajemnie. Prostopadta
At jest styczna kata a, za$ BC' stycznag kata /2, zatem At jest
zarazem dotycznag kata /?, a B¢' dotyczng kata a. Prosta Ot
jest sieczng kata a, za§ Ot' sieczng kata /2, wigc tez OC jest
dosieczna kata /2, a Ot' dosieczng kata a. Nareszcie

pA — OA —Op rz 1 —dost.a —wst. odwr.a,

za$ ¢B zzOB —Og ~ 1—dost./? zz 1 —wst.azzdost. odwr.a,
§ 7

Zastandwmy si¢ teraz co si¢ dzieje ztemi funkcyjami,

gdy kat stanie si¢ prostym czyli 90°=R potem gdy

*) MUKLANOWICZ nazwal plerwszq Zm druga m,,TrOJka-

towanie drugiego rzgdu o
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si¢ stanie zz 180°zz2Rzz7r; daléj gdy bedzie katem wypu-
ktym réwnajacym si¢ 270°zz3Rzzf-jr, a nareszcie skoro tenze
kat stanie si¢ 360°zz4R zz>1r. Naprzéd bardzo naturalng
jest rzecza, iz gdy kat =0, t. j. gdy rami¢ Om fig. 5 ma
potozenie prostej OA, wstawa jego jest zzO, bo nicmasz
zadnej prostopadlej, a dostawa rowna si¢ samej prostej Omzzl
przeto wst.0°zr0, dost.0°zzl lub ~r, jezeli te proste uwa-
zamy w kole ktorego promien zzr. Bez najmniejszej tez
trudnos$ci kazdy dostrzeze, iz wstawa kata prostego jest zz + 1
lub zz+r czyli ze wst. 90° zz wst. R=wst- +rzz+ 1 albo
zz+r, dostawa za$ tegoz kata zzO, gdyz prostopadta z pun-
ktu mIlV na OA spuszczona, pada w punkcie O t. j. spodek
wstawy przypada w punkcie O, a dla tego odleglos¢ tegoz
spodka od punktu O bedaca dostawsg, jest zadna czyli =0;
zatem dost. 90°zz dost. Rzz dost. +rzz0.

Jezeli prosta Om, w obrocie swoim okoto punktu O,
wezmie potozenie prostej OB czyli przypadnie na przedtu-
zenie prostej stalej AO, wtedy taz prosta Om, przebiega w
obrocie swoim 180°; prostopadta z punktu mv na AO albo
raczej na OB spuszczonajest zadna, bo si¢ zamienita w punkt
mv a odleglos¢ jej spodka t. j. punktu mv od O, réwna si¢
OmvzzOmzz 1 albo zzr. Ale dwie proste Om i Omv uwa-
zane wzgledem punktu O jako poczatku, majg kierunki prze-
ciwne, jezeli wiec Omzz+ 1 albo zz+ r, bedzie Omvzz —I1
albo zz—r. Tak wi¢cc mamy dalej

wst. 180° zzwst. 2R = wst. srzz 0

dost. 180°zzdost,2R = dost.?7rzz —1 albo zz—r.
Obracajac dalej prosta Om czyli rami¢ kata AOm az dopoki
nie przyjdzie do potozenia OC t. j. dopoki nie padnie na
przedtuzenie prostej DO a punkt m nie padnie na mTl, ta-
two takze dostrzezemy, ze wstawa kata wypuktego
AOCzz270°zz 3Rzz+r réwna si¢ prostej OmV', a dostawa
znowu zzO. Lecz z powodu, ze Omv‘zzOm zz 1 albo —
przypada w kierunku wprost przeciwnym prostej Om'7, zas$
OmlV—+1 albo zz+r, bedzie
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wst. 270° —wst. 3R = wst. §77——1 lub ~ —r
dost. 270° = dost. 3R :=dost.-f7/= 0.
Nareszcie, jezeli prosta Om w obrocie swoim powrdci do po-
tozenia OA albo raczej Om skad obrot zaczela, przebiezy
w tym obrocie okolo punktu O wszystkie cztery katy pro-
ste, a wstawa i1 dostawa begda znowu tak jak na poczatku
obrotu t. j.
wst. 3600—wst. 4R = wst. 27/= 0
dost. 360° = dost. 4R = dost.277=+1 lub = +r.
Przyjawszy raz na zawsze r= 1, mamy dla czterech glow-
nych potozen prostej Om

wst. 0° = 0 dost. 0° = + 1
wst. | 7= +1 dost. 77= 0
wst. 77— 0 dost. 7 = —1
wst. = —1 dost.f 7= 0
wst.277= 0 dost.2 z7=+1.

Zastanowiwszy si¢ nieco nad temi wazno$ciami wstawy
i dostawy, kazdemu prawie same z siebie nasung si¢ naste-
pujace uwagi: kiedy kat poczawszy od 0° rosnie do 180°,
wstawa jego bedac rowna 0, stata si¢ potem = + 1 a nastep-
nie znowu =0; wigc ta wstawa poczawszy od 0 rosnie az
do +1 a odtad maleje takze az do 0. Poniewaz dla kata
=3R jest taz wstawa = — 1, wugc widoczng jest rzecza, iz
gdy kat dalej rosnie poczawszy od 2R, "wstawa jego takze
rosnie ale odjemnie i dla kata = 3R staje si¢ znowu =1
ale odjemnej. A ze dla kata = 4R jest drugi raz=0 czyli
powraca pierwsze potozenie, zatem oczywiscie wstawa po-
czynajac od kata = 3R az do 4R. maleje, bgdac zawsze od-
jemna, od — i do o. Uwazajac za§ wzrastanie i ubywanie
wzgledne, widzimy, ze wstawa poczawszy od kata =0° ros-
nie az do 90° i tu staje si¢ najwigkszg = + 1; stad poczaw-
szy maleje az do 270° gdzie jest najmniejszg ——i, a na-
reszcie stad az do 360° znowu rosnie stajac si¢ tu —O.
Najwickszg wstawe t. j. wst. 90°= i nazywano dawniej sinus
totus. Co si¢ tyczy dostawy, ta podobniez jak wstawa dwa
razy jest najwicksza i = +1 lub = —i i dwa razy =0 t.j.
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poczynajac od kata —0° gdzie si¢ rowna +1, maleje az do
90° gdzie jest =0; odtad rosnie lecz odjemnie i to az do
180°, gdzie jest = —1; stad zaczyna male¢ az do kata 270°,
gdzie si¢ drugi raz staje =0 i potem znowu rosnie az do
360° gdzie ma pierwsza waznos¢ —+1. Uwazajac tu zno-
wu wzrastanie i ubywanie wzgledne, dostrzezemy, iz od ka-
ta = 0° az do 180°, dostawa ciaggle maleje, a stad az do
360° rosnie.

Z tych uwag wyprowadzi¢ mozemy nastepujacy wnio-
sek: poniewaz wszelkie waznos$ci jakie tylko pomyslic moz-
na dla katow ostrych, zawarte sa w granicach 0° i 90°, za-
tem wazno$ci wstaw katow ostrych bedg wszystkie zawarte
migdzy 0 i +1, t. j. wszystkiec beda wicksze od 0 a mniej-
sze od +1; dostawy za$ tych katow beda mniejsze od +1
a wigksze od 0. Podobniez wszystkie waznos$ci jakie tylko
katy rozwarte mie¢ moga, sa zawarte w granicach 90° i 180°,
zatem wazno$ci wstaw wszystkich katow rozwartych beda
mniejsze niz + 1 a wigksze niz 0 i t. d.

Jakaz jest styczna i sieczna dla powyzszych cztérech
punktéw i co si¢ z niemi dzieje, gdy si¢ kat zmienia od 0°

az do 360°? Poniewaz a za-

tem dosy¢ jest potozy¢ tylko znalezione poprzednio waznosci
za wst.« 1 dost.«, kiedy a
tak znajdziemy
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Z tych waznosci czytamy: iz styczna trygonometryczna albo
raczej jej wazno$¢, poczawszy od kata —O0° gdzie taz stycz-
na jest =0, ros$nie az do kata —90°, gdzie si¢ staje nieskon-
czenie wielka; waznosci wigc stycznych wszystkich katow
ostrych zawarte sa w granicach 0 i oo, moga wigc styczne
katow ostrych mie¢ wszelkie pomyslio si¢ mogace jakkol-
wiek mate lub jakkolwiek wielkie waznosci. Poczawszy od
kata =90° az do kata zz180°, waznos$¢ stycznej przebiega
od oo do 0; ale poniewaz dostawy katéw rozwartych mie-
dzy 90° i 180° zawartych, rosng od 0 do—1 a wstawy ma-

. , wst. a . s,
leja od + 1 do 0, zas sty. a— wiec waznosci stycz-

nych do rozwartych katdw nalezacych, beda wszystkie od-
jemne zawarte miedzy —oo i 0, malejg zatem lecz odjemnie.

Nie zawadzi tu zwrdéci¢ uwage uczacych sig, ze dwie
granice +0oo 1 - oo schodza si¢ w jednymze punkcie i ze
tu styczna doznaje dwoch nadzwyczaj raptownych skokow;
bo naprzod z ilosci skonczonej dla kata o cokolwiek mniej-
szego niz kat prosty, staje si¢ dla tegoz kata + oo, a potem
gdy znowu kat przewyzszy o cokolwiek kat prosty, waznos¢
stycznej staje si¢ odjemng i bardzo bliskg granicy —oo.
Tak w $wiecie fizycznym poczatek i koniec wszech rzeczy
nie inaczej pojmowa¢ mozemy jak tylko dwie przeciwne nie-
zmiernie bliskie siebie granice, jakkolwiek nadzwyczajna
przestrzenia czasu od siebie przedzielone; tak tez i w $wiecie
moralnym, $wigto$¢ czyli nieskazona cnota i zbrodnia $g
dwiema sobie przeciwnemi a bardzo bliskiemi granicami, bo
z jednej nadzwyczaj nagly bywa przechod do drugiej, jak
tego mamy przyktad w piémie S. o pysznych aniotach sza?
tanami nazwanych; tak nareszcie, tuz z wzniostym geniu-
szem sasiaduje obtgkanie. Wracajac do naszej stycznej, wi-
dzimy, iz ta od 0 znowu ro$nie az do oo, gdy kat ros$nie od
180° do 270° i znowu jest dodatna, bo tak wstawa jako i
dostawa katow wigkszych od 180° a mniejszych od 270° sg
odjemne, ich przeto iloraz czyli styczna jest dodatng. Dla
kata 270° czyli dla \n jest jak widzieliSmy sty, ¢n——oo0,
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tu zatem z dodatnej i skonczonej waznosci przechodzi stycz-
na na wazno$§¢ odjemng i nieskonczenie wielkg i podobnie
jak przy kacie =90% schodza si¢ tu takze dwie granice
-f-co i —oo0. Odtad styczna bedac zawsze odjemna, maleje
az do 0, bo dla kata =360°, wszystko powraca do pierw-
szego stanu t. j. do stanu gdy kat byl =0°.

Co do siecznej, ta ma takze granice + 1 izh oo. Gdy
kat rosnie od 0° do 90°, sieczna jego rosnie od + 1 do
+ 00, odtad az do 180°, maleje od —oo do —1, jest
zatem ciggle odjemng; od 180° az do 270° znowu ros$nie
od —1 do —oo0, a nareszcie od 270° do 360°, maleje od
+ 00 do +1. Jej granice + oo i —oo0 schodzg si¢ w tychze
samych punktach jak dla stycznéj.

Znajac wyrazenia dotycznej i dosiecznej przez wstawe
i dostawe albo przez styczna i sieczng, latwo znajdziemy co
si¢ zniemi dzieje, gdy kat przybiera wszystkie waznosci od
0° poczynajac az do 360°.

Wszystko co si¢ dotad powiedzialo o stycznej, siecznej,
dotycznej i dosiecznej, tatwo takze kazdy dostrzeze na figu-
rze, zmieniajac potozenie prostej Om fig. 5 od 0° do 360°
i pami¢tajgc dobrze definicyjg tych linij, izby stosowne wy-
kreslenie przedsiewzia$é mozna.

§. 8.

Co do znakow jakie przyjmuja linije trygonometryczne
dla wszystkich miedzy 0° i 360° zawartych katéw, jasniej
i tatwiej poznamy je ze zréwnan juz nam znanych

Potozywszy tu bowiem —a za a, znajdziemy
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W tych ostatnich wzorach poldézmy znowu
a znajdziemy

Dwa tuki lub katy n—a i a ktérych summa — n, zowig si¢
spetniajgcemi a kazdy z nich spelnieniem (supplementum)
drugiego. Z dwoch przeto pierwszych zrownan czytamy te
prawde: ze dwa tuki Iub kqty speiniajgce sie do 180° czyli
do dwoch kqtow prostych, majq wstaioy i dostawy co do wiel-
kosci zupelnie rowne tylko ze dostawy majq znaki przeciwne.
Nastgpne zrownania mowig toz samo o innych linijach, gdzie
tylko dosieczna jest dodatna a wszystkie inne s3a odjemne
Kazdy zatem kat rozwarty ma sze$¢ powyzszych linij trygo-
nometrycznych co do ich wielkoéci zupehlie tez same jakie
nalezg do kat|*«|trego spelniajacego tamten do dwodch ka-
tow>prgstych,%le tylko wstawa i dosieczna sa dodatne a inne
odjenme. O tej prawdzie mozna si¢ takze przekonaé¢ z fi-
gury ktora sobie kazdy fatwo narysuje.

Poniewaz widzimy, jak w kazdym razie fatwo jest zna-
fes¢ tak wielko$¢ jako tez i znak stycznej i siecznéj, a na-
stepnie dotycznej i dosiecznej, skoro wstawa i dostawa sa
znane, zatem w dalszym ciggu szukania wielkosci linij try-
gonometrycznych, zostaniemy tylko przy wstawi¢ i dostawie;
a skoro wszystkie ich wilasnosci wykryjemy, zastosujemy je
dopiero d¢' innych linij.

Wedlug wzorow wst (n —«) —wst.a, dosf.(n—a )~ —dost. «
znale$¢ mozna wstawy i dostawy -wszystkich katéow rozwar-
tych : Tak np.
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W powyzszych ogélnych wzorach piszac—a za a czyli od-
mieniajac znak kata «, bedzie

Te wzory dadza nam wstawe 1 dostawe katow wypuktych
wigkszych niz 180° a mniejszych niz 270°.
I tak:

Za pomoca tychze samych wzorow mozna takze otrzymac
wstawy 1 dostawy katow nawet wigkszych niz 270° a mniej-
szych niz 360°. Jakoz

Ale

a

zatem

Albo: poniewaz wyzej pokazaliSmy

ze

przeto

a

stepnie

Dwie na pozdér rézne waznosci tak na wst. 300°, jako i
dost. 300° otrzymane, sa sobie zupelnie rowne,

gdyz

bo

Tak wiec poczawszy od kata 180° az do 360°, tak dla wsta-
wy jako 1 dostawy bedzie toz samo co byto od 0° do 180;)
wyjawszy znaki, bo te bedg przeciwne.

W ostatnich wzorach potdézmy jeszcze n4-a za a
a otrzymamy
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Odmieniwszy tu znak kata a, bedzie

W wyzszej Geometryi, szczegblniej za$ jej do Astronomii i
innych zastosowaniach, wypada czesto potrzeba bra¢ wstawy,
dostawy 1 t. d. katow wigkszych niz 4, 6, 8,.... katow pro-
stych; te bardzo latwo otrzymamy z pierwszego z ostatnich
wzoréw kladac tamze nastgpnie

za a, znajdziemy bowiem

i w ogdlnoséci jezeli n wyraza kazda liczbe catkowita dodat-
ng lub odjemna

Odmieniwszy znak kata a bedzie

W pierwszem z ostatnich z rownan potozywszy n+ a za a,
bedzie

a odmieniwszy znak kata g, znajdziemy

Skad wniesiemy, ze do kazdego kata lub tuku, mozna dodaé
lub od niego odja¢ ilekolwiek calkowitych okregdw, nie zmie-
niajac w niczem tak jego wstawy jako i dostawy. Dwa pierw-
sze z ostatnich zroéwnan ucza nas, ze dodajac do kata nie-
parzysta liczbe potokregdw, zmieniamy tylko znak tak wsta-
wy jako i dostawy jego.

Z tego co dotad o wstawach i dostawach katow pozna-
liSmy, nie trudno wnioskowaé, ze zast¢pujac cigciwy temi li-
nijami, nie potrzeba dla utozenia ich waznos$ci w tablice, na-

3.
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wet czwarte] czgdci tej pracy, jakg przy ulozeniu cigciw pod-
jeto. Wspomniatem bowiem , ze tablice cigciw rachowano
wpoczatkach dla poélokregu, gdy tymczasem obrachowanie
wstaw 1 dostaw wszelkich tukow lub katow, sprowadza si¢
do katow ostrych t. j. wiekszych od 0°, a mniejszych od
90°. Ale oprécz tego widzieliémy, ze dostawa jakiego kata
jest rowna wstawi¢ innego dopelniajacego pierwszdj do 90°-
t. j. ze np.

dost. 80°=: wst. 10°, dost. 70°= wst.20°, dost. 60°=wst. 30° it. d.
i ze na tej samej zasadzie dost.45°=wst.45°, przeto tatwo
dostrzegamy, ze dosy¢ bedzie porachowaé tylko wstawy i1 do-
stawy katow od 0° do 45°, a dla nastepnych juz wszystko
gotowe w tablicy znajdziemy, jak nam to dowodnie poprze-
dnie przyktady wskazujg. Aleita praca zmniejszy si¢ jesz-
cze skoro sobie przypomnimy i co nastgpnie bedzie okaza-
nem, iz znajac jedne ktorgkolwiek z linij trygonometrycznych,
juz tem samem wszystkie inne sg znane.

§ O.

Chceac linije trygonometryczne obrachowaé dla ulozenia
ich w tablice, jak to z cigciwami starozytni zrobili, musimy
sobie do tego przygotowaé wzory, jak to dla cigciw we wste-
pie pokazaliSmy, ulatwiajace toz obrachowanie. W tym celu
wezmy trojkat prostokreslny jakikolwiek ABC fig, 7 i o-
znaczmy jego boki albo raczej ich stosunki do jednostki przez
a, 6, c a katy im przeciwlegle przez «, /2, y.

Z wierzchotka ktoregokolwiek kata np. C spusciwszy
prostopadta na bok jemu przeciwlegly AB —c, ta podzieli
rzeczony bok na dwa odcinki ADzzcc i BC—y, a tréjkat na
dwa inne prostokatne. Z pierwszego z nich t. j. ACD we-

dhug §. 3 mamy b_ wst.« czyli CDr=6wat.«,

z drugiego . . BCD . . D zzwst. 3 czyli CD zza wst.j?,

skad awst. —bwst. «, albo a :b~ wst. a: wstjff.
Ta proporcyja zamyka twierdzenie, iz fo trdjkgcie prostokre-
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Sinym wstawy kqtow sq w stosunku bokow tym kqtom prze-
ciwleglych.

Jiwaga. W dowodzeniu tego twierdzenia moga by¢ dwa
przypadki t. j. zZe prostopadta CD pada wewnatrz trojkata
jak tu, lub tez zewnatrz; poniewaz nam to twierdzenie do
innego celu jest potrzebne, dlatego nie zatrzymujemy si¢ nad
drugim przypadkiem, albowiem na swojem miejscu dowie-
dziemy je dla kazdego przypadku.

W tychze samych dwoch tréjkatach i wedtug tegoz sa-

mego §. jest

skad
a nastepnie
Ale na mocy powyzszego twierdzenia jest tez

skad

Te waznos$ci potozywszy wzrownaniu na c, bedzie

albo

albo

Lecz wiadomo z §. 36 Geom., ze

skad y— n—(«+/?) a nastgpnie
zatem wst. (a+ /5~ wst. «dost./9+ dost. « wst..... (1)
jakiekolwiek sa katy a 1 /2, boSmy tu zadnego ograniczenia
nie wprowadzili.

Zroéwnanie to bedac zasadniczem catej Trygonoinetryi,
mozna tez w rozmaity sposob z wykre§lenia geometryczne-
go wyprowadzi¢; my tu nastepujacy wskazemy.

Niech beda dwa katy AOB= « i BOC—fijig.8, z kto-
rych kazdy jest mniejszy niz 90°, szukajmy wstawy summy
tych katéow t. j. wst. («+/?). Na ten koniec na ramieniu OC
kata /2, obrawszy gdziekolwiek punkt E i uwazajac prosta OA
za rami¢ nieruchome tak do kata a jako tez i kata «+ @
nalezace, spusémy z tego punktu prostopadta EF na OA, te-
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dy wedlug §. 2 bedzie cale wigc nasze usi-

fowanie zmierza¢ bedzie do znalezienia stosunku wyra-

zonego przez wstawy i dostawy katéw a i /22 W tym celu
przez punkt E poprowadzmy prosta ED réwnolegla do ramie-
nia OB, az do przecigcia si¢ z przedtuzona AO w punkcie
D, a z punktu O spusémy do niej prostopadla OG; naresz-
cie potozmy kat EDOrrp, DEOrzru: tedy

Ale tréjkat FDE podobny trojkatowi DGO, skad wypada

zatem stosunek moze by¢ zastgpionym przez

stosunek przeto

Szukajmy teraz tych czterech stosunkow.

W trojkacie FDE prostokatnym przy
EGO prostokatnym przy
DGO prostokatnym przy
EGO prostokatnym przy

przeto ¢jjj,= wst. (a+ /9)—wst. p dost. g-f dost™>wst. g.

Ale z powodu rownolegtosci prostych OB i DE jest tez
wigc nareszcie

jak wyzej znalezliSmy.
Jakkolwiek w obecnem dowodzeniu przyj¢liSmy, ze kaz-
dy z katow a i /? jest mniejszy niz 90°, wszelako mozna te
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katy zmienia¢ dowolnie i czyni¢ jeden z nich wigkszy niz
90°, albo tez tak, izby a+ /?>180°, albo”>270°; a robigc
w kazdym razie podobne poprzedzajacemu wykreslenie, t. j.
na ramieniu kgta wyrazajacego summe «+ /? obierajac do-
wolnie punkt i przez tenze prowadzac réwnolegla do ramie-
nia kata « a rami¢ OA spolne katom « i «+/?, uwazajac
jak w powyzszem za nieruchome, dowiedziemy zupetnie tym-
ze samym jak wyzej sposobem, rzetelnos$ci znalezionego zro-
wnania (1), t. j. w kazdym razie przekonamy sie, iz jakie-
kolwiek sa katy a i /?, zrébwnanie (1) jest prawdziwe.

Bo wezmy jeden z tych przypadkow, np. gdy kat
a> 180°.

Niech na figurze 9 bedzie kat wypukly AOB zz a |
BOC=;/9. Na ramieniu OC obrawszy punkt E i przez niego
poprowadziwszy prosta ED rownoleglta do OB, tudziez spu-
Sciwszy ztegoz punktu E prostopadta EF na OA, jako tez
z punktu O prostopadta OG na DE, a nareszcie potozywszy
kat ODE —p, OED —gq,

mamy wedtug definicyi wstawy,

Ale

Lecz trojkat FDE jest podobny tréjkatowi DGO,

EF .
skad _ G0 a nastepnie

A ze tak jak poprzednio EF wst.p, E,(;J:dost. q

zatem
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Ale z powodu rownolegtosci prostych OB i DE fest
jo+ AOB—180° 1 ¢m/9, ze za§ a+ AOBm 360°
zatem p ~a— 180°~ — (180°—w)
a nastgpniec wst.pm—wst. (180°—a)m —wst. ¢
zas dost. pm dost. (180°—a)——dost. a
stosownie do §. 8, wigc nareszcie
wst. («+ /?)=:wst.«dost. 7+ dost. a wst. /2.

Ten sposoéb dowiedzenia ostatniego zréwnania podal A.
ARNETH W ,,System der Geometrie 1840u.

Poniewaz zréwnanie (1) jest jak wspomniatem zasadni-
czom catej Trygonometryi, przeto nalezy si¢ ojego rzetelno-
sci wszechstronnie przekonaé, dlatego podaje tu jeszcie do-
wod Burca znajdujacy sie¢ wjego ,, Handbuch der geradlini-
gen und sphdrischen Trigonometrie 1826u a ktoéry on poczy-
tuje za najnaturalniejszy. Nim ten dowodd pokazemy, do-
wiedzmy wprzod, ze wstawa jakiego kqta albo luku, rowna
si¢ polowie cigciwy tuku dwarazy wigkszego.

Niech bedzie trojkat ABC jig. 10, opisawszy go kolem
i ze $rodka S spuSciwszy prostopadte na jego boki i tako-
we przedtuzywszy az do przecigcia si¢ z okregiem kota
w punktach 6 ( H, I, te prostopadie podziela boki tréjkata
jako tez i tuki, ktorych sg cigciwami kazdy na dwie rowne
cze$ci §. 82 Geom. Wedlug definicyi §. 3 jest

CF= BF=wst. CI
jezeli promien kota opisanego polozymy = 1. A ze tuk CI
albo BI jest miarg kata a, zatem CFmwsta a nastgpnic
CF= iBC = wst. CIm wst. "CIB ~ wst. . Zupelie toz samo
méwi¢ mozna o innych dwdch bokach. Prawda zatem jest,
ze wstawa jakiego tuku jest to polowa cigciwy dwarazy wigk-
szego ‘tuku.

Niech teraz bedzie okrag kota promieniem réwnym 1
wykreslony ~<z. /1. Przy S$rednicy jego BC nakreslmy dwa
katy okregowe ABCma i CBDm/3; poprowadziwszy proste
AD, AC i CD, otrzymamy czworokat ABDC wkoto wpisany
w ktorym proste BC i AD sa przekatniami; przeto wedhug
twierdzenia ProLemeusza §. 113 Geom. jest
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Lecz wedlug poprzedzajacego jest
skad
podobniez jest
a poniewaz .
skad ACB=:900—a a nastgpnie wst. ACBzzdost. «,
zatem AB = 2dost.«; dalej BD~ 2wst.BCD=n2dost./?;
nareszcie BC* 2.
Polozywszy w powyzszem zréwnaniu wazno$ci co dopioéro
znalezione, otrzymamy

czyli
jak poprzednio.

Z powodu wazno$ci zrownania (i), spodziewam sig, iz
mi nie bedzie poczytano za rozwleklos¢, iz si¢ cokolwiek wig-
cej nad potrzebe rozszerzylem; majac bowiem z do$wiadcze-
nia, ze do réznych poj¢¢ réznemi si¢ drogami trafia, nie wa-
hatem si¢ przywies¢ tu trzy sposoby, jak mi si¢ zdaje naj-
latwiejsze a nic na Scistoéci nie tracgce, dowiedzenia zasa-
dniczego zréwnania Trygonometryi.

Tak przekonawszy si¢ o rzetelno$ci zréwnania (1) ja-
kiekolwiek sa katy a i /2, postapmy do innych niemniej wa-
znych a z (1) wyptywajacych. W zrownaniu (1) potdézmy
— 7 za /7, a znajdziemy

wst. (a— /?)=wst.«dost. 7—dost. «wst./? . . . .(2)
pamigtajac na §. 4. Poniewaz wzor (1) jest prawdziwym dla
kazdej wazno$ci katow a i/?, zatem i ostatni t.j. (2) takim-
7ze by¢ musi, bo z prawdziwego i na dowiedzionych poprze-
dnio zasadach wyprowadzonym zostal. Kiedy tak jest, zatem
mozemy i w tym ostatnim klas¢ za a i /? wszelkie dowolne
wazno$ci. Polézmy wigc wnim \n—a za « tedy otrzymamy

albo
a odmieniwszy znowu znak kata /? czyli piszac—/? za /?, co
jak wiadomo mozna ,
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znajdziemy dost. (a—/?)=:dost. «dost. /?Hbwst. «wst. @ . . . (4)*
Cztery wzory (1), (2), 3) i (4), ktére tez w dwoch nastep-
nych obja¢ mozna

nalezy dobrze zatrzyma¢ w pamigci, gdyz one bardzo czeste-
go sg uzycia w catej Trygonometryi i wszelkie jej wzory
z nich wyprowadzi¢ mozna, jak pi¢ nastgpnie o tern prze-
konamy.

§ 10.

We wzorze (4) poléozmy «=:/?, a znajdziemy

Przy tym wzorze zwracam zaraz uwage uczacych si¢, ze wy-
razenia dost. a2 i wst.a2 nie znaczg bynajmniej, izby luk lub
kat a nalezalo podnie$¢ do potggi drugiej, albowiem luki wy-
razone w stopniach, nigdy i do Zadnej potegi nie bywaja pod-
noszone , ale poniewaz dost.a 1 wst.a wyrazaja jak wiemy
stosunki tych linij do jednostki, a zatem liczby, przeto rze-
czone wyrazenia znaczg rzeczywiscie podniesienie tychze liczb
do potegi drugiej i pisa¢ si¢ powinny (dost.«)2 i (wst.a)2
lub dost.2« i wst.w2 lecz gdy si¢ juz prawie powszechnie zgo-
dzono na pisanie takie jakiego wyzej uzyliSmy, zatem i my
tak znaczy¢ bedziemy w dalszym ciagu potegi linij trygono-
metrycznych. Po tej uwadze wré6¢my do naszego zrownania.
Poniewaz wst. —a)=idost.a a w przypadku gdy

jest

zatem

Lecz wst. 0=0, wiec takze wst. O2—0 a nastgpnie

Dzielac obie strony przez wst. 90,

znajdziemy

przeto

t. j. summa kwadratow z dostawy i wstawy jakiegokoliciek kq-
ta rowna sig zaicsze 1, co tez wprost z tréjkata prostokatne-
go, w ktorym przeciwprostokatnia wzieta jest za 1, wedlug
twierdzenia PITAGORESA, wyprowadzi¢ mozna. Albo tez: z po-
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wyzszego juz wiadomo, ze dost.O°~1 wiec it. d. Przedsig-
wzigwszy atoli wywod, wzorow trygonometrycznych wigcej
droga analityczng t. j. rachunkowa, niz geometryczna, uzy-
tem powyzszego sposobu.

Z ostatniego wzoru wypada

majac wigc jedne z tych linij, mozna znale$¢ druga. Z tych
dwoch wzoréw czytamy jeszcze wprost to co si¢ mowilo w §§.
6i7a mianowicie, ze najwigksza waznos¢ jaka mie¢ moze
tak wstawa jako i dostawa jest=:t, pierwsza gdy
czyli gdy a—\ny a druga gdy wst.a~0 czyli gdy «= 0 i
wtedy wypadnie dost. 0=:1, wst. — i jak juz wiadomo.
Dalej czytamy z tychze samych wzoréw, ze gdy jedna ztych
linij ro$nie, druga male¢ musi.
§ 11.

Powiedzielismy w §. 6, iz znajac jedn¢ ktoragkolwiek
z funkcyj trygonometrycznych, latwo za jej pomoca znajdzie-
my wszystkie inne. Zobaczmy jakim sposobem.

W §. 5 dowiedli$my, ze

a w poprzedzajacym §. ze dost.a2+ wst. a?— 1. Dzielac tu
obie strony przez dost.a2, znaidziemy

Cztery te zrownania s3 dostateczne do wyrazenia kazdej z li-
nij trygonometrycznych przez jedne ktérakolwiek z nich.
I tak niech znana bedzie wstawa jakiego kata, a chcemy
znale$¢ inne funkcye wyrazone przez wstawe, tedy bedzie:

wst. odwr.
Niech powtdére dana bedzie styczna jakiego kata, a zadamy
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otrzymaé¢ inne przez te¢z styczng wyrazone, tedy z powyz-
szych czterech zrownan mamy :

Ze zréwnania wypada

§ i
We wzorze (1) potdézmy a znajdziemy

Dawszy temu wzorowi ksztatt

bo §, 6, mozemy zniego znates¢
w przypadku gdy czyli w przypadku
ze albo skad w takim
bowiem razie wzor daje
Dzielac obie strony przez bedzie
skad
Ale 1 wzor da nam takze w przypadku gdy
t. j. w przypadku gdy
albo wtedy bowiem
bedzie z tegoz wzoru
skad
Poniewaz tudziez jest cigciwa luku
za§  jest wstawa luku przeto tu jasno widzimy, ze

wst. 30° jest rowna potowie cigciwy do dwa razy wigkszego
luku nalezacej.
Ze zrownania (6) wypada
A ze
zatom
jak by¢ rzeczywiscie powinno, bo
Potozmy takze we wzorze a otrzymamy
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A zZe 1l =dost.«2+ wst.a2
zatom dodajac drugie zréwnanie do pierwszego, a potem
odejmujac pierwsze od drugiego, otrzymamy

1+ dost.a— 2dost.-fa2 1 —dost. «= 2wst.|a2

'1+dost.a
skad dOSt,‘..§* -V " (10)

Vlﬁlost.a 1)

2
Te wzory stuza jak widzimy do znalezienia wstawy i dosta-
wy polowy.kata skoro jego dostawa jest znang.
Wzory (1) 1 (2) jako tez (3) i (4) raz dodajmy a drugi
raz odejmijmy od siebie, tedy znajdziemy:

albo

Z pierwszego i trzeciego z tych ostatnich zrownan wypada
(B).

Potozywszy tu
skad

Wzory te postuzg nam do obrachowania wstaw i dostaw kg-
tow wielokrotnych postepujacych w szeregu arytmetycznym,
I skoro wiadome sa wstawa i dostawa
pojedynczego kata a Jakoz potozywszy kolejno
otrzymamy
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i podobnie

Wzorom (12) i (13) mozna do rachunku nadaé nast¢pujacy
wygodniejszy ksztatt
)
)
z ktorego widzimy, iz aby mie¢ wstawe i dostawe jakiejkol-
wiek wielokrotno$ci (w+1)« kata a, potrzeba rozmnozy¢ wsta-
we 1 dostawg tuz poprzedzajacej wielokrotnosci »a przez ilo$é
stata 2dosta, a do tych iloczynow dodaé¢ do piewszego wsta-
we a do drugiego dostawe przedpoprzedniej wielokrotnosci
z przeciwnym znakiem.
Jak tatwo jest rachowaé¢ wedlug tych wzorow wstawy
i dostawy wielokrotnych katow, zobaczmy na przykladzie.
Niech bedzie «=1°, potozywszy kolejno n~ 1, 2, 3, . .,
otrzymamy:

it d it d
GdybySmy wiec znali wst. 1° | ze zréwnania
znajdziemy dost. 1°, a z poprzedzaja-
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cych wzoréw wstawy i dostawy katow calkowitych stopni.
W pierwszem i czwartem ze zrownan (A) potozywszy
, poniewaz wst30° otrzymamy

skad

Dwa te wzory ucza nas, ze majac porachowane wstawy
i dostawy wszystkich katow od 0° do 30°, znajdziemy przy
ich pomocy wstawy i dostawy katow od 30° do 45° (bojak
wiemy nie potrzebujemy dalej rachowacé §. 8) przez proste
odejmowanie. Tak np.

5. 13.

Wzory (A) poprzedzajacego §, mozna jeszcze nastgpnie
napisac:

ktore nam shuzy¢ beda w czestych przerobieniach trygono-

metrycznych wzoréw, do zamienienia iloczynu dwoch wstaw

lub dostaw, albo tez iloczynu z wstawy i1 dostawy na sum-

m¢ lub rdéznice wstaw lub dostaw tychze katow.
Potozywszy za$§ w tychze wzorach

znajdziemy
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Te wzory sa wzajemnemi poprzedzajacych i postuzag nam do
zamiany summy lub réznicy dwoch wstaw lub dostaw na ilo-
czyn, co w rachunku logarytmicznym, ktérego si¢ w Trygo-
nometryi prawie wylacznie uzywa, wielkiej jest wagi.

Dzielac zrownanie (20) przez (21) a (22) przez (23) znaj-
dziemy

Dzielac za$ kazde z dwoch pierwszych przez kazde,
z dwoch drugich, otrzymamy

W (24) wzorze potozywszy znajdziemy:

A zZe
bo

zatém
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W (25) ktadac »—O, otrzymamy

Rozmnozywszy wzory (i) przez (2)a (3) przez (4), znajdziemy

Lecz poniewaz

dziez wst«2~ 1—dost«2i wst/?2— 1 —dost/32, zatem z pierw-

szego z tych ostatnich zrownan, kladac naprzod waznosci za
a potem za wst«2 1 wst/32 otrzymamy

i podobniez z drugiego

Z ostatniego wypada
§e 14.
Przejdzmy teraz do innych funkcyj trygonometrycznych*
a naprzoéd zobaczmy takowe dla katow wigkszych niz 180°
i wickszych lub mniejszych niz 360°. Na ten koniec uzy-
wajac wazno$ci na wstawe i dostawe w §. 8 dowiedzionych,

jako tez przypomniawszy sobie ze

znajdziemy:
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Poniewaz
zatem
Wiemy tez z §. 11 ze
przeto polozywszy tu
znajdziemy

§ 15.
Szukajmy teraz stycznej summy lub réznicy dwoch ka-
tow. Na ten koniec podzieliwszy wzor (1) przez (3) a (2)
przez (4) bedzie
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W tych ostatnich wyrazeniach dzielgc licznika i mianownika
przez dost«dost/3 znajdziemy

(32)
(33)
Ten ostatni wzor otrzymac tez mozna z poprzedzajacego kta-
o 1
dac tylko —a za a. Poniewaz ogolnie jest dotycc: stya? ;
zatem . (3.
(35).
Poniewaz zatem
wstadosta
tudziez

Z obu ostatnich wzoréw wypada

Te wzory przydatnemi by¢ moga do obraghowama stycznej
i siecznej od 0° do 90°.

Wedlug wzoréw na wstawy i dostawy katow wielokrot-
nych §. 12 jest
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wiec

Chcac teraz nawzajem wyrazi¢ styczng przez wstawe
i dostawe, mamy

albo

Napiszmy tiiy« za a, a znajdziemy

Te waznoSci otrzymaé takze mozna z wzordw (10) i (11).

Jest bowiem

albo

Poniewaz sty.45°r=1, wigc wedtug wzoréw (32) i (33) jest

@1).

W pierwszym z tych wzoréw ktladac za n bedzie
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(42).

Wzory (40) i (41) mnozac przez siebie wypadnie

skad

Z tego ostatniego wzoru czytamy t¢ prawde, iz we wzorach
trygonometrycznych jedno jest mnozy¢ przez sty.(45°+«)
lub dzieli¢ przez sty. (45° — « ) albo mnozyé przez
doty. (45°—«)..

Poniewaz
tudziez
zatém (44)
jako téz
We wzorze (32) potozywszy znajdziemy
(45).

daje

(46).
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§. 16.

Poniewaz w przerobieniach trygonometrycznych wzoréw
do réznego celu, prawie ciagle zastgpowac potrzeba jedne
funkcyje przez drugie, zatem sadzg, ze tu nie od rzeczy be-
dzie przytoczy¢ rdzne i najuzywansze wyrazenia przynajmniej
trzech linij t. j. wstawy, dostawy i stycznej ; pomiedzy kto-
remi znajdujg si¢ wyrazenia ktoresmy albo juz w poprzedza-
jacem znalezli, albo tez bardzo latwo sprawdzi¢ mozemy ich
rzetelno§¢ wedhug tego co dotad o tychze funkcyjach wie-
my. [ tak:
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Oprocz tych wyrazen sa jeszcze wyrazenia algiebraiczne
tak nazwane urojone t. j.

ktére uczacy si¢ w nauce o szeregach trygonometrycznych
znale$¢ moga.

Wszystkie powyzsze waznosci latwo jest sprawdzi¢ we-
dtug tego co si¢ dotad o funkcyjach trygonometrycznych na-
uczyliSmy. Tak np. checac si¢ przekonaé czyli rzeczywiscie
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jest sty. t.j. chcac ten wzor

wyprowadzi¢, tak sobie postagpimy. Poniewaz a jest poje-
dynczym a 2 a podwdjnym katem, zatem nalezy wzig$¢ wzory
(10) i (11) dajace zwiazek migdzy wstawa i dostawa poje-
dynczego i1 podwdjnego kata; mieé¢ wigc bedziemy:

Te wzory napisa¢ jeszcze mozna nastepnie:
wst.

Wyciagnawszy tu pierwiastek wedlug §. 77 Arytrn. jako
z ilo$ci ksztaltu \Jadz*b, znajdziemy

: wStA%(u
a nastepnie jos™"":

jak miedzy wzorami.

Przy tej sposobnosci nie zawadzi zwrdci¢ uwage ze tez

albo

Mnozac przez siebie te dwa ostatnie zréOwnania otrzy-
mamy, dost.a= dost. «, na dowdd ze te dwa wzory sg praw-
dziwe. Dzielac je za$ przez siebie, znajdziemy
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ROZDZIAL II.

Obrachowanie linij trygonometrycznych i uklad takowych w ta-
blice do uzycia przy rozwigzaniu trojkqtow stuzgce.

§. 17.

Poznawszy tak funkcyje trygonometryczne jako tez i
rozne ich wyrazenia, nalezy nam teraz poda¢ jak by¢ moze
najtatwiejszy elementarny sposob ich obrachowania dla uto-
zenia ich w tablice dla kazdej pomys$le¢ si¢ mogacej waz-
nosci kata, skadby potem w razie potrzeby bez popi'zedniego
rachunku gotowe wziag$¢ mozna; tym bowiem tylko sposo-
bem utatwi si¢ obrachowanie elementéw trojkata. Na ten
koniec poprzedzmy obrachowanie rzeczonych linij twierdze-
niem ze fuk co do wielkosci swojej jest iloscig posredniqg mie-
dzy wstawg i styczng, t. j. oznaczajac tuk przez a, ze jest
wst.a<C«<C sty.«. Najoczywistszy dowod tego twierdzenia
jest geometryczny, dla tego niech begdzie tuk AD= BDzz«
hg. 12, poprowadziwszy cieciw¢ AB i promienic OA, OB,
OD, z ktérych OD jest prostopadly do AB, begdzie kat
AOD—BOD=:«, tudziez AC=:BC=:wst.a §. 3. Jezeli z pun-
ktow A i B wyprowadzimy prostopadle do OA i OB, te be-
da stycznemi do tuku ADB i przetng si¢ na przedluzeniu
promienia OD w punkcie T, beda wigc AT 1 BT stycznemi
trygonometrycznemi tukéw AD i BD §. 5. A kiedy tuki
sa rowne wigc i ich styczne sg rowne, co tez i z §. 89 Geom.
wiadomo; jest zatom AT=BT = sty.«. W trojkacie ATB
jest AT+ BT>AB czyli 2AT>2AC albo AT> AC. Ale
tez tuk ADB  AB jako linija krzywa migdzy dwoma pun-
ktami, albo 2AD->2AC lub nareszcie AD > AC. Tenze
sam tuk ADB-<ATIJ-BT jako rzecz objeta od obejmujacej,
zatem 2AD<2AT czyli AD<CAT. Poprzednio okazaliSmy
ze AC*<AD, teraz za$§ ze AD AT, zatem AC< AD<AT
czyli wst.«<C ft<Csty. a co bylo do dowiedzenia.

Samo spojrzenie na figur¢ moze nas przekonaé, ze im
luk bedzie mniejszy, tern rdéznica migdzy styczng i wstawa
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bedzie mniejsza, tudziez ze kiedy tuk nieskonczenie maleje,
dwie te funkcyje zblizaja si¢ nieskoficzenie do siebie a tem
bardziej do luku ktéry miedzy niemi $rodkuje. Te¢ ostatnia

prawde¢ wyczyta¢ takze mozna ze zréwnania
bo skoro tuk a maleje i zbliza si¢ do 0, dostawajego rosnie
jak wiemy i zbliza si¢ do i, wigc i stosunek -St"‘a zbliza

si¢ ciggle do i, t. j. gdy tuk a maleje, dwie linije trygono-
metryczne styczna i wstawa, daza ciagle do rownosci tak ze
gdy «~0, jest tez sty.a zz wst. a—0. Niechby np. tuk a byt
tak malym iz jego dostawa zz0%999, tedy stosunck

Niech powtore dostawa kata a bedzie zz 0¥999999, wtedy
powyzszy stosunck bedzie

Tu juz naocznie widzimy jak za wzrostem dostawy, a
zatem za zmniejszeniem si¢ tuku, rdznica stosunku

od 1 maleje i sta¢ si¢ nawet moze mniejsza niz wszelka na-
znaczy¢ si¢ mogaca jakkolwiek mata ilos¢.

Zupelnie toz samo rozumie si¢ o stosunkach
powodu, jak widzielismy, ze tuk a zawarty jest

ciggle miedzy wstrc i sty.a
Z tego rozumowania ustanowi¢ mozemy jako matema-

tyczng prawde, ze trzy stosunki

ilosciami nieskonczenie zblizajc"cemi si¢ do 1 w miare jak sie
tuk a zmniejsza i zbliza do 0; tudziez ze gdy tuk stanie sie
mniejszym niz wszelka jakkolwiek mata wielkos¢ dana, kazdy
z tych stosunkow rozmnic¢ sie¢ bedzie od 1 mniej niz wszelka
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ilos¢ dana jakkolwiek mata. W wyzszej analizie wyrazamy
si¢ krocej, ze kazdy z tych stosunkow ma za granice 1.
Kiedy w przypadku zo luk a jest bardzo matly, stosu-

k —-— bard to si¢ rézni od 1 da stad Ze i
nek —-— bardzo malo si¢ rézni od 1, wypada stad Zze i

luk @ bardzo mato rézni¢ si¢ musi od wst.a.

Mozna tez w kazdym razie naznaczy¢ ilo$¢ od ktorej
roznica miedzy lukiem i wstawg nie jest wicksza, albo jak
zwyczajnie mowimy, naznaczy¢ blgd jaki popelniamy, biorac
tluk za wstawg lub wzajemnie. Gdy bowiem sty. czyli

« albo wst. a> adost.«, wiec tem bardziej

bo adost. a zostalo rozmnozone przez
dla tego iloczyn adost. «2<;« dost. a. Polozyw-
szy 1 —wst.a2 za dost.a2, bedzie
albo
Biorgc tu z drugiej strony nieréwnosci a za wst. at. j.
ilo§¢ rzeczywiscie wigksza, bedzie tem bardziej
skad a—wst. a<é.a3 t. j. réznica migdzy lukiem i wstawg
jest mniejsza niz szescian z wazno$ci luku wyrazonej w czg-
$ciach promienia. Tak np. gdyby dlugo$¢ luku, rozumie si¢
w linii prostej, byla =0*0001 (promien =1), mielibysmy
«—wst. a << 0¥ 000000000001.
§. 18.
To poprzedziwszy, przystapmy teraz do obrachowania
waznoS$ci linij trygonometrycznych.
Poniewaz
za$

zatem wedlug wzoru (10) znajdziemy dalej
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Ten prosty i tatwy rachunek wykonywajac coraz da-
lej, oraz rachujac dostawy w wiecej jeszcze cyfrach dziesigt-
nych dla tern wigkszej doktadno$ci, za siedmnastem dziata-

niem znajdziemy: %

dost.

Potem z wzoru otrzymamy:

a nastgpnie

Poniewaz wedlug poprzedzajacego §. tuk co do wiel-
kosci swojej przypada migdzy wstawa i styczna, a dwie te

funkcyje dla luku "724288 zSadzaja zupelnie z sobg az

do 15stej cyfry dziesi¢tnej wigcznie, zatem przynajmniej te
15 zgodnych cyfer mozna wzias¢ za dlugos¢ tuczku wyrow-

. 1 . L
nywajacego 'V24288" cz§&*polokregu, wyrazona w czedciach

promienia wzigtego za 1, albo moéwiac wyrazniej, mozna po-
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tozy¢ tuk :000005992112452

524288
skad n - 3%¥1415926535 oo

t. j. jak nam juz z Geometryi wiadomo, dlugos¢ okregu kota
ktorego srednica —1, albo jak tu w naszym przypadku diu-
gos¢ potokregu kota ktorego promien —1. Znajac dosta-
tecznie z Geometryi wazno$¢ 7% mozna poprzedzajacy rachu-
nek catkiem opus$cié, zamiarem bowiem jego bylo znalezie-
nie dlugosci potokregu wyrazonej w linii prostej; lubo przy
tern skorzystaliSmy na tern, ze przez ten rachunek przeko-

., . . . . ... , sty
nali$my si¢, jak rozumiem, najdoktadniej, iz stosunek

w miar¢ zmniejszania si¢ tuku «, dazy do 1, t. j. styczna i
wstawa daza do rownosci.

Tak majac przez poprzedni rachunek lub t6z z Geo-
metryi dtugos¢ polokregu kota czyli 180° w linii prostej wy-
razona, jezeli ja podzielimy przez 180X60X60 t. j. przez
liczbe sekund w potokregu zawartych, iloraz pokaze nam
jaka dlugos¢ z tego potokregu przypada na 1 sekunde, czyli
znajdziemy dlugos¢ cieciwy nalezacej do tuczku 1" odpowia-
dajacego, a mianowicie znajdziemy

tuk 1" =0%000004848136811 .

Lecz tuk 1 524288 zgadzaé si¢ wigc bedzie z wstawg

i styczng w wiecej niz w 15stu cyfrach dziesietnych, mozna
zatem z wszelka pewnoS$cia wzig$¢

wst. 1"= 0-000004848136811
skad dost.1"=0-99999999998824
Tak majac obrachowane wstawe i dostawe 1", z wzoinw (12)
i (13) albo lepiej (ﬁl')l (13", tatwo obrachujemy

wst. 2", wst. 3", wst. 4"........ wst. 60"=wst. T

1 dost.2", dost.3", dost.4”....... dost.60”= dost.T
Potem wedtug tychze samych wzorow obrachujemy nastgpnie

wst. 2', wst. 3", wst. 4".......... wst. 6 0'=wst. 1°

dost.2', dost.3', dost.4'......... dost.60'=dost.1°
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dalej

Nareszcie od 30° do 45° rachujg si¢ wstawy i dostawy zwzo-
row (14) 1 (15).
§. 19.

Podany wpoprzedzajacym §. sposob obrachowania wstaw
i dostaw wszystkich katow od 0° do 45° jest jednym z naj-
elementarniejszych, atoli mozna bylo uzy¢ nieco krotszego
ale za to cokolwiek trudniejszego; ten za$ jest nastepujacy:
W zréwnaniu wst. 3 «~3wst.«—4wst. 3 §.12 potdézmy
stad a=z30° a wst. 3a=zl ; kladac procz tego wst.
bedzie
Rozwigzawszy to zrownanie wedlug prawidet Algebry, znaj-
dziemy trzy jego pierwiastki +0*2, +0'S i—1. A ze wst. 30°
nie moze przewyzsza¢ 1, zatem wst. 30°=:0*5 co juz wiemy
z §. 12 wzor (7). Z wzoru dost. «=\/1 —wst.«2 znajdziemy

Teraz w zréwnaniu
§. 12 potozywszy 5«=30°, skad «= 6° a potem
poniewaz wst. Sa=:wst. 30°=0*5r=:]J, bedzie

Rozwigzawszy znowu to zrownanie pigtego stopnia, znajdzie-
my jego pierwiastki

Poniewaz wst.6° wst. 30° i dodatng by¢ musi, zatem z po-
migdzy tych pigciu pierwiastkow, tylko drugi t.j. 0%1045285....
moze by¢ waznos$cia odpowiadajaca wst. 6°, tym wiec sposobem
bedzie wst.6%:=:0T045285........ Z wsta” znajdziemy dosta-
we jak wyzej.

Potozywszy daloj 3«= 6° skad a ~2° i potem ktadac
wst. 2°—x, otrzymamy tym samym co wyzej sposobem zro-
wnanie
ktorego trzy pierwiastki znajdziemy
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a przez podobne powyzszemu rozumowanie wniesiemy

ze tylko a’= wst. 2°= 0%*0348995......... by¢ moze.

Z wst. 2° znajdziemy dost. 2°= 0%*9993908  a nareszcie przy
pomocy wzorow (10) i (11) znajdziemy

wst. 10 - 0*0174524......

dost. 10=\J- d°St-2-= 0’9998477........

Odbywajac zupetnie ten sam rachuneck dla znalezienia wst. i’
i dost. ', a potem wst. 1" i dost. 1", znalezliby$Smy, rachujac
wszystko dla wigkszej doktadnosci w 12stu cyfrach dziesig-
tnych wst. 1'~ 0*000290888204

dost. 1'= 0%*999999957692

wst. 1"= 0*000004848137

dost. 1"=0%999999999988
Reszta rachunku jak w sposobie poprzedzajacym.

W wyzsze] analizie sg daleko latwiejsze i predzej do
celu prowradzace sposoby za pomoca szeregow dajacych roz-
winigcie wstawy i dostawy przez tuk, dla nas dosyé tu be-
dzie powzigs¢ przynajmniej wyobrazenie wjaki sposob obra-
chowaéby mozna funkcyje trygonometryczne, a potem w ta-
blice utozy¢.

§. 20.

Nie jeden z uczacych si¢ pomysli i stusznie, ile w po-
danym sposobie rachowania wstaw i dostaw wslizna¢ si¢ mu-
si omylek z powodu licznych i z tylo-cyfrowemi liczbami dzia-
tan, a nastgpnie ze tablice linij trygonometrycznych peine
moga by¢ btgdow niedostrzezonych. Zaiste prawda jest pierw-
sze mniemanie, ale drugie jest falszywe; albowiem pomimo
nadzwyczajnych staran, cierpliwosci i wytrwato§ci w rachun-
kach, pomyslano jeszcze i o tern, jakby bez wielkiego zacho-
du przekona¢ si¢ o doktadno$ci otrzymanych liczb, t. j. po-
myS$lano o wynalezieniu tak nazwanej kontrolli rachunku.
Na ten cel podal slawmy EuLer nastepujace zroOwnanie

wst. pt+ wst. (36°—p+ wst. (72°+ @)
=wst. (36°~b @) -h wst. (72°—Pp)
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ktore nastepujacym sposobem wyprowadzi¢ mozna: poszu-
kajmy naprzod dost.36° i dost. 72°. Z wiadomos$ci nabytych
w Geometryli a mianowicie w §. 248, mamy bok dziesigcio-

kata foremnego w kolo wpisanego albo poto-
ZyWSZY bedzie bok tegoz dziesigciokata albo raczej cig-
ciwa tuku Z §. 9 wiemy, ze wstawa jakie-

go tuku réwna si¢ polowie cieciwy dwarazy wigkszego tuku,

wiec zatem dost. - Ale

Podobniez wedtug §. 12 dost.2.36°= dost. 72°

W drugiem zréwnaniu potozywszy a potem
1 oprocz tego znajdziemy

tudziez

Ostatnie zréwnanie odjawszy od poprzedzajacego, znajdziemy
skad
a to jest zrownanie pizez EULERA podane.
Potozywszy av eulerowskiem zréwnaniu
otrzymamy

albo

a to znowu zréwnanie podat na tenze sam cel LEZANDR (LE-
GENDRE).
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Dajmy tej kontrolli przyklad. Niech np. bedzie @= 5°,
tedy wedlug zréwnania E ULEKA bedzie:
wst. 5°= 0087156

wst. 310= 0'515038 wst. 41°= 0'656059
wst. 77°=0'974370 wst. 67°=0'920505
summa= 1'576564 summa= 1'576564

Mozna wigc z pewnoscia wnioskowaé, ze podane waznoS$ci
wstaw katow 5°, 317, 41°, 67° 1 77° sa doktadne. Tym
samym sposobem do§wiadczy¢ mozna innych wstaw przyjmu-
jac za P rozne a stosowne waznosci. Rachujac przeto linije
trygonometryczne, a szczegélniej wstawy, nalezy od czasu do
czasu doswiadczy¢, czyli si¢ gdzie btad nie wsliznat ; po-
peliwszy bowiem, chocéby maly, wjednej wstawi¢ blad, ten
w nastepstwie nagromadza si¢ czgsto do znacznej wielkosci.
§. 21-

Poznawszy blizej funkcyje trygonometryczne, uwazano
zaraz, iz do praktycznego ich uzycia daleko korzystniej jest,
zamiast samychze linij, ktore nazwano naturalnemi, mieC ra-
czej pod reka ich logarytmy, ktore sztucznemi linijami try-
gonometrycznemi nazwano, te tez ostatnie zamiast pierwszych
utozono w tablice (lubo i pierwsze ukladano dawniej takze
w tablice). Przystepujac atoli do rachowania logarytmow
funkcyj trygonometrycznych, napotkano jedne¢ niedogodnosc
tych logarytmoéow, ktérej starano si¢ zaraz zaradzi¢. Ta nie-
dogodnos¢ byta nastgpujaca: wszystkie dotad wyprowadzone
wzory trygonometryczne odnoszone byty do 1, albo do pro-
mienia kota, w ktéorem byly uwazane, za 1 wzigtego, albo wy-
razniej mowigc, w ktéorem potozono »~ 1, skad naturalnie
wynikto, iz poniewaz wstawa < 1 1 dostawa 1 albo wsta-
wa <yr i dostawa <;r, tudziez styczne katow mniejszych od
45] a dotyczne katow wigkszych od 45° sa takze<;l, ze mo-
wig tak wstawy jako i dostawy wszystkich katow a styczne ka-
tow<;45" dotyczne za$ katdow >45° sg mniejsze od 1, t.j.
sa ulamkami i Ze nast¢gpnie ich logarytmy sa odjemne; wy-
padato wigc zaradzi¢ temu, izby nie mie¢ do czynienia z od-

5
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jeinnemi logarytmami. T¢j niedogodnosci zaradzono rzeczy-
wiscie w sposob w §. 89 Arytm. wylozony, uzywajac dziesie-
tnego dopehnienia logarytmdéw, co nastepnie ttoraaczg.

Zamiast odnosi¢ linije trygonometryczne do jednostki
albo r~ 1, wzigto inng t. j. r~ 10000000000n 10101 t¢ na-
zwanojednostkq albo 'promieniem tablic, co znaczy, ze wszyst-
kie linije trygonometryczne do tej jednostki sg odniesione.
Jednostka ta jak wiadomo jest takze jednostka czyli zasada
logarytmow zwyczajnych czyli logarytmoéw liczb, zdaje si¢
wiec najstosowniejsza do zajecia miejsca dowolnej jednostki.
Dwie proste podobnie w dwoch kotach réznych promieni
prowadzone, maja si¢ do siebie w stosunku promieni tychze
kot; z wierzchotka przeto jakiegokolwiek kata O fig. 13 dwo-
ma roéznemi promieniami 7 ir, zakresliwszy dwa luki mn~a
i mn—d migdzy ramionami kata 0=«, tudziez z punktow
m 1 m spuSciwszy prostopadte mp i nip do On, bedzie

A ze wjpzrrwst.a, mp'—wst.a , zatem wst.a . wst.a'—r:r
Ale Inki @ i d mierza tenze sam kat @ zatem wniesiemy ze
icstawy tegoz samego kqta ale do dwoch roznych jednostek od-
niesione, majq si¢ do siebie jak tez jednostki. T¢z sarng pra-
wde znajdziemy i dla innych linii trygonometrycznych.
Potozywszy
skad
Zupelnie podobnie i z tychze samych trdjkatdw otrzymamy

W ogoélnosci oznaczajac ktorakolwiek funkcyja trygonome-
tryczna do jednostki PzztO 10 odniesiona, przez F(a), odnie-
siong za§ do r~ 1 przez f («), mamy

Biorgc tak w szczegdlnych dwoch powyzszych, jako tez i

w ostatniem ogélnem zréwnaniu logarytmy z obu stron, bedzie

a w ogodlnosci
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Skad si¢ pokazuje, ze majac funkcyje trygonometryczne
obrachowane dla r~ 1, jezeli takowe chcemy otrzymaé dla
rm 10 10 potrzeba je wszystkie mnozy¢ przez 1010, albo po-
niewaz za r mozna wzia$6é kazda inng liczbe, mnozy¢ w ogodl-
nosci przez r. Chcac za$ miec ich logarytmy w systemacie ma-
jacym za zasade¢ liczbe 10, dosy¢ do logarytmoéw pierwszych

doda¢ 10, a w ogélnosci log. r
Przeciwnie, chcac z funkcyj trygonometrycznych obra-
chowanych do ?=z:1010 lub ogdlnie dla r, otrzymac tez funk-
cyje dla »~ 1, potrzeba pierwsze dzieli¢ przez 10101ub przez
r; logarytmy za$ ich znajdzie si¢, odejmujac od logarytmoéw
pierwszych 10 lub ogolnie log. ». Tak np. wyzej znalezliSmy
dlar—1, wst.1'~ 0*¥0002908882, wzigwszy zas rzz 1010znaj-
2908882

dziemy wst. ' —2908882 log. 0*0002908882 = log.
—10g.2908882-%. 1010= 6*4637262-10- dla rzrl.

Lecz log 2908882=6%4637262, dla r~ 1010 a ten logarytm
otrzymamy z poprzedzajacego dodajac tylko do niego 10 t.
j. znajdziemy log.wst. I'+10 = 6*4637262. Dwa te logarytmy
tem si¢ tylko od siebie rdznia, Ze pierwszy jest uwazany ja-
ko dopelnienie dziesietne i nalezy do utamku, ktérego pierw-
sza znaczaca cyfra lezy na miejscu czwartem po kresce, gdy
tym czasem drugi nalezy do liczby calkowitej siedmiocy-
frowe;.

Z tego wszystkiego pokazuje si¢, ze jedno jest zupeinie
uwazaé logarytmy wstaw i dostaw, tudziez stycznych katow
<;45°, a dotycznych katow>*45°, albo jako dopeinienia dzie-
si¢tne, albo tez jako odniesione do jednostki rzr:101Q albo-
wiem co do mantyssy ta bedzie w obu razach taz sama, a
cechy lubo tez same, wszelako w piewszym razie bedzie ce-
cha oznaczata dopetnienie do 10, w drugim za$§ prawdziwa ce-
che logarytmu calkowitej liczbie odpowiadajacego; ale tez za
to we wszystkich wzorach trygonometrycznych musi si¢ znaj
dowa¢ stosowna potega jednostki ». Kiedy tak jest, zatem
sadze iz aby si¢ nie oblagkad w uzywaniu logarytmow linij
trygonometrycznych i w rachunek nie wprowadzi¢ biedow,

5.
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najlepiej raz na zawsze uwazaé jednostke tablic r= 1'alini-
je trygonometryczne jako czgsci tej jednostki, logarytmy za$
wstaw i dostaw tudziez stycznych dla katéw mniejszych niz
45° a dotycznych dla katéw wickszych niz 45° jako dopet-
nienia dziesigtne. Tym sposobem najtatwiej i najjasniej poj-
miemy ze, poniewaz w §k 12 znalezlimy wst. 30°=," a
log. wst. 30°= —log. 2——0*3010300,
dla uczynienia tego logarytmu dodatnym w miejsce jego
wzigs¢ nalezy
10-0*3010300- 10=9-6989700

t.j. ze log. wst. 30°= 9*%6989700 —10 i podobnie
ze log. wst. 65°=9*%9572757—10
bo wst. 65" = 0%*9063076......

a log. 0%¥9063076=0%9572757 -1 =9*9572757 - 10.
Toz samo rozumie si¢ o dostawie.

W trygonometrycznych tablicach nie znajduja si¢ ani
sieczne ani dosieczne, latwo je bowiem otrzymac z dostawy

i wstawy, gdyz jak wiemy sie.a= - *"— dosie. « =— "----

a nastgpnie
log. sie. a= —log. dost. a= 10—Ilog. dost. a
log. dosie. «= —log. wst. a ~ 10—log. wst.«.

Jezeli wiec r=1, ostatnie waznosci siecznej i dosiecz-
nej beda ich logarytmami a liczby im odpowiadajace, beda
sieczng i dosieczng wyrazonemi w czegsciach 1. Jezeli za$
r=10 10, natenczas cechy ich powickszone by¢ musza o 10,
bo same linije by¢ powinny mnozone przez 1010, co w na-
stepnym §. jeszcze dokladniej zrozumiemy.

Tak uwazajac logarytmy linij trygonometrycznych, pa
migtad potrzeba, iz poniewaz wstawy i dostawy wszystkich
katow, jako tez styczne katow mniejszych a dotyczne wigk-
szych niz 45° s3 mniejsze od 1, logarytmy ich bedac dopel-
nieniami, majg wszystkie domyslng ceche — 10, ktoéra z tego
powodu w tablicach opuszczono. Bioragc przeto logarytmy
tych linij, cechy tej pomija¢ nie nalezy. Tak np. znajdziemy
w tablicach
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log. wst 42°=: 9*8255109 ktoéry logarytm jest rzeczywiscie
—9-8255109-10

log. dost. 73°= 9*4659353 ......cccoeevrecinennns =9-4659353-10

log. sty.27° = 9*7071659 ......cccocevvvennennes =9*7071659- 10

log. doty. 55°= 9*8452268 .....cccccvverirennenn. =9%8452268-10
it d

Jedynie tylko logarytmy stycznych katow wigkszych i logary-
tmy dotycznych katow mniejszych niz 45°, bra¢ nalezy z tablic
tak jak.si¢ tam znajdujg; chyba zejak w niektorych tablicach
opuszczono takze ceche+10, a zatem wyraznie uwazano r=1.
Tak np. szukajac log. sty. 64° znajdziemy go wjednych ta-
blicach= 10*3118182, w innych zas= 0°’31181S2. Podobnicz
log. sty.87° =11*%2806042 albo = 1*2806042 i tak o innych.
W pierwszych tablicach uwazano jednostke¢ tablic r=10 10,
w drugich za§ r=1. Z drugich logarytméw tatwo prze-
chodzimy do pierwszych, powigkszajac tylko cechg loga-
rytmu o 10 jak wyzej powiedzialem. Toz samo zupeinie
rozumie si¢ o dotycznej. Pamigtajmy wigc t¢ prawde, ze je-
zeli logarytmy linij trygonometrycznych uwazamy tak jak sig¢
w pierwszych tablicach znajduja, gdzie logarytmy stycznych
katow  45° i logarytmy dotycznych katow <45° maja ce-
chy 10, 11, 12...... natenczas uwazano za jednostke tablic
r=101Q jezeli za§ cechy logarytmoéw rzeczonych linij i dla
wspomnianych katéw, znajdujemy 0, 1, 2,..... wtedy wmies-
my, ze za jednostke tablic uwazano r= 1. Zreszta spodzie-
wam si¢, ze do§¢ dobitnie wyzej wylozylem, iz to jest jedno
i toz samo. W uzywaniu przeto tablic trygonometrycznych
najlepiej jest przyzwyczai¢ si¢ do uzywania ich w rozumie-
niu r=1, tym sposobem wszystkie linije trygonometryczne
beda wyrazone w cze$ciach 1, a logarytmy linij mniejszych
od 1, beda dopetnieniami dziesigtnemi.

Jeszcze na jedng okoliczno$¢ wypada tu zwréci¢ uwa-
ge. Czesto si¢ wydarza potrzeba znale$¢ liczbg¢ odpowiada-
jaca logarytmowi ktorojkolwiek linii trygonometrycznej, jak-
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ze sobie w powyzszych dwodch przypadkach postgpi¢? Pokaz»
my to na przyktadzie. Znalaziszy np. ze
log. wst. 5°30=8-9815729
potrzebna nam jest liczba tema logarytmowi odpowiadajaca.
Logarytm ten uwazany tak jak jest, odpowiada liczbie dzie-
wigciocyfrowej, szukajac go wigc w tablicy logarytmow liczb
naturalnych, znajdziemy ze mu odpowiada liczba 958457300,
w ktorej] dwa ostatnie miejsca zerami zastgpiono, albowiem
zwyczajne siedmiocyfrowe logarytmy nie moga da¢ doktadnie
dwoch tych cyfer. Uwazajac za§ powkzszy logarytm jako do-
pelienie dziesigtne, widzimy iz mu odpowiada utamek dzie-
sietny ktorego pierwsza znaczaca cyfra jest na drugiem
miejscu po kresce t. j. odpowiada temuz logarytmowi utamek
009584573. Jakze teraz ttdmaczyé dwie tak rézne od siebie
otrzymane liczby? oto pierwsza liczba jest odniesiona do
jednostki r 100rr 10000000000, druga za§ do r~|\.
Rozmnozywszy druga przez 1010 otrzymamy pidrwsza, jak
rzeczywiscie by¢ poArinno. Co si¢ tu powiedzialo o wsta\Aie,
rozumieé¢ nalezy o kazdej innej funkcyi.
§. 22.

Czesto wypada potrzeba jakikolAvick wzoér trygono-
metryczny, otrzymany w rozumienia r»~ 1, przerobi¢ na
wzor w ktorymby r bylo jakakolwiek liczba. Zachodzi wigc
pytanie jakim sposobem to przerobienie uskuteczni¢? Na to
pytanie juz rzeczywiscie w poprzedzajagcym §. odpowiedzie-
liSmy i przekonalismy si¢, iz w takim razie dosy¢ jest trygo-
nometryczng funkcyja otrzymana w rozumieniu » — 1, roz-
mnozy¢ przez r, jezeli toz r ma inng wazno$¢. Tam tez
znalezliSmy ogo6lnie
F («) —rf («) 1 wzajemnie /(«) = F(a)
zobaczmy tylko zastosowanie tej prawdy.

Wiadomo ze sty. azn"W§' * gdy r~ 1, jezeli za$ r

nie jest rr 1, tedy oznaczywszy w tym razie tez linije przez
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Sty. « Wst. « 1 Dost. « wedlug powyzszego zréwnania
mamy

Wst. «
r Wst. a

zatom
ato Dost. « Dost. a

. r Wst. a
a nastgpnie
Podobniez
skad
skad
it d

Przypatrzywszy si¢ z uwagg wyrazeniom linij trygono-
metrycznych gdy 7 nie jest = 1, dostrzezemy ze te najla-
twiej si¢ otrzymuja, jezeli wyrazenia w rozumieniu r~—i
otrzymane, rozmnozymy przez stosowne potggi r. Mowie tu
przez stosowne, albowiem wzor majacy dwa lub wigcej wy-
razow tak nalezy przez r rozmnozy¢, izby naprzéd wszystkie
wyrazy tak licznika jako i mianownika miaty jednakowy
wymiar (dimensio) t. j. jednakowa liczb¢ czynnikéw, nie ra-
chujac w to czynnikéw liczbowych jezeli si¢ takowe znaj-
duja; powtoére, w przypadku ze wzor jest utomkowy, miano-
wnik powinien mie¢ o jeden wymiar mniej niz licznik.
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Poniewaz wyraz wymiar (dimensio) wzigty jest z Geo-
metryi, w t¢j za$§ wiemy iz linia prosta ma jeden, powierz-
chnia dwa a obj¢tos¢ trzy wymiary, tak Zze oznaczajac dlugosc,
szeroko$¢ 1 wysokos$¢, wyrazone w liczbach, przez a, b, c,
dtugo$¢ czyli jeden wymiar wyrazamy w rachunku przez a
lub b lub c¢; powierzchni¢ czyli dwa wymiary, wyrazamy
przez ab, lub ac lub bc; trzy za§ nareszcie wymiary czyli
objetos¢, przez a bc, zatem kazda funkcyja trygonometryczna
bedac linijg, mie¢ tez musi jeden tylko wymiar w swem
wyrazeniu, jezeli toz jest pod ksztaltem liczby catkowite;.
Jezeli za$ rzeczone wyrazenie bedzie pod ksztaltem ulomko-
wym, zeby wiedzie¢ jak go zmieni¢, przypatrzmy si¢ wyra-

. ab . : -
zeniu x ~ — , w ktorem a, b, c, sa stosunkami dhigosci

bezwzglednych do jednostki. To wyrazenie ttdmaczone geo-
metrycznie, znaczy czwarta geometrycznie proporcyjonalng
linija do trzech innych, ktérych dlugosci sa wyrazone przez
liczby a, b, c, mie¢ zatem powinno jeden tylko wymiar.
Rozbierajac to ostatnie wyrazenie, dostrzegamy ze jego licz-
nik ab ma rzeczywiscie dwa wymiary, ale za to mianownik
¢ ma jeden, a roznica ich daje takze jeden wymiar. Gdyby
zatem w miejsce powyzszego dane bylo wyrazenie x ~ ab
i wiedzieliSmy skadinad iz ma wyraza¢ linija, musielibysSmy

je do wykreslenia geometrycznego uzupetni¢ piszac x — —

gdzie r wyrazatoby jednostke. Majac za§ wyrazenie x —
abc 1 wiedzac ze ma znaczy¢ linijg, uzupehliajac tako-

we, musielibySmy napisac x ~ ; bo gdy licznik ma trzy

czynniki (wymiary), mianownik jego powinien ich mie¢ dwa,
izby roznica wymiaru licznika i mianownika byta i, skoro
x ma znaczy¢ linija. W ogélno$ci wymiarem funkcyi catko-
witdj nazywamy summe¢ wyktadnikow tego wyrazu, w ktorym
taz summa jest najwigksza; wymiarem za$ funkcyi ulamko-
wej, nazywamy réznicg wymiarow licznika i mianownika;
nareszcie funkcyi pierwiastkowej wymiarem jest iloraz wy-
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miaru funkcyi pod pierwiastkiem, przez wykladnika pier-
wiastka.

Tak objasniwszy co rozumiemy przez wymiar funkcyi,
wroémy do linij trygonometrycznych.— Aby wyrazenie trygo-
nometryczne oznaczalo linija, potrzeba naprzod, jak si¢ wyzej
powiedzialo, aby wszystkie jego wyrazy mialy jednakowy
wymiar, albo jak si¢ krotko wyrazamy, zeby wszystkie byty
jednorodne; w ktorym przypadku sama funkcyja nazywa si¢
jednorodng (homogenea). Powtore roznica wymiaréw licznika
i mianownika powinna by¢ rz: 1 izby funkcyja linija wyra-

wst. a L
zala; dla tego wzor sty. «* — w ktorym tak licznik jako

i mianownik maja jeden tylko wymiar, dla czego ich réznica
1—1=0, przerobimy na inny odnoszony do jednostki », mno-
zac tylko licznika przez r; tym bowiem sposobem licznik
mie¢ bedzie dwa a mianownik jeden wymiar, przeto 2—lzzt.

Wzor sie. a—:———l————w liczniku nie ma zadnego, a

dost. a

w mianowniku jeden wymiar, aby wigc wyrazal linija miec¢
powinien w liczniku dwa wymiary, a dla tego

. . w2
bedzie sie. «ZZ g

Wzér wst. (a+ /) —wst. « dost. 7+ dost. a wst. /? sktada
si¢ z dwoch wyrazéw jednorodnych, bo kazdy ma dwa wy-
miary, skoro wigc ma wyraza¢ linija, bo wst. («dt/?) jest
rzeczywiscie linija, musi mie¢ mianownika ojednym wymia-
rze, a nastgpnie przerobiony
wst. a dost. 8+ dost. a wst. 8

bédzie wst. (a£(s) —

, —dost. 2a ., ,
Aby wzor wst zamieni¢ na wzor od-

niesiony do jednostki 7, uwazy¢ naprzod potrzeba, ze wyra-
zenie | —dost. 2a nie jest jednorodne, czynigc je takiem,
bedzie r —dost. 2«. Wymiar tej funkcyi jest 1 bo oba jej
wyrazy zamykaja bo jednym czynniku i w pierwszej potedze,
podzielony przeto przez wyktadnik pierwiastka byloby § za-
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miast ij aby wiec wypadek byl i, musi rzeczona funkcyja
by¢ drugiego wymiaru nie tracgc wszelako swej jednorodnosci,
bedzie za$ taka, jezeli oba jej wyrazy rozmnozymy przez r;

. ) . . r2— r dost. «
przerobiony przeto wzor  bedzie wst. « — \j d d

jak to wyzej na dostawie widzieliSmy.

Za ostatni przyktad wezmy wzor

— sty. =psty. ?
sty (@x /) 1 ryp st;.ja si/y. rn’

Przywodzac mianownika do jednorodnosci
bedzie —r2+ sty. asty
poniewaz teraz mianownik jest drugiego wymiaru albo lepiej
stopnia, a sty. (a£ /?) jest linijg, licznik zatem by¢ powinien
trzeciego stopnia; gdy za$ jest jednorodny i pierwszego sto-
pnia, potrzeba go wigc mnozy¢ przez 72 Tym sposobem
otrzymamy

r2(sty. a£ sty. /2

+
sty («= 1) r- zp sty. a sty. /?

Rozumiem iz te przyklady dostatecznie pokazuja jak po-
stapi¢ nalezy chcac przerobi¢ trygonometryczne wzory otrzy-
mane w rozumieniu » rz i na wzory gdy » ma inng waznosc.

Poniewaz uktad trygonometrycznych tablic prawie kaz-
demu autorowi jest wilasciwy, i kazdy tez zazwyczaj daje na
poczatku objasnienie swego uktadu wskazujac na przyktadach
uzycie swoich tablic, dla tego tak pierwszy jak i drugie zo-
stawiam nauczycielom. Ci bowiem wzigwszy tablice do reki
i okazawszy takowe uczniom, zwracajac uwage na ich uktad,
potom na kilku zrecznie dobranych przykladach pokazawszy
uzycie tych tylko tablic ktéore maja przed Oczami, w pot
godziny wigcej niz ja, nawet najobszerniejszym wyktadem,
nauczy¢ moga swych ucznidéw.

Najuzywansze tablice s3 LaLanpa, jezeli nie potrzebu-
jemy wielkiej doktadno$ci, CarrLeTa i YEGH t. j. tych samych
autorow ktorych takze i w Arytmetyce przytoczylem, bo tez
tablice logarytmoéw liczb naturalnych sg prawie nieodlgcznemi,
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a nawet koniecznie przy tablicach trygonometrycznych po-
trzebne *).

Usprawiedliwiwszy dla czego tu nie mowi¢ o uktadzie
tablic trygonometrycznych, przechodze nareszcie do zastoso-
wania poznanych funkcyj trygonometrycznych do Geometryi,
a w szczegdlnosci do nauki o trojkatach.

ROZDZIAL III.

Zastosowanie nabytych w dwoch poprzednich rozdziatach wia-
domosci do rozwigzywania trojkqtow prostokresinych.

§. 23.

Juz we wstepie powiedzieli§my, ze skoro z szesciu ele-
mentow trojkata prostokreslnego trzy ktorekolwiek sg dane,
byle pomiedzy ostatniemi znajdowal si¢ przynajmniej jeden
bok, trojkat moze by¢ wystawiony. Dalej podaliSmy przy-
czyne¢ dla czego z wykresleniem geometryCznem, koniecznie
potaczy¢ nalezy rachunek. A poznawszy nareszcie iloSci po-
mocnicze czyli funkcyje trygonometryczne na ten cel wpro-
wadzone, zachodzi teraz pytanie o co nam rzeczywiscie cho-
dzi¢ bedzie, gdy zechcemy zastosowaé wiasnosci poznanych
linij, i jak si¢ do tego wzig$¢ mamy?

Na pierwsze pytanie odpowiadamy krotko, ze w Try-
gonometryi chodzi¢ nam bedzie o to, jakim sposobem majgc
wspomniane trzy elementa trojkgta w liczbach, wynalesé¢ trzy
inne takze w liczbach i to z takq dokladnoscig do jakiej tylko
rachunek doprowadzi¢ moze.

*) W r. 1849 SHORTREDE KOBERT wydal w Edynburgu i Londynie ta-
blice logarytmiczne, zamykajace logarytmy liczb naturalnych od 1 do
120000, tudziez tablice logarytméw wstaw i stycznych dla kazdej
sekundy luku.

Te same logarytmy wyszly w wydaniu niemieckiem przez prof.
KurLika w Pradze o wiele tansze, ale za to do uzycia nie wygodniej-
sze, bo farba nie tak czarna jak angielska i papier nie tak bialy.
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Co si¢ tyczy odpowiedzi na drugie pytanie, tatwo pojac,
iz majac ciag trojkatow takich w ktoryckby wszystkie szes¢
elementow byly znane, mianowicie za$, boki wyrazone w licz-
bach a katy zeby mialy wszelkie waznosci jakie tylko katy
ostre lub rozwarte mie¢ moga, do kazdego trojkata z trzema
danemi elementami, znalezlibysmy w takim ciagu trojkat z
nim rownokatny a zatom jemu podobny §. 56 Geom.) przy po-
mocy tego ostatniego, bylibySmy w stanie znale$¢ trzy po-
zostale elementa pierwszego. Znalezienie trzech elementow
trojkata w liczbach z danych trzech takze w liczbach, nazy-
wamy w Trygonometryi rozwigzanimi tréjkqta (resolutio).
Ale jakze taki ciag trojkatow, o jakim co dopiero wspomnie-
lismy, ktoéry naturalnie bylby ciggiem nieskonczonym, otrzy-
maé¢ mozemy? Male zastanowienie si¢ daje nam na to pytanie
odpowiedz, iz linije trygonometryczne ulozone w tablice s3
takim ciggiem trojkatow, w ktorych wszystkie trzy boki sa
znane a katy majg wszelkie wazno$ci jakie tylko katy miec
moga; widzielimy bowiem, ze jakkolwiek si¢ kat zmieni,
zawsze jego stosunek do innego znanego kata, zastapi¢ mo-
zna stosunkiem linij znanych (trygonometrycznych). Najlepiej
to poznamy na trojkatach prostokatnych.

W trojkacie prostokatnym dwa katy ostre dopelniaja
si¢ wzajemnie do 90° i o ile jeden z nich ros$nie lub maleje,
o tyle drugi maleje lub rosénie; skoro wiec jeden jest znany,
tern samem 1 drugi jest znany. W tablicach trygonometry-
cznych mamy obrachowane wstawy i dostawy katow od 0°
do 90° a ze wstawa i dostawa s3 to dwa boki przylegle ka-
towi prostemu gdy przeciwprostokatnia jest 1, zatem mamy
tym sposobem ciag trojkatow prostokatnych w ktorych prze-
ciwprostokatnia — 1 a dwa inne boki sa juz w tablicach
dane jako wstawy i dostawy katow od 0° do 90°. Inny ciagg
trojkatow tez sarne co pierwszy wlasno$§¢ majacy, moze byc
taki, ze jeden z bokdéw przylegltych katowi prostemu jesi
“ la drugi 1 przeciwprostokatnia jako styczna i sieczna
kata przeciwlegltego pi¢rwszemu sa takze w tablicach dam
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dla kazdego kata poczawszy od 0° do 90a. Majac zatém dany
do rozwigzania trojkat prostokatny, pomys$lidé sobie mozna
inny jemu podobny i ktory si¢ rzeczywiscie znajduje, jak
co dopiero wspomnieliSmy, w ktorym wszystkie sze$¢ ele-
mentéw sg znane; oba bowiem katy ostre sg znane a boki
jako 1, wstawa i dostawa, albo jako 1, styczna i sieczna
takze znane. Podobienstwo tych trojkatéw doprowadzi nas
do proporcyi w ktorej jeden tylko wyraz bedzie nieznany i
dla tego tatwo z niej wynaleziony by¢ moze, a nast¢pnie i
trojkat rozwigzany.

Kazdy trojkat ukosnokatny rozebrany by¢é moze na dwa
prostokatne przez spuszczenie prostopadlej z wierzchotka
jednego z jego katéw na bok jemu przeciwlegly, i tu przeto
mie¢ mozemy do czynienia z trdjkatami prostokatnemi; na-
turalng wigc jest rzecza zaczaé zastosowanie poznanych linij
od trojkatow prostokatnych.

§. 24.

Poniewaz w takich trojkatach jeden kat jako prosty
jest znanym, zatem dosy¢ mie¢ dwa z pigciu innych elemen-
tow a miedzy temi koniecznie przynajmniej jeden z bokow,
aby tréjkat rozwigza¢ mozna. Oznaczywszy przeciwprosto-
katnie przez s, dwa boki przylegte katowi prostemu przez
a i b wyrazone w liczbach, tudziez a i  katy tym bokom
przeciwlegte, mamy tym sposobem 5 elementow 4, a, 6, q,
P z ktéorych dwa powinny by¢ znane aby trzy inne wyzna-
czy¢; lecz miedzy danemi znajdowaé si¢ koniecznie musi
jeden z bokow %, a, b. Laczac rzeczone pie¢ elementéw po
dwa czyli szukajac liczby dwojek, znajdziemy ja

56- 0D

—j]———10 §. 49. Arytm. a te s3:

ha, hb, ha, lil? aa, aft, ba, b/?, ab, a?
zdawaloby si¢ przeto iz tez dziesie¢ przypadkéw mamy w
rozwigzywaniu trojkatow prostokatnych. Zastanowiwszy si¢
atoli ze zamieni¢ mozna a na b byle tez zamieni¢ a na /? i
wzajemnie, przekonamy si¢ ze potaczenia ha 1 hb, haihp,
aa bp jako tez aft i ba sa tez same, a nareszcie ze poia-
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czenie a (3 miejsca tu mie¢ nie moze z powodu wyzej uczy-
nionego zastrzezenia. Tym sposobem otrzymamy cztéry tylko
nastgpujace przypadki:

1. Dane sg h a lub L, b

2. Dane sg a, b

3. Dane sa &, a lub A /?

4. Dane s3 a, a lub a, 3 albo a, Blub b (3

Roztrzasnijmy te przypadki szczegodlowo.

Przypadek 1. W trojkacie prostokatnym dana jest prze-
ciwprostokatrtia i jeden z bokéw przylegtych katowi proste-
mu, szukamy reszty.

Ten przypadek rozwigzujemy tatwo wedlug §. 2, gdzie
widzieliSmy ze

-g— = wst. a I —g—dost. a

Jezeli wigc dane sa & i a, z pierwszego zrOwnania znajdzie-
my log. wst. a— log a—Ilog. h, jezeli za$ dane sa & 1 b,
z drugiego mamy log. dost. a — log. b—Ilog. h, a szukajac
w tablicach trygonometrycznych odpowiadajacego znalezio-
nym logarytmom kata, znajdziemy tym sposobem kat a a
nast¢pnie S8— 90° —a.

Powyzsze dwa zréwmania wyczytaliSmy w §. 3 w ksztal-
cie twierdzenia napisawszy je tak

a~h wst.a brz.li dost. a
te twierdzenia jeszcze tu raz powtdrzymy, bo przekonani
jesteSmy iz w tej postaci mocniej w pamigci uczgcych sig
utkwia. Poniewaz a— 901—/?, zatem powyzsze zroéwnania
nastepnie napisane
azzh wst. nzzh dost. 3, b~ hdost. a— liwst. 3

zamykaja jedn¢ i tez sarng prawde, ze, fo kazdym trojkqcie
prostokgtnym bok przylegly kqtoioi prostemu rowna si¢ iloczy-
nowi z przeciwprostokgtni przez wstawe kqta przeciwleglego,
lub przez dostawe kqta przylegltego temuz bokowi. Tak wy-
slowione twierdzenie, uwaza r— { t. j. tréjkat danemu po-
dobny, ma przeciwprostokatnigrz 1, a bok odpowiadajacy bo-
kowi a danego trojkata, jest wstawa kata a a dostawa kata
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/% przeciwnie bok odpowiadajacy w danym tréjkacie bokowi
b, jest dostawa kata a a wstawa kata §.

Jezeli r nie jest —1, wtedy powyzsze zroéwnania prze-
chodzg na

§. 22, a rozkladajac je na proporcyje bedzie

Cztery te proporcyje stanowig rzeczywiscie tylko dwie

bo inne dwie przez przemiang a na b i a na /? i wzajemnie
przechodza w te ostatnie. Dwie te proporcyje. wystowione,
zamykaja powyzsze twierdzenie nieco pod innym ksztaltem,
t. j. to kazdym trojkgcie prostokgtnym tak si¢ ma jednostka
tablic (promien tablic) do wstawy Ilub dostawy jednego z kq-
tow ostrych, jak si¢ ma przeciwprostokgtnia do boku przeciw-
leglego lub przylegltego temuz kqtowi.

Pragnac uczacym si¢ da¢ jak najlepsze pojecie zasto-
sowania poznanych linij trygonometrycznych, sadz¢ za dosta-
teczne pokaza¢ na tym pierwszym przypadku trojkatow pro-
stokatnych, jak si¢ ma rozumie¢ to co w poprzedzajacym §.
o ciaggu trojkatow powiedzieliSmy.

W obecnym przypadku niech bedzie do rozwigzania
tréjkat ABC fig. Id, w ktéorym dana jest przeciwprostoka-
tnia AB—#A 1 bok przylegly katowi prostemu BC zza, szu-
kamy za$ katow 4 —a, B~ (# i boku AC~b. Zrysowawszy
trojkat A'B'C' podobny pierwszemu t. j. taki ze
B'=:B —/? i w ktorym przeciwprostokatnia
nastepnie wedtug §. 3 B'C'— a zzwst.a, A'C'= b'= dost. g,
z podobienstwa tych tréjkatow wypada

skad
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Kazdy tu latwo dostrzeze, ze trojkat A'B'C' jest jednym z owe-
go wyzej wspomnionego ciagu i zZe wszystkie jego elementa
znajduja si¢ gotowe w tablicach.

Rozumiem ze z tego jednego przykladu kazdy powinien
koniecznie pojaé i przekonaé si¢ dostatecznie, iz tablice try-
gonometryczne niczem innem nie sa, jak tylko ciagiem troj-
katow prostokatnych w ktéorych wszystkie pie¢ elementéow sa
znane, bo naprzéd obrachowane i w tablicach zamieszczone,
mianowicie za$§ boki przylegle katowi prostemu pod nazwa
wstawy i dostawy jezeli przeciwprostokatnia czyli jednostka
tablic jest= 1, albo jeden z rzeczonych bokéw pod nazwis-
kiem stycznej, a przeciwprostokatnia siecznej, jezeli drugi
z bokéw przyleglych katowi prostemu jest=: 1.

Co si¢ tu powiedzialo o ciagu tréjkatow prostokatnych
gdy jednostka tablicr =1, ma si¢ tez rozumieé¢ gdyrzzlO 10
lub gdy r jest inna jakakolwiek liczba.

Z poprzedzajacego rozumowania jasno si¢ pokazuje, ze
kazdy dany do rozwiazania tréjkat, porownywamy tylko z tréj-
katem w tablicach si¢ znajdujacym i przy pomocy tego, tam-
ten rozwiazujemy.

W przypadku ktéry nas zatrudnia, pozostaje nam jesz-
cze do znalezienia bok b, jezeli @ bylo dane, lub a jezeli
bok b byl dany. Szukajac boku 6, poniewaz wedlug twier-

dzenia PITAGOEESA jest ~2=a 2+ 62 zatem
A \h- —a2—\J(h-~a)(h—a)
czyli log.b=

W waznosci na b rozlozyliSmy réinice kwadratéw pod pier-
wiastkiem naczynniki dlatego, izbySmy iogarytméw uzyé
mogli; juz to bowiem wspomnialem, Ze w Trygonometryi uzy-
wa si¢ do rachunku wylacznie Iogarytméw i z tego powodu
wszystkie jej wzory, a szczegélniej sluzace do rozwiazania
trojkatow, staramy si¢ zawsze, skoro tylko mozna, przerobié
na takie, gdzieby logarytmy uzytemi by¢ mogly, mianowicie

izby sie¢ w nich nie znajdowaly ani summy ani réznice,, lecz
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tylko iloczyny lub ilorazy i to tak w wyrazeniach wymier-
nych, jako tez i niewymiernych.

Wazno$¢ na bok b mozna téz bylo znale$¢ po znale-
zieniu kata a, mieliSmy bowiem /log.dost.a—Ilog. b—Ilog.h,
skad log.b~log. dost.a+ log.h. Atoli w rozwigzywaniu trdj-
katow przekladamy zawsze, owszem staramy si¢, jezeli mo-
zna, wyrazi¢ szukane przez dane elementa, nie uzywajac juz
znalezionych z powodu, ze linije trygonometryczne a zatem
i ich logarytmy bedac same tylko przyblizonemi (chociaz to
przyblizenie do najwyzszego stopnia posunaé mozna) daja
tez wypadki nieco bledne; a jakkolwiek taki biad prawie za
nic uwaza¢ mozna, to przeci¢z moze on mie¢ znaczniejszy
wplyw na inny element, ktéry z powodu btedu poprzedzaja-
cego znalezlibySmy mniej doktadny niz wyrazajac go przez
elementa znane.

Wezmy nareszcie przyktad liczbowy, na ktéorym pojmie-
my sposob uzycia trygonometrycznych tablic. Niech bedzie,
&—56%925 sazni, za$ a ~ 45*540 sazni, tedy znajdziemy
log. wst. a— log. 45%540 —log. 56%925 *“ 1¥6583930 —1*7553030

=z- 0*0969100= 9*9030900-1 0
albo log wst.a= 11*6583930-1*7553030 = 9*9030900
t. j. powickszywszy zaraz mniejszy logarytm, od ktérego
wiekszy odja¢ mamy o 10 i wykonawszy zwyczajnym spo-
sobem odejmowanie, otrzymamy zaraz 9%¥9030900. To osta-

tnie postgpowanie odpowiada wzorowi log. wst.«—~j~ w kto-

rym r= 10101 daje nam na wypadek logarytm nalezacy do
liczby dziesigciocyfrowej, czyli wstawa kata « bedzie dzie-
sieciocyfrowa liczbg catkowita t. j. odniesiong do jednostki
10 = 10000000000.

Pierwszy wypadek /log wst. a — 9*9030900 — 10 jest
tenze sam wyjawszy ceche¢ , ktéora nam wskazuje, ze
log. wst. a jest dopelieniem dziesigtnem i odpowiada utam-
kowi dziesi¢tnemu, w ktorym pidrwsza znaczaca cyfra jest na
pierwszem po kresce miejscu, a zatem, ze wstawa kata «
jest utamkiem dziesigtnym bedacym czgscig 1, czyli ze tu

6
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wstawa jest odniesiong do jednostki r~ 1. Z tej ostatniej
wazno$ci wstawy znajdzie si¢ pi¢rwsza mnozac t¢ tmprzez
10,10jako tez z pierwszej znajdzie si¢ ostatnig dzielgc tamte
przez 1010, oba przeto postegpowania na jedno i toz samo
wychodza. Powigckszywszy wiec mniejszy logarytm, od kto-
rego si¢ wigkszy ma odejmowac, ale tylko w mysli o 10
resztg¢ uwazac¢ potrzeba jako dopeinienie dziesi¢tne logarytmu
wstawy, 1 ze zatem ma domyslng na koncu ceche—10, kto-
ra si¢ opuszcza wiedzac, ze logai'ytmy wstaw i dostaw sg
dopetnieniami dziesigtnemi, czyli ze przyjmujemy jednostke
tablic r=1. Dzialanie to urzadza si¢ w nastgpujacy sposob

log. a= 16582930

log.h= 175530302

log. wst. «=9%9030900

Szukajac tego logarytmu w tablicach miedzy wstawami
znajdziemy, ze mu odpowiada kat a ~ 53°7'48"‘4, przeto
/S:=900-5 3 07'48"‘4=:36052' 11”6

Dla znalezienia boku » mamy podobniez

log. (Ji+ a)+ log. (}Z.—a)

A ze /,+ « —102465, [i—a—\ 1385 zatem
log. 102465 = 20105756
log. 11*385=; 1*0563330

2) 3*0669086
log. 6= 1%5334543
zatem b~ 34*155
Albo z wzoru log.h~log. dost. u4-log.Ti
log. dost. 53°7'48"*4 = 9*7781511
log.h =1*17553030

log.b =1%5334541
Widzimy tu w log.b réznic¢ w ostatniej cyfrze, a cho-
ciaz ona tu jest nic nie znaczgca, wszelako waznos$¢ na b
bez pomocy kata a otrzymang, za dokladniejsza mie¢ po-
winnis$my, gdyz ta réznica nie skad inad pochodzi tylko z nie-
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doktadnosci kata @, lubo ta niedokladnos$¢ tylko w setnych
czg$ciach sekundy zachodzi.
Uwaza¢ tu jeszcze nalezy, iz w zroOwnaniu

opuscilismy —log.r, czyli—10, z powodu iz log. dost. a jest
dopelieniem dziesi¢tnem t. j. 9¥7781511 —10, ze zatem sum-
ma jest rzeczywiscie

Mozna t¢z bylo kat (i znale$¢ ze zré6wnania

skad

a

Szukanie obu katéw a i z danych elementéw jest
sprawdzeniem rachunku, by¢ bowiem powinno
jak tez jest rzeczywiscie w naszym przypadku.

Jezeli ilosci dane & i a sa takie, iz [i nie wiele jest
réozne od a, natenczas powyzszym sposobem nie mozna wy-
znaczy¢ kata a z wszelka $cistoscig jakiej tu zadamy, bedzie
on bowiem bliskim 90° a tu wstawy bardzo si¢ mato zmie-
niaja, chociaz si¢ kat znacznie zmieni. W takim razie naj-

lepiej jest z wzoru wst. a—j wyprowadzi¢ dost.«, bo te li-

nije w bliskosci 90° predko si¢ zmieniaja. Jakoz

Albo, majac wstawe i dostawe, szukaé sty. af jest bowiem

Za pomoca ktéregokolwiek ztych wzoréw znajdziemy
doktadni¢j kat a.
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Niech np. bedzie 6=35*786, a*“ 35*724, tedy z trzech wzo-
réow znajdziemy
log. wst. «= 9%9992469, Zo</.dost. «=: 8*7696660,

skad «= 86°37'36"*7 = 86°37'36"*55
log. sty .«= 1%¥2295809
skad «=86°37'36"*55

Lubo tu roznica dwoch ostatnich wypadkoéw z pierw-
szym jest bardzo mala, wszelako gdyby réznica migdzy £ i
a byla jeszcze mniejsza, rzeczona rdéznica pokazataby si¢
znaczniejszg. Dwa drugie wypadki zgadzaja si¢ zupetnie, bo
wzory z ktérych otrzymane zostaly sg jak wyzej powiedzia-
tem doktadniejsze.

Uwazam iz nieco zawiele rozszerzytem si¢ nad tym pierw-
szym przypadkiem, ale mi si¢ zdawalo, iz zrozumiawszy i
pojawszy dobrze ducha jednego przypadku, nie bede miat

Przypadek 2. W trojkacie prostokatnym dane sg dwa
jego boki przylegte katowi prostemu, a szukamy przeciwpro-
stokatni i dwoch jego katow.

Przeciwprostokatni¢ znajdziemy wprost ze zréwnania

Szukajac katow « i /2, mamy " = sty.«

skad log. sty. a= log. a—Ilog. b.

Znalaziszy kat «, mamy tez /7= 90°—« i tréjkat jest
zupetnie w tym przypadku rozwigzany.

Gdyby wyciaganie pierwiastka kwadratowego z a2+ 62
zdawalo si¢ niewygodnem, tedy po znalezieniu katow a i /2,
mozna znale$¢ przeciwprostokatni¢ ze zrownan
e wst. 3, squ hNiwist-.TivEt?
albo  log. li — log. a—log. wst. a=: log. b—Ilog. wst. p.

Za liczbowy przyktad mozna tu wzig$¢ z poprzedzajacego
przypadku «=45%*540, 6—34*155 a znalezione %, «, /7 po-
rownaé z otrzymanemi tamze i danem /.

Z —wst.a lub
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Przypadek 3. W trdjkacie prostokatnym dane sa /i, a
lub 4, /71 z nich potrzeba rozwigzaé trojkat, czyli znalesé
a bi 2 a

Jezeli dany jest kat @, znajdziemy /?—90° —a i nawza-
jem skoro danym katem bedzie /?, bedzie tez a—90°—,
Chodzi wigc tylko o znalezienie a 1 b.

Wedtug §. 3 jest
albo r, - r.
Dzialajac logarytmami bedzie

Niech znowu bedzie
lub , N ..

Wykonawszy wskazane na logarytmach dziatania powyz-
szym podobne, znajdziemy
a nastgpnie

Przypadek 4. W trojkacie prostokatnym dane sg a, a,
lub a, fi, albo a, ? lub b, /?, znale$¢ potrzeba h i b lub a
tudziez kat (i lub a

Co si¢ tyczy kata, ten przez kat dany juz tern samem
jest znany z powodu, Ze = Dla znalezienia # ma-
my znane z §. 3 zréwnania

czyli
Aby znale$¢ drugi bok przylegly katowi prostemu mamy
zrobwnanie z §. 5

5= sty. a lub a—sty.B skad b_s—ty_._a — dsty./?,
a—bsty.a:

Chcac za$ jednostke tablic wyraznie potozy¢, bedzie
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Zrownania zamykajg nastgpujace twier-

dzenie: w trojkqcie prostokqtnym dzielgc jeden z przyleglych
bokdio kgtowi prostemu przez drugi, otrzymujemy zawsze na
iloraz styczng kqta przeciwleglego dzielnej.

Zréwnanie za§ b— lub rozkladajac na

proporcyje, znajdziemy

Te proporcyje zamykaja toz samo powyzsze twierdze-
nie nieco w odmiennym ksztalcie , a ktore brzmi nastgpnie:
w kazdym trojkqcie prostokgtnym styczna jednego z kqtow o-
strych tak sie ma do jednostki tablic}jak bok przeciwlegly te-
mu kgtowi do boku przyleglego.

Wzigwszy tu za liczbowy przyktad z pierwszego przy-
padku
bedzie

Wedlug drugich zrownan bedzie

pamictajac ze dla zwyczajnych tablic, r jest albo — 1 albo
skad



87

log. a~ 16583930 log. a — 16583930
log. r —10 log. sty. @=9-8750610
11-6583930 11-5334540
log. sty. a— 10-1249389 log. r — 10
log. b — 1-5334541 log.bz= 1-5334540
Naocznie si¢ wigc przekonywamy, iz wypadki sa zupehie tez
same baé to ze r — |, baé tez r-— 1010 rozumiemy.

Jeszcze tu jedng zrobi¢ uwage, mogaca by¢ w wielu
przypadkach przydatna a szczegodlniej w dalszym ciagu.

atoli wedlug §. 89. Arytm. mamy tez
log. b— log. a4- (10 —log. sty. «) —10
t. j. zamiast odejmowaé log. sty. «, mozemy doda¢ jego do-
pelienie dziesigtne, odejmujac potem od summy, a mianowi-
cie od cechy logarytmu, 10. I tak:
log. a ~ 1-6583930
dpi. log. sty. a ~ 9-8750611
log. b— 1-5334541
Ale i w zrownaniach
log. h— log. a-\~log. r — log. wst. a—log. a4-log. r—log. dost. /?,
log. b — log. a -j- log. r —log. sty. a
ktadac 1010 za r i piszac je nastgpnie
log. li— log. a-f- (10 —log. wst. @) —log. a -j- (10—og. dost./?)
log. b — log. a -f- (10—log. sty. a)
widzimy ze wyrazy 10 —log. wst. «, 10—og. dost. /2,
10 —log. sty. a
niczem innem nie sg jak tylko dopelieniami dziesig¢tnemi,
zatem zamiast dodawa¢ wprzod 10 a potem odejmowacl
log. wst. a lub log. dost. /7 lub log. sty. «,
dodajemy raczej zaraz toz dopelnienie dziesigtne.

Ten sposob rachowania dopehlieniami, chroni nas czg¢sto
od omylek, bo dopehlienie dziesigtne bierze si¢ prawie me-
chanicznie, a dodawanie mniej jest podlegte omytkom niz
odejmowanie. W dalszym ciggu mie¢ begdziemy sposobno$é
pokaza¢ to na roznych przyktadach.
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W koncu roztrzasania przypadkéw rozwigzania trojka-
tow prostokatnych, zwracam jeszcze uwage uczacych sie, ze
rzuciwszy okiem na uzyte na ten cel wzory, przekonaja sie,
iz wzory

lub w miejscu trzech ostatnich

przydajac do nich A* — a2-j~62, s3a wystarczajacemi na
wszystkie przypadki, a zatem i do zatrzymania w pa-
migci tatwe, szczegélniej tez w ksztalcie twierdzen wyslo-
wione.

§e 25.

W rozwigzywaniu trojkatow prostokatnych zdarzajg si¢
jeszcze przypadki, ze zamiast samych elementéw, dana jest
ich summa lub roznica; sadze przeto, ze dla zupelosci roz-
wigzania takich trojkatow, nalezy jeszcze poda¢ wzory i na
te szczegdlne przypadki, jakkolwiek takowe z ogdlnych wy-
plywaja. Tych szczegblnych przypadkow moze by¢ oSm, a
mianowicie, zatrzymujac znaczenie glosek a, b a /7 na-
stepujace :

1. Moga by¢ dane

Co do 1. Niech dane bgdg #ia+ b lub a—b znalesé
potrzeba a, b i katy «, /2
Szukajgc naprzod a i b potézmy
tedy
A ze 2 zatém .
Jezeli teraz od zrownania
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odejmiemy podwodjne ostatnie
otrzymamy

skad

zatem ) .
Gdyby dane byly 7 i a—b}! tedy potozywszy
mielibySmy
skad
Podwoéjne to zréwnanie dodawszy do poprzedzajacego,
znajdziemy
a nastgpnie
Aby teraz znale$¢ katy a i j? w obu przypadkach, uwazmy

1
naprzod ze wst. 45°—dost.45° z r i VV% §. 12, potem ze

tudziez

we wzorach (2) i (4) polozywszy nastepnie
znajdziemy

A ze

zatom
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a nastgpnie

albo

Po otrzymaniu tym sposobem katow « i ~ boki a i b
znale$¢ tez mozna wedtug przypadku 3go poprzedzajacego §.

Co do 2. Dane s3 « lub 1 a—b lub a~f § znales¢
reszte.

Wedhug poprzedzajacego przypadku mamy

albo

Ktadac potem

poniewaz 2ab— A2—d?2 tudziez
bedzie wigc

a nastepnie a

albo tez ) . )

Co do 3. Z wiadomych a—b>b i a4-b znales¢ wszystkie
pie¢ elementow.

Boki a i b znajdujg si¢ tatwo z wiadomej ich summy
i réznicy, «i/9, znajdziemy ze sréwnaod pierwszego przypadku

tudziez

otrzymamy bowiem:
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Przeciwprostskatni¢ /4 znajdziemy algebraicznie lub trygono-
metrycznie. Gdy bowiem

tudziez

zatém

skad

Mozna tez znale$¢ h, po wyznaczeniu kata a lub /2
Co do 4. W trdjkacie prostokatnym dane s3a a lub *
i h—a lub h-\~a, rozwigzaé ten tréjkat.

Paniewaz dost. i skad wedhug wzoréw (10) i (11) jest
i

zas

a nastepnie

zatem

a stad

tudziez

Bok b znajdziemy nast¢pujacym sposobem: z powyzszych
zrownan wypada

skad

Nakoniec majac juz hi b, mamy tem samem a i trojkat tym
sposobem rozwigzany.
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Co do 5. Majac dane a i h—b lub h~\~a, znalesé
Poniewaz

skad

zatom jezeli jest danem h—b znajdziemy,

W przypadku za$§ ze jest danem /i4-b, mamy

Katy a i znajdziemy ze zréwnan poprzedzajacego przy-
padku; jest bowiem

Co do 6. Dane sa h-)raih —a znale$¢ wszystkie pigé
elementow.

Waznosci hi a znajdujg si¢ wprost z danej icb summy
i réznicy, a potem

Katy nareszcie a i § ze zrownan 4go przypadku; jest bowiem

Co do 7. Majac dane h 1 h—a, albo h i n+ar, rozwia-
zaé trojkat.

Chcac naprzéd znales¢ b, bo a jest tak dobrze jak
dane, szukajmy w pierwszym przypadku summy A~\ra a
w drugim roéznicy h—a, tedy

a nastegpnie
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skad
jako tez

skad
Katy a i /? sa znalezione w przypadku 4tym; tam bowiem
znalezlismy

tudziez

Nakoniec co do 8. Majac dane b i a—3 znales$¢ resztg.
Szukajac naprzéd katow « i

poniewaz

za$ wigc
Podobniez, poniewaz
zatem

Tym sposobem skonczyliSmy szczegbdlne w rozwigzywa-
niu tréjkatow prostokatnych wydarzy¢ si¢ mogace przypadki.
Niech atoli uczacy si¢ nie mysla, ze tylko te sa jedyne spo-
soby 1 wzory na rozwigzanie tych przypadkow, te bowiem
mozna zmieniaé w rdézny sposob. Ja podatem je wedlug ta-
blicy I. w Trygonometryi Burga z r. 1826 zamieszczonej i
z umystu wszystkie wzory wyprowadzitem, izby uczacym si¢
wskaza¢ jakiej drogi trzymac si¢ majag w innych podobnych
przypadkach jako tez i w trojkatach ukos$nokatnych, gdzie
podobne szczegdlne przypadki opuszcze.

§ 26.

Zrozumiawszy doktadnie rozwigzanie prostokatnych, bar-
dzo latwo pojmiemy rozwigzanie trojkatow ukosnokatnych.
Zobaczmy naprzod ile przypadkow by¢ moze w rozwigzy-
waniu takich trojkatow. Oznaczywszy boki trojkata ukosno-
katnego przez a, b, c, katy za$ im przeciwlegle przez «, fI, y,
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ktore tez i na przysztos¢ tak znaczy¢ bedziemy, poniewaz
z nauki o potaczeniach §. 49 Arytm. wiadomo, iz z sze$ciu
elementéow a, b ¢ « /7, y mamy trojek ?*A2543 —20 (bo
trzy elementa muszg by¢ dane aby tréjkat rozwiazaé), zda-
watoby si¢ zatem na pierwszy rzut oka, iz 20 réznych przy-
padkow w rozwigzywaniu ukosnokatnych trojkatow przytrafié
si¢ moze. Atoli napisawszy te 20 polaczen jak nast¢puje
a «0 b«/? capadaacabepabyabc A7
a,«y baycayabp g7 beyacp
0, Ay AA7 b a
i przypatrzywszy si¢ im blizej, przekonamy sie, iz pierwsze
dziewig¢ stanowig jeden tylko przypadek, bo przez prosta
przemiane elementow miedzy soba, jedno potaczenie w dru-
gie przechodzi. Zupelnie toz samo rozumie si¢ o sze$ciu na-
stepnych, iz te stanowia takze jeden tylko przypadek. Dalsze
trzy zamieniaja si¢ takze jedno w drugie przez przemiang
elementow, stanowia wigc rowniez jeden przypadek. Pota-
czenie a, b c jest tylko jedno, wigc tez jest osobnym przy-
padkiem. Ostatnie nareszcie polaczenie a, /7, y odrzuci¢ na-
lezy wedlug warunku, ze pomigdzy danemi elementami
przynajmniej jeden bok znajdowac si¢ powinien. W istocie
bowiem trzy elementa «, /2, y, stanowig tylko dwa, bo jeden
z trzech katow przez dwa inne jest dany, na mocy zréwna-
nia a+ /?7+ y— 180°. Tak tedy owe 20, sprowadzajg si¢
znowu tylko do czterech przypadkow, a mianowicie:

1. Moze by¢ dany ktorykolwiek bok i dwa jemu przy-

legte katy.

2. Moga by¢ dane dwa boki i kat jednemu z nich
przeciwlegty.

3. Moga by¢ dane dwa boki z katem migdzy niemi
zawartym.

4. Nakoniec moga by¢ dane trzy boki trojkata.

Nim przystgpimy do rozwigzania kazdego w szczegdl-
no$ci przypadku, przygotujmy sobie jeszcze wzory ktore nam
tu potrzebne beda.



95

Twierdzenie w §. 9 dowiedzione, wyprowadziliSmy wla-
$nie z trojkata nkosnokatnego, wszelako nie uwazaliSmy go
w calej ogdlnosci, bosmy tylko wzigli przypadek gdy prosto-
padta z wierzchotka kata na bok jemu przeciwlegly spusz-
czona, pada wewnatrz trojkata; dla tego sadz¢ tu za potrze-
bne powtdrzy¢ toz twierdzenie, bo z tegoz samego trdéjkata
wyptywaja nader wazne zwiazki miedzy jego elementami,
ktore nam w wysokim stopniu utatwig rozwigzanie trojkatow
ukos$nokatnych.

Niechze wigc bedzie trojkat ABC lub A'B'C' fig. 15,
w ktorym oznaczajac boki, jak to wyzej ogdlnie przyjelismy,
przez a, b, ¢ a katy przez a, /7, /, tedy z powotanego §.juz

. a wst. a o . oy
wiemy ze — —----—- . 1 o zr6wnanie znalezliSmy spuszcza-
b wst. 9

jac z wierzchotka C prostopadla CD do AB i uwazajac dwa
trojkaty prostokatne ACD i BCD. Gdybysmy z wierzchotka
A spuscili prostopadla AE na BC, mielibySmy takze z tréj-

kata ACE, -AbE—wst./, aztroj ka}taABE,AE —wst. /2. Dzielac
¢

drugie przez pierwsze, wypadnie

b wst. f?
¢ wst./ wst. /7 wst. /
A Ze z powyzszego jest tez “ b
wst. € wst. 7m
b c

zatem

wst. a  wst. 2 wst./
Uwazmy teraz trojkat A' B' C' w ktérym prostopadta C' D'
pada zewnatrz trojkata. Wszakze w trdjkacie prostokatnym

Al 1

C' D' B' jest b wst. /2, za§ w takim ze trojkacie A' C'D'
ca

jest—-D— —wst. C'A'D' —wst. fn—a) wst.a §. 8. Dzielac
podobnie jak wyzej zrbwnanie drugie przez pierwsze, znajdziemy

wst skad wniesiemy ze i w tym przypadku jest
wst./?

wst. a  wst. /7 wst. /
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i ze ogolnie w trojkqcie prostokresinym boki jego majq sig
do siebie jak wstawy kqtow tym bokom przeciioleglych, tudziez
ze powyzsze stosunki i nastgpnie

napisa¢ mozna; skad mamy trzy proporcyje

stanowiace tylko jedn¢ do kazdych dwoch bokéw i katow im
przeciwlegltych zastosowang.
§. 27.
Wracajac jeszcze do trojkatow ABC iA'B'C', oznacz-
my w pierwszym odcinki przez prostopadla CD zrobione
przez m \ n t. j. potézmy AD~m, BD =:n, tedy z tychze

samych trojkatow prostokatnych jest téz

czyli
A Ze m-{-n~c,  zatem
Podobniez w trojkatach ACE i ABE kladac

mamy
A ze znowu m ~hn'—a Wwigc
Gdybysmy z wierzchotka B spuscili prostopadta na AC czyli
na b, znalezlibySmy podobniez

Przejdzmy teraz do trojkata A'B'C' w ktéorym prostopadia
C'D' pada zewnatrz trojkata, a oznaczajac Jak w poprzedza-
jacym odcinek A’D' przez m ", odcinek za§ B'D' przez n"
mamy:

w trojkacie

w trojkacie zas
A ze
zatem
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t. j. zupelie toz samo jak w pierwszym trojkacie; skad wnie-
siemy ze i na dwa inne boki a | b, znajdziemy waznosci
jak wyzej.

Przypatrzywszy si¢ z uwagg trzem zréwnaniom na a,
b, ¢, mozemy ustanowi¢ nastgpujace twierdzenie: w kazdym
trojkqcie prostokresinym ktorykolwiek bok rowna sie summie
iloczynow z dwoch innych bokow przez dostawe kqta miedzy
piorteszym i niemi zawartego. Albo ogolniej: ktorykolwiek
bok trojkqta, rowna sie summie rzutow dwoch innych na tenze
trzeci bok zrobionych,; bo rzeczywiscie np. b dost.« nic inne-
go nie jest, jak dlugo$¢ rzutu boku b na ¢ gdyz si¢ réwna
AD, zas AD jak z §. 202 Geom. wiadomo, jest rzutem pro-
stej AC na AB.

Trzy co dopiero otrzymane zréwnania, a mianowicie

a —bdost. y+ c dost. /?

b — a dost. y+c dost.«

¢ ~b dost. a+a dost. fi
prowadza nas do bardzo waznego twierdzenia, mogacego byc¢
podstawa calej Trygonometryi, gdyz z niego wszystkie do
rozwigzania trojkatoéw stuzace wzory wyprowadzi¢ mozna”
Rozmnozywszy bowiem pierwsze przez a, drugie przez b a
trzecie przez c, otrzymamy

a2 abdost. y+ acdost.j

021z ab dost. y~~ bc dost. «

¢2~bc dost. adrac dost.

Od pierwszego z tych ostatnich zréwnan odjawszy sum-
m¢ dwoch drugich, potem od drugiego odjawszy summe
pierwszego 1 trzeciego, a nareszcie od trzeciego summg
pierwszego i drugiego znajdziemy
a2—02—c2z=—206cdost. a  albo a2 0-+ c2—206cdost. a
br—a'l—c2~ —2acdost./?............ 62= a2+ c2—2ucdost./3
c2—«2—062~ —2abdost. y ............... c2~ a2+ 6 2—2ttdédost.y.
Trzy tym sposobem otrzymane zroéwnania zamykaja jedno
i toz samo twierdzenie do kazdego z trzech bokow zastoso-
wane, a ktore brzmi jak nastepuje : 10 kazdym trojkgcie pro.
stokresinym, kwadrat z ktoregokolwiek boku, rowna sie sum-

7
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mie kwadratow z dwoch innych bokow, zmniejszonej podwaj-
nym iloczynem z tychze bokow przez dostany kqta miedzy niemi
zawartego.

Oprocz wystowionego twierdzenia dostrzegamy jeszcze
w tych zrownaniach uogodlnienie twierdzenia PITAGORESA;
albowiem jezeli «=90°, tedy dost. «“ 0 a nastgpnie a 2=i62t-c2
Podobniez dwa inne zrownania prowadza do rzeczonego twier-
dzenia gdy potozymy /?=r90° i yr=90°.

Napisawszy za§ powyzsze zréwnania nastepnie

dost 02+ Cc2-« 2
ost. a— 2be

t+ci-b*
dost./?=:-g ct
2ac

dost.y— = -

otrzymamy toz samo twierdzenie nieco w odmiennej formie,
mianowicie za$, ze w kazdym trojkgcie prostokresinym, do-
stawa jednego z kqtow, réiona si¢ summie kwadratow z bokow
kgt ten obejmujgcych, zmniejszonej kwadratem z boku prze-
ciwleglego, a podzielonej przez podwaojny iloczyn dwoch piemo-
szych bokow.

Czynigc jednostke r wyrazng, mozna jeszcze tez same
zrOwnania nastgpnie napisac:

dost.a 02+ c2—a2

r 2bc
dost. d at-\-c2-b2
r 2ac
dost. y a*+b2-c 2
r 2ab

i toz samo twierdzenie wystowi¢ pod innym nast¢pujacym
ksztattem: w kazdym trojkgcie prostokresinym, tak sie ma
dostawa jednego z kqtow do jednostki tablic (do promienia
tablic) jak si¢ ma summa kwadratow z bokow kqt ten obej-
mujgcych, zmniejszona kwadratem z boku trzeciego, do podwaj-
nego iloczynu dwoch pierwszych bokow.
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Poniewaz to wazne twierdzenie w tej troistej foi'mie
napotyka si¢ w autorach, dla tego sadzilem za potrzebne
zwréci¢ na nie uwage uczacych sie, izby ich nie brali za
twierdzenia rdzne.

Ostatnie twierdzenie wyprowadziliSmy z figury, atoli
mozna si¢ bez niej zupelnie obejsé i przez rachunek przyjsé
do powyzszych zrownac, jak to wkrétce zobaczymy.

§. 28.

W §. 26 widzieliSmy, ze rozwiazanie trojkatéw prosto-
kreslnych ukos$nokatnych sprowadza si¢ do czterech przy-
padkéw tamze wyliczonych; aby wigc w kazdym z tych przy-
padkow rozwigza¢ trdjkat, nalezy znale$¢ na kazdy potrzebne
WZOry.

Na rozwiazanie trojkata w pierwszym przypadku, ma-
my wzor w powolanym §. znaleziony t. j.

a b ¢
wst.a wst. 7 wst.y
do ktorego dodac¢ nalezy a+/3-ky — 180°.
Te zrownania zamykaja jak widzimy zwigzek miedzy dwoma
bokami i dwoma katami im pizeciwleglemi; wystarczajg wigc
do rozwiazania trojkata, skoro z pomiegdzy elementow a, b,
« 7 a, c «vy;, b oc /7y trzy ktorekolwiek s3 dane t. j.
wystarczaja zupetlnie do rozwigzania pierwszego przypadku.

Poniewaz w drugim przypadku dane sa dwa boki i kat
jednemu z nich przeciwlegly, postara¢ nam si¢ zatém po-
trzeba o zrownanie mi¢dzy czterema elementami t. j. dwoma
bokami i dwoma katami jednym przyleglym a drugim prze-
ciwleglym jednemu z bokow danych. Szukajmy wigc zrow-
nania np. miedzy b, ¢, a, /2

Z poprzedzajacego mamy Owst.y~cwst./2, w ktorom
sg tylko trzy z zadanych elementdéw t. j. b, ¢, 7 a w miej-
scu czwartego «, znajduje si¢ y. Ale tego elementu tatwo
si¢ pozby¢, boy= 180°—(«+/?) a nastgpnic wst.ynwst(«+£).
Potozywszy t¢ wazno$¢ za wst.y, otrzymamy
owst. («+/?7)—cwst. /7 albo bwst. «dost./H~6dost. «wst./9 mcwst./?.

7.
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Dzielac obie strony przez dost. fi, bedzie

albo
skad
ktore zréOwnanie jest szukan¢m pod najprostszg formg wyra-
zoném.

Na trzeci przypadek mamy juz wzoér prawie gotowy.
Gdy bowiem —W"*-" | przeto raz dodawszy a drugi raz

odjawszy od obu stron tego zréwnania |, bedzie

Dzielac piorwsze przez drugie, znajdziemy

Ten wzor wyslowiony, zamyka znowu nastgpujace twierdze-
nie : w kazdym trojkgcie prostokresinym tak sie ma summa
dwoch ktorychkoliciek jego bokow do roznicy tychze bokow, jak
sig ma styczna polowy summy kqgtow tym bokom przeciwle-
glych do stycznej polowy roznicy tychze kqtow.

To twierdzenie dowodzi si¢ jeszcze tatwidj nastepuja-
cym sposobem: Niech bedzie bok a>b, tedy i po-

tozywszy znajdziemy

Poniewaz wedlug piorwszego przypadku jest
awst. fi~b wst. @, zatem potozywszy waznosci za a i fi bedzie

albo

skad

Dzielac obie strony tego zrownania przez (a —b) dost.x
wst. z, otrzymamy



jak wyzej.

Mozna tez to twierdzenie jak kazde inne dowies¢ geo-
metrycznie jak nastgpuje:

Niech bedzie tréjkat ABC fig. 16 w ktorym BC= a,
AC=:6 jak zwyczajnie i1 katy tym bokom przeciwleglte a i
M, tudziez a*r>6; na wigkszym boku BC odetnijmy CD=CA
i poprowadzmy prosta AD, tedy kat
A ze kat C jest spoiny tak trojkatowi ABC jako tez i ACD,
a tak w pierwszym jako i drugim summa trzech katéw wazy
2R, zatem x + z ~ A-bB= a+/3, czyli

Lecz

przeto

Z punktu C spusémy prostopadta CE do AD i t¢ prze-
dtuzmy az do przecigcia si¢ z bokiem AB w punkcie F, przez
punkt E poprowadzmy EG roéwnolegla do AB, tedy bedzie

Poniewaz DE—-§-AD, zatom tez DGrziBD czyli
wiec

Podobniez
Z tréjkata FCB, mamy téz, CG BG = CE :EF czyli
i albo

Z punktu A jako ze $rodka promieniem rzAE zakre§liwszy
tluk przecinajacy ramiona kata A lub caly okrag, naocznie
dostrzezemy ze EF jest styczna kata y a CE styczng kata
x| zatem nareszcie bedzie
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t. j. zupelie toz samo jak dwoma analitycznemi sposobami
otrzymali§my.

Ten ostatni dowod podat stawny L HUILLER matematyk
genewski.

Poniewaz a-\- (14-y-n skad — (£<*—%§) a nastep-

nie sty. — —doty.-Ly, zatem trzema sposobami otrzymany

wzor mozna i tak napisac :

skad

Z tego zroéwnania znajdziemy t. j. potowe rdznicy

dwoch katow; a ze summa ich a zatom i potowa jej takze
znang (bo w tym przypadku dane sa dwa boki a, b, i kat
miedzy niemi zawarty y), przeto znajdziemy tez same katy
ai @

W czwartym nareszcie przypadku, gdzie dane sg trzy
boki a szukamy katow, postara¢ si¢ musimy o zréwnanie
dajace zwigzek miedzy trzema bokami i jednym katem. Ta-
kie zrownanie jez otrzymali$my w §. poprzedzajacym, atoli
wspomniatem tamze, iz to zréwnanie otrzymaé¢ mozna droga
zupetnie rachunkows, teraz przeto chce pokaza¢ jakim spo-
sobem.

Dla drugiego przypadku znalezione zréwnanie

podniesione do kwadratu daje

Ale z §. H lub 16 wiadomo ze wst.



Potozywszy tu za sty./92 powyzsza waznos¢ znajdziemy

albo
A ze a nastgpnie

zatem

albo

skad
i to jest zrownaniem poprzedzajacego §. o ktéorem juz wspo-
mniatem.

Rzuciwszy okiem na zrownania jakieSmy na rozwigza-
nie tréjkatow ukos$nokatnych w kazdym z czterech przypad-
kéw wyprowadzili, przekonamy si¢ jak przy trojkatach pro-
stokatnych, ze zréwnania

lub

sg wystarczajagcemi na rozwigzanie tréjkata prostokre§lnego
w kazdym przypadku, nie obcigza wigc pamigci zeby je
uczacy si¢ zatrzymat.

§. 29.

Roztrzasnijmy teraz kazdy w szczegoélnosci przypadek,
podajac przy tern liczbowe przyktady dla tern lepszego zro-
zumienia i zastosowania.

Przypadek 1. Niech w trojkacie danym bedzie bok ¢
i dwa jemu przylegle katy a i /7, a znale§¢ potrzeba dwa
inne boki i kat y

Kat y znajduje si¢ z pierwszego zroOwnania, bo

*Boki @ i b znajdg si¢ ze zrownan

jest bowiem
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Przyktad. Niech bedzie ¢=87*811 sazni,
tedy
potem

zatem

Przypadek 2. Dane sa dwa boki b c i kat /? jednemu
z nich przeciwlegly; znale$¢ a, a, y. Kat y znajdziemy ze

. . cwst. B . ., .
zréwnania wst.y———g‘— ; a majac tym sposobem juz i trzeci

kat a wedlug pierwszego przypadku znales¢ mozna a. Atoli
znalazlszy log. wst.y i szukajac w tablicach odpowiadajacego
mu kata, pozostaje jeszcze watpliwos¢, czyli ten kat jest ostry
lub rozwarty; katy bowiem y i 180 —7 maja jak wiadomo
tak co do wielko$ci jako 1 znaku tg¢z sarng wstawe. Wat-
pliwos¢ ta znika, jezeli 6>c t. j. jezeli bok ktéoremu prze-
ciwlegly kat dany, jest wickszy niz drugi bok dany; w tym
bowiem przypadku musi tez by¢ ~ > 7. Jezeli przeto kat
/? jest rozwarty lub prosty, kat 7 nie moze by¢ inny tylko
ostry; jezeli za$ kat /? jest ostry, tein wigcej kat 7 ostrym
by¢ musi jako od niego mniejszy. Ale jezeli b<"c i /?po-

winno by¢ < 7, gdy tym czasem ze zréwnania

w przypadku gdy /?7<90°, czyli gdy kat /?jest ostry, wzigw-
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szy za kat 7 raz kat ostry a drugi raz rozwarty, otrzymamy
dwa trojkaty rézne z tychze samych elementdéw wystawione,
jeden ostrokatny a drugi rozwartokatny, ojakich mowiliSmy
w Geometryi §. 44 Uwaga. Lecz i w tym przypadku wat-

cwst. fi

pliwos¢ ustaje, jezeli gdyz wtedy

Gdyby za$ bylo CW‘'--> 1, wypadlaby tez

wst. y-">i, co jak wiemy by¢ nie moze i z elementéw da-
nych prowadzacych do takiego wypadku, trojkatjest niemo-
zebny. Ten przeto drugi przypadek jest w ogodlnosci wat-
pliwym.

Przyklad. Niech trojkat w pidrwszym przypadku roz-
wigzany bedzie dla nas kontrola; dla kazdego przeto przy-
padku bra¢ bedziemy elementa dane z tegoz trojkata. Tak
w obecnym razie niech dane beda 6=7T577 sazni, ¢c=87*811
sazni, tudziez fi— 54°16°8"48, tedy szukajac naprzod ka-
tow a i y mamy:

zatem y—84°47'51™ 58, a nastgpnie
Ale poniewaz takze by¢ moze
przez co tez bedzie <

przeto dla znalezienia boku a mamy

przeto sgzni sazni.
Tym sposobem z danych elementéw mielibySmy dwa trojka-
ty t j.
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a—357'770  «= 40°55'59"*94 «= 44*789 a=3031'43"*10
6 =71-577 £=5416 8*48 1 6=71*577 £=5416 8%*48
c= 87*811 ,= 8447 51 *58 c=87*811 ,= 9542 8*42
pierwszy jak widzimy jest ostrokatny, dragi rozwartokatny.
A ze dany kat £ lezy naprzeciwko boku mniejszego z da-
nych, wigc tu rzeczywiscie zachodzi watpliwos¢, ktory z tych
trojkatow wzia$¢ nalezy za zadany; chyba ze skadinad jest
wiadomo, ze ten trojkat ma by¢ ostrokatny lub tez rozwar-
tokatny, bo wtedy watpliwos¢ ustaje.

Przypadek 3. Dane sa dwa boki z katem miedzy memi
zawartym np. a, 6, 7, znale$¢ reszte. Ten przypadek rozwia-
zuja nam z roéwnania w poprzedzajacym §. znalezione. Prze-
mieniwszy bowiem tamze @ na , tudziez ¢ na c i nawzajem
znajdziemy

n 6wst. y
mT-"0-1tdo.t?
A jezeli wtém tu zréwnaniu przemienimy znowu £ na «, b
na a i nawzajem, znajdziemy

sty.azz— ----- g—

i tym sposobem katy « i £ znaleziore. Trzeci bok c znajdzie
si¢ ze zrownania w tymze samym §. wyprowadzonego; jest
bowiem c— \ i*-p62—2addost.,.
Te atoli wzory tak na katy a i £ jako tez i bok c, lubo
uzywane w ogo6lnych wzorach, do rachunku sg n;e wygodne
z powodu, iz w nich logaryfcméw uzy¢ nie mozna; wypada
przeto zastapi¢ je innemi wzorami, ktore albo juz wyzej przy-
gotowaliSmy, albo tez nastgpnie wyprowadzimy. Jakoz z po-
przedzajacego §. mamy
a—+£ -b </+£ ,-b
> ~a+b"I™2 ~ a+b doty.-

Z tego zrownania znajdzie si¢ jak juz wspomnielismy

sty.

- t. j. potowa roznicy dwoch katow szukanych; a ze

summa katow «if a zatem ijej polowa jest takze znana, bo
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zatem znajdziemy i
same katy, a i /2. Potozywszy bowiem
bedzie

Przy pomocy jednego ze znalezionych katow, znajdzie-
my wedtug pierwszego przypadku c. Ale poniewaz juz da-
wniej wspomniatem, iz si¢ zawsze staramy wyrazaé, gdzie
tylko mozna, nieznane przez dane ilodci, przeto moze nam
si¢ i tu uda powyzsze zréwnanie, dajace wazno$¢ boku c
przez dane eclementa, ale do rachunku niewygodne, przero-
bi¢ na inne. Jakoz kiedy w ogdlnosci

zatem

Potozywszy jeszcze
skad

otrzymamy

Tak w obrachowaniu kata @ jako tez potem i boku c, wsze-
dzie logarytmoéw uzy¢ mozna. Wprowadzony tu kat @i je-
mu podobne, jak w dalszym ciggu zobaczymy; nazywa si¢
kgtem 'positkowym (angulus auxiliaris). Ze nie inna linija
trygonometryczng tylko styczng wprowadziliSmy, przyczyna
tego zdaje mi si¢ bardzo jest widoczng. Poniewaz ilo$¢ pod

znakiem pierwiastkowym 1+ ' jest zawsze wigk-

4aowst.ly2 .,
b)‘/y~ na*eza*® wPr0'

sza od 1, przefo w miejsce wyrazu

wadzi¢ taka linija, ktéraby wszystkie waznosci poczawszy od
0 do oo przybiera¢ mogla. A zZe taka linija poznaliSmy by¢
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styczna, dlatego t¢z ja a nie inng wprowadzili§my. Dla zna-
lezienia wigc ¢ mamy

Przerobienie zréwnania c¢= \Jaa+ ba- 2ab dostT"mozna jesz-
cze w nastepujacy sposob uskutecznié:

poniewaz

wiec polozywszy te waznos$¢ za dost.y, tudziez rozmnozyw-
szy tak aajako i A* przez dost-t-y>+wst."y3—i, bedzie

albo
Wprowadziwszy tu nakoniec kat positkowy, ktadac

znajdziemy

albo

Obu przeto sposobami otrzymaliSmy do rachunku logarytma-
mi, bardzo proste wzory na bok c. Uzycie tych wzorow ob-
jasnijmy liczbowym przykltadem.

Niech bedzie «—57°770 sazni, 6—71*577 sazni,

Szukajac naprzod katow a i /?, mamy,



przeto

Poniewaz tu bedzie tez rownie a nastgpnie

zatem
a ze
przeto

Szukajmy teraz boku c¢ wedlug kazdego z powyzszych wzo-
row, a naprzod porachujmy wprowadzone katy positkowe

Tak majac katy positkowe, przystapmy do obrachowania log. ¢



Przeto ze wszystkich trzech wzorow wypada log. ¢ prawie
ten sam. Liczba odpowiadajaca temu logarytmowi jest

E wazmy tu, iz nam wypadto ¢/—y, bo t6z tak jest w isto-
cie, gdyz

t. j. sty. A=sty.gp' a zatem p—q!
Trzy tym sposobem otrzymane wazno$ci na ¢, shizy¢é nam
moga za kontrolle rachunku.

Przypadek 4. 7 danych trzech bokdéw trojkata, znalesod
jego katy. Na rozwigzanie w tym przepadku trojkata mamy

z §. 27 wzér dost. i podobniez na inne ka-

ty. Gdy atoli ten wzor znowu do rachunku niewygodny, z po-
wodu iz logarytméw uzy¢ nie mozna, lub uzywajac ich, za-
miast ulatwié, utrudniamy sobie robote, dlatego starac si¢ be-
dziemy przerobi¢ go na inny sposobny do logarytmicznego
rachunku.

Strony zréwnania dost. «=- raz odejmijmy a dru-

gi raz dodajmy do 1, tedy otrzymamy

Obie strony kazdego z tych zréwnan podzieli-wszy przez 2, a
potem wyciagnawszy pierwiastek kwadratowy, poniewaz

wzor (10) 1 (11), znajdziemy
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Oznaczywszy polowe obwodu trojkata przez s, czyli poto-

ZyWSZY znajdziemy

i podobnie

ab

skad tez

Poniewaz wst.

zatem

Potozywszy zupelnie symmetryczne wyrazenie

bedzie

a nastgpnie

Poniewaz w tem wyrazeniu i mianownik jest symmetryczny
wzgledem a, b, ¢ zatem



a to jest zrownanie w §. 26 otrzymane.
§ 30.

Starajac si¢ przerobi¢ wzor dost. a: na inny

do logarytmicznego rachunku sposobny, przyszlismy w po-
przedzajacem do trzech na ten cel wzordw, t. j.

i
(dla dwoéch innych katéw /? 1 y sa podobnez wzory) zacho-
dzi teraz pytanie, ktory z tych wzoréw jest dokladniejszy i
korzystniejszy do praktycznego uzycia? Na to odpowiadamy,
iz oprocz korzysci jaka na czasie osiggamy uzywajgc pierw-
szego lub drugiego wzoru jako prostszych, maja jeszcze te
wzory t¢ niepo$lednia wyzszo$¢ nad trzecim, iz ten ostatni
dajac nam wstawg kata, zostawia nas w niepewnosci czyli ta
wstawa nalezy do ostrego czyli tez rozwartego kata; gdyz
wiadomo, iz wstawy speliajacych si¢ katow sg tak co do
wielkosci jako i znaku tez same; gdy tym czasem wzor
pierwszy dajac nam wstawe polowy kata, juz tern samem
wskazuje i jego gatunek. Gdy bowiem w kazdym trdjkacie
summa trzech jego katow wazy 180°, przeto kazdy z nich
jest mniejszy niz d80° a nastepnie potowa, mniejsza niz 90°.
Tym sposobem otrzymana wstawa potowy kata z pierwszego
i jemu podobnych zréwnan, nalezy pewnie do kata ostrego.
Uzywajac trzeciego wzoru, czyli wzoru na wstawe cat-
kowitego kata, mozna wprawdzie za pomoca wzoru

rozstrzygna¢ watpliwos¢ wzgledem kata; jezeli bowiem

t. j. jezeli « jest katem ostrym, natenczas dost.a jest doda-
tna, a nastgpnie a2<;02+ c2; jezeli a —90° t. j. jezeli kat
« jest prosty, dosta—o0, a wtym przypadku «2~ 6 2+ c2;
nareszcie jezeli «>90° t. j. jezeli kat ajest rozwarty, z§. 8
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wiadomo, ze jego dostawa jest odjemna, bg¢dzie wigc
a2r=62+ c2+ 26c¢ dost. a,

co pokazuje, ze wtym przypadku a’T> 62+ c2 Wnioskujac
teraz na odwr6t, powiemy: jezeli wjakim trojkacie, ktorego
trzy boki a, b, c, sa dane, jest a2<Co2-f-c2 kat ajemu prze-
ciwleglty pewno jest ostrym; gdy za§ a2~ b 2-hc2 kat a jest
prostym, a nareszcie jezeli a2> 6 2+c2 kat przeciwlegly bo-
kowi a jest rozwartym. Tak tedy, poniewaz w tym czwar-
tym przypadku wszystkie trzy boki sa nam dane, widzimy,
iz sobie potrafimy zaradzi¢, gdyby tego wypadla potrzeba;
uzywajac atoli wzoréw na wstawy polowy katow, wolni je-
steSmy od tego roztrzasania.

Co si¢ tyczy wzordéw pierwszego i drugiego, ktéry znich
jest doktadniejszy, poznamy to latwo gdy si¢ zastanowimy,
ze doktadno$¢ kata wyznaczonego raz przez wstawe, a dru-
gi raz przez dostawe nie jest zawsze taz sama, a to z na-
stepujacego powodu. Wiadomo ze

wst.450 V- 1 dost.45°= W
tudziez wst.0°—o0 a dost.0°i=l;
kiedy wigc kat rosnie od 0° do 45°, wstawa jego rosnie od
o do a jej logarytm
od —oo0—Ilog. wst. 0° do —0"1505150:=foy.Vy.
Przéciwnie dostawa kata w tych granicach maleje od 1 do
a jej logarytm odOzzfog. 1 do —OT505150 ~ log. V|-~ W zra-
stanie wigc logarytmow wstaw dla katow <;45° jest daleko
predsze, niz zmniejszanie si¢ logarytmow dostaw katow
w tychze samych granicach zawartych; albo méwigc innemi
stowy: dla katow <"45°, zmiana kata daleko wigkszy ma
wplyw na zmiang logarytmu wstawy, niz logarytmu dostawy
1 w tych ostatnich majg rzeczone zmiany wpltyw dopiero na
cyfry nie znajdujace si¢ w tablicach. Dla katow >45° a <90°
jest przeciwnie, z powodu, ze wstawy katow w tych grani-
cach zawartych rosng od V| do 1, a dostawy maleja od V&
do 0. Jezeli wigc dany jest logarytm tak wstawy jako i do-
stawy jakiego kata, tedy w przypadku, ze ten katjest <45°
doktadniej go znajdziemy przez logarytm wstawy niz dosta-

8
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wy, a przeciwnie, gdy majacy si¢ wyznaczy¢ kat jest>45°,
doktadniej go otrzymamy z togarytmu dostawy niz wstawy;
w obu razach tém wigcej na t¢ okoliczno$¢ baczyé nalezy,
im si¢ kat wigcej oddala od 45°. Objasnijmy to wszystko
przyktadem. Niech dane beda trzy boki trojkata
a=57'770 sazni, 6=71 *577 sazni, <=87*811,

a szukajmy jego katow, a najprzod wedlug wzoréw na po-
lowy katow. Przygotujmy sobie naprzod wszystkie do ra-
chunku potrzebne logarytmy. Poniewaz

zatdm

dla kata a

dla kata /?



dla kata 7
log. (s—a) —1"7059406 log. s=2'0357458
log. (s—06)=15682252 log. (s—c)—1%3173947
dpi. log. cib—6*3835241 dpi. log. ab—6*3835241
2) 9'6576899 2) 9*7366646
log. wst. 47=9%8288449 log. dost. +=9*8683323
|y ~ 42°23'55"*74 + = 42°23'55"*78
przeto
przez wstawy przez dostawy
«rr 40° 55'59"92 a—40° 56" 0"*00
f7- 54 16 8%*48 54 16 8*72
7= 84 47 51 *48 84 47 51 *56
179 59 59*88 180 o 0%*28

Biorac wedlug poprzedzajacej uwagi pierwsze dwa katy, ja-
ko znacznie oddalajace si¢ od 45° wyznaczone przez wsta-
we za doktadniejsze, trzeci za$ §$rednig z wstawy i dostawy,
bo jest bliskim 45°, otrzymalibySmy
0:4-3+ 7= 179°59' 59"*92

a zatem doktadniej niz przez same wstawy lub same dosta-
wy. Poniewaz tu uzyliSmy siedmiocyfrowych logarytmow,
dlatego katy tak przez wstawy jako i dostawy zjednaka do-
ktadno$cia wyznaczone, gdyz widzimy, ze w pierwszem sum-
ma trzech katow jest mniejsza od 180° tylko o 0*12 sekundy
a w drugiem wigksza o 0*28.

Chcac w tej roznosci katow znale$¢ waznosSci najblizsze
prawdziwych, tak postapi¢ nalezy, szczegolniej z dwoma pierw-
szemi katami. Roznica w tablicach przy wst>4« jest 56 a
przy dost.4«; 8 pierwsza przeto jest 7razy wigksza niz dru-
ga, wzigwszy wiec

1 X 60¥004 7 X 59%96

*
741 59*965

bedzie kat \a razem przez wstawe¢ i dostawe¢ wyznaczony
la = 20°27'59"*965 zatem «= 40° 55'59"*93
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Podobniez dla kata /2, przy wst. -f/? jest roznica 41 a przy
dost. §/2, 11, przeto tamta 4 razy prawie wigksza,

zatem

za$
Poniewaz +y nie wiele réozne od 45°, bioragc zatem S$rednia

z wstawy 1 dostawy, znajdziemy
a nastepnie
Tym sposobem wyznaczone katy sa:

ktorych summa
a zatem te katy sa doktadniejsze.
Zobaczmy teraz rachunek wstawami catych katéw, a naprzod

obrachujmy logarytm

ilosci spolnej wszystkim

zatem

tu «+/7+/ 1z 179°59'59"42 t. j. katy sa niedokladniejsze
niz wprzoéd otrzymane; szczegoélniej za§ widzimy ze kat y
najwiecej si¢ roézni, co potwierdza nasz¢ wyzej zrobiona
uwage, ze im si¢ wigcej kat oddala od 45°, bedac wickszym
niz 45°, tem wyznaczenie jego przez wstawe jest niepew-

niejsze.
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Gdybysmy jednego tylko kata mp. a potrzebowali, tedy
znalaztszy log. wst. a—9*8163607 jak wyzej, zostajemy w wat-
pliwosci czyli ta wstawa nalezy do ostrego lub rozwartego
kata t. j. czyli do kata 40°55' 59 92 jak go wyzej znale-
zlismy, czyli tez do kata

= 180'7-40°55'59"*92= 139° 4' 0"08.
Aby si¢ zapewni¢ ktory tu z tych katow wzig$é nalezy, po-
trzeba postapi¢ jak wyzej wskazalismy.
A poniewaz (57°770)2<i(71'577)2|-(87'811)2 przeto kat ajest
rzeczywiscie ostrym.
§. 31

Z trzech danych bokow trojkata mozna tez znale$¢ jego
katy nastgpujacym sposobem: z wierzchotka kata np. 7 spus-
ciwszy prostopadlta do boku jemu przeciwlegltego ¢ i ozna-
czywszy odcinki przez t¢z prostopadia na nim zrobione przez
x iy tak ze odcinek x jest przylegly bokowi a a y bokowi
b mamy x + y — ¢ Rzeczona prostopadta, ktéora oznaczmy
przez p, podzielita trojkat na dwa prostokatne w ktorych

p2—a2—x21p2~062—y2 a nastgpnie al—aR~ 62—y 2
skad x2—y2~a2—b2 albo @+ y) @—) (a+6) (a—b)
albo c(x —y) —(a-\rb) (a—0Db).

Roztozywszy to zréwnanie na proporcyje bedzie
c:04-b—a—>b :x—y.

Te¢ proporcyja wyslowiwszy w ksztalcie twierdzenia, uczymy

si¢, ze 10 kazdym trojkgcie prostokreslnym spusciioszy z jego

wierzcholka prostopadlq na podstawe, ma si¢ bok na ktory

prostopadla pada do summy dwoch innych bokow, jak roznica

tychze bokow do roznicy odcinkow przez prostopadtq zrobionych.

Gdyby prostopadta padala zewnatrz trojkata, natenczas,
poniewaz ¢—x —), powyZzsza proporcyja zamienitaby si¢ na
¢ 1a-\~b—a—>b ' x-\-y aw twierdzeniu odmieni¢ tylko po-
trzeba roéznicg odcinkéw na summe reszta za$ zostaje toz samo.
Z powyzszego zrownania lub z proporcyi wypada

x—y—(@ b(a—b_ «— _ x_py drUgjego przypadku
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A 7Ze albo

zatém w obu przypadkach

zas

w drugim przypadku.
Tak znalaztszy x i y, znajdzie si¢ katy « i /M ze zrownan

a nareszcie

§. 32.

Jak w trojkatach prostokatnych tak i tu w rozwiazy-
waniu ukos$nokatnych zdarzaja si¢ przypadki, gdzie zamiast
elementow dane sg ich summy lub rdéznice albo jedne i dru-
gie, a z nich znale$¢ potrzeba same elementa. Jak sobie
znowu tu postgpi¢, dosy¢ pokaza¢ na jednym przykladzie

Niechby w trojkacie prostokresinym dany byt bok

>sazni 1 kat jemu przeciwlegly « —40°56' 0"*00,
w miejsce za$ trzeciego elementu, dana jest summa kwadra-
tow z dwoch innycli bokdéw 062+ ¢ 2=12834-03865, potrzeba
rozwigzaé tréjkat t. j. znale$é

Majac znany kat », mamy tez wiadoma summe¢ szukanych
/M 7=:1800—; gdyby$my jeszcze mieli ich rdéznicg, znalezli-
bysmy tern samem kazdy z nich. Szukajmy przeto rzeczo-
nej réznicy.

Poniewaz

zatem

A Ze

zatem
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skad

albo

W naszym przypadku jest \Jb--t~c2—113"2874; przeto

Liczba temu logarytmowi odpowiadajaca

jest

zatem

lab

bo zamieni¢ mozna /? na y i b na ¢ i nawzajem.

Majac teraz summe i réznice tychze samych katow, znaj-
dziemy

Skoro katy /? i y sa wiadome, znajdziemy b i c¢ wedlug
pierwszego przypadku §. 29 i tréjkat bedzie tym sposobem
rozwigzany.

Rozumiem ze ten jeden przyktad wystarczy do wskazania
jak sobie w kazdym innym przypadku postapi¢ nalezy.

§. 33.

Do elementow trojkata prostokreslnego policzy¢ takze

mozna jego powicrzclmig, z tego powodu sadze¢, iz tu bedzie
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na wlasciwem miejscu pokazaé, jak przy pomocy Trygono-
metryi z tych samych elementéw ktére wyznaczajg trojkat,
znale$¢ jego powierzchnig,ia zatém w czterech poprzednio
roztrza$nionych przypadkach.

Niech bedzie trojkat ABC fig. Ib, w ktérym wiadome
mamy boki b ¢ i kat migdzy niemi zawarty @ 1 chcemy
znale$¢ jego powierzchni¢. Z wicrzchotka kata C spusciwszy
prostopadta 0Y)-=p do boku przeciwlegltego ¢ mamy

powierzchnie tréjkata ABC —A —

2
Ale poniewaz w trojkacie prostokatnym ACD je7st'~ — wsta,

skad p~b wst a,
zatem o bewsta
Spuszczajac z dwoch innych wierzchotkéw prostopadlte na
boki im przeciwlegle, znalezliby§my tymze samym sposobem

2e taz powierzchnia ’fg—‘—@L? _q_b__vgsiv
i i

ocwst.a  acwstfi  ab wst.
przeto A= S Y

a stad twierdzenie ze powierzchnia trojkqta prostokresinego
rowna sig polowie iloczynu z dwoch jego bokow rozmnozonej™
przez wstawe kqta zawartego miedzy temiz bokami.
2 Us(s—a) (s—b) (s—¢)

bc ’
potozywszy t¢ wazno$¢ w powyzszem wyrazeniu powierzchni
tréjkata za wst. g, znajdziemy

A —\s(s—a) (s—b) (s—) .

ktore wyrazenie powierzchni tréjkata przez trzy jego boki, juz
we wstepie inng droga znalezlismy. Kladac waznosci za wst. 2

Z §.29 wiadomo, ze wst. a=

i wst. y, otrzymamy na powierzchnig tréjkata toz samo
wyrazenie.

Jezeli tréjkat jest roOwnoramienny w ktorym a— b, wy-
razenie jego powierzchni
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bedzie
Przywracajac waznos$é

bedzie powierzchnia trojkata roéwnoramiennego

A gdy trojkat jest rownoboczny t. i. zZe
jego powierzchnia bedzie

Gdybysmy w trojkacie mieli dane dwa katy « i /? tudziez
bok im przylegly c a szukali jego powierzchni, tedy,
poniewaz y— 180°—(u-\~B) a nastgpnie

bedzie skad

Z wierzchotka kata a spusciwszy prostopadla p do boku
jemu przeciwlegltego a, bedzie a powierzchnia

trojkata Wiozywszy tu znalezione wazno$ci a i p,

otrzymamy

Nareszcie, jezeli w trojkacie dane sa dwa boki b ic i kat
jednemu z nich przeciwlegly mnp. /2, tedy bedzie:

skad

potem

skag — w2 W AT
gdzie kat y z poprzedzajacego znany.
Ale powierzchnia trojkata wedlug pierwszego przypadku

polozywszy przeto waznos$¢ poprzednio znale-

ziong a bedzie
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W przypadku ze b<Zc, znaleziona wst. y mogac naleze¢ do
dwoch réznych katow t. j. ostrego i rozwartego, daje nam
tez dwa trojkaty rozne, a dla tego ostatnia wazno$¢ na po-
wierzchnig tréjkata w tym przypadku bedzie watpliwa do
ktérego z tych trojkatow nalezy, czy do ostrokatnego czyli
tez do rozwartokatnego.

ROZDZIAL 1V.

Zastosowanie, 'poprzednich wiadomosci do Geometryi w ogolnosci
a w szczegolnosci do Geometryi praktycznej.

§ 34.

Zastosowanie Trygonometryi tak jest w dziedzinie ma-
tematycznych umiejetno$ci rozliczne, ze potrzebuje osobnego,
a nawet brdzo obszernego dzieta, aby pokazaé jak zbawien-
nie wptywa na wszystkie gatezie nauki, ktora ogdlnie i zwy-
czajnie Matematykg nazywamy, a ktéra rozpada si¢ na wiele
czesci, stanowigcych [pod réznemi nazwami, w obecnym
stanie przyrodniczych nauk, zupelie osobne umiejetnosci.
Z tego to zapewne ostatniego powodu, nie maja Francuzi
w swym jezyku nazwy dla tej nauki, ktorg my Matematyka
nazywamy. My pod wyrazem Matematyka, rozumiemy zwy-
czajnie Arytmetyke, Algebre i Geometryja, kazda z jej cze-
$ciami; Francuzi za§ chcac ogarngé wszystko, gdzie tylko
rachunek algebraiczny lub dowdd geometryczny przekonaniu
za podstawe shuzy, uzyli wyrazu w liczbie mnogiej, ktory my
w pojedynczej kladziemy. A tak Francuzi nie maja la Ma-
thematigue ale les Mathematiqu.es t. j. les Sciences mathemati-
ques 1 pod ta nazwg zamieszczajg caly obszar zastosowan
tej nauki, ktéora my Matematyka nazywamy. Dla tego nie
bedzie tu nasza rzecza rozwija¢ rozliczne zastosowania Try-
gonometryi, ale raczej krotko wskazemy, jak np. w Geome-
tryi praktycznej czyli w zwyczajnych pomiarach gruntow lub
wigkszej jakiej czg$ci powierzchni ziemi, dla zrobienia jej
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mappy, tudziez w réznych zagadnieniach Geometryi elemen-
tarne], Trygonometryja stosowana by¢ moze.

W Geometryi praktycznej uzywa si¢ rozmaitych, szcze-
golni¢j tez w naszych czasach, narzedzi, ktérych opisanie i
uzycie nie moze takze by¢ przedmiotem niniejszego dzielka,
dla tego tez napomkne¢ tylko, ze do wytknigcia na gruncie
czyli na ziemi linii prostej, uzywa si¢ pospolicie tyczek zwy-
czajnie chorggiewkami zwanych. Do mierzenia prostej na
gruncie, uzywa si¢ na ten cel sporzadzonego tancucha. Dtu-
go$¢ jego zalezy od rdznicy miar w kazdym kraju. W Polsce
np. *tancuch zamykat 75 tokci koronnych i nazywal sie¢
sznurem. Dzielit on si¢ na 10 pretow, pret na 10 precikdw
czyli stop a precik na 10 tawek. Nie trzeba tu atoli mie-
sza¢ stopy geometrycznej czyli prgcika ze zwyczajna stopa;
pierwsza bowiem zamyka £ tokcia, kiedy druga —f
lokcia; dlatego tez tamtej nalezy zawsze przydaé¢ przymiotnik
geometryczna, albo tez co lepiej, zgodzi¢ si¢ raz na zawsze
uzywa¢ wyrazu precik zamiast stopa geometryczna. Wspo-
mniony tancuch tak jest urzadzony, ze preciki robione z gru-
bego drutu i polaczone z sobg zelaznemi koétkami, stanowig
jego ogniwa, prety za$ znaczone sa mosi¢znemi pier§cieniami
nieco wigkszemi niz pierwsze dla ich wydatno$ci. Jakie za-
lety by¢ powinny dokladnego tancucha i jak doswiadczy¢
tej jego doktadnosci, uczy kazda Trygonometryja praktyczna.
W wielkich a §cista doktadno$¢ majacych na celu pomiarach
ziemi, jakie Francuzi w przeszlem, a za ich przyktadem
w obecnem stuleciu wykonano w wielu innych narodach,
uzywa si¢ do mierzenia dlugosci linii prostej na gruncie lat
drewnianych z wielkg przezornoscig i dokltadnoscia do tego
przyrzadzonych. O takich tatach jak réwnie przy ich po-
mocy wykonanych pomiarach prostej od Barellony az do
Dunkierki, czyta¢ mozna w dziele ,,Base du systeme metri-
que par Mechain et Delambreu.

Do mierzenia katow uzywa si¢ kgfomiar (astrolabium)
sktadajacy si¢ z potkola mosi¢znego, ktorego brzeg (limbus)
zwyczajnie na stopnie i mniejsze czgSci jest podzielony, a
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prawidlo okolo $rodka kota obracajgce si¢ i noszace na sobie
przezierniki (dioptra) lub lunete, w ktérym razie toz prawidto
alhidadq zowia, opatrzone jest tak nazwanym noniuszem shu-
zacym do odczytywania drobniejszych czgéci niz sg na brzegu
oznaczone. Cale to narzedzie dla tern wigkszej wygody umiesz-
czone bywa na nodze lub nogach wbijajacych si¢ w ziemie
w czasie mierzenia katow. Nogi te utrzymuja katomiar
w pewnej nad ziemia wysoko$ci i ulatwiajg tym sposobem
tak celowanie do przedmiotow, jako tez i odczytywanie wy-
mierzonych katow. Takie urzadzenie katomiaru stuzy do
mierzenia katdow na plaszczyznie poziomej; dla zmierzenia
za$ kata na plaszczyznie pionowej do poziomu, musi albo
tenze sam katomierz tak by¢ urzadzony, izby jego ptaszczy-
zna z poziomej na pionowg zamieniong by¢ mogla, lub tez
inny li na ten cel przyrzadzony katomierz jest potrzebny.
W terazniejszych czasach narzedzie teodolitem zwane zasta-
pito prawie powszechnie wszystkie gatunki katomiaréw. To
narzedzie oszczedza nam czesto wiele 1 nudnych rachunkow.
Gdy bowiem wszelkie katomiary dawaly katy mierzone na
ptaszczyznach pochytych nie w prawdziwej wielkosci i po-
trzeba je bylo dopiero sprowadzaé za pomocg rachunku do
poziomu, na ktérym wszystkie przedmioty zrysowanej karty
sa umieszczone, teodolit daje katy juz poprawione t.j. spro-
wadzone do tegoz poziomu.

Reszte narzedzi pomijam nie chcac by¢ rozwleklym;
bo 1 powyzsze tylko pokrotce wspomniatem, aby w przy-
ktadach zrozumieé¢ mozna, jak si¢ proste i katy na gruncie
mierzg.

Kazda dobrze zrobiona karta wymierzonego gruntu lub
okolicy, powinna by¢ wiernym jej obrazem a zatem zupetnie
podobng i ze tak powiem jej miniaturg t. j. stosunki wzaje-
mnych odlegto$ci réznych przedmiotéw, $cisle na karcie za-
chowane by¢ powinny. Dla dopi¢cia tego celu, nieodzowng
rzecza kazdej karty jestlpodziatka (scala). A Zze o niej
juz w§. 71 Geom-. obszernie moéwiliSmy, dla tego tu nic juz
wiecej o niej nie powiem.
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§. 35.

ZacapNieniE 1. Zmierzy¢ wysokos¢ wiezy, budynku,
gory lub innego jakiego przedmiotu.

Niech do zmierzenia bgdzie wysokos¢é wiezy PQ fig- 17.
Przystgpujac do jej wymierzenia, mozemy dwa glowne na-
potkaé przypadki, t. j. albo doj$¢ mozna do punktu Q, spodka
pionowej spuszczonej mysla z wierzchotka majacego si¢ mie-
rzy¢ przedmiotu, i wyciagnaé na zewnatrz prosta QA, lub
tez punkt Q jest nieodstepny, np. przy mierzeniu wysokosci
gory; albo chociaz dost¢pny, nie mozna, z powodu przyle-
gltych przeszkod, wyciagnaé linii QA. Dwa te ostatnie przy-
padki stanowig jeden, gdyz jedno jest postgpowanie w obu
razach.

Co do pierwszego. Jezeli mozna wyciagnaé prosta QA,
tedy ja rzeczywiscie tyczkami wytykamy na rownym ile by¢
moze gruncie. Po wytknigciu prostd] QA jeszcze nieograni-
czonej diugosci, wymierzamy jak najdokladniej pewna jej
czg$¢ mierniczym lancuchem Iub fatami, o ktéorych w po-
przedzajagcym §. wspomnialem; mozna nawet i inng miarg
jaka si¢ pod reka znajduje, np. sgzniem, byle tylko dotozy¢
starania, izby to wymierzenie bylo jak najdoktadniejsze. Aby
te¢ doktadno$¢ osiagnaé, nie przestaje si¢ na jednorazowom
zmierzeniu, ale, szczegdlniej gdy chodzi o $cisla znajomosé
wysokosci PQ, powtarza si¢ mierzenie dwa i trzy razy, a
potem bierze si¢ $rednia arytmetyczna z otrzymanych wy-
padkoéw, ktora z pomigdzy wszystkich bedzie najblizsza praw-
dziwej. Tak wymierzona prosta QA, nazywa si¢ podstawg
(basis). Co do jej dlugosci, ta jest dowolna, uwazaé wsze-
lako nalezy, izby nie byla ani zbyt krdotka ani zbyt diugs
w poréwnaniu z wysokoscia. W pierwszym bowiem przy-
padku potozenie celujacego do wierzchotka miernika, nie ko-
niecznie jest wygodnem, a w drugim otrzymuje si¢ kat bar-
dzo ostry; w obu razach wypadki beda nieco btedne. Jaka
dlugo$¢ podstawy dla dokladnego wypadku jest najkorzy-
stniejsza, zaraz powiemy.



Stangwszy z katomiarem AB do mierzenia katéw na
ptaszczyznach pionowych urzgdzonym na punkcie A, t. j.
na koncu wymierzonej podstawy i ustawiwszy go tak, aby
jego plaszczyzna byta doktadnie do poziomu pionowa, co si¢
uskutecznia za pomoca Ubelli lub pionu, a $rodek jego od-
powiadat doktadnie punktowi na ziemi A, co si¢ znowu robi
za pomoca tak nazwanych szczypczykow, ustawia si¢ potem
prawidto lub luneta tak, izby zero prawidla z zerem na brze-
gu znajdujgcego si¢ podziatu, zupetnie si¢ zgadzato i w tern
potozeniu [przyciska si¢ prawidto do tego stuzaca S$rubka.
Potem zwraca si¢ plaszczyzna katomiaru w kierunku AQ
na przedmiot i tu przyciska si¢ caly katomiar na nogach
zapomoca znajdujacej si¢ tam na ten cel §ruby; dalej otwie-
ra si¢ pierwsza S§rubka i celuje do wierzchotka przedmiotu
i prowadzi my$la promien oczny BP, zamykajac w tern poto-
zeniu prawidla, celownicy, baé lunety Srubke wprzod otwarta.
Tym sposobem mie¢ bgdziemy zmierzony kat PBR miedzy
promieniem ocznym BP i prosta BR naturalnie rownolegty i
rowng AQ. Odczytawszy stopnie na kote pomiedzy zerem
na brzegu i zerem na prawidle, mie¢ bedziemy wielko$¢ rze-
czonego kata PBR= a. To zrozumiawszy, latwo teraz poj-
miemy. iz najkorzystniej jest nada¢ taka dlugo$¢ podstawie
QA, izby kat a nie wiele si¢ réznit od kata 45°, t. j. nadaé
potrzeba podstawie dlugo$¢ prawie réwng majacej si¢ zmie-
rzy¢ wysokosci. Tak zmierzywszy kat «, reszt¢ juz przez
rachunek znajdziemy. Mamy bowiem w trojkacie BPR pro-
stokatnym przy R, wedlug §. 24 przypadek 2

RR sty.a skad PR= BRsty.a— AQsty.«.

Do znalezionej waznosci PR dodaé jeszcze potrzeba, jak wi-
dzimy, wysoko$¢ narze¢dzia zeby mie¢ prawdziwa wysokosé PQ.

Przyktad. Niech bedzie QA = 68’74 sazni, a kat
«= 46°32'56", tudziez wysoko$¢ narzedzia AB~0’75 sazni,
tedy log. 68°74= 1-8372095 PR = 72*5607

log, sty .« =0-0234922 AB= 075

log PR  =1-8607017 wysokos$¢ wiezy=73*3107 sazni.
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W przypadku drugim gdzie nie mozna wyciagngé¢ pod-
stawy od spodka Q prostopadtej PQ, moga znowu by¢ trzy
przypadki, a mianowicie: albo przedmiot ktéorego wysokos¢
zmierzy¢ chcemy lezy na tymze samym poziomie z ktdrego
pomiar uskuteczni¢ mamy, albo wyzej, albo nareszcie nizej
niz rzeozouy poziom. W kazdym z tych trzech przypadkow
jest jedno 1 toz samo rozwigzanie z bardzo matemi odmia-
nami i uwazaé¢ je mozna za ogoélne, zamykajace w sobie na-
wet'zagadnienie poprzednie. Rozwigzmy je naprzdd tylko dla
podanego przypadku, a wprowadziwszy potem do otrzyma-
nego wypadku stosowne zmiany, otrzymamy rozwigzania
w kazdym innym.

Przypusémy iz potrzeba zmierzy¢é wysokos¢ wiezy lub
baszty PQ fig. I8 na znacznej gorze lezacego kos$ciola lub
zamku. Na poziomie na ktéorym goéra stoi wyciagnijmy i
wymierzmy podstawe AB— a, w takidm potozeniu i w takiej
dhugosci, izby z jej koncéw A i B wygodnie widzie¢ mozna
tak wierzchotek jako tez i spdd majacego si¢ mierzy¢ przed-
miotu. Niech ptaszczyzna poziomu na ktérym wymierzyliSmy
podstawe, begdzie ABR. Stangwszy z katomiarem na punkcie
B, zmierzmy z tego stanowiska jak w poprzedzajacem kat
PBA = /7, Przenidstszy potem narzedzie na drugi koniec
podstawy A i ustawiwszy je jak nalezy, zmierzmy naprzod
kat PAB= «, potem kat PAR= £ a nareszcie kat QAR —O
(mozna tez osobno zmierzy¢ kat PAQ). To majac, reszte
dokonywamy rachunkiem. A4 najprzod z trojkata ABP w kto-
rym AB"a aij, znane, wedlug §. 29 przypadek 1 znaj-
dziemy awst. /?.

wst. (a+j)
Potem w trojkacie APQ wiadomy jest z poprzedzajacego ra-
chunku bok AP i kat PAQ =<—m& tudziez kat
AQP= 180°—AQR=180° —(90° —
PQ  wst (e—#) wst. (e— &)

zatem AP — wst. AQP  ~ dost. &
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skad

albo

Zadana przeto wysoko$¢ jest tym sposobem wyrazona
przez same iloSci znane a nastgpnie tatwo za pomoca loga-
rytméw obrachowana by¢ moze.

Jezeli przedmiot ktorego wysoko$s¢ ma by¢ mierzona,
zamiast na gorze lezy w dolinie; a podstawa wyciggniong
zostata na wzgorzu, tak ze spodek tej wysokosci Q lezy pod
poziomem podstawy, natenczas kat & wyraza¢ bedzie kat za-
glebienia 1 wzig$¢ go potrzeba z tego powodu ze znakiem
odjemnym, reszta za$ zostaje jak wyzej.

W tym przypadku begdzie

Jezeli rzeczony spodek lezy na poziomie podstawy, kat
a wysokos¢

Jezeli oprécz znajdowania si¢ spodku mierzacej si¢ wy-
sokosci na poziomie podstawy, grunt tak jest wolnym i row-
nym ze podstawe wyciagnaé mozna w kierunku AQ t.j. pro-
stopadle do szukanej wysoko$ci, wtedy kat a przechodzi na
s a wysoko$¢ szukana bedzie

Nareszcie jezeli jeszcze mozna zmierzy¢ podstawe od
A do Q jak w poprzedzajagcem zagadnieniu, wtedy kat
a szukana wysoko$¢

a to jest zrownanie poprzedzajacego zagadnienia.

Niech np. wymierzona podstawa bedzie a=77*965 sazni
kat , £=50°3'58" a naresz-
cie tedy bedzie



Do tak znalezionej wysokos$ci pamigta¢ potrzeba dodaé
jeszcze wysoko$¢ narzedzia. Zreszta, co si¢ tyczy praktycz-
nego postepowania tak w ustawienia narzedzia jako tez i
mierzenia katdw, trzeba to koniecznie przynajmniej widzieé,
chcac inie¢ jasne pojecie tego co si¢ tu w krotkosci w tym
przedmiocie powiedziato.

§. 36.

ZAGADNIENIE 2. Zmierzy¢ odleglosé dwoch dla jakich-
kolwiek przeszkod niedostgpnych przedmiotow.

Niech na fig. /9 temi dwoma niedostgpnemi punktami
beda P i Q, potrzeba wymierzy¢ ich odleglo$¢ czyli dtugosé
prostej PQ. Na ten koniec w jakiejkolwiek od tych przed-
miotow odlegtosci, byle tylko dobrze mogly by¢ widziane
wycigga si¢ na gruncie roOwnym i mierzy podstaw¢ AB=a
w kierunku ile by¢ moze szukanej odleglo$ci. Za pomoca
katomiaru lub teodolitu, z koncéw tej podstawy t. j. z pun-
ktow A i B, mierza si¢ katy PAB, QAB, QBA i PBA a
reszta uskutecznia si¢ rachunkiem. Itak: dwa trojkaty PAB
i QAB, tudziez drugie dwa ABQ, i ABP, w ktéorych w kaz-
dym znany jest bok AB i po dwa katy jemu przylegte
z mierzenia takze wiadome, rozwigzemy wedtug §. 29 przyp. 1
i znajdziemy AP, AQ, BQ, BP. Szukana odleglos¢ PQ znaj-
duje si¢ w dwoch trojkatach, mianowicie w APQ i BPQ, a
w kazdym z nich znane sg z poprzedzajacego rachunku dwa
boki z katem zawartym bo PAQ= BAP—BAQ
PBQ —ABQ—ABP, zatem wedlug tegoz §. przyp. 3 znaj-
dziemy naprzod katy APQ i AQ,P tudziez BQP i BPQ, a
potem PQ, tak z jednego jako i drugiego trojkata. Zgodnosc
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tak otrzymanych waznosci postuzy za kontrole rachunku.
Pokazmy to na liczbach.
Niech bedzie sazni

tedy wedlug tego co poprzedzito mamy

gdzie
zatem

Poniewaz, jak wyzej wspomnialem, szukana odleglosé
znajduje si¢ w dwoch trojkatach, przeto dla kontroli rachuj-
my ja z obu. W trojkacie APQ jest kat

a w trojkacie BPQ, kat
potozywszy przeto
mamy naprzod

a nastgpnie

W tréjkacie APQ jest



a w tréjkacie BPQ

Lecz

przeto

Lecz
wiec
Znalaztszy katy I, [i, v} o, ktorych nawet nie potrze-

bowalismy i jedynie tylko dla éwiczenia caly ten rachunek
odbyli$my, potézmy teraz

tedy znajdziemy tez same waznosci jakie znalezliSmy na

Nareszcie z trojkata APQ mamy

a z trojkata BPQ

przeto



Dwa na odleglos¢ PQ znalezione logarytmy zgadzajac
si¢ z soba zupehie, dowodza dokladnosci calego rachunku.
Szukana zatom odleglo$¢ przedmiotow P i Qjest 2542726 sazni.

§. 37.

ZacapNieniE 3. Jest do wymierzenia 'podstawa idgca
w czesSci przez nieprzebytq przeszkode, np. staw, bagno, budy-
nek i t p. jakze znaleso czgsc tej podstawy, ktorej nie mozna
zmierzyc?

Niech na jig. 20 bedzie do wymierzenia podstawa w kie-
runku PQ, ktory przechodzi np. przez staw tak, iz z jedngj
strony tylko do punktu B, a z drugiej do C mierzy¢ mozna,
czg$¢ za$ BC jest niedostepna mierzeniu. Jezeli to jest staw
lub budynek i oprécz tego przylegly grunt wolny, tedy moz-
na z punktow B i C wyprowadzi¢ prostopadle BB' i CC' do
PQ, a wzigwszy na nich dlugosci rowne tak zeby BB'—CC'
przeszkod¢ omijaty, zmierzy¢ potem BC', a tym sposobem
bedzie takze i BC wiadome. Ale jezeli tego sposobu uzy¢
z jakiegokolwiek powodu nie mozna, natenczas obiera si¢ za
podstawg taki punkt O, izby z niego widzie¢ mozna pum
kta A, B, C, D i do nich celowa¢. Stangwszy na tym pun-
kcie z katomiarem lub teodolitem, mierzy si¢ z tego stano-
wiska katy AOB= «, AOCrr/9 i AOD:=y. Z tych trzech
katow, jako tez i z wiadomych odcinkdéw AB~ a i CDzzd,
znajdziemy przez rachunek BC=ra? nastgpujacym sposobem:

Oznaczywszy kat OAD przez O, mamy:

w trojkacie AOB, BO  wst. d skad BO — awst.a
a wst. a wst.a
e CO _wst.o n _ (a-hr)wst. d
w trojkacie AOC, atx  wstp — wst. P
7eto BO awst.p
P CO (af-as) wst.«*

Kat zewnetrzny OBC ~ a-\-d, jak rownie OCD —
ODQ=y+06 zattm

BO _ wst. (y+tf)
> bjx  wst (y—¢f

(SJ-ag) wst.(y J-0)

kadB
skadBOzz wst. (Yy—)

w trojk. BOD
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w trojk. 1

przeto

a nastgpnie

albo

lub nareszcie

Zroéwnanie to drugiego stopnia wzgledem nieznanéj x
rozwigzawszy, znajdziemy

Wprowadziwszy kat positkowy < tak izby byto

skad

i kat ¢»latwo zapomoca logarytmoéw obrachowaé, bedzie
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zatrzymujac tylko znak wyzszy, bo x musi by¢ dodatne, al-
bowiem nie szukamy tu kierunku czgsci BC ale j¢j bez-
wzglednej wielkosci.

Poniewaz dwa znalezione wzory sa do obrachowania
bardzo tatwe i na zaden szczegdét nie prowadza, a mierzenie
katow «, /7y, zadnej takze nie stawia trudno$ci, przeto mo-
ze dokladniej znajdzie si¢ tym sposobem szukany odcinek
nawet wtenczas, gdyby w mierzeniu podstawy oming¢ mozna
przeszkod¢ migdzy B i C lezaca. Nie sadze¢ takze za po-
trzebne dotacza¢ tu liczbowy przyktad, gdyz rachunek po-
wyzszych dwoch wzoi'ow sam z siebie jest nader prosty.

§. 38.

ZAGADNIENIE 4. Majgc na mappie oznaczone trzy pun-
kta a zatem i wzajemnq ich od siebie odleglos¢, lub ogolniej,
wszystkie elementa trojkqta ktorego owe ti'zy punkta sq wierz-
chotkami, oznaczyé na tejze mappie polozenie czwartego pun-
ktu z ktorego tamte widzie¢ i do nich celowa¢ mozna.

* Kilka jest sposobow, szczegdlniej zapomoca geometrycz-
nego wykreslenia, rozwigzania tego zagadnienia. Myr tu roz-
wigzemy go naprzod analitycznie t. j. przez rachunek, a po-
tom wspomnimy tylko praktyczne sposoby.

Niech dane b¢da na mappie trzy punkta A, B, Cjig. 21
odpowiadajace trzem na gruncie punktom A, B, C, tudziez
czwarty punkt na gruncie I*, ktérego potozenie P na map-
pie znale$¢ chcemy. Stangwszy z katomiarem na punkcie P,
zmierzmy7 katy APB =/, il*¥ € ~ j, tedy na figurze naszej
znane nam sa katy APB=y i APCzrr/?. Punkt P znajduje
si¢ na wspolnem przecigciu si¢ linijj BP i CP ktorych kie-
runki zaleza od katow ABP i ACP, przeto i potozenie pun-
ktu P od tychze katéw zaleze¢ bedzie; te zatem katy zna-
les¢ nam potrzeba a juz tem samem i punkt P wyznaczonym
bedzie. Polozywszy ABP=a?, ACP —y, tudziez AB=c,
AC—b, BC~a, bedzie:



W tréjkacie ABP,

w trokacie ACP,

zatem albo

W tem zrownaniu boki b i ¢ sg dane z mappy, bo je
tara cyrklem wymierzy¢ mozna, lub tez w dzienniku pomia-
row sg zapisane. Wprowadziwszy kat positkowy (ptak izby

bylo sty. p~ , tedy mie¢ bedziemy

Strony tego zréwnania dodajac i odejmujac od 1 bedzie

a nastgpnie

Lecz wedtug wzoru (43) §. 16 jest

zatém

skad



Z tego zrownania znajdziemy t.j. potowe rdéznicy

szukanych katow. W czworokacie ABPC summa czterech
jego katow wazy cztery katy proste, t. j. arH/+/H7 "FA“ 360°

skad —180°—| (A+/?+ 7); a poniewaz kat A z pomia-
row, katy 17 z ostatniego mierzenia sa znane, zatem z osta-
tniego zréwnania znajdziemy —jp t. j. polowg summy dwoch

szukanych katow. A ze wyzej znalezliSmy polowe ich roz-
nicy, zatem i same katy x i y beda tym sposobem znane a
nastgpnie i polozenie punktu P wyznaczone. Gdyby potrze-
ba byto, mozna tez obrachowac odlegtos¢ tegoz punktu od
trzech danych A, B, C, przez co nasze zadanie bedzie cal-
kiem rozwigzane.

Praktycznie rozwigzujemy to zagadnienie nastepujacym
sposobem:

Poniewaz punkt szukany P znajduje si¢ tak na tuku
odcinka kota wykreslonego na boku AB fig. 22 jako toz i
na tuku odcinka wykreslonego na boku AC jako na cigci-
wach, bo w tych odcinkach mieszcza si¢ rzeczywiscie mie-
rzone katy fi i 7, zatem kre$lac dwa takie odcinki, przecig-
cie si¢ ich tukow bedzie punktem szukanym. Dla tego na
prostej AB jako na cigciwie wykre§liwszy wedtug §. 96 Geom.
odcinek kota wktorymby si¢ miescit kat 7, a na AC odcinek
kota mieszczacy kat /2, oba okregi przecina¢ si¢ naturalnie
beda w punkcie A, przetng si¢ atoli drugi raz w szukanym
punkcie P *).

*) Professor GRUNERT W piSmie przez siebie wydawanem Archiv der
Mathematik und Physik VIII. Th. 4 Heft. “ podal trzy praktyczne
sposoby znalezienia przez wykreslenie rzeczonego punktu. Ponie-
waz te praktyczne sposoby nie naleza do Trygonometryi ale do Ge-
ometryi praktycznej, zatem odsylajac ciekawych do powolanego
pisma, zwracam na nie uwage szczegélniej nauczycieli jako na bo-
gaty sklad bardzo waznych przedmiotow tak z dziedziny nauk ma-
tematycznych jako i fizycznych.



§. 39.

W wigkszych pomiarach np. kraju jakiego uzywa si¢
znakow trygonometrycznych. Te moga by¢ naturalne , jak
wieze, baszty, figury i t. p. lub tez sztuczne to jest umysSlnie
na ten cel wystawione piramidy. W czasie pomiaréw, a mia-
nowicie trojkgtowania (triangulatio) czyli robienia tak nazwa-
nej siatki trygonometrycznej t. j. okrycia majacego si¢ mie-
rzy¢ kraju trojkatami, wykonywajacy toz trojkatowanie in-
zenijer, przenosi si¢ z swojem narzedziem od jednego do
drugiego znaku i na kazdem stanowisku celuje do wszyst-
kich innych widzianych znakéw mierzac tym sposobem ka-
ty z kazdego stanowiska widzianych znakow, a przeciecie si¢
promieni ocznych zamyka zadane trojkaty. Ot6z wsrod te-
go tréjkatowania rzadki jest pizypadek, ze mozna narzedzie
ustawi¢ nad $rodkiem tego znaku, z ktorego stanowiska za-
mierza si¢ mierzy¢ katy, o ktérych wspomniatem. W takim
razie zmuszony jest inzenijer ustawi¢ swoje narzedzie obok
znaku i to w réznej od niego odleglosci i z tego obranego
stanowiska mierzy¢ katy migdzy innemi znakami zawarte.
Ale kazdy latwo pojmie, ze z tego nowego stanowiska mie-
rzone katy, beda rozne od tych jakieby si¢ otrzymato, gdy-
by narzg¢dzie stato nad s$rodkiem znaku trygonometrycznego,
skad rzeczywiscie wspomniane katy mierzone by¢ winny.
Jakze wiec z mierzonych a zatem nieprawdziwych, znalesé
prawdziwe i jakby z wlasciwego stanowiska mierzone katy?
Stad rodzi si¢ nastepujace

ZAGADNIENIE 5. Kqt mierzony nie z tolasciwego stano-
wiska, sprowadzi¢ do tegoz.

Niech bgedg dwa znaki lub przedmioty stuzace za zna-
ki trygonometryczne A iB fig. 23, z ktorych juz celowaliSmy
do trzeciego znaku C; teraz wypada celowa¢ z punktu C i
zmierzy¢ kat ACB. Nie mogac atoli ustawi¢ narzedzia
w punkcie C, obieramy nowe stanowisko w O i stad mie-
rzymy kat AOB zamiast kata ACB. Cala wigc rzecz cho-
dzi teraz o to, jak z wiadomego kata AOB znale$¢ kat ACB,
co si¢ w Geodezyi nazywa sprowadzeniem kgta do srodka
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(reductio anguli ad centrum). Niech odleglo$¢ nowego sta-
nowiska O od prawdziwego C bedzie OC “ d kat prawdzi-
wy ACB = C, mierzony A0B=0, kat CBOzzcr, CAO= z
Te dwa ostatnie katy sa w kazdym przypadku bardzo mate.
Potozmy jeszcze kat BOC=y, ktory nazywacé bedziemy kie-
runkowym 1 ktory zawsze zmierzony by¢ moze; potdézmy na-
reszcie bok BCrzg, ACr~h} ktore niekoniecznie znaé dokta-
dnie; wystarczy bowiem gdy je zna¢ bedziemy w dziesiat-
kach metrow lub sgzni. Kat zewnetrzny

skad C—O~z —x. Lecz w trojkacie CBO jest

w trdjkacie za$

skad

A ze, jak to na poczatku ostrzegliSmy, & i z sa zawsze
bardzo mate, zatem bez wielkiego btedu potozy¢ mozna

a dla tego

Wyrazenie to jest jak widzimy poprawka mierzonego kata
dla otrzymania prawdziwego. Aby t¢ poprawke wyrazi¢ w se-
kundach jak zwyczajnie bywa, nalezy druga stron¢ rozmno-
. 180.60.60 .. ; . . s qiges
zy¢ przez——— czyli co na jedro wychodzi podZieli¢

przez wst. 1", a tym sposobem poprawka w sekundach bedzie

Stosujac ten wzor, uwazaé potrzeba, ze gdyby jeden z ka-
tow x i z przypadt z drugiej strony linii BC lub AC, naten-
czas ten kat bedzie odjemny. Oba przeto wyrazy powyzszéj
poprawki w tenczas tylko sa dodatne, kiedy nowe stanowisko
O przypada migdzy przedtuzeniami ramion kata ACB; t. j.
wewnatrz katawCn, fig. 24; jezeli za$ punkt O pada wewnatrz
kata ACB, oba rzeczone wyrazy beda odjemne; nareszcie
jezeli obrane stanowisko wypadnie w kacie BC m albo w kacie
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ACn, oba owe wyrazy maja przeciwne znaki, w ktérym przy-
padku znajduje si¢ poprzedzajaca figura. Poniewaz w tym
ostatnim przypadku poprawka wypada najmniejsza, przeto
obierajac nowe stanowisko O, stara¢ si¢ powinni$my, jezeli
by¢ moze, zachowaé ten ostatni warunek, bo i trzy punkta
A, B, C latwiej i wygodniej z niego widzie¢, i zdarzy¢ si¢
moze przypadek, ze dwa wyrazy poprawki jako z prze-
ciwnemi znakami, nawzajem si¢ zniosg, a poprawka stanie
si¢ — 0.

Rozwiazmy tu jeszcze nieco réznym od poprzedzajacego
sposobem zalozone zagadnienie.

Szukajmy naprzod kata ACB fig. 24 ze stanowiska O
przypadajacego na przedtuzeniu jednego z bokoéow trdjkata
A'CB t. j. na przedtuzeniu boku A'C. Ze stanowiska O mie-
rzemy kat A'OB~a, a oznaczywszy kat CBO jak w poprze-
dzajaeem przez x, widzimy ze szukany kat ACB —a-\-x.
Potézmy tez jak poprzednio BC="Y, CO~d, tedy w troj-

kacie BCO jest ~ — W§"—skad wst.x ~ ~ WSt'“ albo, dla

malosci x, x ~ "W ° a tojest poprawka mierzonego kata
«, dla otrzymania kata A'CB=r C. Wyraziwszy ja w sekun-

dach luku bedzie x' ~ ~ S* | a nastgpnie kat prawdziwy

A-rm i dwst-a

g wst. 1
Chcac teraz ze stanowiska O otrzyma¢ kat ACB  C,
widzimy iz tu mamy dwa poprzedzajacemu podobne przy-
padki; bo oznaczywszy kat AOC przez kat CAO przez z
a bok AC przez h, zupehlie jak poprzednio, znajdziemy kat

A'CA —a 4~z a poprawke w sekundach
’ dwst. n dwst. a

~Irwst ffKay zas A CA —a-f el

wigc nareszcie kat

= C=«t«'+*+%* = «+«'+
ACB= C=«+ « «t« wst. 1\ g 7
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Ta wyraznie widzimy, ze oba wyrazy poprawki / wst. a
i </wst. a sg dodatne. Gdyby nowe stanowisko O obraném
bylo w kacie ACB7 wtedy katy x iz sa odjemne a poprawka

bytaby Te przeto dwa stano-

wiska s3 najniekorzystniejsze, bo poprawka wypada naj-
wigksza; dla tego tez, skoro mozna, nalezy unika¢ obierania
stanowiska O tak w kacie ktory chcemy mierzy¢, jako tez i
w kacie jemu wierzchotkowym. W kazdym innym razie wy-
razy rzeczonej poprawki mie¢ beda znaki przeciwne i otrzy-
mamy

W tym ostatnim przypadku zdarzy¢ si¢ mozeSe s wst.«=z"wst.«,
a wtedy poprawka wypadnie —o.
Zobaczmy warunek tak korzystnego przypadku.

W trojkacie jest czyli
Ale zeby poprawka byta —o, by¢ powinno
skad przeto

Oznaczywszy kat ABC przez B, bedzie kat

a

tudziez, poniewaz w kazdym razie poprawka jest matla, i bez
znacznego bledu polozy¢ mozna

zatem,

albo

t. j. dost.

skad doty. B=doty a ; przeto kat

Odnoszac ten warunek do fig. 23, poniewaz a —BOC, a
B = BAC, znajdziemy ze poprawka jest — 0, skoro kat
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BOC — BAC. Ale w przypadku gdy w czworokacie ABCO
kat BOC = BAC, czworokat ten jest antiparallelogramem t.
j. czworokatem mogacym by¢ wpisanym w koto, bo katy <
i B czyli BOC i BAC bed¢ w jednym odcinku, przeto ile
razy tego warunku nie mozna dopetni¢ w wyborze stanowiska
O, staraé si¢ przynajmniej nalezy zblizy¢é si¢ do niego ile
mozna, bo od tego doktadno$¢ kata C zalezy.

Poniewaz przypadki w ktorych kat mierzony O wy-
padnie réwny katowi szukanemu sa dos¢ rzadkie i daleko
czeSciej zmuszeni jesteSmy powyzsza poprawke

d (liwst.a-pg wst. al
wst. 1" 'V gh )
rachowaé, wyrazenie za$ jej jak widzimy do logarytmicznego
rachunku jest niewygodne, starajmy si¢ zatem otrzymac tez
poprawke pod innym ksztattem.

.Poniewaz na ostatniej figurze jest jak widzielismy
g wst BAC wst. (B-pC)
h ~ wst. ABC wst. B
matoéci poprawki, C= O~ a-pa', skad a —C a', tedy na-

tudziez O ~ a-pa, a dla

pisawszy poprawke nastepnie gl A (wst. «-p ~ wst. a ]

wst.
wprowadziwszy ostatnie waznosci, znajdziemy

CzzO + /\g‘rr'(wc (r‘\lwst (B %PC;WSt af

é-;;,-s-t--fﬂ @ost u-p doty B wst. a )wst C

_ Q pdwst. Cwst. (g+ o
gwst. Bwst. 1"

Przy sprowadzaniu kata do $rodka, poming¢ nie mozna
przypadku w ktérym odleglosci OC ~ d zmierzy¢ nie mozna
z powodu, iz znakiem trygonometrycznym jest wieza lub
baszta walcowa do ktorej $rodka a raczej do jej osi celowaé
nie mozna bo si¢ jej nie widzi. Aby w tym przypadku zna-
les¢ dlugos¢ prostej d, tak postapi¢ nalezy. Niech bedzie C
fig. 25, §rodek wiezy lub baszty do ktérego dostapi¢ nie mo-
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zna dla zmierzenia odlegltosci OC, tudziez dla celowania do
punktu C w czasie mierzenia katowych odlegtosci punktow
A 1B od C (jak w powyzszem katy a i «'). Ze stanowiska
O poprowadziwszy do wiezy dwie styczne Om On a ich kat
mOn podzieliwszy na dwie czgéci rowne, prosta dzielagca da
nam kierunek OC. Wyznaczywszy teraz na tym kierunku
punkt &, mierzy si¢ katy AOm i AOn. Z tych dwoch katow
znajdziemy zaraz kat AOC —aktoérego potrzebujemy, albo-
wiem AOCznAOm+ mOC, AOCrz AO? —rcOC= AOn—mOC,
przeto dodajac obie réwnosci bedzie

AOC = i o2t

a tak kierunek prostej OC wzgledem OA jest znany w licz-
bach. Aby zmierzy¢ odlegto$§¢ OC, poniewaz Ok zawsze zmie-
rzy¢ mozna, jezeliby jeszcze i promien Cm — r mozna bez-
posrednio zmierzy¢, rzeczona odleglos¢ bytaby zupelie wy-
znaczona. Jezeli za$§ r mierzy¢ si¢ nie da, natenczas zmie-
rzywszy Ok —OC —Ck —d —r~ 8 1 styczng np. Om — ¢,
poniewaz w trojkacie mOC

jest t"—d2—r2—(dj-r) d+ 1)~ d+ r)8
k
bedzie t67 d der ~ ts—
. . 2 t2
A 7ze d—rzz 8, wigc ZdO— —\-8—8]—?
. , 18
a nareszcie a—| &F =

Z ta odlegloscia mozna juz rachowac¢ wyzej otrzymany wzor
na poprawke.
§. 40.

Moéwigc w Geometryi o znajdowaniu powierzchni od-
cinka kotowego, nie moglibySmy tamze w zupelnos$ci roz-
wigza¢ zagadnienia §. 177, z danej cieciwy i strzalki znalesé
powierzchnig odcinka 1 dokonczenie jego zostawiliSmy do Try-
gonometryi; tu wigc bedzie miejsce takowe rozwigzaé. W po-
wolanym §. oznaczywszy cigciwe przez h a strzatke przez s,



J1is o . b2+ 4s2
znalezliSmy wyrazenie promienia kolta r zz — —— a po-

powierzchnie trojkata miedzy dwoma promieniami i cigciwg
zawartego —J. Nie umieli$my tamze znale$¢ z

danych rzeczy powierzchni wycinka kotowego migdzy temiz
promieniami i1 tukiem zawartego, albowiem nie umieliSmy
znale$§¢ liczby stopni tuku do danej cigciwy nalezacego, albo
co na jedno wychodzi, nie umieliSmy znale§¢ kata przy
srodku kota przez rzeczony tluk mierzonego. Dla tego tu
przystepujemy do znalezienia powierzchni wycinka, szukajac
naprzdéd wspomnionego kata.

W tréjkacie ASD prostokatnym przy D, fig. 26, dane sa
AD i AS, t. j. AD —v b, za§ AS ~ r poprzednio znalezione,

przeto AD =: AS wst. ASC skad wst.

czyli wst. ASC ~ Polozywszy tu wazno$¢ za r, znajdziemy

wiec kat ASC —tukowi AC = tukowi ktoérego wstawa —

A ze wigc J

przeto powierzchnia wycinka

a nareszcie powierzchnia odcinka ACBA = powierzchni wy-

cinka

bo kat wst, .2 huk.' §.172 Geom. *).

*) W powolanym §. znalezliimy wzér sluzacy na wyprostowanie luku

jakiegokolwiek gdzie zatem
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Skoro wigc strzatka, albo nawet jej stosunek clo pro-
mienia jest znany, znajdziemy z ostatniego wyrazenia po-
wierzchni¢ odcinka.

Przykiad 1 Niech begdzie

tak ze

skad

przeto

t.j.

Szukajac temu logarytmowi odpowiadajacego kata,
znajdziemy go

zatem kat wst.

Powierzchnia przeto wycinka
powierzchnia trojkata

a nareszcie powierzchnia odcinka .
lub tez = 343*7558 stop kwadratowych, gdy za 62 potozymy
waznos$¢.

Przyktad 2. Niech dana bedzie cigciwra b— 10 s3zni a
strzalka $ =1 sazen, potrzeba znales¢ powierzchni¢ odcinka.
Wedhug poprzedzajacego jest

skad .aLecz w naszym tu przypadku jest

Ale kat wst. lukwst.
polozywszy przeto te wazno$¢ w poprzedzajacem wyrazeniu, jako téz

wazno$¢ i uprosciwszy, otrzymamy ostatnie wyrazenie.
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zatem

kat temu logarytmowi odpowiadajacy

Wedlug §. 172 Geom. jest tuk

przeto powierzchnia wycinka
stop kwadr.

Powierzchnia trojkata

zatem powierzchnia odcinka “ 6*71974 stop. kwadr.
Inne przypadki tegoz zagadnienia, tatwo si¢ rozwigzuja.
§. 41/

ZAGADNIENIE 6. Znales¢ wyrazenie powierzchni trapezu
przez cztery jego boki.

Niech bedzie trapez ABCD ig 27, ktorego powierzchni¢
wyrazi¢ chcemy przez cztery jego boki, albo co jest toz sa-
mo, niech w trapezie ABCD dane beda wszystkie cztery je-
go boki, potrzeba znale$¢ jego powierzchni¢. Polozywszy

tedy z §. 123 Geom. wia-
domo, ze powierzchnia trapezu, ktoérg przez T oznaczmy, jest

chodzi wigc tylko o znalezienie CE. Na ten koniec z pun-
ktu C poprowadziwszy CF rownolegta do AB, bedzie

W trojkacie CDE jest -%Ef= wst. D, przeto

bo CD —c. Chcac przeto mie¢ CE wysoko$¢
trapezu, potrzeba znales¢ wst. D. W trojkacie FCD, w kto-
rym FC —a CD —¢, polozywszy jeszcze FD A D-—BC

a-\~C?~h

, tudziez s~ -tlilll , wedhug §. mamy

10
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zatérn

a nareszcie powierzchnia trapezu

A przywracajac waznosci s i A, bedzie nareszcie

a to jest wyrazenie powierzchni trapezu przez cztery jego
boki.

Jezeli jeden z bokéw np. bzz0, przechodzi trapez na
trojkat, ktorego trzy boki sa a, c, d; ostatnie t¢z wyrazenie
w tym przypadku staje si¢

zupelie zgodnie z wyrazeniem we wstepie otrzymanem.

§o 42.

Ostatnie zastosowanie Trygonometryi zrobimy do Ste-
reometryi. W §. 246 znalezliSmy wprawdzie przy pomocy
wykreslenia, wzajemne pochylo$ci kazdych dwoch $cian
w wielo$cianach foremnych, atoli w §. 242 zrobiliSmy uwagg,
iz catkowite i doktadne obrachowanie tych wieloSciandow, bez
Trygonometryi obej$¢ si¢ nie moze. Tu jeszcze dodaje, iz
chociazby wykreslenie jakiego tam uzyliSmy, dato nam katy
nawet doktadne, wszelako bez zmierzenia ich tak nazwanym
przenosnikiem, wielko$¢ ich wzgledna catkiem nie bedzie nam
znana, gdy tymczasem Trygonometryja dajac takowe w stop-
niach, pokaze nam ich wielko$¢ wzgledna. Dlatego jako osta-
tnie zastosowanie, rozwigzemy tu nastepujace

ZAGADNIENIE 7. Znales¢ pochylosci scian w pigciu icie-
loscianach foremnych.

Poniewaz w wyzej powotanym §. przekonalismy sig, ze
przez prowadzenie plaszczyzn przekatnych mozna w kazdym
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z pieciu wielo$cianow roztozy¢ gdzie potrzeba kat brylowy
wieloScienny na dwa inne, z ktérych jeden bedzie trdjscien-
nym, majacym dwa katy plaskie nalezace do §cian wieloscianu,
przeto uproszczajac sobie to zagadnienie, dosy¢ bedzie zna-
les¢ w kacie brylowym trojSciennym pochylosci dwoch kto-
rychkolwiek $cian. Na ten koniec niech bedzie kat brylowy
trojScienny O fig. 28 ktorego trzy katy plaskie sa AOB =g,
BOC~/9, AOCrziy. Zamierzmy sobie znale$¢ kat pochylosci
sciany AOB do BOC; tedy na wspélnej obu tym S$cianom
krawegdzi OB obrawszy gdziekolwiek punkt D i z niego na
Scianie AOB wyprowadziwszy prostopadta DE do OB az do
przecigcia si¢ jej z krawedzia OA w punkcie E, tudziez na
scianie BOC z tegoz samego punktu prostopadta DF do tej-
ze krawedzi, kat ED F~ e bedzie katem pochylosci szukanym
wedtug §. 196. Stereom. Potaczywszy potem punktaE iF prostg
EF, otrzymamy trojkat prostokre§lny DEF, w ktérym wedtug
§e 27

Podobniez w trojkacie prostokreslnym EOF jest

przeto

W trojkacie DEO prostokatnym przy D
jest

w trojkacie DFO prostokatnym przy D
jest

przeto

W tychze samych dwoch trojkatach mamy
W pierwszym

w drugim

zatem

a nastepnie
Wlozywszy te wazno$ci w powyzsze zroéwnanie, tudziez upra-
szczajac 1 dzielagc przez 2EO . FO, otrzymamy

10.
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skad

Za pomocg tego zrownania majac w kacie brylowym
trojSciennym skladajace go katy plaskie znane, znajdziemy
kat pochytosci kazdych dwoch $cian.

W przypadku ze trzy katy ptaskie sg miedzy soba row-
ne, t. j. a—(@—y, mie¢ bedziemy

W przypadku za$ ze dwa katy ptaskie sg miedzy sobg row-
ne, np. a—  bedzie

§. 43.
Tak znalezione wyrazenia kata pochylosci dwoch $cian,
zastosujmy do pigciu cial foremnych.
W czworoscianie kazdy kat brylowy jest ztozony z trzech
ptaskich miedzy soba rownych bo do trojkata rownoboczne-
go nalezacych. Tu przeto jest a—fi —7= 60° zatem

Szukajac tego logarytmu w tablicach miedzy dostawami,
znajdziemy
W osmioScianie jak z §. 245 wiadomo przez prowadze-
nie plaszczyzny przekatnej, mozna otrzymac¢ kat brylowy
trojscienny, w ktorym dwa katy ptaskie sa miedzy soba
rowne, kazdy =60° a trzeci nalezy do kwadratu, zatem
a nastgpnie
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Poniewaz dost.e wypadla odjemna, wniesiemy stad, iz kat e
jest rozwarty t. j. log. dost. t~ 9*522787— a kat jemu odpo-
wiadajagcy ——70° 31'43"'60 zatem

W dwudziestoscianie wedlug powyzszego §. mozna tak-
ze z jego kata brylowego otrzymac trojscienny, w ktorym
dwa katy plaskie beda sobie réwne a kazdy =:600, trzeci
za$ nalezy do pigciokata foremnego i dlatego —108°, zatem-

liczba temu logarytmowi odpowia-
dajaca

a nastepnie
log. dost. t — 9*8723638 — , przeto —41°48' 37"*12, zatem
kat pochylosci $cian w dwudziesto$cianie

W szescianie kazdy kat brylowy jest troj$cienny a skta-
dajace go katy plaskie migdzy sobg réwne i kazdy =:90°,
bedzie wigc

zatem «= 90° jak juz wiemy.

W dwunastoscianie nareszcie kazdy kat brylowy zto-
zony jest takze z trzech ptaskich migdzy sobg réwnych a
kazdy =108°, przeto

wiec wedlug poprzedzajacego bedzie

log. dost. przeto
a nastepnie kat pochylosci §cian w dwunastoscianie



§e 44.

Do zupelnego obrachowania wieloscianow foremnych,
potrzebny jest jeszcze promien kuli wpisanej w kazdy. Ten
promien znalezliSmy w §. 247 takze za pomocg geometrycz-
nego wykreslenia, t. j. znalezliSmy jego dlugo$¢ bezwzgle-
dna, nie mogac nic powiedzie¢ o liczbowej jego dlugosci.
Za pomoca Trygonometryi jesteSmy teraz w stanie znale$é
tez dlugos¢ promienia wyrazong w liczbach, jakiej rzeczy-
wiscie do rachunku potrzebujemy. Na ten koniec wezmy tu
fig. 247 z ta roznica, ze okryjemy wielo$cian pigciokatami
foremnemi zamiast trojkatami, co jest jedno i toz samo.

Niechze bedzie wieloscian okryty pigciokatami forem-
nemi, ktorych s$rodki O, P, Q i t. d. fig. 29, niech S bedzie
srodkiem tak wpisanej jako i opisanej kuli stosownie do po-
wotanego §., tedy OS bedzie promieniem wpisanej, za$ SE
promieniem opisandj kuli. Chociaz bowiem nie potrzebuje-
my tu ostatniego promienia, wszelako przy tej sposobnosci
znajdziemy wyrazenie 1 tego. Z punktow O i P t j. ze
srodkéw wielokatow foremnych spusciwszy prostopadie OM,
PM, na spoing krawedz AE, wiemy ze te prostopadte padna
na $rodek AE w punkcie M i beda do tej krawedzi prosto-
padie; kat przeto PMO bedzie katem pochytosci dwoch $cian
P i O, ktéry z poprzedzajacego jest nam znany. Kat AOE
przy srodku pigciokata lub trojkgta ramionami swemi obej-
mujacy bok pigciokata lub trojkata, jest takze znany, bo
w pigciokacie zz iﬁg —72°, a w trojkacie %1-—~ 120°,
przeto i kat AOM jest takze znany. Jezeli przez SO i OM
poprowadzimy plaszczyzng, ta bedac prostopadlta do Sciany
O, bedzie tez prostopadla i do AE oraz przecina¢ bedzie te¢
krawedz w punkcie M. Na tej plaszczyznie zlaczywszy pun-
kta S i M prosta SM, ta podzieli kat PMO na dwie czgsci
rowne; w trojkacie wigc prostokatnym MSO jest

S
= sty. OMS —sty.i § skad OS= MOsty. | e
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Ale w tréjkacie AOM prostokatnym przy M, jest
skad

rowna si¢ polowie krawedzi wieloscianu, ktorg na swem miej-
scu przez a oznaczyli$my, zatem M O= j-adoty.MOA.rjrzdoty.T/a
jezeli potozymy kat MOAm/;, a nast¢pnie

Poznawszy tym sposobem promien kuli wpisanej, tatwo znaj-
dziemy promien kuli opisanej na wielo$cianie ; jest bowiem

A Ze w trojkacie

zas EM=r|la, EOM= ", zatem

a nastepnie

skad

Potozywszy dost. jpsty.jar: sty. ¢y, bedzie

Zastosujmy teraz wzOr znaleziony na promien kuli
wpisanej, do pigciu wieloScianéw foremnych.
Dla czworo$cianu, o$mioscianu i dwudziesto$cianujest
za$ dla dwunasto$CianU.....coeceeenerenenenenienierereenes

Dla obrachowania sze$cianu nie potrzebujemy Trygo-
nometryi, z tego tez powodu pomijamy tu i rachunek pro-
mienia kuli wpisanej. Gdyby$Smy za$§ potrzebowali, tedy

Poniewaz dla czworo$cianu znalezliSmy wyzej

o$mios$cianu

dwudziesto$cianu

dwunastoscianu

Oznaczywszy SO t. j. promien kuli wpisanej przez ¢; bedzie



dla czworoS$cianu dla o$mio$cianu

Liczby tym logarytmom odpowiadajace sa:

przeto 6= 0*4082483.
dla dwudziesto$cianu dla dwunasto$cianu

liczby

zas

Obrachowawszy w §. 242 powierzchnie wielo$ciandow, ktore
nas tu zatrudniaja, a teraz promienie kuli wpisanej w kaz-
dy, mozemy juz znale$¢ objetosdé kazdego, bo wiemy z te-
goz §. iz ta rowna si¢ iloczynowi z powierzchni wielo$cianu
przez g promienia kuli wpisanej. Tym sposobem mie¢ be-
dziemy
objetos¢ czworoscianu

sze$cianu

osmioscianu

dwunastoscianu

dwudziesto$cianu



ROZDZIAL V.

Trygonometryja sferyczna.

Wzory na rozwiqgzanie trojkqtow sferycznych.

§. 45.

W Stereometryi, a mianowicie w §. 206 uwaga wspo-
mniano, ze cata nauka o troj$cianie, stanowi tak nazwang
Trygonometryjqg w przestrzeni czyli sferyczng. Zeby sie o tej
prawdzie przekona¢, dosy¢ z wierzchotka trdjscianu jako ze
srodka, pomyslio jakimkolwiek promieniem zakre$long kule,
gdyz jej powierzchnia przetnie kazda $ciang trojScianu w tuku
kota wielkiego. Te tuki przetng si¢ po dwa na krawedziach
trojcianu i zamkng tym sposobem miejsce na powierzchni
kuli trzema rzeczonemi lukami ograniczone, a zatem trojkat
sferyczny stésownie do definicyi §. 271. Luki wypadajgce z
przecigcia si¢ powierzchni kuli ze $cianami tréjécianu, jako
majace swoj Srodek w jego wierzcholku, sg oczywiscie mia-
rami katéw plaskich tenze troj$cian sktadajacych. Z punktdéw
w ktorych si¢ tuki przecinaja, wyprowadziwszy na $cianach
na ktorych si¢ tez tuki znajduja, prostopadle do spolnej
krawedzi, kat migdzy temi prostopadiemi jGst katem pochy-
losci w mowie bedacych $cian wedlug §. 196. A zZe kata,
jakie dwa tuki migdzy soba czynia, inaczej sobie wyobrazi¢
nie mozna, jak tylko jako kat miedzy stycznemi z punktu
przecigcia si¢ lukéw do kazdego z nich wyprowadzonemi, a
powyzsze prostopadle sa rzeczywiscie stycznemi do bokow
trojkata sferycznego, zatem naturalny wniosek, ze katy tegoz
trojkata wyrazaja pochylosci $cian trojscianu trojkatowi sfe-
rycznemu odpowiadajacego.

Z tego objasnienia trdjkata sferycznego wypada, ze
w nim mie¢ bedziemy do czynienia z dwojakicmi katami,
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mianowicie za$ z katami ptaskiemi, tu przez boki (luki), i
katami pochylosci, tu przez katy tréjkata sferycznego wyra-
zonemu Z tego nastgpnie tatwo przewidzie¢, ze w Trygono-
metryi sferycznej tez same funkcyje trygonometryczne, jakie
w prostokre§lnej poznaliSmy, zatrudniaé nas bedg. A jak
w trojkacie prostokreslnym dostrzegliSmy zwiazek miedzy
jego bokami i funkcyjami trygonometrycznemi, tak tu, po-
niewaz miejsce bokow linijjowych zastapig tuki kot wielkich,
zamiast pierwszego zwiazku, otrzyma¢ musimy zwigzek funk-
cyj trygonometrycznych nalezacych do bokoéow, z takiemiz
funkcyjami nalezacemi do katow trojkata sferycznego.

Co si¢ tyczy wiasnosci trojkatow sferycznych, rozumiem,
ze dosy¢ bedzie odestaé w tym wzgledzie do Stereometryi,
a w szczego6lnosci do rozdziatu o katach trojsciennych, tudziez
do §. 272 i nastgpnych.

Kazdy przystepujacy do Trygonometryi sferycznej, po-
winien koniecznie przypomnie¢ sobie naprzod wszystko, co
bylo dowiedzionem Ilub powiedzianem o kuli, a mianowicie
poczawszy od §, 267 az do §. 278 wilacznie. Takie zrobiwszy
ostrzezenie, mozemy wprost przystapi¢ do znalezienia zwiazku
migdzy bokami a katami trdojkata sferycznego. Przedewszyst-
kiem atoli zastanowi¢ nam si¢ wypada, jakich to zwigzkow
potrzebowac4bedzieiny, abySmy wiedzieli czego szuka¢ mamy?

§. 4o.

Jak w prostokreslnym tak rownie i w sferycznym troj-
kacie szesé jest elementdw, t. j. trzy boki i trzy katy. Pierwsze
w dalszym ciagu znaczy¢ bedziemy przez a, b, c, drugie zas,
czyli katy im przeciwlegte, przez « /2, y. Z szeSciu tych
elementow, skoro trzy ktorekolwiek sg dane, znale§¢ mozemy
w kazdym razie trzy inne czyli rozicigzac trojkgt. Zeby wdec
w kazdym przypadku mozna rozwigza¢ sferyczny trojkat,
nalezy wynate$¢ tyle zwiagzkow pomiedzy kazdemi czterema
elementami, ile z szeSciu elementéw zrobi¢ mozna réznych
czworek. Wedlug §. 49 Arytm. z szeSciu elementow jest

czworek ’1‘ a 4la %eS° zdawaloby sig, izby

ej o0 4 =
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nalezalo znale$¢ 15 réznych zwiazkéw czyli zréwnan, aby na
kazdy zdarzy¢ si¢ mogacy przypadek odpowiedzie¢. Te atoli
15 zwiazkéw sprowadzaja si¢, jak to juz takze przy trdéjka-
tach prostokreslnych widzieliSmy, do czterech glownych zro-
wnan. Bo w rzeczy samej skoro znajdziemy zréwnanie:

1. Miedzy a, b, c, «, juz tem samem przez prosta prze-
mian¢ elementéw mamy zréwnania miedzy a, b, ¢, /7, i
a b ¢ y

2. Znalazlszy zroéwnanie migdzy a, b, a, (3 mamy tez
miedzy a, ¢, @, yi b ¢ (3 y

3. Majac zréwnanie miedzy a, b « ), mamy tez mig-
dzy a, b 3 y; a, ¢ « a ¢ By, bca /2 ibc ay

4. Ze zrownania migdzy a, a, 3 y} wyprowadzimy zro-
wnania miedzy b a 3 yic, a, 3 y

Tym sposobem widzimy, ze owe 15 potaczen sprowa-
dzaja si¢ do czterech tylko réznych; cate przeto nasze usilo-
wanie do tego zwrdéconem bedzie, aby znale$¢ cztery co do-
piero wskazane zwiazki, albo moéwiac wyrazniej: staraé si¢
bedziemy znale$¢ zréwnanie

1° miedzy trzema bokami i jednym katem trojkata sfe-
rycznego;

2° miedzy dwoma bokami i dwoma im przeciwlegltemi
katami;

3° migdzy dwoma bokami i dwoma katami jednym przy-
leglym a drugim przeciwlegtym dwom pierwszym bokom, al-
bo jak si¢ zwykle wyrazamy, zréwnanie migdzy czterema po
sobie na figurze nast¢pujacemi elementami;

4° migdzy trzema katami i jednym bokiem.

Tak majac cel wytknigty zaczynajmy.

§ 47.

Dla znalezienia zréwnania miedzy trzema bokami i je-
dnym katem trojkata sferycznego, kilka jest sposobow, ktore
wszelako wszystkie na jedno wychodza; bo maja za zasade
trojkat prostokreslny, ktoérego boki sa pewnemi funkcyjami,
trygonometrycznemi wzgledem bokow trojkata sferycznego.
Z tego powodu sadze¢, iz najlatwiej otrzymamy zgdane zro-
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wnanie, jezeli w tréjscianie §. 42, gdzie wlasnie znalezliSmy
zwiazek kata pochylosci z trzema katami ptaskiemi, wezmie-
my jego wiorzcholek 0 fig. 28, za $rodek kuli i pomyS$limy
promieniem ~ 1 zakre§long kulg, ktorej powierzchnia przetnie
trzy $ciany trojscianu w tukach kot wielkich przecinajacych
si¢ po dwa na krawedziach tréjscianu. Tym sposobem otrzy-
mamy Ww miejsce fig. 28, fig. 30, gdzie kat «—EDF jest za-
razem katem trojkata sferycznego DGH. W powolanym §.
znalezliSmy zréwnanie
dost.7~ dost. adost. §+ wst. awst. /?dost. s
ktore chcac przenie$¢ do trojkata sferycznego, dosy¢ jest u-
wazy¢, ze za kat « mozna wzig$¢ bok trojkata sferycznego DG,
w miejsce kata /?, polozy¢ mozna bok DH, zamiast kata 7
bok GH, bo te tuki jako z wspdlnego wierzchotka O migdzy
ich ramionami zakre$lone, s3 miarami rzeczonych katow; na-
reszcie za kat f wezmiemy jak powiedziano kat GDH. A ze
boki tréjkata sferycznego oznaczyliSmy raz na zawsze przez
a, b c a przeciwleglte im katy przez a, (3 7, zatém jezeli
potozymy GH:=a, GD= 6, DH=c, a nastgpnie GDH=«
DHG=/3, GDH~7, w powyzszem zréwnaniu dosy¢ jest po-
tozy¢ dost.7= dost.a, dost.« —dost. 5, dost. /7—dost. c,
dost. £~ dost. @ wst. a~ wst. b, wst. fi—wst. ¢
aby otrzymaé zadane zrownanie wyrazajace zwigzek miedzy
trzema bokami i jednym katem trojkata sferycznego. Tak
tedy bedzie
dost. « rrt dost. bdost. ¢+ wst. bwst. cdost.a . . . . (1]

Do tego zréwnania mozemy t6z przyjs¢ nastgpujacym
sposobem :
W prostokreslnym trojkacie EDF jest jak wiadomo

EF*=DE2+DF* —2DE.EF dost. EDF.
Ale DE =rsty. DGzrsty. b, DF —sty. DH —sty. ¢
kat EDF —«, zatem

EF —sty. 62-}- sty. c2— 2sty. bsty. cdost. a
Podobniez w trojkacie EOF jest
EF2= EO2T-FO2—2EO.FO. dost. EOF
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Ale znowu EO = sie. DGr= sie. b, FOrzsie.DHrr sie.c a kat
EOF = a, jako mierzony lukiem GHzra; przeto

EF2—sie. 62p sie.c2—2 sie. bsie. cdost. a

a nastepnie sty. 6-+ sty. c2—2sty. bsty. cdost. a
—sie. b2+ sie. c2— 2sie. Ssie. cdost. a

w o wst. Owst. ¢
albo st};.S s1e.52—hsty.c s1e.c3—zdosm

dost. a.
dost. bdost. ¢ @
. . w st b-
sty. 12— sie b2 =
Ale Y = dost.62 1,
sty.c2 mie.c-: wst. c2—1
Yy T dost. ¢!
zatem 2 wst. bwst. cdost. a 2dost. a
dost. bdost. ¢ dost. bdost. ¢
albo —dost. bdost. c— wst. bwst. cdost. a— — dost. a

lub nareszcie dost.a3=dost.6dost.cd-wst.&wst.cdost.a jak wyzej.

Poniewaz ten wzdrjest zasadniczym calej Trygonometryi
rycznej, z ktoérego wszystkie inne wypltywaja, nie od rzeczy
przeto bedzie wyprowadzié go jeszcze raz nieco odmiennym
sposobem. Pokaze tu sposob jakim go wyprowadzil Prof.
ANGER. *).

Niech bedzie sferyczny trojkat ABC fig. 31, tudziez
punkt O $rodek kuli na ktoérej powierzchni ten trojkat zry-
sowany; poprowadziwszy promien kuli OA, a potem przez §ro-
dek kuli O ptaszczyzng prostopadla doj tegoz promienia,
z punktow B i C spusémy prostopadte do tej ptaszczyzny, kto-
ra niech spotykaja w punktach B' i C'. Punkta B' i C' tak
miedzy soba, jako tez i ze $rodkiem kuli O potagczmy pro-
stenii OB', OC' i B'C'. Na plaszczyznie boku AB t. j. na
ptaszczyznie AOB'B z punktu B poprowadzmy prosta BD ro-
wnolegla do OB' az do przecigcia si¢ z promieniem OA w punk-
cie D; potem na plaszczyznie boku AC poprowadzmy pro-
stg CE rownolegla do OC', a nareszcie na ptaszczyznie boku

*) Arclily ¢c.r Mathematik uvna Physik von Gruverr. V. Theil 1844.
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BC prosta CF rownolegta do B'C' i oprocz tego poprowadz-

my cigciwg BC. Potozywszy bok

nastepnie kat BAC~«, ABC= /2, ACB~y, tedy z tego co

wiemy z Trygonometryi prostokre$lnej,jest

jako prostopadta z jednego konca tuku, na promien przez

drugi jego koniec przechodzgcy spuszczona, za$

Dla tejze samej przyczyny

B'F jest wyniesieniem punktu C nad ptaszczyzng OB'C', alei

OE jest takze wyniesieniem tegoz punktu i nad tez sarne

ptaszczyzng, wigc B'F =OE. Dla tejze samdj przyczyny
a nastepnie BB'—B'FzzOD — OP1 czyli BFzrDE,

zatem BF = dost.c—dost. b, B C~ cigciwie boku BC “ cigci-

wie boku a. W trojkacie BCF mamy
ale wedlug §. 9 cigciwa
przeto CF = (2wst.-pa)2— (dost.c—dost.h)2 W trojkacie

B'OC'jesttezBV 2= CD2—2B'0.C'0 dost. B'OC'; lecz
wedlug §. 43 B'0 = BD rr wst.c, C'0 —CE = wst. b i kat
zatem

a nastgpnie

Ale 2 wst. —dost. a §. 12. tudziez
i wst.

zatem

czyli

jak dwoma powyzszemi sposobami.

Wedtug tego co w §. 45 powiedzieliSmy, znajdziemy
przez prosta przemian¢ elementéw trzy zroéwnania jeden i
tenze sam zwigzek wyrazajace do kazdego z trzech bokow
zastosowane

Zroéwnanie (1) nazwalem wyzej zasadniczem catej Trygono-
metryi sferycznej, jak zrownanie
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27 zasadniczém Trygonometryi prostokres§lnej; majg téz tc
dwa zrownania niejakie do siebie podobienstwo, chociaz ta-
kowego na pierwszy rzut oka nie dostrzegamy; zastanowiwszy
si¢ jednak znieco wigksza nad niemi uwagg, poznamy iz to
ostatnie otrzyma¢ mozna i powinniSmy z pierwszego, w przy
padku gdy boki trojkata sferycznego sa bardzo mate, gdyz
w takim razie sferyczny zamienia si¢ na trojkat prostokre-
$lny. Sprobujmy przekonaé si¢ otej prawdzie. Skoro boki
a, b, c, trojkata sferycznego sa bardzo mate, natenczas, jak
z §. 17 wiadomo, wst.a~a, wst.bzzb, wst. c—c a nastgpnie
dost.

czyli

opuszczajac wyzsze potegi tukow a, b, ¢ jako ilosci nieskon-
czenie mate. Poprzedzajace waznosci potozywszy w zroOwna-
niu (1) znajdziemy

Opusciwszy tu jeszcze "bZqjako ilos¢ bardzo matg, skraca-
jac potem i mnozac cale zi’6wnanie przez 2 otrzymamy

jak twierdzilismy.
§. 48.

Szukajmy teraz zwiazku migdzy dwoma bokamii dwo-
ma im przeciwlegtemi katami t. j. szukajmy zréwnania np.
migdzy elementami a, b a, fii Kiedy zrownanie (1) nazwa-
lismy zasadniczem, z niego zatem przez stosowne przerobie-
nia otrzymaé¢ powinni§my zréwnanie zadane. Jakoz z rzeczo-
nego zrOwnania mamy

Podnidstszy obie strony tego zrownania do kwadratu i od-
jawszy od 1, znajdziemy

Wtbmgidj stronie poltozywszy
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za Wwst. ca, poniewaz

otrzymamy

skad

Poniewaz licznik tego wyrazenia jest symmetrycznym wzgle-
dem trzech bokow a, b, ¢ zatom polozywszy dla krotkosci

bedzie

a nastgpnie

W tem ostatniom zréwnaniu zamieniajac a na fi i a na b,
potem a na y i a na ¢ i nawzajem znajdziemy

skad nareszcie wniesiemy, ze

(2)
a to jest zrownanie szukane migdzy dwoma bokami i dwo-
ma im przeciwleglemi katami tréjkata sferycznego, rozkta-
dajace si¢ na trzy inne

Samo spojrzenie na zréwnanie (2) nasuwa jego podobienstwo
do zréwnania Trygonometryi prostokresinej

a nawet sposob wyprowadzenia tak jednego jako i drugiego
jest prawie ten sam (pordwnaj §. 29 w koncu).
§ 49.
Przystgpujac do znalezienia trzeciego zwiazku czyli zro-
wnania mig¢dzy czterema po sobie nastepujgcerni elementami
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trojkata sferycznego, zaldozmy sobie znale$¢ zréwnanie mig-
dzy elementami a, /2 ¢, a. W tym celu z piérwszego zusta-
tnich zréownan §. poprzedzajacego waznosc
potéwmy w zrownaniu (1)

a otrzymamy
A zZe
zatem

albo

Obie strony zrownania podzieliwszy przez wst. awst.c, znaj-
dziemy

ktore jest zrownaniem szukanem zawierajagcem zwigzek mig-
dzy czterema po sobie nastgpujaeemi elementami trdjkata sfe-
rycznego. Zastosowawszy to ostatnie zréwnanie do kazdych
czterech podobnych elementéw, przez prosta przemiang ele-
mentdw jednych na drugie i wzajemnie, otrzymamy sze$¢
zrownan zamykajacych tenze sam zwiagzek ale coraz do in-
nych elementow stosowany. Te zrownania sg:

§ 50.
Pozostaje nam nareszcie znale$¢ czwarty zwiazek czyli

zréwnanie migdzy jednym bokiem i trzema katami trdjkata

sferycznego. Poniewaz

za$ z (2)



162
wiec

Podobniez

z ostatnich wigc zrownan poprzedzajacego §. otrzymamy

albo

W piérwszém z tych dwoch zréwnan potozywszy z drugiego
waznos$¢ dost. bwst. a, bedzie

albo

albo

albo

skad

ktore jest zrownaniem szukanem.

Do tego zrownania doj$¢ mozna predzej i1 latwiej stosujac
wlasnosci trojkata biegunowego do zréwnania (4). Gdy bo-
wiem a~[80°—a, 0=480°—, ¢=480°—, ra=480°—q, przeto
ktadac w rzeczonem zréwnaniu te waznoS$ci, znajdziemy

czyli dost.«=—dost./*dost.y-f-wst./Jwst.ydost.a jak wyze;j.
Przez przemiang¢ elementdéw znajdziemy dla dwoch innych
katow

Jak ze zrownania (4) wyprowadziliSmy (4) za pomocg troj-
kata biegunowego, tak nawzajem z tego ostatniego przy po-
mocy tegoz trojkata, wyprowadzi¢ mozna zroéwnanie (4); nie
z innego tez powodu sa te zroOwnania bardzo sobie podobne,
tylko ze za posrednictwem tréjkata biegunowego, Scisle z so-
ba sa zwigzane i rdznig si¢ jedynie tem, ze wyrazajac jedne
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i tez sarng prawde, (1) wyraza ja wzgledem bokow, gdy (4)
wzgledem katow.
§ SI.

Lubo cztery poprzednio wyprowadzone wzory sg do-
stateczne na wszelkie w rozwiazywaniu trojkatow sferycznych
zdarzy¢ si¢ mogace przypadki, wszelako do$¢ czgsto uzywa-
nym jeszcze bywa wzor

Ten wyprowadzi si¢ tatwo, jezeli ze zroOwnania
wyrugujemy dost.c zapomocg zréwnania
otrzymamy bowiem

albo
lub nareszcie

jak wyzej.

Cztery wigc zasadnicze wzory Trygonometryi sferycznej na
ktorych rozwiazanie wszelkich zdarzy¢ si¢ mogacych przy-
padkow spoczywa, sa:

§ 52.

Potozywszy w tych wzorach n ~ 90°, otaaymamy wzory

na rozwigzanie trojkatow sferycznych prostokatnych. Oznaczmy

w takim trojkacie przeciwprostokatnia przez 4 a dwa proste-

mu katowi przylegle boki przez a i b katy za§ im przeciw-
legle przez « i j3, tedy otrzymamy:

Z (1) e, dost. h—dost. adost. b . . . . (m)

Z (2) e Wst. b—Wst. AWSt. / 7 oo w)
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sty asiy § i.... (0

W zréwnaniu (3) zamieniwszy a na i, « na 1 przeciwnie,
a potem stosujagc tak otrzymany wzdér do trojkata prosto-
katnego, w ktorym «zz90°, znajdziemy
doty. u—doty.awst. b . . . (r)
W zréwnaniu (4) zamieniwszy a na y i a na ¢ a potem
wprowadzajac warunek «= 90° i stosujac do trojkata w kto-
rym przeciwprostokatnia 4, za§ a 1 b dwa katowi prostemu
przylegte boki, a nareszcie « i katy tym bokom przeciw-
legte, otrzymamy:
dost. ?zzwst a dost. b . . . (s)

Szes¢ tym sposobem otrzymanych zréwnan sa wystarczaja-
eemi w kazdym przypadku do rozwigzania trdjkata sferycz-
nego prostokatnego; sa zas w tem dogodne, iz w kazdem
z nich uzy¢ mozna logarytmoéw. Skoro wigc z pigciu elemen-
tow (nie rachujac kata prostego), trojkata sferycznego pro-
stokatnego dwa ktorekolwiek sa dane, za pomoca sze$ciu
rzeczonych wzoréw znajdziemy zawsze trzy pozostate.

I tak: jezeli dana jest przeciwprostokatnia /2 i jeden
z bokow a lub b, dla znalezienia drugiego boku uzyje si¢
wzoru (m).

z 64), .. dost.hi—dost. a doty.f?

Jezeli dana jest przeciwprostokatnia /# i jeden z katow
a lub 8, dla znalezienia drugiego kata uzyje si¢ wzoru (g).
Zeby w pidrwszym przypadku znale$é¢ dwa katy ai /2, dosyé
jest uzy¢ wzoru (p). W drugim za$ przypadku dla otrzyma-
nia bokdéw a 1 b uzy¢ potrzeba wzoru (n).

Jezeli dane s3 o i « znajdzie si¢ b z wzoru (r), a je-
zeli b 1 /9, znajdzie si¢ « z wzoru (5).

Jezeli sa dane a i b a szuka si¢ k, a, /? tedy h znaj-
dzie si¢ z wzoru (m)! potem u z wzoru (r), a nareszcie 8§
z wzoru (n) [albo z wzoru (¢) lub nareszcie z wzoru (s).
Zgota poniewaz kazdy z szeSciu powyzszych wzorow zamyka
zwiagzek miedzy trzema elementami, z ktérych dwa musza
by¢ znane, zatem w kazdym przypadku wybierzemy ten
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w ktorym si¢ znajduja dwa dane lub znane elementa a trzeci
szukany.
§. 53.

Lubo powyzsze sze§¢ wzoréw rozwiazuja w kazdym
przypadku trojkat sferyczny prostokatny, nie zawsze wszelako
daja doktadne wypadki; mianowicie za$, jezeli boki lub katy
ktorych szukamy sg bardzo mate a wyrazone przez dostawe,
albo bliskie 90° a wyrazone przez wstawe¢. Na taki przypa-
dek przerobi¢ musimy te wzory w ktorych si¢ znajduja do-
stawy lub wstawy elementdw trojkata na inne, ktéreby nam
doktadnos¢ wypadkow zargczyly. Przy tej sposobnosci roz-
trza$niemy kazdy w szczegdlno$ci z szesciu w rozwigzywaniu
trojkatéow sferycznych prostokatnych wydarzyé sie mogacych
przypadkow.

1. Majac dang przeciwprostokatnia s i bok b} rozwia-
za¢ trojkat.

W tym przypadku mamy z wzoru (m) dost. azz

Ze zroéwnania (p) znajdziemy a a z (W) i trojkat bedzie
rozwigzany. W przypadku atoli, ze bok a jest bardzo maty,
wypadek ze zréwnania (m) otrzymany bedzie nie doktadny,

a dla tego starajmy si¢ przerobie ‘ziéwnanie dost. dost. &

na inne zargczajace nam wigksza doktadno$¢ wypadku.
Poniewaz ogolnie

1+ dost.® ~ A Sty’ §* 12" WzZOr ~ 1~
zatém z ostatniego zrownania znajdziemy
1 —dost. a dost. b dost. &
= 0,
i+ dost.a (sty. 1 )% dost. b -f-dost. &
h+ b

—sty. 5 sty. A § 13 (25)
doktadniejszy przeto wypadek na bok a da nam wzor

sty.1 a = \/gstv. h—% bst'y.i
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2. Z wiadomej przeeiwprostokatni # i kata p szukajac
boku b przeciwlegtego temuz katowi, mamy na ten przypa-
dek wzor (n) t. j. wst. b —wst. liwst. /2, a dla znalezienia a
tenze sam wzOr wst. a — wst. i wst. n.  Znalazlszy wigc na-
przéd kat a z wzoru (g), bedzie tym sposobem trojkat roz-
wigzany. W przypadku atoli gdy b bliskie jest 90", wypadek
Z powyzszego zroOwnania otrzymany, nie ma potrzebnej jaka
rachunek daé moze dokladnosci; nalezy zatdom przerobi¢ toz
zroéwnanie na inne dajace b zwicksza doktadnoscig. To prze-
robienie uskutecznimy nastepujacym sposobem:

Polozywszy b—90" —2:c, tudziez
mamy naprzod

potém

A ze

wiec

Za pomocg tego i powyzszego zrOwnania sty
znajdziemy |b a nastepnie i b

3. Z danych elementéow / i b szukajac kata « mamy

ze zrOwnania

Wszelako jezeli kat « jest bardzo maly, wypadek z tego
zrownania otrzymany nie bedzie doktadny. Przerobimy zatem
to zrownanie na inne nast¢pujagcym sposobem:

skad

4. Z wiadomych elementow a i (i szukajac A, mamy
ze zrownania (g) dost. Ar=doty.«doty. /?, ktéore na przypadek
ze Ajest bardzo male, nastgpnie przerobimy,
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skad
5. Nareszcie z danych dwoch katow a 1 (i szukajac

boku b mamy z wzoru (s)

ktory wzoér dla przypadku iz b jest bardzo mate, nastgpnie
przerobimy:

Potozywszy x ~ 90° —/?, mie6 bedziemy

a potem

skad
Przywréciwszy nareszcie wazno$¢ za x, otrzymamy

sty.

§. 54.

Sze$¢ juz tyle razy wspomnianych wzordw na rozwig-
zanie trdjkatéw sferycznych prostokatnych, ciaglego sa uzycia
w zastosowaniu; z tego powodu wypada je mie¢ zawsze przy-
tomne w pamigci. Gdy atoli trudng a moze i niepodobna
jest rzecza szes¢ tak réznych wzoréw, obok innych zasadni-



168

czych, tudziez wzoréw Trygonometryi prostokresinéj, zatrzy-
mac¢ nawet w najszcze$§liwszej pamigci, pi¢rwszy przeto NE-
PER przychodzac jej w pomoc, owe sze$¢ wzoréw zamknagl
we dwa ktore kazdy z pewnos$cig spamigta¢ moze. Aby dwa
te wzory tak jak je NEPER podal, otrzymac, przywiedzmy
naprzod sze$¢ wzorow o ktore chodzi do jednorodnosci, wpro-
wadzajac do nich wyrazna jednostke r §. 22, wszystkie bo-
wiem, jak sobie przypomnimy, wyprowadzone zostaly w ro-
zumieniu »~ 1. Sprowadzone do jednorodno$ci wzory bed”

r dost. & —dost. a . dost. b

rwst. b ~ wst. hwst. /?

dost. u __ sty. b

r~ sty.h

r dost. h — doty. « doty. (i

r doty. a—doty. a wst. b

irdost. /7=: wst. a dost. b
Jezeli teraz w trojkacie prostokatnym zamiast elementow fij
a, fi wezmiemy ich dopeklienia 90° —", 90° —a, 90°—/2,
tedy w miejsce pieciu elementow trojkata sferycznego pro-
stokatnego 7, a, b, a, mie¢ bedziemy elementa

90°- h a b 90°- a, 90°- A
Ktoérykolwiek z tych elementow nazwawszy srednim, dwa
jemu przylegle, jeden z prawej drugi z lewej strony lezace,
(kat prosty uwazajac za zaden) nazwiemy przyleglemi, dwa
za$ inne przeciwleglemi elementami; co ze tak jest w istocie,
samo spojrzenie na figure, dostatecznie przekonywa. Tak np.
wzigwszy &za $redni, a 1 90a-£a sa przyleglemi, za$ 90°—/?
i 90° h przeciwleglemi elementami. Wzigwszy powtore
90°—h za element $redni, 90°—« i 90°—/? sg przylegtemi,
za$ a i b przeciwleglemi; i tak o innych. To zrozumiawszy,
prawidtlo NEPERA na znalezienie ktoregokolwiek z szesciu
powyzszych zréwnan brzmi nastgpnie:
L. lloczyn z promienia czyli jednostki i wstawy elementu

Sredniego, rowna si¢ iloczynowi ze stycznych elementow przy-
leglych.
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2. Tenie sam iloczyn, rowna si¢ iloczynowi z dostaw
elementow przeciwleglych.

Oznaczywszy $redni element przez s, przylegle przez
p ip, a przeciwlegte przez q i ¢, wedlug tego prawidta
mamy r wst. s — sty. p sty.p — dost. ¢ dost. ¢
Aby to prawidlo do zréwnan §. 51 zastosowaé, dosy¢ jest
potozyé r — 1, przez co poprzedzajace prawidlo zamieni
si¢ na

wst. s ~ sty.p sty.p ~ dost. g dost. ¢
Francuzki geometra MAUDUIT, zamienil to prawidlo na
nastepujace
dost. s —dcty. p doty.p’ — wst. g wst. ¢

w ktorem tylko zamiast dwoch elementow a 1 b, bra¢ po-
trzeba ich dopeinienia czyli 90° —a i 90° —h zreszta tak
pierwsze jako i drugie jest tatwe do zatrzymania w pamigci;
drugie moze w tern tatwiejsze, ze tylko o dwoch dopeinie-
niach pamigta¢ potrzeba. Zobaczmy zastosowanie tych pra-
widet.

Chcac z danych & i h znale$¢ kat «, wedlug NEPERA
mamy szuka¢ zroéwnania migdzy elementaini 90°—2, /1 90°—ce
Bioragc 90° —a za element $redni, mamy

dost. a — doty. h sty. h— a to jest zréwnanie (p)

albo dost. «=dost. a wst. /2, gdyby a i fi byly dane, a to jest
zrownanie (s) dla kata a. Wedtug za$§ prawidta przez MAUDUIT
podanego, mamy znale$¢ zréwanie migdzy elementami
h, 90°—b i a, wzigwszy przeto a za element $redni,

bedzie dost. a ~ doty. A sty. b s:s;l;
albo dost. @ — dost. a wst. /?
t. j. zupelie jak wyzej.
Z danych elementow « i szukajac h, tnamy znales¢

zrownanie mi¢dzy elementami a, /71 A, wedlug drugiego pra-
widla. Bioragc 4 za element $redni, bedzie
dost. h —doty. «doty. t. j. zrownanie (g)



170

Szukajmy jeszcze h z danych elementdw a i «; tu mamy
znale$¢ zrownanie miedzy elementami 90° —a, a 1 h. Wzigw-
szy 90°—a za $redni, dwa inne « i h s3 przeciwlegtemi, a
dla tego bedzie

wst. a = wst. h wst. a, a to jest zroOwnanie (n)

skad wst. h — ——

i tak o innych. Szukajac wedlug tych prawidet stésownych
zrownan, nalezy zawsze uwazaé, aby z pomiedzy trzech ele-
mentow, pomigdzy ktéoremi szukamy zrownania, dwa ktore-
kolwiek byly przylegtemi albo przeciwleglemi trzeciemu. Ze
powyzsze prawidla nie zadng droga geometryczng ale czysto
empiryczng wyprowadzone zostaly, kazdy tatwo dostrzeze,
gdyz zadnego ich dowodu nie podali$my.
§. 55.

Podajmy teraz chociaz par¢ liczbowych przyktadow dla
objasnienia sposobu obej$cia si¢ z rachunkiem.

Przyktad i. Niech w trojkacie sferycznym prostokatnym
dane bedg a« = 140° 52'40", 3@ — 105° 52'39”, znale$¢ h, b, a
czyli rozwiazaé trojkat.

Szukajac naprzod h wezmy (3 za $redni element, tedy
h i a beda przylegle, a nast¢pnie

dost. /7 doty. h sty. a —

skad sty. h— t. j. zrdwnanie (p)

Dla znalezienia b, wezmy a czyli 90°—a za S$redni, tedy
b 1 /7 sa przyleglemi elementami
a przeto wst. a =t sty. 6 doty. p — sty b
skad sty. b— wst. a sty. /? zroéwnanie (r).
Aby otrzymaé a, dosy¢ toz a wzia$¢ za sredni, a wtedy «
i /7 beda przeciwlegtemi elementami,
przeto dost. «= dost. @ wst. fi  zrownanie (s).

Majac juz wzory na wszystkie szukane elementa, przy-
stapmy do samego rachunku



rachunek 7 rachunek b

rachunek a

Elementami zatem trojkata ktory rozwiagzaliSmy sa:

Przyktad 2. Niech powtére dana bgdzie przeciwprosto-
katnia 4i— 71024' 30"*00 i kat a— 138°15'45"*36 rozwia-
zaé trojkat, czyli znale$¢ a, b1 /2

Bioragc a albo raczej 90°—a za $redni, 4 i a sa prze-
ciwleglemi elementami, a zatém wst.a= wst. A wst. «.

Aby znale$¢ b, wezmy a za Sredni, tedy & i b sa przyle-
glemi elementami, przeto

skad

Nareszcie dla znalezienia /?, wezmy /i za S$redni, przez co
« 1 fi beda przylegtemi elementami, a z tego powodu
bedzie dost. hzzzdoty. adoty. /7 skad doty. 7~ dost. 4 sty. a

rachunek a rachunek b
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rachunek 7

log. dost. &=: 9*5035475
log. sty.« = 9%9504341 —

log. doty. = 9%*4539816—
1——"T4° 7' 20"*78
t.j. 7= 105 52 39%22
Poniewaz kat « przeciwlegly bokowi a jest rozwarty, zaténi
i bok a bedzie wigckszy niz 90°, a z tego powodu w miejsce
znalezionego, potrzeba wziag$é jego speinienie; bedzie zatem
a— 140° 52' 39"*69.

Sadze, ze te dwa przyklady wystarcza na powzigcie ja-
snego wyobrazenia uzycia prawidla przez Neeera podanego,
a nieco przez Maupuir uproszczonego, dla predkiego znale-
zienia stosownego wzoru w kazdym przypadku rozwigzywa-
nia tréjkatéw sferycznych prostokatnych, tudziez sposobu
postepowania w rachunku, szczeg6lnidj za$ na ostrzezenie roz-
wigzujacych tez trojkaty, jak wielka uwage dawac potrzeba
na znaki linij trygonometrycznych. W drugim przyktadzie
mogliSmy a rachowac¢ z wzoru (r), a bylibySmy zaraz otrzy-
mali i gatunek kata; atoli potrzeba byto naprzéd obracho-
waé b, gdy w naszym rachunku tego nie potrzebowalismy, a
gatunek jego podat si¢ nam tatwo z kata jemu przeciwlegtego.

Dajmy takze par¢ przykladow zastosowania wzorow
w §. 52 wyprowadzonych, szukajac boku a z danych % i a

Przyktad 3. Niech dane beda

hzz 71° 24'30"* 00, a— 138° 15'45".
Dla znalezienia a otrzymaliSmy w powolanym §. wzor
sty. (450— £a) — Usty. 450—=) w ktorym sty. z—wst. A wst.«.
Rachunek wigc bedzie nastepujacy:
log. wst. h— 9*9767235
log. wst. a— 9*8232909

log. sty. z — 9*8000144
z—32° 15' 3" *75
45°-7 = 12 44 5625
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a zpowodu, zZe
bedzie
jak wyzej.
Przyktad 4. Szukajmy jeszcze a i b z danych a i j?,
wedlug tychze wzorow §. 52.
Niech

Dla b znalezliSmy w powotanym §. wzor

wiec dla a tenze wzor bedzie

zatem

przeto

zatém
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log. sty. (-7 —45°)= 0%6390628
log. doty. n= +45 j=z0%2596965

2)  0*8987593
log. sty. | a—0%*4493796
*g= 70°26' 19"*76
zatom , a 140 52 39*52
jak wyzej.
§. 56.

Do trojkatow sferycznych prostokatnych licza si¢ takze
takie, ktore chociaz kata prostego nie maja, ale za to maja
jeden bok rownajacy si¢ ¢wiartce okrggu kota czyli 90°, a
ktore z tego powodu nazwaé mozna trojkqtami Ccvnartkowe-
mi. Ten gatunek trojkatdow nie potrzebuje osobnych wzo-
row, ale owe szes$¢, dla trojkatow prostokatnych wyprowa-
dzone, sa tu wystarczajgcemi. Pomysliwszy bowiem dla ta-
kiego trojkata odpowiedni mu biegunowy czyli spelniajacy,
tedy kat tego ostatniego przeciwlegly bokowi 90° w trojka-
cie ¢wiartkowym, bedzie takze —90° t. j. prosty. Skoro
wigc rozwigze si¢ trojkat biegunowy jako prostokatny z je-
go elementéw, znanych z elementéw cwiartkowego, z wiado-
mego zwigzku migdzy ich bokami i katami znajdziemy zaraz
szukane elementa tego ostatniego.

Przyklad. W ¢wiartkowym trdjkacie sferycznym dane
sa h~90° a~32°57 6" 6=266°32' 0" znales¢ kat p i kat
przeciwlegly bokowi A ktéry oznaczmy przez y.

Oznaczywszy katy trojkata biegunowego przez a, /7, /,
z wlasnosci tegoz trojkata wiemy, ze / — 180° —h — 90°,
a'—180° —az=z147°2'54", p'= 180°— = 113>28'0"; roz-
wigzawszy przeto ten biegunowy prostokatny trojkat, w kto-
rym a i p' sa dane a kat y jest prosty, jezeli jego boki
oznaczymy przez a' b' h'} znajdziemy

dla boku b’ dost.b'—- - " z wzoru (s),

dla &', dost. h' — doty. a doty.p' z wzoru (¢)
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czyli
Znalaztszy dwa boki &' i A’ tréjkata biegunowego i przecho-
dzac do trdjkata ¢wiartkowego danego, znajdziemy.

i tym sposobem dany trojkat éwiartkowy jest rozwigzany,
§. 57.

Na rozwigzanie wszystkich zdarzy¢ si¢ mogacych przy-
padkow w trojkatach sferycznych ukosnokatnych, znalezliSmy
wprawdzie cztery zasadnicze wzory w koncu §. 51 razem ze-
stawione; te atoli wzory nie sg wygodne do rachunku loga-
rytmami, przystepujac wiec do rozwigzania tych trojkatow,
przedewszystkiem postara¢ nam si¢ potrzeba o przerobienie
rzeczonych wzorow tak, izby wygodnie logarytmow uzy¢ mo-
zna. 1 tak: szukajgc z trzech bokowr trojkata sferycznego je-
go katdw, mamy na ten cel wzdr (1)

z ktérego

gdzie atoli dla obrachowania kata a logarytmoéw uzy¢ nie
mozna; starajmy si¢ wigc to ostatnie zroOwnanie przerobi¢ na
inne.

W tym celu odejmijmy i dodajmy obie strony ostatnie-
go zréwnania do 1, a znajdziemy
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Dzielac obie strony kazdego z tych zrownan przez 2 i wy*
ciggajac kwadratowy pierwiastek otrzymany

skad

Zupelnie tym samym sposobem, lub tez przez prostg przer
mian¢ elementdw znajdziemy

skad

skad

Potozywszy wtych wzorach znajdziemy
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Gdybysmy potrzebowali wstawy calkowitego kata, tedy t¢ ta-
two otrzymamy; jest bowiem

Tak tedy dla rozwigzania tego przypadku, otrzymali§my wzo-
ry bardzo proste i wygodne do logarytmicznego rachunku.

§. S8.

Jezeli z dwoch danych bokéw bic i kata miedzy nie-
mi « chcemy znale$é trzeci bok a, tedy tenze sam wzor (1)
daje nam wazno$¢ na dost. a. Ale poniewaz tu znowu ra-
chujac tez wazno$¢ nie mozna uzy¢ logarytmoéw, zatom jak-
7ze to zrownanie przerobi¢ na inne czynigce zado$¢ wyma-
ganiom? Oto wprowadzi¢ tu musimy kat positkowy o jakim
juz w Trygonometryi prostokreslnej mowiliSmy, i tu w §.
53. 2° uzyliSmy; sadzg¢ atoli, iz tu bedzie stosowne miej-
sce powiedzie¢ nieco obszerniej o kacie positkowym a mia-
nowicie jak si¢ wprowadza i co on jest rzeczywiscie.

12



Niech ogélnie bedzie zréwnanie trygonometryczne
wst. x — Awst.to+ B dost.a
méwie ze dwumian z drugiej strony tego zrOwnania zawsze
zamieni¢ mozna na jednomian t. j. na iloczyn lub iloraz, a
to nastgpujacym sposobem:

Poniewuiz wst.x—A |wst.rt+"dost.aj=B"gwst.«+dost.a"
tedy jezeli A 1 B s3 znane, zawsze bedzie mozna obracho-
wac iloraz ;Iz lub % A ze ten iloraz moze mie¢ wszelkie
waznosci poczawszy od o dooo, zatem potozywszy

sty. = B atbo sly.ty—A

z czego si¢ pokazuje, ze sty, g:=doty. , i te waznoSci wilo-
Zywszy W ostatnie zréwnanie, otrzymamy
wst. x —A (wst. a + sty. @dost. a)
" /wst. adost. (p+ dost. awst. <\ ~wst. (a~bg)

\ dost.fip ) dost. §
albo wst. x —B (sty. tywst. «+ dost.«)
_ g/ wst.awst.ty+ dost. adost. v\ __ " dost. (« —ty)
A% dost. ty ) dost.ua

Wprowadzony tu kat @ albo # nazywa si¢ kgtem po-
sitkowym 1 widzimy, ze przy jego pomocy latwo nam bylo
zamieni¢ dwumian pierwiastkowego zréwnania na jednomian
zupetnie wygodny do logarytmicznego rachunku przezco twier-
dzenie nasze w calej ogdlnosci dowiedlismy.

Ilosci A i B moga by¢ jakiekolwiek, bad to liczby bac
tez funkcyje trygonometryczne; moga nawet by¢ ilo$ciami
ogdlnemi, ktéorym w razie potrzeby nada¢ mozna waznosci
liczbowe. Zamiast wprowadzaé styczna kata positkowego, mo-
zna tez bylo wprowadzi¢ dotyczng; w niektorych przypadkach
wprowadza si¢ tez wstawe lub dostawe, co wszystko od oko-
licznosci zalezy, na ktore przy sposobno$ci zwroci¢ uwage u-
czacych si¢ nalezy. Gdyby$my byli wprowadzili dotyczne ka-

tow cpity, znalezlibySmy byli wst. x —ACS* (a~ i
wst. @
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wst. x —B \XS_t__((_(-t\_{?
ktore waznosci s3 z powyzszemi rownowazne i przechodza na
tamte, skoro w nich potozymy 90 @=za @i 90—p za p.
Co rzeczywiScie znaczy kat positkowy, powiemy zaraz

stosujac podane tu prawidlo wprowadzania positkowego kata
w zamiarze przerobienia réznych wzoré6w na inne. Powraca-
jac teraz do zadania na poczatku tego §. zalozonego, t. j.
z danych dwoch bokéw b i ¢ tudziez kata migdzy niemi za-
wartego n znales¢ trzeci bok a, mamy tenze bok dany przez
zrownanie (1) t. j.

dost. arzdost, 6dost. ¢+ wst. bwst. ¢ dost.«
ktore porownawszy z powyzszem ogolnem, znajdziemy

B ~ dost. b 4 —wst. bdost.«

i napisa¢ je mozna nastgpnie

dost. a ~ dost. b(dost. c+ sty. bdost. a wst. ¢)

gdzie A sty. bdost.«; polozywszy zatem sty.x ~ sty.6dost.oe,
bedzie dost. azz.dost. b (dost. c+ sty. x wst. ¢)
__dost.0(dost. ¢ dost.arf-wst. cwst. x) dost. b dost. (c—as)

dost. a? dost. &
Gdybysmy potozyli doty.x —sty. bdost. a, otrzymalibySmy
dost. a— dost. b(dost. cT- doty. as wst. c)

_ dost dost. cwst.a/+ dost. a?wst. ¢ _ dost. bwst. (c+ ad
’ wst.as’ wst. &

Ta wazno$¢ na dost.u zamienia si¢ w poprzedzajacg, skoro
potozymy as=:900—as, przeto sg zupetlnie rOwnowazne i po-
kazuja te prawde, iz tu ofrzymamy zawsze tenze sam wypa-
dek bgé to ze wprowadzimy styczng ba¢ dotyczna kata po-
sitkowego. Zobaczmy teraz co znaczy kat positkowy as ?
Niech bedzie tréjkat sferyczny ABC fig. 32, potdézmy bok
BC=a, AC—b, AB——<, kat A~a, B ~/?, C ~y. Z wierz-
chotka kata C spus¢émy tuk CD prostopadly do AB, albo
lepiej7 przez punkt C i $rodek kuli poprowadzmy plaszczy-
zn¢ prostopadta do plaszczyzny tuku AB, tedy ta przetnie
powiérzchni¢ kuli wtuku CD prostopadtym do AB. Tenpro-
12.



stopadly luk podzieli tréjkat ABC na dwa prostokatne ACD
i BCD. Oznaczywszy odcinek AD przez x, tuk za$ CD przez
y; w trojkacie ACD prostokatnym przy D wedlug wzoru (p)

§. 52 jest dost.a— A skad sty.x —sty. bdost. «

a wedlug wzoru (m) tegoz §. jest dost.p —

W trojkacie BCD prostokatnym przy D, wedlug ostatniego
wzoru, jest dost.amdost.p dost. BD:n dost.pdost. (c—cc), gdyz
BD=AB —AD~c¢c —x. W tém ostatniem zréwnaniu poto-
zywszy wazno$¢ za dost.p, otrzymamy

dost. a _ dost. bdAE)_s_t__(c—x)

Z tego widzimy, ze wprowadzenie kata positkowego cc, nie
co innego znaczy jak rozebranie trojkata ukosnokatnego na
dwa prostokatne, dla rozwigzania ktéorych mamy sposobne
do logarytmicznego rachunku wzory.

§. 59. *

Gdy z danych dwoch bokéw i kata jednemu z nich
przeciwlegltego trojkata sferycznego mamy znales¢ kat dru-
giemu przeciwlegly, to na ten przypadek mamy wzoér (2)t. j.

wstas  wst. /o wst.y

wst.a wst.»  wst.c
nie potrzebujacy zadnego przerobienia, jako catkiem stoso-
wny do logarytmicznego rachunku, przystepujemy przeto
z kolei do przerobienia zrownania (3).

Niechby potrzeba np. z danych dwoch bokéw 6, c i ka-
ta migdzy niemi zawartego a, znale$s¢ kat /? lub ,, tedy uzy-
wajacjednego z wzoréw (3) §. 48, a mianowicie tego w kto-
rym si¢ cztery elementa b, ¢, a i /? lub , znajdujg, mamy

doty. g doty b wt. dost.a

ktory wzér pordwnany z ogolnym poprzedzajacego §. daje
doty.6 dost. B dost.a
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zywszy zatém sty. £c:=dost.«sty. b, poniewaz

bedzie

albo

a to jest wzor na rozwigzanie zatozonego przypadku, wygo-
dny do logarytmicznego rachunku. Chcac wiedzie¢ co tu
znaczy kat positkowy x, zrébmy toz samo jak w poprzedza-
jacym §. wykre§lenie, tedy w trojkacie prostokatnym ACD
fig. 32 zatrzymujac znaczenie ilosci p i x, jest

jest wiec kat positkowy x réwny odcinkowi AD jak w po-
przedzajacym §.
Z trojkata BCD wedlug (r) §. 52 mamy
czyli
Lecz z pierwszego trojkata ACD mamy jeszcze wedlug (1)
i (m)

skad sty. p—sty. bwst. adost. x a nastgpnie

jak wyzej przez przerobienie znalezliSmy. Z czego si¢ po-
kazuje, ze i tu wprowadzenie kata positkowego, odpowiada
rozebraniu trojkata ukosnokatnego na dwa prostokatne.

Jezeli w trojkacie sferycznym mamy dane dwa katy /?
iy, tudziez im przylegly bok @ a szukamy boku 6, uzy¢
takze musimy zréwnania (3) z ktérego mamy

Dla przerobienia tego zrownania mamy



182

przeto

Piszac ostatnie zréwnanie nast¢pnie

i wprowadzajac kat positkowy ONtak,

bedzie

albo

Gdyby$Smy byli w miejsce sty.x wprowadzili doty.x } otrzy-
maliby$my

ktore zrownanie przejdzie w poprzedzajace skoro tu potozy-
my 90°—x za x jak by¢ powinno. Piszac za§ pierwiastko-
we zrownanie nastgpnie

i wprowadzajac kat positkowy tak, zeby

znajdziemy

albo

a ten wzdr jest proSciejszy od poprzedzajacych i dlatego
w miejsce tamtych raczej uzytym by¢ powinien, dla obra-
chowania bowiem b mamy wzory

a potem

w ktorych mniej o jeden logarytm szukaé potrzeba.

Teraz zobaczmy co tu kat positkkowy x znaczy? Zro-
biwszy wykreslenie jak popi'zednio i zatrzymujac znaczenie
ilosci p, wtrojkacie BCD prostokatnym przy D, wedlug zro-
wnania (¢) §. 52 jest dost. a—doty. /9doty. BCD



183
skad

albo

Tu wigc kat positkowy jest katem BCD a wprowadzenie je-
go odpowiada takze rozebraniu trojkata ukosnokatnego na
dwa prostokatne, ktorych rozwigzanie da nam powyzsza wa-
zno$¢ na b. Jakoz, z trojkata BCD mamy

skad

Z trojkata za§ ACD jest

skad

§. 60.

Ze przerobienie zréwnania (1) w §. 57 uzyte, jako téz,
ze wprowadzenie kata positkowego tym sposobem jak go
w poprzedzajacych §§. wprowadzaliSmy nie jest jedyne, juz
to zapewne kazdy bez mego zwrdcenia uwagi dostrzegt, cho-
ciaz jeszcze nie przyszedl na mysl, jakby to w inny sposéb
uskuteczni¢. Ja tu wskaze¢ jeden tylko sposob przerobienia
zrownania (1) réozny od tamtych, w przypadku gdy z trzech
bokéw danych szukamy katow, aby tym sposobem pokazaé
rozmaito$¢ postgpowania w wprowadzaniu positkowego ka-
ta. To przerobienie prowadzi do bardzo prostych wypadkow,
jezeli z (1) wzoru szukamy katéw lub z (4) szukamy bokow.

W zréwnaniu

rozmnozywszy na drugiej stronie licznika 1 mianownika

dost. b
przez - - , otrzymamy

Potozywszy tu
tudziez
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bedzie

Lecz
tudziez poniewaz

skad

zatom potozywszy te waznosci w ostatniem zrownaniu, otrzymamy

Dzielac tu licznika i mianownika przez

znajdziemy

Wprowadziwszy nareszcie kat positkowy x tak ze

znajdziemy

Chcac z danych trzech katéow trojkata sferycznego zna-
les¢ boki, mamy zrownanie (4)
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gdzie robigc zupelnie poprzedzajacym podobne przerobienia

i ktadac

znajdziemy

Dwa otrzymane tu wzory t. j. wzory na dost. @ i dost. a
sg daleko proSciejsze niz w §. 57 otrzymane.

Ostatnie zréwnanie t. j. (4) w przypadku, ze chcemy
znale$¢ dost. @ z danych dwodch innych katow j2 / 1 im
przylegtego boku a, zwyczajnie przerabia si¢ nast¢pujacym
sposobem:

Napisawszy zréwnanie (4) nastgpnie

potézmy

tedy znajdziemy

a te wzory sg do rachunku logarytmicznego zupehie stésowne.
§. 61.

Oprocz przerobien zasadniczych wzorow do logarytmicz-
nego rachunku przez wprowadzenie positkowego kata, jak to
w poprzedzajacych §§. uczyniliSmy, mozna je takze przero-
bi¢ w inny sposob jak juz tego na zréwnaniu (1) doswiad-
czyliSmy. Teraz zobaczymy, ze przez rézne od wszystkich
poprzedzajacych przerobien, mozna otrzyma¢ wzory zastapic¢
mogace cztery zasadnicze a do rachunku bardzo wygodne.
Z przerobienia w §. 57, znalezlismy
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skad wypada

Tak dwa pierwsze jako tez i dwa drugie z tych ostatnich
zrownan raz dodajac a drugi raz odejmujac od siebie, otrzy-
mamy

Przywrociwszy wazno$é

i ktadac

znajdziemy
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a—(i wst. wsh 1 7

"2 wst. 4¢

«/? dost. dost. | 7
2 dost. 4¢

a—q Wwst. dost. 47

t.
WSk wst. 4 ¢
. A _
lub nareszcie dost. 5 dost. %c dost. 5 wst.] y
dost. —/- wst. | ¢ — wst. ) wst. 42—7

wst. ~ g~ dost. * ¢ — dost."-g-" dost. 4 7

A_ cA— — =
wst. gf wst. 4&0 wst. ) dost.%%/

Cztery te wzory pierwszy raz podane byly przez stawnego
astronoma D eLamBra (Delembre) w Connaissance des tems
stawnego Gaussa w jego wzorowem dziele ,, Theoria motus
corporum coelestium* takze bez dowodu a wszelako .jego
nazw¢ dotad nosza. Kazdy z nich, jak widzimy, zamyka
wszystkie sze$¢ elementow trojkata sferycznego; zastepuja
one przeto zasadnicze wzory i z wielkg korzyscig uzytemi
by¢ moga, zwlaszcza wtedy, gdy dwoch katow lub dwoch
bokow razem szukamy; przy ich bowiem pomocy znajdziemy
polowe¢ summy i polowg réznicy zadanych elementéw a na-
stepnie i kazdy z nich.
§. 62.

* Ze zréwnan Gaussa wypadajg bardzo prostym sposobem
tak dawniej stawne Analogije Nerera. Dzielgc bowiem trze-
cie z rzeczonych zréwnan przez pierwsze, potem czwarte
przez drugie, dalej drugie przez pierwsze a nareszcie czwarte
przez trzecie, otrzymamy



40 dost.

sty. P

ty. 1y
dost.

a
sty. oty. | y
2 wst.
dost.
~b
sty. ”42

dost.

$39333

a—b wst. 2
sty. 2 «+ P

wst.

Cztery te Analogije Nerera w tych samych przypadkach
jak wzory GAUSSA uzytemi by¢ moga i roéwniez zastepuja
miejsce zasadniczych wzoréw jako do logarytmicznego ra-

chunku wygodne. Poniewaz sty. | ci dost. sg zawsze do-
datne, zatem z trzeciej Analogii czytamy t¢ prawdeg, ze tez
sty. i dost. mie¢ muszg jednakowe znaki, z czego

naturalny wyplywa wniosek, ze polowa summy dwoch katéw
w tréjkacie sferycznym zawsze jest tegoz samego gatunku
jak potowa summy dwoch bokéw tym katom przeciwleglych.
Z (4) za$ wzoru GAUSSA czytamy wprost prawde, ze w
kazdym trojkacie sferycznym kazdy kat i bok jemu prze-
ciwlegly sa zawsze tegoz samego gatunku. Gdy bowiem zaden
kat nie moze by¢ wigkszym niz 180°, zatem napisawszy ten
wzOr nastgpnie
ep i

dost.i 7 _ wsk ~2~

wst. wst.

poniewaz pierwsza strona tego zrownania jest zawsze dodatna,
i druga takaz by¢ musi t. j. wst. i wst. mie¢ mu-

sza jednakowe znaki czyli,ze a —fii a —b s3 tegoz samego
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gatunku t. j. albo oba dodatne, albo odjemne; wigc jezeli
«>/?, jest t§z a>b, a jezeli toia-<.b t.j. wkazdym
trojkacie sferycznym bok wigkszy lezy na przeciwko kata
wigkszego a mniejszy naprzeciwko mniejszego.

§. 63.

Z wzorow GAUSSA wyprowadzi¢ jeszcze mozemy bardzo
wazng nastgpno$¢ dla Trygonometryi prostokre§lnej. Zapy-
tajmy si¢ bowiem, co si¢ znim stanie w przypadku, gdy boki
trojkata sferycznego beda bardzo mate, czyli co na jedno
wychodzi, gdy trojkat sferyczny przejdzie na prostokresiny?

Wszakze w takim przypadku

jak to z §. 17 i skadinad wiemy, a dla tego wzory GAUSSA
przechodza w podobnym przypadku na nastepujace:

Pierwsze i trzecie z tych ostatnich zréwnan zamykaja znanag
nam prawde tréjkata prostokreslnego, iz summa trzech jego
katow czyni dwa katy proste czyli ze a-j- 7-f-y—180°, dwa
za$ inne rozebrane na proporcyje daja

i zamykaja dwa twierdzenia Trygonometryi prostokreslnej
dotad nam nieznane, te za§ sa nastgepujace:

. W kazdym trojkgcie prostokreslnym summa dwoch
ktoryclikolwiek jego bokoiu tak si¢ ma do trzeciego, jak do-
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stawa potowy roznicy kqgtow tym bokom przeciwleglych do
wstawy potowy trzeciego kqta.

2. W kazdym trojkgcie prostokresinym roznica diooch
ktorychkolwiek jego bokow tak si¢ ma do boku trzeciego, jak
sie ma tostawa potowy roznicy kqtow tym bokom przeciwle-
ghych do dostawy polowy trzeciego kqta.

Wyrazy proporcyi drugiej podzieliwszy przez odpowia-
dajace pierwszej, znajdziemy

a—b a—3
ab 1 —sty. . doty.
albo ajrb \ a—b=sty. ; I sity. bo £y=90°— )

a to jest proporcyja w §. 28 inna droga znaleziona.

Kazda z powyzszych dwoch proporcyj zamyka wszyst-
kie sze$¢ elementow trojkata prostokreslnego, dla tego dwa
powyzsze twierdzenia sg tern samem dla prostokre$lnej, czem
wzory GAUSSA dla Trygonometryi sferycznej. Te¢ wlasnosé
trojkata prostokreslnego podat Ancer w ,,Archiv der Mathe-
matik und Phusik von GRUNERT.

§. 64.

W §. 59 przerobiliSmy juz zrownanie (4) do rachunku
logarytmicznego w przypadku, gdy z danych trzech katow
trojkata sferycznego szukamy bokéw. Przerobienie to uskutecz-
ni¢ tez mozna sposobem w §. 57 uzytym, albo jeszcze ta-
twiej pamigtajac, ze zroOwnanie (4) otrzymalismy z (1) za
uzyciem wiasnosci trojkata biegunowego i stosujac takowe
do wzoréw otrzymanych w §. 57. Gdy bowiem am180°—uq,
0= 180°-b, 7= 180°—¢, a=180°—a, 5=180°-/?, c¢=180°-7,
znajdziemy

a+c—>b a+6—c
wst. — — wst. — —

wst. | «zr wst. bwst. ¢
a+ti+c b+tc—a
Wst.----- — wWst— -—

dost. 4 «= wst. bwst. ¢



dost. dost. -=t£z
dost. | d— wst. 2wst. y
-dost. dost
wst. | a: wst. /2 wst. y

i podobniez
dost. i+JLzU dost. I+JL=1

dost. £ b— wst. a wst. y

-dost.dost. itp?

wst. | b— jvst. a wst. y
dost. dost
dost. | c— wst. a wst. /?

\/-dOBt2+|+£dOrt.=%| =t
wst. { ¢ - V wst. a wst./?

Tak tedy mamy juz wszystkie wzory przerobione do loga-
rytmicznego rachunku a to na kazdy w rozwiazywaniu troj-
katow sferycznych zdarzy¢ si¢ mogacy przypadek.

§. 65.

Jakkolwiek co dopiero wspomnione przerobione wzory
nic w rachunku do Zyczenia nie pozostawiaja, dla praktykow
jednak zdaja si¢ wymaga¢ wigcej nad potrzebe roboty. Z tego
powodu sprowadzaja praktycy rozwigzanie tréjkata sferycz-
nego ukos$nokatnego, do rozwigzania dwoéch prostokatnych”
na ktore piérwszy przez poprowadzenie z jednego z wierz-
chotkdéw prostopadtego luku, jak to juz w §§. 57 1 58 wi-
dzieliSmy, rozbieraja, a tym sposobem otrzymuja nader proste
wzory, przy ktorych pomocy rozwigzuja kazdy ukos$nokatny
trojkat. Zobaczmy jakim sposobem i do jakich przychodza
wzorow?

Na fig. 32 oznaczmy odcinek AD przez x a odcinek
BD przez x tak, ze AD—af, BD=a?. Przez poprowadzenie
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prostopadiege tuku CD kat C=y podzielonym takze zostat
na dwa inne ACD i BCD; polézmy tez ACD — BCD—%
pamigtajmy oprocz tego ze tuk CD padaé t6z moze zewnatrz
trojkata ABC i ze w tym przypadku odcinek x a nastepnie
i kat i’ bedg odjemne. Z dwoch tych prostokatnych trojka-
tow, wedtug wzorow §. 52 latwo otrzymamy o$m nastepujg-
cych zréwnan

sty.x'—sty. bdost.a , (1) doty. —sty.adost. b . (2)

c~x-\-x . .. 3) (@)
dost. a __dost. x dost. a  wst.
dost. b dost.af (5) dost. /7" ' wst. £ ©)
sty.a__wst. & sty.a _ dost. £
sty./?  wst. a ®) sty. b  dost. £ @)

do ktorych przydawszy wzor

wst.a  wst. /7 wst.

wst.a wst. b wst.c ©)
przy pomocy tych dziewigciu wzoréow uskuteczniajg praktycy
wszystkie rachunki z trojkatami sferycznemi jak to zaraz
zobaczymy, zwracajac tu jeszcze raz uwage uczacych sig, aby
na znaki dostaw i stycznych tak katow jako i bokow mieli
pilne baczenie. Dwie te funkcyje trygonometryczne maja,
jak juz skadinagd wiadomo znaki dodatne, jezeli naleza do
katow lub bokéw mnidjszych niz 90°, a odjemne jezeli tez
katy lub boki sa wigksze niz 90°.

§. 66.

Dla pokazania uzycia ostatnich wzordéw, przyjmijmy
dwa elementa trojkata sferycznego t. j. a i b za stale dane
i przybierajmy do nich trzeci ktorykolwiek, tedy mamy na-
stepujace przypadki juz poprzednio rozwigzane.

1. Niech beda dane «, b, c; jest to przypadek w§. 58
przez wprowadzenie positkowego kata rozwiazany.

Z (1) z rzeczonych zrownan znajdziemy x', a z (3) o«
potem z (5) a, z (7) /2, a nareszcie z (9) y i trojkat bedzie
rozwiazany.

2. Dane sa, «, y} b t. j. przypadek w §§. 58 1 59 roz-
wigzany.
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Ze zrdéwnania (2) znajdzie si¢ £ a z (4) £ potém z (6) /9,
z (8) a, az (9 c

3. Z danych elementéw a, b, a rozwigzaé trojkat, przy-
padek §. 59.

Z (1) znajdziemy e, z (5) o z 3) ¢, (7) 7 az (9) 7.
Albotez z (2) £,z (8) z @) 7,z () 7z (9 c

Uwaga. Poniewaz w tym przypadku otrzymujemy x
lub | przez dostawe, a wiadomo, ze dost. (xcc) zz-p dost. e
dla tego tu dwa beda w ogolnoséci rozwigzania, a znalezione
wazno$ci tak na ¢ jako i 7 bedg podwojne, jedna ze znakiem
+ a druga ze znakiem —; chyba ze zadanie nie przypuszcza
wazno$ci odjemnej, jak to czgsto bywa, lub tez te waznosci
wypadna wigksze niz 180°, boje wtenczas jako niemozebne,
odrzucamy. W zréwnaniach (6) i (7) dane s3g | i e« przez
wstawy, a zatom wypadng waznosci na /2, 7 i c¢ takze po-
dwajne.

4. Dane sa « /9, b i znich mamy rozwigza¢ trdojkat.

Ze zréwnania (2) znajdzie si¢ z (6) |, z @ 7,
z(@B8)a az (9 c Albo z (1) x\l z (7 oz 3) c z (5 a,
az @7

Uwaga. Tu takze dwa sa rozwigzania, albowiem o i £
dane sa przez wstawy, a do tej funkcyi naleza dwa spehia-
jace si¢ katy lub tuki; z tego powodu ¢ z (3) ia z (8) dwie
wazno$ci mie¢ beda, jako tez a z (5) i 7 z (4).

§. 67.

Z osmiu wzordw §. 65 wyprowadzi¢ jeszcze mozna
inne nie mniej proste i w réznych przypadkach przydatne
wzory. I tak strony zréwnania (5) odejmujac i dodajac do
1, a wypadki dzielagc przez siebie, otrzymamy:

dost. e—dost. x __dost. a —dost. b
dost. e+ dost.x ~ dost.a+ dost. b

+. cc' b
czyli —sty. “% CCs’ty. e sty. ad-b sty. a—b
. nr —f- rp
§.13 (25); a poniewaz —-— ~ |c

13
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zatém

Jezeli ten wzor poréwnamy z katem positkowym a« w §. 60
wprowadzonym, dostrzezemy, iz ten ostatni nic innego nie
znaczy jak tylko rdéznic¢ odcinkéw przez luk CD na boku
AB zrobionych.

Za pomoca tego wzoru, skoro sa dane trzy boki trdj-
kata, znajdziemy potowe roznicy odcinkdéw x 1 cc; a ponie-
waz potowa ich summyr:{c, wi¢c znajdziemy i same odcin-
ki. Po ich znalezieniu rozwiazujac trojkaty prostokatne ACD
i BCD jig. 32, znajdziemy katy a i /7, a mianowicie

dost. a=:sty. cc'doty. b . . . dost. /Smsty.ccdoty.a . ... (1)
Strony zréwnania (7) odejmujac takze i dodajac do 1, a wy-
padki dzielac przez siebie, znajdziemy:

A ze

zas

zatém

t. j. znajac, albo t¢z majac dane katy tudziez bok im
przylegly c, znajdzie si¢ z tego wzoru a zatem

nastgpnie za$ z wzorow (11) otrzymamy a i b.
Postapiwszy zupelie podobnym poprzedzajagcemu spo-
sobem ze zrownaniem (6), otrzymamy

To zréwnanie, jak tatwo dostrzédz mozemy, jest znowu ka-
tem positkowym x §. 60. Majac w trojkacie sferycznym da-
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ne trzy katy, z ostatniego wzoru znajdziemy a ze

wigc znajdziemy Rozwigzawszy potom
tréjkaty prostokatne ACD i BCD, w ktéorych mamy po dwa

katy t. i. a, !" i /2 £ znane, znajdziemy

i tréjkat tym sposobem rozwigzemy.
Jak ze zroéwnania (7) przyszlismy do (12), tak ze zro-
wnania (8) przez tez same przerobienia otrzymamy

(15)

z ktorego znajdziemy a nastgpnie £1  jezeli wtrdj-

kacie sferycznym dane sa dwa boki z katem miedzy niemi
zawartym; poczem ze zrownania (14) znajdziemy a i a
trzeci bok ¢ z (9).

Dwie waznosci na sty.- z (10) 1 (12) poréwnane
z soba daja
(16)
Ze zréwnania (9) mamy skad jak wyzdj,

albo, stosownie do §. 13 (24), . .

Przez to ostatnie zrownanie pomnozywszy (16) a potom po-

13.
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dzieliwszy i z wypadkéw wyciagajac pierwiastek kwadrato-

wy, otrzymamy

£ %
a dost.*=

. af " sty*lc tudziez st~ -:
wst. dost,

sty

t. j. otrzymaliSmy tu zupelnie inna droga dwie Anologije NE-
PERA §. 61 z wzordw Gaussa wyprowadzone. Dla otrzyma-
nia dwoch drugich, dosy¢ jest polaczy¢ w sposéb jak po-
przednio z rownania (13) i (15), lub tez do dwoch znalezio-
nych stosujgc wilasnosci trojkata biegunowego.

§. 68.

Jezeli trojkat sferyczny jest réwnoramienny, w ktorym
katy /71 y sa rowne a nastgpnie 6=c, kat za$ «jest katem
w wierzchotku trojkata, a bok a podstawg, wtedy tuk z wierz-
cholka kata « prostopadly do podstawy, dzieli ten trojkat na
dwa prostokatne symmetryczne §. 274 uwaga 2, z ktérych
bioragc po trzy elementa z czterech «, /2, a, b! otrzymane po-
przednio zréwnania daja nam jeden z bokéw, gdy dwa inne
sg dane. A tak, jezeli zczterech elementdw a, a, b lub ci
M lub 7 dwa ktorekolwiek sa dane, znajda si¢ inne ze zro-
wnali

. wst.-|arz:wst.i«wst.o............ dost.6;zdoty.j?doty.|«
styMarr: sty. bdost / ? . ... dost.-|-c«=:dost.y awst. fi
ktore tatwo otrzymaé z wzordw §. 52 stosujac takowe do

obecnego przypadku.

Uwagi nad rozwigzaniem trojkqtow sferycznych ukosnokgtnych
w kazdym przypadku.

§. 69.

Podawszy w poprzedzajacych §§. réozne wzory na roz-
wigzanie trojkatow sferycznych ukos$nokatnych, zostaje nam
jeszcze poczyni¢ niektore .uwagi chronigce nas od popeinie-
nia btedow tu tak tatwo wydarzy¢ si¢ mogacych. W tym
celu powtdrzymy tu jeszcze wszystkie przypadki, czyniac
nad kazdym stosowne postrzezenia.
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I. Dla znalezienia katéw z trzech danych bokéw, ma-
my wzory w §. 57 otrzymane, rozwigzujace trojkat bez za-
dnej watpliwoséci. Jezeli w tym przypadku wszystkich trzech
katow potrzebujemy, dogodniejszy jest wtedy nieco wzor na
wstawe catkowitego kata w tymze samym §. podany. W tym
atoli razie pozostaje zawsze do rozstrzygnienia czyli znale-
ziony kat jest ostrym lub rozwartym. T¢ watpliwo$¢ do-
statecznie rozstrzyga zréwnanie (1). Znalazlszy bowiem np.
wst. @ 1 chcac wiedzie¢ do jakiego kata nalezy, bierzemy
pod uwage zréwnanie

(-ir st dost. a —_dOSt. bdost. c
wst. owst. ¢

i méwimy: jezeli dost,a dost. bdost. c, dost.« jest dodatna
a kat «<C90° czyli ostry; przeciwnie, jezeli

dost. a<; dost. bdost. ¢,
dost. a jest odjemna a kat a”>90° czyli rozwarty. Rachujac
katy wedlug wzorow na wstawe¢ potowy kata, wolnijestesmy
od tego roztrzasania.

II. Z danych trzech katow a, fi, y szukajac bokow,
mamy na ten cel wzory w §. 64 podane, rozwiazujace do-
ktadnie trojkat. Jedne tu tylko nalezy zrobi¢ uwagg a t¢
nast¢pujacag. W zréwnaniu

3Tost.2+"dost.”"
wst.  wst. y

zdaje si¢ na pierwszy rzut oka, ze wst.~a jest urojona, za-
stanowiwszy si¢ atoli bliz¢j i przypomniawszy sobie to co
w §. 273 Stereom. powiedziano, ze w trojkacie sferycznym
summa trzech jego katow jest zawsze wigksza niz 2.90°
a mniejsza niz 6.90° t. j.

ze ad-/3-hj''>2.900 a a+ y<;6.900

skad it |£r"90. a it £+1<3.90»
i l

dostrzezemy zaraz, ze w obu przypadkach dost.

jest odjemna. Potem z§. 272 Stereom. wiadomo, ze bjrCy-a,
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albo uzywajac trojkata biegunowego,

ze

czyli 2T 7—a<; 180°, anastepnie, ze whnie-

siemy, ze iloczyn w liczniku pod znakiem pierwiastkowym
jest dodatny, a wst. la jest rzetelna.

III. Majac dane w trojkacie sferycznym dwa boki b, ¢
z katem miedzy niemi zawartym a, na rozwigzanie trojkata
mamy wzory w §. 58 znalezione t. j. wzory

albo wzory §. 65 przez rozebranie trojkata na dwa prosto-
katne, albo nareszcie najwygodnidj Analogije NEPERA, z kto-
rych dwa szukane katy /i y na raz znajdziemy z wzorow

a potom

Dla znalezienia boku a, uzywajg niektoérzy autorowie wzoru
przez niesmiertelnego Laprasa (Laplace) podanego t. j.

a potém

Ten wzor otrzymuje si¢ z (1) ktadac
i dost.azr2dost.-fa*—i. Polozywszy bowiem te waznoSci
W rzeczondém zroéwnaniu, znajdziemy

albo

Potozywszy wst.0 wst.cdost.fa2zzwst.x* bedzie

a to jest wzér LAPLASA.
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W tom przerobieniu zréwnania (i) widzimy wprowa-
dzong wstawe kata positkowego x dlatego, iz iloczyn
wst. bwst. cdost. y « 1,
jednosci przewyzsza¢ nie moze, gdyz kazdy z czynnikow jest
mniejszy od jednosci.
Iv. Z danych dwoch katow, a, M i przyleglego im bo-
ku c, znal¢$¢ reszte elementow.
Dwa boki a i b znajdzie si¢ najtatwiej z Analogij NE-
PERA, k3t za$ y ze zroéwnania
wst. cwst.a  wst.cwst. 8

wst./zz- B it .
wst. a wst. b

albo z wzorow §. 58

. sty. ¢ dost. x
sty. a>= sty. /?dost.¢ 1 sty.b: 7, doyst. (a—x)
. wst. a wst. b
a nareszcie bok a z wzoru wst.a= wet

Znalaztszy wst.y i chcac si¢ przekonaé¢ do jakiego ka-
ta nalezy, potrzeba si¢ poradzi¢ zréwnania
dost.c —dost. a dost. b
T —T
wst. @ wst. 0

dost.y m=

w sposob pod I. wskazany. Toz samo rozumié¢ si¢ o boku
a, gdy otrzymamy jako wstawe.
Mozna tez a, 6, y znale$§¢ przez rozebranie trojkata na
dwa prostokatne, spuszczajac z wierzchotka kata a lub 9 tuk
prostopadty do boku przeciwlegtego.
V. Z dwoch danych bokéw o, bikata a jednemu z nich

przeciwlegtego, rozwiazac trojkat.
Kat M znajdzie si¢ ze zroéwnania wst. (i

Kat y ze zréwnania sty.xn sty.adost. b

i wst e ) S OWSLY sy

Bok ¢ z wzorow §. 64 albo t6z z wzorow

sty. a;—sty. bdost.a 1 dost.{c —x)V — g-of—té%g?-%'—s-? §. 58.
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Ten przypadek odpowiada podobnemu w Trygonometryi pro-
stokros§lnoj §. 29 przyj). 2, dajacy rozwiagzanie watpliwe z ta
réznicg, ze ta watpliwos$¢ jest tu wigcej niz tam uwiktang.
Dane elementa a, b a moga rzeczywiscie by¢ takie, ze im
dwa rozne trojkaty zado$¢ czynia, a dlatego wazna jest rze-
czg zastanowi¢ si¢ nieco diluzej nad tym przypadkiem.

Poniewaz ze zrownania wst. WS’Mt dwie waz-
wst. a

nosci by¢ moga na /? t. j. albo /?<90°, albo tez /7>90°,
przeto w takim razie z tychze samych elementow dwa rdzne
trojkaty wystawi¢ mozna, bo i z Analogii NEPERA mamy

A4-b
2

dost. a
sty. | c=: sty.

dost.
t. j. takze dwie wazno$ci na ¢, gdy /? ma takze dwie. Pa-
migtajac atoli, ze w trojkacie sferycznym bok wigkszy lezy
naprzeciwko wickszego kata, bedziemy mogli z pewnoscig
rozstrzygnaé czyli kat  jest ostry lub rozwarty. A tak

1°. Jezeli «<90° tudziez a nastgpnie a>/?, mu-
si tez by¢ /7<90°, a wtym razie trojkat bedzie zupetnie
oznaczonym.

2°. Jezeli «>90°, aa<”b, przezco tern tez bar-
dziej bedzie /?7>90° a zatem kat (I oznaczony.

3°. Jezeli a<;90° i a<J, a nastgpnie «<./?, bedzie
tez /7¢>90° t. j. kat /? mieoznaczony.

4°. Jezeli 90° i a>¢6, dlaczego tez a> fi} bedzie
t¢z /9$90°, czyli kat /? nieoznaczony.

Tym sposobem rozrézni¢ mozemy przypadki pewne od
watpliwych.

§. 70.

W §. 271 Stereom. dowiedliSmy, ze zaden bok trojkata
sferycznego nie moze byé¢ wigkszy od 180°, z przytoczondj
przeto w poprzedzajacym §. Analogii NEPERA

dost, a+ b
sty. |c = sty.
dost. 7
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sty.-f-c wypadnie zawsze dodatna. A poniewaz

zatem musza by¢ jednegoz gatunku, bo

mie¢ musza jednakowe znaki, zatem jezeli

wnie tez 1 przeciwnie. Z tego powodu w dwoch

pierwszych przypadkach poprzedzajacego §., mozna jeszcze
oznaczy¢ czyli b jest wigksze lub mniejsze od 90°.

Bo kiedy a<;9001 /?7<790°, z pewnoS$cig wiemy, ze

tudziez, ze a+ 6<;180Q A poniewaz w tymze
samym przypadku przypuszczamy, ze cOb, przeto
czyli

W drugim przypadku, gdzie ktadziemy
i otrzymujemy /N>90°, przeto a+/3>180° a dlatego
wiec nastgpnie 60>*1800—b czyli b> 90°.

Oprocz tego znales¢ mozemy warunki pod ktoremi dwa
drugie przypadki moga by¢ oznaczone.

Jezeli bowiem w 3° a+6!>1800 a nastgpnie
poniewaz w tym przypadku przypuszczaliSmy a<”"b, bedzie
téz 6>180° —b>b czyli bT>90°. Podobnie poniewaz
bedzie tez /?7>90° t. j. kat /? bedzie oznaczony.

Jezeli za§ erK><;180Q a ztego powodu i
poniewaz a<”~b a a<90°, bedzie t¢z 6$90° i
kat (3 nieoznaczony.

Tym sposobem postepuje si¢ takze w watpliwym przy-
padku pod IV. przywiedzionym, skoro chcemy stosownie do
danych elementéow i innych okoliczno$ci rozwigzaé tréjkat.

Zbierajac wszystkie w tym wzgledzie uwagi pod jeden
widok, znajdziemy ogdlnie, ze

jezeli zawsze otrzymujemy je -
dno tylko rozwigzanie,
czyli wszystkie te przy-

padki sa oznaczone.
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Jezeli za$

otrzymamy zawsze dwa roz-
wiazania czyli przypadki
nieoznaczone.

Do przypadkoéw oznaczonych policzy¢ takze potrzeba,
gdy a—90°, albo a~b} albo a+6=rl80°. Lecz jezeli 6~90n
natenczas bedzie znowu przypadek nieoznaczony.

Pozostaje nam jeszcze jeden przypadek do roztrzas$nie-
ma, a mianowicie

VL Z danych dwoch katow a, p i boku a przeciwle-
glego jednemu z nich rozwiaza¢ trojkat. Tu napotykamy zu-
pelnie tez same niepewnosci rozwigzania jak w poprzedza-
jacym przypadku z ta roéznica, iz co tam mowiliSmy o ka-
tach, tu stésowac nalezy do bokow. Dla otrzymania za$ pe-
wnych skazéwek kiedy jest jedno, a kiedy dwa rozwigzania
tego zadania, tudziez warunkow poprzedzajacym podobnych,
dosy¢ bedzie do przypadku poprzedzajacego zastosowac wila-
snosci trojkata biegunowego. Na tej drodze znajdziemy, ze

zawsze bedzie jedno tyl-
ko rozwiazanie, t.j.
wszystkie te przypadki
sa oznaczone.

w kazdym z tych przy-

padkow dwa beda roz-

wiazania a te przypadki
Sg nieoznaczone.

Oprocz tego, podobnie jak w poprzedzajacym, jezeli
azz90°, lub a—p lub a+ /?=180, otrzymamy jedno, za$
dla p—90° dwa rozwiazania.

Ogélna uwaga. Pamigtajac tylko na dwie prawdy, 1°
ze w trojkqcie sferycznym summa trzech kqtow zawsze fjest
wigksza niz 1800 a mniejsza niz 3.180°, tudziez 2°, ze na-
przeciwko boku wigkszego lezy kqt wiekszy i przeciwnie, ogle-
dny rachmistrz dostrzeze, bez wzgledu na powyzsze warunki,
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czyli podane zadanie ma dwa lub jedno tylko rozwiazanie.
Uzywajac wzoréw §. 65 i nastgpnych, najwickszg dawac po-
trzeba baczno$¢ na znaki katow x i £.

W nastepujacej tablicy zamieszczam wszystkie elemen-
ta dwoch trojkatow sferycznych majacych stuzy¢ uczacym sie
za kontrolle rachunku; biorgc albowiem trzy ktérekolwiek i
z nich rozwiazujac tréjkat, na wypadek otrzymaé¢ powinnis-
my inne tak jak w tablicy sa dane.

Elementa trojkata sferycznego ukos$nokatnego i logarytmy li-

nij trygonometrycznych potrzebnych przy jego rozwigzaniu.

Elementa log. wst. log. dost. log. sty.
a— 63°39'57""8 9*%9524165  9-6469939  0-3054227
b- 75 051-3 9%9849727  9-4125929  0*5723798
c— 41 946-0 9*8183582  9-8767042  9*%9416540
«= 6657 3*6 9-9638682  9-5927520  0*3711162
/7= 972031-4 9*%9964244 9*1065091- 0-8899183-
y= 423055*0 9%*8298098  9*8675247  9*9622849
ic 1428 35 *9  9-3979142- 9*9859873  9*4119270-
x'~ 5538219 9*9167182 9*7515863  0-1651317
£=-16 1147 *5 9*4454990- 9*9824117 9-4630873-
r= 5842 42%4 9-9317454  9*7154547  0*2162908

%

Elementa innego trojkata takze uko$nokatnego.

Elementa log. wst. log. dost. log. sty.
a~ 76°35'36"*00 9-9880008  9*3652279  0%6227729
b— 50 1030*00 9*8853636 9*80064817  0-0788819
c- 40 010-00 9*8080926  9-8842363  9*9238563
a— 121 36 19*%81 9-9302747 9*7193874- 0-2108873-
f7— 42 15 13*%66 9-8276379  9*8693336  9*9583043
y— 34 15 2%*76 9*7503664 9-9172860  9*8330804
x - 72 9 0*00 9*9785741  9*4864674  (0%4921067
x =-32 850*%00 9-7259905- 9-9277212  9*7982693-
I = 78 619-00 9-9905733  9*3141076  0*6764657
I'=-43 51 16-20 9-8406263- 9-2579964  9-9826249-



Lubo w podanych wzorach na rozwigzanie trojkatow
sferycznych ukos$nokatnych bardzo czgsto wypada braé loga-
rytm dotycznej kata lub boku, wszelako tej funkcyi nie po-
daliSmy w obecnej tablicy z tego powodu, ze poniewaz

zatem wzigwszy tylko dopelnienie dziesigtne logarytmu sty-
cznej, mie¢ bedziemy logarytm dotycznej skoro go potrzebo-
waé bedziemy.

Przyktad 1 Niech beda dane

rozwigzaé trojkat

czyli
Albo szukajmy naprzéd katow i y za pomoca Analogij
NEPERA, a mie¢ bedziemy

zatem
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Szukajmy nareszcie a za pomoca wzoru LAPLASA §. 69 III.
tedy mamy

wiec
Przyktad 2. Dane sa:

rozwigza¢ tréjkat czyli znale$¢ resztg jego elementow.

Szukajmy naprzéd bokdéw a i b zapomoca Analogij
NEPERA, tedy

zatom
Kat 7 znajdzie si¢ potem ze zroéwnania

Albo z wzorow (12) 1 (11) §. 67
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Po znalezieniu odcinkéw x i x mamy wedlug wzoréw (11)
§ 67

Ale poniewaz a>/9, wigc tez by¢ powinno a>b. A kiedy
doty. a jest dodatna, wigc wst.a 1 dost.@ maja jednakowe
znaki; to nam pokazuje, ze zamiast znalezion¢j waznosci bo-
ku a wziag$¢ nalezy jego dopelnienie, bedzie zatem

Kat y znajdzie si¢ znowu ze zrOwnania jak wyzej.

Albo: z wiorzchotka kata a poprowadziwszy tuk do a pro-
stopadly, bedzie

a nareszcie przeto
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Przykiad 3. Niech w trojkacie sferycznym dane beda

rozwigzaé trojkat.
Kat /? znajdzie si¢ ze zroOwnania

t. .

albo

Jakze wigc rozstrzygnaé, ktory z tych katow nalezy
do naszego zadania? Ze bowiem nasze zadanie znajduje sig
w przypadku oznaczonym, dowodzi to warunek, ze

Poniewaz al>b, by¢ tez musi

ale druga wazno$¢  jest wicksza niz a, zatem picrwsza od-
powiada naszemu zadaniu i z pewnoscig powiedzie¢ mozemy,
ze ~z=42°15'13"66. Tak ustaliwszy wazno$¢ /?, znajdziemy
kat y ze zroéwnan

Jakoz

Nareszcie bok ¢ znajdziemy z wzoréow
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§ 71

Jak powierzchni¢ trojkata prostokrdéslego policzyliSmy
migdzy jego elementami, tak samo z powierzchnig trojkata
sferycznego zrobi¢ mozemy. Lubo w §. 278 Stereom. zna-
lezliSmy wyrazenie pewierzchni tego ostatniego trojkata,
z trzech jego katow i prawdziwe znaczenie tego wyrazenia
wytldmaczyliSmy, zdaje mi si¢ wszelako, iz tu nie zawadzi
powtorzy¢ jeszcze raz to tldmaczenie, ho pragne aby uczacy
si¢ dokladnie takowe pojeli, gdyz tym sposobem nie znajda
potem trudnosci w zadnym zdarzy¢ im si¢ mogacym przy-
padku.

W powotanym wyzej §. znalezliSmy, ze powierzchnia
trojkqta sferycznego rowna sie przepelnieniu trzech jego kq-
tow nad dwa kqty proste, t. j. oznaczajac przez «, /?, y katy,
za$ przez S powierzchni¢ trojkata sferycznego, mamy we-
dhug tego
Aby to wyrazenie dobrze zrozumie¢, potrzeba sobie przypo-
mnieé, ze za jednostk¢ do mierzenia powierzchni trojkatow
sferycznych, wrzieli§my takiz tréjkat majacy trzy katy pro-
ste a kazdy z bokéw= 90°. W tymze §. powiedziano, ze
to wyrazenie nic innego nie znaczy , jak tylko, ze powierz-
chnia danego tréjkata taka jest cze$ciag wzgledem tréjkata je-
dnostkowego, jaka czgScig jest przepetnienie sferyczne, t. j.
«+ 1+ y—180°, wzgledem kata prostego czyli 90°. A ze
powierzchnia trojkata jednostkowego jest § czgscia powicrz-
chni kuli, ta za$, jezeli promien kuli oznaczymy przez r,
jest=4"r2, wiec powierzchnia tego ostatniego trojkata jest

472/t iir*
tym sposobem —g—a v Przepetnienie trzech katow
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tréjkata danego t. j. jest cze-
Scig wzgledem kata prostego, przeto tez jego powidrzclinia
bedzie takaz czeScia wzgledem powierzchni trojkata jednost-
kowego czyli wzglgdem Prawdziwe przeto i zupelne
wyrazenie powierzchni tréjkata sferycznego, ktoérego trzy ka-
ty sa « fi, y, jest

i wtem tez a nie innem rozumieniu bra¢ potrzeba powyz-
sze krotkie i zwigzle wyrazenie si¢, ze powierzchnia trojkg-
ta sferycznego rowna sig jego przepeinieniu.

Uzywajac tego wzoru do rachowania powierzchni troj-
katow sferycznych, uwazaé potrzeba czyli przepelnienie dane
jest w stopniach, minutach lub sekundach, gdyz wedlug tego
wyrazenia tej powierzchni bedzie nieco rézne, a mianowicie

jezeli przepetnienie jest wstopniach
. W minutach

w sekundach

Tak np. gdyby przepeinienie hyto

tedy powierzchnia takiego trojkata bylaby

Potozywszy przepetnienie «+ /?7+/ —180—¢, bedzie powierz-
chnia trojkata
14
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skad

Znajac powierzchnie¢ tréjkata sferyczmnego, znajdziemy z te-
go zréwnania przepelnienie sferyczne wyrazone w stopniach;

wyrazone za§ w minutach

bedzie
a w sekundach

A ze —B," t. j. rowna si¢ promieniowi wyrazone-
mu w sekundach §. 172 Geom.

zatém

bo R'= —~ 77 § 18. Pamiegtaé¢ tu tylko nalezy wziasé 7 .

w takich samych jednostkach, w jakich wziete lub dane by-
ly boki tréjkata dla znalezienia jego powierzchni.

Powyzej otrzymanego wzoru na powierzchni¢ tréjkata
sferycznego, uzywa si¢ najczesciej w wielkich pomiarach zie-
mi. Ale najwieksze na powierzchni ziemi mierzone tréjkaty
tak malo si¢ réznia od tréjkatéw prostokresSlnych, ze prze-
pelnienie ich katéw zaledwo w sekundach wypada; z tego
powodu raz na zawsze mozemy przyja¢ wyrazenie powidrz-
chni tréjkata sferycznego, oznaczajac przepelnienie, w se-

kundach wyrazone, przez f,

« S a_ 3-1415926 ,,
VZ1ZZ- Tc¢

Sl — e TT.VZ

648000 648000

W edlug poszukiwan i rachunkéw slawnego astronoma
krolewieckiego BESSELA W ,, Astronomische Nachrichten von
Schumacher Nr. 438u $redni promien ziemi wynosi

r~ 3266608*235 sazni francuz, (toise), przeto

log. S= log. 3*1415926+2log.r+ log. s— log. 648000

= 7*7137691 4-log.e



21i

a powicrzchnia trojkata wyrazona bedzie w kwadratowych
sazniach francuzkich. Dosy¢ wigc bedzie do statego loga-
rytmu 7*7137691 doda¢ logarytm przepeinienia, aby zna-
les¢ logarytm powierzchni trojkata.

Przyktad. Przypusémy, ze si¢ znalazto przepetnienie
3" tedy znajdziemy logarytm powierzchni takiego trdjkata

= 8%1908904,
ktory odpowiada liczbie majacej 9 cyfer catkowitych, i kto-
rej pierwsze trzy cyfry sa 155, t.j. trojkat, o ktéorym tu
mowa, zamykatby przeszto 155 milijonéw kwadratowych sa-
zni francuzkich. Pomys$liwszy sobie prostokreslny trojkat
rowny, co do powierzchni temu tu sferycznemu, a ktéoregoby
podstawa rownata si¢ 25000 sgzni francuzkich t. j. przeszto
6*5 mil geograficznych, z wiadomego wzoru znalezliby$my
jego wysokos$é = 12416 prawie sazni, czyli przeszto 3 mile;
z tego tatwo powzias¢ wyobrazenie, jak wielkiego to trojkata
prostokreslnego powierzchnia , odpowiada powicérzchni sfery-
cznego do przykladu wzigtego, ktorego przepetnienie wynosi
3", tudziez jak wielkie to potrzeba mierzy¢ na ziemi tréj-
katy, izby przepetnienie trzech katéw przynajmniej w kilku
sekundach otrzymac.
§. 72.

Tym samym trybem jak w Trygonometryi prostokresl-
nej, poszukajmy wyrazenia powierzchni trojkata sferycznego
z innych jego elementdéw wyznaczajacych doktadnie trojkat.

Zatrzymujac oznaczenia poprzedzajacego §. mamy

skad

przeto

Wedtug Analogij Nepera jest
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zatem

bo

Dzielac nareszcie licznika i mianownika ostatniego wyraze-
nia przez wst.la wst.| b znajdziemy

Majac wigc w trojkacie sferycznym dwa jego boki i kat mig-
dzy niemi zawarty dane, z ostatniego zréwnania znajdziemy
jego powierzchnig.

Ze zrownania (A) latwo znajdziemy

W znaném zrownaniu

polozywszy
i
tudziez

znajdziemy

skad



Ale

jezeli przeto dwie te ostatnie wazno$ci polozymy w powyz-

szem na wyrazeniu, tatwo otrzymamy

A kladac jeszcze waznos¢ za wst.y wyrazong przez trzy bo-
ki trojkata §. 57, znajdziemy

pamigtajac, ze s . Majac przeto w trojkacie sfery-

cznym trzy jego boki dane, z ostatniego zrdwnania obracho-
wac¢ mozna jego powierzchnie.
Zréwnania (A) 1 (B) mnozac przez siebie, otrzymamy

Lecz

a nastepnie

zatem

Laczac to zrownanie z (B) i przywracajac w tak otrzyma-
ilem zrOwnaniu wazno$¢ s, poniewaz

znajdziemy:



Licznik tego wyrazenia moze by¢ wystawiony jako iloczyn
z dwoch czynnikéw a to nastepujacym sposobem:
poniewaz

zatom

Dodawszy i odjawszy od drugiej strony

bedzie

Ale poniewaz w ogdlnosci mamy

zas$
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przeto

lub nareszcie

Ten wzér stuzgcy do znalezienia powierzchni trojkata sfery-
cznego z danych trzech jego bokéw, byl podanym przez
LHUILERA genewskiego matematyka.

§. 73.

* Zobaczmy teraz postgpowanie dla znalezienia przepet-
nienia sferycznego, a potém powierzchni trojkata. Niech
z geodetycznych wymiarow otrzymane ijuz do poziomu spro-
wadzone katy beda
tudziez dwa boki 3863*68 1 ¢c=:6015T4 sazni francuzkich
(toise). Uwazajmy naprzod ten trojkat jako prostokreslny i
szukajmy jego powierzchni. Jej wyrazenie wedlug §. 33 jest

w obecnym przeto przypadku

Ale w §. 71 znalezliSmy log.S = 7*7137691 -\-log,s] jezeli tu
wiec polozymy log.S = log. A, znajdziemy

wige

t, j. summa trzech katow tego tréjkata powinna by¢ wigksza
0 0"12 od dwoch katow prostych czyli od 180°. Ale ponie-
waz «+ + 179°59'59", z czego si¢ pokazuje, ze albo
w mierzeniu, albo tez w rachunku katow zaszta mata niedo-
ktadnos$¢, zatem i t¢ mala, bo tylko T' wynoszaca réznice,
policzy¢ potrzeba do przepetnienia, tak ze summa znalezio-
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nych katow mniejsza jest o 1"*12 od 180°. Jezeli przeko-
nani jesteSmy, ze wszystkie katy z rowna troskliwos$ciag i pod
rownie przyjaznemi okoliczno$ciami mierzone bytly, nalezy
ten niedostatek 1"*12 wynoszacy, rowno pomiedzy wszystkie
trzy katy rozdzieli¢, a mianowicie kazdemu z nich doda¢
lZEZZO"’37; przeciwnie, poprawka 1" dodataby si¢ temu,
o ktérego doktadnosci powatpiwamy, a potem przepetnienie
0°12 rozdzielitoby si¢ réwno miedzy wszystkie. W naszym
trojkacie mie¢ bedziemy

«=42°2'32"37, £=67°55'39"-37, y— 70°1'48"37.

Z tak poprawionemi katami, rachujemy powierzchni¢ trojkata
S wedlug wzoru §.71, ktorg znajdziemy prawie 5690653
sazni kwadratowych francuzkich.

Z tego widzimy, iz aby znale§¢ przepelnienie, trzeba
wprzéd obrachowaé powierzchni¢ trojkata sferycznego; gdy
za$ ta powierzchnia zalezy od przepetnienia, zatem wprzod
potrzeba znale$¢ powierzchnie trdjkata. Ale jakze jg znale$é
nie znajac przepeinienia? Oto, uwaza si¢ naprzod trojkat
sferyczny jako prostokre$lny i jako takiego, szuka si¢ po-
wierzchni z elementow danych; te podzieliwszy przez kwa-
drat z promienia ziemi (bo tu méwimy zawsze o trojkatach
na powierzchni ziemi mierzonych) rozmnozony przez wst.l",
otrzymamy przepetnienie. Trzecig czg¢§¢ tego przepetnienia
odjawszy od kazdego z katow trojkata sferycznego, trojkat
ztemi ostatniemi katami a bokami rownemi w sferycznym,
uwaza¢ mozna jako prostokreslny i jako taki z danych ele-
mentow rozwigzaé. To postgpowanie wyptywa z bardzo pig-
knego twierdzenia przez Lezanpra (LEGENDRE) podanego,
a ktorego tu przytoczy¢ nie mozemy, gdyz jego dowdd za-
sadza si¢ na rozwini¢gciu wstawy i dostawy luku na szeregi
nieskonczone, ktorych dotad nieznamy.

Dajmy tu liczbowy przyktad rozwigzania na tej zasa-
dzie tréjkata sferycznego.

Przyktad. Z pomiardw geodetycznych znaleziono w troj-
kacie sferycznym c~ 38607 sazni francuzkich 10 mil. niem.
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z tych trzech elementow
potrzeba rozwigzaé tréjkat czyli znaldsé
Naprzéd powierzchnia tego trojkata uwazanego jako
prostokreslny, jest

t .

Albo wedlug powyzszego, poniewaz
a

zatem

przeto oznaczywszy katy tréjkata prostokreslnego odpowia-
dajacego sferycznemu przez a', /7, /,
bedzie

Po takiem poprawieniu katdéw za pomoca przepetnienia, juz
uwaza¢ mozna sferyczny za prostokres§lny trojkat, majacy
boki a, b, c, a katy /3, /; znajdziemy przeto jego boki

a i b ze zroéwnan
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[0g.c—A4%5866661 .....cceeeeeeene 4*5866661

log.wst.a —9*%9892110 . . . log.wst.pr—9%9467005

dpi. log. wst. y'—0%5844444 . . dpi. log wst. /| —0%5844444

log. a= 5%1603215 . . . . log. 6= 5*1178110
a=144651*0 saz. * . . . b—131162%9 saz.

kat za§ y=/4-g« = 1505'42"*66 i tym sposobem rozwigza-
liSmy trojkat z podanych elementow.
§ 74.

Zastosujmy nareszcie poprzedzajace wiadomosci do Geo-
metryi i geodetycznych wymiaréw; najczestsze bowiem i naj-
zwyczajniejsze zastosowania Trygonometryi sferycznej w Astro-
nomii i Mechanice niebieskiej tu poming¢ musimy, gdyz do
tego potrzebne s3 przynajmniej pierwsze wiadomosci o sfe-
rze i plaszczyznach w Astronomii uzywanych. Ciekawi jed-
nak i1 z wspomnionemi poczatkami obeznani, znajda obszerne
zastosowanie Trygonometryi sferyczn6j do Astronomii w dziet-
ku ,, Trygonometryja kulista analitycznie wyloZona przez Jana
SNiapeckiEGo wydanie drugie w Wilnie i Warszawie 1820u
My tu podamy niektore tylko zastosowania w pomiarach zie-
mi uzywane, poczynajac zagadnieniem z Geometryi.

Mowiac w Solidometryi o objetosci ostrostupéw i gra-
niastostupéw, nauczyliSmy si¢ tylko z wiadomej podstawy i
wysokosci bacto ostrostupa, bac¢ graniastostupa obrachowac
ich objetosci; czesto atoli znane nam lub dane by¢ moga in-
ne elementa w tych cialach, z ktorych rzeczone objetosci obra-
chowa¢ nam przychodzi. W takim razie otrzymujemy naj-
prosciejsze wyrazenia przy pomocy Trygonometryi sferycznej,
a dlatego rozwigzemy tu nast¢pujace:

ZaGapNieNiE 1. W jakimkolwiek ostrostupie trojscien-
nym, albo ogoélniej, tojakimkolwiek czworoscianie majgc dane
trzy jego w jednym punkcie schodzqce sig¢ krawedzie i kqty
ptaskie w tymze punkcie kqt trojscienny sktadajgce, znalesé
objetos¢ tego czworoscianu.

Niech danym czworo$cianem bedzie SABC ig 33, i1
niech dtugos$¢ kazdej z trzech krawedzi schodzacych sie¢ wpunk-
cie S bedzie znana, jako tez trzy katy ptaskie tréjscian S
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sktadajace, mianowicie niech bedzie ASzza, BS=z6, CS=c,
kat ASB=7, ASC zz/?, BSCzza, potrzeba z tych danych ele-
mentéw znale$¢ objetos¢ tego czworoscianu. Powierzchnia
kazdej ze §cian ASB, ASC i BSC moze by¢ obrachowana
wedtug §. 33 Trygon., bo kazda jest tréjkatem majacym dwa
boki z katem zawartym znane; wzigwszy wigc ktorakolwiek
z nich za podstawg trdjéciennego ostrostupa, np. ASC, wierz-
chotek jego bedzie w punkcie B; spusciwszy wigc z tego
punktu BO prostopadla do ptaszczyzny podstawy ASC, i
oznaczywszy objetos¢ tego czworoScianu przez P a rzeczona
wysokos$¢ przez h, wedtlug §. 235 Geom. mie¢ bedziemy
__acwst./? _ acwst.”?
p— » 6 "I
Cala wigc rzecz chodzi o znalezienie wysokosci i Przez
prostopadta BO i wierzchotek S poprowadziwszy plaszczyzng
BSO, ta bedzie prostopadta do $ciany ASC i przetnie ja
w prostej SO. W trojkacie prostokatnym BSO jest
BO ~h —SB wst. BSO —bwst. BSO;
chcac wigc znale$¢ [i, potrzeba znale$¢ wst. BSO. Jezeli
z punktu S, jako ze §rodka promieniem —1 wystawimy sobie
zakre$lona kulg, jej powierzchnia przetnie §ciany trojScianu
S w lukach kot wielkich, ktore beda miarami katow plaskich
trojScian S skladajacych, i zamkna tréjkat sferyczny A’B'C'
tak, ze A'B= 7, A'C'—/?, B'C'=:a; wszystkie wigc trzy boki
tego trojkata sg znane. Jezeli tymze samym promieniem~t na
ptaszczyznie prostopaditej BSO zakreslimy tuk B'0', ten beg-
dzie prostopadty do boku A'C' i podzieli trojkat A'B'C' na
dwa prostokatne, a oraz begdzie miarg szukanego kata BSO;
zamiast wigc szuka¢ kata BSO, szukajmy jego miary t. j.
Itiku B'0'=:<?.

W tréjkacie sferycznym A'B'C', w ktérym wszystkie trzy
boki sg znane, znald§¢ mozemy jego katy. Nam tu potrze-
bny tylko kat A' a dlatego wedlug §. 46

dost. a—dost. 2dost. y+ wst. wst. ydost. A’
dost. a —dost. dost. y

skad dost. 4" — wst. fiwst. y
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Po znalezieniu kata A' rozwigza¢é mozemy trojkat A'B'0'
prostokatny przy O', w ktorym wedtug prawidla przez MAU-
puir podanego, bioragc element B'0'rz d za §redni, elementa
A'B'i1 A' beda przeciwlegte i znajdziemy
Szukana zatem wysoko$¢ czworoscianu bedzie

Ale wedlug §. 57 jest

zatem

Tak znaleziong wazno$¢ na wysoko$¢ czworos$cianu potlozy-
Wszy W powyzszem wyrazeniu jego objetosci, znajdziemy na-
koniec:

Wzigwszy trzy krawedzie a, b, ¢ za krawegdzie rownoleglo-
$cianu ukos$nego fig. 33, dwarazy wigksza podstawe, niz ABC
majacego a wysuko$¢ tez sarng, poniewaz z §. 235 wnios. 3
Geom. wiemy, ze takiego rownolegloscianu objetosc jest szesé
razy wigksza niz czworo$cianu, zatem oznaczywszy objetos¢
rownolegtoscianu ukosnego, ktorego trzy krawedzie wjednym
punkcie schodzace si¢ sa a, b, c, a katy ptaskie wtym punk-
cie, kat brylowy sktadajace a, fi, y, przez R, bedzie

ktéry wzor mozna tez bylo otrzymaé zupelnie tym samym
jak wyzej sposobem, nie przechodzac przez ostrostup, jak
to znales6 mozna w Geometryi LEzaNnprRA na stronicy 299,
wydanie 11 ‘f, 1817.
§. 75.
zZacapNienNiE 2. W §. 42 rozwigzane zagadnienie za po-
moca Trygonometryi prostokre$lnej, rozwigzmy tu za porno-
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ca sferycznej dla pokazania, jak ta ostatnia upraszcza nie-
ktoére rachunki.

Niech na fig. 34, AB, AC i AD wyrazaja trzy w je-
dnym punkcie schodzace si¢ krawedzie wjedném z pigciu ciat
foremnych, przezco bedzie AB AC*“ AD. Katy BAC i
CAD sa katami ptaskiemi do sktadu kata brytowego A wcho-
dzacemi i1 migdzy soba réwne. Jezeli przez n oznaczymy
liczb¢ bokéw kazdej $ciany, bedzie kat

BAC- CAD= N .

n n

Poprowadziwszy proste BC i CD, bedzie kat
ABC= ACB=ACD = ADC,

n—. o —nl———

WI?C 2ACB* 180 —z\ w J o .

a nastepnie kat ACB= ACD~ —

Wziawszy ktorekolwiek z rzeczonych pigciu ciat foremnych
w reke 1 przypatrzywszy si¢ z uwaga, tatwo dostrzezemy, ze
proste CB i CD s3 migdzy sobg rzeczywiscie rowne, co juz
z przystania trojkatow jest oczywistem, i ze s3 bokami wie-
lokata foremnego, a mianowicie bokami tréjkata, czworoka-
ta lub pigciokata. Oznaczywszy przeto liczb¢ bokow tego
ostatniego wielokata przez m bedzie jak wyzej kat

BCD =
m

Z punktu C jako ze $rodka promieniem“ 1 wystawiwszy so-
bie zakre$lona kulg, jej powierzchnia przetnie trzy $ciany
trojscianu C w lukach kot wielkich A'B', A'C', B'C'. Potoz-
my B'C'z=a, 4'C'—b AB'= c a kat A'C'B' vy, ktory jest
szukanym katem pochytosci dwoch $cian, tedy poniewaz
w trojkacie sferycznym A'B'C' wszystkie trzy boki sg znane,
wedtug wzoréw §. 57 znajdziemy katy. Nam tu jedynie cho-
dzi o kat C'—y, bo ten jest katem pochytosci dwoch przy-
legtych w krawedzi AC przecinajacych si¢ $cian, zatom
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A ze w obecnym przypadku jest a~ b zatem

Ale wedlug powyzszego, , przeto

Stosujac ten wzor do pigciu ciat foremnych, mamy:
W czworoscianie

w sze$cianie

w osmioScianie

w dwunastos$cianie

Lecz w §. 20 znalezliSmy dost.
zatem

a nastgpnie w dwunasto$cianie bedzie wst

W dwudziesto$cianie w= 3,

Teraz z wzoru dost.y= 1—2wst. §. 12 znajdziemy
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w czworoscianie dost.y=1-|n"
sze$cianie dost.yzrl—{=0 skad wnosimy, ze yzz90°
os$mio$cianie dost.y=Il-1= —£
e 8
dwunastos$cianie dost. y—7 — 10~ 2V5
2-2V5  1—V5_ (1 —V5)(5+ V5) \%N 1
10—2V5~~5—V5 20 5 V5

Szukajac tu wst.y, znajdziemy wst.y=:-"r, zatem sty.y—2.

W dwudziesto$cianie
2(1+V5)2 6-(1+V5)2 -2V5 V5
dost. y—1— 12 6 « g « 3
wst. '=V< -I: '
Porownawszy otrzymane tu wazno$ci na dostawy katow po-
chytosci dwoch przylegtych $cian w pigciu ciatach foremnych
z wazno$ciami w §. 42 znalezionemi, znajdziemy je zupelnie
z tamtemi zgodne.
§. 76.

Juz w §. 34 moéwilem, iz kazda karta wykonanego po-
miaru na ziemi, mie$ci wszystkie przedmioty na jednej ptasz-
czyznie, t. j. na plaszczyznie poziomu, dlaczego wszystkie
odleglosci 1 katy na jakichkolwiek ptaszczyznach mierzone,
przez stosowny rachunek sprowadzone by¢ winny do plasz-
czyzny poziomu. Szczegodlniej tez w Geodezyi czyli pomia-
rach ziemi, rzadkie sa przypadki gdzieby trzy punkta, lub
trzy trygonometryczne znaki wyznaczajace polozenie trojka-
ta, znajdowaty si¢ na plaszczyznie poziomu lub na plaszczy-
znie do niego roéwnoleglej; z tego powodu wymiary katow
migdzy prostemi lub lukami tez punkta taczacemi, dadza nam
takowe w przestrzeni i na plaszczyznach réznie do poziomu
pochylonych. Chcac je na karte przeniesé, rysujemy je na
jednéj plaszczyznie a przeto ich wielkosci muszg by¢ rozne
od wymierzonych, b¢da to bowiem rzuty pierwszych na je-
dne i tez sarn¢ plaszczyzng. Jakze wigc kat na plaszczyznie
pochytej mierzony, sprowadzi¢ do poziomu? albo moéwiac jeg-
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zykiem Geometryi praktycznej, jak znale$¢ rzuty katow mie-
rzonych w przestrzeni na plaszczyznie poziomu? (za ptlasz-
czyzn¢ poziomu bierze si¢ zwyczajnie powierzchnia morza).
Sposob znalezienia rzeczonego rzutu, wskaze nam nastgpu-

Jace

ZAGADNIENIE 3. Kgt mierzony na plaszczyznie pochytej
sprowadzi¢ do poziomu.

Niech beda dwa punkta A i B fig. 35, w réznych wy-
sokosciach nad poziomem znajdujace si¢, tudziez niech

AOB ~ 9

bedzie katem migdzy temi punktami ze stanowiska O mie-
rzonym. Z punktéw A i B spusciwszy prostopadie do po-
ziomu, niech te spotykaja plaszczyzne przez O réwnolegle
do poziomu poprowadzong, w punktach A' i B'; te ostatnie
punkta laczac z O prostemi OA' i OB' bedzie kat A'OB'":=¢/
rzutem kata @ na plaszczyzne poziomu, ktorego rzeczywiscie
szukamy. Jakze wigc z wiadomego kata ( znajdziemy kat
<p? Tak przez trzy punkta A, A', O, jako tez i przez trzy
drugie B, B', O wystawiwszy sobie przesunicte plaszczyzny,
te bedac prostopadie do poziomu, przetng si¢ w prostej tak-
ze do poziomu prostopadlej. Te¢ prostopadla nazywamy w A-
stronomii linijg wierzchotkowg dla miejsca na ktéorem stoimy,
jak tu dla stanowiska O. Niechze tg prostopadla bedzie pro-
sta OZ, ktora mys$la az do sklepienia niebios przedtuzona,
spotyka pozorne sklepienie w punkcie Z nazywajacym si¢
dla miejsca O zenitem. Dwie rzeczone pionowe do poziomu
ptaszczyzny z plaszczyzng AOB tworza przez wzajemne prze-
cigcie si¢ trdjscian, a zatem i trojkat sferyczny ajy skoro
z punktu O pomyS$limy promieniem= 1 zakre$long kule, bo
jej powierzchnia przetnie $ciany trdj§cianu w lukach kot wiel-
kich a, b, c §. 46. Trzy boki tego trojkata sa nam z pomia-
row znane; bo ze stanowiska O, mozna kgtomiarem mierzy¢
katy ZOA~a, ZOBr=6 nazwane odleglosciami punktow A i
B od zenitu, kat za§ AOB—c~cp—katowi miedzy punktami
A i B. Niech zenitalne odlegtosci punktéw A i B bedg a~z,
b—=z. Kat pochylosci do siebie prostopadtych ptaszczyzn
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jest ktéry mamy znale$¢. Poniewaz w trojka-
cie sferycznym afty wszystkie trzy boki sg znane, zatem we-
dtug §. 56 bedzie

jezeli potozymy Z tego wzoru juz bardzo tatwo

obrachowa¢ mozna kat ¢g. Gdy atoli, jezeli nie zawsze to
jednak najczgSciej, wydarzaja si¢ przypadki, gdzie stanowi-
ska, jak tu O, A, B, sa znacznie od siebie odlegle, a z tego
powodu réznica wyniesieh punktow A i B nad poziom jest
bardzo mata, a nastgpnie tak z, jako iz sa bliskie 90°,
przezco mianownik powyzszego wyrazenia jest blizkim 1,
przeto z powyzszego wzoru nie znajdziemy ¢ z taka dokta-
dnoscia, jakiej w tym przypadku zadamy. Chcac otrzymac
¢ z doktadnoscia, jaka tylko rachunek da¢ moze, postapic
nalezy nastepujacym sposobem.

Potézmy s"90°—A z —90°—A, przezco Ai A wyraza¢ beda
wyniesienia, czyli raczej wysoko$ci punktow A i B nad po-
ziom, ze stanowiska O obserwowanych, t.j. bedzie BOB'—A
AOA'—A, a tym sposobem ze zréwnania (1) §. 47 znaj-
dziemy

A ze Ai h' sa bardzo mate, zatem zamiast wst. A1 wst. A,
mozna wzig$¢ same luki Ai A. A kiedy wst. Am A to

opuszczajac wyzsze potegi jako ilosci bardzo mate i pra-
wie zadnego wplywu na wypadek nie majgce. Dla tej samej
przyczyny bedzie

a nastgpnie

opuszczajac i tu wyraz jako 1ilo§¢ bardzo matg. Te

waznosci polozywszy w powyzszem zrownaniu, znajdziemy

15
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skad

Mnozac obie strony przez poniewaz na pierwszej
stronie otrzymamy spélczynnik mnozacy dost. ¢ rowny

ktéry zamienia si¢ w 1, jezeli znowu opu-

scimy jako ilos¢ jeszcze mniejsza, niz te, ktores-

my juz opuscili, tudziez na drugidj stronie opusciwszy t¢z wyraz
bo przez to opuszczenie nie wprowadzimy zna-

cznego biledu, znajdziemy

Réznica katdow @ i ¢ jest zawsze bardzo matla, polozywszy

przeto <pn:$t+ <1 zamiast kata ¢ szukajac tej matlej rozni-
cy d tedy, poniewaz

a dla matosci d jest wst.0= 0, dost.6= 1, bedzie
Poréwnawszy to zrownanie z powyzszem na dost.<p', widzimy
ze

Kladac tu nareszcie waznosci za wst.ip i dost. ¢ w polowie

kata @ t. j. kladac

1 znoszac mianownika 2 otrzymamy

Aby te poprawke 6 otrzyma¢ w tuku i to w sekundach wy-
razona, nalezy jej wazno$¢ pomnozy¢ przez wst. 1", a nazy-
wajac w tym przypadku poprawke d”, bedzie



227

Obrachowawszy z tego ostatniego wzoru 8”, mie¢ bedziemy

Jezeli si¢ katy mierza teodolitem, poprawka ta niepotrzebna,
albowiem na kole teodolitu odczytuje si¢ katy juz do pozio-
mu sprowadzone.

Dajmy przyklad rachunku sprowadzenia kata do po-
ziomu.

Niech kat migdzy dwoma stanowiskami A i B mierzo-
ny ze stanowiska O bedzie >—51°9'29'""744, tudziez katy
wysoko$ci tych punktéw nad poziom

t. j. oba punkta A i B byly pod ptaszczyzna poziomu; tedy

przeto

odpowiadajaca liczba

jest tedy poprawka

a nastgpnie kat

Poniewaz takie sprowadzanie kata do poziomu jest prawie
ciaglego w wigkszych pomiarach uzycia, ulatwiono zatem obra-
chowanie poprawki d”, uktadajagc w tablice log4a* wst.1",
nadajgc ilo$ci a rézne wazno$ci, poczynajac np. od 100" i
dla kazdej 6t6j lub 5Stej sekundy, t. j. dla a ~ 100", 106",
112".... lub a= 100", 105", 110".... rachujac logda?wst.l"
i ukladajac tak otrzymane logarytmy w tablice obok wazno-
§ci a. Z tej tablicy, w ktorej a przedstawia nam tak A~b#h’
jako tez i h—ti, znajdziemy z wazno$ciami #~\-h' 1 J—h' go-

towe log. wst.l" 1 log.i™~— -" wst.l". Do tak znale-
zionych logarytmow dodajac do pierwszego log. sty.|qp, a do

drugiego log. doty. Hpzz log. t—_]&— t. j. dziesigtne dopetnie-
sty.
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nie log.sty4cp, otrzymamy bardzo predko poprawke n". Ta-
kie tablice znajduja si¢ juz obrachowane w dzietach Geode-
zyi poswigconych jak ,, Traite de Topographie par Puissantll
,,Geodesie par Francoeuru i wielu innych.

§ 77.

W geodetycznych pomiarach czgsto takze zachodzi po-
trzeba mie¢ dlugos¢ luku /" na powierzchni ziemi, tudziez
znaleziong odlegto$¢ dwoch jakichkolwiek miejsc w luku, wy-
razi¢ w linii prostej, albo raczej w milach; jakimze sposobem
przyj$¢ do tego? Francuzkie pomiary czwartej cze$ci okre-
gu potudnika przez Paryz przechodzacego, po $widzem przej-
rzeniu 1 pordéwnaniu takowych przez stawnego ENCKEGO
astronoma berliiiskiego z podobnemi pomiarami w roéznych
stronach dotad wykonanemi okazaly, ze czwarta czg$¢ wspo-
mnionego potudnika wynosi 5130949'5 sazni francuzkich (toi-
se), skad bytby lnet=0’51309495, gdy dotad we wszystkich
dzietach przyjeto Metr—0’513074 lub =0*513060 sazni (toise).
Z tego tez powodu przyjeto dla Francyi dlugos¢ 1 stopnia
57020 sazni lub 111134 metréw, skad wypadia dlugosé tuku

27020 _ 15*83889 sazni= 30*87057 metrd
ot sazni= metrow.

1"

Wedlug za$§ wyzej powolanych poszukiwan ENCKEGO
., Berliner Jahrbuch fur 1851 wypada

dlugos¢ 1°=157010%55 sazni= 111120%6195 metrow
a stad dlugos¢ tuku 1"= 15*83626 sazni=30*866838 metrow.
Ale poniewaz ziemia nie jest doskonata kula, przet® i tuki
nietylko w réznych stronach, ale tez i w réoznym kierunku
mierzone, nie s3 jednakowej dlugosci. Stawny astronom BES-
SEL W ,, Astronomische Nachrichten Nr. 438 “ podal wzory na
rachowanie dhlugosci tukow, tak w kierunku potudnika, jako
i w kierunku réwnoleznika z wiadomej szerokosci geografi-
cznej miejsca. Oznaczywszy dhugosé¢ tuku 1° potudnika miej-
sca, ktorego szeroko$¢ geograficzna=<jp przez P, dlugos¢ tu-
ku 1° rownoleznika tegoz miejsca przez R, wzory BESSELA
sa nastepujace:
P= 57013*109 - 286*337dost.2fjp+ 0*611 dost. 4T 0*001 dost.6<r



229

Dlugosci tukéow z tych wzordéw otrzymane, wyrazone beda,
w sazniach francuzkich (toise). Potozywszy za dost. 3p i
dost. ;> waznos$ci w pojedynczych lukach, a potem

gdzie log. e=:8°9110835, ostatni wzdr nastepnie krdcej napi-
sa¢ bedzie mozna

Dla Krakowa np. gdzie ¢=:5003'50" mamy

odpowiadajace liczby

przeto

Znajac dlugos¢ tuku 1° poludnika, znale§¢ mozemy promien
ziemi czyli odleglos¢ jej srodka od Krakowa. Gdy bowiem

zatem sazni francuzkich

Na tluk 4° wielkiego kota, jak jest koto potudnika, rachuje
si¢ 15 mi] geograficznych, wigc

1 mila geograf. = 3804*192 sazni francuz.
Srodek wiec ziemi odlegly jest od Krakowa 859%435 mil
geograficznych.



230

§. 78.

Po tera przygotowaniu, wezmy nastepujace

zZaGcapNieENiE 4. Wzigwszy za pierwszy potudnik ten,
ktory przez wyspe Fero przechodzi, wiadomo z obserwacyj
astronomicznych, ze geograficzna dlugos¢ Paryzamigod' 20min
w czasie= 20° w tuku, rachujac na 1 godzing 15 stopni; dtu-
gos$¢ za$ geograficzna Krakowa=:2g0d30'29"*62=:37037'24";
oprocz tego obserwacyje astronomiczne wykazaty, ze "szero-
kos$¢ geograficzna Paryzar=48°50' 14" ~g>, Krakowa za$ jak
wyzej 50°3'5S0" —q. Jakaz jest najkrotsza odleglo$¢ Kra-
kowa od Paryza?

Niech na figz 36 B bedzie poéinocnym biegunem na
ziemi, BRB' potudnik przez wyspe Fero przechodzacy, RO
rownik ziemski, P 1 K, niech oznaczaja miejsca Paryza
i Krakowa na kuli ziemskiej, tedy przez kazde dwa z tych
trzech punktow 1 przez Srodek ziemi poprowadziwszy plasz-
czyzny, te przetng nam powierzchni¢ ziemi w kotach wiel-
kich BPB', BKB' i PK, a tuki miedzy rzeczonemi punk-
tami zawarte, zamkng sferyczny trojkat PBK, w ktorym PB
jest dopetnieniem szerokos$ci geograficznej Paryza, czyli9 0 @
KB dopetieniem szerokosci geograficznej Krakowa czyli
90° —¢), tuk nakoniec PK jest szukana najkrotsza odleglo-
$cia Krakowa od Paryza. W tym trojkacie opréocz bokow
PB i KB wiadomym jeszcze jest kat PBK, bo on si¢ rowna
roznicy odlegtosci poludnikéw krakowskiego i paryzkiego od
potudnika przez Fero idacego, jest przeto tenze kat rowny
roznicy dlugosci geograficznych Krakowa i Paryza. Ozna-
czywszy dlugo$¢ geograficzng Paryza przez I/, a Krakowa
przez X i ktadac x—1'— 1, mamy w rzeczonym trojkacie

zatem polozywszy szukang odlegtos¢ PK~c£, wedlug pior-
wszego zasadniczego wzoru Trygonometryi sferycznej mamy

czyli



Wprowadziwszy tu kat positkowy tak, izby bylo

znajdziemy

Najkrotsza zatem odlegltos¢ Krakowra od Paryza
mil geograficznych.

— mm—
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