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Vorwort.

Anfangsgrunde einer vieldurcliforscliten Wissen-
schaft kénnen selbstverstandlich dem Kundigen nichts
Neues darbieten. Wer aber irgend einen Zweig der
reinen oder angewandten Mathematik vorzugsweise
studirt, wird durch dessen Reichthum an Satzen und
Aufgaben zu dem Versuche angeregt werden, eine Aus-
wahl derselben seinen Ansichten geméass zu ordnen.
Als ein solcher Versuch ist vorliegende Schrift zu
nehmen, welche zum Gebrauch der Studirenden be-
stimmt ist, die meinen Vortradgen beiwohnen. Weitere
Ausfihrungen, ins Besondere der ersten Capitel, bleiben
den Vortragen uberlassen; dagegen ist Manches in den
letzten Capiteln ausfuhrlicher behandelt, als diess in
der fur die Vortrage ausgesetzten Zeit mdglich ist.

Die in der Einleitung enthaltene Erkldrung zeigt,
dass ich die darstellende Geometrie in einem weiteren
Sinne auffasse, als es meistens der Fall ist, indem ich
Schattenlehre und Perspective als Theile, nicht als
Anwendungen derselben betrachte.



Die ersten drei Capitel enthalten die Grundlage
der darstellenden Geometrie im engeren Sinne nach der
zuerst von Monge6 und Lacroix? gegebenen Er-
klarung derselben. Die LO8sung der Aufgaben erfolgt
jedoch nach Olivier1 durch Verdnderung der Pro-
jectionsebenen; diese Veranderungen entsprechen denen
der Coordinatenebenen in der analytischen Geometrie
und versetzen die Raumgebilde in die einfachste Lage
gegen, die Projectionsebenen. Bei den Aufgaben Uuber
zusammengesetzte und von krummen Flachen begrenzte
Gebilde giebt man diesen stets die einfachste Lage,
daher scheint es zweckmassig, schon die ersten Auf-
gaben auf gleiche Weise zu lésen. Die Bezeichnungsart
Olivier's hat nicht Eingang gefunden, ich habe mich
meistens der von W ol ff1) gegebenen angeschlossen.

Die im vierten Capitel enthaltenen Aufgaben sind
besonders zu berucksichtigen. Weinbrenner9 suchte
sie auf eine einfachere Weise zu l6sen; er bemuhte sich,
»ohne mathematische Formeln und Lehrsatze durch
blosse Zeichnungen« den studirendeu Kunstler in den
Stand zu setzen, alle Raumgebilde darzustellen, im
Gegensatze zu Monge, »der die schwersten durch Zeich-
nung zu suchenden mathematischen Aufgaben in die
geometrische Zeichnungslehre ziehe«. Sein Lehrgang
ist fur solche Schulen zu empfehlen, in denen geringe
Kenntnisse in der Mathematik vorausgesetzt werden;
er ist von Hummel2) in dessen Projectionslehre weiter
ausgedehnt worden. Aehnlich ist der Gang in dem
sehr verbreiteten Werke von Le Blancl¥ uUber Ma-
schinenzeichnen. Studirenden, die eine hdhere Stufe
der Bildung einnehmen, ist eine wissenschaftliche Auf-
fassung zu empfehlen; zudem wird man bei aufmerk-



samer Vergleichung finden, dass Weinbrenner’s Lisungen
keine anderen als die der darstellenden Geometrie sind.

Das funfte Capitel enthalt die seit etwa zehn Jahren
so genannte Axonometrie; diese Benennung fasse ich
gleichfalls in einem weiteren Sinne auf, indem ich sie
auf die schiefe, im sechsten Capitel gegebene, Projection
ausdehne. Die erste wissenschaftliche Behandlung dieser
Darstellungsart finde ich im siebenten Abschnitt von
Lambert’'s Perspectived, welchem die Wahl der Pro-
jectionsstrahlen (8. 119), die Anfertigung der Maassstabe
und einige der in den §8. 143, 144 gegebenen Pro-
jectionsarten entlehnt sind. ’Ausfuhrlicher ist der Gegen-
stand von Karstenb im dreizehnten und vierzehnten
Capitel behandelt, woselbst die in den 8§. 122 und 142
gegebenen funf Formeln weitlaufig entwickelt sind.
Broecker’'sl® Projectionsart nach bestimmten Axen
und Projectionsmaassstdben ist im Wesentlichen dieselbe.
Die bereits von Kastner3d nachgewiesene Eigenschaft
des Wiurfels, dass dessen Projection ein regelmaéassiges
Sechsseit sein kann, leitete Farish1) auf die von ihm
so genannte isometrische Projection. Sein Aufsatz uUber
dieselbe wurde von Gregory1) fast wortlich wiederholt,
was zu ihrer schnellen Ausbreitung beitrug. Sopwith1
erweiterte diese Methode in einem ausfuhrlichen Werke;
die im 8. 144 neben der Cavalier-Perspective erwéahnten
Projectionsarten sind von ihm ohne Herleitung und Be-
weis gegeben. Spater fuhrte Weisbach?2) rationale
Verhaltnisse unter den Einheiten der drei Maassstabe
ein, und unterschied von der isometrischen Projection
die von ihm so genannte monodimetrische und aniso-
metrische Projection. Ausser dem von ihm selbst ver-
fassten WerkeZ erschienen seitdem mehrere andere
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Uber diese Projectionsart, welche den Namen Axono-
metrie und vielfache Anwendung erhalten hat. Sku-
her sky’'s2) Schriften behandeln gleichfalls diesen
Gegenstand.

Das siebente Capitel giebt die Hauptsatze der
Central-Projection im Sinne der neueren, oder der
héheren Geometrie, wie Chasles2) sie nennt. Dieselbe
ist aus dem Bestreben der Geometer entstanden, die
Beziehungen zwischen den Gestalten bekannter Gebilde
und denen ihrer Central-Projectionen festzustellen, und
diese Beziehungen auf das Erforschen neuer Eigen-
schaften der geometrischen Gebilde anzuwenden. Dieses
Bestreben tritt in den altesten Werken Uber Perspective
hervor, wie in dem seiner Zeit allgemein verbreiteten
des Vignolal, deutlicher in denen von Brook Tay-
lor2 und Lambert. Die eigentliche Grundlage jedoch
fand die neuere Geometrie in den classischen Werken
von Ponceletll) und Steinerl). Des Letzteren Werk,
sowie seine, leider nicht vero6ffentlichten, Vortrage, sind
bei dem siebenten und achten Capitel besonders benutzt
worden. Bei einer umfassenden Behandlung durften
die Doppelschnitts-Verhaltnisse nicht bergangen worden
sein, bei einer elementaren Behandlung schien die von
Steiner gegebene projectivische Potenz genugend. Die
harmonischen Eigenschaften sind erklart worden, weil
sie noch nicht allgemeinen Eingang in die Lehrbucher
der elementaren Geometrie gefunden haben. Die fur
die Projection ebener nseite angewendete Construction
findet sich schon bei Brook Taylor nebst den beiden
Eigenschaften der collinearen Figuren. Die Benennung
Collineation ist von Moebius1j gegeben worden, der
auch Euler’'s Erklarung der Affinitat annahm und be-
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richtigte; bei den Franzosen heissen diese Eigenschaften
»homologie« nach Poncelet's Bezeichnung. Dem Werke
von Moebius ist die Uebersicht der aus den Projectionen
hervorgehenden geometrischen Verwandtschaften ent-
lehnt.

Die im achten Capitel gegebene raumliche Pro-
jection ist zuerst von Breysig?9, streng wissenschaftlich
jedoch von Poncelet behandelt worden. In das neueste
Werk von de la Gournerie? ist sie ebenfalls auf-
genommen worden.

Berlin, im December 1859.

Die zweite Auflage hat ausser einer allgemeinen
Durchsicht keine wesentliche Aenderung erfahren. Die
Erklarungen der einfachen und vollstandigen wecke,
Nseite, Nnflache sind bestimmter hervorgehoben (88. 71,
76) und einige Bemerkungen Uber diese Gebilde hinzu-
gefugt (88. 172, 182). Die Axonometrie ist vervollstan-
digt durch Aufnahme eines elementaren Beweises zu
dem im 8. 147 gegebenen Hauptsatze. Diesen Beweis
hat Herr Dr. Schwarz*) vor zwei Jahren gefunden
und im 63. Bande des Journals fur die reine und ange-
wandte Mathematik mitgetheilt.

Berlin, im Juli 1865.

f) jetzt Professor am Polytechnikum in Zurich.
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Bei der Ueberarbeitung zur dritten Auflage sind
die Bezeichnungen fir Ebenen geandert (88. 14, 47) und
im vierten und funften Capitel einige Beispiele hinzu-
gefugt; auch ist im funften der Gang der theoretischen
Betrachtung theilweise umgestaltet.

Berlin, im Januar 1872.

K. Pohlke.
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und der aus ihr hergeleiteten Resultate stets zu prifen, so dass
die wirkliche Ausfuhrung der Constructionen fir ihn nur geringen
Werth hat.

3. Bauwerke aller Art im weitesten Sinne des Wortes, z. B.
Gebaude, Strassen, Festungswerke, Maschinen, erhalten in den
Hauptformen ihrem Zwecke gemass geometrische Gestalten und zwar
die mdglichst einfachen; da sie aber nur aus physischen Kdérpern
auszufiihren sind, so haben sie niemals vollkommen geometrische
Gestalten. Fur Baukunstler gentigen deshalb die Darstellungen der
Bauwerke durch Zeichnungen. Allgemein bilden letztere gleichsam
ihre Sprache zur Beschreibung der Bauwerke und sind das Mittel
zur Loésung der zwei in ihrer Praxis stets vorkommenden Aufgaben:

1) ein vorhandenes Bauwerk aufzunehmen und so darzustellen,
dass man aus den Zeichnungen Grosse und Gestalt des Wer-
kes, sowohl des Ganzen als seiner Theile, erkenne;

2) ein erdachtes Bauwerk zu entwerfen und so darzustellen, dass
man es nach den Zeichnungen wirklich auffihren koénne.
Wegen der den Bauwerken zu Grunde liegenden geometrischen

Gestalten ist die Anfertigung der geforderten Zeichnungen eine
Ausibung der darstellenden Geometrie und auf geometrische Ge-
setze begrindet. Die Kenntniss dieser Gesetze allein gentgt jedoch
nicht; Uebungen im Zeichnen sind unerlasslich zur Erlangung der
Fertigkeit, die Zeichnungen mit mdoglichster Genauigkeit ausfiihren
zu kénnen.

FUr Baukinstler hat demnach die darstellende Geometrie grossen
Werth; aus ihrem Bedurfnisse allein ist sie hervorgegangen.

4. Bauwerke sollen Kunstwerke sein und als solche den Ge-
setzen der Schonheit Genlige leisten. lhre Darstellung durch Zeich-
nungen kann auch den Zweck haben, im Auge des Beschauers einen
ahnlichen Eindruck wie sie selbst zu erregen. Da dieser Eindruck
durch das Licht vermittelt wird, so sind die Bauwerke nicht allein
als geometrische Gebilde sondern als physische Korper zu betrach-
ten, und es ist die Art und Weise zu untersuchen, wie das Licht
auf sie einwirkt.

Das Licht macht zunachst durch seine Beleuchtung die Gestalt
der Bauwerke fir das Auge verstandlich. Die Nachahmung dieser
Beleuchtung in den Zeichnungen ist deshalb ein wesentliches Mittel



zur Darstellung ihrer &usseren Gestalt; mit ihr beschaftigt sich die
Schatten-Construction.

Das Licht ist Uberhaupt die Ursache ihrer Sichtbarwerdung
und daher des Eindrucks, welchen das Auge von ihrer scheinbaren
Gestalt empfangt. Die Nachahmung dieser letzteren, verbunden mit
der ihrer Beleuchtung, giebt ein Bild von ihnen, welches bei guter
Ausfihrung einen ahnlichen Eindruck hervorbringen kann. Mit
der Darstellung der scheinbaren Gestalt beschaftigt sieb die Per-
spective.

Durch Aufnahme dieser Darstellungen, zu denen geometrische
Gesetze allein nicht ausreichen, sondern einige Gesetze der Optik
entlehnt werden miussen, erweitert sich der Umfang der darstellen-
den Geometrie so, dass man sagen kann:

die darstellende Geometrie ist die wissenschaftliche
Begrundung der Zeichenkunst.

In gleichem Maasse muss zur Ausfihrung der Zeichnungen die
Fertigkeit des Zeichners bis zur Kunstthatigkeit gesteigert werden,
damit die Darstellung eines Kunstwerkes selbst ein Kunstwerk sei.

Die Projectionen.

5. Die Darstellung der Kaumgebilde wird durch Projectionen
derselben erhalten, welche zugleich das Mittel darbieten, um Con-
structionen der raumlichen Geometrie durch Zeichnungen in einer
Ebene auszufuihren.

Zwei Raumgebilde sind projectivisch, oder jedes ist eine Pro-
jection des anderen, wenn eine Beziehung zwischen den Elementen
des einen und entsprechenden Elementen des anderen durch ein
Gesetz festgestellt ist.

Bei den einfachen im Baufache angewendeten Projectionsarten
ist das Gesetz folgendes: beide Gebilde kdnnen in einer solchen
Lage gedacht werden, dass alle gerade Linien, von denen jede
einen Punct des einen Gebildes mit seinem entsprechenden des
anderen verbindet, durch einen und denselben festen Punct gehen.
Diese Projectionsart heisst Central-Projection; jene gerade Linien
heissen Projectionsstrahlen (projicirende Linien, Projectanten),
ihre Gesammtheit bildet einen Strahlenblschel, dessen Mittelpunct
der feste Punct ist, welcher der Projectionspunct (das Pro-
jectionscentrum) heisst.



§ 6. 7.
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Gewodhnlich ist das Gebilde, welches als Central- Projection
(Entwertung) des anderen genommen wird, eine ebene Eigur, als-
dann heisst ihre Ebene die Projectionsebene (Entwerfungsebene);
beide Gebilde konnen auch réumliche sein, z. B. ein Bauwerk und
ein in Kkleinerem Maassstabe verfertigtes. Modell desselben. Wir
bleiben zunachst bei der gewdhnlichen Annahme und sagen:

die Central-Projection eines Raumgebildes ist die
Durchschnittsfigur einer Ebene und eines Strahlen-
buschels; jeder Strahl des Buschels ist nach einem Puncte des
Gebildes gerichtet, und sein Durchschnitt mit der Ebene ist die
Projection dieses Punctes.

6. Bleiben das Raumgebilde und die Projectionsebene in un-
verédnderter Lage gegen einander, wahrend sich der Projectionspunct
in der Richtung eines seiner Strahlen von dem Gebilde entfernt, so
werden die Winkel, welche von den nach irgend zwei Puncten des-
selben gerichteten Strahlen eingeschlossen werden, um desto kleiner,
je weiter sich der Projectionspunct entfernt. Ist diese Entfernung
im Vergleiche zur Ausdehnung des Raumgebildes sehr gross (oder
unendlich gross), so werden die von den Projectionsstrahlen einge-
schlossenen Winkel sehr klein (oder unendlich klein), und man kann
annehmen, alle Strahlen seien einander parallel, oder der Strahlen-
blUschel habe sich in eine Schaar paralleler Strahlen verwandelt.

Die Projectionsart heisst in diesem Falle die Parallel-Projec-
tion, und wir sagen:

die Parallel-Projection eines Raumgebildes ist die
Durchschnittsfigur einer Ebene und einer Schaar
von Parallelstrahlen; jeder Strahl ist nach einem Puncte
des Gebildes gerichtet, und sein Durchschnitt mit der Ebene ist
die Projection dieses Punctes.

7. Je nachdem die parallelen Strahlen gegen die Ebene unter
schiefem oder unter rechtem Winkel geneigt sind, unterscheidet
man die allgemeine Parallel- oder schiefe (klinographische, pla-
giographische) Projection und die orthographische (gerade,
rechtwinklige, orthogonale) Projection.

Von den drei Arten, der Central-, schiefen und orthographi-
schen Projection, ist die letztere die einfachste und am meisten
angewendete. Es lasst sich vermuthen, dass sie die alteste, in den
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Grundrissen oder orthographischen Projectionen auf wagerechter
Ebene zuerst angewendete sei. Penn die Natur selbst hat in den
lothrechten Linien, welche die Richtung der Schwerkraft anzeigen,
einen Strahlenbuschel gegeben, dessen Strahlen rechtwinklig auf
der Oberflache der Erde sind. In einer geringen Ausdehnung kann
man diese Flache als eine wagerechte Ebene und die lothrechten
Linien als parallele ansehen. Es schliessen namlich zwei lothrechte,
um 30 Meter von einander entfernte Linien einen Winkel von etwa
einer Secunde ein; oder der Mittelpunct des Strahlenbuschels, d. h.
der Mittelpunct unserer Erde, ist von jedem auf derselben befind-
lichen Korper 6366 Kilometer entfernt, kann also in Bezug auf
die meisten Bauwerke als im Unendlichen liegend angesehen
werden.

Gegenstande der Darstellung.

8. Die geometrischen Gestalten der Bauwerke gehdren meistens
der niederen, zum Theil der hoheren Geometrie an. Wir setzen
die Kenntniss der niederen Geometrie (mit Einschluss der Trigono-
metrie) voraus und haben demnach die Eigenschaften der von ihr
behandelten Gebilde nicht zu erértern. Dagegen werden wir einige
der hoheren Geometrie erklaren, von ihren Eigenschaften so viele
entwickeln, als zu ihrer Darstellung nothwendig sind und diese
Entwickelungen, wo mdéglich, nach rein geometrischen Methoden
ausfuhren.

Da nur die Oberflache der Kérper darzustellen ist, so sind
Puncte, Linien und Flachen die Gegenstande der darstellenden
Geometrie.

Wir denken jede Linie durch Bewegung eines Punctes entstan-
den und sagen:

eine Linie ist der Ort aller der verschiedenen Lagen,
welche ein Pnnct annehmen kann, der sich nach einem
bestimmten Gesetze bewegt; also die stetige Aufeinander-
folge einer Reihe von Puncten.

Bewegt sich der erzeugende Punct stets in einer und derselben
Richtung, so ist die Linie gerade und heisst schlechtweg eine
Gerade. Dieselbe ist von unendlicher Lange; ein von zweien
ihrer Puncte begrenztes Stlck heisst eine Strecke. Wird nur ihre
Richtung beachtet, so heisst sie ein Strahl (8. 5).



§.9.10.

Eine aus an einander gereihten Strecken zusammengesetzte ist
eine gebrochene Linie, jede andere eine krumme Linie. Bewegt
sich deren erzeugender Punct in einer und derselben Ebene, so
nennen wir sie schlechtweg eine Curve; bewegt sich der Punct so,
dass je vier seiner auf einander folgenden Lagen nicht in einer
Ebene* sind, so nennen wir sie eine Kaumcurve. Eine krumme
Linie kann von endlicher oder von unendlicher Lange sein; ein von
zweien ihrer Puncte begrenztes Stick ist ein Bogen.

9. Wir denken jede Flache durch Bewegung einer Linie ent-
standen, welche die Erzeugende der Flache ist und sagen:

eine Flache ist der Ort aller der verschiedenen Lagen,
welche eine Linie annehmen kann, die sich nach einem
bestimmten Gesetze bewegt.

Wie die Gerade die einfachste Linie, so ist die Ebene die ein-
fachste Flache. Eine Ebene ist von unendlicher Ausdehnung; ein
von Linien umschlossener Theil einer Ebene ist eine ebene Figur.

Die in den Anwendungen vorkommenden Linien und Flachen
sind zwar stets begrenzt, aber man thut wohl, diese Gebilde in der
vollstdndigen Ausdehnung zu betrachten, die sie nach dem Gesetze
ihrer Erzeugung haben. Die aus der allgemeinen Anschauung her-
geleiteten Constructionen reichen in allen Fallen aus, und man wird
sie leicht in den sogenannten practischen Lésungen wieder erkennen.

Ueberdiess ist das Studium der darstellenden Geometrie nicht
allein wegen ihrer besonderen Anwendungen dem angehenden Bau-
kinstler zu empfehlen, sondern auch als eine Vorlbung seines
Verstandes auf die strenge Kunst, der er sich widmet.

10. Nachstehende Sammlung von Satzen und Aufgaben aus
den Anfangsgriunden der darstellenden Geometrie bringen wir, vom
einfachen zum zusammengesetzten vorgehend, in vier Abtheilungen
und behandeln die Darstellung:

1) der Geraden und Ebenen, so wie der aus ihnen zusammen-
gesetzten Gebilde, vermittelst der verschiedenen Projectionsarten;

2) einiger krummen Linien und krummen Flachen;

3) der scheinbaren Gestalt der Korper, oder die Perspective;

4) der Beleuchtung der Kérper, oder die Schatten - Construction.



Erste Abthellung.

Darstellung der Geraden und Ebenen, so wie der aus

ihnen zusammengesetzten Gebilde.
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Erstes Capitel.

Die orthographische Projection.

11 Die Projectionsebene sei eine Ebene in beliebiger,
aber fester Lage, wir bezeichnen sie durch 9p. Die Projections-
strahlen seien normal (rechtwinklig) auf~P, also einander parallel.

Durch einen Punct a geht ein Projectionsstrahl und schneidet
*P in einem Puncte, welcher die Projection von a ist; wir be-
zeichnen denselben durch a'. Wir nennen Hohe des Punctes die
Strecke aa'; dieselbe ist positiv oder negativ, je nachdem a auf der
einen oder auf der anderen Seite von SP liegt; sie ist Null, wenn
a in SP liegt, dann ist a zugleich a'.

Die Projection eines Punctes ist durch denselben bestimmt; aber der
Punct ist durch die Projection nicht bestimmt.

12. Die Projection einer Geraden G ist eine Gerade
G*; denn die Projectionsstrahlen aller ihrer Puncte erfiillen eine
Ebene, ihre projicirende Ebene, und deren Durchschnitt mit
<P ist eine Gerade. Wir nennen Durchgang (Spur, Trace) der
Geraden ihren Durchschnittspunct d mit SP und ihren Neigungs-
winkel den Winkel y, der ihre Neigung gegen SP misst.

Eine Gerade G kann drei Lagen in Bezug auf SP haben:

1) sie liegt in SP und ist zugleich 6r; d ist unbestimmt, y
gleich Null;

2) sie ist parallel mit SP also auch mit G‘; man kann sagen,
d liegt im Unendlichen, y ist Null;

3) sie ist geneigt gegen SP; G und G' schneiden sich in d
unter dem Winkel V.

Ist y ein rechter Winkel, so fallen die Projectionen aller
Puncte von G in d; oder:
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Fig. i.

die Projection einer auf der Projectionsebene nor-
malen Geraden ist ein Punct; umgekehrt:

jeder Punct der Projectionsebene ist die Projection
der durch ihn normal auf die Ebene gefihrten Ge-
raden.

Die Projection einer Geraden ist durch dieselbe bestimmt; aber die Ge-
rade ist durch die Projection nicht bestimmt.

13. Die Projection jedes Punctes a, 6, ... einer Geraden
G liegt in G‘; aber ein Punct von G’ ist nicht nothwendig die
Projection eines Punctes von G.

Die Projectionen von Strecken einer Geraden verhalten sich
wie diese Strecken selbst, denn die Projectionsstrahlen ihrer End-
puncte sind parallel; also:

gleiche Strecken einer Geraden haben zu Projectionen gleiche
Strecken.

Irgend eine Strecke ab, ihre Projection a'b’ und der (alge-
braische) Unterschied der Hoéhen ihrer Endpuncte bilden ein recht-
winkliges Dreieck mit dem Winkel y, daher ist:

die Projection einer Strecke ist gleich dem Producte
der Strecke in den Cosinus ihres Neigungswinkels.
Diesen Cosinus nennen wir das Verkiirzungs-Verhaltniss

g (den Reductions - Coefficient) der Geraden; es ist

Parallele Gerade haben zu Projectionen parallele (oder
in einander liegende) Gerade, denn ihre projicirenden Ebenen sind
parallel (oder fallen in einander); aber parallele Gerade in SP sind
nicht nothwendig Projectionen parallele? Geraden. Fur alle parallele
Gerade gilt dasselbe Verkirzungs-Verhaltniss, denn ihre Neigungs-
winkel sind einander gleich.

14. Die Projection einer (unbegrenzten) Ebene (5 ist die
Projectionsebene selbst. Wir nennen Schnitt (Grundschnitt, Spur,
Trace) der Ebene ihre Durchschnittslinie mit SP und bezeichnen ihn
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durch E, Neigungswinkel derselben den von ihr und von <P
eingeschlossenen Flachenwinkel s.
Eine Ebene (E kann drei Lagen in Bezug auf SP haben:
1) sie fallt mit SP zusammen; E ist unbestimmt, s gleich Null;
2) sie ist parallel mit SP; man kann sagen, E liegt im Unend-
lichen, s ist Null;
3) sie schneidet SP in E unter dem Winkel s.

Der Schnitt einer Ebene ist durch dieselbe bestimmt, aber die Ebene
ist durch den Schnitt nicht bestimmt. — In den Figuren stellen wir den
Schnitt einer Ebene durch eine aus abwechselnden Strichen und Puncten
gebildete Gerade dar.

Parallele Ebenen haben parallele Schnitte; sind aber die
Schnitte zweier Ebenen parallel, so sind die Ebenen nicht notli-
wendig einander parallel.

15. Jede in einer Ebene (S liegende Gerade hat ihren Durch-
gang d in dem Schnitte E. Ist die Gerade parallel mit dem
Schnitte, so ist sie parallel mit SP, ihre Projection parallel mit E,
ihr Verkirzungs-Verhéaltniss q= 1.

Wir nennen Neigungslinie (Linie des Gefalls) einer Ebene
(S jede in ihr normal auf E gezogene Gerade, weil eine solche
und ihre Projection einen Winkel einschliessen, welcher den Nei-
gungswinkel s der Ebene misst; denn die projicirende Ebene dieser
Geraden ist normal auf JE, weil E auf der Geraden und auf dem
Projectionsstrahle ihres Durchganges normal ist. Daher ist die
Projection jeder Neigungslinie einer Ebene © normal auf E, ihr
Verkirzungs - Verhaltniss q = cos £

In einer Ebene (£ bilden die mit E parallelen Geraden und
die Neigungslinien zwei Schaaren von Geraden, die sich recht-
winklig schneiden; nach Vorhergehendem schneiden sich auch die
Projectionen der Geraden beider Schaaren rechtwinklig; hieraus folgt:

ist der eine Schenkel eines rechten Winkels parallel
mit 9p, so ist dessen Projection auch ein rechter
Winkel. (Ist der andere Schenkel normal auf *»P, so ist die
Projection des Winkels eine Gerade).

16. Irgend eine Gerade' der Ebene 6 schneide deren Nei-
gungslinien unter einem Winkel d; es sei a der Durchschnitt der
Geraden mit irgend einer Neigungslinie, es seien d, n die in E

15 16

Fig. 2
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liegenden Durchgdnge der Geraden und der Neigungslinie. Das
Dreieck and ist rechtwinklig bei n, sein Winkel hei a ist d, und

— = tgd. Seine Projection a'nd ist ebenfalls rechtwinklig hei n,

der (spitze) Winkel d, den irgend eine Gerade einer Ebene und
eine Neigungslinie derselben einschliessen, hat zur Projection
einen Winkel d', der grdsser ist als er selbst.

Das Verkirzungs - Yerhaltniss der Geraden da ist

Sehen wir da als Einheit an, so ist im Dreieck and:

und im Dreieck a'nd:

also g= Vsin2d + cos2d.cosZ2e,

d. h. das Verhaltniss q ist von beiden Winkeln d, e abhangig und
im Allgemeinen fur je zwei nicht parallele Gerade der Ebene ein
anderes.

Die Gerade da schliesst mit E einen Winkel a— — 8 ein; es folgt

aus den rechtwinkligen Dreiecken and, a'nd, dass die Projection dieses Winkels

17. Irgend zwei Gerade einer Ebene mdégen sich im Pun
schneiden, und es seien d, e die (in E liegenden) Durchgange beider
Geraden, B der Winkel dae, dessen Oeffnung gegen E gerichtet ist.
Die durch den Scheitel a gehende Neigungslinie der Ebene schliesst
mit den Geraden ad, ae Winkel 0, d, ein, deren Projectionen
0', dS grosser als sie selbst sind. Liegt die Neigungslinie innerhalb

Fig. 3. des Dreiecks dae, so ist d+ d,=/», also d'-\-0'i=R'>R. Liegt
Fig.4 die Neigungslinie ausserhalb des Dreiecks dae, so ist + (d— d) =10,
also +(d' — &'i) = R, und denken wir die durch dea, dea' gehenden
Kreise K, so ist BB, je nachdem KiOK . Es lasst sich
daher nur sagen:
die Projection eines Winkels, dessen Ebene gegen
N geneigt ist, hat im Allgemeinen eine andere
Grosse als der Winkel seihst.
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Uebungs-Aufgabe. Fur Fig. 4 den Winkel s zu construiren, mit
welchem RB' den gréssten Werth hat.

Aufgabe. Die Projection eines gegebenen Winkels 8 zu zeich-
nen, wenn die Neigungswinkel y, yt seiner Schenkel bekannt sind.

Es ist ein Dreieck den' (nach obiger Bezeichnung) zu zeich-
nen als Projection eines Dreiecks den, in welchem Winkel a—=R.
Nimmt man die Hohe von a (Uber 9J%), also eine Strecke aa' be-
liebig, so ist jede der beiden Seiten da, ea von dea die Hypote-
nuse eines rechtwinkligen Dreiecks, in welchem aa' die eine Kathete,
Y oder yi der ihr gegentber liegende Winkel ist. Aus diesen recht-
winkligen Dreiecken daa’, eaa' lassen sich die Seiten da, ea, sowie
ihre Projectionen da', ea' entnehmen. Die Seiten da, ea und
der von ihnen eingeschlossene Winkel R bestimmen das Dreieck dea,
welches die dritte Seite de des Dreiecks dea' ergiebt, in welchem
a' der geforderte Winkel B' ist.

18. Fallt die Ebene eines wseits (Polygons) N mit ~ zu-
sammen, so ist das nseit seine eigene Projection N°*.

Ist die Ebene eines «seits N parallel mit , so sind N, N'
congruente Figuren. Denn jede Seite von N und ihre Projection
sind parallel und gleich lang, jeder Winkel von N und seine Pro-
jection sind einander gleich, weil die entsprechenden Schenkel beider
"Winkel parallel sind.

Ist die Ebene (£ eines wseits N gegen ~ unter einem Win-
kel s geneigt, so sind N, N' von verschiedener Grosse und Gestalt.

Wir denken durch jede Ecke a, b, ¢, ... eine Neigungslinie der
Ebene und bezeichnen deren in E liegende Durchgange durch
a°, b° co,... . Diese letzteren Puncte sind ihre eigenen Projectionen,

die der Neigungslinien normal auf E, die Strecken a‘a’, b°b‘, c°c',
durch das Yerkurzungs-Verhéaltniss der Neigungslinien g = cos«
zu erhalten. Durch diese drei Bedingungen ist N' bestimmt.

19. Aufgabe. Die Projection eines gegebenen nseits N zu
construiren, wenn dessen Lage gegen den Schnitt E seiner Ebene
und deren Neigungswinkel « gegeben sind.

Wir sehen die Ebene der Zeichnung als an und denken (£
um E gedreht, bis sie mit zusammenfallt; daun lasst sich in »
das nseit in seiner wahren Gestalt und Lage gegen E zeichnen.
Dieses Verfahren nennen wir Herab sch lagen (Aufklappen) einer

18 19

Hg. s*

Hg. 5.
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Ebene und bezeichnen einen Punct a der Ebene nach diesem
Herabschlagen durch [a] oder (a). Je nachdem die Drehung inner-
halb des spitzen Winkels e oder innerhalb seines Nebenwinkels
gedacht wird, fallt das herabgeschlagene nseit in [N] auf die Seite
von E, auf welcher N' liegt, oder in (N) auf die entgegengesetzte
Seite von E. Im ersten Falle sind [W ], N’ in gleicher Lage oder
gleichliegend gegen E, im 2zweiten Falle sind (W), N' in
ungleicher Lage oder ungleich liegend gegen E; die eine
der beiden Figuren hat die wahre, die andere die umgekehrte
Gestalt von N.

Wir denken sodann die Ebene (E um E in ihre richtige Lage
zuriickgedreht und construiren die Projection des Punctes a, indem
wir beachten, dass die herabgeschlagene Neigungslinie [a]a°® oder
(a)a® des Punctes und ihre Projection a‘'a® auf einander fallen
(8. 15), und dass die Strecke a'a®— (a)a°.coss ist. Dieses um-
gekehrte Verfahren des ersten nennen wir Zurickschlagen der
Ebene; beide sind die Grundverfahren der darstellenden Geometrie
zur Ausfiihrung von Constructionen im Baume durch Construetionen
in der Ebene (8. 2).

Beim Ausfiihren der Zeichnung trage man den Winkel s an
irgend eine der herabgeschlagenen Neigungslinien, so dass sein
Scheitel s in E liege; trage von S aus die Strecken (a)a®, (6)5°,
(c)e, ... auf den zweiten Schenkel des Winkels, und félle voit
ihren Endpuncten Normalen (also mit E parallele Gerade) auf den
ersten Schenkel, so bestimmen deren Abstdnde von S die L&ngen
a'a®, 5'5° c'c°,... . Die Zeichnung wird deutlicher, wenn (JV), N'
ungleichliegend gegen E sind.

20. Um die Grossen von jV, N1zu vergleichen, betrachten
wir die durch die Neigungslinien aa°, 5ft°, cc®, ... gebildeten Tra-
peze a°abb°, b°bce®, ..., deren (algebraische) Summe dem Inhalte
von N gleich ist, d. h.:

Die Projectionen der Neigungslinien bilden entsprechende Trapeze
b0Ob'c'cO, deren Summe dem Inhalte von N°' gleich
ist. d. h.

Fur letzteren Ausdruck lasst sich setzen:
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oder /= A/.cos«, d. h
der Inhalt der Projection eines ebenen wseits ist
gleich dem Producte des Inhalts des wseits in den
Cosinus des Neigungswinkels seiner Ebene.

Das Verhaltniss der Inhalte Ton 2V, 2V ist demnach unab-
hangig von der Lage des nseits gegen E.

Ist cos¢= 1, also ¢= 0, so sind (E, ™ parallel und 2v, 2V
congruente Figuren (wie schon §. 18 erwdahnt).

T
Ist cos¢= 0, also ¢= -, so fallen die Projectionen aller

Ecken von 2Vin E, d. h.
die Projection jeder ebenen auf 25 normalen Figur
ist eine Gerade;
umgekehrt:
jede Gerade in ist die Projection der durch sje
normal auf W gefuahrten Ebene und jeder Figur
derselben.

21. Wenn wir die Gestalten von 2V, 2V vergleichen,
merken wir:
1) dass die verschiedenen Seiten von 2V verschiedene Verkir-
zungsverhaltnisse haben, welche fur jede Seite bei veréanderter
Lage von 2V gegen E andere Werthe erhalten (8. 16),
2) dass die Projectionen der Winkel andere Grossen als die
Winkel selbst haben (8. 17).

Demnach ist die Gestalt von 2V eine andere als die von 2V,
sie ist selbst verénderlich je nach der Lage von 2V gegen E. Doch
in jeder Lage von 2V schneidet sich je eine Seite ab, bc, ... mit
ihrer Projection a'b’, b'c’, ... in ihrem Durchginge, und alle diese
Durchgange liegen in E. Die Beachtung dieser Eigenschaft ge-
wahrt Erleichterungen beim Zeichnen der Projection und giebt ein
Mittel, ihre Richtigkeit zu prufen.

Je zwei ebene Figuren, die in einer Ebene so gelegt werden
koénnen, dass

1) alle Verbindungsstrahlen ihrer einander entsprechenden Puncte
parallel sind,

2) alle Durchschnittspuncte ihrer einander entsprechenden Seiten
in einer Geraden liegen,

& 21.

be-
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sind affine Figuren. Die unter 2) erwdhnte Gerade nennen
wir Affinitatsaxe.

Die beiden Eigenschaften affiner Figuren finden statt fir ein
«seit N und seine Projection N1 wenn die Ebene des ersten auf
die Projectionsebene herabgeschlagen ist. Danach sagen wir:

ein ebenes «seit und seine Projection sind affine
Figuren.

22. Durch das Herabschlagen der Ebene ist die Ausfiihrung
der Aufgabe: ,ein «seit zu projiciren * aus dem Raume in die
Projectionsebene versetzt, und in dieser ein ebenes Projections-
system entstanden. Da namlich die Ebene (£ der zu projicirenden
Figur und die Projectionsebene auf einander gelegt sind, so ist
die Ebene der Zeichnung zweifach, und eben so jeder ihrer Puncte
zweifach, als der einen oder als der anderen Ebene angehérend, zu
denken. Die Gerade E bleibt der Durchschnitt beider Ebenen,
die Strahlen, welche die entsprechenden Puncte aa‘, bb\ cc\
verbinden, sind die Projectionsstrahlen, welche an der beim Herab-
schlagen von (£ stattfindenden Bewegung Theil nehmen und mit
(E zugleich auf fallen. Ein solches Projectionssystem wird be-
stimmt durch:

1) die Affinitatsaxe E ,
2) die Richtung der Projectionsstrahlen und

ben durch zwei entsprechende Puncte aa‘.

Diese drei Angaben genligen, um zu jedem gegebenen «seit
der einen Ebene das entsprechende der anderen Ebene zu con-
struiren.

Sind, wie in obigem Falle, die Projectionsstrahlen normal auf
der Affinitatsaxe, und ist g= 1, so sind je zwei entsprechende
« Seite congruente Figuren (symmetrische bei ungleicher Lage gegen
die Affinitatsaxe); die Congruenz ist also ein besonderer Fall der
Affinitat.

Uebungs 1 Aufgaben. Die Projection eines Quadrats und die eines
regelmassigen «seits (6, 8seits) zu construiren.

Jedes Dreiseit abc kann orthographisch so projicirt wer-
den, dass seine Projection aVc' einem gegebenen Dreiseite
al( ahnlich wird.
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An eine seiner Seiten, etwa bc, trage man das dem abc &hnliche Drei-
seit axbc und zeichne den durch aal gehenden Kreis K, dessen Mittelpunct
auf bc liegt. K schneidet bc in den Puncten d, e, welche mit a, a, recht-
winklige Dreiseite dae, da,e bilden, deren spitze Winkel von verschiedener
Grosse sind; es sei Winkel «edt=- axed.

Wir nehmen ae als Afflnitatsaxe E, die Projectionsstrahlen parallel
mit ad (also normal auf E), tragen den Winkel aled in aed" und

nehmen u— —

ad

In dem so bestimmten Projectionssysteme ist das dem abc entsprechende
Dreiseit ab'c' das geforderte. Denn es sind zunidchst die rechtwinkligen Drei-
seite axed, aed' &hnlich wegen der gleichen Winkel bei e, daher Winkel
axde~ ad'e; ferner ist:

axd:de:de:db—adl d'e: d'c' : d'b,

also sind die Dreiseite a,de und ad'c’, axdh und ad'b’, mithin auch a,bc und
ab'cl ahnlich.

23. Es erhellt aus dem Vorhergehenden, dass die Lage
Punctes, einer Geraden und einer Ebene, so wie die Lénge einer
Strecke, die Gestalt und Grosse einer Figur aus einer Projection
eines solchen Gebildes allein nicht erkannt werden konnen. Und
eben so wenig lasst sich von zwei solchen Gebilden die gegenseitige
Lage im Kaume aus einer Projection allein nachweisen. Wir be-
schréanken uns auf die Angabe folgender Satze Uber diese Lage.

1) Ist eine Gerade G oder eine Ebene (£ normal auf 9%, so
ist der Abstand eines Punctes a von ihnen gleich dem Abstande
seiner Projection @' von G' oder von E. Denn jener Abstand ist
die Lange der von a auf G oder auf (E gefallten Normalen und
diese ist parallel mit SIA

2) Ist eine Ebene © normal auf so hat die Projection G
einer Geraden G dieselbe Lage in Bezug auf E als G zu (£; sie
liegt in ihr, ist ihr parallel oder schneidet sie (jedoch nicht unter
gleichem Winkel).

3) Ist eine Gerade G normal auf einer Ebene (£
so ist die Projection G' der Geraden normal auf dem
Schnitte E der Ebene. Denn G und die durch ihren Fuss-
punct gehende mit E parallele Gerade der Ebene schliessen einen
rechten Winkel ein, dessen einer Schenkel mit 25 parallel ist

(8. 15). Der umgekehrte Satz ist nicht richtig.
Pohlke, darstell. Geom. I. 3 Aufl. 2

& 23.
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Man beachte ferner:

ist & normal auf , also G' ein Punct, so sind ($, parallel, also
die Projectionen aller Figuren in ($ und die Figuren selbst sind congruent; und

ist @ parallel mit , ist also die Projection jeder Strecke derselben eine
gleiche Strecke, so ist 6 normal auf , also die Projection jeder Figur in (I
eine Gerade.

4) Der Winkel der Schnitte zweier auf normalen Ebenen

ist gleich dem Winkel der Ebenen; bei Ebenen, die gegen
geneigt sind, findet diese Gleichheit nicht statt.

24, Die orthographische Projection eines Raumgebildes
also ungentigend zur Darstellung desselben und zur Ausfihrung
von Constructionen. Doch findet sie Anwendung bei der Darstellung
solcher Raumgebilde, an denen die Langenausdehnungen vorherrschen
und die Héhen weniger bedeutend sind, z. B. bei Planen oder Dar-
stellungen einzelner Ortschaften und Feldmarken, beim Auftragen
von Nivellements. Um Gegenstdande dieser Art darzustellen, be-
dient man sich allgemein der orthographischen Horizontal-
Projection, indem man von der Kugelgestalt der Erde absieht
(§. 7) und eine wagerechte (horizontale) Projectionsebene annimmt,
gleichviel ob unterhalb oder oberhalb der darzustellenden Gebilde.

Diese Projectionsebene nennt man den allgemeinen Hori-
zont (auch die Vergleichungsebene) und die Operation des Projici-
rens selbst das Reduciren auf den Horizont. In diesem
Sinne sagt man: ein Winkel, eine Eigur soll auf den Horizont
reducirt werden, wenn man ihre orthographische Projection auf eine
horizontale Ebene fordert; Aufgaben, welche wir oben (88. 17, 19)
gelést haben. Soll die Lage bemerkenswerther Puncte vollstandig
bestimmt werden, so giebt man deren Hohen (8. 11) uber oder
unter dem Horizont an, indem man diese Héhen durch Zahlen
ausdriuckt, welche ihre Maasse fir eine gegebene Langen - Einheit
sind. Die Hohenzahlen (franzésisch cotes, daher: Coten)
kénnen neben die Projectionen der Puncte eingetragen oder in be-
sondere Tahellen zusammengestellt werden.

isi



Zweites Capitel.

Darstellung von Puncten und Geraden auf zwei
Projectionsebenen.

25. Da die Darstellung eines Kaumgebildes durch seine Pro-
jection auf eine Ebene allein nicht vollstandig erlangt wird, so
erganzt man sie durch eine Projection auf eine zweite Ebene.
Alsdann wird das Verhalten des Gebildes gegen die eine Ebene
ausgedrickt durch seine Projection auf die andere. Die beiden
Ebenen konnen in beliebiger Lage gegen einander sein, doch nimmt
man allgemein zwei auf einander rechtwinklige Pro-
jectionsebenen. Die darzustellenden Gebilde zeigen vorherrschend

wagerechte und lothrechte Gerade und Ebenen, deshalb nimmt man
in den Anwendungen:

die erste Projectionsebene in wagerechter Lage,
daher: wagerechte, horizontale Projectionsebene,
die zweite Projectionsebene in lothrechter Lage,

daher: lothrechte, verticale Projectionsebene.
Wir nennen:

erste Projection (Horizontal-Projection) eines Raumgebildes

seine Projection in i,

zweite Projection (Vertical-Projection) desselben seine Pro-

jection in ,

Projectionsaxe, schlechtweg Axe (Grundschnitt), die
Durchschnittslinie beider Ebenen.

Wir bezeichnen die Axe durch A, die erste Projection eines
Punctes a durch a‘, seine zweite Projection durch a“. Die Axe
ist in V . der Schnitt von und in der Schnitt von V -

Fur die Theorie ist die Lage der Projectionsebenen im Raume gleich-
giltig; die Ergebnisse der anzustellenden Betrachtungen so wie die Ausfiihrung
der Constructionen sind von jener besonderen Lage unabhéangig.
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26. 27. 26. 20

26. Beide Projectionsebenen werden unendlich gedacht: jede
derselben wird durch die Axe in zwei Halften getheilt, tyi in eine

vordere Halfte und in eine hintere in eine obere W
und in eine untere Der unendliche Raum wird durch beide
Ebenen in vier Raumtheile zerlegt, wir nennen:

ersten Raumtheil den von SPf und begrenzten,
zweiten den von VJ und dritten den von ty* und
vierten den von und ™ begrenzten.

In den Anwendungen wahlt man beide Projectionsebenen so,

dass die darzustellenden Gebilde sich im ersten Raumtheile befinden.
Jeder Raumtheil ist ein (rechter) Flachenwinkel; wir nennen:
erste Halbirehene Api die Ebene, welche die Winkel des ersten und
dritten Raumtheils halbirt,
zweite Halbirehene die Ebene, welche die Winkel des zweiten
und vierten Raumtheils halbirt.

27. Die beiden Projectionen eines Gebildes werden in den
Anwendungen oft in verschiedenen Ebenen ausgefiihrt; fiir theore-
tische Untersuchungen ist es vortheilhaft, sie in einer Ebene ver-
einigt zu haben. Man denkt deshalb 982 um die Axe gedreht und
auf herabgeschlagen, und zwar so, dass auf auf

fallt (oder SPi in gleicher Weise auf Sp2 herabgeschlagen).

Darstellende Geometrie im engeren Sinne ist dieses Ver-
fahren: ein Raumgebilde durch orthographische Pro-
jectionen auf zwei sich rechtwinklig schneidende
Ebenen darzustellen, von denen die eine auf die
andere herabgeschlagen wird.

Die Ebene jeder Zeichnung der darstellenden Geometrie ist
also zweifach aufzufassen, d. h. als zwei auf einander liegende
Ebenen, die man im Geiste in ihre urspringliche Lage zu versetzen
hat. (Doch entsteht durch dieses Zusammenfallen beider Pro-
jectionsebenen im Allgemeinen kein ebenes Projectionssystem wie
in 8§ 22). Der Durchschnitt beider Ebenen, die Axe A, wird
stets angegeben, und zwar unter rechtem Winkel gegen die Rich-
tung (von oben nach unten), durch welche man in Zeichnungen
lothrechte Gerade ausdrickt.g

28. Bei der Annahme der SBRi in wagerechter und der SJ)2
in lothrechter Lage haben die Winkel, welche die Projectionsebenen
mit den an den Gebilden vorkommenden lothrechten und wagerechten
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Geraden und Ebenen einschliessen, die einfachen Werthe 0 und

welche ein leichtes Erkennen der Gebilde aus ihren Projectionen
und einfache Losungen der Uber sie gestellten Aufgaben bewirken.
Bei den nicht wagerechten und lothrechten Geraden und Ebenen
haben jene Winkel beliebige Werthe, die Ldsung der Aufgaben
wird jedoch stets vereinfacht, wenn die Winkel auf die einfachen
Werthe gebracht werden konnen. Diess wird erlangt durch Ein-
fihrung von Projectionsebenen, die eine andere Lage als die beiden
ersten haben, oder durch Veranderung der Lage einer, auch beider
ersten. Ueber die Wahl dieser Ebenen lasst sich keine feste Regel
geben ausser dieser:
jede neue Projectionsebene wird normal auf einer
der vorhergehenden genommen.

Wir nennen dieselben dritte, vierte, ... Projections-
ebene V *,... und bezeichnen die Projection eines Punctes
a in denselben durch a“\ C Die Durchschnittslinie von

mit (oder mit V .) nennen wir die zweite Axe und

bezeichnen sie durch A 2, und so fort. Wir denken 3um A2
gedreht, bis sie mit S1J (oder mit SR2) zusammenfallt. Aehnlich
verfahrt man bei Annahme einer vierten Projectionsebene.

Die dritte Projectionsebene wird haufig normal auf den
beiden ersten V i, angenommen.

Darstellung des Punctes.

29. Durch einen Punct a des Raumes denken wir zwei Pro-
jectionsstrahlen aa’ normal auf i, aa*® normal auf *%52. Die
Strecke aal seine Hohe Uber ~)i, nennen wir seine erste Hdhe
(Horizontal-Distanz), die Strecke aa“ seine zweite Hoéhe (Verti-
cal- Distanz).

Die Ebene der beiden Projectionsstrahlen oder die projicirende
Ebene des Punctes ist normal auf und auf ~J2, also auf A;
sie schneidet A in einem Puncte, den wir durch a° bezeichnen,

in einer Geraden a'a®, *>2 in einer Geraden a“a®; beide
Gerade sind normal auf A. Die Strecke a'a® nennen wir die erste
Ordinate des Punctes, die Strecke a“a’ seine zweite Ordinate.

Die Figur aa‘a*a“ ist ein Rechteck, daraus folgt
a“a°—aa’, d. h. die zweite Ordinate eines Punctes ist gleich seiner

ersten Hohe, und
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a'a®= aa“, d. h. die erste Ordinate eines Punctes ist gleich seiner
zweiten Hohe.

Fi«. 7 30. Beim Herabschlagen von 2 auf fallen beide Ordi-
naten der Richtung nach in einander, denn beide gehen durch den-
selben Punct a° und sind normal auf A, also:

die Gerade, welche (in der Zeichnung) beide Projectio-
nen eines Punctes verbindet, schneidet die Axe un-
ter rechtem Winkel; und umgekehrt:

irgend zwei Puncte einer Geraden, welche (in der
Zeichnung) die Axe rechtwinklig schneidet, sind die
Projectionen eines Punctes im Raume.

Denn denkt man mit a“ zurickgeschlagen (8. 19), so be-
stimmen die Geraden a'a°, a"au die auf A in a° normale Ebene;
fihrt man durch a' und durch a“ je einen Projectionsstrahl normal
auf und auf so liegen diese in jener Ebene und schneiden
sich im Puncte a. Hieraus folgt:

ein Punct ist durch zwei Projectionen bestimmt.

31. Lagen eines Punctes. Je nachdem ein Punct a ober-
halb, in, unterhalb ~ i liegt, ist seine erste Hohe aa', also seine
zweite Ordinate a“a® positiv (oberhalb A), Null, negativ. Je
nachdem ein Punct vor, in, hinter ™2 liegt, ist seine zweite Hohe
aa", also seine erste Ordinate a‘a® positiv (vor A), Null, negativ.
Sind auf einander gelegt, so sind die positiven Rich-
tungen (eben so die negativen) beider Ordinaten in der Zeichnung
einander entgegengesetzt.

Aus der Verbindung der drei ersten Lagen mit den drei
anderen ergeben sich neun Lagen eines Punctes in Bezug auf zwei
Projectionsebenen, namlich

in der Axe: eine Lage,
in der einen Halfte einer Projectionsebene: vier Lagen,
in je einem Raumtheile: vier Lagen.

Jeder Punct a einer der beiden Halbirebenen (8. 26) ist in gleichem
Abstande von hat also zwei gleiche Ordinaten; daher:

liegt a in £ i, so liegen seine Projectionen symmetrisch gegen A , und
liegt a in £2, so fallen seine Projectionen (in der Zeichnung) in einander.
Umgekehrt: jeder Punct, dessen Projectionen in einander liegep, ist ein
Punct von Jpz.

Uebungs-Aufgabe. Die dreizehn Lagen eines Punctes durch Zeichnungen
darzustellen.
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32. Haupt-Aufgabe. Die dritte Projection eines
Punctes zu construiren; d. h. ein Punct a ist gegeben durch
seine Projectionen a‘' in SRi, a" in 'V * eine dieser Ebenen soll
beibebalten werden, etwa V i, an die Stelle der anderen, V j, eine

dritte, gesetzt und in dieser die Projection a'* bestimmt werden.

Die fur zwei Projectionen eines Punctes aufgestellten Gesetze
gelten fur i und 3, weil 3 normal auf Vi ist; wird also
Sp3 auf herabgeschlagen, so schneiden sich die Gerade a'a™

und die neue Axe A 2 unter rechtem Winkel; wir bezeichnen ihren
Durchschnitt mit al. Da die dritte Hohe des Punctes eine andere
ist als die zweite, so &andert sich die erste Ordinate des Punctes.
Die dritte Ordinate a™a"™ muss der ersten Hohe gleich werden,
welche durch die ihr gleiche zweite Ordinate bekannt ist. Daher
die allgemeine Ldsung der Aufgabe:

man ziehe durch die beizubehaltende Projection des

Punctes die Normale auf die neue Axe und nehme

die dritte Ordinate gleich der wegfallenden.

Nicht zu Ubersehen ist, dass die dritte Ordinate gleich der wegfallenden
positiv, Null, negativ sein muss; die Richtung der positiven dritten Ordinate
wird der der positiven in der bleibenden Projectionsebene in Bezug auf A»
entgegengesetzt, es musste denn die Deutlichkeit der Zeichnung durch gleiche
Richtung der positiven Ordinaten gewinnen.

Beispiele. 1) 3 sei parallel mit 1, und es sei p der Abstand fip «
beider Ebenen; oder SRi habe sich parallel mit ihrer ersten Lage bewegt.
A 2 muss parallel mit A im Abstande” von ihr sein; a“ bleibt, die Gerade
a“a’™™ fallt mit a'a“ zusammen, und die zweite Ordinate wird um p (alge-
braisch) vermindert.

2) sei normal auf und auf ™ 2, oder ~>2 mache eine Viertel-Fig9
Drehung um eine auf A normale Gerade Xy. A 2 wird normal auf A; a'
bleibt; die erste Ordinate andert Richtung und Lé&nge.

3) sei auf einer der ersten Ebenen, etwa auf 2, normal und gegen Fig. 1o0.
die andere, also gegen ~ 1, geneigt, oder es mache 1 eine Drehung von
beliebigem Winkel 8 um eine auf A normale Gerade Xy. A 2 schneidet A
unter dem Winkel 8 ; a“ andert sich nicht, aber die zweite Ordinate andert
Richtung und Lé&nge.

Man kann in beiden letzten Fallen die Herleitung des Punctes a‘'“ aus
der wegfallenden Projection zeigen, wenn man im Durchschnitt X der beiden
Axen Normalen Xy auf A, Xz auf A 2 errichtet, durch die wegfallende Pro-
jection {a“ in Fig. 9, n' in Fig. 10) die Parallele mit A zieht, welche Xy in
y schneidet, mit X als Mittelpunct und der Strecke Xy als Halbmesser einen
Kreisbogen schléagt, welcher Xz in z schneidet, und durch z die Parallele mit
A 2 bis zum Puncte a"' zieht.
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33. Aufgabe. Den Abstand zweier Puncte zu messen.

Man fihre durch beide Puncte a, b eine V», so ist der ge-
forderte Abstand die Strecke a"'b A 2 wird durch die gleich-
namigen Projectionen beider Puncte gefiihrt (durch a’b\ wenn
normal auf SPj, oder durch a“b“, wenn normal auf V , ge-
nommen wird).

Das rechtwinklige Dreieck, dessen eine Kathete der Abstand der
gleichnamigen Projectionen der Puncte, also a'b’ oder a“b"“, dessen
zweite Kathete der (algebraische) Unterschied der gleichnamigen
Hoéhen der Puncte, also + (a°a“— b°b“) oder + (a°a'— b°b"),
ist, liefert in seiner Hypotenuse ebenfalls den geforderten Abstand.

Darstellung der Geraden.

34. Durch eine Gerade G des Raumes denken wir zwei pro-
jicirende Ebenen, die erste GG' normal auf SPi, die zweite GG“
normal auf V *; die Schnitte derselben sind die Projectionen
G\ G“ der Geraden.

Soll eine Gerade durch zwei gegebene Puncte gehen, so gehen
ihre Projectionen durch die gleichnamigen Projectionen der Puncte.

Lagen einer Geraden, a) Ist eine Gerade parallel mit
beiden Projectionsebenen, so sind ihre beiden Projectionen
parallel mit A, denn die projicirenden Ebenen sind parallel: GG*
mit SP2, GG* mit SPi. Sie liegt ins Besondere

in der Axe: eine Lage,
in der einen Hélfte einer Projectionsebene: vier Lagen,
in dem einen Raumtheile: vier Lagen.

Liegt sie in Jpi, so sind beide Projectionen in gleichem Abstande von
A, liegt sie in Jp 2, so fallen (in der Zeichnung) beide Projectionen in einander.

Umgekehrt: zwei mit A parallele Gerade kénnen zwei Projectionen einer
Geraden sein.8

35. D) Ist eine Gerade parallel mit einer Projections-
ebene und geneigt gegen die andere, so ist ihre Projection
in dieser parallel mit A, in jener geneigt gegen A. Ist z. B. G
parallel mit *Pi, geneigt gegen Sp2, so ist GG" parallel mit
Vi, also G“ parallel mit A, und GG' ist geneigt gegen Sp2,
also G‘ geneigt gegen A.
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Wir nennen ersten, zweiten Durchgang einer Geraden
ihre Durchschnitte mit und bezeichnen sie ch, d2. Die
erste Héhe von di und die zweite Hohe von di sind Null, daher
liegen d", d\ in A.

Besondere Lagen der Geraden sind:

in einer Projectionsebene selbst: zwei Lagen
(ihre Projection in der andern fallt in A),
parallel mit Si: zwei Lagen
(sie hat nur einen zweiten Durchgang),
parallel mit zwei Lagen
(sie hat nur einen ersten Durchgang).

Umgekehrt: eine mit A parallele und eine gegen A geneigte (doch
nicht normale) Gerade kénnen zwei Projectionen einer Geraden sein.

Ist die Gerade normal auf der einen Projectionsebene, so ist
ihre Projection in dieser ein Punct, in der anderen eine Normale
auf A ; denn diese andere und die projicirende Ebene, also auch
der Durchschnitt beider d. h. die Projection der Geraden, sind
auf jener normal. Auch fur diesen Fall finden die angegebenen
sechs Lagen statt.

Umgekehrt: ist die eine Projection einer Geraden normal auf A , so kann
die andere ein (in der Zeichnung) in derselben liegender Punct sein, sie darf
weder parallel mit A noch geneigt gegen A sein.8

36. C) Ist eine Gerade geneigt gegen beide Projec-
tionsebenen, so sind ihre beiden Projectionen geneigt gegen A.
Sie hat zwei Durchgédnge und ins Besondere vier Lagen je nach
den vier Raumtheilen, in denen die von den Durchgéangen begrenzte
Strecke der Geraden liegt. Diese Strecke wird Null, wenn beide
Durchgénge in einander fallen, d. h. wenn die Gerade und A sich
schneiden; diess giebt zwei neue Lagen.

Liegt die Gerade zugleich in i, so liegen ihre beiden Projectionen
symmetrisch gegen A . und liegt sie in Sp2, so fallen beide Projectionen in
einander.

Umgekehrt: zwei gegen die Axe (doch nicht unter rechtem Winkel)
geneigte Gerade kénnen zwei Projectionen einer Geraden sein.

Liegt die Gerade in einer auf A normalen Ebene, so fallen
mit dieser ihre beiden projicirenden Ebenen in einander; daher sind
beide Projectionen normal auf A und fallen (in der Zeichnung) in
einander. Auch in diesem Falle finden obige sechs (oder acht)
Lagen statt.
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Umgekehrt: ist die eine Projection einer Geraden normal auf A, so ist
es auch die andere, und fallt (in der Zeichnung) mit ihr zusammen. Zwei auf
A normale aber (in der Zeichnung) nicht zusammenfallende Gerade, ebenso
eine auf A normale und eine mit ihr parallele oder gegen sie geneigte Gerade
kénnen nicht Projectionen einer Geraden sein.

Uebung8 - Aufgabe. Die 41 Lagen einer Geraden durch Zeichnung
darzustellen.

37. Durch zwei Projectionen G\ G" ist im Allgemeinen
eine Gerade bestimmt; denn denkt man G* mit V . in den Raum
zuriickgeschlagen, und errichtet durch G', G“ die projicirenden
Ebenen normal auf SPi, so schneiden sich diese Ebenen in
G. Sind jedoch beide Projectionen normal auf A, so fallen beide
projicirende Ebenen in einander; also streng genommen:

durch drei Projectionen, von denen keine zwei in parallelen
Ebenen, ist eine Gerade bestimmt.

Durch zwei Projectionen zweier ihrer Puncte ist
eine Gerade bestimmt.

In den Anwendungen kommen nur Strecken vor; eine solche
ist also durch die Projectionen ihrer Endpuncte bestimmt.

Aufgabe. Die dritte Projection einer Geraden zu construiren,
die durch ihre Projectionen auf zwei Ebenen gegeben ist, oder
durch die Projectionen zweier ihrer Puncte, wenn sie in einer auf
A normalen Ebene liegt.

Man construire die dritten Projectionen zweier ihrer Puncte
(8. 32), und fuhre durch sie die der Geraden.

Aufgabe. Die Durchgange einer Geraden zu construiren.

Der Durchschnitt von A mit G" ist d\ und der von A mit
G' ist d2; die Geraden dxd", d2d\ missen normal auf A sein.
Liegt G in einer auf A normalen Ebene, so lése man die Aufgabe
in einer V ., welche man durch die Gerade selbst fuhren kann.

Uebungs - Aufgabe. Aus den gegebenen Durchgangen di, d2 einer
Geraden ihre Projectionen zu construiren.8

38. Aufgabe. Die beiden Neigungswinkel einer Geraden zu
messen.

Es seien yl, y2 ihre Winkel mit SPi, sp*. Nimmt man die
erste projicirende Ebene der Geraden als so dass A 2 mit G
zusammenfallt, so schliesst G'* mit G* den Winkel y, ein; ahnlich
verfahre man fur yx Nimmt man die von beiden Durchgéngen
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di, di der Geraden begrenzte Strecke als Einheit, so ist:

malen Ebene.
Aufgabe. Die Projectionen einer Geraden zu construiren,
deren beide Neigungswinkel gegeben sind.

nehme eine beliebige Strecke als Einheit, construire cosyn sinyp
cosya, siny2 und setze aus ihnen das Trapez d1d'1d9di der
vorigen Aufgabe zusammen.

Beachtet man, 1) dass die Einheit beliebig genommen ist und
2) dass jede der parallelen Seiten des Trapezes positiv oder negativ
sein kann, so sieht man, dass es vier Schaaren von parallelen
Geraden giebt, welche die Aufgabe lésen, indem die Strecke di d2
eine verschiedene Lange und in jedem der zwei Paare von Scheitel-
Raumtheilen zwei verschiedene Lagen erhalten kann.

Ist yj — ya und werden dxd'x, d™dz zugleich positiv oder negativ (§. 31)
genommen, so sind beide Projectionen einander parallel und die Gerade ist
parallel mit ~ 2; wird eine jener Strecken positiv, die andere negativ ge-
nommen, so schliessen beide Projectionen mit A gleiche, aber auf entgegen-
gesetzten Seiten liegende Winkel ein, und die Gerade ist parallel mit Sj:

(8= 26).

39. Sind yi,yiw$ die Neigungswinkel einer Geraden gegen
drei Projectionsebenen, von denen jede normal auf beiden anderen
ist, so ist:

Es seien dIx dt die Durchgange der Geraden; man fihre diesig, u.
also A2, durch di und construire die dritte Projection der
Geraden. Dieselbe zeigt, dass:

woraus obige Gleichungen folgen.
Von den drei Winkeln y,, y,, ys kann demnach irgend einer einen

beliebigen Werth y zwischen 0 und ein zweiter einen beliebigen Werth

u
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zwischen 0 und ~”™ — y~ erhalten. Der dritte ist alsdann bestimmt und

wird durch Construction, oder durch Rechnung mit Hilfe einer der beiden
Gleichungen, erhalten.

40. Haupt - Aufgabe. Eine Projectionsebene zu
wahlen, die auf einer gegebenen Geraden normal ist.

Die Gerade sei durch die Projectionen zweier ihrer Puncte
a, b gegeben; wir nehmen an, sie sei weder parallel mit einer
Projectionsebene, noch normal auf ihr. Man nehme eine
parallel mit der einen projicirenden Ebene der Geraden, etwa der
ersten, also Ai parallel mit a'b’; es kann auch die projicirende
Ebene selbst als SJJ3 genommen werden, so dass a'b’ als A* gilt.
Nachdem au,b'“ construirt worden (8. 37), nehme man eine
normal auf V* und so, dass A3 normal auf a“b“' ist; SI4 ist
die geforderte Ebene. Leitet man a"“bn“ aus a“'b“\ a'b’ ab, so
ist a““b“" ein Punct.

Punct und Gerade.
41. Liegt ein Punct in einer Geraden, so liegen seine Pro-
jectionen in den gleichnamigen Projectionen der Geraden, d. h. seine

erste Projection in der ersten Projection der Geraden, und so fort.

Umgekehrt: liegen zwei (streng genommen drei) Projectionen eines
Punctes in den gleichnamigen Projectionen einer Geraden, so liegt auch der
Punct in der Geraden; zwei Projectionen genligen nicht, wenn die Gerade in
einer auf A normalen Ebene liegt.

Aufgabe. Die in Jpi und (8. 26) liegenden Puncte einer Geraden
zu bestimmen.

Da die Puncte der <Bi in der Zeichnung symmetrisch gegen A liegen,
so schneidet eine Gerade, welche mit der einen Projection der Geraden sym-
metrisch gegen A liegt, deren andere in der Projection des in i liegenden
Punctes. Beide Projectionen der Geraden schneiden sich in einem Puncte, in
welchem beide des in j£»2 liegenden Punctes zusammenfallen. Liegt die Gerade
in einer auf A normalen Ebene, so wende man eine ~>3 an.

Aufgabe. Auf eine Gerade eine Strecke von gegebener Lange von einem
in ihr gegebenen Puncte aus abzutragen.

Man nehme die eine projicirende Ebene der Geraden als an und lése
in ihr die Aufgabe.

Die ersten Projectionen von Strecken einer Geraden verhalten
sich wie ihre zweiten (und wie ihre dritten) Projectionen.

Denn sind ab, bc zwei solche Strecken, so ist (8. 13):
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Liegen daher in einer auf A normalen Geraden die beiden
Projectionen dreier Puncte a, 5, ¢, ist & = ﬂ? un(”™ folgen so-

wohl a\ b\c, als a', b*,c* in gleicher Ordnung auf einander,
so liegen die drei Puncte a, b, C in einer Geraden.

42. Liegt ein Punct ausserhalb einer Geraden, so
mindestens die eine seiner (drei) Projectionen ausserhalb der gleich-
namigen Projection der Geraden.

Aufgabe. Den Abstand eines Punctes von einer Geraden zu
messen.

Ist die Gerade normal auf einer Projectionsebene, so projicirt
sich der geforderte Abstand auf diese Ebene in wahrer Lange
(8. 23. 1). — Ist die Gerade nicht normal auf einer Projections-
ebene, so wahle man eine 3, nothigen Falls eine fur welche
diese Lage stattfindet (8. 40).

Aufgabe. Von einem gegebenen Puncte die Normale auf eine
gegebene Gerade zu fallen.

Die Aufgabe ist die vorige, nur fordert man von der Normalen
nicht die Lange, sondern die Projectionen auf i, 2

liegt

Es sei fiir beide Aufgaben ab die Gerade, m der Punct. Man Fig.i6

nehme a'b’ als A 2 und construire a“'‘b“\ m'“; sodann A 3 normal
auf a“b"“ und construire a““b m ““. (Da a'b' in A2 liegt, so
wird a““b““ ein Punct in A3). Nun ist die vierte Projection der
Normalen mn die Gerade, welche durch m““ und a““bu“ geht;
die dritte Projection m‘“nu\ parallel mit A3, schneidet a'“b in
n“\ d. h. in der Projection des Fusspunctes der Normalen auf ab.
Aus n*“’ leite man n‘ und N“ aus N‘ ab; die Geraden mV, m“n“
sind die Projectionen der geforderten Normalen.

Bei der ersten Aufgabe ist das Zeichnen der Geraden mn‘, m“n",
bei der zweiten dagegen die Annahme der * unndéthig.

Zwei Gerade.

43. Dieselben liegen entweder in einer Ebene oder nicht.

Ist die Ebene zweier Geraden normal auf einer Projections-
ebene, so ist sie die projicirende Ebene jeder der beiden Geraden
far diese Projectionsebene, und die Projectionen beider Geraden
fallen in dieser Ebene in einander.

Ist die Ebene der Geraden normal auf zwei Projectionsebenen,
so fallen beide gleichnamigen Projectionen der Geraden in einander
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und sind normal auf A, also fallen in der Zeichnung die vier Pro-
jectionen in einander.

Die Ebene zweier Geraden kann nicht normal sein auf drei
Projectionsebenen (von denen keine zwei parallel sind), daher kénnen
die gleichnamigen Projectionen zweier Geraden nicht in drei Pro-
jectionsebenen in einander fallen.

44. Sind zwei Gerade parallel, und ist ihre Ebene nicht
normal auf einer Projectionsebene, so sind ihre gleichnamigen Pro-
jectionen parallele Gerade.

Umgekehrt: sind zwei, streng genommen drei. gleichnamige Projectionen
zweier Geraden parallel, so sind es auch die Geraden; die dritten Projectionen
sind nothwendig, wenn jede Gerade in einer auf A normalen Ebene liegt.

Aufgabe. Durch einen gegebenen Punct die Parallele mit
einer gegebenen Geraden zu fihren.

Die Losung ist nur fir den Fall zu erwdhnen, dass die gege-
bene Gerade in einer auf A normalen Ebene liegt, also durch zwei
Puncte «, b gegeben sein muss. Alsdann ist die geforderte Gerade,
die durch den Punct m gehen soll, durch ihre Projectionen nicht
bestimmt; man erhélt einen zweiten Punct n derselben, wenn man
m'n'—a’'bl m“n“—a‘'bn nimmt und den gleichen Strecken gleiche
Richtungen giebt (88. 13, 41).

Aufgabe. Den Abstand zweier parallelen Geraden zu messen.

Man nehme in der einen Geraden irgend einen Punct; dessen
Abstand von der zweiten Geraden (8. 42) ist der geforderte.

Schneiden sich zwei Gerade, und ist ihre Ebene nicht nor-
mal auf einer Projectionsebene, so schneiden sich ihre gleichnamigen
Projectionen; die Gerade, welche in der Zeichnung die Durch-
schnittspuncte der zwei gleichnamigen Projectionen verbindet, ist

normal auf der Axe.

Fig.i6a. Uebungs-Aufgabe. Den Durchschnitt zweier Geraden Eb, cd zu construiren,

welche in einer auf A normalen Ebene liegen. (Vergl. die Figur).

Umgekehrt: schneiden sich zwei, streng genommen drei, gleichnamige
Projectionen zweier Geraden, und ist die Gerade, welche die Durchschnitte
von zwei gleichnamigen Projectionen verbindet, normal auf der entsprechenden
Axe, so schneiden sich die Geraden; die dritten Projectionen sind nothwendig,
wenn eine der beiden Geraden in einer auf A normalen Ebene liegt.8

45. Zwei Gerade, welche nicht in einer Ebene liegen, also
zwei Gerade im Raume, nennen wir windschiefe Gerade, und
ihren Winkel den, welchen die eine mit der durch irgend einen
ihrer Puncte parallel zur anderen gefihrten Geraden einschliesst.
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Sind die gleichnamigen projicirenden Ebenen zweier windschiefen
Geraden parallel, so sind die Projeclionen derselben in der ent-
sprechenden Projectionsebene parallel. Sind die projicirenden Ebenen
normal auf A, so sind die beiden gleichnamigen Projectionen der
Geraden parallel und normal auf A. Drei gleichnamige Projectionen
zweier windschiefen Geraden konnen nicht parallel sein.

Sind keine zwei gleichnamige projicirende Ebenen zweier wind-
schiefen Geraden parallel, so sind deren gleichnamige Projectionen
zwei sich schneidende Gerade. Die Gerade, welche die Durchschnitts-
puncte ihrer gleichnamigen Projectionen verbindet, ist im Allge-
meinen nicht normal auf der Axe; sie ist es, wenn eine der beiden
Geraden in einer auf der Axe normalen Ebene liegt.

46. Aufgabe. Den Abstand zweier windschiefen Geraden
ZU messen.

Eine dritte Gerade, welche auf beiden gegebenen G, Gi normal
ist, wird von ihnen in zwei Puncten m, n geschnitten; die Strecke
mn ist der geforderte Abstand. Ist die eine gegebene Gerade G
normal auf einer Projectionsebene, etwa auf SPi, so ist mn parallel Hg. 17.
mit derselben Projectionsebene, also m'n'—mn und mM'n‘ normal
auf G'1 (8§.15). Da Punct m' auf G' fallt, so ergiebt sich der
geforderte Abstand in der Lange der von m' auf G\ gefallten

Normalen. Ist keine der beiden Geraden normal auf einer der
ersten Projectionsebenen, so nehme man eine s, nothigen Falls
eine auf welcher eine der beiden Geraden normal ist (8. 40),

und lése in dieser die Aufgabe.
Aufgabe. Auf zwei windschiefe Gerade die gemeinschaftliche
Normale zu fallen.
Die Aufgabe ist die vorige, nur fordert man nicht die Lange
der Strecke »m, sondern die Projectionen der Geraden mn. Ist G
auf einer Projectionsebene, etwa auf ~ i, normal, so ist m'n'Fig. n.
normal auf G\, m“n“ parallel mit A; man erhalt m“n", wenn
man Nn“ aus n‘ herleitet und durch n* die Gerade m“n" parallel
mit A zieht. Man wende eine oder an, wenn keine der

gegebenen Geraden normal auf SPi oder auf V * ist.
Uebungs-Aufgaben. 1) Zwei windschiefe Gerade sind gegeben; man fordert

in der einen derselben einen Punct in gegebenem Abstand von der anderen.
2) Den Abstand der beiden Projectionen einer Geraden zu messen.



Drittes Capitel.

Darstellung von Ebenen auf zwei Projectionsebenen.

47. Die Linie wurde als eine stetige Folge von Punct
gedacht (8. 8); jeder dieser Puncte ist durch zwei Projectionen
bestimmt, und die stetige Folge der innerhalb der Grenzen der
Zeichnung liegenden gleichnamigen Projectionen dieser Puncte bildet
zwei Linien als Projectionen der gegebenen Linie.

Die Flache wurde als eine stetige Folge von Linien gedacht
(8. 9); jede dieser Linien ist im Allgemeinen durch zwei Pro-
jectionen bestimmt, aber die stetige Folge der gleichnamigen Pro-
jectionen dieser Linien wirde die Projectionsebene ganz oder zum
Theil so bedecken, dass dieselben nicht von einander zu unter-
scheiden waren. Es ist deshalb fur die Flachen eine andere Art
der Darstellung zu wahlen, welche hinreicht, um jeden Punct und
jede Linie der Flache, ins Besondere ihre Erzeugende in jeder Lage
construiren zu kénnen.

Als Erzeugende einer Flache nimmt man die einfachste in Un-
denkbare Linie, welche ihren Character ausspricht. Nach der
Erklarung der Ebene ist diese eine Flache, mit welcher jede durch
irgend zwei ihrer Puncte gefihrte Gerade ganz zusammenféllt, d. h.
die Erzeugende einer Ebene ist eine Gerade.

Die Lage einer Ebene im Raume ist bestimmt durch drei
nicht in einer Geraden liegende Puncte, oder was dasselbe ist:

1) durch einen Punct und eine nicht durch denselben gehende

Gerade,

2) durch zwei parallele Gerade,

3) durch zwei sich schneidende Gerade.

Die Darstellung der in einer dieser Bedingungen angegebenen
bestimmenden Stiicke, und Bezeichnung derselben als zu einer Ebene



3 .

gehdérend gentigt, um die Lage der Ebene festzustellen und alle
auf sie bezlglichen Aufgaben zu ldsen. In den Anwendungen
hat man immer begrenzte Ebenen; die Theorie betrachtet sie, wie
alle Gebilde, in ihrer Gesammtheit, d. h. sie betrachtet die Ebene
in ihrer unendlichen Ausdehnung. Wir beginnen mit dieser allge-
meinen Auffassung.

Eine Ebene (E kann nicht mit beiden Projectionsebenen zu-
gleich parallel sein, sie hat wenigstens mit einer, im Allgemeinen
mit jeder derselben, eine Gerade gemein, welche wir ihren Schnitt

nannten (8. 14). Wir nennen ersten, zweiten, ... Schnitt
einer Ebene ihren Schnitt in sPi, ... und bezeichnen ihn durch
X¥i, E2, .... Die Schnitte einer Ebene konnen als ihre bestimmen-

den Sticke genommen werden; zwei derselben genigen zu ihrer
Darstellung.

48. Lagen einer Ebene, a) Geht eine Ebene (£ durch die
Projectionsaxe, so fallen ihre beiden Schnitte Ei, E2 und A in
einander. Zur Bestimmung der Ebene muss mindestens noch einer
ihrer Puncte e durch seine Projectionen gegeben sein.

Die Ebene kann ins Besondere mit oder mit V 2 zusam-
menfallen; im Allgemeinen liegt sie

entweder im ersten und dritten Raumtheile

oder im zweiten und vierten Raumtheile (§8. 26);

sie kann auch mit £*i oder mit £>2 zusammenfallen.

b) Ist eine Ebene (E parallel mit der Projectionsaxe, so sind
E i, E 2 parallel mit A, also auch unter sich.

Ist die Ebene parallel mit einer Projectionsebene, so ist sie
normal auf der anderen; in jener hat sie keinen Schnitt, in dieser
ist ihr Schnitt parallel mit A. Ausser demselben muss ein
Punct e der Ebene gegeben sein, dessen Projection in letzterer
Projectionsebene in den Schnitt fallt. (Meist wird e nicht an-
gegeben.)

Ist die Ebene parallel mit keiner Projectionsebene, so ist sie
durch ihre beiden Schnitte, also durch zwei parallele Gerade, be-
stimmt. Der durch die Schnitte begrenzte Streifen der Ebene
kann in einem jeden der vier Raumtheile liegen.

Sind Ei, Ei in gleichem Abstande von A, so ist die Ebene mit einer der
beiden Halbirebenen parallel, also normal auf der anderen; ist sie parallel mit

Jpi, also normal auf$ 2, so fallen (in der Zeichnung) Ei, Ei in einander.
Pohilke, darstell. Ueora. I. 3. Aufl. 3

48.
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Fig. 20.

Fig. 21

Fig. 18.

Fig. 19.

C) Schneidet eine Ebene (£ die Projectionsaxe, so gehen durch
den Durchschnitt sowohl Ei als Et; wir bezeichnen jenen Punct
durch e°. Die Schnitte, d. h. zwei sich schneidende Gerade, be-
stimmen die Lage der Ebene.

Ist die Ebene normal auf einer Projectionsebene, so ist ihr
Schnitt in der anderen normal auf A als Durchschnittslinie von (£
mit dieser anderen, d. h. von zwei auf jener normalen Ebenen.

Ist die Ebene normal auf beiden Projectionsebenen, so sind
Ei, Ei normal auf A und fallen (in der Zeichnung) in einander,
da beide durch e° gehen.

Ist die Ebene geneigt gegen beide Projectionsebenen, so sind
Ei, Ei geneigt gegen A. Dabei ist zu unterscheiden, oh die von
AL,Ei und von A, E3 eingeschlossenen spitzen Winkel anstossende
sind oder nicht; sind beide Winkel gleich, so liegen im ersten Falle
die Schnitte symmetrisch gegen A, im zweiten fallen sie (in der

Zeichnung) in einander.
Uebungs - Aufgabe. Die 25 Lagen einer Ebene durch Zeichnung dar-
zustellen.9

49. Haupt-Aufgabe. Den dritten Schnitt einer
Ebene zu construiren; d. h. eine Ebene (£ ist wie oben unter
a) b) c) gegeben, man soll ihren Schnitt E 3 in einer gegebenen

construiren.

E s geht durch die dritten Durchgange zweier in (£ liegenden
Geraden. Der Schnitt in der beizubehaltenden Projectionsebene
liefert in seinem Durchschnitte mit A 2 den einen, den wir mit €'l
bezeichnen, der andere sei der Durchgang d3 der durch e gehenden
mit A parallelen Geraden G oder des ausfallenden Schnittes;

e2cl3 ist E3

Beispiele. 1) 6 habe die Lage a), >3 sei normal auf «32. Da H in
A liegt, so ist e3 der Durchschnitt von A, A2 G“ geht durch € parallel
mit A und d3 liegt in A, ; man nehme dBdB—e‘e°.

2) (S in der Lage b) sei parallel mit S$2, und normal auf Die
Ebenen 6 werden von in zwei parallelen Geraden A2, E Bgeschnitten,
deren Abstand gleich dem von A, E, ist.

3) 6 habe die Lage c), $>3 sei parallel mit Der Durchschnitt von

A2E2 ist ea. Sowohl die Axen A, A2 sind mit einander parallel, als auch
die Schnitte E,, Ei; man ziehe also Ez parallel mit E, durch e2.

4) 6 habe die Lage C), ~>3 sei normal auf $>,. Der Durchschnitt von
A2 E, ist e2. Die Ebenen schneiden sich in einer Geraden, deren
erste Projection der Durchschnitt da von A, A@, deren zweite normal auf A,
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die dritte normal auf A2 ist; in dieser Geraden liegt d3. Man errichte also
in d3 Normalen auf A, A2, von denen die erste sich mit i?2 in d3 schneidet,
und trage auf die zweite die Strecke d3ds in d3d3. (Die Herleitung des
Punctes kann man in der Zeichnung durch den Bogen dsds angeben).

50. Wir nennen ersten, zweiten Neigungswinkel
einer Ebene © die von ihr mit tyi , Sb 2 eingeschlossenen Winkel
und bezeichnen sie durch si, £2

Aufgabe. Die Neigungswinkel einer Ebene zu messen.

Man nehme eine ~ 3 normal auf E i, also A 2 normal auf
Ei, so ist der von A2 E 3 eingeschlossene Winkel gleich £2. Und
nimmt man normal auf E2, so erhalt man eben so den
Winkel £2

Die Neigungswinkel YA, y2 einer Geraden, welche normal
auf der Ebene (£ ist, ergdnzen jeder den gleichnamigen Neigungs-

winkel sj, s2 zu einem Rechten. Da nun y{+ u (8= 38), so
ist £,+~=-7~-_ Diess giebt die Losung der

Aufgabe: Die Schnitte einer Ebene zu zeichnen, deren Nei-
gungswinkel gegeben sind.

Man construire die Projectionen einer Geraden G, deren
Nei*gungswinkel 7T y2= L e sind, und fuhre von
irgend einem Puncte e° der Axe Ei normal auf G‘, E 2 normal
auf G" (8. 23, 3). Es giebt vier Schaaren von Ebenen, welche
der Aufgabe genigen.

Sind £i,f2,£3 die Neigungswinkel einer Ebene gegen drei auf
einander normale Projectionsebenen, so ist nach §.39:

1) sin 2£i -f- sin 2f* sin 2fs 2,
2) cos 2£i -j- cos 2£2-f- cos 2£s 1.

Punct und Ebene.

51. Ein Punct a kann in oder ausser einer Ebene liegen.
Aus den Projectionen des Punctes und den Schnitten der Ebene
kann diese Lage im Allgemeinen nicht erkannt werden.

Nimmt man eine normal auf (E an (so dass A 2 normal
auf Ei oder auf E2 ist), so liegt a“‘ in oder ausser E 3l je nach-

dem a in oder ausser (£ liegt; im zweiten Falle ist der Abstand
3%
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Fig. 2.

von a*‘, E3 gleich dem Abstande von a, (£ (8.23, 1). Diess
ergiebt die Lésung der beiden folgenden Aufgaben.

Aufgabe. Den Abstand eines Punctes von einer Ebene zu
messen.

Aufgabe. Gegeben: eine Ebene und eine Projection eines
Punctes; man verlangt die andere Projection desselben, so dass er
entweder 1) in der Ebene oder 2) in gegebenem Abstande von
ihr liege.

52. Die Lage eines Punctes in einer Ebene ist durch seine
Lage gegen den einen Schnitt derselben bestimmt. Denkt man
durch den Punct a die auf diesem Schnitte normale Neigungslinie,
so bestimmen deren Fusspunct N (auf dem Schnitte) und die
Strecke na den Punct, wobei zu beachten, auf welcher Seite des
Schnittes er liegt.

Haupt-Aufgabe. Einen Punct einer Ebene herab-
zuschlagen; d. h. es seien ein Schnitt der Ebene, etwa Ei,
und beide Projectionen a‘, a" des Punctes gegeben, derselbe soll
auf die Projectionsebene des gegebenen Schnittes, also auf 3],
herabgeschlagen werden, um seine Lage in der Ebene zu zeigen.
(Da durch Ei, a die Ebene bestimmt ist, darf E 2 nicht willkirlich
genommen werden).

In einer V», die normal auf Ei durch a gefuhrt wird, hat
(£ zum dritten Schnitt die Neigungslinie an; man fuhre durch a'
die Axe A2 normal auf Ei, so schneiden sich A2, Ei in €'l
welcher Punct zugleich n ist. Man construire a“‘, so ist na“' der
Schnitt E 3, die Strecke na“‘ gleich na. Beim Herabschlagen
andert der von na, Ei eingeschlossene Winkel seine Grésse nicht,
es fallt also (a) auf A2 in einen Abstand n(a) = na“‘, entweder
auf dieselbe Seite von Ei mit a' oder auf die entgegengesetzte
Seite. (Yergl. 8. 19, besonders den Schlusssatz).

Die Ausfihrung erfordert nur 1) das Ziehen der Geraden a'n normal
auf E\ und 2) die Bestimmung der Lange n(a) als Hypotenuse des recht-
winkligen Dreiecks mit den Katheten a'n, a°a“8

Wi

53. Haupt-Aufgabe. Einen Punct in eine Ebene
zurickzuschlagen; d. h. es seien gegeben eine Ebene (E durch
ihre Schnitte und die Lage eines Punctes a dieser Ebene durch
seinen Abstand von dem einen Schnitte, etwa Ei, und durch



37 § 54.55

den Fusspunct n der durch ihn gegen denselben Schnitt gezogenen
Neigungslinie; es sollen die Projectionen des Punctes gezeichnet
werden.

Man denke die Ebene auf herabgeschlagen und zeichne rig. 3
den Punct (@) in gegebenem Abstande na von E i, betrachte die
Gerade n(a) als Axe A 2 einer und construire E 3; trage sodann

die Strecke n(a) in na“‘ auf E3, und leite aus dieser dritten
Projection a“‘' des Punctes die beiden geforderten a\ a“ her.

Gerade und Ebene.

54. Eine Gerade kann drei Lagen in Bezug auf eine Ebene
haben, sie liegt entweder in ihr, ist mit ihr parallel oder schneidet
sie. Die eine Projection der Geraden hat dieselbe Lage gegen den
gleichnamigen Schnitt der Ebene oder nicht, je nachdem die Ebene
normal auf der Projectionsebene oder geneigt gegen dieselbe ist
(8. 23, 2). Sind daher irgend eine Ebene (£ durch ihre Schnitte
und irgend eine Gerade O durch ihre Projectionen gegeben, so
wahle man eine normal auf ($ (also A2 normal entweder auf
Ei oder auf Ei) und construire E3, Cr", um aus der dritten
Projection die Lage der Geraden gegen die Ebene zu erkennen.
Diese Construction ergiebt zugleich die Losung der beiden folgenden
Aufgaben.

Aufgabe. Den Abstand einer Geraden von einer mit ihr
parallelen Ebene zu messen.

Aufgabe. Den Durchschnittspunct einer Geraden und einer
Ebene zu construiren.

Uebungs- Aufgabe. Eine Gerade und eine Ebene sind gegeben; man
fordert in der Geraden einen Punct in gegebenem Abstande von der Ebene.5

55. Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen ihre Durch-
gange in den gleichnamigen Schnitten der Ebene; ist sie zugleich
mit einer Projectionsebene parallel, so liegt ihr gleichnamiger
Durchgang im Unendlichen, d. h. ihre Projection in dieser Ebene
ist parallel mit dem gleichnamigen Schnitte der gegebenen Ebene,
die in der anderen parallel mit A.

Aufgabe. In eine gegebene Ebene eine beliebige Gerade zu
legen.
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Jede zwei Puncte di in Ei, d2in E2 koénnen als Durchgéange

einer solchen Geraden gelten, deren es unzéhlig viele giebt.
Uebungs- Aufgabe. Eine Ebene ist gegeben und eine Projection einer
Geraden dieser Ebene; deren andere Projection zu construiren.

Aufgabe. Durch eine gegebene Gerade eine beliebige Ebene
zu fuhren.

Jede zwei durch einen und denselben Punct e° der Axe
gehende Gerade Ei, E 2, von denen Ei durch den ersten Durch-
gang di, Ei durch d2 geht, kénnen als Schnitte einer solchen
Ebene gelten, deren es unzahlig viele giebt. (Es kénnen auch E X,
Ei zugleich parallel mit A sein, so dass e° im Unendlichen liegt.)
— Ist die gegebene Gerade parallel mit der Projectionsebene, so
ist in dieser der Schnitt jeder Ebene parallel mit der Projection
der Geraden. Ist die Gerade parallel mit A, so nehme man eine

zu Hilfe, um die Schnitte der Ebene zu bestimmen.

Die vorstehenden Aufgaben sind unbestimmte und lassen unzéhlig viele
Ldésungen zu; das Hinzufligen einer zweiten Bedingung macht sie zu bestimmten
Aufgaben, welche nur eine begrenzte Zahl von Ldsungen zulassen.

56. Aufgabe. Durch eine gegebene Gerade eine Ebene
fuhren, von deren Neigungswinkeln der eine gegeben ist.

Es sei G die Gerade, «i der erste Neigungswinkel der gefor-
derten Ebene (E. Von einem Puncte d der Geraden (etwa von
ihrem zweiten Durchgéange d2) falle man die Normale auf ¥
es sei f deren Fusspunct in S1Ji (derselbe liegt in A, wenn die
Normale durch d2 geht). Durch denselben Punct d (oder d2)
fuhre man eine zweite Gerade dn unter dem Winkel st gegen SfA
und zwar in einer mit 2 parallelen Ebene (oder in selbst),
so dass ihre zweite Projection den Winkel «i mit A einschliesst;
es sei N der erste Durchgang dieser Geraden. Denkt man die
durch d gehende Neigungslinie der geforderten Ebene®©, und
betrachtet die zwischen d, EX liegende Strecke derselben, so hat
deren erste Projection die Lange fn und ist normal auf E x; be-
schreibt man also um f als Mittelpunct, mit fn als Halbmesser in

einen Kreis K, so muss E X Tangente dieses Kreises sein und
durch den ersten Durchgang dx von G gehen; E2 geht durch d2
und durch e° (Durchschnitt von Ei, A).

1) Ist f, 80 fallt n in A\ K wird ein Punct, und es giebt nur

eine Ebene, die projicirende Ebene der Geraden.
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2) Ist y, der Neigungswinkel von Cf gegen und £, «=: Y.,80

ist fn~=ifd\, es konnen von di zwei Tangenten an K gefiihrt werden, und
es giebt zwei Ebenen, welche der Aufgabe gentgen.

3) Ist t, —y,, so geht K durch den Punct di, es lasst sich nur eine
Tangente durch dXx an K fuhren, und es giebt nur eine Ebene, welche O zur

Neigungslinie hat.
4) Ist £, «3y,, so ist fn  fdi, di liegt innerhalb K, also ist keine
Tangente maglich, und die Aufgabe in diesem Falle nicht lésbar.

57. Aufgabe. Den einen Schnitt einer Ebene zu construiren,
von welcher der andere Schnitt und der Neigungswinkel gegen die
Projectionsebene des unbekannten Schnittes gegeben sind.

Es sei E 2 der gegebene Schnitt, Si der erste Neigungswinkel
der Ebene, EX der geforderte Schnitt. Die Aufgabe ist wie die
vorige zu lésen mit dem Unterschiede, dass d\ der Punct e° ist.

Aufgabe. Den einen Schnitt einer Ebene zu construiren, von
welcher der andere Schnitt und der Neigungswinkel gegen die Pro-
jectionsebene des bekannten Schnittes gegeben sind.

Man nehme eine normal auf dem gegebenen Schnitte an,
also A2 normal auf EX (oder E2. Der Schnitt E 3 schliesst mit
A 2 den gegebenen Winkel si (oder «2)ein, und ausihm lasst
sich der unbekannte Schnitt E 2 (oder E X)ermitteln.

Die Aufgabe ist fur jede Grosse des Winkels £, lésbar, und zwar durch
zwei Ebenen, da sich E 3 gegen A 2 unter dem Winkel £, nach zwei Rich-
tungen antragen lasst.

58. Aufgabe. Durch eine gegebene Gerade und einen ausser-
halb derselben liegenden Punct eine Ebene zu fihren.

Man fuhre durch den gegebenen Punct ¢ und einen in der
Geraden G beliebig angenommenen Punct a eine zweite Gerade ac
und construire die Durchgdnge der beiden Geraden; die Schnitte
der geforderten Ebene gehen durch die gleichnamigen Durchgéange
der Geraden. Der Punct a kann im Unendlichen angenommen
werden, d. h. ac parallel mit G sein. Die Aufgabe ist eine
bestimmte nur durch eine Ebene losbare; sie kann auch so aus-
gesprochen werden:

durch zwei parallele oder durch zwei sich schneidende Gerade
eine Ebene zu fuhren.

Aufgabe. Durch drei nicht in einer Geraden liegende Puncte
eine Ebene zu fihren.
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Man ziehe zwei von den drei durch die gegebenen Puncte
gehenden Geraden und verfahre dann wie in der vorigen Aufgabe.

Uebungs-Aufgaben. Es sind zwei Gerade gegeben; durch die eine der-
selben eine Ebene parallel mit der zweiten zu fuhren.

Es sind zwei Gerade und ein Punct gegeben; durch den Punct eine
Ebene zu fuhren, welche mit beiden Geraden parallel ist.

59. Die Lage einer Geraden in einer Ebene ist durch
Lage gegen den einen Schnitt derselben bestimmt, also durch
ihren Durchschnitt mit ihm (d. h. ihren gleichnamigen Durchgang)
und den Winkel, welchen sie mit ihm einschliesst, wobei zu
beachten, nach welcher Seite die Oeffnung des Winkels ge-
richtet ist.

Aufgabe. Eine Gerade mit einer Ebene herabzuschlagen; d. h.
es seien die Schnitte £j, E 2 einer Ebene und die Projectionen
G', G“ einer in ihr liegenden Geraden gegeben, dieselbe soll auf
die eine Projectionsebene, etwa auf SRi, herabgeschlagen werden,
um ihre Lage gegen den gleichnamigen Schnitt E x zu zeigen.

Man schlage irgend zwei Puncte der Geraden herab. Ist der
eine dieser Puncte der Durchgang &X der Geraden, so liegt er in
dem Schnitte E,, um welche sich die Ebene beim Herabschlagen
dreht, und behalt seine Lage, so dass man nur einen zweiten
Punct der Geraden herabzuschlagen hat.

Aufgabe. Den Winkel zu messen, welchen die Schnitte einer
Ebene einschliessen.

Man betrachte E % als die Gerade der vorigen Aufgabe und
schlage sie auf SBi herab, wobei €° seine Lage behalt. Ein zweiter
Punct a in E1 hat seine erste Projection a' in A; man falle von
a' die Normale auf E, und schneide sie mit einem Bogen zum
Mittelpuncte €° und Halbmesser e°a ah, denn diese Strecke &andert
beim Herabschlagen ihre L&énge nicht.

Aufgabe. Es ist eine Ebene und in ihr ein Punct gegeben;
durch den Punct eine Gerade zu ziehen unter gegebenem Wrinkel
gegen den einen Schnitt der Ebene.

Man schlage den Punct mit der Ebene herab und zeichne in
der herabgeschlagenen Ebene eine Gerade, welche der gegebenen
Bedingung geniigt. Der Durchschnitt dieser Geraden und des
Schnittes, um welchen die Drehung stattfand, ist ein zweiter Punct
der geforderten Geraden.

ihre
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60. Aufgabe. Den Winkel zweier Geraden zu messen.

Man construire den einen Schnitt der durch beide Gerade
gehenden Ebene und schlage den Scheitelpunct s des Winkels in
die Projectionsebene des gewé&hlten Schnittes herab in (s), so gehen
die herabgeschlagenen Geraden durch (S) und durch ihre in jenem
Schnitte liegenden Durchgénge; der von ihnen eingeschlossene
Winkel ist der geforderte.

Aufgabe. Durch einen gegebenen Punct eine Gerade zu legen,
welche eine gegebene Gerade unter gegebenem Winkel schneidet.

Man construire den einen Schnitt der Ebene, welche durch den
gegebenen Punct und die gegebene Gerade geht, schlage Punct
und Gerade mit der Ebene auf die Projectionsebene jenes Schnittes
herab, zeichne in derselben die geforderte Gerade (deren es zwei
giebt) und schlage dieselbe in die Ebene zurick.

Lieblings-Aufgaben. Es sind zwei sich schneidende Gerade gegeben; die
Halbirlinie ihres Winkels zu zeichnen.

Es sind ein Punct und eine Gerade gegeben; von dem Puncte aus eine
Strecke von gegebener L&ange abzutragen, deren zweiter Endpunct in der
Geraden liegt.

Es ist eine Ebene und in ihr ein Punct gegeben; Mittelpunct und Halb-
messer des Kreises zu construiren, welcher durch den Punct geht und die
Schnitte der Ebene beruhrt.

61. Liegt eine Gerade ausser einer Ebene, so ist sie entweder
parallel mit ihr, oder sie schneidet dieselbe.

Ist eine Gerade durch ihre Projectionen G', G“ und eineFig. &
Ebene durch ihre Schnitte E1? E 2 gegeben, so kann man die eine
Projection der Geraden, etwa G", als gleichnamige Projection einer
in (£ liegenden Geraden cd ansehen und c'd’ construiren (oder
c“d“, wenn G in einer auf A normalen Ebene liegt). Fallt c'd’
(oder c¢"'d'™) mit G' (oder mit G") zusammen, so liegt G in (£;
ist c'd" parallel mit G', so ist G parallel mit (£; schneiden sich
c'd’, G', so schneiden sich G, (£, und zwar in einem Puncte n,
dessen Projection der Durchschnitt n' von c'd', G' ist.

Denn cd, G liegen in einer und derselben Ebene, namlich in der
zweiten projicirenden Ebene von G.

Aufgabe. Den Durchschnitt einer Geraden und einer Ebene
Zu construiren.

Diese schon fruher (8. 54) geldste Aufgabe erhalt eine andere
Losungsart durch die vorstehende Betrachtung.
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Fig. 26.

Uebung8-Beispiele. 1) G sei parallel mit einer Projectionsebene, etwa
mit {c'd" ist parallel mit Ei).

2) G sei normal auf A, 6 gehe durch A und einen Punct e.

3) G\ G*“ fallen in einander, eben so Ei, Ei.

62. Der Winkel, unter welchem eine Gerade gegen eine
Ebene geneigt ist, wird im Allgemeinen aus den Projectionen der
Geraden und den Schnitten der Ebene nicht erkannt. Ist die
Gerade normal auf der Ebene, so sind ihre Projectionen normal
auf den gleichnamigen Schnitten der Ebene (§. 23, 3).

Aufgabe. Durch einen Punct die Normale auf eine gegebene
Ebene zu fuhren.

Die Lésung erfolgt nach der vorangehenden Betrachtung.

Aufgabe. Durch einen Punct die auf eine gegebene Gerade
normale Ebene zu fuhren.

Es seien n der gegebene Punct, G die gegebene Gerade, (£
die geforderte Ebene. Die Schnitte Ex, Et sind zwei Gerade,
also durch vier Bedingungen zu erhalten. Da Ex, E2 sich in
einem Puncte e° auf A schneiden und normal auf G\ G* sein
mussen, so fehlt nur noch eine Bedingung. Denkt man durch n
eine Gerade in (£, so ist ein Durchgang derselben ein Punct des
gleichnamigen Schnittes von (£; eine solche Gerade ist die durch n
mit dem einen Schnitte, etwa mit Et, parallel gezogene Gerade.
Man ziehe also n“d“ parallel mit E2 (d. h. normal auf 6r"), n'd‘
parallel mit A, construire deren ersten Durchgang di, ziehe E,
durch d\ normal auf G', E.X durch e° (Durchschnitt von £,, A)
normal auf G".

63. Aufgabe. Den Winkel zu messen, unter welchem eine
Gerade gegen eine Ebene geneigt ist.

Fallt man von irgend einem Puncte der Geraden die Normale
auf die Ebene, so schliesst dieselbe mit der gegebenen Geraden
den Complementswinkel des geforderten ein, der hiernach leicht zu
erhalten ist (§8. 60).

Aufgabe. Durch einen Punct einer in einer gegebenen Ebene
liegenden Geraden eine andere Gerade zu flhren, welche jene unter
gegebenem Winkel schneidet und gegen die Ebene unter demselben
Winkel geneigt ist.
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Es seien gegeben die Ebene (§, die Gerade G (§. 55) und der
Punct m (8. 41). Die gegebene und die geforderte Gerade mn
liegen in einer Ebene $, welche G enthalt und normal auf (£ ist.

wird bestimmt durch G und eine Gerade mp, normal auf (£
Man construire Fi, schlage $ mit G und mp auf herab, zeichne
die geforderte Gerade in (m)(n) und schlage sie in $ zurick.

Zwei Ebenen.

64. Sind zwei Ebenen parallel, so sind ihre gleichnamigen
Schnitte parallel. Umgekehrt: sind zwei Paare (streng genommen
drei Paare) gleichnamiger Schnitte zweier Ebenen parallel, so sind
es auch die Ebenen; das dritte Paar ist nothwendig, wenn die
Ebenen parallel mit A sind.

Aufgabe. Durch einen gegebenen Punct die Ebene zu fuhren,
welche mit einer gegebenen Ebene parallel ist.

Es seien a der gegebene Punct, E,, E2 die Schnitte der ge-
gebenen Ebene, $ die geforderte Ebene, so muss FX parallel mit
Ei, F2 parallel mit E 2 sein, und Fx F2 mussen sich in einem
Puncte f° auf'A schneiden. Man ziehe durch a eine Gerade ad
parallel mit einer Geraden der Ebene (S, etwa mit E2, also a“d"
parallel mit E2, a'd" parallel mit A, und construire den ersten
Durchgang d\ dieser Geraden, so geht Fx durch di (vergl. §. 62).

Oder: man nehme eine normal auf®, so dass A 2 normal Fig. 2/
auf Ey oder auf E2 ist; dann ist F3 parallel mit E 3 und geht
durch a“\ Diese Constructionsart ist besonders anzuwenden, wenn
© durch A geht oder mit A parallel ist. Dann sind die vier
Schnitte EIfFi,E2,F2 parallel mit A, uud man sieht aus der
Construction, dass die gleichnamigen Schnitte £j, und E2,F2
von der Axe A aus in derselben Ordnung auf einander folgen,
und dass ihre Abstande von derselben proportional sind, d. h. wenn
AE Xden Abstand der Geraden A,Fi bedeutet und so fort, dass:

AEy: AFi = AE2:AF2

Aufgabe. Den Abstand zweier parallelen Ebenen zu messen.

Man construire ihre Schnitte in einer ~ 3, die auf beiden
normal ist; der Abstand der dritten Schnitte ist der geforderte.

Uebungs - Aufgabe. Es ist eine Ebene gegeben; man fordert eine zweite,
die mit ihr parallel ist und einen gegebenen Abstand von ihr hat.
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65. Schneiden sich zwei Ebenen, so kann ihre Durchschnitts-
linie die verschiedenen Lagen einer Geraden in Bezug auf beide
Projectionsebenen haben. Je nachdem sie mit beiden, mit einer
oder mit keiner derselben parallel ist, werden die Schnitte der
Ebenen in beiden, in einer oder in keiner Projectionsebene parallel
sein; in drei Projectionsebenen (unter denen keine zwei parallel)
kénnen die Schnitte nicht parallel sein.

Aufgabe. Die Durchschnittslinie zweier Ebenen zu construiren.

Der Durchschnittspunct der gleichnamigen Schnitte beider
Ebenen ist der gleichnamige Durchgang der geforderten Geraden,
welche aus ihren beiden Durchgédngen zu construiren ist. Beicht
diese Construction nicht aus, so wende man eine s an.

Uebungs- Beispiele. 1) Beide Ebenen seien parallel mit A, so ist es
auch die geforderte Gerade. Man nehme normal auf A, so ist die dritte
Projection der Geraden ein Punct, aus welchem sich ihre beiden anderen
Projectionen herleiten lassen.

2) Die eine Ebene (£ gehe durch A , so fallen beide Durchgange der
geforderten Geraden in A in einander, und zwar im Puncte f° der anderen
Ebene $. Man fihre ~>3 normal auf A durch den zur Bestimmung von (S
gegebenen Punct €, so schneiden sich Ei, Fa in der dritten Projection eines
zwei en Punctes der Geraden.

3) Beide Ebenen gehen durch einen und denselben Punct a der Axe;
die beiden Durchgange der geforderten Geraden fallen in denselben Punct a
in einander. Man nehme 3 parallel mit ~ 2, also A 2 parallel mit A, so
liefern Fa, Fa einen zweiten Punct b der geforderten Geraden.

66. Aufgabe. Die Durchschnittslinie einer Ebene Q mit der zweiten
Halbirebene (§. 26) zu construiren.

Die beiden Projectionen der geforderten Geraden fallen in einander (8. 31).

1) Geht © durch A, so ist A die geforderte Gerade.

2) Ist ¢ parallel mit A, so ist es auch die Gerade. Man nehme 3
normal auf A. so ist die dritte Projection der Geraden ein Punct, der
Durchschnitt von Ea,Ha\ der Schnitt Ha halftet den von A,A2 einge-

schlossenen rechten Winkel. Sind Ei,Ei in gleichem Abstande und auf
verschiedenen Seiten von A, so ist (S parallel mit
Fig. 28. 3) Schneiden sich (S und A, so ist €° ein Punct der geforderten Ge-

raden ; ein zweiter Punct a ist in einer mit )>2 parallelen ~ 3 zu erhalten;
Ha,Ea schneiden sich in a“‘, wahrend a‘,a“ in A; in einander fallen. Man
nehme also A j parallel mit A; Ha ist ebenfalls parallel mit A, und es sind
die Abstande von //3,A 2, so wie von A2, A einander gleich; Ea ist parallel
mit Ei und geht durch den Durchschnitt von Ai,Ei. — Schliessen Ei, Ei
mit A gleiche und anstossende Winkel ein, so ist die geforderte Gerade
normal auf A.
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Uebungs - Aufgaben. Es sind gegeben: die ersten Schnitte zweier Ebenen
und die Winkel, welche ihre Durchschnittslinie mit diesen Schnitten einschliesst;
die zweiten Schnitte beider Ebenen zu construiren.

Den Durchschnittspunct dreier Ebenen zu construiren.

67. Aufgabe. Den Winkel zweier Ebenen zu messen.

Man falle von irgend einem Puncte die Normale auf jede der
beiden Ebenen, so schliessen beide Normalen den Supplements-
winkel des geforderten ein.

Oder: man construire die Schnitte beider Ebenen in einer Ws
(oder Sp4), welche normal auf der Durchschnittslinie beider Ebenen
ist (8. 23, 4); dieselben schliessen den geforderten Winkel ein. —
Es seien (£,$ die gegebenen Ebenen, ab ihre Durchschnittslinie, Fig. 2
und zwar a der Durchschnitt von Fi,F,, b der von £ 2,F2; ab sei
geneigt gegen beide Projectionsebenen. Man fihre ~p3 durch ab,
so dass A2 etwa mit a"b" Zusammenfalle, und construire a'™b“’
(b* st so ist a,nb’“ zugleich £ 3,F(. Man fihre normal
auf ab, also A 3 normal auf a“'b“\ soist a""6"" der Durchschnitts-
punct von A 3,a™&™ und zugleich der Durchschnitt von £ 4,F4
Einen zweiten Punct fir jeden dieser beiden Schnitte zu erhalten,
construire man die vierte Projection je eines Punctes der Ebenen,
etwa der in A liegenden Puncte e,f (die wir gewodhnlich mit e°f°
bezeichnen). Es liegen e in A2, dae“f* in A liegen; die
Abstdnde der Puncte von A3 sind gleich den Ordinaten

Aufgabe. Eine Ebene zu construiren, welche mit einer ge-
gebenen Ebene einen gegebenen Winkel einschliesst und sie in einer
gegebenen Geraden schneidet.

Man nehme eine SPs (oder 4 normal auf der gegebenen Fig. 20.
Geraden ab, so dass a““b““ ein Punct ist, durch welchen E X geht;
zeichne F4 unter dem gegebenen Winkel gegen E X und construire
die Schnitte F,,F2 Zu dem Behufe nehme man in F4 einen
beliebigen Punct x“", und x*' in A2, ziehe durch x“‘ die Normale
auf A2, und mache Xx‘“x* gleich dem Abstande von X“n zu A3
Dann ist X" ein Punct fir F2; ein zweiter Punct ist der zweite
Durchgang von ab.

Uebungs - Aufgaben. Die Halbirebene des Winkels zweier Ebenen zu
construiren.

Durch eine Gerade, welche nicht in einer gegebenen Ebene liegt, eine
Ebene zu fihren, welche auf der gegebenen normal ist.
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Fig. 3o.

68. Aufgabe. Durch eine ausserhalb einer gegebenen Ebene liegende
Gerade eine Ebene zu fuhren, welche mit jener einen gegebenen Winkel
einschliesst.

Es seien ab die gegebene Gerade, G die gegebene, $ die geforderte
Ebene. Sind d,, d2 die Durchgédnge von ab, so muss F, durch dx, F2 durch
d2 gehen, und Fx Ft mussen sich in einem Puncte f° in A schneiden. G und
5 schneiden sich in einer Geraden, welche 1) durch den Durchschnitt € von
ab und 6 geht. Denkt man durch einen zweiten Punct a von ab die Normale
auf G gefallt, deren Fusspunct n ist, und durch denselben Punct a eine Ge-
rade gegen 6 unter dem gegebenen Winkel a gezogen, deren Fusspunct q ist,
so ist jene Gerade 2) eine Tangente an den Kreis K, dessen Mittelpunct n,
dessen Halbmesser nq ist. Ist die Gerade unter den angegebenen beiden Be-
dingungen gezeichnet, so geht F X durch ihren ersten (oder F2 durch ihren
zweiten) Durchgang g,.

Diese Gerade kann man so construiren: man nehme eine normal auf
E |l (oder auf Et), zeichne Et,a“'b"‘, der Durchschnitt dieser beiden Geraden
ist “; nehme a“‘ beliebig in a'“b™, falle die Normale a“'n'* auf Es und
ziehe a'qg unter dem Winkel @© gegen Et. Man bestimme e\a' und ziehe

a‘'n' normal auf E{; denkt man G auf herabgeschlagen, so fallt (n) auf
a‘'n' in einen Abstand von E X gleich e*»"'; eben so ist der Abstand von (g)
zu E X gleich e*e'™. Nun lasst sich um (w) als Mittelpunct mit n“'q als

Halbmesser der Kreis (K ) beschreiben und an denseloen von (€) aus die
Tangente legen, welche die geforderte Gerade ist und von EY in ihrem ersten
Durchgéange g, geschnitten wird. (Vergleiche §. 56, woselbst fir G die erste
Projectionsebene genommen ist).

Begrenzte Ebenen.

69. Die in den Anwendungen vorkommenden Ebenen sind
stets durch Gerade oder Curven begrenzt, also ebene Figuren.
Zwei Projectionen des Umfangs einer solchen Figur reichen zur
Bestimmung der Ebene aus, denn man kann drei Puncte oder zwei
Gerade des Umfangs beliebig wéahlen, um mit deren Hilfe die
Schnitte der Ebene zu erhalten (8. 58); sodann konnen alle Uber
die Ebene zu stellenden Aufgaben geldst werden.

Liegen die Schnitte ausserhalb der Grenzen der Zeichnung, so
wahle man eine solche parallel mit (oder mit ~J2 dass
der Schnitt E 3 innerhalb der Grenzen der Zeichnung fallt, also
A 2 parallel mit A, wie im ersten Beispiele § 32. Da die dritte

Fig.8Projection der ersten gleich wird, so sehe man diese als erste und

dritte zugleich an, d. h. fur einen Punct a gelte a' zugleich als
a', aber die zweite Ordinate von a sei a*a“.
Als Beispiele wiederholen wir einige der friheren Aufgaben.
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Aufgabe. Den ersten Neigungswinkel einer Ebene zu messen,
von der zwei Gerade bekannt sind.

Es seien ab, ac die zwei sieb in a schneidenden Geraden. Fig.3&
Man nehme A 2 parallel mit A, so dass von den dritten Durch-
gangen b, ¢ von ab, ac die ersten Projectionen noch innerhalb der
Grenzen der Zeichnung fallen; die Gerade b'c’ ist E3. Man fihre
eine SP* normal auf E 3 durch a, also A's normal auf E3 durch a’,
so geht Et. durch a""; dieser Punct wird erhalten, wenn man
a““a’'—ama* nimmt. Der von As, ™4 eingeschlossene Winkel ist
der geforderte.

70. Aufgabe. Durch einen gegebenen Punct die Normale
auf eine Ebene zu fallen, von der drei Puncte bekannt sind.

Man verbinde je zwei der Puncte durch eine Gerade, nehme
eine 9p3 parallel mit V . und zeichne E's unter derselben Annahme
wie in der vorhergehenden Aufgabe, so ist die erste Projection der
geforderten Geraden normal auf E3. Sodann nehme man eine SP*
parallel mit 9P2, um in gleicher Weise die zweite Projection der
Geraden zu erhalten.

Manche Aufgaben dber Ebenen koénnen gelést werden, ohne
zuvor deren Schnitte zu construiren.

Aufgabe. Den Winkel zweier Ebenen zu messen, wenn ihre
Durchschnittslinie und ausser derselben von jeder Ebene ein Punct
gegeben sind.

Man wende die zweite Constructionsart der Lésung dieser Auf-
gabe im 8§ 67 an, d. h. man nehme eine $p3 (oder Sp4 normal
auf der gegebenen Geraden ab, so dass deren Projection in dieser
Ebene ein Punct ist; wird derselbe mit den gleichnamigen Pro-
jectionen der beiden gegebenen Puncte e, f verbunden, so schliessen
diese Geraden den geforderten Winkel ein.

In der Folge geben wir Ebenen entweder durch ihre Schnitte,
oder durch andere Bedingungen.

Uebungs- Aufgaben. Es sind zwei Gerade im Raume und ein Punct ausser
denselben gegeben; durch den Punct die Gerade zu fuhren, welche beide
gegebene schneidet.

Es sind drei Gerade im Raume gegeben; die Gerade zu construiren,
welche mit einer der gegebenen parallel ist und die beiden anderen schneidet.



Viertes Capitel.

Darstellung von nseiten und nflachen auf zwei
Projectionsebenen.

tt seite.

71. INn der elementaren Geometrie nennt man wseit odel
weck die ebene Figur, deren Umfang von w Strecken (seinen Seiten)
gebildet wird; die w Puncte, an deren jeden zwei Seiten stossen,
sind seine Ecken.

Eine solche Figur, ein einfaches wseit oder weck entsteht,
wenn von w Puncten einer Ebene in irgend einer Ordnung der
erste mit dem zweiten, dieser mit dem dritten, ... , der wte mit
dem ersten durch eine Strecke verbunden wird. Ist w>3, so ist
das wseit convex oder concav, je nachdem eine Gerade seinen
Umfang in zwei oder mehreren Puncten schneidet; es ist Uber-
schlagen, wenn zwei (nicht einander folgende) Seiten sich

schneiden; es geht in Grenzfalle dber, wenn 3, 4, ... Puncte in
einer Geraden liegen. Ist die anzunehmende Ordnung der w Puncte
nicht festgestellt, so bestimmen dieselben £[1.2.3 ... (w— 1)]
einfache wecke.

Ein vollstandiges wseit ist Ein vollstandiges weck ist
das ganze durch w Gerade einer das ganze durch w Puncte einer
Ebene entstehende Gebilde; Ebene entstehende Gebilde,

die wGeraden sind seine Seiten; die wPuncte sind seine Ecken;

die \n (w— 1) Puncte, jeder die \n (w— 1) Gerade, deren

der Durchschnitt zweier Seiten, jede durch zwei Ecken geht, sind
sind seine Ecken. seine Seiten.
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Das vollstandige Dreiseit unterscheidet sich vom einfachen
durch die Verldngerung der Seiten ins Unendliche; es ist vom
vollstdndigen Dreiecke nicht verschieden.

Das vollstandige Vierseit Das vollstandige Viereck
entsteht durch vier Gerade A,1?, entsteht durch vier Puncte a, 6,
C,D; ¢, d;

es hat sechs Ecken, oder drei es bat sechs Seiten oder drei
Paare von Gegenecken: Paare von Gegenseiten:

jedes Paar Gegenecken liefert jedes Paar Gegenseiten liefert
eine Verbindungslinie oder Dia- einen Durchschnitt oder Diagonal-
gonale: punct:

Wir betrachten hauptsachlich die in den Anwendungen zumeist
vorkommenden einfachen convexen « seite.

Ein «seit oder «eck, dessen Seiten oder Ecken nicht alle in
einer Ebene liegen, ist ein «seit im Raume, ein windschiefes
«seit oder «eck.

72. Aufgabe. Die Projectionen eines «seits zu construiren,
wenn das «seit selbst, seine Ebene (E und seine Lage gegen den
einen Schnitt der Ebene gegeben sind.

Das gegebene «seit sei ein Dreiseit «Z>c, dessen Seite ab mit My 2
Ei den Winkel a einschliesst. Man denke seine Ebene um Ei auf

herabgeschlagen und zeichne es in (a)(&)(c) so, dass (a)(&) mit
Ei den Winkel a einschliesst. Sodann schlage man seine Ecken
nach der Aufgabe im §. 53 zuriick. Man beachte Ei als Affinitats-
axe (8. 21) der Dreiseite (a)(b)(c) und aVc', in welcher sich die
entsprechenden Seiten schneiden, z. B. (a)(b) und a'b’ in m'; a“b"
muss durch m* in A gehen.

Aufgabe. Die Projectionen eines regelmassigen «seits zu
construiren, wenn dessen eine Seite, parallel mit einer Projections-
ebene, und der Neigungswinkel seiner Ebene gegen dieselbe Pro-
jectionsebene gegeben sind.

Es sei ab die gegebene Seite parallel mit SRi, also a“b“ fjo.m.
parallel mit A, sl der gegebene Neigungswinkel. Man nehme

parallel mit so dass a“b“ die Axe A2 sei, nehme aV fir
Pohlke, darstell. Geom. I. 3. Aufl. 4
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a“'b'* und zeichne Uber aV das geforderte « seit a'b‘(c)(d) ..,
welches man auf herabgeschlagen denkt. Um dieses «seit
zurickzuschlagen, falle man von irgend einem seiner Puncte, etwa
(d), die Normale auf a‘b‘; deren Fusspunct in a'b' sei «; man
nehme n&'—n{d) cos ei, d2d" —n(d) sin «i (Punct d2 in A 2 oder
a"b,). Eben so fiir andere Puncte mit Beachtung der Eigenschaften
affiner Figuren.

73. Die beiden Projectionen eines (ebenen) wseits sind
affine Figuren: denn sie haben beide Eigenschaften solcher Figuren.

Fig. 32. 1) Die entsprechenden Ecken von AP, N“, d. h. a" und a“, b und
b, ... liegen in Geraden, welche normal auf A, also unter sich parallel sind.

2) Je zwei entsprechende Seiten a‘'b’ und a“b*, b'c’ und b“c*, ...
schneiden sich in Puncten n, nlt ... ; alle diese Puncte w, w,, ... liegen in
einer Geraden, der Projection der Durchschnittslinie von mit der Ebene
($ des wseits (88. 41, 66).

Die Beachtung des Satzes gew&hrt Vortheile beim Zeichnen der beiden
Projectionen. Diese bilden in der Ebene der Zeichnung ein Projectionssystem
wie in § 22, dessen Strahlen jedoch im Allgemeinen nicht normal auf der
Affinitatsaxe, der Geraden nn,, sind.

Bei gleichen Neigungswinkeln S2 der Ebene des wseits haben beide
Projectionen gleichen Inhalt; ist gleichzeitig 6 parallel mit J2, so sind beide
=Projectionen congruente Figuren, deren entsprechende Seiten parallel sind, die
Affinitatsaxe liegt im Unendlichen; ist (i parallel mit , so sind beide
Projectionen congruente Figuren in ungleicher Lage gegen ihre mit A parallele
Affinitatsaxe (oder symmetrische Figuren).

Projicirt man ein ebenes wseit auf drei Ebenen, von denen jede
normal auf beiden anderen ist, und sind die Zahlen N, N\ N", N‘* die Maasse
der Inhalte des wseits und seiner drei Projectionen fir eine gegebene Flachen-
Einheit, so ist: N2—N'2-j- N "2+ N'“2(88. 20, 50).

74. Aufgabe. Das (ebene) «seit zu zeichnen, welches durch
zwei Projectionen gegeben ist, d. h. seine wahre, im Allgemeinen
von der jeder Projection verschiedene Gestalt darzustellen.

Man schlage das «seit mit seiner Ebene © auf die eine Pro-
jectionsebene, etwa auf , herab, Ei geht durch die ersten
Durchgéange der Seiten. Das «seit und seine Projection sind affine
Figuren, Ei ist die Affinitatsaxe (8. 21); man beachte, dass jede
herabgeschlagene Seite durch ihren Durchgang in E\ geht.

Fig. 33. Fallt Ei ausserhalb der Grenzen der Zeichnung, so filhre man
eine parallel mit durch eine Ecke, etwa a, also A2
parallel mit A durch a* (8. 69). Dann geht E 3 durch a' und
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den Durchschnitt q von mit dem Umfange des wseits; (" liegt
in A2 Da die dritte Projection der ersten congruent sein wurde,
so nehme man die erste als dritte, zeichne E 3 durch a',q" und
schlage das wseit mit seiner Ebene auf (oder herab. Um
eine Ecke b herabzuschlagen, ziehe man b'n normal auf E3 und
nehme fir n(b) die Hypotenuse des Dreiecks, dessen Katheten b'n,
b2b" sind (b2 in A2 gelegen). — Mit Beachtung der Gesetze der
Affinitat hat man nicht ndéthig, alle Ecken auf diese Weise zu
construiren.

Ist das Tzseit ein Dreiseit, so konnen die Projectionen seiner
Ecken beliebig gewdahlt sein, denn drei Puncte des Raumes liegen
immer in einer Ebene. Soll das w&seit mehr als drei Ecken haben,
so darf man die Projectionen seiner vierten, funften, ... Ecke nicht
beliebig wéhlen, wenn das tzseit ein ebenes sein soll.

Aufgabe. In einer durch drei Puncte gegebenen Ebene einen
vierten Punct zu bestimmen.

Es seien die Projectionen der drei Puncte a,b,c gegeben oderFig. 3L
willkiirlich angenommen; die eine Projection des vierten Punctes d,
etwa d', kann beliebig genommen werden. Man wahle in dem
vollstandigen Viereck a'b'c'd" dasjenige Paar von Gegenseiten, dessen
Durchschnitt in den Grenzen der Zeichnung liegt; es seien a'd’, b'c’,
die sich in @' schneiden. Nun ziehe man b“c", bestimme g" in
b"c", ziehe a“g“ und setze d“ in a“g".

Uebungs-Aufgaben. Drei Puncte a, b, ¢ sind durch ihre Projectionen
gegeben; man soll:

1) in ihrer Ebene ab als Seite eines nach c hin liegenden regelmassigen
Sechsseits annehmen und dessen Projectionen construiren;

2) den Halbmesser des durch die Puncte gehenden Kreises ermitteln und
die Projectionen von dessen Mittelpuncte construiren;

3) einen vierten Punct d construiren, der von ihnen gleichen gege-
benen Abstand s hat.

75. Jede in den Anwendungen vorkommende ebene Figur ist
ein Theil der Oberflache eines physischen Koérpers. Ein solcher
besitzt die Eigenschaft der Undurchsichtigkeit in hdéherem oder
geringerem Grade; wir legen dieselbe Eigenschaft den Ebenen bei,
indem wir sie als materielle betrachten, d. h. als Kérper, deren
Dicke gering ist und vernachlassigt werden kann.

Ist eine begrenzte materielle Ebene, z. B. ein nseit, und die

Projection ihres Umfanges in einer Projectionsebene gegeben, so
e
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umhullen das /2seit selbst, seine Projection und die projicirenden
Ebenen seiner Seiten einen Theil des Raumes, welcher von dem
nseit selbst fUr das in der Richtung der Projectionsstrahlen be-
findliche Auge des Beschauers verdeckt wird, so dass jeder in
diesem Raume liegende Theil einer Figur oder Geraden von ihm
nicht gesehen wird. Stellt man physische Koérper durch Pro-
jectionen dar, so ist es zweckmassig, durch eine Uebereinkunft ihre
verdeckten Theile von den sichtbaren zu unterscheiden; diess soll
geschehen, indem wir die Projectionen der verdeckten Linien
punctiren. Bei den folgenden Aufgaben wird hierauf Rucksicht
genommen; die darzustellenden Gebilde sollen im ersten Raumtheile
liegen (8. 26).

Aufgabe. Den Durchschnittspunct einer Geraden mit der
Ebene eines Dreiseits zu bestimmen.

Fg 3 Man sehe die eine Projection der gegebenen Geraden, etwa
G', als den Schnitt ihrer gleichnamigen projicirenden Ebene an,
welche von dem Umfange des Dreiseits in zwei Puncten f, g ge-
schnitten wird, deren gleichnamige Projectionen f\ ¢g‘ in G°
liegen. Bestimmt man die zweiten Projectionen dieser Puncte f", g“,
so schneiden sich die Geraden f“g‘, G" in der Projection X" des
geforderten Punctes. Wir betrachten die Puncte f\ g‘ auch als
Projectionen von Puncten /i, g2 der Geraden G. Die zweiten Pro-
jectionen dieser Puncte zeigen, dass (in unserer Zeichnung) die
Strecke Xg2 vom Dreiseit verdeckt, also in der ersten Projection
die Strecke X'g' punctirt werden muss.

Dasselbe Verfahren wende man fur die zweite Projection an;
man betrachte G* als Schnitt der zweiten projicirenden Ebene von
G, welche den Umfang des Dreiseits in den Puncten A, i schneidet.
Die ersten Projectionen dieser Puncte konnen auch die zweier
Puncte h2, i2von G sein; aus den ersten Projectionen dieser vier
Puncte sieht man, dass X“i“ punctirt werden muss.

Fig. 37. Aufgabe. Die Durchschnittslinie der Ebenen eines Parallelogramms und
eines Dreiseits zu construiren.
Man wiederhole das Verfahren der vorhergehenden Aufgabe fUr zwei
Seiten des Dreiseits und néthigen Falls fur zwei Seiten des Parallelogramms.

ft flaclie.
76. Wir nennen nflach (Polyeder) einen Korper, welchel
von N Ebenen (w ~4) begrenzt wird. Jede dieser Ebenen wird
von den angrenzenden (an Zahl mindestens drei) in einem mseit
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geschnitten. Das nflach wird demnach von n verschiedenen mseiten
begrenzt, welche seine Flachen (Seitenflachen, Begrenzungsflachen)
heissen, und deren Gesammtheit seine Oberflache bildet; es ist con-
vex oder concav, je nachdem seine Oberflache von einer Geraden in
zwei oder mehreren Puncten geschnitten wird.

Die Seiten und Ecken der mseite sind die Kanten und
Ecken des nflachs. Jede Gerade, welche zwei nicht in einer
Flache liegende Ecken verbindet, ist eine Diagonale; jede Ebene,
welche durch drei nicht in einer Flache liegende Ecken geht, ist

eine Diagonalebene.

Diagonalen kdnnen in einem nflach nur (aber nicht nothwendig) gezogen
werden, wenn N” 6 ist, weil jeder Endpunct einer Diagonale der Durch-
schnitt von mindestens drei Flachen ist.

An einem nflach sind Kantenwinkel, Flachenwinkel und Kér-
perwinkel zu unterscheiden. Ein Kantenwinkel ist ein ebener von
zwei anstossenden Kanten eingeschlossener Winkel, also ein Winkel
eines der mseite. Ein Flachenwinkel wird von zwei sich in einer
Kante schneidenden Flachen eingeschlossen. Ein Korperwinkel wird
von den sich in einer Ecke schneidenden Ebenen, an Zahl mindestens
drei, eingeschlossen.

Ein vollstandiges wflach ist das ganze durch n Ebenen

77. Zwei Projectionen jeder Ecke und jeder Kante -eines
Nnflachs gentigen zur Darstellung desselben und zur Bestimmung
der wahren Grosse aller seiner Stlicke, wie aus dem Vorhergehenden
erhellt. Denn die Lange einer Kante findet man nach 8. 33, die
Grosse eines Kantenwinkels nach 8. 60, die Grosse eines Flachen-
winkels nach 8. 67, die Gestalt und Grosse eines der mseite
nach 8. 74.

Hat man die wahre Gestalt aller Flachen oder mseite eines
nflachs construirt, und reiht man sie in einer Ebene in derselben
Folge wie am nflach mit entsprechenden Seiten an einander, so
erhalt man das Netz des nflachs.

Um die Projectionen des nflachs, d. h. jeder Ecke und jeder
Kante desselben, zeichnen zu kénnen, ist die Kenntniss einer hin-
reichenden Anzahl bestimmender Sticke desselben erforderlich.
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Diese Stucke sind zweierlei Art, durch die einen ist das nflach
selbst, durch die anderen seine Lage gegen die Projectionsebenen
bestimmt.

Wird das nflach als ein materieller Kérper angesehen, so
werden einige seiner Flachen fir ein in der Dichtung der Pro-
jectionsstrahlen befindliches Auge durch andere verdeckt sein (8. 75).
Seine Oberflache zerfallt in Bezug auf diese Richtung in zwei
Theile, einen sichtbaren und einen verdeckten. Das W seit (ni ver-
schieden von n), welches von denjenigen Kanten gebildet wird, in
denen beide Theile an einander stossen, nennt man den Umriss
des nflachs fur diese Richtung. Dasselbe ist im Allgemeinen ein
windschiefes (8. 71); seine Projection ein ebenes geschlossenes
w2seit («22W i), innerhalb dessen die Projectionen aller Kanten
liegen. Der Umriss ist fur jede veranderte Lage des wflachs so
wie fir jede Richtung der Projectionsstrahlen ein anderer.

Wir dricken in den Zeichnungen die Projectionen des Umrisses und

aller sichtbaren Kanten durch volle Linien, die der verdeckten durch
punctirte aus.

78. Ist die Lage eines nflachs gegen die Projectionsebenen
nicht vorgeschrieben, so giebt man ihm eine solche Lage, dass
seine Projectionen so einfach wie mdglich ausfallen. Man legt eine
seiner Flachen, die man als Grundflache ansieht, in so dass
dieselbe ihre eigene erste Projection ist, wahrend ihre zweite Pro-
jection in A fallt. Hat ein nflach mehrere einander parallele
Kanten, so nimmt man dieselben parallel mit beiden, wenigstens
mit einer Projectionsebene. Hat es eine Symmetralebene, so nimmt
man diese parallel mit einer Projectionsebene an; alsdann fallen
in dieser die Projectionen der beiden symmetrischen Theile in
einander, und in der anderen sind ihre Projectionen symmetrisch
in Bezug auf den Schnitt jener Ebene.

Aufgabe. Ein regelmassiges Vierflach (Tetraeder) darzustellen.

Das gleichseitige Dreiseit a'b'c' sei seine Grundflache in
jede der anderen drei Flachen hat eine Seite mit diesem Dreiseit
gemein. Denken wir die Flachen abd um ab, aal um ac auf SlJi
herabgeschlagen, so fallen dieseloen mit a'b'c’ zusammen in a'b'(d),
a'c'[d], Nach dem Zuruckschlagen (8. 53) liegt d\ Projection von
d, sowohl in der Normalen auf a'b' durch (rf), als in der Nor-
malen auf a‘'c’ durch [<Z, so dass d' der Durchschnitt der drei
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Mittellinien des Dreiseits a'b'c’ ist. Legt man a'b'c’ mit a'b' nor-
mal auf A, so ist c'd’ parallel mit A, also die Kante cd parallel
mit und c“d“ muss gleich c¢'[d]= c'b' sein; diess genligt fur
die zweite Projection des Vierflachs.

Aufgabe. Einen Wdurfel darzustellen.

Nimmt man seine Grundflache abcd in und zwei Flachen Fig 3
abfe,cdhg parallel mit SJ$2, so sind zwei andere Flachen adke,
bcgf normal auf S|82; jede der beiden Projectionen ist ein Quadrat.

Aufgabe. Ein normales Parallelepiped darzustellen.

Erhalt dasselbe gleiche Lage mit dem Wirfel, so ist jede der Bs4.48
beiden Projectionen ein Rechteck; diese Rechtecke sind einander
gleich, wenn die auf beiden Projectionsebenen normalen Flachen
Quadrate sind.

79. Aufgabe. Ein regelmassiges Achtflach (Oktaeder) dar-
zustellen.

Das gleichseitige Dreiseit a'b'cl sei seine Grundflache in ~Ji.Fig.4Q
Drei Flachen abd, ace, bcf haben jede eine Kante mit ihr gemein;
wir denken dieselben so auf herabgeschlagen, dass jede mit
a'b’c’ zusammen, also (B) auf c', (e) auf b', (/') auf a' fallt. Beim
Zuruckschlagen fallen d\ e, f' auf die durch (@, (e), (f) auf a'b,
a'c’, b'c' gefallten Normalen in gleichen Abstand von diesen Seiten,
denn wegen der gleichen Neigung der drei Flachen gegen sind
a'b'd\ a'c'e’, b'c'f' congruente Dreiseite.

Die Puncte d,e,f sind Ecken des Dreiseits def, dessen Ebene
der von abc parallel ist und welches mit diesem symmetrisch liegt;
es bilden also die Projectionen der sechs Ecken ein regelmassiges
Sechseck. Je zwei einer Ecke anliegende Seiten desselben, z. B.
a'd\ a'e’ und die entsprechende Seite d'e' des Dreiseits d'e'f bilden
die Projection einer der drei anderen Fl&achen.

Werden a'b\ e'f' normal auf A gelegt, so fallen die zweiten
Projectionen der Kanten ae, bf in einander, und da dieselben mit
S|J2 parallel sind, wird a“e" —a'b'.

Die erste Projection des Achtflachs erhélt eine einfachere
Gestalt, wenn eine seiner Diagonalebenen mit parallel gelegt
wird. Denn die in einer solchen Ebene liegenden Ecken, z. B.
a, 5 e, f bilden ein Quadrat, das zur Projection ebenfalls ein
Quadrat a'b'e'f’ hat, und in dessen Diagonalen die Projectionen
der acht anderen Kanten fallen. Sind zwei seiner Seiten parallel
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mit A, so &ndert sich die Gestalt der zweiten Projection nicht,
nur die Diagonale c“&" —a‘f‘ wird normal auf A.

80. Aufgabe. Ein regelméassiges Zwodlfflach (Dodekaeder
darzustellen.

Das regelmassige Funfseit aVc'd'e' sei seine Grundflache in

Finf Flachen haben jede eine Kante mit der Grundflache
gemein; wir denken zwei derselben, namlich die an die Kante af
stossenden baflg,eafpk, auf i herabgeschlagen, so dass jede mit
dem Funfseit aVc'd'e’ zusammenfallt, alsdann fallt f mit der
ersten in (/) d. h. in e\ und mit der zweiten in [/'], d. h. in b\
Werden beide Flachen zuriickgeschlagen, so erhalt man f' als
Durchschnitt der beiden Normalen auf a'b‘ durch (f) und auf ci'¢'
durch [/m]. Aus der Construction ergiebt sich, dass af‘ den
Winkel b'a'e’ halftet, also durch den Mittelpunct a des dem Funf-
seit umschriebenen Kreises K geht. Da jede der erwahnten funf
Flachen gleiche Lage gegen die Grundflache hat, so sind die Pro-
jectionen der funf durch die Ecken a,5,c,d,e gehenden Kanten nach
a gerichtet und von gleicher Lange, d. h. af‘'= bg'— ... .

In Folge der Affinitat der Funfseite b'a’(f)(1)(g) oder
b'a‘e'd’c’ und b'a'f'vVg' entsprechen den Parallelen &'(/"), (g)(l) die
Parallelen bf\ g‘l'. Es ist aber b'f' normal auf a‘e’ oder parallel
mit der durch (g) gehenden Mittellinie des Funfseits a'b'&d'e’,
fallt also mit der Seite b‘'g eines dem Kreise K eingeschriebenen
regelméssigen Zehnseits zusammen, woraus folgt, dass g‘V Seite
eines regelmassigen Zehnseits mit dem Mittelpuncte a ist. Hiernach
lassen sich die Projectionen der funf an die Grundflache stossenden
Flachen beenden, wodurch die von fiinfzehn Ecken erhalten werden.
Die dbrigen funf Ecken q,r,s,t,u sind die Ecken der mit der
Grundflache parallelen Flache, deren Lage die umgekehrte der
Grundflache ist, so dass ihre Projection gleichfalls dem Kreise K
eingeschrieben ist.

Eine Ebene (£ normal auf SRi, welche zum Schnitt Ei einen
durch eine Ecke der Grundflache, etwa d\ gehenden Durchmesser
des Kreises K hat, ist eine Symmetralebene des Zwdlfflachs; wir
nehmen parallel mit ihr, also A parallel mit Ei. Die zweite
Projection der Grundflache abcde fallt in A, die der Flache qrstu
ist eine mit A parallele Strecke. Die der Flachen abglf\ stoin sind
zwei Strecken von der Lange der Mittellinie des Funfseits. Unter
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den Kanten sind nur di, gl mit parallel, so dass ihre zweiten
Projectionen die wahren Langen haben. Die zweiten Projectionen
von acht mal zwei Ecken fallen bei der gewahlten Lage der Sym-
metralebene in einander.

81. Die Lage eines Nflachs gegen die Projectionsebenen kann
durch Angabe einer Ebene und der Lage der Grundflache des
Nnflachs in dieser Ebene bestimmt werden. Um die Projectionen
des nflachs in der gegebenen Lage zu zeichnen, denke man seine
Projectionen auf zwei in einfachster Lage gegen dasselbe befindliche
Ebenen nach 8. 78 ausgefuihrt und leite aus ihnen die geforderten
durch Veranderung der Projectionsebenen ab. Die Hilfs-Projec-
tionsebenen wahle man nach den Sticken, welche die Lage des
nflachs bestimmen; die eine ist demnach die Ebene der Grund-
flache und wird bei Ausfuhrung der Zeichnung auf eine der beiden
Projectionsebenen herabgeschlagen.

Aufgabe. Ein regelmassiges Vierflach darzustellen, dessen
Grundflache abc in einer durch ihre Schnitte gegebenen Ebene (£
so liegt, dass die Seite ab mit Ei einen gegebenen Winkel a
einschliesst.

Durch die beiden in Fig. 38 gegebenen Projectionen des vier-rFig.38a.
flachs ist dasselbe bestimmt. Denkt man © um ihren Schnitt auf

herabgeschlagen, so schliesst die Seite (a)(b) der Grundflache
mit Ei den Winkel « ein, und es wird die Projection des Vier-
flachs in (a)(b)(c)(d) so gezeichnet wie die erste in Fig. 38. Durch
Zurlckschlagen von © erhadlt man wie in 8 72 die beiden gefor-
derten Projectionen der Grundflache abc. Die zweite Projection
Fig. 38 giebt die Hohe der Ecke d uber der Ebene (£; diese Hohe
genugt zur Bestimmung der dritten Projection dieser Ecke.
ist die auf tyi und (£ normale Ebene, die beim Zurickschlagen
der Grundflache benutzt wurde; d“‘ liegt in der Geraden, welche
normal auf E 3 ist und durch den aus (d) abgeleiteten Punct [d]
geht. Aus d", (d) werden d‘, d* abgeleitet.

Aufgabe. Einen Wiurfel darzustellen; die Ebene seiner Grund-
flache sei gegeben durch ihren Schnitt Ey und ihren ersten
Neigungswinkel st; eine Seite ab der Grundflache schliesse mit
einer Neigungslinie der Ebene einen Winkel « ein.

Man denke (£ auf herabgeschlagen und zeichne das Qua-Fig.39a
drat {a){b)(c){d) als Grundflache des Wurfels so, dass seine Seite
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(«)(&) mit der Neigungslinie (a)n den Winkel a einschliesst. Man

nehme eine normal auf und (£, also A 2 parallel mit
(a)n, so schliesst E3 mit A 2 den gegebenen Winkel ein, und
enthalt die Puncte b“, ¢ d™, welche aus (a), (b), (c), (d)

herzuleiten sind. Die dritte Projection des Wirfels ist nun leicht
zu beenden; aus ihr und aus (a)(&)(c)(eQ werden die geforderten

beiden Projectionen abgeleitet.

Auf gleiche Weise kdénnen die Projectionen jedes nflachs gezeichnet wer-
den.  Abkurzungen ergehen sich, z B. wenn parallele und gleich lange
Kanten Vorkommen, wie heim Wdrfel selbst.

Prismen und Pyramiden.

82. Eine prismatische Flache, schlechtweg ein Prisma,
der Ort einer Geraden, welche sich parallel mit sich selbst bewegt
und alle Puncte einer gebrochenen (ebenen oder windschiefen) Linie
durchlauft (8. 9).

Die gebrochene Linie nennen wir die Leitlinie, jede Lage
der Erzeugenden eine Seite, und wenn sie durch eine Ecke der
Leitlinie geht, eine Kante der Flache. Alle zwischen zwei auf
einander folgenden Kanten liegende Seiten erflllen einen ebenen
Streifen; die Anzahl dieser die Flache zusammensetzenden Streifen
ist gleich der Anzahl der Seiten der Leitlinie, mit Ausnahme des
Falls, dass die Leitlinie windschief ist, und eine oder mehrere
ihrer Seiten in der Dichtung der Erzeugenden liegen.

Ein Prisma ist convex oder concav, je nachdem es von einer
Geraden in zwei oder in mehreren Puncten geschnitten werden kann;
es ist geschlossen oder offen, je nachdem die Erzeugende bei fort-
schreitender Bewegung in eine schon inne gehabte Lage zurickkehrt
oder nicht. Wir betrachten der Einfachheit wegen nur convexe
geschlossene Prismen; an einem solchen ist die Anzahl der Kanten
gleich der Anzahl der ebenen Streifen, und das Prisma heisst
wkantig (oder wseitig).

Eine mit den Kanten parallele Ebene schneidet ein Prisma
in zwei Seiten oder Kanten. Eine mit den Kanten nicht parallele
Ebene schneidet es in einem wseit, dessen Seitenzahl gleich der
seiner Kanten ist. Ist die schneidende Ebene normal auf den
Kanten, so nennt man die Durchschnittsfigur den Normalschnitt
(Geradschnitt, Querschnitt) des Prisma; die Winkel dieses %seits
sind die Maasse der Flachenwinkel des Prisma.

is
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Parallele Ebenen schneiden ein Prisma in congruenten nseiten.

Wird ein «seit oder ein «flach auf eine Ebene projicirt, so
sind die durch die Puncte im Umfange des «seits oder im. Umrisse
des nflachs gehenden Projectionsstrahlen die Seiten eines dem
Nnseite oder nflache umschriebenen Prisma, welches das pro-
jicirende Prisma des nseits oder nflachs ist, die Projection
selbst ist ein Normalschnitt dieses Prisma.

83. In der elementaren Geometrie versteht man unter Prisma
ein «flach (n~5), welches von einer (convexen, geschlossenen)
(n— 2) kantigen prismatischen Flache und von zwei Ebenen be-
grenzt wird, welche mit einander parallel und gegen die Kanten
dieser Flache geneigt sind. Seine Oberflache besteht aus zwei
congruenten (n— 2)seiten, den Grundflachen, und aus Nn— 2
Parallelogrammen, den Seitenflachen; man nennt Grund-
kanten die, welche Seiten der Grundflachen, und Seiten kanten
die, welche zweien Seitenflachen gemein sind. Ein solches Prisma
ist schief oder normal, je nachdem die Seitenkanten gegen die
Ebenen der Grundflachen unter schiefem oder rechtem Winkel
geneigt sind; seine Hohe ist der (normale) Abstand beider
Grundflachen.

Das regelmassige Prisma ist der Wirfel. Ein gleichférmiges Prisma
ist ein normales, das zur Grundflache ein regelméssiges «seit hat, es kommt
am meisten zur Anwendung. Far die einfachste Darstellung lege man eine
Grundflache in (oder parallel derselben) und eine Syinmetralebene parallel
mit 2; die ersten Projectionen beider Grundflachen fallen dann in einander.
Als Beispiel diene ein sechskantiges Prisma in zwei Lagen dieser Art. Fig. a

84. Aufgaben. 1) Ein schiefes Prisma darzustellen, von
welchem gegeben sind die Grundflache, die Hohe und die Winkel
a, B, welche eine der Seitenkanten mit den durch dieselbe Ecke a
gehenden Grundkanten einschliesst; 2) den Normalschnitt dieses
Prisma zu construiren; 3) das Netz seiner Oberflache zu zeichnen.

1) Man zeichne in bad den Winkel, welcher von den durch «Fig.43a
gehenden Grundkanten eingeschlossen wird, und denke die durch a
gehende Seitenkante ap einmal mit der Seitenflache bap in a(p),
ein andermal mit der Seitenflache dop in a[/>] auf die Grundflache
herabgeschlagen, so schliessen 6«, (p)a den Winkel «, da, [p]a
den Winkel B ein. In der Kante ap sei p in beliebigem Abstande
von a angenommen, so dass a(p)=-a\”*p]'=ap’, denkt man beide
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Seitenflachen bap, dap zurtickgeschlagen, so erhalt man in apl die
Projection der Seitenkante ap auf die Grundflache.

Fig.83 Wir legen die Grundflache abcd in so, dass ap‘ parallel
mit A ist. fallt in A, und die zweite Projection der
anderen Grundflache liegt in einer mit A parallelen Geraden, deren
Abstand von A gleich der gegebenen Hohe li ist. Die Kichtung
fur a"p* und durch sie die der anderen Seitenkanten erhalt man,
wenn man a"p“—ap nimmt.

2) Den Normalschnitt cefg erhalt man in einer welche
normal auf den Seitenkanten ist, also A 2 normal auf a“p“. Da
die Seitenkanten parallel mit SB2 angenommen wurden, also die
ersten Ordinaten aller Puncte einer Seitenkante einander gleich sind,
so ist die Construction der ersten Projection des Normalschnitts
unnéthig.

Hg. 4. 3) Denkt man die eine von je zwei anstossenden Seitenflachen
um ihre gemeinschaftliche Kante gedreht, bis sie in die Ebene der
anderen (neben diese) gelangt, so fallen die in beiden Flachen lie-
genden Seiten des Normalschnitts in eine auf jener Kante normale
Gerade. Um das Netz zu erhalten, trage man demnach auf eine
beliebige Gerade die Seiten des Normalschnitts eine neben die
andere in cefgc, ziehe durch die Endpuncte jeder Seite Normalen
auf die Gerade und trage auf jede derselben die beiden Strecken
der entsprechenden Seitenkante, die auf beiden Seiten des Normal-
schnitts liegen, und deren Langen aus der zweiten Projection zu
entnehmen sind. Die anderen Seiten der entstehenden Parallelo-
gramme miussen den entsprechenden Grundkanten gleich werden,
und die an a stossenden Parallelogramme bei a die Winkel a, [

haben.

In Fig. 43b ist die obere Grundflache weggelassen.

Uebungs-Aufgabe. Ein gleichformiges fiinfkantiges Prisma darzustellen;
gegeben die Hohe, die Lange einer Grundkante und die Ebene CS seiner Grund-
flache (z. B. fx von 30° der von EX und A eingeschlossene Winkel von 45°);
eine Grundkante sei parallel mit EX.

85. Eine pyramidalische Flache, schlechtweg eine Pyramide
ist der Ort einer Geraden, welche durch einen fes™n Punct geht
und alle Puncte einer gebrochenen (ebenen oder windschiefen) Linie
durchlauft.

Der feste Punct kann als die Mitte der Erzeugenden in jeder
ihrer Lagen gelten, die Flache besteht demnach aus zwei gleichen
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Theilen, welche in ihm zusammenstossen, weshalb er der Mittel-
punct der Flache ist. Die gebrochene Linie ist die Leitlinie,
jede Lage der Erzeugenden eine Seite, und wenn sie durch eine
Ecke der Leitlinie geht, eine Kante der Flache.

Alle von zwei auf einander folgenden Kanten eingeschlossene
Seiten erfullen einen ebenen Winkelraum; die Anzahl dieser die
Flache zusammensetzenden Winkel ist gleich der Anzahl der Seiten
der Leitlinie, wenn keine dieser Seiten durch den Mittelpunct der
Flache geht. Eine Pyramide ist convex oder concav, geschlossen
oder offen, wie ein Prisma; wir betrachten nur die convexe ge-
schlossene Pyramide, welche wkantig (oder wseitig) ist (§. 82).

Eine Pyramide kann von einer Ebene (£ verschiedenartig
geschnitten werden. Geht (E durch den Mittelpunct m, so sind
drei Falle zu unterscheiden.

1) Keine Kante oder Seitenflache liegt in (£, sondern jede
wird von ihr in m geschnitten; beide Theile der Flache liegen auf
entgegengesetzten Seiten von (£.

2) Eine Kante oder Seitenflache liegt in (£, jede andere wird
von ihr in m geschnitten; beide Theile der Flache liegen auf ent-
gegengesetzten Seiten von (£.

3) Zwei Kanten oder Seiten liegen in (£, jede andere wird
von ihr in m geschnitten; jeder Theil der Flache wird durch (£
in zwei Abschnitte zerlegt, die auf entgegengesetzten Seiten von
© liegen.

Geht (£ nicht durch den Mittelpunct m, so lasst sich durch m
eine mit ihr parallele Ebene denken. Letztere befindet sich in
einer der drei angegebenen Lagen; danach schneidet (£, unter n
die Anzahl der Seitenflachen verstanden,

1) nur einen Theil der Flache in einem geschlossenen wseit,

2) nur einen Theil der Flache in einem ungeschlossenen n seit,
oder (n— 1) seit,

3) beide Theile der Flache, den einen in einem ungeschlossenen
Nn! seit, den anderen in einem ungeschlossenen N2seit, so dass
ni H-W2 gleich n oder gleich n-1-1 oder gleich n-\- 2, je nachdem
die durch m gehende Parallelebene zwei Kanten, oder eine Kante
und eine Seite, oder zwei Seiten der Pyramide enthalt. (In §. 168
wird eine andere Anschauung dieser Figuren gegeben werden.)

Parallele Ebenen schneiden eine Pyramide in &hnlichen, &hnlich-
liegenden nseiten; das Aehnlichkeits-Verhaltniss der entsprechenden
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Fig. 44.

Fig. B

Seiten ist gleich dem Yerhaltniss der Abstande der schneidenden
Ebenen vom Mittelpuncte m der Flache. Je zwei dieser «Seite
sind in gleicher oder in umgekehrter Lage, je nachdem ihre Ebenen
auf derselben oder auf entgegengesetzter Seite von m liegen.

86. In der elementaren Geometrie versteht man unter Pyramide
ein «flach («”™4), welches von dem einen Theile einer (convexen,
geschlossenen) («— 1)kantigen pyramidalischen Flache und von
einer Ebene begrenzt wird, welche diesen Theil der Flache in einem
geschlossenen («— 1) seite schneidet. Seine Oberflache besteht aus
diesem («— 1)seite, der Grundflache, und aus « — 1 Dreiseiten,
den Seitenflachen. Der Mittelpunct der pyramidalischen Flache
ist die Spitze der Pyramide, und der (normale) Abstand der

Spitze von der Grundflache ihre Hohe.

Die regelméssige Pyramide ist das regelmassige Vierflach. Eine gleich-
férmige Pyramide hat zur Grundflache ein regelméssiges nseit und gleiche
Seitenkanten; sie kommt am meisten zur Anwendung. FUr die einfachste
Darstellung lege man ihre Grundflache in (oder parallel derselben) und
eine Symmetralebene parallel mit ; die erste Projection der Spitze fallt in
den Mittelpunct der Grundflache. Als Beispiel diene eine achtkantige Pyramide
in zwei Lagen dieser Art.

87. Aufgaben. 1) Eine Pyramide darzustellen, von welcher
gegeben sind die Grundflache und die Langen dreier Seitenkanten;
2) das Netz ihrer Oberflache zu zeichnen.

1) Es seien ein Funfseit abcde als Grundflache und die Léangen
der Seitenkanten as, bs, ds gegeben. Man schlage die Seitenflache
abs und die Diagonalebene bds auf die Ebene der Grundflache in
ab(s), &£?[s]; beim Zuriickschlagen wird der Durchschnitt der aus
(s), [s] auf ab, bd gefallten Normalen die Projection sl der Spitze
auf die Ebene der Grundflache. Legt man diese in SBi mit a's
parallel zu A, so wird a"s"= as; hiermit ist die zweite Projection
zu erlangen.

2) Das geforderte Netz besteht aus Dreiseiten, deren jedes
durch die Lange der Seiten bestimmt ist. Die fehlenden Léngen
der Seitenkanten sc, se erhadlt man nach §. 33, wobei die Hdhe
s°s" der Pyramide als Kathete jedes der zu construirenden recht-
winkligen Dreiseite gilt.

Uebungs - Aufgabe. Eine gleichférmige sechskantige Pyramide darzu-
stellen; gegeben die Hoéhe, die Lange einer Grundkante und eine Gerade mn
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als Neigungslinie der Ebene der Grundflache gegen ~ und als Mittellinie
der Grundflache.

Ebene und ftflach.

88. Die Durchschnittsfigur einer Ebene (£ und eines nflachs
ist ein Wiseit, ni im Allgemeinen verschieden von n. Der Umfang
dieses N\seits ist der Durchschnitt der Ebene und der Oberflache
des nflachs, es hat so viele Ecken als Kanten desselben von der
Ebene getroffen werden. Die Aufgabe, diese Figur zu construiren,
ist am einfachsten auszufiithren, wenn (£ normal auf einer Pro-
jectionsebene ist.

Aufgabe. Die Durchschnittsfigur einer auf S3¥ normalen
Ebene und einer Pyramide zu construiren, deren Grundflache in

liegt.

Wir nehmen als Beispiel die Pyramide der vorgehenden Auf- Fig =
gabe. Da die zweiten Projectionen aller Puncte von (£ in E2
liegen, so ist die der geforderten Figur eine Strecke von Ei und
die ihrer Ecken 6, b, ... sind deren Durchschnitte mit s"a",
s“b", .... Aus dieser zweiten Projection ist die erste leicht her-
zuleiten. Man bemerke, dass jede Seite ab, bc, ... und die
entsprechende Grundkante ab, bc, ... sich in einem Puncte y, Y\ ...
auf E } schneiden.

Die wahre Gestalt der Durchschnittsfigur wird durch Herab-
schlagen von (5, etwa auf S|5i, erlangt. Man ziehe z. B. durch b’
die Normale b‘'n auf Ei, und nehme W(b)= €°h". Die Seiten dieser
Figur (a)(b), (b)(c), ... gehen ebenfalls durch y, yx, ...

89. Ist die schneidende Ebene nicht normal auf einer Pro-
jectionsebene, so nehme man eine auf ihr normale (vergl. §. 54).
Jedoch koénnen die Projectionen der geforderten Figur oft einfacher
nach der Lésungsart folgender allgemeinen Aufgabe erlangt werden.

Haupt - Aufgabe-, Die Durchschnittslinie zweier
Flachen zu construiren.

Es seien die gegebenen Flachen (8. 9). Man nehme
eine Schaar von Hilfsflachen & eee = [ljie erste derselben,

schneidet $ in einer Linie C, in einer Linie D ; beide Linien
C, 1), in einer und derselben Flache ~ liegend, schneiden sich in
Puncten p, g, r, ... der geforderten Durchschnittslinie, denn diese
Puncte liegen sowohl in $ als in Man wiederhole das Ver-
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fahren fiur so erhalt man zwei Linien Ci als Durchschnitt von
als Durchschnitt von <f) $=', welche sich in Puncten
2\ ?i, ri, .. . der geforderten Linie schneiden. Und so fort fur

die folgenden Hilfsflachen.

Als Hilfsflachen wahlt man solche, welche méglichst einfach
aber der Natur der gegebenen Flachen angemessen sind, meistens
Ebenen. Fir die Durchschnittsfigur einer Ebene und eines nflachs
nehme man eine projicirende Ebene jeder Kante.

Das erste Beispiel dieser Aufgabe war die Construction der Durchschnitts-
linie zweier Ebenen. Da dieselbe als Gerade durch zwei Puncte bestimmt ist,
so reichten zwei Hilfsebenen aus; als solche dienten in §. 65 beide Projections-
ebenen und in 8. 75 die projicirenden Ebenen zweier die eine Ebene bestimmen-
den Geraden.

90. Aufgabe. Die Durchschnittsfigur einer Ebene (£ und
eines regelmassigen Achtflachs $ zu construiren, welches eine mit

parallele Diagonalebene hat (8. 79).

(£ sei durch das Trapez Tdmm gegeben, $ durch das in der
angegebenen Diagonalebene liegende Quadrat abcd und die Ecken
e, f. Die drei Diagonalebenen des Achtflachs gentigen als Hilfs-
ebenen.

Q parallel mit schneidet (£ in der Geraden zy—C, $ im
Quadrate abcd= D und liefert zwei Puncte p, (;

normal auf S1Ji schneidet (£ in xw= CXx, % in aecf=D\
und liefert™?!, gx;

normal auf schneidet (£ in vu= C2, $ in bedf=
und liefert p2, q2

Diese sechs Puncte sind die Ecken der geforderten Figur, von
deren Seiten je zwei folgende in Flachen liegen, die eine Kante
gemein haben. Die Seiten sind:

1) ppt in«6e, 4) q%qy in cdf,
2) pxq inade, 5 qxp2 in 6c/*
3) qg2 in adf, 6)p2p in abf.

Die unter 1) 4), so wie die unter 2) 5) aufgezdhlten Flachen

und Seiten sind parallel.
Uebungs- Aufgabe. Die Durchschnittsfigur einer Ebene und eines regel-
massigen Zwdlfflachs zu construiren.

91. Aufgaben. Die Durchschnittsfigur einer Ebene © und
1) eines Prisma oder 2) einer Pyramide zZu construiren,
deren Grundflachen in liegen.
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Von (£ seien gegeben die Schnitte E i, Ei, und ausser dervig. ss.

Grundflache abc . .. von % die Projectionen einer Kante am, von
die der Spitze s.
Man nehme als Hilfsflachen eine Schaar von Ebenen an,

eine durch jede Seitenkante von $ oder %1, so dass jede Linie D
aus dieser Kante und einer nicht zu bericksichtigenden Seite besteht.
Fuhrt man die Ebenen «) parallel mit E i, so sind die Linien C
Gerade parallel mit Ei, also ihre Projectionen C* parallel mit A,
C" mit Ei. Die ersten Schnitte HX geben in ihren Durchschnitten
mit Ei die ersten Durchgiange z der Geraden C.

Beim Prisma sind alle Ebenen |) einander parallel, also auch
ihre Schnitte H i; man erhalt deren Kichtung nach & 58, wenn
man durch einen Punct m irgend einer Seitenkante am die mit E %
parallele Gerade mn fihrt, d. h. m'n' parallel mit A, m“n*“ mit Ei.

Bei der Pyramide gehen alle Ebenen $ durch die parallel mit
Ei durch s gefuhrte Gerade sg; man ziehe also s‘g‘ parallel mit
A, s“g“ mit Ei und lege die Schnitte HXx durch den ersten Durch-
gang g dieser Geraden.

In jeder Ebene Q schneidet die Gerade G die entsprechende
Seitenkante D in einer Ecke a der geforderten Figur. Deren
Seiten, z. B. ab, und die entsprechenden Grundkanten, ab, also
auch a'b’', a‘'b’, schneiden sich in einem Puncte y auf Ex.

Die wahre Gestalt der Figur wird aus den Projectionen durch
Herabschlagen von (£, etwa auf ~ 1, erhalten. Zu dem Behufe
construire man (E2 nach § 59 mittels eines Punctes X, und ziehe
parallel mit ihr die Geraden (C), von denen jede durch den ent-
sprechenden Durchgang z geht und den Punct (a) enthalt. Jede
Seite (a)(h) schneidet sich mit a'b', a'b* in y auf Ex

Andere Verfahren fur die Ldsung dieser Aufgaben folgen in
§§. 139, 165.

Uebungs-Aufgaben. Die Durchschnittsfigur einer Pyramide und einer
Ebene zu construiren, welche normal auf einer bestimmten Kante ist und einen
gegebenen Abstand von der Spitze hat.

Die Durchschnittsfigur einer funfkantigen Pyramide und einer Ebene zu
construiren, welche drei bestimmte Seitenkanten in gegebenem gleichen Ab-
stande von der Spitze schneidet.

92. Um die Durchschnitte einer Geraden mit der Ober-
flache eines nflachs zu erhalten, fihre man durch die Gerade eine

Ebene $ und construire deren Durchschnittsfigur mit der Oberflache
Pohlke, darstell. Geom. I. 3. Aufl. 5
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des nflachs. Die Durchschnitte der Geraden mit dem Umfange
dieser Figur sind die geforderten Puncte, deren es zwei giebt, wenn
das nflach ein convexes ist.

Im Allgemeinen kann man fur Q die eine projicirende Ebene
der Geraden wahlen. Ist das nflach ein Prisma, so fihre man
parallel mit dessen Kanten, und ist es eine Pyramide, so fthre
man $ durch deren Spitze s; in beiden Féllen besteht die Durch-
schnittsfigur von ~ und der Oberflache aus zwei Seiten, also beim
Prisma aus zwei parallelen, bei der Pyramide aus zwei sich in s
schneidenden Geraden.

Sieht man das nflach als ein materielles an, so bestimmt man
nach §. 75, ob die Puncte sichtbar oder verdeckt sind.

Zwei ftflache.

93. Denkt man zwei nflache als geometrische, nicht
materielle, Raumgebilde, so kann ein Tlieil des Raumes sowohl
dem einen als dem anderen nflache angehéren. Der gemeinschaft-
liche Raumtheil ist ein drittes nflach, ein sowohl aus dem ersten
als aus dem zweiten ausgeschnittenes (oder ausgerissenes) Stick.
Von seiner Oberflaiche gehort ein Theil der Oberflache des ersten
%flachs, der andere der des zweiten an; beide Theile stossen in
einem «iseit, der Durchschnittsfigur der Oberflache beider nflache,
an einander. Jede Ecke dieses nxseits ist der Durchschnittspunct
einer Kante des einen nflachs und einer Flache des anderen, und
jede Seite ist die Durchschnittslinie einer Flache des einen und
einer Flache des anderen.

Dieses wj seit ist im Allgemeinen ein windschiefes, und es
lassen sich zwei Falle unterscheiden.

1) Die sammtlichen Seiten setzen eine einzige gebrochene, ge-
schlossene Linie zusammen; alsdann ist das Ubrigbleibende Stick
jedes der beiden nflache ein geschlossenes nflach fur sich und man
sagt: die beiden nflache schneiden sich gegenseitig aus, es findet
Ausschneidung (Ausreissung) statt.

2) Die Seiten zerfallen in zwei oder mehrere Gruppen, deren
jede eine gebrochene, geschlossene Linie zusammensetzt;, alsdann
besteht das uUbrigbleibende Stick des einen nflachs aus zwei oder
mehreren von einander getrennten Sticken (oder nflachen), wahrend
das Ubrigbleibende Stick des anderen ein geschlossenes nflach ist,

al



67 5. 9495,

von welchem das dritte umschlossen wird. Denkt man dieses zum
ersten gehorig, so sagt man: das zweite nflach wird von dem
ersten durchdrungen, es findet Durchdringung statt. Die zwei
Sticke, in welche mindestens die Durchschnittsfigur zerfallt, nennt
man Eintritts- und Austrittsfigur.

Beim zweiten Falle kann es Vorkommen, dass beide Figuren eine oder
zwei Ecken, auch eine oder zwei Seiten gemein haben; sie kénnen alsdann

als eine Figur angesehen werden, in welcher die gemeinschaftlichen Puncte
oder Seiten als zweifache zu zéhlen sind.

94. Aufgabe. Die Durchschnittsfigur zweier nflache 91, 9ti
zu construiren.

Man construire nach 8. 92 die Durchschnittspuncte jeder Kante
von 9t und der Oberflache von 9ti, so wie jeder Kante von 9ti
und der Oberflache von 9t; die hierbei anzuwendenden Hilfsebenen
$ (8. 89) sind projicirende Ebenen der Kanten. Die erhaltenen
Puncte sind die Ecken der geforderten Figur; ihre Seiten erhalt
man, wenn man die gefundenen Puncte in gehériger Ordnung
verbindet.

Um diese Ordnung zu bestimmen, sehe man irgend einen der
Puncte als ersten, 1, an; derselbe liege auf einer Kante von 9t
und in einer Flache von 9ti. Man wéahle unter den Puncten, die
in derselben Flache oder in den sie begrenzenden Kanten von 9ti
liegen, den Punct 2 so, dass die Gerade 1-2 einer und derselben
Flache von 9t angehdrt. Punct 2 liegt entweder auf einer Kante
von 9t oder auf einer von 9ti; man gehe auf die an diese Kante
stossende Fléche desselben nflachs und wéahle unter den in An-
liegenden Puncten denjenigen als 3, welcher mit 1 und 2 auf
derselben Flache von 9ti im ersten oder von 9t im zweiten Falle
liegt. Auf diese Weise fahre man fort, bis man zum Puncte 1
zuriickkehrt.

Sind alle gefundenen Puncte angewendet, so findet Ausschnei-
dung statt; bleiben Puncte tGbrig, so fange man mit einem derselben
an und verfahre auf dieselbe Weise, um den zweiten Theil der
Figur zu erhalten.

Das Beispiel, welches wir in den folgenden vier Paragraphen
ausfuhrlich behandeln wollen, mag das Gesagte erlautern.

95. Aufgabe. Es seien gegeben: 1) ein beliebiges dreikan-Hg 4G
tiges Prisma mit den Grundflachen afoc, a\biCi, 2) ein regel-
5*
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massiges Achtflach, welches eine mit i parallele Diagonalebene
defg hat. Es soll die Durchschnittsfigur beider nflache construirt
werden.

1) Construction der Ecken der Figur.

Funf Hilfsebenen $ (§.89) genligen. Es seien die
ersten projicirenden Ebenen der Kanten aax, bbL; $ schneidet die
Flachen tde, tef des Achtflachs in den Geraden ab, bc, -£)1 die
Flachen sdg, sfg in den Geraden bc, cf; aax und abc treffen sich
in den Puncten h,i, bbi und bcf in den Puncten X |. Die erste
Projection zeigt, dass das Achtflach von der Kante cc, nicht

getroffen wird.
werde durch das Quadrat defg gefuhrt, ist also parallel

mit und schneidet das Prisma im Dreiseit tf!, dessen
Seite gf von den Kanten ef, gd in den Puncten m, n ge-
schnitten wird.

werde durch vier Ecken s, e, t, g, also normal auf
gefihrt und schneidet das Prisma im Dreiseit Intlt, dessen Um-
fang von den Kanten se, te in den Puncten o, p geschnitten

wird.
werde durch die Ecken s, d, t, f, also normal auf SRi,

gefuhrt und schneidet zwei Seitenflachen des Prisma in den Geraden
bg, r¢, welche von den Kanten sd, td, sf in den Puncten @, r, n, v
geschnitten werden.

Wir ordnen die gefundenen Puncte in folgende Tabelle.

Sg

Die Nummern der vierten Columne werden im folgenden Paragraphen
bestimmt.
96. 2) Bestimmung der Seiten der Figur.

Wir wéhlen den Durchschnitt h von acti und tde als Punct 1.
In der Flache tde sind die Puncte p, r auf den Kanten te, td
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vorhanden; wir wahlen einen derselben, z. B. den in accxax liegen-
den Punct p, als 2.

Flache tef an tde in te stossend wird von der Kante aax in
i, ihre Kante ef von der Flache abbxax in m geschnitten. Punct i
wird daher 3, so dass die Seiten hp, pi in der Flache accxax des
Prisma liegen. Punct m wird 4, und es liegen pi, im in der
Flache tef des Achtflachs.

Flache sef an tef in ef stossend wird von keiner Kante des
Prisma getroffen, aber ihre Kanten se, sf schneiden erstere in 0
die Flache bcexbx, letztere in v, u die Flachen becexbi, abbxax; von
diesen drei Puncten ist U als 5 zu wahlen, da er mit m in der-
selben Flache abbxax liegt.

Flache sfg an sef in sf stossend wird von der Kante bbx in
1 oder 6 geschnitten; es liegen mithin die Seiten im, mu, ul in
der Flache abbxax. Die folgenden Puncte missen in der Flache
bccibi liegen, sind also die vorhin (ibergangenen v oder 7 und 0
oder 8; die Seiten ul, Iv gehéren zur Flache sfg und die Seite vo
zur Flache sfe, nach welcher wir zuriickgelangt sind.

Von der an se stossenden Flache sed wird noch die Kante
sd von bcexbx in g oder 9 geschnitten, so dass Seite 0g in
ihr liegt.

Die an sd stossende Flache sdg wird von der Kante bbx in k
oder 10 geschnitten; danach liegen die Seiten lv, vo, og, gk in der
Flache bcexbx.  Von der Flache sdg schneidet sich noch die Kante
gd in n oder 11 mit der Flache abbxax; es liegen also in ihr die
Seiten gk und kn.

Von der an gd stossenden Flache tgd wird die Kante td in r
oder 12 von abbxax geschnitten, Seite nr liegt also in ihr.

An td stosst die zuerst betrachtete Flache tde, in welcher die
geforderte Figur mit der Seite rh schliesst. Die Seiten rh und
hp liegen in tde, und die Seiten kn, nr, rh liegen in der Flache
abbydi.

Alle Seiten der Durchschnittsfigur setzen eine geschlossene
Linie hpimulvogknrh zusammen; es findet demnach im gegenwartigen
Beispiele Ausschneidung statt.

97, Beim Ausfihren der Zeichnung sehe man den von beiden
nflachen zusammengesetzten Korper als einen materiellen an und
bestimme nach §.75 die sichtbaren und die verdeckten Ecken,



5. 98 70

Zunachst betrachte man jedes nflach fur sich; vom Prisma
sind far die Grundflache chbiCi und die Seitenflache &OC1&1,
far dieselbe Grundflache und die Seitenflachen acciai, bccibi
sichtbar. Yom Achtflach fur V i die an s stossenden vier Flachen,
far die an e stossenden vier Flachen.

Sodann untersuche man die Puncte der Durchschnittsfigur.

Jeder Punct, der sowohl in einer sichtbaren
Flache des einen wflachs als in einer sichtbaren
Flache des anderen liegt, ist sichtbar;

also fur die Puncte I, v, O, g, & und die vier sie verbindenden
Seiten, fur die Puncte A, p, i, v, 0, Q.

Jeder Punct, der in einer verdeckten Flache des
einen wflachs liegt, gleichviel ob in einer sicht-
baren oder verdeckten Flache des anderen, ist
verdeckt;

danach sind die Puncte |, & fur verdeckt, sie liegen zwar auf
der sichtbaren Flache bccibi des Prisma aber auf den verdeckten
Flachen sfg, sgd des Achtflachs.

98. Das Netz jedes der beiden nflache lasst sich, fr
etwas mihsam, zeichnen, wenn man die Langen aller Kanten nach
8. 33 construirt. Hierbei ist zu beachten, dass man fur jedes der
Fig.5i. (Jrei Parallelogramme des Prisma ausser den Seiten noch die Lange
einer Diagonale zu bestimmen hat, wenn man nicht nach §. 84
verfahren v411.

Um die nicht in den Kanten der gegebenen nflache liegenden
Ecken der Durchschnittsfigur zu construiren, zeichne man in jedem
Netze die Durchschnittslinien der einzelnen Flachen mit den Hilfs-
ebenen |), z B. in der Flache abbiai die Gerade gf, welche m,
N, und die Gerade r£, welche r, U enthalt.

In jedem Netze erhalt man eine Verwandelte der Durch-
schnittslinie. N&amlich die Seiten der letzteren sind alle in eine
Ebene, die des Netzes, gebracht; dabei bleibt die Lange jeder Seite
unverandert, eben so die Grosse jedes Winkels, welcher von zwei
in einer Flache des nflachs liegenden Seiten eingeschlossen wird,
aber die Grosse jedes anderen Winkels wird verdndert. Und lassen
sich nicht alle Flachen in dem Netze eben so wie an dem nflach
selbst an einander reihen, so werden einzelne Seiten der Figur aus
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ihrer Verbindung gerissen. Diess findet bei dem Netze des Acht- Fg. «
flachs mit den Seiten nm, mi statt.

99. Uebungs -Aufgabe. Die drei wflache einzeln darzustellen, welche
aus dem Durchschnitte zweier wflache hervorgehen.

Im vorhergehenden Beispiele hat das beiden gegebenen nflachen gemein-
schaftliche Stick 10 Flachen, 22 Kanten, 14 Ecken. Von den 10 Flachen
gehoren 3 dem Prisma an, namlich das Dreiseit hpi, das Achtseit himulknr
und das Finfseit lvogk. Und 7 gehéren dem Achtflach an, namlich 2 Fiinf-
seite muvoe, phrde, 3 Yierseite oqde, gknd, pime und 2 Dreiseite ulv, nrd.

Das vom Prisma ubrig bleibende Stuck hat 13 Flachen, 31 Kanten, 20
Ecken. Zu den 13 Flachen liefert das Prisma 6, namlich die beiden Grund-
flachen abc, alblcl, die Flache a ¢ ¢ von der das Dreiseit hpi ausgeschnitten
ist, die Flache ftcCjb,, von der das Fiinfseit Ivogk ausgeschnitten ist, und die
zwei von der Flache abbial abgeschnittenen Flachen bahrnk, b(a,imul. Die
anderen 7 Flachen sind die dem gemeinschaftlichen Stiick angehérenden
Flachen des Achtflachs. Diess Nflach ist ein concaves, weshalb die in der
Ebene abblal liegenden Flachen als zwei zu rechnen sind.

Das vom Achtflach Ubrig bleibende Stick hat 12 Flachen (zwei derselben
liegen in der Ebene sef), 26 Kanten, 16 Ecken.

100. Aufgabe. Die Durchschnittsfigur eines Prisma und
einer Pyramide zu construiren, deren Grundflachen in einer und
derselben Projectionsebene, etwa in SJJi, liegen.

Alle Ebenen, welche mit den Kanten des Prisma parallel sindFig. 2
und durch die Spitze s der Pyramide gehen, schneiden das Prisma
sowohl als die Pyramide in Seiten, also in Geraden (§.§8. 82, 85).
Man fuhre durch s die mit den Kanten des Prisma parallele Ge-
rade st und durch diese Gerade die Hilfsebenen $ (8. 89).

Man wende so viele Ebenen $ an, als Seitenkanten an beiden
nflachen vorhanden sind. Die Durchschnittslinie G einer solchen
Ebene % mit der Oberflache des nflachs, durch dessen Seitenkante

geht, ist diese Kante und eine (nicht zu bericksichtigende) Seite;
ihre Durchschnittslinie D mit der Oberflache des anderen nflachs
besteht aus zwei Seiten, daher erhalt man im Allgemeinen in jeder
Ebene $ zwei Ecken der Durchschnittsfigur.

Bei der Ausfuhrung bedarf man fur jede Ebene ~ nur ihres
ersten Schnittes; alle diese Schnitte gehen durch den Durchgang t
der Geraden st (8. 55), und jeder geht durch eine Ecke einer der
beiden Grundflachen.

Die Gerade t'a’ sei AT, sie schneidet den Umfang der Grund-
flache des Prisma in den Puncten a, B; die Ebene $ enthalt die
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Kante sa der Pyramide und zwei Seiten «B, /Sat des Prisma,
welche von sa in 6, Bx geschnitten werden. Ebenso nehmen wir
die Geraden tb\ Vc\ ... als H\, H*, ... und bestimmen die
Durchschnitte aller Kanten der Pyramide in b, b17 ¢, C ... .

Wir fuhren durch V und durch die Ecken der Grundflache des
Prisma ebenfalls Schnitte von Hilfsebenen. Der Umfang der
Grundflache der Pyramide wird von den durch die Ecken f\ g\ h'
gefuhrten Schnitten H\, H\, H\ getroffen, z. B. von H\ in den
Puncten vy, 6; Ebene enthalt die durch f gehende Kante des
Prisma und die Seiten ys, 6s der Pyramide, welche von jener
Kante in f15 f geschnitten werden.

Wir erhalten im Ganzen 16 Puncte; die zweiten Projectionen
derselben sind aus den ersten herzuleiten. Lassen sich die ersten
Projectionen schlecht bestimmen, wenn etwa eine Seite al und die
Kante sa sich unter sehr spitzem Winkel schneiden, so construire
man die zweiten Projectionen der Seiten und der Durchschnitts-
puncte und leite aus ihnen die ersten Projectionen ab.

Die Seiten der Figur werden nach §. 94 bestimmt. Die Ebenen
»£), €8 zerlegen das Prisma in drei Sticke, von denen nur das
mittlere in seiner Oberflache zum Durchschnitt mit der Pyramide
gelangt, wie aus der Lage der Schnitte HI, H\ gegen die Grund-
flache des Prisma erhellt; es findet daher Durchdringung statt.

Lage einer dieser beiden Schnitte ausserhalb der Grundflache des Prisma,
so fande Ausschneidung statt, und ginge derselbe durch eine Ecke dieser
Grundflache, ohne deren Umfang in einem zweiten Puncte zu schneiden, so
wirde der in der Schlusshemerkung von §. 93 erwéhnte Fall eintreten.

Lieblings - Aufgaben. Die Durchschnittsfigur zweier Pyramiden oder zweier
Prismen zu construiren. Liegen die Grundflachen zweier solcher nflache in
einer und derselben Projectionsehene, so kann obiges Verfahren, alle Hilfs-
ebenen durch eine Gerade zu fuhren, bei der ersten Aufgabe angewendet
werden; die Gerade muss die Spitzen beider Pyramiden enthalten. Bei der

zweiten Aufgabe sind die Hilfsebenen parallel den Kanten beider Prismen
zu nehmen.



Funftes Capitel.

Die Axonometrie.
Axonometrie im Allgemeinen.

101. Wir denken im Raume drei feste Ebenen, jede normal
auf beiden anderen, als Coordinatenebenen. Diese Ebenen
schneiden sich in drei Geraden, den Coordinatenaxen, von
denen jede normal auf beiden anderen ist. Die Ebenen sowohl als
die Geraden haben einen und denselben Punct gemein, den An-
fangspunct der Coordinaten. Diesen Punct bezeichnen wir durch
a, die Axen durch X, Y, Z. #

Werden durch einen Punct p des Raumes drei Ebenen gefihrt,
je eine parallel mit je einer Coordinatenebene, so bilden die sechs
Ebenen ein normales Parallelepiped mit drei mal vier einander
parallelen und gleichen Kanten. Yon jedem der drei Kanten-
systeme féallt eine Kante in eine Coordinatenaxe; diese drei Kanten
sind die Coordina’'ten des Punctes p und werden durch X, y, z
bezeichnet.

Es ist klar, dass die Lage des Punctes p im Raume durch
Lange und Richtung seiner drei Coordinaten bestimmt ist; durch
die Lange allein wirden acht Puncte bestimmt sein, einer in jedem
der acht Theile, in welche der Raum durch die Coordinatenebenen
zerlegt wird.

102. Wir nehmen eine Projectionsebene ~ in beliebiger Lage
an, im Allgemeinen mit keiner der Axen parallel, und in ihr die
(orthographische) Projection des erwahnten Parallelepipeds. DieFig.
Projection jedes der drei Systeme paralleler Kanten besteht aus
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vier einander parallelen und gleichen Strecken, daher lasst sich die
des Parallelepipeds hersteilen, wenn die der drei Coordinaten be-
kannt sind.

Die Projection des Parallelepipeds ergiebt p* als die des Punctes
p; einfacher wird diese durch die Projectionen dreier Kanten er-
halten, je einer aus jedem Systeme, die erste an a, die dritte an
p stossend; solche drei Kanten konnen auf sechs verschiedene
Weisen gewahlt werden.

Denkt man jeden Punct eines Kaumgebildes durch seine Coor-
dinaten in Bezug auf dieselben Axen bestimmt, so kann man seine
Projection wie die des Punctes p erhalten.

Axonometrie ist die Methode, die Projection
eines Raumgebildes aus den Projectionen der Coor-
dinaten seiner Puncte herzuleiten,

wenn das Gebilde auf drei gegebene Coordinatenaxen bezogen, und
die Lage der Projectionsebene gegen diese gegeben ist.

103. Die Ausubung dieser Methode erfordert:
1) das Beziehen aller Puncte des Raumgebildes auf drei Coor-
dinatenaxen ;
2) die Construction der Projectionen der drei Systeme von Coor-
- dinaten.

Das Beziehen aller Puncte auf die Axen geschieht bei der
Aufnahme eines Bauwerkes durch das Ausmessen seiner Theile und
beim Entwerfen eines solchen durch Angabe ihrer Grosse. Bei
allen Bauwerken ist die fur jeden Ort der Erde feste, durch das
Loth gegebene Richtung der Schwerkraft zu bertcksichtigen; sie
leitet auf die Anwendung von Geraden und Ebenen in lothrechter
und wagerechter Lage. Zudem erhalten diese Werke eine moglichst
regelmassige Bildung; als Hauptform der meisten kann ein normales
Parallelepiped mit vier lothrechten Kanten angesehen werden. Mit
den Kanten und Flachen eines solchen sind sehr viele «der an ihnen
vorkommenden Geraden und Ebenen parallel; zugleich zeigen die
Richtungen der Kantensysteme die drei Raumdimensionen der Lange,
Breite und Hohe an.

Fur die Ausfuhrung ist es zweckmassig, die Coordinatenaxen
mit diesen Richtungen, also mit mdglichst vielen Geraden des
Raumgebildes, parallel zu legen. Wir bezeichnen die mit der
Langen-, Breiten- und Hohenrichtung parallelen Axen durch X, Y, Z.
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Die Coordinatenebene der Axen X, Y hat demnach eine wagerechte
Lage, wir nennen sie die Grundebene wund bezeichnen sie
durch ©.

Gleichviel ob ein Raumgebilde die oben angegebene regelmassige
oder eine unregelmassige Gestalt hat, wir nehmen an, alle Puncte
desselben seien auf die drei Coordinatenaxen bezogen, und die
Coordinaten durch gegebene Strecken oder durch Zahlen ausgedrickt,
welche ihre Maasse flr eine gegebene Langen - Einheit sind.

104. Die Projectionen der mit den Coordinatenaxen parallelen,
d. h. dreier Systeme von parallelen Geraden, erhalt man durch
Anwendung der in §.13 gegebenen Satze. Es genugt daher, die
Projectionen der Coordinatenaxen zu construiren; hierzu ist die
Angabe der Lage der Projectionsebene ™ gegen dieselben erforderlich.

Es sei s der Winkel, unter welchem V gegen die Grundebene
® geneigt ist; den Schnitt G dieser Ebene nennen wir die Grund-
linie. Und denken wir in © eine Neigungslinie (8. 15) in Bezug
auf so schliesse die Axe X mit dieser Neigungslinie einen
Winkel d ein. Durch die Winkel £ d ist die Lage der Projections-
ebene gegen die Axen bestimmt.

Umgekehrt: nimmt man die Projectionsebene als gegeben an,
so ist die Lage der Axen gegen dieselbe durch die Winkel £, d
bestimmt, und wir kénnen nach dem Friheren deren Projectionen
construiren. Diese Aufgabe ist die Hauptaufgabe der Axonometrie,
und fordert:

1) die Bestimmung der Winkel, welche von den Projectionen
der Axen eingeschlossen werden,

2) die Bestimmung des Verkirzungs- Verhéaltnisses fir jede Axe
(8= 13).

Die Projection der Axe Z ist immer normal auf der Grund-
linie (8. 23, 3); man richte sie, als Darstellung einer lothrechten
Geraden, in den Zeichnungen stets von oben nach unten, folglich
G von links nach rechts, wie die Projectionsaxe A (§. 27). Wir
bezeichnen durch £, Vv die von den Projectionen der Axen X, Y
mit der von Z eingeschlossenen (spitzen) Winkel, durch gx, qy, qz
die Verkurzungs-Verhaltnisse der Coordinaten X, Yy, z.

Die Winkel s, d, welche die Lage der Coordinatenaxen gegen
die Projectionsebene bestimmen, kodnnen von verschiedener Grosse

innerhalb der Grenzen 0 und Py sein. Werden diese Grenzwerthe

104



5. 105 76

ebenfalls betrachtet, so lassen sich drei Hauptfalle, ins Besondere
aber neun Lagen der Projectionsebene unterscheiden.

I. Grundrisse und Aufrisse.

105. Hat jeder der Winkel s, d den einen der Grenzwerth
so ist die Projectionsebene mit zwei Coordinatenaxen, also mit
einer Coordinatenebene parallel.

1) Fur ¢= 0 ist S parallel mit der Grundebene oder der
Ebene der Axen X, Y, sie kann auch mit ihr zusammenfallen.
Bei dieser Annahme fallt der Winkel d aus; denn da die Ebenen
© , parallel sind, so hat die erste keine Neigungslinie gegen
die zweite. Die Axe Z projicirt sich als ein Punct, daher ist
qz—O0 und die Winkel £, v fallen aus. Die Projectionen der

AxenX, Y schliessen einen rechten Winkel ein, es ist =

gx=.qy= l. Eine solche Projection heisst in den Anwendungen
ein Grundriss.

Fur t= ~ st normal auf der Grundebene, die Projection

der Axe Z normal auf der Grundlinie G (§. 104), und qz— 1.
Die Projectionen der Axen X, Y fallen in G, ihre Verkirzungs-
Verhaltnisse hangen vom Winkel 0 ab. Eine solche Projection
heisst in den Anwendungen ein Aufriss oder Standriss.

2) Fur e—”",d = M- st parallel mit der Ebene der

Axen X, Z oder fallt mit ihr zusammen, £= ~, v= 0, <r= I,

qy = 0. Die Projection heisst ins Besondere ein Langen-
Aufriss.

3) Fur «= -~, d= 0 st parallel mit der Ebene der

Axen Y, Z oder fallt mit ihr zusammen, £= 0, v= ", g*= 0,

qy = 1. Die Projection heisst ins Besondere ein Seiten-

Aufriss.

Die Projectionsebene erhalt hierbei nothwendig fir
1) die wagerechte, fir 2) und 3) eine lothrechte Lage. Wenn
auch den Ebenen Vi, diese Lagen in den vorhergehenden

Capiteln zuertheilt wurden, so waren sie doch fur die aufgestellten
Satze und Aufgaben nicht erforderlich (§. 25).



77 5. 106 107

106. Hat ein Bauwerk die oben (8. 103) angegebene regel-
massige Bildung, so zeigt seine Projection auf eine der drei Coor-
dinatenebenen jede mit derselben parallele ebene Figur in ihrer
wahren Gestalt (§. 18) und jede mit einer der beiden anderen
Ebenen parallele Figur als eine Gerade (8. 20).

Durch die Projection auf eine Ebene allein ist ein Kaumgebilde
nicht bestimmt (88. 23, 24), daher ist allgemeiner Gebrauch, jedes
Bauwerk durch Projectionen auf die drei Coordinatenebenen darzu-
stellen, d. h. durch Grundriss, Langen- und Seiten - Aufriss, wie
wir mit einem als Beispiel gewahlten Grabkreuze gethan haben.
Diese Darstellungsart hat den Vortheil, dass man die wahre Ge-
stalt jeder mit den Coordinatenebenen parallelen Figur in einer der
drei Zeichnungen erhdlt und ihre Langen - Ausdehnungen unmittelbar
aus diesen Zeichnungen nach dem beigefligten Maassstabe entnehmen
kann. Sie ist keine andere als die von der darstellenden Geometrie
im engeren Sinne (8. 27) angewendete, wenn man dem Gebilde
die einfachste Lage gegen die Projectionsebenen (8. 78), diesen
aber die oben vorgeschriebenen Lagen giebt.

Wir haben im zweiten, dritten und vierten Capitel nachgewie-
sen, dass durch zwei, streng genommen durch drei Projectionen
jedes Raumgebilde bestimmt ist, und dass man diese Projectionen
erlangen kann, selbst wenn seine Bildung nicht die in unserem
Sinne regelmassige ist (8. 103), sobald eine hinreichende Anzahl
bestimmender Stiicke desselben gegeben ist.

Die projicirenden Linien der Puncte sind parallel den Rich-
tungen ihrer Coordinaten, und ihre Hohen Uber den Projections-
ebenen sind gleich den Langen der Coordinaten; jede der drei
Zeichnungen giebt zwei Systeme der Coordinaten in ihrer wahren
Lange. Daher sagen wir:

ein Raumgebilde ist durch seine Projectionen
auf die drei Coordinaten- (oder Projections-) Ebenen
und die beigefigten Maassstabe gegeben.

Behufs jeder anderen Darstellung desselben kdnnen wir aus
diesen Projectionen die oben (8. 103) geforderten Coordinaten seiner
Puncte entnehmen.

107. Man nennt den Langen- und Seiten- Aufriss eines Bau-
werks seine Vorder- (auch Hinter-) und Seiten-Ansicht, weil
eine solche Zeichnung dem Bilde nahe kommt, unter welchem es

Fig. 53.
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einem Beschauer erscheint, der sich in bedeutender Entfernung von
ihm in der durch die Projectionsstrahlen angegebenen Richtung be-
findet, der also vor (auch hinter) ihm oder seitwarts von ihm steht,
so dass er nur die eine Front desselben ansieht. Eben so nennt
man den Grundriss eine Ober- oder Unter-Ansicht, je nachdem
der Beschauer oberhalb oder unterhalb des Raumgebildes in der
Richtung der Projectionsstrahlen gedacht wird.

Der Abstand einer Projectionsebene *p vom Gebilde ist von
keinem Einfluss auf die Projection, daher kann SP ausserhalb des
Bauwerkes gedacht werden oder durch dasselbe hindurch gehend.
Denkt man im letzteren Falle den Theil desselben diesseits der
Projectionsebene weggenommen, so andert sich die Projection, und
sie erhalt den Namen Durchschnitt, je nach der Coordinaten-
ebene, mit welcher SP parallel ist: Horizontal-, Langen-,
Querdurchschnitt. Die Durchschnittsfiguren selbst werden in
den Zeichnungen entweder schraffirt oder in Farben angelegt, welche
das Material der durchschnittenen Theile charakterisiren.

Unter dem Grundrisse eines Gebaudes versteht man gewdhnlich
einen Horizontal - Durchschnitt desselben (z. B. in Fig. 53 ist "»p,
durch ihren zweiten Schnitt AB angegeben). Langen- oder Quer-
durchschnitte, besonders einzelner Theile, nennt man auch Profile.

Alle diese Zeichnungen oder Projectionen fuhren den Gesammt-
namen geometrische Zeichnungen, weil die Lage der Ebene
einer jeden so gewahlt ist, dass einige ebene Figuren des Raum-
gebildes sich in ihrer wahren Gestalt projiciren. Aber keine von
ihnen gendgt fur sich allein, dem Beschauer die Vorstellung des
ganzen Bauwerkes zu geben, es bleibt Aufgabe seines Verstandes,
sich dieselbe aus ihnen allen nach den Gesetzen der darstellenden
Geometrie zu bilden.

Il1. lieber-Eck-Projectionen.

108. Hat einer der Winkel s, 0 den einen Grenzwerth O oder

> der andere eine beliebige Grosse zwischen 0 und > so ist die
Projectionsebene parallel mit einer Coordinatenaxe, also
normal auf der Ebene beider anderen.

Die Projectionen der Axen, auf deren Ebene SP normal ist,

fallen in den Schnitt ihrer Ebene in einander, die Projection der
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dritten Axe ist normal auf diesem Schnitt, und ihr Verklrzungs-
Yerhaltniss gleich Eins.

109. Unter diesen Annahmen, namentlich unter der vierten,
nennt man eine solche Projection in den Anwendungen eine
Uebereck-Projection. Man kann sie zunachst aus dem
Grundrisse und Aufrisse eines Gebildes, z. B. des in Fig. 53
gegebenen Grabkreuzes, als eine dritte Projection herleiten.

Zu dem Behufe nehme man fiir die Annahme 4) normal Fig. 54

auf und A 2 gegen X unter dem Winkel — — d geneigt. Fir

5) und 6) nehme man normal auf V., A 2 gegen A unter

dem Winkel s geneigt, fur 5) lege man X, fur 6) Y parallel FHg &
mit A in V.. Sodann construire man wie fruher (8. 32) die
dritte Projection jedes Punctes p.

In dieser Weise ist die Darstellung des Kreuzes nach den
Annahmen 4) (d= 65°) und 6) (g= 670 erhalten, nur ist die
Lage der Zeichnung so gedndert worden, dass die den lothrechten
entsprechenden Geraden in die Pachtung gebracht sind, die flUrFg5a
solche Gerade (von oben nach unten) angenommen wird. u 5

FUr regelméassige Raumgebilde ist diese Projectionsart nicht zu
empfehlen, sie ist wenig vortheilhaft fir eine anschauliche Dar-
stellung, da die Figuren, deren Ebenen mit der einen (der auf
normalen) Coordinatenebene parallel sind, sich als Gerade projiciren.

So in Fig. 54a die Grundflache und die Figuren, deren Ebenen mit
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dieser parallel sind, in Fig. 55a die Seitenflachen in den mit YZ
parallelen Ebenen.

Zuweilen wendet man diese Projectionsart nach der ersten An-
nahme an, um die innere Einrichtung eines Bauwerkes, z. B. einer
Gewdlbe - Construction, zu zeigen, indem man die Projectionsebene
so annimmt, dass sie das Bauwerk durchschneidet und mit keiner
Coordinatenebene parallel ist. Sie wird durch ihren Schnitt in der
Grundebene gegeben; diesen Schnitt bezeichnet man, etwa mit AB,
und nennt eine solche Projection einen Durchschnitt nach der
Linie AB. Streng genommen ist diese Benennung eine unrichtige,
doch bedient man sich ihrer selbst in den unter §. 107 angegebenen
Fallen. (Vergl. Fig. 53.)

Hat ein Baumgebilde eine von der regelmassigen abweichende
Gestalt und keine Figuren, deren Ebenen den lothrechten Coordina-
tenebenen parallel sind, dagegen solche, deren Ebenen mit der Grund-
ebene parallel oder unter einem sehr spitzen Winkel gegen dieselbe
geneigt sind, so wird eine Projection desselben nach einer der
Annahmen 5), 6) in 8§ 108 die letzteren Flachen in besserer Ent-
wicklung zeigen als der Aufriss. Die Projectionsebene kann so
gewahlt werden, dass die vorzuglichsten, das Gebilde charakterisi-
renden ebenen Figuren eine nur geringe Verkirzung erleiden und die
Zeichnung eine anschauliche Darstellung des Kaumgebildes liefert.

110. Aufgabe. Ein Sechsseit in wagerechter Lage sei ge
meinschaftliche Grundflache eines unter ihm stehenden Prisma mit
lothrechten Kanten und einer oberhalb befindlichen Pyramide. Der
so gebildete Korper (etwa ein Thurm) soll auf eine Ebene in der
Lage 6) projicirt werden.

Fig. 57. Wir nehmen Grundriss und Aufriss des Koérpers als gegeben
an; die untere Grundflache liege in XY beliebig, d. h. keine Seite
sei mit einer Axe parallel. Die geforderte Figur wird zunachst als
dritte Projection erlangt, wobei die Ausfiihrung in zweierlei Weise
so modificirt werden kann, dass die Figur sogleich die richtige
Lage erhalt.

1) Man lege den Grundriss mit X normal auf A, nehme >
als ersten Schnitt von ~ 3, fihre A 2 (ihren zweiten Schnitt) gegen
A unter dem Winkel ¢, und falle aus der ersten Projection jedes
Pnnctes a\ h', s', ... die Normale a'¢', A'lj, s'3', ... auf X, eben
so aus der zweiten die Normale a"a", S“&\ ... auf A2
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Bringe nun 9P3 in lothrechte Lage, also A2 mit allen in ihr
liegenden Puncten in (A2, (a")5 (fy")i ($")> eeenormal auf A, und
drehe sie sodann um die jetzt in ihr liegende Axe Z, bis sie mit

parallel ist, drehe also X mit allen in ihr liegenden Puncten

schneiden sich in a™\ A", s™, ....

2) Man lege den Grundriss mit X' parallel zu A und fuhre Fg 3
durch jeden seiner Puncte, a\ A, s, ... die Normale a‘'fl, Al), s'3,

auf Y'. Lege sodann (Y) in unter dem Winkel S gegen
Z" mit den in ihr liegenden Puncten und zeichne Uber ihr den
Aufriss wie in Pig. 57 nur in geneigter Lage. Die Normalen zu A
aus a\ A, s, ... und die Parallelen zu A aus a", h", s",
schneiden sich in a“‘, A", s“, ....

Die Construction entspricht fir die untere Grundflache der in
Fig. 6 (8. 19), nur denke man in dieser die mit der Projection

gleichliegende Figur [a][6] ... unterhalb JE

111. Nach der axonometrischen Methode erhalt man die ge-
forderte Projection mit Hilfe derer der Coordinaten aller Ecken des
Gebildes.

Man zeichne die Projection Z" der Axe Z beliebig (von oben Fig. ss.
nach unten), die von Y fallt mit ihr zusammen, die von X, also
X" schneidet sie unter rechtem Winkel in a". Trage fur jede
Ecke, z. B. fur s:

1) die Coordinate X, d. h. die Strecke a'$' des Grundrisses
(Fig. 57), auf X" in a"$0;

2) die Projection der Coordinate «/, d. h. die Strecke
(Fig. 57) multiplicirt mit cos s, auf die durch 3° mit Z" parallele
Gerade in

3) die Projection der Coordinate £, d. h. die Strecke S$°Ss"
des Aufrisses (Fig. 57), multiplicirt mit sin £, auf dieselbe Ge-
rade in

Die verkirzten Coordinaten zu erhalten, trage man auf den
einen Schenkel des Winkels « von seinem Scheitelpuncte aus die Fig. so.
Strecken 8's', s°s“ in sl und falle aus & | die Normalen Td\ IV
auf den anderen Schenkel, so ist sk'= y .cose, V= z .sins.
Oder man trage auf eine Gerade X eine beliebige Langen-Einheit

in ab, verbinde die Puncte a, b mit einem beliebigen Puncte p,
Pohlke, darstell. Geom. I. 3. Aufl. 6
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zieche die Geraden Y, Z parallel mit X und so, dass die auf
ihnen durch pa, pb abgeschnittenen Strecken a”b™—ab. cos «,
a2b2= ab.sin e sind.  Tragt man eine Coordinate y auf X in
ac, so schneidet die Gerade pc auf Y in axcxX die Projection y*
ab, u. s w.

I1l. Axonometrie ins Besondere.
112. Hat keiner der Winkel £ 6 einen der Grenzwerthe 0 oder
so ist die Projectionsehene SP geneigt gegen jede Coor-

dinate n-Axe und -Ebene. Die Projectionen keiner zwei Axen
schliessen einen rechten Winkel ein, und das Verkirzungs-Verhaltniss
jeder Axe liegt zwischen Null und Eins. Die Projection jeder
ebenen, mit einer Coordinatenebene parallelen Figur ist eine der-
selben affine Figur, deren Seiten und Winkel nicht unmittelbar
gemessen werden konnen.

Die Darstellung eines Gebildes unter dieser Annahme nennt
man ins Besondere eine axonometrische Projection (Darstel-
lung oder Zeichnung) desselben. Sie ist nichts anderes als eine
orthographische Projection, bei welcher das darzustellende Gebilde
nicht die einfachste Lage gegen die Projectionsehene hat (§. 81).
Es ist hierbei gleichgiltig, ob man sich die Ebenfe in lothrechter
Lage vorstellen will und annehmen, die Lage des Gebildes im
Raume sei verandert; oder ob man dieses als fest und die Ebene

in geneigter Lage nehmen will. Wir ziehen letztere Annahme als
die naturgemasse vor.
Die Projectionsehene S1J lasst sich als eine vierte, ansehen,

deren Lage durch die Winkel d, s bestimmt ist, und auf welche
man jeden Punct des Raumgebildes projicirt. Diess Verfahren
genugt fur einfache Gebilde; flUr zusammengesetzte ist es vortheil-
hafter die axonometrische Methode anzuwenden, indem man zunachst
die Projectionen der Axen und ihre Verkirzungs-Verhéltnisse aufsucht.

113. Haupt-Aufgabe. Die Coordinatenaxen auf eine
gegebene Ebene zu projiciren.

Die Losung dieser Aufgabe erfolgt durch die Annahme mehrerer
auf einander folgenden Projectionsebenen. Es sei SPi die Grund-
ebene (8. 103), 2 parallel mit der Ebene der Axen X , Z. Dann
ist X' parallel mit A, Y' normal auf A, Z' ist a'. Es fallt X"
in A, Y" ist a", Z" normal auf A. Eine und dieselbe beliebige
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Langen - Einheit werde auf jede der drei Axen abgetragen, so dass
a*'=ay = a"'#'_ aV'= 1

Die dritte Projectionsebene SJI$3 sei normal auf und so,
dass A 2, X' sich unter dem Winkel d schneiden; man construire
a x'™,y"“, z'" (8 32).

Die vierte Projectionsebene sei normal auf und gegen

unter dem Winkel S geneigt, so dass A 3, A 2 sich unter dem
Winkel s schneiden; man construire a"", x“*, y**, z“*\ indem man
die vierten Ordinaten dieser Puncte in Bezug auf A3 d. h. die
Strecken a""a, ... gleich und gleichliegend nimmt mit den
ersten Ordinaten in Bezug auf A2 d. h. den Strecken a'a"™, x'x“',

. ; hiermit ist die Aufgabe gelost. Denn die Grundebene ist

gegen unter dem Winkel s geneigt, A 2 ist ihre Neigungslinie
und schliesst mit X den Winkel d ein.

Die erhaltene Figur liefert die Projectionen der Axen X, Y,
Z in den Geraden a""#"", a a d i e Winkel v (8. 104)
in den Winkeln x““2F“z**\ y““K*“z"“ und die Verkurzungs-
Yerhéaltnisse:

114. Ein Raumgebilde sei durch Grundriss, Aufrisse und bei-
gefiigte Maassstabe gegeben. Wir legen die Axen X, Y in die
Ebene SRi des Grundrisses oder in eine mit derselben parallele,
und bestimmen nach dem vorigen Paragraphen die Winkel £, v so
wie die Yerkurzungs - Verhéltnisse OX, qQY, JZ.

In der Ebene der geforderten axonometrischen Projection zeichnen
wir Z' von oben nach unten (§8. 104), nehmen in ihr den Anfangs-
punct @' beliebig und fihren X', Y' durch @' unter den nach dem
vorigen Paragraphen erhaltenen Winkeln £ Vv gegen Z' geneigt.

Aus dem fur den Grundriss und Aufriss gegebenen Maassstabe
leiten wir drei andere Maassstibe nach den Verkurzungs-Verhalt-
nissen OX, Qy, gz ab, um auf denselben die Langen der projicirten
Coordinaten zu nehmen. Es sei z. B. auf eine Gerade die L&ngen-"ig eoa.
Einheit des gegebenen Maassstabes in ab abgetragen, so dass ab—1;
man verbinde durch Gerade die Puncte a, b mit einem beliebigen
Puncte p und ziehe die Geraden X, Y, Z parallel mit ab~so, dass
die aufihnen durch pa,pb abgeschnittenen Strecken aibi= a"'#"",
a2&= ay", a3&-= a™s™ sind.

6*
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Aus den Richtungen der Projectionen der Axen und aus den
Langen der projicirten Coordinaten lasst sich die Projection jedes
Punctes des Raumgebildes construiren.

115. Aufgabe. Die axonometrische Projection eines Punctes
K zu construiren.

Fg. so. Es seien X\ y\ z‘ die aus den Maassstdben entnommenen L&n-
gen fur die Projectionen der Coordinaten X, y, z des Punctes Kk
Die drei Strecken x‘, y\ z' lassen sich auf sechs verschiedene Weisen
abtragen (8. 102); z B. x' auf X' in a'b, y' auf die durch b mit
Y' gezogene Parallele in bf, z' auf die durch f mit Z' gezogene
Parallele in fk'.

Die Projection jeder Strecke wird durch die ihrer Endpuncte
erhalten; sie hat die Lange der Strecke nur dann, wenn diese mit
der Projectionsebene parallel ist. Die Projection jeder mit einer
Coordinatenaxe parallelen Strecke wird unmittelbar nach einem der
drei abgeleiteten Maassstéabe gemessen, daher ist die axonometrische
Projection eines solchen Raumgebildes leicht zu erhalten, dessen
meiste Kanten mit den Coordinatenaxen parallel sind.

Aufgabe. Die axonometrische Projection eines normalen Pa-
rallelepipeds zu zeichnen.

Fig.3 Dasselbe sei durch seine Projectionen Fig. 48 gegeben; wir
nehmen die Ecke a als Anfangspunct, die Kanten ab, ac, ad in
den Richtungen der Axen X, Y, Z. Tragt man die Langen der
Projectionen dieser Kanten nach den Maassstdben von a' aus ab,
so lasst sich die geforderte Projection durch Ziehen von parallelen
Geraden beenden.

Das Ergebniss der Construction ist eine Darstellung des Parallelepipeds

entsprechend den Projectionen des Wiirfels Fig. 39a; denn nur die Methode
der Ausfuhrung ist eine andere als die der darstellenden Geometrie.

Gegebene Richtung der Projectionsstrahlen.

116. In den geometrischen Zeichnungen eines regelmassigen
Raumgebildes (8. 103) projiciren sich die meisten ebenen Figuren
seiner Oberflache als congruente Figuren, also ihre Winkel und
Seiten in wahrer Grosse; es sind aber mehrere solcher Zeichnungen
zum Verstandnisse des Gebildes erforderlich (8.8. 106, 107). In
einer axonometrischen Zeichnung projiciren sich jene Figuren als
affine, also ihre Winkel und Seiten in verschiedener Grosse, dagegen
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giebt eine solche Zeichnung vom Raumgebilde eine anschauliche
Darstellung. Diese kommt dem Bilde nahe, unter welchem es
einem Beschauer erscheint, der die mit den drei Coordinatenebenen
parallelen Flachen gleichzeitig aus einer im Verhaltniss zur Aus-
dehnung des Gebildes bedeutenden Entfernung betrachtet.

Da die Darstellung der scheinbaren Gestalt durch die Per-
spective gegeben wird, so nennt man diese Projectionsart zuweilen
die geometrische oder (orthographische) Parallel-Perspective
und die Projectionen selbst perspectivische, richtiger perspec-
tivartige Zeichnungen, im Gegensatze zu den geometrischen
(8. 107). Die Benennung axonometrische Zeichnungen ist eigentlich
eine unrichtige, da Axonometrie nichts weiter als die Methode ist,
eine solche Zeichnung aus den Projectionen der Coordinaten her-
zuleiten.

Wird in Bezug auf ein gegebenes Raumgebilde ein bestimmter
Ort 0 angenommen, und soll es so dargestellt werden, wie es
erscheint, wenn es von diesem Orte aus, also in einer gegebenen
Richtung betrachtet wird, so fiihre man aus O nach einem Puncte
p in der Mitte des Gebildes die Gerade Op. Diese giebt die Richtung
der Projectionsstrahlen, also auch die Lage der (auf denselben
normalen) Projectionsebene an; und ist am Gebilde ein Coordinaten-
system eingerichtet, so ergeben sich auch die diese Lage aus-
drickenden Winkel d, ¢, wie folgendes Beispiel erlautern mag.

117. Aufgabe. Eine Thurmspitze so darzustellen, wie sie
von einem gegebenen Orte aus erscheint.

Dieselbe sei durch Grundriss und Aufriss gegeben; die Axerig.ei
des Thurms sei Z, die Grundflache der Spitze diene als Grundebene
mit X, Y parallel den Seitenflaichen des Thurms. Die Zeichnung
in kleinerem Maassstabe zeigt den Ort fir das Auge 0 des Be-Fig. &
Schauers.  Verbindet man 0 mit dem auf Z in der Mitte der
Spitze gelegenen Puncte p durch die Gerade Op, so drickt diese
die Sehrichtung aus. Der von ihr mit dem festen Lothe (der Axe
Z) eingeschlossene Winkel ist e, denn die fir die Darstellung
anzunehmende Projectionsebene SP4 muss normal auf Op sein, ist
also gegen die Grundebene unter demselben Winkel e geneigt; die
Figur zeigt denselben in der mit Op parallelen 9P3. Die durch
Op und Z gehende lothrechte Ebene schliesst mit der Ebene XZ
den Winkel 0 ein; ihr Schnitt OP‘ mit der Grundebene ist von
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dieser eine Neigungslinie gegen und schneidet X unter dem
Winkel d (8. 104).
Die Coordinaten von 0 sind in Metern

und anndhernd d= 700, £= 65°.

In Fig. 60 sind diese Winkel gewahlt und die Einheit gleich
3 Meter gesetzt; die nach 8. 113 construirten Winkel und Ver-
kirzungs-Verhaltnisse sind daher fur die Ausfihrung zu benutzen
mit dem Bemerken, dass die Projectionsstrahlen fir die Thurm-
spitze von unten nach oben, in Fig. 60 von oben nach unten gehen,
die spitzen Winkel £, v sind deshalb nach unten zu richten.

rig. t3 118. Zur Ausfuhrung der Construction nehmen wir die Axe
Z beliebig, fuhren durch einen Punct a derselben X, Y unter den
Winkeln §, v gegen sie und bestimmen sodann die Projection jedes
Punctes Kk nach §. 115.

Um Verwirrung zu vermeiden, denken wir die Ebene XY
parallel mit der eigentlichen Grundebene in beliebigem Abstande
von derselben und nehmen fur jeden Punct K zuerst nur die Coor-
dinaten X, Yy, welche den Punct /* als Projection von k auf XY
ergeben. Alle diese Puncte f bilden einen axonometrischen
Grundriss des Gebildes, der eben so unter (oder uber) der
axonometrischen Projection selbst liegt, wie die erste unter der
zweiten bei der darstellenden Geometrie (§. 27).

Nehmen wir dann auf Z den Punct ai fur die eigentliche
Grundebene an, so ist die Projection jeder Coordinate z um die
Strecke aai=/fi zu vermehren; d. h. fik ist eigentlich die Pro-
jection der Coordinate z, wir tragen aber von f aus die Strecke
aai + /\K auf.

Die Axonometrie hat den Zweck, ein Gebilde anschaulich dar-
zustellen. Das Hinzufiigen des axonometrischen Grundrisses, der
Axen und der Maassstdbe bewirkt aber, dass man aus der Zeichnung
die Lage jedes Punctes k angeben kann; hierdurch wird das Gebilde
selbst eben so bestimmt, wie durch geometrische Zeichnungen.

119. Soll ein Kaumgebilde anschaulich dargestellt werden,
ohne dass sein Bild fir einen bestimmten Ort gefordert wird,
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so mussen die Winkel e, 0 so gewahlt werden, dass die Pro-
jectionen der ebenen Figuren des Raumgebildes, welche am meisten
beitragen, dasselbe anschaulich zu machen, am wenigsten verkirzt
werden, d. h. dass fir sie das Verhaltniss q (§88. 20, 23) der Ein-
heit nahe komme.

Je nachdem der Winkel s sich mehr oder weniger einem rech-
ten nahert, werden die Projectionen der mit der Grundebene XY
parallelen Figuren mehr oder weniger verkirzt, der Beschauer hat,
nach der Sprache der Zeichner, weniger oder mehr Aufsicht (oder
Unter sicht) des Raumgebildes.

Ist der Winkel 0 ein halbrechter, so werden die Projectionen
der Figuren, welche mit den Ebenen X Z, YZ parallel sind, gleich-
massig verkirzt; liegt die Grosse von d zwischen einem halbrechten
und einem rechten, so werden die Projectionen der mit XZ pa-
rallelen Figuren weniger, die der mit YZ parallelen mehr verkurzt;
liegt die Grosse von d zwischen Null und einem halbrechten Winkel,
so findet das Umgekehrte statt.

Sind an dem Raumgebilde vorspringende oder zurickliegende
Theile, und sollen die ersteren nicht andere Theile verdecken oder
die letzteren von solchen nicht verdeckt werden, so suche man im
Grundriss und Aufriss eine Richtung der Projectionsstrahlen, die
diesen Forderungen moglichst Genilige leistet, und wahle nach der
Hauptaufgabe §. 40 eine normal auf XY und parallel mit
diesen Strahlen, sodann die als eigentliche Projectionsebene,
normal auf den Strahlen.

Nach dergleichen Betrachtungen sind die Winkel £, 6 zu be-
stimmen. Folgendes Beispiel mag diese Regeln etwas erlautern.

120. Aufgabe. Die Ecke des Hauptgesimses eines Gebaudes
so darzustellen, wie sie einem Beschauer erscheint, der beide Seiten-
flachen des Gebaudes, die eine mehr entwickelt als die andere, sieht
und die Untersicht des Gesimses hat.

Das Gesims ist gegeben: 1) durch Aufriss oder Vorder- Ansicht, Vig,
2) durch Grundriss, Unter-Ansicht oder Horizontalschnitt nach der
Linie AB des Aufrisses, 3) durch Profil oder Querschnitt nach der
Linie CD des Grundrisses.

Die vordere obere Ecke des Gesimses sei der Anfangspunct
a der drei Axen, von denen die Z nach unten gerichtet ist. Wir
zeichnen im Grundriss einen Projectionsstrahl m'n' so, dass die
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Grosse des von ihm und der XAxe eingeschlossenen Winkels 6
zwischen einem halbrechten und einem rechten liegt. Damit die
vorspringenden Sparrenkopfe an der mit XZ parallelen Seitenflache
des Gesimses maoglichst entwickelt werden, richten wir m‘'n' durch
die zurlckliegende Kante m' eines solchen so, dass die vordere
Kante n‘ des nebenliegenden zur Seite bleibt. Mit dieser Dichtung
mn* ist A2 (8 113) parallel, und Winkel d auf 62£° fur dieses
Beispiel bestimmt.

Wir zeichnen die zweite Projection m“n*“ des Strahles so, dass
dieselbe starker geneigt ist als die zweite Projection der ansteigenden
Kanten der Sparrenkdpfe, damit die untere Flache der letzteren in
der Darstellung erscheine. Aus der ersten und zweiten Projection
ergient sich (8. 38) der Neigungswinkel S des Strahls mn gegen
das Loth, d. h. der von SP gegen die Grundehene (8. 117) zu 73°
fur dieses Beispiel; unter ihm schneiden sich die Axen A3, A2

Verfahrt man nun, wie oben (§§. 113, 114) angegeben, so

Fig. Bwird man mit einiger Aufmerksamkeit die geforderte Projection
anfertigen konnen.

121. Jedesmal, wenn ein Gesims an beiden Seiten
eines Gebaudes vorspringt, entsteht an der Ecke eine Durchschnitts-
figur. Dieselbe ist eine ebene Figur, deren Ebene die Halhirehene
des von den Coordinatenebenen X Z, YZ eingeschlossenen Flachen-

Fig. @winkeis ist. Die erste Projection dieser Figur ist die Gerade a'd’,
welche den Winkel der Axen X, Y héalftet, ihre zweite Projection
ist das Profil des Gesimses; die Figur selbst ist eine diesem Profil
affine Figur, deren Hohen, d. h. die in der Richtung von Z liegen-
den Strecken, denen des Profils gleich sind, wahrend ihre Breiten,
d. h. die mit der_Grundebene parallelen Strecken, zu denen des
Profils sich wie V 2:1 verhalten.

Fg. B Am besten beginnt man die axonometrische Zeichnung mit der
Construction dieser Figur, welche wir das Gehrungsprofil nennen
wollen, und zieht alsdann von ihren Ecken aus die Kanten des
Gesimses parallel mit den Axen X, Y.

Um dieses Profil zu erhalten, beachte man im Grundriss
(Fig. 66) die Figur a‘c'b'd’, welche wegen der nach beiden Seiten
des Gebaudes gleichen Vorladung ein Quadrat ist. Man denke
dasselbe in der Grundehene und zeichne seine axonometrische Pro-
jection in sicbd. Tragt man von a gegen C die Strecken auf, um
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welche die einzelnen Ecken des Profils gegen a zurickliegen (nach
dem Maassstabe fir X, Fig. 73a), und zieht durch die erhaltenen
Puncte Parallelen mit Y, so theilen diese die Diagonale a% pro-
portional.  Zieht man sodann durch b die Parallele mit Z und
tragt auf dieselbe die Hoéhen des Profils (nach dem Maassstabe flr
Z, Fig. 73a) auf, so léasst sich das Gehrungsprofil durch zwei
Schaaren von Geraden, die einen parallel mit Z, die anderen pa-
rallel mit der Diagonale , beenden.

Man kann selbst fiir die Projection a% der Diagonale einenFi«-73
Maassstab dadurch erhalten, dass man in der Figur der Maassstébe
eine mit ab parallele Gerade so zieht, dass ihre durch pa, pb ab-
geschnittene Strecke aibi sich zu a\bi verhalte wie in Fig. 73 ab:ac.
(Die auf ab getragene Einheit fur diese Maassstabe ist grosser ge-
nommen als die des Maassstabes fur Grundriss und Aufriss, Fig. 66,
im Yerhaltniss 5:4.)

Willkurliche Richtung der Projectionsstralilen.

122. Raumgebilde konnen hinreichend bestimmt werden durch
die in Zahlen gegebenen Coordinaten ihrer Puncte, welche in skiz-
zirte (nicht genau construirte) geometrische Zeichnungen derselben
eingetragen sind. Nach dieser Angabe kann eine anschauliche Dar-
stellung von ihnen erlangt werden, wenn man, ohne eine bestimmte
Richtung der Projectionsstrahlen festzustellen, die Projectionen der
drei Axen, oder deren Verklrzungs-Verhaltnisse, innerhalb gewisser
Grenzen beliebig wahlt.

Wir dricken zunachst die mittels der Hauptaufgabe (8. 113)
construirten funf Grossen durch die Winkel d, S aus. Es istFg e
namlich:
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Durch Einstellung dieser Werthe erhdlt man:

Die Formeln I, IlIl haben wir fruher schon gefunden (§. 16). Denn die
Projection der durch a gehenden Neigungslinie der Grundebene fallt mit der
von Z zusammen, so dass £ die Projection des Winkels S ist.

Nimmt man nun fir die Projectionen der drei Axen die Wiukel
£, V beliebig an, so sind die drei Verkirzungs-Verhaltnisse be-
stimmt, und umgekehrt. Es dirfen aber £, vV nicht ganz beliebig

gewahlt werden; denn aus den Formeln I, Il folgt £-{- v t= TL,

und weil jeder der beiden Winkel als spitzer genommen wird, ist
£-f v =3+« Der Fall, dass einer der Winkel £, v, oder jeder
von ihnen ein rechter ist, kann nur fur die Grenzwerthe von «, 6
eintreten (8.8. 105, 108).

123. Aufgabe. Die Projectionen der drei Axen sind gegeben,
es sollen ihre Verkirzungs-Verhéaltnisse bestimmt werden.
Hg &4 Es seien X', Y', Z' die Projectionen der Axen, die sich unter

den angegebenen Bedingungen in der Projection a' des Anfangs-
punctes schneiden. Wir ziehen eine Gerade GG in beliebigem Ab-
stande von a' normal auf Z' als Grundlinie; ihre Durchschnitte
d, e mit X', Y' sind die Durchgange dieser Axen. Denkt man
die Grundebene auf herabgeschlagen, so gehen (X), (Y) durch
d, e und schneiden sich rechtwinklig in (@) auf Z'. Daher ist:

Nimmt man eine welche in Z' schneidet, so dass Z'
die Axe A ist, so erhalt man Cr2, wenn man uUber wa' als Ka-
thete mit w(a) als Hypotenuse das rechtwinklige Dreieck wa'a"
zeichnet, indem w(a) eine Neigungslinie von ($ ist. Der Winkel
a'wa" ist der Neigungswinkel s dieser Ebene; da Z normal auf
©, so ist
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Tragt man die Einheit des Maassstabes der Coordinaten von
(@ aus auf (X), (Y) in {x), (y) und schlagt diese Puncte in X,
y* zurtck, so sind a'#, ay‘ die Einheiten der Maassstabe fur die
Projectionen der Coordinaten X, y. Und zeichnet man die zweite
Projection von Z, also Z" normal auf QU durch a", tragt auf die-
selbe die Einheit in a“z* und projicirt z" in z‘, so ist aV die
Einheit fur die Projectionen der Coordinaten z.

In der Figur ist e(@) als Einheit genommen, daher fallen

e, (y), V' in einander. Man bemerke ferner, dass Winkel
d{a)n = .

124. Die Grenzen fur die YerklUrzungs-Verhaltnisse qgx, qy, qz
finden sich nach folgender Betrachtung. Quadrirt und addirt man
die Gleichungen 111, 1Y, Y (8 122), tfo kommt:

oder wenn YX, Yy, yz die Neigungswinkel der Axen X, Y, Z gegen
SP bezeichnen:

Diese Gleichung entspricht der im §. 39 aufgestellten, wenn
man die Coordinatenebenen als die drei Projectionsebenen, irgend
einen Projectionsstrahl S als die Gerade und seine Neigungswinkel
gegen die drei Ebenen als die Winkel yl, Y*i /3 betrachtet. Es
werde z. B. die Ebene XY als SPi genommen, so sind Z und SPi,
so wie S und P (axonometrische Projectionsebene) normal auf
einander, also Winkel Z”~P oder yz gleich SSP oder yx.

Jeden der drei Cosinus konnen wir durch die Verkirzungs-
Verhaltnisse ausdricken, indem wir setzen:

Der Werth jedes Cosinus ist aber ein &achter Bruch, daher
folgt aus diesen Ausdricken:

d. h. die Verklrzungs-Verhaltnisse mussen von der Art sein, dass
mit drei Strecken {AB, AG, BC), welche ihren Quadraten (qgl,vig es.

g*, ql) (proportional sind, ein Dreieck {ABC) construirt werden
kann.

125. Wir dricken nun die Winkel £, v durch die Ver-
kirzungs-Verhéaltnisse aus. Die Gleichungen III, 1V, V (8. 122)
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quadrirt, sodann die letzte von der Summe der anderen abge-
zogen, giebt:

Werden die Wlerthe 1), 2), 3) in die Gleichungen 1, 1l
(8. 122) eingestellt, so kommt:

und setzt man in diese Formeln die Zahlenwertke der Verkirzungs-
Verkaltnisse, die den im 8. 124 angefuhrten Bedingungen entsprechen,
so ergeben sich Zahlen fur die Tangenten der Winkel £, v und
damit diese Winkel selbst.

126. Die fur tg £, tg v gefundenen Formeln gleichen den

Formeln, welche die Beziehung zwischen den Seiten a, b, ¢ und

Fig. 65.den gegenuberliegenden Winkeln A, B, G eines Dreiecks aus-
drucken, z. B.

wenn wir — = ~ — V setzen. Hierin liegt die Lésung der

Aufgabe: Die Verkirzungs-Verhéaltnisse der drei Coordinaten-
axen sind gegeben; es sollen die Projectionen dieser Axen ihrer
Richtung nach construirt werden.

Man construire ein Dreieck ABC von der Art, dass

AB:AG:BC=ql:fy:ql
und halfte dessen Winkel, so liefern die Halbirlinien der Winkel
A, B, C die Projectionen der Axen X, Y, Z der Richtung nach.

Isometrische Projectiou.

127. Durch die Verklrzungs-Verhaltnisse sind die Einheiten
der drei Maassstdbe gegeben. Man kann noch Verhaltnisse unter
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diesen Einheiten durch Zahlen ausdriicken und axonometrische
Zeichnungen sehr leicht hersteilen, wenn man diese Zahlen als
einfache rationale nimmt. Es seien:

Setzen wir demnach fur gx, <y die Werthe m.qgz, n.qz in
die Gleichungen fir cos 6, tg d (8. 125), so erhalten wir:

oder einfacher:

Um nun die den Verhéltnissen m, n entsprechenden Winkel
§, V zu erlangen, nehme man die durch diese Ausdriicke gegebenen
Winkel d, f, und construire wie in 8§ 113 die Projectionen der
drei Axen. Man kann aber auch die Winkel £, v durch Rechnung
aus den Gleichungen in §. 125 ermitteln.

Es lassen sich hierbei drei Falle unterscheiden, deren jedem

eine besondere Lage der Projectionsebene entspricht (8. 104 am
Schlusse).

128. 7) Setzt man gx= qy= gz, so kommt:

Die Winkelf, d, welche die Lage von SP bestimmen, ergeben

sich gleichfalls, wenn man in die Ausdricke fur ihre Functionen
(8. 127) m—n—1 setzt, namlich:

Danach wird der Winkel d, Fig. 60, ein halbrechter; erganzt
man die Figur x'tiy' durch den Punct d' zu einem Quadrate und
nimmt d“‘z“* als Richtung der Projectionsstrahlen, so schliessen diese
mit dem Lothe z"'a'™ den Winkel f ein, fir welchen tg f = V 2,
wonach anndhernd s = 54° 44"

Da die Einheiten der drei Maassstabe einander gleich sind,
nennt man die axonometrische Projection unter dieser einfachsten
Annahme die isometrische Projection oder Perspective (§.116).
Die Coordinatenaxen hat man die isometrischen Axen genannt; jede
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ist unter gleichem Winkel gegen geneigt, daher gilt far jede
dasselbe Verkirzungs-Verhaltniss, d. h.
gx= qy= qz= V f = 0,8165 (nach §. 124).

Die isometrische Projection ist derjenige Fall der
Axonometrie (8. 102), bei welchem die Projectionsebene
gegen jede der drei Coordinatenaxen unter gleichem
Winkel geneigt ist;

oder: hei welchem die Projectionsebene normal auf der Dia-

gonale eines Wurfels ist, dessen Kanten mit den Coordinaten-
axen parallel sind.

Die Projectionen von sechs Kanten dieses Wirfels sind die
Seiten eines regelmassigen Sechsseits, die der sechs anderen Kanten

fallen in die drei Hauptdiagonalen des Sechsseits.
Hauptdiagonale eines (2w)seits ist eine Diagonale, welche von irgend
einer als ersten genommenen Ecke nach der (n+ 1)ten Ecke gezogen wird.

129. Die Coordinatenebenen nennt man in diesem Falle
isometrische Ebenen, jede von ihnen ist unter demselben Winkel
gegen geneigt, also ist das Verkirzungs-Verhéltniss ( (8. 22)

aller ebenen Figuren, welche in einer Ebene liegen, die mit irgend
einer Coordinatenebene parallel ist, dasselbe, namlich  — cos s=V * |
Die Projectionen der sechs Quadrate der Oberflache obigen Wirfels
sind danach congruente Figuren; jede ist eine aus zwei gleichseitigen
Dreiecken zusammengesetzte Raute.

Da jede Coordinatenebene gegen SP unter gleichem Winkel
geneigt ist, so ist die eine Halbirebene des von zwei dieser Ebenen
eingeschlossenen Flachenwinkels normal auf $P, also die Projection
jeder in einer solchen Ebene liegenden Figur eine Gerade. Von
den sechs Diagonalebenen des Wirfels sind drei mit jenen Halbir-
ebenen parallel, und ihre Projectionen sind Gerade, welche mit den
drei Hauptdiagonalen des Sechsseits zusammenfallen; also:

bei der isometrischen Projection sind von den sechs Halbirebenen
der von den Coordinatenebenen eingeschlossenen Flachenwinkel
drei normal auf der Projectionsebene.

Die isometrische Projection ist fur die Ausfihrung sehr bequem,
da die Winkel £, v leicht zu construiren sind und fur die Projec-
tionen der drei Coordinatensysteme ein und derselbe Maassstab an-
zuwenden ist, dessen Einheit sich zu der wahren Einheit, wie V f
zu 1 verhalt. Zur Darstellung unregelmassiger Gebilde ist sie mit

aucl
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Vortheil anzuwenden, weniger zur Darstellung solcher mit Figuren,
deren Ebenen parallel sind mit den Halbirebenen der von den
Coordinatenebenen eingeschlossenen Flachenwinkel; es wirde z. B.
bei der Darstellung des Hauptgesimses, Fig. 73, die Projection des
(in der einen Halbirebene liegenden) Gehrungsprofils eine Gerade
sein. Dasselbe findet statt bei der isometrischen Projection des
durch Fig. 53 gegebenen Grabkreuzes. i

130. 8) Stellt man eine der drei Annahmen:
a) gx:=qy verschieden von gz,
b) g*=aqz i qy,
o qy=4qz . - OX
so sind jedesmal zwei Coordinatenaxen unter gleichem Winkel gegen
S geneigt, namlich:
X, Y fura)i X, z fur b), Y, z fur c).

Bei diesen Annahmen sind zwei Maassstabe erforderlich, des-
halb nennt man die axonometrische Projection in diesem Falle die
monodimetrische, disisometrische oder dimetrische Projection.

Die dimetrische Projection ist derjenige Fall
der Axonometrie, bei welchem die Projectionsebene
gegen zwei Coordinatenaxen unter gleichem Winkel
geneigt ist. -

Die eine Halbirlinie des Winkels, welcher von den beiden gegen

gleichgeneigten Axen eingeschlossen wird, ist die Neigungslinie
der Ebene dieser Axen, und da die Projection der dritten Axe
mit der dieser Neigungslinie zusammenfallt, so folgt daraus, dass
die Projection der jedesmaligen dritten Axe den (stumpfen) Winkel
halftet, der von den Projectionen der beiden gleichgeneigten Axen
eingeschlossen wird. FUr gx= qy ist demnach %= V.

Die dritte Axe und die angegebene Neigungslinie bestimmen
die eine Halbirebene des Flachenwinkels, welcher von den beiden
durch die dritte Axe gehenden Coordinatenebenen eingeschlossen
wird. Demnach ist diese Halbirebene normal auf und die
Projection jeder in ihr liegenden Figur eine Gerade; also:

bei der dimetrischen Projection ist von den sechs Halbirebenen
der von den Coordinatenebenen eingeschlossenen Flachenwinkel
eine normal auf der Projectionsebene.
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131. Diese Projectionsart ist bei der Darstellung regelmassiger
Gebilde der isometrischen vorzuziehen. Der eine Maassstab gilt
fur zwei Systeme von Coordinaten, der andere fir das dritte.

Bei der Annahme a) ist w=w, demnach:

Wir behandeln besonders die Annahme b), setzen also m—1
(oder gx= g2 und qy=n.qz Hiernach ist:

und

Es sei z. B. w= i, so kommt:

wonach annahernd:

Diese Winkel lassen sich durch eine N&herungs - Construction
Fig. 8L auftragfen: man ziehe Z' (von oben nach unten) und die Grund-
linie G normal auf Z'. Nun schliessen X', Y' mit G die Comple-

mentswinkel von §, Vv ein, und es ist:

woflir man annahernd setzen kann:

Man trage auf G eine beliebige Strecke acht mal von a' nach
b und von a' nach c, ziehe durch 6, ¢ Parallelen mit Z' und trage
auf dieselben jene Strecke einmal von b nach d, sieben mal von
¢ nach f, so sind ad, af die Projectionen von X, Y.

Eben so erereben sich aus

die Naherungswerthe:
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und (nacli §. 124) das Verkirzungs- Verhaltniss

Nach dieser Annahme ist eine Freitreppe gezeichnet. Die Coor- Hg. si.
dinaten ihrer Puncte sind durch die Maasse gegeben, welche in die
Skizze ihres Aufrisses und Durchschnittes nach AB eingeschrieben Fig. s2.
sind (§. 122).

132. 9) Nimmt man an, gX, qy, gz seien verschieden von
einander, so sind keine zwei Coordinatenaxen unter gleichem Winkel
gegen SBb geneigt; es gilt fur jede derselben ein anderes Verkirzungs-
Yerhéltniss, und die Anfertigung dreier Maassstabe ist nothwendig.
Die axonometrische Projection in diesem allgemeinsten Falle nennt
man die anisometrische oder trimetrische Projection.

Die trimetrische Projection ist derjenige Fall der
Axonometrie, bei welchem die Projectionsebene gegen
jede der drei Coordinatenaxen unter einem anderen
Winkel geneigt ist.

Bei der trimetrischen Projection ist von den sechs Halbir-
ebenen der von den Coordinatenebenen eingeschlossenen Flachen-
winkel keine normal auf der Projectionsebene.

Die Einheit fur den einen Maassstab, etwa fur Z , wird beliebig
gewahlt, die Einheiten beider anderen werden durch die Zahlen m
n bestimmt. Die Annahme gx= M.qz, qy= N.qz andert die
Gleichung 8. 124 in qz(l -f-m2+ w*)= 2 und diese setzt das Ver-
héltniss der Einheit des Maassstabes fir die Coordinaten selbst zu

der willkurlich gew&hlten gleich

einheit gilt auch fir die mit der Projectionsebene parallelen Geraden,
§. 115.) Danach ist also:

oder in Fig. 60 a:

Nachfolgende Tabelle enthalt in den ersten beiden Colum-
nen verschiedene Werthe der Zahlen m, n, in der dritten den

entsprechenden Werth fur Die vierte und funfte

Pohlke, daratell. Geom. I. 3. Aufl.
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Columne enthalten die entsprechenden Werthe der Winkel £, v,
welche bei der Ausfihrung durch die in der sechsten und siebenten
Columne gegebenen Werthe fir die Tangenten ihrer Complements-
winkel aufgetragen werden konnen (8. 131). Die achte und neunte
Columne enthalten die Werthe fur die entsprechenden Winkel d.
(Mit Ausnahme der Zahlen m, n sind alle Gbrigen anndhernd gegeben.)

Fig. &8 durch Grundriss und Aufriss gegebene Grabkreuz gezeichnet. Die

Fg. 81 Basis desselben ist in griosserem Maassstabe mit Hilfe eines axono-
metrischen Grundrisses gezeichnet worden. Man beachte, dass die
Projectionen der den Ecken a, X entsprechenden Profile nicht in
die Diagonalen des (projicirten) Rechtecks axby fallen, sondern in
die Diagonalen eines Uber ax (projicirt) gezeichneten Quadrats axcd;
die durch y mit xd parallel gezogene Gerade ist die Projection
des Profils bei Y.

Die Bezeichnung ,isometrische Projection* wird zuweilen fir
die drei Projectionsarten angewendet, wenn einfache durch rationale
Zahlen ausgedriickte Verhéltnisse unter den Einheiten der drei Maass-
stabe gewahlt sind. Die Wahl solcher Verhaltnisse erleichtert aller-
dings die Ausfihrung der axonometrischen Darstellung eines Raum-
gebildes, bedingt jedoch keinesweges die fur dasselbe erforderliche
Anschaulichkeit in der Darstellung. Eine solche ist nur durch
zweckmaéssige Wahl der Winkel f, d nach den im §. 119 gegebenen
Bemerkungen zu erlangen, wie wir sie bei der Zeichnung der Thurm-
spitze, Fig. 61, und des Hauptgesimses, Fig. 66, getroffen haben.
Im Allgemeinen wird aus dieser Wahl eine trimetrische Projection
hervorgehen, und die Verhaltnisszahlen m, n werden irrationale
sein (im zweiten Beispiele ist m—0,9382, n= 0,5538), so dass man
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die Einheiten der drei Maassstdbe am einfachsten durch Constrnction
erhalt.

In obiger Tabelle finden sich die den angenommenen Yerhaltnisszahlen m
und n entsprechenden Winkel e, d; weichen letztere von den fiir einen beson-
dern Fall als zweckmassig erkannten nicht viel ab, so kann man die allgemeine
axonometrische Projection durch die jenen Winkeln entsprechende dimetrische
oder trimetrische ersetzen.

Ein Raumgebilde kann von der Art sein, dass es sich be-
guemer auf Axen beziehen l&asst, von denen die beiden der Grund-
ebene X, Y einen schiefen Winkel einschliessen, oder auf vier
Axen, von denen drei Y, X, Y in der Grundebene liegen, z. B.
ein solches, dessen Hauptform ein sechskantiges gleichférmiges
Prisma ist (Fig. 57). Auch fur diese Falle kann man die Aufgabe
§. 113 lésen und die axonometrische Methode anwenden.

7%

133.



Fig. 69.

Sechstes Capitel.

Die schiefe Projection.

134. Die Projectionsebene sei in fester Lage, die Pro-
jectionsstrahlen seien unter einander parallel und gegen unter
einem Winkel ff> 0, geneigt.

Durch einen Punct a geht ein Projectionsstrahl und schneidet

in einem Puncte, welcher die schiefe Projection von a ist; wir
bezeichnen denselben durch at. Liegt ain so ist a zugleich ar

a ist durch a und die Richtung der Projectionsstrahlen bestimmt, aber
a ist durch atnicht bestimmt.

Die Projection einer Geraden G ist eine Gerade 6r , Schnitt

von und der durch sie gefuhrten projicirenden Ebene; letztere

ist durch G und die Kichtung der Projectionsstrahlen bestimmt.
6r, Gt schneiden sich in d, dem Durchgidnge der Geraden,

unter einem Winkel <> der im Allgemeinen vom Neigungswinkel y

der Geraden verschieden ist.
6r ist durch G und die Richtung der Projectionsstrahlen bestimmt, aber
G ist durch Gt nicht bestimmt.

135. Die Projectionen von Strecken einer Geraden ver-
halten sich wie die Strecken selbst, da alle Projectionsstrahlen

parallel sind.
Es seien a, B die Winkel der Projectionsstrahlen mit G, Gt,

a, b zwei Puncte der Geraden, bt deren Projectionen, so ist:
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die schiefe Projection einer Strecke ist gleich dem
Prodncte der Strecke in den Quotienten der Sinus
der Winkel, welche die Projectionsstrahlen mit der
Geraden und ihrer Projection einschliessen.

strahlen. Aus Vorstehendem folgt der Satz:
sind eine Gerade und ihre schiefe Projection ein-
ander parallel, oder antiparallel gegen die Projec-
tionsstrahlen, so ist das VerklUrzungs-Verhaltniss
der Geraden gleich Eins.
Fur a—0 ist abt= 0, d h.
die schiefe Projection einer mit den Projections-
strahlen parallelen Geraden ist ein Punct; umgekehrt:
jeder Punct in ~ st die Projection der durch ihn parallel
mit den Projectionsstrahlen geflihrten Geraden.

Fur @ gleich dem Neigungswinkel y der Geraden gegen und B —~,

eine orthographische (8. 13).
Parallele Gerade haben zu Projectionen parallele Gerade
und dasselbe Verkirzungs-Verhaltniss.

136. FUr unbegrenzte Ebenen gilt das im 8§ 14 Gesagte
auch fur die schiefe Projection. Ebenso hat jede in einer Ebene
liegende Gerade ihren Durchgang im Schnitte der Ebene.

Die schiefe Projection eines ebenen Winkels hat im Allge-
meinen eine andere Grosse als der Winkel selbst; in zwei Fallen
ist die Grosse beider Winkel dieselbe:

1) wenn die Ebene des Winkels parallel mit ~ ist,
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2) wenn der Kreis K, der durch den Scheitel a des Winkels
und die Durchgéange d, e seiner Schenkel geht, gleich ist dem Kreise
K i, der durch die Projection aj, durch d und e geht (8. 17).

Die schiefe Projection eines ebenen wseits N ist die Durch-
schnittsfigur Nt von SP mit dem projicirenden Prisma des nseits,
d. h. dem ihm umschriebenen Prisma (8. 82), dessen Seiten mit
den Projectionsstrahlen parallel sind.

Fallt die Ebene © des wseits mit V zusammen, so ist N zu-
gleich Nt.

Ist die Ebene (£ parallel mit SP, so sind N, N congruente
Figuren (8. 82).

Ist die Ebene (£ geneigt gegen SP, so sind N, Nt von ver-
schiedener Grosse und Gestalt.

137. Aufgabe. Die schiefe Projection eines gegebenen nseits
N zu construiren, wenn seine Lage gegen den Schnitt Ei seiner
Ebene, und deren Neigungswinkel s gegen SP gegeben sind.

Wir losen die Aufgabe mit den von der darstellenden Geometrie
(im engeren Sinne, 8. 27) gebotenen Mitteln. Die Ebene der
Zeichnung sei die Ebene fir die schiefe Projection und zugleich SPi;
wir nehmen also auch A, normal auf Ei.

Hg. 7 Es seien: a eine Ecke von N, at ihre Projection; ~ die
Halbirebene desjenigen von (£, SP eingeschlossenen Flachenwinkels
s, in welchem die Strecke aat des Projectionsstrahls liegt; h der
Durchschnitt von aat mit Die durch h auf Jp errichtete Nor-
male schneidet ® in s, in Si; wir fuhren durch ssi zwei
Ebenen, die eine 35 normal auf Ei, die andere ~ durch aat, und
bezeichnen durch sO, «o die Durchschnitte von Ei mit 35, $. Die
Dreiecke s0a0s in (£, s0a0S in sp sind congruent, haben also bei
a0l gleiche Winkel ij; in der Seite sa0 liegt a, in der entsprechenden
Seite Sido liegt a . Wird (£ auf SP so herabgeschlagen, dass die
Drehung innerhalb des Winkels s stattfindet, also [N], JN gleich-
liegend gegen Ei sind (8. 19), so werden [s]ao, SiaO sich decken®
also [a]aO, in einander fallen, und mit ihnen zugleich der
Projectionsstrahl aat, wenn derselbe an der Bewegung theilnimmt,
so dass er stets durch aat geht.

Wird durch den Projectionsstrahl jeder Ecke des nseits, also
durch bbt, cct, ... die mit $ parallele Ebene gefihrt, so sind die
Durchschnittslinien aller dieser Ebenen mit (£, d. h. die Geraden
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aa0, bbo, cco, ... unter einander parallel, und eben so ihre Durch-
schnittslinien mit V, d.h. die Geraden ataO, bb0, c/0, .... Beim
Herabschlagen von (£ auf fallen je zwei entsprechende Gerade Fig. /A
[a]la0 und ata0, [2960 und btb0, [c]cO und ¢ cO, ... in einander.

(Die Richtung dieser Geraden ist aus Fig. 74 entnommen.) Die
Geraden aa0, bbO0, c/o, === sind die schiefen Projectionen von
ciao. bb0, cco, . =. , also ist (b. 135)i

oder:

oder:

Dieser Ausdruck fur den Inhalt der schiefen Projection eines nseits ist
unabhangig von dessen Lage gegen E X, und Factor q derselbe fur jede Figur
der Ebene 6.

138. Eben so kann man die Halbirebene des Neben-
winkels von s denken und die auf normale Ebene durch den
Strahl aa fuhren, welche E 1 in a° (verschieden von a0Q), (£ in
aa®°, V in a(a° so schneidet, dass die Geraden aa°, a,a®° mit Ei
gleiche Winkel r1j, einschliessen. Wird nun (£ auf so herabge-
schlagen, dass die Drehung innerhalb des Nebenwinkels von s statt-Fig. A&
findet, also (N), W ungleichliegend gegen Ei sind, so fallen
wieder (a)a°®, aa° der Richtung nach in einander; alles Uebrige
folgt wie oben.

Durch das Herabschlagen von (E auf ist nachgewiesen, dass
den nseiten N, Nt die erste Eigenschaft affiner Figuren zukommt;
sie besitzen auch deren zweite Eigenschaft, denn jede Seite von N
und ihre Projection schneiden sich im Durchgang der Seite, und
dieser liegt in Ei, der Affinitatsaxe. Also:

ein ebenes wseit und seine schiefe Projection sind
affine Figuren.

Zugleich ist durch das Herabschlagen von (£ ein ebenes Pro-
jectionssystem (8. 22) in N entstanden, dessen Projectionsstrahlen
die Affinitatsaxe E X unter schiefem Winkel schneiden.
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Sind die Projectionsstrahlen normal auf E i, so fallen die
Ebenen $x $ in einander und der von Ei mit (a)at einge-
schlossene Winkel ist ein rechter, eben so der Winkel . Ist auch
Q= 1, sofallt s mit a, Si mit aj zusammen, die Projectionsstrahlen
schliessen mit (£, SP gleiche Winkel ein, und es sind N, W
congruente Figuren; daher:

sind die Projectionsebene und die Ebene eines wseits
einander parallel, oder antiparallel gegen die Pro-
jectionsstrahlen, so sind das wseit und seine schiefe
Projection congruente Figuren.

Ist die Ebene eines wseits N parallel mit den Projections-
strahlen, so ist dessen Projection 2V eine Gerade. Umgekehrt: jede
Gerade in SP ist die schiefe Projection der durch sie parallelimit
den Projectionsstrahlen gefihrten Ebene und jeder Figur derselben.

139. Der Satz Uber die schiefe Projection eines nseits (8. 136)

lasst sich umgekehrt so aussprechen:
von den Durchschnittsfiguren je zweier Ebenen mit einem und
demselben Prisma ist jede die schiefe Projection der anderen.

Da zwei solche Figuren affin sind, so kann man die eine auf
die Ebene der anderen herabschlagen und ein ebenes Projections-
system einrichten, um die eine Figur aus der anderen herzuleiten.

Fig. 45. Diess Verfahren kann auf die Aufgabe 1) in 8§ 91 angewendet
werden, wenn man nur die Durchschnittsfigur selbst, nicht ihre
Projectionen fordert. Der Schnitt Ei ist die Affinitatsaxe; construirt
man den Durchschnitt a der Kante am mit der Ebene © und
schlagt denselben in (a) herab, so ist durch die Gerade »'(*) die
Pachtung der Projectionsstrahlen des Systems so wie das Ver-
haltniss g bestimmt. Einen zweiten Punct (fi) zu erhalten, ver-
langert man aV bis an Ei in y, zieht y(a) und durch b' die
Parallele &(& mit a'(d).

Die Geraden a'(a), h'(b), ... sind in der Figur weggelassen.

Damit die Grundflache eines schiefen Prisma und dessen Durch-
schnittsfigur mit einer Ebene © congruente Figuren seien, mussen
die Ebene der Grundflache und (£ entweder parallel oder antiparallel
gegen die Seiten des Prisma sein; in letzterem Falle nennt man
beide Figuren antiparallele Schnitte des Prisma. Um die
Lage einer solchen Ebene zu construiren, projicire man das Prisma
auf eine Ebene (~3 oder SP*), welche parallel mit seinen Seiten
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und normal auf seiner Grundflache ist. Die geforderte Ebene ist
gleichfalls normal auf dieser Projectionsebene, ihr Schnitt und der
der Grundflache sind gegen die Seiten unter gleichem Winkel a,
aber in umgekehrter Richtung, geneigt; auf gleiche Weise sind sie

gegen einen Normalschnitt des Prisma unter dem Winkel 7—a

geneigt.
Die Vogel - Perspective.

140. Die schiefe Projection eines Raumgebildes wird am
leichtesten unter Anwendung der axonometrischen Methode erlangt.
Sie kann, gleich einer axonometrischen Projection, ein anschauliches
Bild desselben liefern, ohne dass man ndéthig hat, ihm oder der
Projectionsebene SP eine geneigte Lage zu geben (8. 112). Ge-
wohnlich nimmt man SP in lothrechter Lage, also normal auf der
Grundebene, an, so dass der Winkel s (8.104) ein rechter ist.

Die auf der Grundebene normale Axe Z kann man der Ein-
fachheit wegen in P legen, wahrend die Axen X , Y in der Grund-
ebene beliebig liegen. Es schliesse X mit der durch a gehenden
Neigungslinie der Grundebene den Winkel d (8. 104) ein; die
Angabe dieses Winkels geniligt zur Bestimmung der Lage der Coor-
dinatenaxen gegen Sp.

Die Lage der Projectionsstrahlen bestimmen wir durch zwei
Winkel: 1) ihren Neigungswinkel tf gegen SP, d. h. den von
einem Strahle as und seiner Projection as" auf SP eingeschlossenen
Winkel; 2) den Winkel a, welchen diese Projection as" mit Z
einschliesst.

Oder diese Lage ist durch den Neigungswinkel y der Strahlen gegen die
Grundehene und ihre Projection auf dieser gegeben. Der Winkel y kann, wie
folgt, durch die Winkel a und a ausgedrickt werden. Wir nehmen die Grund-
ebene © als 9rit die Ebene der schiefen Projection als 9%r” der darstellenden
Geometrie (8. 27), so dass © als Axe dient, und zeichnen die beiden Pro- Fig. 70-

jectionen eines Strahles as, von denen as" mit Z den Winkel a einschliesst.
Nehmen wir auf as den Punct S beliebig, die Strecke as als Einheit, so ist

Wir ziehen die Annahme der Winkel ¢, a vor. Der von den Projections-

strahlen mit dem Lothe (der Axe Z) eingeschlossene Winkel ist — — v
2
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Fig. 76.

142 106

141. Aufgabe. Die Coordinatenaxen auf eine gegebene loth-
rechte Ebene schief zu projiciren.

Wir losen die Aufgabe mit Hilfe der darstellenden Geometrie.

Vi sei die Grundebene; die Ebene W der schiefen Projection, oder

sei parallel mit SR2, so dass A 2 parallel mit A ist. X, Y

liegen in ~ i, ihr Durchschnitt a in A2; Z liegt also in S selbst.

Wir tragen auf jede Axe eine und dieselbe Léangen - Einheit in &Y,

ay, a# auf. Die Richtung der Projectionsstrahlen sei durch die
Projectionen der Geraden as gegeben.

Nach diesen Angaben ist es leicht, die Durchschnittspuncte von
V  mit den durch X, Yy gehenden Strahlen zu construiren. Die
zweite Projection zeigt die wahre Lage dieser Puncte Xt, yt gegen
atzt so dass sich aus ihr die Winkel £, v und die Einheiten der
drei Maassstébe entnehmen lassen (8§. 113, 114). Mit Beachtung
des Schlusssatzes von 8. 135 kann hiernach die schiefe Projection
jedes Raumgebildes axonometrisch construirt werden. Das Ver-
fahren ist dem im vorhergehenden Capitel angewendeten entsprechend,
weshalb wir nicht weiter auf dasselbe eingehen.

Die auf diese Weise erhaltene Darstellung eines Raumgebildes
ist eine perspectivartige Zeichnung desselben, welche mehr oder weniger
dem Bilde gleicht, unter welchem es einem in der Richtung der
Projectionsstrahlen befindlichen Beschauer erscheint; daher kann
man auch diese Projectionsart eine geometrische oder (schiefe)
Parallel-Perspective nennen (§. 116).

Da die Projectionsstrahlen gegen die Grundebene (unter dem
Winkel y, 8 140) geneigt sind, der Beschauer aber in bedeutender
Entfernung von dem darzustellenden Raumgebilde zu denken ist,
etwa in der Lage eines in der Luft schwebenden Vogels, so hat man
diese Projectionsart durch den Namen Vogel-Perspective
bezeichnet. Diese Bezeichnung ist eine unbestimmte, sie ist auch
unpassend, wenn die Grundebene oberhalb des Gebildes gedacht,
und letzteres von unten betrachtet wird (Fig. 73), daher hat man
fur diesen Fall die scherzhafte Bezeichnung Frosch - Perspective
gebraucht.

142. Fir die Tangenten der Winkel 2-, v so wie fur die
Verkirzungs-Verhaltnisse der drei Axen lassen sich ahnliche Formeln
wie fir die (orthographische) Axonometrie aufstellen (8. 122).
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Die (in der Figur nur durch ihre Projectionen gegebenen Drei-
ecke) xbx,, ycy, sind bei & ¢ rechtwinklig und haben bei Y,
den Winkel tf; daher:

Da ¢y mit den auf A normalen Geraden X'p, y“q
den Winkel a einschliessen, so ist:

Die beiden Zeichen sind zu setzen, weil der Winkel a positiv, wie in der
Figur, oder negativ genommen werden kann.
Die schiefwinkligen Dreiecke a'&"z,", a“c“y\ ergeben die

Man beachte, dass (wegen §. 135) OX sowohl als QY nicht nothwendig
kleiner als Eins (wie bei der orthographischen Projection) sind.

Will man gx=zqy= | setzen (also QX= Qy=( 2), so wird diess durch
folgende Annahmen erlangt. Die Gleichungen 111, IV quadrirt und addirt geben

fir OX= Qy = 1 muss also a—45° sein. Ausserdem muss der dritte Summand
in 111, IV gleich Null sein, was durch eine der drei Annahmen erlangt

werden kann: 1) 8= —, 2) 8—0, 3) a—0.

Die Cavalier- Perspective.

143. Von den Winkeln d, ¢, a muss fur die schiefe Pro-
jection der Winkel < 0, ¢ ~ sein, denn der letztere Werth

entspricht der orthographischen Projection. Die Winkel d, a kdénnen,
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einen der Grenzwerthe erhalten, durch welche die Constructionen
und die aufgestellten Formeln vereinfacht werden.

1) Wird d= ~ gesetzt, so fallt X in Nun sind a#,

ihre eigenen Projectionen, also: und gx= qz= |. Daher

projiciren sich alle Figuren, deren Ebenen mit der Coordinatenebene
XZ parallel sind, als congruente Figuren, alle Ubrige ebene Figuren
dagegen als affine Figuren.

Wird d= 0 gesetzt, so fallt Y in ; es gelten dieselben Satze,
nur sind die Axen X, Y umzutauschen.

Die nach der Annahme d= geanderten Formeln:
1 tg £= oo,
Il. tgv = tga,
1. gx = 1,
IV. qy = cotg <,
V. qz =1,

ergeben dasselbe; ausserdem zeigen sie, dass der Winkel v sowohl
als gy jeden beliebigen Werth erhalten kénnen; diese Projectionsart
gestattet demnach eine grosse Willkir.

144. Setzt man qy= |, d. h. = 450 undzugleich tgv=tga=1
d. h. v= a= 45° so erhdlt man die Projectionsart, welche ins
Besondere unter dem Namen der Cavalier-Perspective oder
45 Grad - Perspective bekannt und ihrer Einfachheit wegen sehr ge-
brauchlich ist.

Die Annahme der Winkel v und a zu 30°, qy= | ergiebt
die Vertical-Horizontal-Projection, und die Annahme der
Winkel v und a zu 60°, qy= | ergiebt die Vertical-Lateral-

Proj ectio n.

Bei der Cavalier - Perspective erhalten die Figuren der Ebenen,
welche mit den Coordinatenebenen XY, YZ parallel sind, gleiche
Entwickelung; bei der Vertical-Horizontal-Projection sind die Figuren,
deren Ebenen der Grundebene XY parallel sind, mehr und die
anderen weniger entwickelt, bei der Vertical-Lateral-Projection
findet das Entgegengesetzte statt.

Die Namen der beiden letzteren Projectionsarten deuten an, dass
in einer Zeichnung die Vortheile einer horizontalen und einer ver-
ticalen Projection oder zweier verticalen Projectionen vereinigt sein



109 5. 145

sollen. Unter Cavalier - Perspective Uberhaupt verstand man oft
allgemein jede schiefe Projection, wenn der Winkel a zu 45°
genommen wird.

Da bei diesen drei Projectionsarten ein und derselbe Maassstab
fur die Projectionen der drei Systeme von Coordinaten gilt, so sind
dieselben schiefe isometrische Projectionen. Die von ihnen
gelieferten Darstellungen eines Raumgebildes haben geringe Aehn-
lichkeit mit dem Bilde, unter welchem letzteres erscheint, wie an
der Cavalier - Perspective des durch Fig. 53 gegebenen Grabkreuzes my es.
zu ersehen ist.

Diesem Uebelstande wird abgeholfen, wenn man qy geringer
als Eins, etwa gleich J, ... setzt, wahrend der Winkel a be-
liebig, etwa zu 45°, genommen wird. Hierdurch ergiebt sich eine
Projectionsart, welche der dimetrischen (8. 130) entspricht; nach ihr
ist zum Vergleich die durch Fig. 82 gegebene Freitreppe gezeichnet. Fig. s
Unter der fur diese Zeichnung gestellten Annahme % = \ hat der
Winkel tf die Grdsse von anndhernd 63° 26'.

Hierher gehort die zum Zeichnen von Krystallen vorgeschlagene
isographische Projection; bei derselben ist tgv = f, qy= U
d. h. annahernd i>= 53°8', <= 71° 34"

Bei der Bezeichnung ,isometrische, dimetrische und trimetrische Pro-
jection “ denken wir im gegenwartigen Capitel nur an die Anwendung eines,

zweier oder dreier Maassstabe, nicht an die in 8§§. 128, 130, 132 gegebenen
fur die orthographische Axonometrie geltenden Erklérungen.

145. 2) Der Winkel a darf nur den Grenzwerth O erhalten;
fir a— ~ sind die Projectionsstrahlen mit der Grundebene parallel,

also ist die Projection jeder Figur einer mit der Grundebene paral-
lelen Ebene eine Gerade, wie bei der Uebereck-Projection (8. 109).

Fur a= 0 ist cos tf= siny, d. h. 6-x y= — , also a der

Winkel der Projectionsstrahlen mit dem Lothe (8. 140). Unter dieser
Annahme vereinfachen sich die Formeln im §. 142, wie folgt:
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Beide in diesen Formeln vorkommende Winkel 0 und a sind

spitze Winkel. Ist der Winkel a ins Besondere gleich 45°, so ver-
einfachen sich die Formeln abermals in:
. tg§= tgb, Il. tgv= cotg O,
. gx= 1, IvV. qy= 1, V. qz= 1,

die Projectionen der Axen X, Y schneiden sich unter rechtem Winkel
und die Projection wird eine schiefe isometrische. Da 0 -\-y —

so ist auch y= 45° d. h. die Grundebene und die Projectionsebene
sind antiparallel gegen die Projectionsstrahlen (§. 138); also hat
jede Figur der Grundebene oder einer derselben parallelen Ebene
zur Projection eine congruente Figur.

Diess ist die Projectionsart, bei welcher auf dem Grundrisse
einer Stadt oder Festung die Projectionen aller lothrechten Geraden
unter einander parallel gezogen werden und (nach dem Maassstabe
des Grundrisses) die wahren Langen erhalten; wegen ihrer frihe-
ren Anwendung auf die Darstellung von Festungswerken hat man
sie die Militair-Perspective genannt, wiewohl diese Be-
nennung auch gleichbedeutend mit schiefer Projection Uberhaupt
genommen wurde.

Setzt man den Winkel 6 ebenfalls gleich 45°, so wird g= v= 450
und man erhdlt noch einmal die oben erwdhnte Cavalier-Per-
spective mit dem Unterschiede, dass die Figuren, deren Pro-
jectionen congruente Figuren sind, in Ebenen liegen, welche dort
(8. 144) mit der Coordinatenebene X Z, hier mit der Grundebene
XY parallel sind. Die Figuren, deren Ebenen mit beiden anderen
Coordinatenebenen parallel sind, erscheinen dort wie hier gleich-
massig entwickelt. Das Bild des nach dieser Projectionsart dar-

Fg. 7i. gestellten Wiirfels wird die Uber die Cavalier-Perspective gemachten
Bemerkungen bestatigen.
Wird der Winkel a grosser als 45° gesetzt, so ist:

d h $+ oder die Projectionen der Axen X, Y schneiden

sich unter stumpfem Winkel; und:

Wird der Winkel a kleiner als 45° gesetzt, so ist:
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sich unter spitzem Winkel; und:
. gx”™-1, Y. qy¢=-1
In beiden Fallen sind die Yerklrzungs-Verhéltnisse der Axen
X, Y verschieden von Eins, und man erhdlt im Allgemeinen eine
trimetrische Projection. Fur d= 45° wird gx= qy und die Pro-
jection eine dimetrische.

146. Wie fur die Axonometrie lésst sich fur diese einfache

schiefe Projection (wenn a—0) eine Tabelle anlegen, in welcher
die Winkel §, t>, 6, 0 berechnet sind, wenn die durch die Verkir-
zungs-Verhaltnisse gegebenen Einheiten der Maassstabe sich wie ein-
fache rationale Zahlen verhalten sollen, d. h. wenn qX:qy:({Z:m n.

(8. 132). In nachstehender Tabelle sind fir die trimetrische Pro-
jection dieselben Zahlen m, n gewahlt, wie in der Tabelle des §. 132;
fur die dimetrische Projection gilt hier nur die Annahme m—n.

Die Columnen dieser Tabelle haben dieselbe Bedeutung wie in der Ta-
belle 8. 132. Die dortige dritte Columne fallt aus, weil gz—1, also gleich
der Einheit des Maassstabes fiir die Coordinaten selbst ist. Der Winkel a hier
entspricht dem Winkel s dort; denn a sowohl als S ergédnzen den Winkel y
(§. 140) zu einem rechten.

Als Beispiel fur diese Projectionsart ist die Darstellung eines
Hauses nach der Annahme m—n—\ gegeben. Fig. 72
Diese schiefe Projectionsart stimmt darin mit der axonometri-

schen Uberein, dass die Projectionsstrahlen unter dem Winkel a—s
gegen das Loth geneigt sind; der Unterschied beider besteht in der
Lage der Projectionsebene, welche fur die Axonometrie normal auf
den Strahlen, fur die schiefe Projection normal auf der Grundebene,

d. h. in lothrechter Lage, ist.

Daher kénnen wir an ein und derselben Figur eine einfache
Herleitung der funf Formeln 8§8. 128, 145 zeigen, wenn wir die
Axen X, Y (mit den gleichen Strecken ax, ay) in legen, SIR2HQ. 7.
parallel mit Z und mit den Projectionsstrahlen nehmen, von denen
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wir einen durch jeden der Puncte a, X, y, z fuhren. Eine
normal auf diesen Strahlen (also A2 unter dem Winkel s= - y

gegen A geneigt) und eine normal auf und auf (also
A 3 normal auf A) schneiden diese Strahlen in der orthographischen
und in der schiefen Projection der vier Puncte. Nun sind

a,ux,u und a, X,
die Hypotenusen rechtwinkliger Dreiecke mit den Katheten

Hauptsatz der Axonometrie.

147. Wird bei Anwendung der schiefen Projection und der
axonometrischen Methode die Projectionsebene nicht in lothrechter,
sondern in beliebiger Lage genommen, so werden die Formeln,
welche den im §. 142 gegebenen entsprechen, noch .zusammen-
gesetzter als diese; wir werden zeigen, wie dieselben zu erhalten
sind. Zunachst beweisen wir folgenden Hauptsatz:

drei Strecken von beliebiger Lange, a)Xx, ayf, az,
die in einer Ebene von einem Puncte a, aus unter
beliebigen Winkeln gegen einander gezogen werden,
bilden eine Parallel - Projection gleicher auf drei
rechtwinklige Coordinatenaxen vom Anfangspuncte
aus abgetragener Strecken ax, ay, az; doch darf nur
eine der Strecken a,X,, ... oder einer der Winkel gleich Null sein.

Dass die Ausnahmen gemacht werden mussen, leuchtet zuné&chst ein.
Denn ist eine der Strecken, etwa a,X,, gleich Null, so muss die entsprechende
Gerade, also ax, parallel mit den Projectionsstrahlen sein (8. 135); jede der
beiden anderen Geraden schliesst mit ihr einen rechten Winkel ein, also muss
deren Projection grdsser als Null sein. Und ist einer der beiden Winkel,
etwa X,a,yn gleich Null, so ist die Ebene des entsprechenden Winkels, also
xay, parallel mit den Projectionsstrahlen (§. 138); die dritte Strecke ist auf
dieser Ebene normal, also kann von ihren Puncten nur a zur Projection einen
auf der Geraden X,a,y, liegenden Punct haben.

Wir denken im Kaume das System S der drei Coordinatenaxen
mit den gleichen Strecken ax, ay, az. Soll die Figur ax.\y,z,

Fig. 67 dessen Parallel - Projection S, sein, so ist a, die Projection jedes
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Punctes p des durch a gehenden Strahles. Sind #, y, z die Coor-
dinaten desjenigen Punctes p, fur welchen X —aX, so fallen die
Projectionen der Coordinaten: X, in a,x,, Yy, in Xx,(f, parallel mit
ay,, z, in f,p, parallel mit a,z; dap, in a fallt, muss f, auf
a,z, liegen.

Aus diesen Projectionen ergeben sich die Verhdltnisse der drei
Coordinaten, namlich:

und durch diese Verhéaltnisse die Richtung des Strahles ap im
Systeme S.

Fiar die unbekannte Lange der Strecken ax, ay, az nehmen
wir a,X,, statt der Coordinaten X, Yy, z des Punctes p die Strecken

und bilden mit diesen Strecken ein dem S ahnliches System <& in
welchem a\ die Lage des Strahles ap hat. Sodann construiren wir
(wie in §. 113) die orthographische Projection von @ in einer auf
a\) normalen Projectionsebene.

Zn dem Behufe legen wir X, Y in tragen j in a'€, a‘'ty
und p auf die durch $ parallel mit Y gezogene Gerade in j'f'; fTMyea
ist zugleich P'.  Wir nehmen SP* parallel mit ap, also A parallel

mit a'f, setzen a“, p", f* auf A und nehmen a"3" gleich f, f'p"
gleich 3 Nun giebt @ die Richtung der Projectionsstrahlen; wir
nehmen daher normal auf V., a 2 normal auf a"p" und con-

struiren die dritten Proiectionen a“‘r///G//IP//flll. (Dabei fallt f'" auf

Die erhaltene Figur d. h. die orthographische Projection
von ist ahnlich der orthographischen Projection S' des Systems
S in einer auf ap normalen Ebene. Sind nun S,, B"‘ &hnlich, so

Im Allgemeinen wird diese Aehnlichkeit nicht stattfinden; dann
lasst sich das Dreiseit X,a,y, orthographisch so projiciren, dass seine
Projection x'a'y" dem Dreiseite |"'a"'p'™ &ahnlich wird. Wir fuhren

die Construction nach 8§ 22 aus, zeichnen das Dreiseit Xx,a)y, nitig6h
Pohlke, darstell. Geom. I. 3. Aufl. 8
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den gegebenen Strecken a,x,, a,y, und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel, auf seine Seite x,y, das dem ty* ahnliche Dreiseit
x,ay, (in der Figur der Deutlichkeit wegen umgekehrt) und den
durch a,a gehenden Kreis. Durch die Construction erhalten wir in
der Affinitatsaxe E die Durchschnittslinie der Ebenen SP (welche

die Strecke ax.

Verédndern wir nun die Strecken des Systems im Verhalt-
) XX . . s
nisse -(7-7, so erhalten wir das System S; die Gerade a'f' und der
Ccl £

Winkel y=p “a“f" geben die Lage der Projectionsstrahlen; die Ebene
SP ist durch ihren Schnitt mit der auf den Strahlen normalen sp3

Tt
sowie durch ihren Neigungswinkel —----tf gegen dieselbe bestimmt.

Die Ebene ~ kann zwei symmetrische Lagen gegen 3 erhalten. — Aus
den Satzen Uber parallele Gerade (§§. 13, 135) folgt, dass die Projectionen der
aus den Puncten X, @, Y, mit z, gebildeten Dreiseite den aus den entsprechenden
Puncten s a“‘ p™ gebildeten ebenfalls ahnlich sind.

148. Nehmen wir die Lange der gleichen Strecken ax, ay, az als Ein-
heit. so ist a, X, —0x, a,y, —qy, a,z,—qz. Die Langen dieser Strecken sind
Fi»-67bdurch die Figur bestimmt, in welcher ~ auf ~ 3 herabgeschlagen ist, wahrend
das System S seine Lage gegen ~ behalt, so dass die Figur zugleich die
orthographische und die schiefe Projection von S zeigt. Nennen wir a den

von dem Strahle z‘'z, mit a,z' eingeschlossenen Winkel und setzen X'a,z' —

y‘a,z’ —Vv (S. 113), so ist:

Es ist aber:

(8. 38), und denken wir im Raume das Dreiseit XX'X,, welches bei X' einen
rechten Winkel, bei X, den Winkel ¢ hat, so ist X'X, —XX'.cotgo, eben so
im Dreiseite yy'y,, ; daher:
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Durch Einsetzen dieser Werthe verwandeln sich die Gleichungen 1) in:
2) q] = cos2yx -f- cotg2a.sin2yx — 2cotg a.sin yx .cos yx .cos (£ +_ a),

gE = cos2yy -f cotg2ff.sin2yy — 2 cotg ff.sin yy . cos yy . cos (v a),

q? — cos2yz -f cotg2 ff.sin2yz+ 2cotg ff.sinyz .cosyz .cos a,
und nimmt man aus den Gleichungen Ill, 1V, Y im §. 122 die Werthe fur
cos yx, sin yx, ... , so wie aus I, Il die néthigen Functionen von g, V, so
erhalt man die oben erwdhnten allgemeinen Formeln.

Wir fuhren dieselben nicht aus, bemerken aber, dass beim Addiren der
drei Gleichungen unter 2) die drei ersten Summanden rechts nach Gleichung
2) in 8. 39 die Summe 2, die drei zweiten Summanden nach 1) in § 39 die
Summe cotg2 a ergeben, wéahrend die drei letzten Summanden (wenn man ihre
angedeuteten Werthe nimmt) sich aufheben. Hierdurch wird die Gleichung
in 8 124 so verallgemeinert:

g+ ay+ o= 2+ cotg? fi

Durch o ist der Winkel bezeichnet, unter welchem die Projectionsstrahlen

gegen die Projectionsebene geneigt sind (§. 134); bei der orthographischen

Projection ist ff= , also cotg o = O.

149,

149. Da zur Anfertigung jeder axonometrisclien Zeichnung

die Projectionen der Axen construirt sein mussen, so kdnnen nach
dem Hauptsatze (8. 147) diese Projectionen, sowohl den Richtungen
als den Yerkirzungs - Verhaltnissen nach, willkirlich genommen
werden, und es rechtfertigt sich aus ihm die in obigen Tabellen
(88. 132, 146) enthaltene anndhernde Bestimmung der Winkel £, V.

Wir bemerken noch, dass die unbestimmten Benennungen Vogel-,
Militair- und Cavalier - Perspective haufig als gleichbedeutend mit
schiefer Projection Uberhaupt genommen werden; sie kénnen eben so
wohl auf die orthographische Projection bezogen werden, wenn nur
die Projectionsstrahlen gegen das Loth (oder die Grundebene) geneigt
sind, wie diess bei der (eigentlichen) axonometrisclien Projection
(8. 112 u. s. w.) der Fall ist. Wir behalten einige Betrachtungen Ctber
diese Projectionsarten der dritten Abtheilung vor, in welcher wir die
Perspective behandeln, und werden daselbst zeigen, dass die schiefe
Projection eines Raumgebildes von seiner nattrlichen Erscheinung
ganz abweicht, wenn der Winkel tf (8. 140) kleiner als 60° ist, und
ihr um desto naher kommt, je mehr sich 0 einem rechten nahert.

Soll die Darstellung eines Raumgebildes seiner naturlichen Er-
scheinung so nahe kommen, als es die Parallel-Projection gestattet,

so ist die axonometrische Projection (88. 112, 116) anzuwenden.
8
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Soll die Darstellung nur Uberhaupt ein Bild von ihm geben,
besonders aber leicht auszufiihren sein, so ist die isometrische Pro-
jection oder die Cavalier - Perspective anzuwenden.

Fast eben so leicht ist die Anwendung der dimetrischen Pro-
jection, besonders der schiefen am Schlisse von §. 144 gegebenen,
welche den Vortheil darbietet, dass die nach ihr erhaltenen Dar-
stellungen der natirlichen Erscheinung viel naher kommen. Eben
so empfiehlt sich zur Ubersichtlichen Darstellung von Geb&ude-Gruppen
eine dimetrische Projection nach der Annahme m—n (8§. 130,
132, 146), bei welcher nach obigem Hauptsatze die Winkel £, Vv,
so wie die Einheit des zweiten Maassstabes,

willktrlich genommen
werden durfen.



Siebentes Capitel.

Die Central- Projection.

150. Die Projectionsebene 9P und ausserhalb derselben der
Projectionspunct O seien in fester Lage; die Projectionsstrahlen
bilden einen Strahlenbilschel, dessen Mittelpunct O ist.

Durch einen Punct a des Raumes geht ein Strahl des
Buschels und schneidet in einem Puncte, welcher die Central-
Projection von a ist; wir bezeichnen denselben durch a,.

a, ist durch a und den Projectionspunct bestimmt, aber a ist durch &
nicht bestimmt.

Liegt a in SP, so ist a zugleich a,.

Ist der Strahl 0a parallel mit SP, so sagen wir: @, ist ein
unendlich ferner Punct in SP, wund bezeichnen ihn a®*
In den Zeichnungen dricken wir einen solchen Punct durch eine
mit 0a parallele Strecke aus, an deren einen Endpunct der Buch-
stab mit dem Zeichen oo gesetzt ist (siehe Fig. 87 den Punct g
auf der Strecke cQ).

Alle Puncte, deren Strahlen mit SP parallel sind, erflllen eine
durch 0 gehende mit sp parallele Ebene, die wir die Parallel-
ebene nennen und durch n bezeichnen.

151. Die Projection einer Geraden G ist eine Gerade G,,
Schnitt von V mit der durch G und O gefuhrten projicirenden
Ebene.

Die Geraden G, G, schneiden sich im Durchgange e von G
unter einem Winkel, welcher im Allgemeinen von ihrem Neigungs-
winkel y gegen SP verschieden ist.

G, ist durch G und den Projectionspunct bestimmt, aber G ist durch G,
nicht bestimmt.
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Liegt eine Gerade G in so ist sie zugleich G,.

Ist eine Gerade G parallel mit 9P, so ist auch G, ihr
parallel.

Ist 0 ein Punct einer Geraden 6r, so ist G, ein Punct;
umgekehrt:
jeder Punct in ist die Projection der durch den

Punct und durch 0 gefihrten Geraden.

Liegt eine Gerade in 3J (8. 150), so liegen die Projectionen
aller ihrer Puncte im Unendlichen, oder die Projection der Geraden
ist die in liegende unendlich ferne Gerade, die wir durch
Ga bezeichnen.

152. Die Projection jedes Punctes a einer Geraden G liegt
in deren Projection G, und ist der Durchschnitt von G, mit dem
Strahle Oa

Drei Puncte einer Geraden sind besonders zu beachten:

1) ihr Durchgang e, der zugleich e, ist,

2) ihr in 3t liegender Punct r, der zur Projection r, den unend-
lich fernen Punct von G, hat,

3) ihr unendlich ferner Punct g, der zur Projection g, den
Durchschnitt von G, mit dem durch O parallel zu G ge-
fuhrten Strahle hat.

Betrachten wir in der projicirenden Ebene von G die stetige
Aufeinanderfolge der nach den entsprechenden Puncten beider Ge-
raden G, G, gerichteten Strahlen und die durch dieselben vermit-
telte Beziehung der Punctenpaare r r,, q (,, so schliessen wir, dass
jede Gerade nur einen unendlich fernen Punct hat, der in der
stetigen Aufeinanderfolge ihrer Puncte keine Unterbrechung macht.

Die Puncte r, g,, von denen jeder dem unendlich fernen Puncte
r,, q der anderen Geraden entspricht, nennt man die Gegen-
puncte beider Geraden. Die Geraden selbst sind zwei projec-
tivische Gerade, indem jede als die Central - Projection der
anderen angesehen werden kann.

153. Zwei projectivische Gerade G, G,, die mit ihnen parallelen
Strahlen 0¢,, Or und der durch irgend einen Punct a der einen
gefuhrte Strahl Oa bilden zwei &hnliche Dreiecke raO, (,0Oa,.
Diese Dreiecke ergeben die Proportion:

ra:Or= 0q,:04,
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oder die Gleichung:

ra.qga = Or.0Oq,,
in welcher die zweite Seite fir jedes beliebige Punctenpaar a a,,
b b, ... der Geraden G, G, unverdnderlich ist. Daher der Satz:
bei zwei projectivischen Geraden hat das Rechteck
unter den Abstanden zweier entsprechenden Puncte
von den Gegenpuncten einen un veranderlichen Werth.
Wird das Rechteck Or.O#, in ein ihm gleiches Quadrat ver-
wandelt, dessen Seite wir durch q bezeichnen, so ist q2 die pro-

jectivische Potenz der beiden Geraden.

154. Zwei entsprechende Punctenpaare a an b b, zweier pro-Fig.87
jectivischen Geraden liefern demnach die Gleichungen:

Die Subtraction der zweiten Gleichung von der ersten liefert:

oder:

die Central-Projection einer Strecke ist gleich dem
Producte der Strecke in den Quotienten der projec-
tivischen Potenz durch das Kechteck unter den Ab-
stdnden beider Endpuncte der Strecke von ihrem
Ge genpuncte;
sie ist also grdsser oder kleiner, je nachdem die erwéahnten Absténde
kleiner oder grosser sind, sie ist der Strecke gleich fur ra.rb= g2
Liegen die Endpuncte einer Strecke ac auf verschiedenen Seiten
vom Gegenpuncte r, so mussen die beiden Gleichungen

addirt werden, indem die eine Strecke als negativ zu nehmen ist;
man erhalt gleichfalls:
q2

“Fa.rc

Hierbei ist Folgendes zu bemerken. Von zwei Strahlen Oa, Ob, oder
O a, Oc, werden zwei Winkel eingeschlossen, deren Summe gleich n ist, sie
heissen Erganzungswinkel (Supplementswinkel); die Zahlenwerthe der trigono-
metrischen Functionen beider Winkel sind in absoluter Hinsicht dieselben, nur
die meisten in den Vorzeichen verschieden. Eben so werden von zwei Puncten

a.c, —ac
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Fig.ss.

Fig.8
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a, b oder a, c einer Geraden zwei Strecken begrenzt, deren Summe gleich oo
ist, wir nennen sie Ergédnzungsstrecken; die Maasse beider Strecken
sind in absoluter Hinsicht dieselben, denn ist S die Lange der endlichen
Strecke ab oder ac, so ist oo— S die Lange der unendlichen agb oder aqc;
von diesem Ausdruck ist nur S als wirkliches Maass zu nehmen.

Liegen in zwei projectivischen Geraden beide Endpuncte zweier ent-
sprechenden Strecken ab, ab, auf einer und derselben Seite von ihren Gegen-
puncten r, g,, so entspricht der endlichen Strecke ab die endliche ab, und der
unendlichen agb die unendliche a,rb,. Liegen die Endpuncte zweier ent-
sprechenden Strecken ac, a,c, auf verschiedenen Seiten von ihren Gegenpuncten
r, q,, so entspricht der endlichen Strecke ac die unendliche a,r,c, und der
unendlichen agc entspricht die endliche a,c,, wie aus der Figur zu ersehen ist.

Obige Gleichungen geben in jedem Falle die L&angen der endlichen
Strecken a,bn a,c,.

Harmonische Puncte.

155. Sind in der einen von zwei projectivischen Geraden drei
Pnncte a, ¢ angenommen, so dass ab= cb, so ist:
wonach:
Da nun:

so folgt die Proportion:
ath, :cb,= a,q,:cq,,
d. h. die vier Puncte a,, bn c,, gt sind harmonische Puncte.
Vier Puncte a, 6, ¢, d einer Geraden von der Art, dass die
Abstadnde je zweier zugeordneten von den beiden anderen gleiches

Verhaltniss haben, dass also AN, nennt man harmonische

Puncte.

Und man sagt, die Strecke ac ist durch die Puncte 5, d har-
monisch getheilt, wenn obige Gleichung stattfindet.

Aufgabe. Eine Strecke ac nach einem gegebenen Verhaltnisse
m:n harmonisch zu theilen.

Man ziehe zwei Parallelen in beliebiger Sichtung durch a
und c¢, trage auf die eine derselben eine Strecke aO, auf die an-
dere nach beiden Seiten von ¢ Strecken cf— cg ab, so dass
aO:cf=m:n. Die Strahlen Of Og schneiden ac in den gefor-
derten Puncten &, d,
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156. Das Verhaltniss m:n kann jeden beliebigen Werth er-
halten. Sind die beiden zugeordneten Puncte a, C fest, so giebt
jeder besondere Werth des Verhéaltnisses ein anderes Punctenpaar
b, d; d. h.

es giebt zu zwei festen Puncten a, C einer Geraden unzéhlige
Paare einander zugeordneter mit ihnen harmonischen Puncte b, d.

Ist ins Besondere das Verhéltniss m:n= 1, so fallt der zwi-
schen «, c liegende Punct in die Mitte m der Strecke ac, und der
ausserhalb liegende wird der unendlich ferne ¢ der Geraden. Also:

liegt von vier harmonischen Puncten der eine m in der Mitte
zwischen zwei zugeordneten a und c, so ist sein zugeordneter
unendlich fern.

Oder: irgend zwei Puncte und die Mitten der beiden von ihnen begrenzten
Ergéanzungsstrecken sind harmonische Puncte.

in jedem von beiden Puncten a, C ist ein zweites Paar &, d
vereint, das mit dem ersten vier harmonische Puncte bildet.

Das Gesetz fur alle Punctenpaare einer Geraden, die in Be-

zug auf zwei feste Puncte zugeordnete harmonische sind, lasst sich
feststellen, wie folgt. Ist m die Mitte der Strecke ac, so kann

man far

setzen:

Diese Gleichung ergiebt:

bei vier harmonischen Puncten ist das Kechteck unter den Ab-
stdnden zweier zugeordneten Puncte vom Mittelpuncte der von
beiden anderen begrenzten Strecke gleich dem Quadrate der Halfte
dieser Strecke.

157. Die Projectionen von vier harmonischen Punc-
ten a, & c¢, d einer Geraden sind ebenfalls vier
harmonische Puncte an b,, c,, d, der entsprechenden
Geraden.
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Fig.89. Man fuhre durch c die Parallele mit dem Strahle Oa; die-
selbe wird von den Strahlen 06, Od in f, g so geschnitten, dass
cd=c9 Denn es ist:

und

Man luhre durch c, ebenfalls die Parallele mit Oa; dieselbe
wird von den Strahlen 06, 0d in f,, g, so geschnitten, dass
c,f,= cg,. Da nun

und
S0 ist

Aus diesem Satze folgt, wie schon (8. 155) nachgewiesen wurde,
dass die Central-Projectionen dreier gleichfernen Puncte einer Geraden
und der Gegenpunct in der Projection der Geraden vier harmonische
Puncte sind.

Hog& 158. Es sei in der einen von zwei projectivischen Geraden
eine fortlaufende Beihe gleichferner Puncte a, 6, ¢, d, ... , so
dass a6 = 6c= cd_— ...= S, und es sei ra— r. Je drei auf
einander folgende dieser Puncte bilden mit dem unendlich fernen
g vier harmonische Puncte, z. B. a, 6, ¢, Q; 6, c, d, qg; ... und
die Absténde dieser Puncte von dem Gegenpuncte r bilden die arith-
metische Beihe:

In der Projection der Geraden bilden die entsprechenden
Puncte a,, O,c, . eine fortlaufende Beihe harmonischer Puncte,
denn es sind a,, 6,, C,, ,, 0. c,, d,, g,,... harmonische Puncte.
Die Abstande dieser Puncte vom Gegenpuncte ¢, sind

oder

d. h. die Quotienten einer und derselben Grésse, namlich der pro-
jectivischen Potenz Q2, durch die Glieder obiger arithmetischen
Beihe. Eine solche Beihe heisst eine harmonische Beihe; danach
sagen wir:
die Abstande der Projectionen gleichferner Puncte einer Geraden
vom Gegenpuncte in der Projection der Geraden bilden eine
harmonische Beihe.
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Die Strecken ab,, bc,, ¢, d,, ... selbst haben die Langen:

die Nenner dieser Ausdriicke sind (Dieder einer arithmetischen
Reihe zweiter Ordnung.

159. Ist eine Gerade G parallel mit also mit ihrer
Projection G,, so fallen ihre drei bemerkenswerthen Puncte e, r, q
(8. 152) in den unendlich fernen gemeinschaftlichen Punct beider
Geraden in einander.

FUr zwei projectivische Gerade in solcher Lage ist die Potenz
g2= oo ; an ihre Stelle tritt das Aehnlichkeits - Yerhéaltniss q der
entsprechenden Strecken beider Geraden. Dasselbe ist gleich dem
Verhéltniss der Abstdnde beider Geraden vom Projectionspunct O;
denn sind w, nx die Langen der von auf die Geraden G, G,
gefallten Normalen, so ist

Zwei solche Gerade sind projectivisch ahnliche Gerade.
Haben sie gleichen Abstand von 0, ist also m= W, so sind alle
entsprechenden Strecken einander gleich, d. h. gq= 1, und sie sind
projectivisch gleiche Gerade.

Zu ahnlichen Ergebnissen gelangt man, wenn der Projections-
punct 0 ins Unendliche ritckt, d. h. wenn sich die Central- in
Parallel - Projection verwandelt. In diesem Falle sind zwei projec-
tivische Gerade stets projectivisch ahnlich oder gleich; den Werth
des Aehnlichkeits- oder Yerkurzungs-Verhéaltnisses q haben wir
friher bestimmt (88. 13, 135).

Geht eine Gerade durch den Projectionspunct o, so ist ihre
Projection ein Punct, und die Potenz q2=0.

160. Die Central - Projection paralleler Geraden st ein
Strahlenbuschel.

Man denke durch o den Strahl o g parallel mit den gegebenen
Geraden, also nach ihrem gemeinschaftlichen unendlich fernen Puncte
g gerichtet. Die projicirenden Ebenen der Geraden gehen alle
durch diesen Strahl, bilden also einen Ebenenbischel, dessen Axe
er ist. Dieser Ebenenbischel wird von V in einem Strahlenblschel
zum Mittelpuncte q, geschnitten.

rig. 9o.
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Fallen die projicirenden Ebenen zweier oder mehrerer parallelen
Geraden in einander, so fallen auch die Projectionen dieser Geraden
in einander.

Die Potenz q2 ist fur jede der parallelen Geraden und ihre
Projection im Allgemeinen eine andere. Denn es ist q2= Or. Og,
(8. 153); die Strecke 0q, ist zwar fur alle parallele Gerade die-
selbe, aber die Strecke Or ist im Allgemeinen eine andere fir jede
von ihnen. Sie ist Null fir die durch 0 gehende Gerade, sie ist
gleich fir alle Gerade, deren Durchschnitte r mit der Parallelebene
31 gleichfern von 0 sind. Die Potenz q2 hat also fur parallele
Gerade alle mdglichen Werthe zwischen O und oo.

Sind parallele Gerade mit SP parallel, so sind ihre Projectionen
einander ebenfalls parallel, denn der Parallelstrahl 0q ist parallel
mit sp. Das Aehnlichkeits-Verhéltniss g hat im Allgemeinen fur
jede einen anderen Werth, dessen Grdsse zwischen 0 und oo liegt,
je nachdem der Abstand des Punctes 0 von den Geraden zwischen
oo und O liegt.

Die Central - Projection einer Schaar von Geraden, die einen
Punct r der Ebene 31 gemein haben, ist eine Schaar von parallelen
Geraden mit der Richtung des Strahles Or.

Projectivisclie Ebenen.

161. Flr unbegrenzte Ebenen gilt das im §. 14 Gesagte auch
bei der Central - Projection.

Die Projection einer Ebene (£ ist die Projectionsebene SP selbst.
Beide Ebenen werden durch die Projectionsstrahlen in eine solche
Beziehung gesetzt, dass jedem Puncte a, jeder Geraden 6r, jedem
NnSeite N in @ ein bestimmter Punct a,, eine bestimmte Gerade Cr,
ein bestimmtes nseit N, in SP entspricht. Zwei solche Ebenen, von
denen jede als Projection der anderen angesehen werden kann, sind
projectivische Ebenen.

Unter den Puncten in (£ sind drei Reihen besonders zu be-
achten :

1) die im Schnitte E Regenden Puncte e, von denen jeder

zugleich g, ist,

2) die im Durchschnitte B mit der Parallelebene 3f liegenden

Puncte r, deren entsprechende r, auf SP im Unendlichen
liegen,
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3) die unendlich fernen Puncte g, deren entsprechende @, im
Schnitte Q, von SP und der durch O parallel mit E ge-
fuhrten Ebene D liegen.

Die Ebenen schneiden sich in einer Geraden, welche
durch 0 geht und parallel mit E ist; wir nennen sie die Parallel-
axe der Ebene (£.

Jede durch diese Axe gefuihrte Ebene schneidet (£, SP in den
entsprechenden parallelen Geraden Cr, Cr,, deren projicirende Ebene
sie ist. Wir betrachten die stetige Folge dieser projicirenden
Ebenen und die durch dieselben vermittelte Beziehung der einander
entsprechenden Geradenpaare Cr, Cr,, zu denen R in (£ und die
Reihe der unendlich fernen Puncte r, in V , so wie die Reihe der
unendlich fernen Puncte ¢ in (£ und die Gerade Q, in SP gehoren,
und folgern aus dieser Betrachtung, dass die unendlich fernen
Puncte einer Ebene sammtlich in einer Geraden, der G der Ebene
(8. 151), liegen.

Denkt man obige Gerade Cr, @; als Erzeugende der Ebenen
(E, SP, welche sich parallel mit sich selbst fortbewegen, so sieht
man, dass die unendlich fernen Geraden R, in SP, Q in (£ in der
stetigen Folge der verschiedenen Lagen der Erzeugenden beider
Ebenen keine Unterbrechung machen.

Die Geraden R, Q,, von denen jede der unendlich fernen
Geraden R,, Q der anderen Ebene entspricht, nennt man die
Gegenaxen beider Ebenen; sie sind parallel mit dem Schnitte
E und der Parallelaxe der Ebene (£.

Parallele Ebenen haben in sp parallele Schnitte und eine
gemeinschaftliche Gegenaxe Q,; sie kdnnen als ein Ebenenbuschel
angesehen werden, dessen Axe ihre unendlich ferne Gerade Q ist.

162. Jede Gerade G der Ebene (£ und ihre Projection G, in

sind projectivische Gerade, die den Punct e, Durchgang von
G auf dem Schnitte E gemein haben. lhre projicirende Ebene
schneidet die Parallebenen 9?7, 0 in zwei Geraden, welche mit
Cr, Cr, ein Parallelogramm bilden; dessen Ecken sind 0, r auf R,
e, gf auf Q,, d. h. die Gegenpuncte der Geraden liegen in den
Gegenaxen ihrer Ebenen (£, 3p.

Ist eine Gerade parallel mit dem Schnitte E, so ist es auch ihre
Projection; in diesem Falle sind beide Gerade projectivisch &hnlich.
Unter diesen Geraden sind zwei Paare projectivisch gleich, namlich:

162
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1) die im Schnitt E in einander liegenden,

2) die in (£ in gleichem Abstande mit E auf der anderen Seite
der Gegenaxe R liegende Gerade und ihre Projection, welche in
9P in gleichem Abstande mit E auf der anderen Seite der Gegen-
axe Q, liegt.

Parallelen Geraden der einen Ebene, welche nicht mit E parallel
sind, entspricht in der anderen Ebene ein Strahlenbuschel, dessen
Mittelpunct in ihrer Gegenaxe liegt.

163. Die Central-Projection eines ebenen Winkels hat im
Allgemeinen eine andere Grosse als der Winkel selbst (8§. 17, 136).

Durch jeden Punct a in (E gehen unendlich viele Gerade der-
selben Ebene und machen ihn zu einem Strahlenbischel, durch den
entsprechenden Punct a, in SP gehen die entsprechenden Geraden;
die Puncte a, a, werden projectivische Strahlenbischel?
von denen je zwei entsprechende Strahlen sich in E schneiden.

Es sei ,£) die Halbirebene des einen von den Ebenen (£, W
eingeschlossenen Flachenwinkels; die durch 0 auf ~ geféllte Nor-
male schneide (£ in s, in S,. Wird durch den Strahl Os die
auf E normale Ebene $ gefuhrt, welche E in g, (S in sg, in
S,J schneidet, so ist sg= S,g, und werden durch S, S, irgend zwei
entsprechende Gerade gefuihrt, welche den Punct e in E gemein
haben, so sind die Dreiecke sge, s,ge congruent, also die Winkel
gse, gs.e gleich. Hieraus folgt, dass jedem Winkel in (£ zum
Scheitel s ein ihm gleicher Winkel in zum Scheitel s, entspricht.

Ist *£)1 die Halbirebene desanderen Flachenwinkels und
sind t, t, die Durchschnitte mitder durch 0 auf 1 gefallten
Normalen, so gilt fur £, t, dasselbe, d. h.

es giebt in zwei projectivischen Ebenen zwei einander entsprechende
Punctenpaare s sf, t t,, welche die Mittelpuncte projectivisch
gleicher Strahlenbischel der Ebenen sind.

Harmonische Strahlen.

Fg & 164. Werden vier harmonische Puncte a, & c, d einer Ge-
raden mit einem Puncte O ausserhalb der Geraden durch Strahlen
verbunden, so erhalt man vier harmonische Strahlen, oder einen
harmonischen Buschel.

Es giebt .
Dreieck Odb sin (aOb) = sin (Oba) ~
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Dreieck Ocb

Aus diesen Gleichungen folgt:

Vier durch einen Punct O gehende Strahlen Oa, Ob, Oc,
Od von der Art, dass die Sinus der Winkel, welche von je zwei
zugeordneten mit den beiden anderen eingeschlossen werden, gleiches
sin (a0Ob) _ sin a>Od)

sin (COb) ~ ein'(cod) @ nennt man

y-er’haltnis haben, dass also

harmonische Strahlen.

FUr harmonische Strahlen gelten dieselben Gesetze wie fir
harmonische Puncte (§8. 156).

Werden zwei zugeordnete Strahlen fest angenommen, so giebt
es unzéhlige Paare einander zugeordneter Strahlen, die mit ihnen
harmonisch sind.

Halftet der eine von vier harmonischen Strahlen den von
zwei zugeordneten eingeschlossenen Winkel, so halftet sein zuge-
ordneter den Erganzungswinkel.

Um das Gesetz fur alle zugeordneten Strahlenpaare zu erhalten,
sei Oh der Strahl, welcher den Winkel aOc halftet, so kann man fur

setzen

und hieraus ableiten:

bei vier harmonischen Strahlen ist das Product der Tangenten
der Winkel, welche zwei zugeordnete Strahlen mit dem Halbir-
strahle des Winkels der beiden anderen Strahlen einschliessen,
gleich der zweiten Potenz der Tangente der Hélfte des letzteren
Winkels.
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Die Projectionen von vier durch einen Punct p
gehenden harmonischen Strahlen sind ebenfalls vier
durch den entsprechenden Punct”, gehende harmo-
nische Strahlen.

Denn eine Gerade schneidet dieselben in vier harmonischen
Puncten (8. 157),; die Projectionen dieser Puncte sind harmonische
Puncte, und diese bestimmen mit p, harmonische Strahlen.

Central - Projection ebener ft Seite.

165. Die Central-Projection eines ebenen wseits N ist die
Durchschnittsfigur Nf von ~p mit der projicirenden Pyramide des
wseits, d. h. der ihm umschriebenen Pyramide (§. 85), deren Seiten
durch 0 gehen.

Fallt die Ebene (£ des wseits mit SP zusammen, so ist N zu-
gleich Nr.

Ist (£ parallel mit SP, so sind JV, Nr dhnliche Figuren, als
Durchschnitte einer Pyramide und zweier parallelen Ebenen.

Ist (E gegen SP geneigt, so sind N, N, von verschiedener
Grosse und Gestalt.

Geht (5 durch 0, so ist N, eine Gerade. Umgekehrt:

jede Gerade in SP kann die Central-Projection einer
ebenen Figur sein, deren Ebene durch die Gerade
und durch 0 geht.

Aufgabe. Die Central-Projection eines gegebenen nseits N
zu construiren, wenn seine Lage gegen den Schnitt E seiner Ebene
(? und deren Neigungswinkel s gegen SP gegeben sind.

Die Losung dieser Aufgabe kann nach § 91 erfolgen. Nach-
stehendes Verfahren ergiebt die Beziehung zwischen N und Nf, indem
wir durch Herabschlagen von (£ auf SP die Construction aus dem
Raume in die Projectionsebene versetzen (vergl. 8§. 19, 137).

L 166. Die Ebene der Zeichnung sei SP und zugleich SPi, wir
wahlen SP2, also auch A (88. 25, 27), normal auf dem Schnitte
Ei. Die Ebene © ist in der Figur durch ihre Schnitte gegeben;
ein in ihr liegender Punct a (eine Ecke des nseits), der Projections-
punct 0, der Strahl Oa und dessen Durchschnitt a, mit SP sind
durch ihre Projectionen dargestellt.

Wir construiren die Halbirebenen § , §* der beiden von (5, SP
eingeschlossenen Flachenwinkel und fallen von O die Normale auf
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jede dieser Ebenen; diese Normalen schneiden (£, in den Puncten
ss,, tt,. Wir fuhren durch o die auf Ei normale Ebene @ ; ist
g der Durchschnitt von Vi, Ei, so ist gs=gs, und gt—agt,.

Den Strahl Os oder sehen wir als Axe eines Ebenen-
bUschels an, von welchem jede Ebene durch den nach einer Ecke a,
b, ... des nseits gerichteten Strahl Oa, Ob, ... bestimmt ist. Diese
Ebenenbuschel werden von (£, in den projectivisch gleichen
Strahlenblscheln beider Ebenen (8. 163) geschnitten.

Endlich fihren wir durch o die Ebene parallel mit (£;
bezeichnen wir durch q den Durchschnitt von Qi Fi, so ist:
gO=qsf= qtl.

Denken wir nun gleichzeitig die Ebenen (£, £V um E i, nach
derselben Richtung gedreht und auf ~ herabgeschlagen, so fallen
die Puncte [s], [0] mit s,, oder die Puncte (£), (0) mit t, zu-
zammen, je nachdem die Drehung nach der einen oder nach der
anderen Seite stattfindet; ebenso fallen die entsprechenden Strahlen
beider Buschel [s] s,, oder (i) t, in einander.

Es gehen aber je zwei einander entsprechende Strahlen durch Fig R
die entsprechenden Ecken a, b, ... von N und a,, b,, ... von N,,
so dass nach dem Herabschlagen alle Verbindungslinien entsprechen-
der Ecken von [N] und N, durch s, oder [0], und von (N) und
N, durch t, oder (0) gehen. Diese Linien sind die Projections-
strahlen, welche an der beim Herabschlagen von (£ stattfindenden
Bewegung Theil nehmen und mit (£ zugleich auf Sk fallen.

Beachtet man noch, dass je zwei entsprechende Gerade der
Ebenen (£, SO, also auch die Seiten von N, Nt, sich stets in Ei
schneiden, so lasst sich nach diesen beiden Eigenschaften die ge-
forderte Projection a&, ... aus einem der nseite [a][6] ... oder
(@) (b) ... herleiten.

In Eig. 93 sind die Geraden (R), Q1, Ei, [iu], so wie die
Puncte (0), (@), [0], [al, a, aus Fig. 92 entnommen.

So wie das Verhaltniss der Projection einer Strecke zur Strecke selbst in
der Central - Projection weniger einfach (§. 154) als in der Parallel - Projection
ausgedrickt ist, so ist es auch mit dem Verhaltnisse der Inhalte von iV, Nr
Die Untersuchung der Grosse der Raumgebilde ist nicht Gegenstand der dar-

stellenden Geometrie, daher gehen wir auf die Bestimmung des Inhaltes von
N, nicht ein.

167. Je zwei ebene Figuren, die in einer Ebene so gelegt
werden konnen, dass
Pohlke, darstell. G-eom. I. 3. Aufl. 9
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1) alle Yerbindungsstrahlen ihrer einander entsprechenden Puncte

einen Strahlenbilischel bilden,

2) alle Durchschnittspuncte ihrer einander entsprechenden Seiten

in einer Geraden liegen,
sind collineare Figuren. Die unter 2) erwahnte Gerade ist
die Collineationsaxe; man nennt auch wohl den Mittelpunct
des unter 1) erwahnten Strahlenblschels das Collineationscentrum.
Hiernach sagen wir:
ein ebenes wseit und seine Central-Projection sind
collineare Figuren.

Durch das Herabschlagen von (£ ist in SP ein ebenes Pro-
jectionssystem entstanden, welches sich von den friheren
(88. 22, 138) nur darin unterscheidet, dass in jenen die Projections-
strahlen einander parallel waren, indem 0 im Unendlichen lag.
Das gegenwértige System wird bestimmt durch:

1) die Collineationsaxe E,

2) den Projectionspunct 0 , der entweder in s, oder in t, liegt,
je nachdem die Ebenen (£, 9P gleich oder ungleich liegen,
3) zwei entsprechende Puncte a, a,.

Beim gleichzeitigen Herabschlagen der Ebenen (£, 0 auf W
behalten die Schnitte (2£i, ¢1 oder) E, Q ihre Lage; mit (£ zu-
gleich fallt der Schnitt R der Parallelebene 3% und mit 0 der
Projectionspunct 0 so wie die Parallelaxe in Sp. Diese vier
Gerade sind einander parallel, und es sind die Abstande

Q0= ER und QE=0R.
Bei gleicher Lage der Ebenen (£, SP liegen jU, 0 zwischen Q, R,
bei ungleicher Lage ausserhalb Q, jR, und zwar E auf der einen,
0 auf der anderen Seite. Das Projectionssystem ist bestimmt, wenn
E, 0 und die eine Gegenaxe, Q oder R (statt zweier entsprechenden
Puncte a, «,), gegeben sind.

168. Der Satz uber die Central - Projection eines nseits

(8. 165) lasst sich umgekehrt so aussprechen:
von den Durchschnittsfiguren je zweier Ebenen mit einer und der-
selben Pyramide ist jede die Central-Projection der anderen; der
Mittelpunct m der Pyramide ist als Projectionspunct 0 und ihre
Seiten sind als Projectionsstrahlen anzusehen.
Da beide Figuren collinear sind, so lasst sich ein ebenes Pro-
jectionssystem einrichten, in welchem die eine Figur aus der anderen
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hergeleitet werden kann. Man fihre durch o (d. h. durch m) die
Ebene 0 , welche mit der Ebene ($ der gegebenen Figur parallel
ist, und schlage gleichzeitig diese Figur mit (£ und den Punct o
mit 0 auf die Ebene der geforderten Figur herab, so bestimmen
die Schnitte E, Q mit dem herabgeschlagenen Puncte 0 das Pro-
jectionssystem in

Die Aufgabe , die Durchschnittsfigur einer Pyramide und einer
Ebene zu construiren“ wird hierdurch gleichbedeutend mit der Auf-
gabe ,die Central-Projection eines gegebenen nseits zu construiren*
(8. 165). Wir benutzen in den folgenden Beispielen die Satze der
Central-Projection, um die Losung dieser Aufgabe zu vervollstan-
digen und eine klare Anschauung der verschiedenartigen Figuren zu
erlangen, welche aus dem Durchschnitt einer Ebene und einer Pyra-
mide entstehen (8. 85).

Aufgabe. Die Central-Projection eines gegebenen Dreiseits
abc zu construiren.

Das ebene Projectionssystem sei durch die Collineationsaxe E,
die Gegenaxe Q und den Projectionspunct O gegeben. Die Ebenen
desselben seien ungleichliegend, und in einer derselben sei das
Dreiseit abc gegeben; die in seiner Ebene liegende Gegenaxe R
hat von 0 den Abstand der Axen E, Q.

Sind 6], €% e3 die in E liegenden Durchgange der Seiten
ab, ac, bc, so gehen die entsprechenden Seiten a,b,, a,c,, b, der
geforderten Figur durch dieselben Puncte; zieht man durch 0
Strahlen nach a, b, ¢, so liegen die entsprechenden Puncte a,, b,, c,
in diesen Strahlen. Zu diesen beiden im §. 166 gegebenen Bedin-
gungen kommen folgende zwei.

Sind ri, r2, r3 die Durchschnitte der Seiten ab, ac, bc mit
R und zieht man durch 0 Strahlen nach diesen Puncten, so sind
die Seiten a,b,, a.c,, b, parallel mit diesen Strahlen; zieht man
durch o Strahlen parallel mit den Seiten ab, ac, bc, und sind
qi, qi, g3 die Durchschnitte dieser Strahlen mit Q, so gehen die
Seiten a,b,, a,c,, bc, durch diese Puncte. Denn es sind z. B. n, o\
die Gegenpuncte der projectivischen Geraden ab, a,6,, diese a’er
liegen in den Gegenaxen beider Ebenen (8. 162).

169. Das gegebene Dreiseit abc kann in Bezug auf die in
seiner Ebene liegende Gegenaxe R funf verschiedene Lagen, daher

seine Projection funf verschiedene Gestalten haben. Wir bezeichnen
9*
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das Dreiseit durch A und die verschiedenen Gestalten durch hin-
zugefligte Zahlen.

Fig9t 1) Die drei Ecken a, b, c liegen auf einer und derselben Seite
von R. Jede seiner Seiten, z. B. ab, ist demnach eine endliche
Strecke, deren Endpuncte auf einer und derselben Seite von ihrem
Gegenpuncte rX liegen, also wird die entsprechende Seite ebenfalls
von einer endlichen Strecke a,b, gebildet, deren Endpuncte auf einer
und derselben Seite von ihrem Gegenpuncte QX liegen (8. 154).
Hieraus folgt, dass das Dreiseit afi,c, oder Ai gleich seinem ent-
sprechenden abc ein geschlossenes ist.

Fig & 2) Zwei Ecken a, b liegen auf einer und derselben Seite von
R, die dritte c liegt in R. Fur ab, gilt das unter 1) Gesagte;
die Puncte r2, r3 fallen mit ¢ zusammen, der Punct c, liegt da-
her im Unendlichen, d. h. die Seiten a,c,, b, sind parallel. Das
letztere folgt aus der Congruenz der Dreiecke ce%e3, 00393 (Ab-
stand 0$ ist gleich dem Abstand RE, 8§ 167). Das Dreiseit
aib,c, oder A 2 ist demnach in der begrenzten Ebene der Zeichnung
ein ungeschlossenes.

Figg% 3) Eine Ecke a liegt ausserhalb R, beide andere b, ¢ liegen in
R. Die Puncte b, ¢ sind zugleich rx, r-i, daher liegen b,, ¢, im
Unendlichen. Die Puncte €3, g3, r3 liegen gleichfalls im Unend-
lichen, so dass das Dreiseit a,b,c, oder A 3 nur zwei an a, stossende
und ins Unendliche laufende Gerade zeigt, seine dritte Seite b,
ist eine Strecke der Gx (§. 161) seiner Ebene.

Fg 9% 4) Zwei Ecken a, c liegen auf verschiedenen Seiten von R, die
dritte b in R. Die Seite ac, die von R in d geschnitten wird, ist
eine endliche Strecke, deren Endpuncte auf verschiedenen Seiten
von ihrem Gegenpuncte r2 (oder d) liegen, also wird die ent-
sprechende Seite von der unendlichen Strecke a,c, gebildet, deren
Endpuncte auf verschiedenen Seiten von Q liegen (8. 154); die
Zeichnung zeigt zwei Theile dieser Strecke, die in entgegengesetzter
Dichtung von @, und von ¢, aus nach d, (im Unendlichen) laufen.
Im Puncte b liegen zugleich rv, r3, Punct b, liegt daher im
Unendlichen, d. h. die Seiten ab,, cb, sind parallel; das letztere
folgt auch aus der Congruenz der Dreiecke bele3, Ogi g3 Man
beachte, dass die Seiten a,b,, c,b, entgegengesetzte Richtung haben;
sie durfen namlich die Gegenaxe Q nicht schneiden, weil die ent-
sprechenden Seiten ab, cb nicht die ihrer Ebene schneiden.
Das Dreiseit a,5,c, oder A 4 zeigt in der Zeichnung zwei unge-
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schlossene Theile, von denen jeder zwischen zwei sich schneidenden
Geraden liegt.

5) Zwei Ecken a, b liegen auf einer Seite, die dritte ¢ auf derFig. B
anderen Seite von R. Fur die Seite ab, gilt, was unter 1) fur
dieselbe Seite gesagt ist, und fur die Seiten a,c,, bc, gilt, was
unter 4) fir die Seite a.C, gesagt ist. Das Dreiseit a,6,c, oder
As zeigt in der Zeichnung zwei ungeschlossene Theile, der eine
d,a,b,f, von drei Geraden, der andere f,c,d, von zwei Geraden
begrenzt.

Nach diesen Betrachtungen ist das im 8. 85 uber die Durch-
schnittsfiguren einer nkantigen Pyramide und einer Ebene Gesagte
zu berichtigen; diese Figur ist jedesmal ein wseit. Das unter 2)
erwahnte (w— 1) seit wird durch Hinzufliigen einer in der GX liegen-
den Seite zu einem wseit. Die unter 3) erwahnte Anzahl w+ 1
oder wef- 2 der Seiten reducirt sich auf w, indem im obigen vierten
und funften Falle a,d,, cd, und im funften b,f,, c,f, als Theile
einer Seite anzusehen sind.

170. Aufgabe. Die Central - Projection eines gegebenen ein-
fachen Yierseits abcd zu construiren.

Die Losung der Aufgabe erfolgt wie die der entsprechenden
fir das Dreiseit (§. 168).

In Bezug auf die Gegenase in der Ebene des Yierseits liegen
von dessen Ecken:

1) 6) 7) keine 2) 5) eine 3) 4) zwei
in ihr und
1) vier 2) drei 3) zwei
auf derselben Seite, oder
6) drei und eine 5) zwei und eine 4) eine und eine

7) zwei und zwei
auf verschiedenen Seiten von ihr.

Diesen Lagen entsprechen sieben verschiedene Gestalten fur die
Projection des Yierseits, eine Zahl, die sich noch vermehrt, wenn
man convexe, concave, Uberschlagene (8. 71) Yierseite als ver-
schiedene Gestalten ansieht.

Beispiele. 1) Das Yierseit sei ein Parallelogramm und liege
ganz auf einer Seite von R.

Das Projectionssystem sei durch die Collineationsaxe E, dieFig. 9.
Gegenaxe Q und den Projectionspunct O gegeben. Die Ebenen
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desselben seien gleichliegend, und in der, welche Q nicht enthalt,
liege abcd. (Die in seiner Ebene liegende Gegenaxe R ist in der
Zeichnung weggelassen.)

Die Durchgange et, e2, es, e4 seiner Seiten ab, bc, cd, da
in E sind Puncte der entsprechenden Seiten a,b,, bc,, c,d,, dar
Zieht man durch 0 die Strahlen Ogi, parallel mit ab, cd, und
Og2, parallel mit bc, da, so schneiden sich a,b,, c¢,d, in gx und
b,c,, da, in g2 (8. 160). Ist das Vierseit ein Hechteck, so wird
gqig* Durchmesser eines durch 0 gehenden Halbkreises.

Hg.7s. 2) Das Vierseit sei concav und jede Seite werde von R ge-
schnitten.

Es wird durch B in drei Theile zerlegt, die Dreiseite bfg,
dhk und das Sechsseit afgchk; daher besteht seine Projection aus
drei ungeschlossenen Theilen, da die Projectionen von fg, hk zwei
Strecken der GX der Ebene sind.

Fig.® 3) Das Vierseit sei Uberschlagen, zwei Seiten werden von B
geschnitten.

Seine Projection zeigt zwei ungeschlossene Theile, von denen
der eine Uberschlagen ist.

In den Figuren zu beiden letzten Fallen sind die Ebenen des Systems

ungleichliegend, alle Hilfslinien ausgelassen und die Projectionen der Vierseite
zu grosserer Deutlichkeit schraffirt.

171. Aufgabe. Die Central-Projection eines vollstdndigen
Vierseits zu construiren, dessen eine Diagonale in der Gegenaxe
seiner Ebene liegt.

Hg. 100. Das Projectionssystem sei durch die Collineationsaxe E, die
Gegenaxe B und den Projectionspunct O gegeben. Die Ebenen
desselben seien gleichliegend, und in der, welche R enthalt, sei
das Vierseit gegeben. (Die andere Gegenaxe Q ist in der Zeich-
nung weggelassen.)

Sind ex, e2, €3, e4 die Durchgange der Seiten ab, bc, cd, da
in E, so gehen a,b,, bc,, cd, da, durch dieselben Puncte. Und
sind ri, r2 die in der Gegenaxe B liegenden Ecken des Vierseits,
ri Durchschnitt von ab, cd, r2 Durchschnitt von bc, da, so sind
die Geraden afi,, ¢,d, mit On, b, da, mit 0r2 parallel Die
geforderte Projection ist ein Parallelogramm.

Diess Parallelogramm wird ein Eechteck, wenn rXxr2 Durch-
messer eines durch 0 gehenden Halbkreises ist; es wird ein Quadrat,
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wenn der nach dem Durchschnitte r3 der Diagonale ac mit R
gerichtete Strahl Or3 den Winkel n O r 2 halftet.

Uebungs* Aufgabe. In der einen Ebene eines Projectionssystems ein Yier-
seit zu zeichnen, dem in der anderen Ebene ein Quadrat entspricht.

Ein Parallelogramm kann demnach stets als Central-Projection
eines vollstandigen Vierseits gelten; die GX der Ebene ist seine
dritte Diagonale. Eben so kann es als Central-Projection eines
vollstéandigen Vierecks gelten, von dessen Diagonalpuncten zwei in
der Gegenaxe liegen.

Wir benutzen diese Eigenschaft zum Beweise folgender Satze

(im Anschluss an die Erklarungen, §. 71):
auf jeder Diagonale eines um jeden Diagonalpunct eines
vollstandigen Vierseits sind die  vollstandigen Vierecks bilden die
in ihr liegenden Gegenecken durch ihn gehenden Gegenseiten
und die Durchschnitte mit und die nach den anderen Dia-
den anderen Diagonalen gonalpuncten gerichteten Strahlen
harmonische Puncte, einen harmonischen Buschel.

Den Satz links zu beweisen, sehen wir das Vierseit als Central-
Projection eines Parallelogramms an; in diesem wird jede Diago-
nale von der anderen gehalftet und von der G, in ihrem unendlich
fernen Puncte geschnitten (8§. 156, 157).

Den Satz rechts zu beweisen, betrachten wir die Geraden ab,A A
6c, cd, da als vollstandiges Vierseit. Eine Diagonale desselben,
z. B. ef, wird durch die beiden anderen harmonisch getheilt, d. h.
die Puncte e, h, f, & sind harmonisch, folglich (§. 164) sind auch
die Strahlen ge, gh, gf, gk harmonisch, oder die Figur g— efhk
ist ein harmonischer Buschel.

172. Die Anschauung der einfachen wecke wird durch Einfiihrung der
Seiten von unendlicher Lénge so erweitert, das wPuncte eine grossere Anzahl
einfacher wecke bestimmen, als die friher (§. 71) aufgestellte Formel ergiebt.

Drei Puncte a, b, ¢ bestimmen vier einfache Dreiecke, welche zu-
sammen die Ebene decken und ein vollstdndiges Dreieck bilden. Bezeichnen
wir die verschieden gestalteten Dreiecke wie im §. 169, so sind unter den
vier Dreiecken, je nachdem von den drei Puncten

keiner, einer, zwei
im Unendlichen liegen:
3A5, 2A, 2A4> 4A,.

Vier Puncte a, b, ¢, d kénnen in folgenden Lagen in Bezug auf die

Gegenaxe ihrer Ebene gedacht werden:
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1) ein mal: vier auf derselben Seite,

2) vier mal: drei und einer auf verschiedenen Seiten,

3) drei mal: zwei und zwei auf verschiedenen Seiten.

Je nachdem ein Punct innerhalb, oder jeder Punct ausserhalb des von
den anderen gebildeten Dreiecks /\X liegt, tritt der zweite Fall nur drei mal
oder der dritte nur zwei mal ein, so dass immer sieben Lagen stattfinden.
Bei jeder Lage bestimmen die vier Puncte 3, im Ganzen also 21 einfache
Vierecke, welche zusammen 6 mal die Ebene decken und ein vollstdndiges
Viereck bilden. Unter den vier Puncten konnen einer oder zwei unendlich
ferne sein.

Wir begnugen uns fUr jetzt mit den im Vorhergehenden entwickelten
Satzen und Constructionen, welche die Grundlage der Central-Projection bilden.
Weitere Ausfihrungen, ins Besondere die Darstellung raumlicher Gebilde,
versparen wir auf die dritte Abtheilung, indem die Perspective sich vorzugs-
weise der Central-Projection bedient.

Verwandtschaften ebener Gebilde.

173. Das Grundverfahren der darstellenden Geometrie, néamlich
das Herabschlagen einer Ebene auf die Projectionsebene, haben wir
ins Besondere benutzt, um die Projection eines ebenen nseits zu
construiren (88. 19, 137, 166). Durch die Construction wurden
wir auf ebene Projectionssysteme und auf die Verwandtschaften
ebener Gebilde geleitet. Wir stellen dieselben zur Uebersicht zu-
sammen, und bemerken zunéchst, dass geometrische Verwandt-
schaft nichts anderes als Projection ist," wie wir diese (im 8. 5)
erklart haben, d. h. eine gesetzliche Beziehung zwischen den ent-
sprechenden Elementen zweier Gebilde.

Die allgemeinste der einfachen, in der darstellenden Geometrie
vorkommenden, Verwandtschaften ist die Collineation. Dem
Wortlaute nach findet Collineation statt zwischen zwei Ebenen und
den in ihnen liegenden Gebilden, wenn dieselben so auf einander
bezogen werden, dass allen Puncten der einen, welche in einer
Geraden liegen, solche Puncte der anderen entsprechen, welche
ebenfalls in einer Geraden liegen. Zwei solche Ebenen und ihre
Gebilde sind collinear oder projectivisch.

Verwandtschaften oder Projectionen hoherer Art sind solche, in
denen einer Geraden der einen Ebene eine Curve in der anderen
entspricht; sie sind unserem Zwecke fremd, weshalb wir nicht auf
.sie eingehen.

Die Collineation findet zwischen zwei Ebenen der angegebenen
Art statt, unabh&ngig von der Lage derselben im Baume. Wir
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gelangten zu ihr, wenn beide Ebenen eine solche Lage hatten, bei
welcher alle Yerbindungsstrahlen entsprechender Puncte einem Bischel
0 angehdéren, die Ebenen mdégen sich schneiden oder in einander
liegen; wir zeigten, dass diese Eigenschaft, wenn sie bei zwei sich
schneidenden Ebenen stattfindet, beim Herabschlagen der einen Ebene
auf die andere nicht aufgehoben wird (§8. 166).

Das Projectionssystem, welches durch dieses Verfahren in der
Ebene hergestellt wird, ist durch drei Sticke bestimmt; diese sind:

1) die Collineationsaxe E,

2) der Projectionspunct O,

3) zwei in einem Projectionsstrahle liegende einander entsprechende

Puncte a,

Die Eigenschaften collinearer Gebilde sind im gegenwartigen

Capitel behandelt worden.

174. Es entstehen besondere Arten der Collineation,

wenn die Collineationsaxe die unendlich ferne Gerade der Ebene
ist; oder

wenn der Projectionspunct im Unendlichen liegt; oder

wenn beides zugleich stattfindet.

I. Die Collineationsaxe sei die unendlich ferne Gerade der
Ebene, so bietet das Projectionssystem folgende Unterschiede dar.
1) Einem unendlich fernen Punct der einen Ebene entspricht
ein unendlich ferner Punct der anderen Ebene: es liegen demnach
beide Gegenaxen mit der Collineationsaxe zugleich im Unendlichen.
2) Je zwei entsprechende Gerade sind einander parallel und pro-
jectivisch ahnlich (8. 159). Ilhr Aehnlichkeits - Verhaltniss ist gleich
dem Verhaltniss der Abstédnde ihrer entsprechenden Puncte vom
Projectionspuncte, d. h.

3) Das Aehnlichkeits-Verhaltniss g ist dasselbe fiir alle einander
entsprechenden Geradenpaare. Denn schneiden sich zwei Gerade ab,
6¢c in 6, so schneiden sich ab,, b,c, in b,, und es ist:

folglich:
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4) Jeder endlichen Strecke entspricht eine endliche Strecke (vergl.
8 154).

5) Parallelen Geraden entsprechen parallele Gerade.

6) Alle entsprechenden Winkel sind einander gleich, denn ihre
entsprechenden Schenkel sind parallel.

7) Einem nSeite entspricht ein dhnliches, ahnlichliegendes wseit;
wegen 2) 4) 6).

8) Einem geschlossenen Nnseite entspricht ein geschlossenes nseit;
wegen 4).

Die besondere Art der Collineation, bei welcher die Axe im
Unendlichen liegt, ist die Aehnlichkeit; der Projectionspunct
heisst der Aehnlichkeitspunct und zwar der dussere oder
der innere, je nachdem die Ebenen gleichliegend oder ungleich-
liegend sind. Im ersten Falle liegen in jedem Strahle die ent-
sprechenden Puncte auf einer und derselben Seite von 0 , im anderen
Falle auf entgegengesetzten Seiten von O.

Zu dieser Art von ebenem Projections- oder Aehnlichkeits-Systeme ge-
langt man aus dem Raume, wenn die Ebenen 6 , ~ parallel sind. Man denke
irgend einen Projectionsstrahl, welcher 6 in s, in s, schneidet, als Axe
eines Ebenenbischels; dieser wird von 6, ~ in zwei gleichen Strahlenbuscheln,
eine seiner Ebenen, 5t, in zwei entsprechenden Strahlen sa, s,a, geschnitten. —
Wird (5 parallel mit sich selbst fortbewegt, so dass der Strahl sa sich in der
Ebene 91, der Punct s sich im Strahle Os bewegt, bis s in s, fallt, so fallt
gleichzeitig O in s, und es fallen die entsprechenden Strahlen der Buschel s,
s, und mit ihnen die Projectionsstrahlen in einander. Je nachdem O ausser-
halb der Ebenen 6 , oder zwischen ihnen lag, wird er &usserer oder innerer
Aehnlichkeitspunct.

175. I1. Der Projectionspunct liege im Unendlichen, so bieten
sich folgende Unterschiede dar.

1) Einem unendlich fernen Puncte der einen Ebene entspricht ein
unendlich ferner Punct der anderen Ebene; es liegen demnach beide
Gegenaxen im Unendlichen.

2) Je zwei entsprechende Gerade sind projectivisch ahnlich; doch
ist das Verkirzungs-Verhaltniss q nicht dasselbe fir alle ent-
sprechenden Geradenpaare (vergl. z. B. §. 16).

3) Die Satze 4), 5) und 8) fur die Aehnlichkeit gelten auch hier.

Die besondere Art der Collineation, bei welcher der Projec-
tionspunct im Unendlichen liegt, ist die Affinitat und im ersten
und sechsten Capitel behandelt worden.
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§.

176.

176. I1l. Die Collineationsaxe sei die unendlich ferne Gerade

der Ebene und der Projectionspunct liege im Unendlichen, so bieten
sich folgende Unterschiede dar.

1) Satz 1) fur die Aehnlichkeit.

2) Je zwei entsprechende Gerade sind parallel und projectivisch
gleich, d. h. g= 1.

3) die Satze 4), 5), 6) fur die Aehnlichkeit.

4) Einem nseite entspricht ein congruentes Nseit.

5) Satz 8) fur die Aehnlichkeit.

Die besondere Art der Collineation, bei welcher Collineations-
axe und Projectionspunct zugleich im Unendlichen liegen, ist die
Congruenz. Beide projectivische Ebenen des Projectionssystems
kénnen in diesem Falle nur gleichliegend sein.

Die Congruenz kann als besonderer Fall der Aehnlichkeit er-
halten werden, wenn das Aehnlichkeits-Verhaltniss q= 1 ist. Fur
0 als ausseren Aehnlichkeitspunct decken sich alle einander ent-
sprechenden Gebilde. FuUr 0 als inneren Aehnlichkeitspunct liegen
sie auf entgegengesetzten Seiten von 0 und gelangen zum Decken
durch eine halbe, innerhalb der einen Ebene stattfindende
Drehung der anderen Ebene um O.

Die Congruenz kann als besonderer Fall der Affinitat erhalten
werden, wenn die Projectionsstrahlen normal auf der Affinitatsaxe
sind, und das Verhaltniss g =1 ist (§ 22). Sind beide Ebenen
gleichliegend, so decken sich alle einander entsprechenden Gebilde.
Sind die Ebenen ungleichliegend, so liegen die Gebilde auf ent-
gegengesetzten Seiten der Affinitatsaxe und gelangen zum Decken
durch eine halbe, ausserhalb der einen Ebene stattfindende
Drehung der anderen Ebene um die Axe. In diesem Falle heisst
die Congruenz auch Symmetrie. Die Gebilde liegen symmetrisch
gegen die Axe, welche die Symmetralaxe ist.
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Die réaumliche Projection.

177. INn den vorhergehenden Capiteln ist als Projection eines
Raumgebildes eine ebene Figur angenommen; es kdnnen aber zwei
projectivische Gebilde, d. h. solche, von denen jedes die Projection
des anderen ist, raumliche Gebilde sein (8. 5). Alsdann finden
zwischen ihnen die namlichen Verwandtschaften statt, wie zwischen
zwei ebenen projectivischen Gebilden.

Man denke zwei R&ume, d. h. den ganzen Raum zweifach,
ebenso jeden Punct zweifach, als dem einen oder als dem anderen
Raume angehdérend. Diese Raume beziehe man auf einander so,
dass alle Puncte des einen, welche in einer Geraden liegen, solchen
Puncten des anderen entsprechen, welche ebenfalls in einer Geraden
liegen. Beide Raume und ihre auf die angegebene Weise ent-
sprechenden Gebilde sind collinear oder projectivisch (8. 173).

Wir betrachten zwei projectivische Rdume nur in der einfachen
Lage, bei welcher die Verbindungsstrahlen ihrer einander entsprechen-
den Puncte einem Buschel 0 angehdéren. Beide Raume bilden ein
rdumliches Projectionssy stem, welches durch drei Sticke
bestimmt ist; diese sind:

1) eine Ebene <&, die Collineationsebene, in deren Puncten

entsprechende Puncte e, e, beider Rdume in einander fallen,
2) ein Punct 0, der Projectionspunct, d. h. der Mittel-
punct eines Strahlenbischels, von welchem jeder Strahl ent-
sprechende Puncte beider Raume verbindet,
3) zwei in einem dieser Strahlen liegende einander entsprechende
Puncte a, a,.

Diese Annahmen reichen hin, um zu jedem Gebilde des einen

Raumes das entsprechende des anderen Raumes zu construiren.
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Je nachdem die Puncte a, a, auf einer und derselben Seite
oder auf verschiedenen Seiten der Ebene <X liegen, sind die Raume
gleichliegend oder ungleichliegend.

Die folgenden Constructionen im Raume sind am besten in
freier Vorstellung auszufihren.

178. Aufgabe. Die raumliche Projection eines gegebenen
Punctes b zu construiren.

Die Gerade ab schneidet in einem Puncte e, der zugleich
e, ist. Der geforderte Punct b, ist Durchschnitt des Strahles Ob
und der Geraden a,e,.

Fir einen unendlich fernen Punct q sind aq, 0q parallel,
daher entstehen zwei ahnliche Dreiecke aa,e, Oa,(q,, und aus diesen
die Proportion

a,e:aqg, —aa:a0.

Ist p ein zweiter unendlich ferner Punct in demselben Raume
mit g, p, sein entsprechender Punct und d der Durchschnitt von
(% mit der Geraden ap, so entstehen ebenfalls zwei &hnliche Drei-
ecke aa,d, 0a,p, und aus ihnen die Proportion

ad:ap, —aa:a0.
Aus beiden Proportionen folgt
ae:ag, —ad:ap,
d. h. die Dreiecke a,de, a,p,q, sind ahnlich und die Geraden p,q,,
de sind parallel.

Nimmt man statt des Punctes p jeden anderen unendlich fernen
Punct desselben Raumes, so sind stets die Geraden p,q,, de parallel;
alle Gerade de liegen in der Collineationsebene folglich liegen
alle Gerade p,q, in einer mit <£ parallelen Ebene.

Ein Gleiches ergiebt sich, wenn man zu den unendlich fernen
Puncten r, des anderen Raumes die entsprechenden r des ersten
Raumes construirt; d. h.

diejenigen Puncte des einen Raumes, welche den unendlich fernen
Puncten des anderen Raumes entsprechen, liegen in einer mit
der Collineationsebene parallelen Ebene. Diese Ebenen bezeichnen
wir durch O, n.

179. Aufgabe. Die raumliche Projection einer gegebenen
Geraden zu construiren.
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Der Durchschnitt e der Ebene und der gegebenen Geraden
G ist ein Punct e, der geforderten Geraden G,. Dieselbe ist durch
diesen Punct e, und durch die Projection b, irgend eines zweiten
Punctes b der gegebenen Geraden bestimmt.

Die entsprechenden Geraden 6r, G, liegen in der durch 0
gehenden projicirenden Ebene; sie sind projectivische Gerade, und
es kommen ihnen alle Eigenschaften derselben zu (88. 152 — 158).

Ist G parallel mit (£, so ist G, parallel mit G, also auch
mit (8. 159).

Die projicirende Ebene zweier entsprechenden Geraden schneidet

und die Ebenen S,, 3% in drei einander parallelen Geraden.
Es ist klar, dass dieselben die Ecken e, (,, r des Parallelogramms
enthalten, welches von den Geraden G, G, und den mit ihnen
parallelen Strahlen des Bischels 0 gebildet wird. Hieraus folgt,
dass die Gegenpuncte zweier projectivischen Geraden in den Ebenen
S ,, 9t liegen; ferner, dass der Abstand der Ebenen 9%, <& gleich
ist dem Abstande der Ebene S, von 0, oder dass @SR= OS,,

=051 ist

Liegt eine Gerade G oder G, des einen Baumes in 3% oder
OM so ist ihre entsprechende die unendlich ferne Gerade der pro-
jicirenden Ebene, welche durch 0 und G oder G, bestimmt ist.

Eine unendlich ferne Gerade des Baumes wird durch eine sie
enthaltende Ebene bestimmt.

Parallele Gerade des einen Baumes haben zur Projection
einen Strahlenbischel; der Mittelpunct dieses Bulschels liegt in der
Ebene S, oder JRdes anderen Baumes.

180. Eine Ebene $ des einen Baumes schneidet (U¢ und die
Ebene SR ihres Baumes in zwei parallelen Geraden F, R. Die
Gerade F ist ihre eigene Projection; die von R ist die unendlich
ferne Gerade der projicirenden Ebene von R. Der Ebene $ ent-
spricht demnach eine Ebene , welche durch F geht, parallel mit
der (durch o0 und R bestimmten) projicirenden Ebene von R.
Oder man fuhre durch o0 die mit $ parallele Ebene, welche die
Ebene O, des anderen Baumes in Q, schneidet, so ist die Ebene
durch die Geraden F, Q, ebenfalls bestimmt. Die Ebenen
sind projectivisch und es kommen ihnen und ihren einander ent-
sprechenden Gebilden alle Eigenschaften projectivischer Ebenen zu
(88. 161 u. fg.).
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Ist eine Ebene $ des einen Raumes parallel mit (§:, so ist
jede in ihr liegende Gerade parallel mit (£, hat also zur Projek-
tion ebenfalls eine mit (U parallele Gerade, woraus folgt, dass die
entsprechende Ebene parallel mit © , also auch mit $ ist- Beide
Ebenen sind projectivisch ahnlich.

Zu diesen Ebenen gehéren die beiden Ebenen 9t, 6 ,. Durch
Betrachtungen, welche den in den 8§. 152, 161 angestellten ent-
sprechen, schliessen wir, dass alle unendlich fernen Puncte des
Raumes in einer Ebene, der unendlich fernen Ebene (£*, liegen.
Die Ebenen 6 ,, 9t beider Raume, welche der (Ex (der dem einen
Raume als 6 , dem anderen als 91, angehdrenden Ebene) entsprechen,
nennt man die Gegenebenen des Projectionssystems.

In diesen Gegenebenen liegen die Gegenpuncte je zweier pro-
jectivischen Geraden und die Gegenaxen je zweier projectivisehen
Ebenen des raumlichen Projectionssystems.

Parallele Ebenen des einen Raumes haben in (UE parallele
Schnitte; in dem anderen Raume entspricht ihnen ein Ebenenbuschel,
dessen Axe ihre gemeinschaftliche in der Gegenebene liegende
Gegenaxe ist.

181

181. Die raumliche Projection eines Nflachs ist ein Nflach

von derselben Anzahl von Flachen, Kanten, Ecken u. s. w., und
wird durch die Projectionen seiner Kanten und Ecken erhalten.

Aufgabe. Die raumliche Projection eines Vierflachs zu con-
struiren.

Das Projectionssystem sei gegeben durch die Ebenen <& 9t, S,
und den Punct 0. Die Lo6sung erfolgt wie die der entsprechenden
Aufgabe fur das Dreiseit (8. 168), indem die geforderte Figur
durch folgende vier Bedingungen bestimmt wird.

Sind ex, e2, ... die in (5 liegenden Durchgange der Kanten
«5, ac, ... des Vierflachs abcd, so gehen die entsprechenden Kanten
a,b,, a,c,, ... durch dieselben Puncte. Zieht man Strahlen durch 0
nach a,b, ..., so liegen die entsprechenden Ecken a,,b,, ...in diesen
Strahlen. Sind ri, r2, ... die Durchgange der Kanten ab, ac,
durch 91, so sind die Kanten a,b,, a,c,, ... parallel mit den durch
0 nach rx, r2, ... gerichteten Strahlen. Zieht man durch O Strahlen
parallel mit den Kanten ab, ac, ... und sind gx, q% ... die Durch-
schnitte dieser Strahlen mit so gehen die Kanten ab,, a,c,, . ..

durch diese Puncte.
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Will man die Aufgabe durch Anwendung der darstellenden Geometrie
(8. 27) lésen, so wird man am einfachsten die Ebenen @ n o r m a |
auf der Projectionsaxe A nehmen.

182. Die Gestalten der beiden einander entsprechenden nflact
kénnen ebenso fir die sinnliche Anschauung von einander abweichen
wie die zweier entsprechenden nseite. Ins Besondere ist ihre Lage
in Bezug auf die Gegenebenen zu beriucksichtigen (§8. 170). Beim
Vierflache © z. B. liegen von dessen Ecken

1) 7) 8) keine, 2) 6) eine, 3) 5) zwei, 4) drei
in der Gegenebene und
1) vier, 2) drei, 3) zwei, 4) eine

auf derselben Seite, oder
7) drei und eine, 6) zwei und eine, 5) eine und eine,
8) zwei und zwei

auf verschiedenen Seiten von ihr.

Diesen Lagen entsprechen acht verschiedene Gestalten fur die
Projection des Vierflachs; die Seitenflachen derselben sind verschieden
gestaltete Dreiseite, die wir wie im 8§ 169 bezeichnen.

1) 0] ist wie 0 ein geschlossenes Vierflach; die Seitenflachen
sind 4Ai-

2) 0 2 hat eine unendlich ferne Ecke, ist ein dreikantiges Prisma,
begrenzt durch eine die Kanten schneidende Ebene und von dieser
bis ins Unendliche sich erstreckend; Seitenflachen: 1Ai, 3A 2

3) 0 3 hat eine unendlich ferne Kante, ist ein sich ins Unend-
liche erstreckender Keil; Seitenflachen 2 Ai, 2As.

4) 0 4 hat eine unendlich ferne Seitenflache, ist von einer im
Mittelpuncte durchschnittenen dreikantigen Pyramide die eine Halfte;
Seitenflachen: 1 unendlich fernes A i, 3As.

(Eine nkantige Pyramide bestimmt also ein unendlich fernes
wseit, das in der (E*, des Raumes, 8. 180, liegt.)

5) 05 hat eine unendlich ferne Kante, entsteht aus einer drei-
kantigen im Mittelpuncte durchschnittenen Pyramide, deren eine
Halfte parallel mit sich selbst langs einer Kante von der anderen
Halfte abgertickt ist; Seitenflachen: 2A 3, 2A 4

6) 0 O hat eine unendlich ferne Ecke, besteht aus der einen
Halfte einer dreikantigen im Mittelpuncte durchschnittenen Pyra-
mide und einem sich ins Unendliche erstreckenden Keile; Seiten-
flachen: 1A 2, 2Ai, IAs.
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7) 07 ist eine dreikantige Pyramide, aus der ein Stick vom
Mittelpuncte bis zu einer die Kanten treffenden Ebene ausgeschnitten
ist; Seitenflachen: 1Ai, 3AS

8) 0 8 besteht aus zwei nach entgegengesetzten Seiten ins Un-
endliche sich erstreckenden Keilen; Seitenflachen: 4 As-

Wie drei Puncte einer Ebene vier einfache Dreiseite (§. 172), so be-
stimmen vier Puncte des Raumes acht einfache Vierflache, welche zusammen
den Raum erfullen und ein vollstandiges Vierflach bilden. Je nachdem von
den Puncten

keiner, einer, 2Weli, drei
im Unendlichen liegen, sind die Vierflache:

1®, 2®a 4®, 804,

407 606 405

3@8

183. Da parallelen Geraden des einen Baumes ein Strahlen-
buschel entspricht, so ist die raumliche Projection eines Prisma
eine Pyramide, deren Mittelpunct in der Gegenebene ihres Baumes
liegt.

Aufgabe. Die raumliche Projection eines Parallelepipeds zu”
construiren.

Es seien ab, cd, ef, gJi vier parallele Kanten desselben, und
es seien Bx, Ic2, k3, kt ihre Durchschnittspuncte mit diese
Puncte gehoren ihren Projectionen an. Der Strahl des Buschels
0, welcher diesen Kanten parallel ist, bestimmt den Gegenpunct qx
in der Ebene O,. In den Geraden, welche gx mit kx, k2, k3, k4
verbinden, liegen die entsprechenden Kanten a,b,, c,d,, e,ft, gh,.
Ebenso verfahre man fir die beiden anderen Systeme von je vier
parallelen Kanten.

Die raumliche Projection der acht Ecken eines Parallelepipeds
sind acht Puncte, welche in den Kanten von vier vierkantigen Pyra-
miden zu gleicher Zeit liegen. Die Mittelpuncte dieser Pyramiden
sind die drei Puncte X, q2, g3 in ;Q, fur die Projectionen der
drei Kantensysteme, und der Punct p,, Projection des Durchschnittes
p der vier Diagonalen ag, bh, ce, df des Parallelepipeds.

Uebungs- Aufgabe. Die 17 verschiedenen Lagen eines Parallelepipeds in
Bezug auf die Gegenebene seines Raumes aufzusuchen (vergl. §. 169).

Verwandtschaften raumlicher Gebilde.

184. Es entstehen flur die Collineation raumlicher Gebilde

dieselben besonderen Arten, wie fir die Collineation ebener Gebilde;
Pohlke, darstell. Greom I. 3. Aufl. 10

184.
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die fur diese entwickelten Satze gelten mit geringen Aenderungen
auch flr jene.

I. Ist die Collineationsebene die unendlich ferne Ebene des
Raumes, so wird die Collineation zur Aehnlichkeit und der Pro-
jectionspunct wird ausserer oder innerer Aehnlichkeitspunct.

Satz 1) im 8. 174 wird so ausgedrickt: einem unendlich fernen
Puncte des einen Raumes entspricht ein unendlich ferner Punct des
anderen Raumes; es liegen demnach beide Gegenebenen mit der
Collineationsebene zugleich im Unendlichen.

Die Satze 2) bis 8) gelten; dazu kommt:

Einem nflach entspricht ein &hnliches, &ahnlichliegendes n flach.

Einem geschlossenen nflach entspricht ein geschlossenes nflach.

Il. Liegt der Projectionspunct im Unendlichen, so wird die
Collineation zur Affinitat.

Satz 1) im §. 175 &ndert sich wie oben; beide Gegenebenen
liegen im Unendlichen.

Einem geschlossenen nflach entspricht ein geschlossenes nflach.

I11. Liegen die Collineationsebene und der Projectionspunct
zugleich im Unendlichen, so wird die Collineation zur Congruenz.

Die Congruenz wird als besonderer Fall der 'Aehnlichkeit er-
halten, wenn das Aehnlichkeits-Yerhaltniss g = | ist. Ist 0 ausserer
Aehnlichkeitspunct, so fallen alle entsprechenden Elemente ent-
sprechender Gebilde in einander. Ist 0 innerer Aehnlichkeitspunct,
so findet Symmetrie statt, d. h. zwei entsprechende Gebilde sind
symmetrisch oder von der Art, dass ihre einander entsprechenden
Seiten, ebenen Winkel und Flachenwinkel einander gleich sind, ohne
dass jedoch beide Gebilde mit den entsprechenden Elementen in
einander gelegt werden konnen.

Die Congruenz wird als besonderer Fall der Affinitat erhalten.
Sind die Rdume gleichliegend, so fallen alle entsprechenden Gebilde
in einander. Sind die Raume ungleichliegend, so findet Symmetrie
statt, und die Collineationsebene ist die Symmetralebene, auf welcher
die Projectionsstrahlen normal sind.

1Y. Liegt von den zwei entsprechenden Puncten a, a, der eine,
etwa a,, in der Collineationsebene, so liegen die entsprechenden
Puncte , C,, ... aller Puncte b, ¢, ... des ersten Raumes in
derselben Ebene. Diese ist alsdann Projectionsebene und zugleich
die eine Gegenebene, die andere Gegenebene fallt mit der Parallel-
ebene Ot (8. 150) zusammen. Die raumliche Projection ver-
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wandelt sich in die im siebenten Capitel behandelte Central-
Projection.

Die Central - Projection wird haufig Perspective genannt,
weil letztere sicli ihrer vorzugsweise bedient, wenn die Darstellung
eines Raumgebildes ein ebenes Gebilde sein soll. Ebenso nennt
man die raumliche Projection auch Relief-Perspective, weil
sie angewendet wird, wenn die Darstellung eines Raumgebildes ein
rdumliches Gebilde sein soll.

Berichtigungen.

S. 91 Z. 13 v. unten lies statt
S. 111 Z. 3 y. unten lies 122 statt 128.

§e
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