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Yorrede.

Bei der Abfassung des vorliegenden Schriftchens beabsich-
tigte ich die wichtigsten Begriffe und Sitze der Mechanik, die
bei deren Anwendung am meisten gebraucht werden, in mog-
lichster Kiirze, aber doch streng wissenschaftlich zu entwickeln.
Angeregt wurde ich dazu durch Vorlesungen, welchen die nim-
liche Aufgabe gestellt war und besonders durch eine inhalt-
reiche Abhandlung von H. Grassmann (Programm des Stettiner
Gymnasiums fiir 1867), die mir zeigte, welch’ grosser Nutzen
aus der Anwendung der Rechnung mit Strecken zu ziehen sei.
In Folge dessen habe ich mich auch bei der vorliegenden Dar-
stellung der Streckenrechnung bedient, die nicht nur gestattet,
je drei Gleichungen in einer einzigen zusammenzufassen, sondern
auch erlaubt, die Beniitzung der analytischen Geometrie fast
ganz zu vermeiden, Die Bezeichnungen 7'S ¥V, sowie auch
einzelne Betrachtungen, habe ich der Hamilton’schen Quater-
nionentheorie entnommen, weil sie weiter bekannt ist als die
Grassmann’sche Ausdehnungslehre; doch hatte ich nicht nothig
die Quaternionen selbst einzufiihren.

Den Unterschied zwischen der absoluten und der relativen
Bewegung, die unsern Beobachtungen allein zuginglich ist,
versuchte ich schirfer hervorzuheben als es gewohnlich geschieht.
Beispiele sind nur in geringer Zahl gegeben und nur solche,
welche die Kenntniss wichtiger Naturgesetze vermitteln. Da
die vorgetragenen Sitze allgemein bekannt sind, so habe ich
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nirgend die Quellen angefiihrt; fiir die Darstellung habe ich
ausser den oben erwihnten Werken noch die bekannten grosseren
Lehrbiicher der Mechanik und — fiir die Theorie der Momentan-
krifte — eine Abhandlung von Darboux beniitzt.

Miinchen, im Juli 1881.

J. Litroth, (
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§ 1. Die Mechanik ist die Wissenschaft von der Be-
wegung und deren Ursachen. Sie lehrt einerseits die ndheren
Umstdnde kennen, welche eine Bewegung charakterisiren, anderer-
seits untersucht sie die Ursachen der Bewegungen, die Krifte,
und zeigt wie man die Bewegungen finden kann, wenn die
Krifte bekannt sind. Die Aufgabe die Bewegungen an sich zu
studiren, fillt der Phoronomie oder Kinematik zu; diese
ist eine rein mathematische Wissenschaft, die ausser den all-
gemeinen Hypothesen der Geometrie keiner weiteren Hypothesen
bedarf. Die Betrachtung der Krifte dagegen ist eigentlich ein
Theil der Physik, die nicht nur die Erfahrungsthatsachen liefert,
auf welche die Theorie der Krifte oder Kinetik sich aufbaut,
sondern auch die Krifte selbst kennen lehrt, wihrend der eigent-
lichen Mechanik die Aufgabe zufillt, bei gegebenen Kriften
die Bewegungen zu bestimmen. Man theilt diesen Zweig wieder
in die beiden Theile: Statik und Dynamik, indem man jener
die Erforschung der Zustinde zuweist, in welchen die Krifte
keine Wirkungen #ussern, dieser aber die Ermittelung der Be-
wegungen selbst,

Mathematisch betrachtet ist die Aufsuchung der Krifte
eine Aufgabe der Differentialrechnung, die Erforschung der Be-
wegungen bei gegebenen Kriften dagegen eine, hiufig sehr
schwierige, Aufgabe der Integralrechnung.

I. Die Bewegung an sich.

§ 2. Die Bewegung eines Korpers ist im Allgemeinen
eine sehr complicirte Erscheinung, weil sich der Korper bei
seiner Bewegung drehen, ja auch Veridnderungen in der Lage
seiner Theile gegeneinander erfahren kann; man wird daher

Liroth, Mechanik. 1
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zweckmissig zuerst die Bewegung eines einzelnen mathematischen
Punktes studiren. Die erhaltenen Resultate sind nicht nur, wiec
sich zeigen wird, die Grundlagen fir die Erforschung der Be-
wegungen der Korper, sondern bieten auch desswegen directen
Vortheil, weil wir manche Korper, z. B. die Fixsterne und viele
Planeten, ohne merklichen Fehler bei unsern Beobachtungen als
mathematische Punkte betrachten dirfen. :

Um angeben zu konnen, wie sich ein Punkt bewegt, muss
man vor Allem im Stande sein, zu sagen, wo er sich in jedem
Augenblicke befindet.

Um den Ort eines Punktes anzugeben, beniitzt man die
Coordinaten und zwar gewohnlich die rechtwinkeligen.

Man wiihlt einen Punkt O zum Ursprung des Coordinaten-
systems, legt dessen x-Axe durch ‘einen andern Punkt A und
dessen @y -Ebene durch einen dritten B. Wenn man dann in
O auf die Ebene O A B eine Senkrechte errichtet, so kann man
diese zur z-Axe des Systems machen. Dabei ist es ganz
gleichgiiltig, ob die Punkte 4 und B ihre Entfernungen von
einander und von O édndern oder nicht, wenn man nur im Stande
ist, die Punkte O 4 B jederzeit wieder zu finden. Man kennt
nun den Ort eines Punktes zu irgend einer Zeit, wenn man
seine Coordinaten wyz fiir diese Zeit kennt und man kennt
seine Bewegung wenn zyz als Functionen der Zeit ¢ be-
kannt sind.

Wir haben aber kein anderes Mittel, drei Punkte OA B
anzugeben, als indem wir sie mit Hilfe von Korpern definiren,
z. B. als die Mittelpunkte von Kugeln oder Cylindern oder als
die optischen Mittelpunkte von Linsen, oder als Marken an
festen Korpern. In Folge dessen konnen wir in letzter Instanz
die Lage eines Punktes immer nur gegen Korper festlegen und
konnen daher auch nur seine Bewegung gegen Korper bestimmen
d. h. wir sind nur im Stande, relative Bewegungen
zu beobachten.

Legt man neue Punkte O'A4’B’ zu Grunde, so kann man
ein anderes System der x’y’z’ einfiihren. Die Coordinaten im
letzteren System kann man aber aus den friiheren berechnen,
wenn man die Lage des zweiten Systems gegen das erste an-
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zugeben im Stande ist. Man kann desshalb auch den Ort eines
Punktes auf ein Coordinatensystem beziehen, dessen Axen nicht
durch Korper bestimmt sind, wenn es nur moglich ist, die Lage
dieses Systems gegen ein System anzugeben, welches durch
Korper definirt ist. Die Coordinaten im ersten System sind
dann freilich nur errechnete Grossen, deren Kenntniss aber, wie
sich zeigen wird, gewisse Vortheile mit sich bringen kann,

§ 3. Wie schon erwihnt, kennt man die Bewegung eines
Punktes, wenn man seine Coordinaten als Functionen der Zeit,
und das Coordinatensystem kennt, auf welches jene sich be-
ziehen. Mit diesem Coordinatensystem wird sich auch das Gesetz
der Bewegung dndern und es kann sich ein System vor dem
andern dadurch auszeichnen, dass es das Gesetz einer bestimmten
Bewegung besonders einfach erscheinen lisst. Ein grosser Theil
der Fortschritte der Naturwissenschaften besonders der Astronomie
besteht in der Erkenntniss der Nothwendigkeit, neue Coordinaten-
systeme beim Studium der Krscheinungen anzuwenden. Des
Folgenden wegen ist es nothig, einige dieser Systeme ndher zu
charakterisiren. Die ersten Beobachter des Himmels studirten
die Bewegungen in einem System (I), dessen Ursprung der Ort
des Beobachters auf der Erde, dessen xy-Ebene der Horizont
und dessen z-Axe die Richtung nach irgend einem fixirten
Punkte des Horizontes war. Von diesem System ging man iiber
zu einem (II), dessen Ursprung der Erdmittelpunkt, dessen
xy-Ebene der Erdidquator war und dessen x-Axe durch irgend
einen festen Punkt dieses Aequators ging. Bald erkannte man,
dass es zweckmiissiger sei, die x-Axe nicht gegen die Erde,
sondern gegen die Sterne festzulegen. Nun bestimmt die Ver-
bindungslinie der Mittelpunkte von Erde und Sonne zusammen
mit der Richtung der Geschwindigkeit, welche die Erde in ihrer
Bewegung um die Sonne hat, eine Ebene, die sog. Ekliptik. Die
Schnittlinie der Ekliptik mit dem Erdiquator heisst Nachtgleichen-
linie, weil in ihr die Erde zur Zeit des Friihjahrs- und Herbst-
iquinoctiums sich befindet. Die eine Hilfte dieser Linie nimmt man
zur z-Axe eines Coordinatensystems (IIT), dessen Ursprung der
Mittelpunkt der Erde ist, wihrend seine zy-Ebene die Ebene

des Erddquators ist. In Bezug auf dieses System dreht sich
1‘
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die Erde um die z-Axe, wiihrend die Sterne nahezu still stehen.
Die Bewegungen der Planeten aber liessen sich, wie Copernikus
entdeckte, noch viel einfacher darstellen, wenn man den Sonnen-
mittelpunkt zum Ursprung wihlte und die Axen dieses neuen
IV. Systems den Axen des III. parallel annahm. In Bezug auf
dieses IV. System hat die Erde nicht nur eine Drehungsbewegung
um ihre Axe, sondern auch ebenso wie alle Planeten noch eine
fortschreitende Bewegung. Aber auch die Sterne zeigen noch
Bewegungen, obgleich nicht sehr grosse, gegen das System.
Man versuchte diese wegzuschaffen, indem man ein neues System
(V) annahm und dessen Bewegung gegen IV so bestimmte, dass
die Sterne ihre Lagen gegen das neue System nicht mehr
dnderten, Da sich diese Aufgabe nicht strenge erfiillen liess,
musste man sich damit begniigen, es zu erreichen, dass im
Mittel die Sterne keine Bewegungen gegen das System erkennen
liessen. Die dann bei jedem einzelnen Sterne noch tibrige Be-
wegung gegen System V ist die sogenannte Eigenbewegung im
strengen Sinne. Hiufig beniitzt man in der Astronomie auch
ein System V/, dessen Axen denjenigen von V parallel sind,
wihrend sein Ursprung der Sonnenmittelpunkt ist. Die Bahnen
der Planeten z. B. sind in diesem System nahezu Ellipsen, in
deren einem Brennpunkt die Sonne steht. Die Astronomie zeigt,
wie man die Coordinaten eines Punktes fiir diese verschiedenen
Systeme finden kann, wenn sie fiir das erste bekannt sind.

§ 4. Im Folgenden werden wir uns zum Studium der
Bewegung weniger der Coordinaten als der Streck en bedienen.
Unter Strecke verstehen wir ein hegrenztes Stiick einer geraden
Linie das mit einem bestimmten Sinn oder einer bestimmten
Richtung versehen ist. Diesen Sinn kann man durch eine auf
die Strecke gesetzte Pfeilspitze andeuten. Wir werden eine
Strecke durch einen einzigen griechischen Buchstaben oder durch
Nebeneinanderstellung der Namen fiir Anfangs- und Endpunkt
bezeichren und im letzten Falle stets den Namen des Anfangs-
punktes links von dem des Endpunktes stellen.

1) Mit Strecken sollen nun Rechnungsoperationen vor-
genommen werden, d. h. es sollen Operationen angegeben
werden, mit deren Hilfe man nach gewissen Gesetzen aus
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gegebenen Strecken neue ableiten kann. Dabei nennen wir
zwei Strecken gleich (bezeichnet durch =) wenn
siegleich gross, parallel und gleich gerichtet sind.

2) Zwei Strecken « und 2
werden addirt, indem man
(Figur 1) von einem Punkt 4
aus eine Strecke A B — « und
von B aus B C = $ macht und
dann die Strecke 4C als die
Summe « -+ £ definirt, Es ist
also hienach A B+ BC = 4C.
Man sieht leicht ein, dass wenn
man AD — g8 und DE =i«
macht, £ mit C coincidirt, also 4 £ = AC ist. Auch ergibt
sich einfach, dass wenn man die Construction statt von 4 aus,
von einem Punkte A’ aus macht, eine Strecke erhalten wird,
die mit der vorigen gleich gross, parallel und gleichgerichtet
und folglich nach der Definition ihr gleich ist.

* 3) Soll nun (¢ )y gebildet werden, so construire
man wie oben « -+ 8 = A4 C und setze an C die Strecke CF = y
an. Danmn ist (¢ p8)+ 7= AC+ CF = AF. Es ist aber
auch AF = AB- BF und BF = BC- CF, daher A F =
o+ (3 +7), so dass (@) +y = a—+(8+ 7) sich findet.
Somit gelten alle Gesetze der Addition von Zahlen auch von
den Strecken.

(Figur 1.)
REOR IS X

8

4) Ist @ eine Zahl, so soll unter a« eine « parallele
Strecke verstanden werden, die, wenn @ positiv ist, mit « gleich
gerichtet und @mal so gross, wenn dagegen a negativ ist,
(—a) mal so gross und entgegengesetzt gerichtet ist. Fiir
(— 1) @, eine Strecke, die parallel und gleichgross mit « aber
entgegengesetzt gerichtet ist, setzt man dabei einfach — «, so
dass — ADB = B A ist.

Man zeigt dann leicht, dass wenn b noch eine zweite Zahl
ist, die Gleichungen

aba) = (ab)a=0b(acx) . ®
(@a+b)e =ae+ba
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bestehen; wie auch, wenn o und /2 Strecken sind
a(e+p)=aa+ap
ist.

Bildet man nach der obigen Regel die Summe a -~ (— «),
so entsteht eine Strecke, die sich auf einen Punkt reducirt, die
Linge Null hat, und die man desswegen auch mit 0 bezeichnet.
Es ist klar, dass « - 0 =« ist.

5) Soll die Strecke y so gefunden werden, dass « -}~y = 3
ist, so braucht man nur die Strecke — « beiderseits zu addiren
um y = # 4 (— ) oder = # — « zu finden.

6) Die Maasszahl der Linge einer Strecke soll durch ein
vorgesetztes 7' bezeichnet werden, das also kein Factor sondern
eine Art Funktionszeichen ist; besteht der Name der Strecke
aus mehreren Theilen, so soll, er dabei in Klammern ein-
geschlossen werden. Oder aber es wird fiir die Lingenzahl ein
besonderes Zeichen eingefiihrt.

Es ist offenbar

T (aa) = [a]-Te
wenn [a] den absoluten Werth von @ bezeichnet. Zwischen
zwei parallelen Strecken o und 3 besteht stets eine Gleichung
von der Form

P ==
in der a eine Zahl ist. Dann setzt man
s
[a] = 7,

und nimmt @ = -} [a] oder — [«], je nachdem 3 mit « gleich-
gerichtet ist oder nicht, so liefert ac« eine mit 8 gleiche Strecke.
Umgekehrt, wenn 8 = ac ist, so ist # mit ae, also auch mit
a parallel.

7) Wenn man weiss, dass zwischen zwei Strecken « und 7,
die nicht parallel sind, eine Gleichung wie

aa-b8=10
besteht, in der @ und & Zahlen sind, so miissen diese beide
gleich Null sein; denn sonst wire ac = — b3, also « und g

parallel.
Sind 3 y drei Strecken, die nicht derselben Ebene angehoren
und nicht derselben Ebene parallel sind, so kann eine Gleichung
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ca+Bb+t+ye=0

mit den drei Zahlen abc nur fiiv @« = 0 = ¢ = 0 bestehen,
Denn wiire z. B. @ = 0, so wire

b ¢
s, e B Y R o,
2 aiy i
. ! b
Wenn man dann eine Strecke A B — — 4 g und AC =

— — y machte, so wire « = A B 4+ BC = AC, daher A B,

SIS

B C und «, und somit auch « @y derselben Ebene parallel, weil
AB und 3, BC und y parallel sind.

8) Ist ¢ eine vierte Strecke
mit dem Anfangspunkt F und
dem Endpunkt G (Figur 2),
so lege man durch ¥ eine Linie
parallel « und bestimme auf
ihr einen Punkt H durch eine
Ebene, die G' enthilt und mit
# und y gleichzeitig parallel ist.
In dieser Ebene lege man H K
parallelmit 2 und bestimme
K so, dass K G mit y parallel
ist. Dann ist

FG=FH-| HK-+ KG,
Weil die Strecken I H, HK, K G mit bezigl. «, 2 und y
parallel sind, kann man drei Zahlen abc so finden, dass
8 B G e (B ==

(Figur 2.)

und folglich
0=FG@=aa-|+b84cy
ist.  Wire durch eine andere Construction gefunden
FG = doa 4 b’p’*—|— c/;/*
30 miisste
0=(@ —-a)eat+ @ —b B4 —c0c)y
also nach dem Vorigen
ale=ia bi =pbiscliz=ie
sein.
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Wenn also «, B, y drei Strecken sind,
die weder in derselben Ebene liegen, noch
derselben Ebene parallel sind, so kann man
jede andere Strecke d nur auf eine Weise
als eine Summe von der Form

0=aatbp8+tcy

darstellen, wo abc Zahlen sind.

§ 5. Man kann sich der eben angegebenen Operationen
bedienen, um den Begriff der Coordinaten und die Formeln zum
Uebergang von einem Coordinatensystem zu einem andern auf-
zustellen.

Man lege durch einen Punkt O drei nicht derselben Ebene
angehorige Linien, die Coordinatenaxen, und schneide auf jeder
eine Strecke ab, deren Linge gleich Eins ist, Bezeichnet man
diese Einheitsstrecken mit &, 5 und {, so kann man nach § 4
Nr. 8 jede andere Strecke als Summe der Producte von &, 7, &
in Zahlen darstellen.

Man kann also auch die Strecke O P, welche O mit irgend
einem Punkte P verbindet, so darstellen und nennt dann die
in der Gleichung
) OP = z£4yy+ ol
aufiretenden drei Zahlen zy:z die Coordinaten des Punktes P.

Legt man durch einen Punkt O’ drei neue Axen und sind
& o ' die auf ihnen angenommenen Einheitsstrecken, z' y' 2’
die Coordinaten des nimlichen Punktes P in Bezug auf dieses
zweite System, so ist
2) 0P — 2z éc/ _I_ y/)// + 2! 7_:/.

Die drei Einheitsstrecken & 5 ' lassen sich aber wieder
durch &7 und Zahlen darstellen. Sei

& =al by ¢l

Y =a'E+ by 4l

{'=a"64+b"n+4c'L
und setzt man noch die Strecke 0 O’

00 =a,§+ b+l
so folgt aus der Gleichung
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3) OP— 00/ -0/ R

durch Eintragen eine Gleichung zwischen zwei Summen aus

Producten von & # C in Zahlen. Weil &7 C nicht derselben Ebene

parallel sind, miissen die Coéfficienten der drei Strecken beider-

seits gleich sein, wie aus Nr. 7 § 4 sich ergibt. So entstehen

die Gleichungen. ;
z2=ataz +ay +a'

4) y=>b+bas' by 4 b’z
2=c¢-tcx'J-cy ¢,

welche den Uebergang von den Coordinaten a’y’z’ des zweiten

Systems zu den zyz im ersten vermitteln.

§ 6. Um die Bewegung eines Korpers mit der Zeit ver-
gleichen zu konnen, muss man im Stande sein, die verflossene
Zeit in Zahlen angeben zu konnen. Dazu beniitzt man die Um-
drehung der Erde um ihre Axe. Man legt durch die Richtung
der Schwere an dem Beobachtungsorte sowie sie durch die
Stellung eines frei hiingenden Lothes gegeben ist, eine Ebene
parallel mit der Richtung der Erdaxe und erhilt so die Ebene
des Meridians. Da die Erdaxe selbst ihre Lage im Erdkdrper
wechselt, so ist auch die Ebene des Meridians in der Erde nicht
fest; indess ist die Verinderung so klein, dass man praktisch
die Ebene des Meridians fiir jeden Erdort als eine mit der Erde
fest verbundene ansehen kann, Als Sternzeit bezeichnet man
dann den Winkel dieser Meridianebene mit der z-Axe des
Systems (III) der in § 3 beschriebenen Coordinatensysteme, den
man, um ihn in Stunden auszudriicken mit 32640' multiplicirt
d. h. durch 15 dividirt. Da in Folge der Bewegung der Erde
um die Sonne die Sternzeit nicht mit unsern von der Sonne
abhiingigen Tageszeiten tibereinstimmt, hat man einen sog.
mittleren Tag eingefiihrt, der gleich 24 Stunden, 3 Minuten,
56,555 Secunden Sternzeit ist. Diesen theilt man wieder in
24 Stunden zu 60 Minuten zu 60 Secunden, so dass eine Secunde
mittlerer Zeit = 1,002738 Secunden Sternzeit ist. Die gewdhn-
lichen Uhren geben die mittlere Zeit an, und werden mit Hilfe
der Sternzeit regulirt, die man aus den astronomischen Be-
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obachtungen finden kann. In der Mechanik dient als Einheit
der Zeit gewohnlich die Secunde mittlerer Zeit, so dass die
zwischen zwei Ereignissen verflossene Zeit in Secunden mittlerer
Zeit anzugeben ist.

§ 7. Die Bewegung eines Punktes gegen ein bestimmtes
Coordinatensystem ist vollstindig bekannt, sowie man seine
Coordinaten zy# in dem System als Functionen der Zeit kennt.
Gesetzt es seienz = f(¢), y = g (t) 2 = h (¢) diese drei Func-
tionen. Construirt man nun mit irgend einem Werth ¢, einen
Punkt P, mit den Coordinaten = f (), y = ¢ (¢,), 2 = h (¢,),
und denkt sich P, fest mit dem Coordinatensystem verbunden,
so- dass seine Coordinaten im Laufe der Zeit sich nicht dndern,
so wird offenbar zur Zeit ¢, der bewegliche Punkt mit dem
Punkt P, zusammenfallen. Macht man diese Coustruction fiir
alle moglichen Werthe von ¢, so erhilt man eine mit dem
Coordinatensystem fest verbundene Curve mit deren Punkien
nach und nach der bewegliche Punkt zusammenfillt und die
man die Bahn des Punktes in dem angenommenen Coordinaten-
system nennt.

Sei zur Zeit ¢ der bewegliche Punkt im Punkte P seiner
Bahn, zur Zeit ¢ + ¢ im Punkte P’; P habe die Coordinaten
zyz, P’ die z'y's', dann ist

OP =¢ =z8 +yy + 2¢
OP' =¢==2a'kty'n+ 2
folglich
PP =g —¢= (&' —a)E+ (' —y)y+( —2)¢

Entwickelt man 2’ — « = f(¢t + ¢) — f(f) nach dem
Taylor’schen Satze, verfihrt ebenso mit y‘ — y und 2’ — z, so
folgt durch Zusammenfassen der Glieder

1) ¢ e =yt 488 A ks
wo
dx dy
e o I dt
) et B

i w0 *d /e

bestimmte Strecken sind, die nach Lage und Grisse noch von
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¢ abhéingig sein konnen. Man nennt die Strecke y die Ge-
schwindigkeit, die s die BeschleunigungzurZeit ¢
Aus GL (1) folgt:

 dt] QOO
lim 3 g
(G W
2 ime—28 et | AP 400 41 =t

0 T
Die erste dieser Gleichungen liefert

Ty ="TlmT (9 it 9)

Es ist aber ¢/ — o die Sehne, welche die Punkte P und 2
verbindet, folglich 7' (¢’ — ¢) die Liinge dieser Sehne. Ist die
Linge des von ihr gespannten Bogens der Bahn s‘, so ist
dle e {T_Qe‘:__e_) . 5}

i st

= lim 7

lim —

und dies ist, weil der Grenzwerth des Quotienten pee gleich
Bogen

U
Eins ist, gleich lim ;/ Diesen Grenzwerth nennt man die G e-
schwindigkeit in der Bahn, Bezeichnet man sie durch v
so ist also
T;’ =,

Die Richtung von y ist, weil # eine Zahl ist, mit der von
lim (o' — o) identisch; die Girenzlage der Sehne ist aber die
Tangente der Bahn im Punkte P, folglich die Richtung der
Geschwindigkeit die der Tangente an die Bahncurve.

Ist s die Linge des Bogens der Bahncurve von einem

beliebigen Ursprung an gerechnet, so ist v = Z: ]
Die drei Zahlen :
LS I
dt’ 4t ' dt .

die oben in Gl. 2) vorkamen, nennt man die Componenten
der Geschwindigkeit nach den Coordinatenaxen, die

&z Ay dg

AR " av
die Componenten der Beschleunigung nach den Coor-
dinatenaxen.
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Die Gleichung
g:—édtz—f—et—}—{i

wo d¢d gegebene Strecken sind, stellt eine Bewegung dar mit
der constanten Beschleunigung ¢ und der Geschwindigkeil d¢ -} ¢;
sie ist die einzige Bewegung mit der constanten Beschleunigung d.
Sind 0 und & parallel, so erfolgt die Bewegung in einer mit d
und & parallelen Linie; sind J und & nicht parallel, so geht die
Bewegung in einer Parabel vor sich, deren Ebene mit den
beiden Strecken ¢ und & parallel ist und deren Hauptaxe mit d
parallel ist.

§ 8. Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung einer
bestimmten Bewegung werden vom Coordinatensystem abhingen,
in dem man die Bewegung beobachtet. Ks soll nun der Zu-
sammenhang zwischen jenen Strecken und dem Coordinatensystem
untersucht werden.

Es beschreibe ein Punkt in einem Systeme X, eine Bahn C,
und in einem zweiten Systeme =, die Bahn C,. P, und P:
seien die beiden Punkte von C, resp. C,, in welchen sich der
beobachtete Punkt zur Zeit ¢ befindet und die natiirlich zur
Zeit ¢ in demselben Raumpunkt vereinigt sein miissen. Beziehen
sich die Einheitsstrecken £7{ auf das System X, die &#'l" auf
S, so wird nach § 5 (2) und (3) der Radius Vector ¢ im
System X, gegeben durch
(1) e=A+a'8+y'y +&T
wenn z'y’'z' die Coordinaten zur Zeit ¢ im System X, und 4
die Strecke O 0’ ist, die den Anfangspunkt © von =, mit dem
0’ von X, verbindet, Die Strecken 4 & 7/’ miissen als Functionen
der Zeit mit Hilfe von Strecken, die im System =, fest sind,
gegeben sein, oder mit andern Worten die in den GIl. (4) § 5
auftretenden 12* Zahlen a,...¢"” miissen als Functionen der Zeit
bekannt sein, damit die Lage des zweiten Systems gegen das
erste bekannt ist. Die Differentiation von (1) liefert nun

db AT e iR g

@ G- @ TR T
-‘) &l dxl I " / d_’lj' —l 4 '5’ .
Py TR
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dt ¢ ist die Geschwindigkeit y in I,; die zweite Zeile gibt nach

(2) § 7 die Geschwindigkeit »/ in I, deren Lage gegen =, be-
kannt ist, weil man die Lage von =, gegen =, kennt; die Summe
in der ersten Zeile ist die Geschwindigkeit, die im Systeme =,
ein Punkt hat, der sich gegen X, nicht bewegt, also mit ihm
fest verbunden ist und die Coordinaten x'y’z’ besitzt. Diese
Geschwindigkeit, die wir mit I" bezeichnen wollen, heisst die
Fihrungsgeschwindigkeit. Also ergibt sich die Be-
ziehung

(2% D onuighs g < B

Differentiirt man ein zweites Mal, so folgt

d' o d} o /dl il
at lt‘+ dt+ dt F‘

dz' d§ | dy' dy' | d2' df )
3 SN ENACI LA
(3) i dt dt+dt ¢1t+dt di
_{__ _d" ! & + .4 ki i
ar ¥+ T gEt

Hier steht links die Beschleunigung g in X, rechts in
der letzten Zeile, nach (2) § 7 die Beschleunigung 8’ in I, in
der ersten Zeile die Beschleunigung, welche gegen =, ein Punkt
zeigt, der mit =X, fest verbunden ist und die Coordinaten =’y s’
hat. Sie soll die Fiihrungsheschleunigung heissen. Die
mittlere Zeile endlich stellt eine gewisse Strecke dar, die man
die zusammengesetzte Centripetalbeschleunigung
nennt. Bezeichnet man die Summen der ersten und zweiten
Zeile mit B so ist demnach
(3%) p=p-+B

Mit Hilfe der Gleichungen (2) und (3) kann man also
aus der Geschwindigkeit und der Beschleunigung eines Punktes
im System X, die entsprechenden Grossen, wie sie sich im
System I, darstellen wiirden, bestimmen, wenn die Lage von =,
gegen I, fur jede Zeit bekannt ist.

o=
1 9.9

et »
aeiNE
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II. Mechanik des materiellen Punktes.

§ 9. Die Bewegung eines Korpers kann nur dadurch ver-
folgt werden, dass man die Aenderungen in der Lage und
Gestalt seiner Oberfliche untersucht. Im Falle eines festen
Korpers sind uns die Verinderungen im Innern zunfichst ganz
unzuginglich, bei flissigen und gasformigen kann man zwar
innere Bewegungen studiren aber nur indem man kleine in den
flissigen Korpern suspendirte Korperchen beobachtet.

In vielen Fillen kann man sich nun damit begniigen,
irgend einen mit dem Korper verbundenen oder an ihm befind-
lichen mathematischen Punkt zu beobachten und seinen Ort als
Funktion der Zeit zu bestimmen, Man kann z. B. den Korper
in ein rechteckiges Parallelepiped einschliessen, dessen Seiten
den Coordinatenebenen parallel sind und dann die Coordinaten
einer bestimmten der 8 KEcken als Funktionen der Zeit dar-
stellen. Oder man kann statt dieses Punktes den Mittelpunkt
des Parallelepipeds withlen. Die Unterschiede in den Coordinaten
werden um so kleiner sein, je kleiner die Dimensionen des
Korpers sind und sich mit diesen der Null nihern. Man nimmt
nun an, dass auch die Geschwindigkeiten und die Beschleunig-
ungen der verschiedenen Punkte, die man beobachten kann z. B.
der Mitte und einer Ecke des Parallelepipeds Differenzen er-
geben, die sich ebenfalls mit den Dimensionen des Korpers der
Null nihern oder dass diese Differenzen unendlich klein sind
fir einen unendlich kleinen Korper, Einen physischen Korper,
dessen Dimensionen so klein gemacht oder gedacht sein konnen
als man will, nennt man einen materiellen Punkt, wenn
man zugleich an einen mit der Verkleinerung der Dimensionen
zu verbindenden Grenziibergang denkt.

Die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der ver-
schiedenen mit einem materiellen Punkt in Verbindung gesetzten
geometrischen Punkte werden bei dem Grenziibergang gleich
und man kann folglich von der Geschwindigkeit und der Be-
schleunigung des materiellen Punktes sprechen.

Aus der Beobachtung der Thatsache, dass die physischen
Korper auf einander Einwirkungen ausiiben und aus den Ge-
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setzen dieser Wirkungen hat man nun Hypothesen iiber die
gegenseitigen Wirkungen von materiellen Punkten abgeleitet,
die ihre Hauptstiitze darin finden, dass die aus ihnen gezogenen
Folgerungen mit der Erfahrung iibereinstimmen.

Man macht zuerst die Annahme, dass zwei materielle
Punkte, die aufeinander wirken, sich gegenseitig
Beschleunigungenertheilen, wenn sie vollstdndig
frei den Einwirkungen folgen konnen, Das Studium
der niheren Umstéinde, von welchen die Grosse und Richtung
der Beschleunigung abhingt, die ein Punkt dem andern ertheilt,
liegt der Physik ob; fiir die Mechanik .ist es nur von Interesse
zu wissen, dass eine Wirkung stattfindet und welche Be-
schleunigung als Resultat derselben sich ergibt, wéhrend ihr
die physikalische Ursache, der wirkende Korper, gleichgiiltig
ist. Man hat desshalb auch fiir diese Ursache einen allgemeinen
Namen Kraft eingefihrt, so dass man unter dem Ausspruche
»es wirkt eine Kraft nur versteht, dass eine Beschleunig-
ungsursache vorhanden ist.

Um die verschiedenen Wirkungen derselben Ursache auf
verschiedene Korper zu erkliren, legt man jedem materiellen
Punkt einen von seiner chemischen und physikalischen Be-
schaffenheit abhiingigen Coefficienten die sog. Dichte hei, tber
deren Bestimmung nachher gehandelt werden wird. Das Product
aus dem Volumen eipes materiellen Punktes in seine Dichte
heisst seine Masse.

§ 10. Die Beschleunigung, die ein Kirper einem andern
ertheilt, ist natiirlich ihrer Grosse und ihrer Richtung nach ab-
hingig von dem Coordinatensystem, in dem man die Bewegung
verfolgt. Gewdhnlich legt man nun um die Kraft zu messen,
ein System zu Grunde, das absolut im Raume ruht. Allerdings
ist man nach dem friher Gesagten nicht im Stande, die Be-
wegungen in Bezug auf ein solches System zu beobachten.
Trotzdem kann man die Krifte theilweise, auf Grund gewisser
Hypothesen, erkennen, wie wir sehen werden. Dabei wird sich
zeigen, dass man umgekehrt, wenn man beobachthare Er-
scheinungen berechnen will, auch nicht mehr von den Kriften
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im absolut ruhenden System zu kennen braucht, als man in
der That zu erkennen im Stande ist.

Gesetzt man habe die Wirkung einer bestimmten Kraft A
auf einen materiellen Punkt beobachtet und in dem absolut
ruhenden System die Beschleunigung gefunden, die nach Grosse
und Richtung durch die Strecke 8 gegeben ist, so versteht man
unter der Richtung der Kraft die Richtung von 8, und
unter der Grosse das Product aus der Grosse von 2 in die
Masse des materiellen Punktes,

Ist also p die Dichte desselben und dV das unendlich
kleine Volumen, so ist pd V die Masse dm und pdV-Tg die
Grosse der Kraft. Man kann daher die Kraft nach Grosse und
Richtung durch eine Strecke x darstellen, die durch die Gleichung
1y W= ipidW8
mit # zusammenhingt, Eine Kraft, die einem materiellen Punkt
eine endliche Beschleunigung ertheilt, ist also unendlich klein
und man denkt bei ihr auch immer, wie bei dem materiellen
Punkt, an einen vorzunehmenden Grenziibergang.

Wenn im Folgenden gesagt ist, eine Kraft sei gegeben
durch eine Strecke %, so soll diess stets heissen, dass sie
einem materiellen Punkte von der Masse dm eine Beschleunig-
ung gegen das absolut ruhende System zu ertheilen vermoge,

die nach Griosse und Richtung durch die Strecke cT?;i ge-

geben wird.

Wenn gleichzeitig mehrere Krifte ant einen Punkt wirken,
die demselben einzeln die Beschleunigungen g, f., .., gegen
das absolut ruhende System ertheilen wiirden, so entsteht durch
ihr Zusammenwirken eine Beschleunigung £, die, wie man als
Hypothese annimmt, die Gleichung

3) : B=8+F+...+8

erfiillt. Die Kriifte, welche die Beschleunigungen 8, 2. ... J.
hervorbringen, sind gegeben durch die Strecken x, = S, dm,
%, = fBodm, . . .; die Beschleunigung B wiirde durch die Kraft
# = fdm hervorgerufen werden. Folglich ergibt sich, dass

r=t+#+...+ %
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ist, so dass mehrere gleichzeitig auf einen Punkt
wirkende Krédfte durch eine einzige Kraft in ihrer
Wirkung ersetzt werden konnen, die der Summe
der gegebenen Krifte gleich ist. Diese letzteren heissen
die Componenten, die erstere die Resultante. Wirken
nur zwei Krifte, so ist » die Diagonale eines Parallelogramms,
dessen Seiten #, und , sind; desswegen heisst die obige Hypothese
die vom Parallelogramm der Krifte.

Die gegebene Definition der Kraft in Verbindung mit dem
Parallelogrammgesetz kann man in die folgende Formulirung
des Begriffes Kraft zusammenfassen. Wenn man die Strecke
pdV-3 als eine Summe von Strecken darstellt, so
heisst jede dieser Strecken eine Kraft. Freilich kann
diese Zerlegung auf unendlich viele Arten erfolgen; es gibt aber
manchmal solche Zerlegungen, bei welchen die einzelnen Sum-
manden sich in ursichlichen Zusammenhang mit Naturkorpern
setzen lassen, oder vielleicht den bekannten Wirkungen derselben
genau entsprechen., Zerlegungen dieser Art werden natirlich
von hoherem Interesse sein als die andern. Der Begriff der
Kraft, wie er sich in dieser Auffassung darstellt, entspricht
vollstindig dem Verfahren, welches die Naturwissenschaft bei
der Erkenntniss neuer Krifte anwendet. Als z. B. von Adams
und Leverrier die Beschleunigung des Planeten Uranus, wie sie
sich aus den Beobachtungen ergeben hatte, in eine Summe von
Strecken zerlegt wurde, welche einzeln die Einwirkungen der
Sonne und der tbrigen Planeten darstellten, so fand sich, dass
noch ein Rest blieh. Unter der Annahme, dass dieser von
einem noch unbekannten Planeten herrithre, gab dieser Rest die
Richtung vom Uranus nach diesem neuen Korper und erlaubte
80 dessen Ort zu finden. In dhnlicher Weise fiihrt jeder un-
erklirte Summand, der bei der Zerlegung einer Beschleunigung
auftritt, zur Entdeckung einer neuen Kraft.

Das Gesetz der Trigheit ist in der oben gegebenen
Definition der Kraft enthalten. Man kann aus ihm noch
schliessen, dass wenn auf einen materiellen Punkt keine Kraft
wirkt, derselbe im absolut ruhenden Coordinatensystem keine
Beschleunigung hat, d. h. sich in gerader Linie mit constanter
' Liroth, Mechanik, 2
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Geschwindigkeit bewegt. Daraus folgt dann, dass zwei Punkte,
auf die keine Krifte wirken, sich so bewegen, dass die von
ihnen in derselben Zeit durchlaufenen Strecken ein constantes
Verhiltniss haben. Man konnte also die von einem dieser
Punkte durchlaufene Strecke zum Maass der Zeit nehmen und
hitte dann ein vom gewihlten Punkte nicht abhingiges Maass,
wenn iiberhaupt die Beobachtung mdglich wire.

Eine letzte Hypothese der Mechanik ist die von der
Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung oder
der Action und Reaction. Sie sagt aus, dass, wenn ein materieller
Punkt 4, vom Volum d V; und der Dichte p, auf einen zweiten
Punkt 4, vom Volum d ¥, und der Dichte p, einwirkt und ihm
die Beschleunigung 3, ertheilt, umgekehrt der zweite dem
ersten eine Beschleunigung (3, ertheilt, die mit 3, durch die
Gleichung verbunden ist
4) pdV, By = —p.dV,- f,
oder einfacher, dass die von 4, auf A, ausgeiibte Kraft gleich
gross und entgegengesetzt gerichtet ist mit der von 4, auf 4,
ausgeiibten, Die Gleichung (4) miisste, um einen mathematischen
Sinn zu geben, geschrieben werden

3 B
il i g
und dann miissten beiderseits die Grenzwerthe gesetzt werden,
die der unendlichen Abnahme der beiden Volumina d ¥, und
d V, entsprechen. Ohne diese Bedingungen muss auf der einen
Seite noch eine Correction beigefiigt werden, die mit d ¥, und
d V, unendlich klein ist und die mit & bezeichnet sein mag. Dann
ist die Hypothese strenge durch die Gleichung
or) 2,AVp=—pdV, 3 +dV,-dV, ¢
ausgesprochen.

Die Gleichung (4) konnte zunichst zur Bestimmung der
Massenverhiltnisse dienen (unter der Annahme, dass diz Be-
obachtungen ausfiihrbar wiren). Sie hat aber noch eine weitere
Bedeutung. Denkt man sich nidmlich » Punkte miteinander ver-

glichen, so entstehen % n(n—1) Gleichungen wie (4), in
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welchen nur » —— 1 Verhiltnisse der Massen auftreten. Die
Elimination dieser liefert —}; (n — 1) (n— 2) Beziehungen zwischen

den Beschleunigungen, die, wie jenes Princip aussagt, thatsichlich
erfiillt werden. Somit ist die Moglichkeit fir jeden materiellen
Punkt einen bestimmten Werth der Masse zu finden, der allen
anderen Punkten gegeniiber derselbe bleibt, eine Folge des
Princips der Gleichheit der Action und Reaction.

In den rein mechanischen Anwendungen ist die Dichte
stets positiv, in den physikalischen Anwendungen auf die Theorie
der Electricitit und des Magnetismus kann der hier mit Dichte
bezeichnete Coefficient auch negativ werden, wenn er sich auf
einen materiellen Punkt bezieht, der Triger von negativer
Electricitit oder von negativem Magnetismus ist.

Die Dichte eines bestimmten materiellen Punktes ist variabel.
Dagegen hat man bis jetzt noch keinen Grund gehabt, auch die
Masse = pd V als veriinderlich mit der Zeit anzunehmen, ob-
gleich der Mechanik aus variablen Massen nur mathematische
Schwierigkeiten erwachsen wiirden.

§ 11. Der in Formel (3) des vorigen § angegebene Zu-
sammenhang zwischen der Beschleunigung eines materiellen
Punktes und den Kriiften die auf den Punkt wirken, setzt
voraus, dass, wie bei den vorigen Betrachtungen stets, das
absolut im Raum ruhende Coordinatensystem zu Grunde gelegt
ist, das wir kiinftig mit X bezeichnen wollen. Es soll nun
untersucht werden, wie die Formel sich verindert, wenn man
vom System X zu einem sich gegen X bewegenden System X
libergeht. ;

Es mige eine bestimmte Bewegungsursache einem materiellen
Punkte eine Bewegung ertheilen, deren Beschleunigung im System =
gleich 3 und im System 3 gleich 4 ist. Bezeichnet man die
von der Bewegung des Systems 3 gegen X herriihrenden Zu-
gitze, wie in G1. (3%) § 8 mit B, so ist

g =g +B.
Nach der Beobachtung im System X wiirde man der Be-

wegungsursache eine Kraft zuschreiben, die nach Grosse und
, o
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Richtung durch die Strecke dm-.p3 dargestellt wiirde, wo
dm = pdV gesetzt ist. Man kann diese die absolute Kraft
nennen; sie sei mit » bezeichnet. Nach der Beobachtung im
System X' dagegen wiirde man eine Kraft »' = dm-p’ voraus-
setzen, die man die relative nennen kann, Zwischen beiden
besteht die Beziehung

1) x=ux'+dm-B

die angibt, wie man aus der relativen Kraft die absolute finden
kann, wenn die Bewegung von X’ gegen X bekannt ist. Wenden
wir dies an auf den Fall, dass mehr als eine, etwa »n Krifte
auf den Punkt wirken. Sind sie durch die Strecken x,,x.,..x,
nach Grosse und Richtung im System =X bestimmt, so ist
nach (3) § 10

dm-f = #, 4+ %+ ..+ %,
also
@) dm-p' =»+#-+..—dm-B

#"'— dm- B ist die der absoluten Kraft «, entsprechende relative
Kraft, die wir mit %, bezeichnen wollen. Somit hat man

(3) am-f' =='+n4...+ =,
woraus man die Summe von 7% — 1 absoluten Kriften finden
kann, wenn man die letzte im relativen System kennt.

Wenn also nur zwei Krifte thitig sind und von diesen
die eine relativ bekannt ist, so kann man die andere absolut
finden. Bei den Bewegungen, die man auf der Erde gegen ein mit
ihr fest verbundenes System heobachtet, kommt zu allen Kraft-
wirkungen stets noch die anziehende Kraft der Erde hinzu.
Gegen das mit der Erde festverbundene System ist die relative
Kraft der Erde leicht zu bestimmen: sie wirkt nimlich vertical
nach abwirts und ihre Grosse ist an der Erdoberfliche in der
geographischen Breite ¢ gegeben durch das Product der Masse
in eine Zahl, die man mit g bezeichnet und deren Werth
(nach Listing)

g = 9,780728 -- 0,050875 sin *¢p
ist, wobei das Meter als Lingeneinheit zu Grunde gelegt ist.
Wenn man also bei Beobachtungen von Kraftewirkungen auf
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der Erde von dem beohachteten dum-.3’ die der Schwere ent-
sprechende relative Kraft »,, wie sie eben beschrieben ist, ab-
zieht, so bleibt die Summe der wirkenden absoluten Krifte
zuriick. Insbesondere sind die auf diesem Wege gefundenen
Wirkungsgesetze verschiedener Agentien die im absoluten Systeme
geltenden.

§ 12, Die Bezichung pd V-8 = = zwischen Kraft und
Beschleunigung liefert in der Theorie ein Mittel, um die Ver-
hiltnisse der Massen zu bestimmen. Denn bringt eine zweite
Kraft «,, die auf einen Korper von der Masse p,d V, wirkt, die
Beschleunigung 2, hervor, so ist

A
$i.8V, " Tu T§

Die Masse eines ganzen Korpers findet sich, wenn die
Dichte in jedem einzelnen Punkte bekannt ist, durch Theilung
in unendlich viele, unendlich kleine Theile und Summation von
deren Massen gleich

i 5p-dV=fpdV

wo das Integralzeichen rechts die Stelle eines dreifachen ver-
tritt, das sich tber das ganze Innere des Korpers erstreckt.
Ist die Dichte tberall constant, so nennt man den Korper

homogen mit Masse erfiillt. Die Masse ist dann =p f av

= p- Volumen.

Andernfalls spricht man von einer mittleren Dichte, worunter
man die Dichte versteht, welche eine homogene Massenvertheilung
haben miisste, um dieselbe Masse fir den Korper zu liefern,
die er thatsichlich hat. Diese mittlere Dichte ist offenbar

—[vav:fav.
Die Theorie der Waage zeigt nun, dass zwei Korper, die
an der Waage sich als gleich schwer erweisen, die gleiche

Masse haben. Man kann also mit diesem Instrumente bequem
die uns zuginglichen Massen vergleichen,

Um die Massen durch Zahlen auszudriicken, muss man eine
bestimmte Masse als Einheit wihlen. Entweder wihlt man

44 A‘_fi‘r! AY
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nun nach Gauss als Einheit die Masse eines Kilogramms, wo-
durch die Masse eines Korpers, der G Kilogramm wiegt gleich
G wird (absolutes Maasssystem); oder man setzt , Eins*,
die Masse von g Kilogramm, wo ¢ die Beschleunigung der
Schwere an einem bestimmten Erdorte ist, wodurch dann ein

G Kilogramm wiegender Korper die Masse —g erhilt (tech-

nisches System). Fir viele, besonders technische, Zwecke
kann man dabei g = 9,81 setzen, wenn das Meter als Lingen-
einheit angenommen wird.

Die Dichte p ist natiirlich abhéingig ausser von der Massen-
einheit auch von der angemommenen Lingeneinheit, die man
zur Bestimmung der Volumzahl braucht; und zwischen der
Dichte p, der Massenzahl dm und der Volumzahl dV oder,
wie man kurz sagt, der Masse und dem Volum eines materiellen
Punktes besteht die Gleichung

am.— pd Vil

Fiir einen zweiten materiellen Punkt seien p,, dm, d ¥V, Dichte,
Masse und Volum, dann ist

dm, == p,d V3
daher

p __dm _dm,
4 % 47 av,
von den Einheiten unabhingig. Man nennt diesen Quotient das
specifische Gewicht, indem man unter dem zweiten
materiellen Punkt gewohnlich ein Wassertheilchen von 4°C ver-
steht. Ist » das specifische Gewicht, so ist also
2) dm=udV-p0=u-dV-Z—’;&;°

0

Nach der Definition des Kilogramm ist ein Kilogramm
an der Waage gleichschwer mit einem Cubikdecimeter Wasser
von 4° C. Folglich hat 0,001 cbm Wasser von 4° C nach dem
(auss’schen System die Masse 1 und folglich haben dV, chm die
Masse dm, = 1000d V,, so dass
3) dm = 1000 ud V'

ist. Nach dem technischen System dagegen wird
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3%) T _1_OOOgud V.
In beiden Formeln 3) und 3*%) ist d V' in Cubikmetern
auszudriicken.

§ 13. Ist die auf einen Punkt von der Masse dm wir-
kende Kraft » bekannt, und ist # die Beschleunigung im absolut
rukenden System =, so ist die Differentialgleichung der Bewegung

d'o

x=dm-f = dm: T

wenn ¢ den Radius Vector in dem System = bezeichnet.

Wirken mehrere Kriifte und ist X% ihre Summe so lautet
die Gleichung

2

@’
1) dm- = =

>%

Soll aber die relative Bewegung gegen ein anderes
System X' als das absolute bestimmt werden, so sei 3 die Be-
schleunigung im zweiten System und nach § 8 (3%)

g =g+ B;
dann folgt, wenn ¢’ den Radius Vector im System 3’ bezeichnet,

d’o o .
dm- dt- = Sy —dm-B.

Damit die rechte Seite bekannt sei muss eine der ge-

gebenen Kriifte #,%,...,% 2z B. nach ihrer relativen Grosse
gegeben sein. Ist diese »,, so ist ja

#, =% —dm-B
und daher

2 I

2) dm- %—t——_/,—}— R

die Bewegungsgleichung, Man sieht hieraus, dass man zur
Untersuchung einer unserer Beobachtung zuginglichen Erscheinung
nicht me111 von den absoluten Kriften zu wissen brancht, als
man nach § 11 gerade zu erfahren im Stande ist.
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Sei, unter Einfihrung der Coordinaten in Gl. 1),

e=az8f+yn+ 2L
x=XE+Yn+ 2

so wird aus Gleichung 1)

d'z e

dm-a-F_..)x
i k)

dm- o7 Nl )4 3)
B

X YZ nennt man die Componenten der Kraft » nach den
Coordinatenaxen.

Es sollen nun fir einige Bewegungsprobleme die Gleich-
ungen aufgestellt werden.

A) Wenn sich ein Punkt von der Masse dm in der Nihe
der Erdoberfliche bewegt, so iibt die Erde eine Kraft auf ihn
aus, die, gemessen in dem mit der Erde fest verbundenen
Coordinatensystem I des § 3, die Grosse gdm hat (wo g die
in § 11 gegebene Zahl ist) und vertical nach abwirts gerichtet
ist. Bezeichnen wir mit « eine vertical nach abwiirts gerichtete
Strecke von der Linge Eins, so ist

. s
‘ dm-gt—g:gdm-a
woraus
1
1) e =5 ofatritoe
folgt, wo y, und o, Geschwindigkeit und Radius Vector zur
Zeit t — 0 bezeichnen. (Siehe Schluss von § 7).

B) Indem wir die Bewegung der Planeten um die Sonne
betrachten, wollen wir der Einfachheit wegen annehmen, dass
ausser der Sonne nur zwei Planeten vorhanden seien und dass
alle drei Korper als mathematische Punkte betrachtet werden
konnen. Es sei m, die Masse der Sonne, 2, und m, die Massen
der beiden Planeten. Jeder der drei Korper tibt auf die beiden
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andern eine Anziehung aus, die nach dem Newton'schen Gesetze
gleich ist dem Product aus einer Constanten £ in die Massen
des anziehenden und angezogenen Korpers und in das reciproke
Quadrat ihres Abstandes, und deren Richtung in die Verbindungs-
linie des anziehenden und angezogenen Punktes fillt. Ferner
mogen von den Sternen her auf die drei Korper noch Krifte
ausgeiibt werden, die nach Grdsse und Richtung resp. m, %, m, %;,
m,%, sein mogen. Bezeichnen wir mit 3, 3, f. die Beschleunig-
ungen, bezogen auf das im Raum absolut ruhende Coordinaten-
system, mit ¢, und o, die beiden Strecken, die von der Masse m,
nach m, und m, gehen, mit ¢ die Strecke von m, nach m, und
mit # r, r, die Lidngen dieser Strecken, so sind die drei Be-
wegungsgleichungen

( Fm,m kmym,
m, By = *703’1 Cie ‘0 QQ +myng = m, (o, + % o)
1
km,m Lm |
) 3 M= —— o —»‘—* 0+ my % = m, (0 + %)
1
T kmym km m,
m, [)’2 TS A ;:;T—‘“y Wik Serweieriinge + m, Kg = m; (/2 —I— ﬁz)
2

Nun soll die Bewegung auf das oben § 8 mit V/ be-
zeichnete System bezogen werden, dessen Ursprung der Sonnen-
mittelpunkt ist. In diesem System bat also die Masse m, die
Beschleunigung Null, die 7, und m, mogen die Beschleunigungen
g und (3, haben.

Die Beschleunigung im absoluten System wird aus der
im bewegten System nach Formel (3) des § 8 durch Zusatz

von gewissen Strecken gefunden, von welchen die erste dort mit
2

a i :
T bezeichnete hier gleich j, ist, wie man findet, wenn man

jene Gleichung auf den Ursprung des ‘Systems V‘ d. h. die

Masse m,

d’o
dt
dinaten 2’ y‘z’ und ihre Differentialquotienten verschwinden. Die
andern noch zuzusetzenden Strecken mogen fiir die Masse m,
die Summe «,, fir die m, die Summe «, haben. Dann ist
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Bi=84+f+ e
B =it Bt e
und folglich sind
{{)’1 = —fotmn—ea
1’7); = %2_/90"}_1-':—““2
die Gleichungen fiir die Bewegung der beiden Planeten um die
Sonne. Setzen wir fir 8, den Werth aus (5), so ergibt sich
{/3)’1 =t =t — % —
Bo = g — %o+ % — %, —

6)

Die bisherigen Beobachtungen haben gezeigt, dass diese
(Gleichungen schon zu befuedxgen sind, wenn man die Strecken
%, — %, — @, und %, — %, — &, vernachlissigt.

Die Gleichungen, die dann entstehen

6%) [I/))l T i Wy
B oty

wiirden sich aber auch ergeben, wenn man das System V als
ein absolut ruhendes betrachtete, in dem schon das Newton'sche
Gesetz die Anziehungskrifte beherrscht. Somit kann man das
System V als ein im Raume ruhendes betrachten innerhalb der
Genauigkeit der Beobachtungen wie sie die heutige Astronomie
liefert. Wenn man diese Annahme macht und auf Grund der
Newton’schen Hypothese die Bewegung der Erde gegen das
System V berechnet, indem man dabei die Erde nicht mehr als
Punkt behandelt, so ist man im Stande, die in § 3 erwihnte
empirisch gefundene Bewegung des Systems IV gegen das V.
zu erkliren; ja nur auf Grund dieser Hypothese gelang die
feinere Erforschung jenes empirischen Gesetzes.

C) Es sei nach Grosse und Richtung m 9 die Kraft, die
die Erde auf einen Punkt von der Masse m ausiibt, wenn man
diese Kraft im absoluten System oder, was nach dem Obigen
praktisch dasselbe ist, im System V misst, » 9’ dagegen dieselbe
Kraft, gemessen im System II. Ist 2 der Radius Vector des
Erdmittelpunktes im Systeme V, so folgt aus Formel (3) des § 8

J__{)’—{— +
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wenn B’ die in der angezogenen Formel auftretenden Zusatz-

2
Strecken ohne (Z—j; sind.

Das System II dreht sich um die z-Axe des Systems III
und dieses ist selbst in einer Bewegung gegen System V be-
griffen. Da diese letztere aber sehr langsam ist, so wollen wir
von ihr absehen und annehmen, das System III sei gegen das
V in Ruhe. Sind dann in den Formeln des § 5 &#/L' die
drei Einheitsstrecken auf den Axen des Systemg II, dagegen
&yl die auf den Axen von III, so ist wenn w die Winkel-
geschwindigkeit bezeichnet mit der II um die 2-Axe von III
sich dreht

& = &coswt -+ ysin wt
7' = — &sinwt -1 cos wi
Ty

daher die vorher mit B’ bezeichnete Strecke

/ d? /
=—0'@&+yry)+ 20 (—7 —n' — EZJZ §’)
wird.
Folglich ergibt sich endlich
d’a s (dm’ PN, | w)
oty oo (G-
Ist ein Punkt in einem bestimmten Momente relativ zum
System II in Ruhe (was nur eintritt, wenn ausser der Erde

noch eine andere Kraft auf ihn wirkt), so ist die Beschleunigung
gegen dieses System, welche ihm die Erde zu ertheilen strebt

5 Sy L

ik gl ”2+w?(w~f+J )

% ist jedenfalls eine Function der Zeit und sonach er-
scheint auch 9/ obiger Gleichung gemiiss als Funktion der Zeit;
indessen hat man eine solche Abhdngigkeit noch nicht nach-
weisen konnen. Man kann daher 9 nach Grosse und Richtung
in Bezug auf die Zeit als constant betrachten. Dagegen ist es
abhiingig von dem Erdort, in dem die Beobachtung angestellt
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wird und zwar ist die Richtung stets die des Lothes und seine

Grosse fir einen Punkt an der Erdoberfliche die oben in § 11

gegebene Zahl g. Bezeichnet man daher wie in (A) mit «

eine vertical nach abwirts gerichtete Einheitsstrecke, so ist
a’i X

F T @ty ) =ga

und die Gleichung fiir die Bewegung eines Punktes an der

Erdoberfliche gegen das System II wird, wenn man seinen

Radius Vector in diesem System o’ nennt,

130" gtk (da:’ bt A ./)
0 7 A\ L AN s S

§ 14. Wenn ein materieller Punkt nicht frei ist, d. h.
wenn er nicht jede beliebige Bewegung ausfiihren kann, sondern
nur solche, die ihm von irgend welchen Hindernissen gestattet
werden, so wird er auch der Wirkung einer auf ihn ausgeiibten
Kraft nicht folgen konnen. Vielmehr wird er, wenn er sich
wirklich bewegt und nicht etwa trotz der Kraft in Ruhe bleibt,
eine gewisse Beschleunigung besitzen, die von der verschieden
sein kann, welche ihm die Kraft ertheilen wiirde, wenn das
Bewegungshinderniss nicht da wire. Sei nach Grosse und
Richtung g die letztere Beschleunigung, 43/ die der wirklich ein-
tretenden Bewegung, so kann man setzen

p=p+E—48

Ist ferner dm die Masse des materiellen Punktes und =
die auf ihn wirkende Kraft, in demselben System gemessen, auf
das @ sich bezieht, so ist dm:# = » und folglich

dm-p' =»-+4dm- (B — p)

dm-f' ist die Kraft, welche dem Punkte die Beschleunigung
@', die er in der That hat, ertheilen wiirde, wenn er frei wire.

Also bewegt sich der Punkt so, als ob er frei wire, aber
eine Kraft -} dm-(8’ — ) auf ihn wirkte. Das Hinderniss
liefert demnach zu der wirkenden Kraft noch eine Zusatz-
componente A = dm - (8 — ). Wiirde man ein anderes Coor-
dinatensystem zu Grunde legen und wiren (2,3, die 8 und 3’
entsprechenden Beschleunigungen, so wiire

fi=8+B f=p+B

9 o
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wo die Strecke B in beiden Fillen dieselbe ist, weil sich die
Betrachtungen auf einen und denselben Zeitpunkt beziehen.
Folglich ist p/ — = 8, — (3, und somit hingt die Grosse
und Richtung von A nicht von der Wahl des benutzten Coor-
dinatensystems ab.

Wie gross diese Zusatzkraft A ist, welche ein bestimmtes
Hinderniss verlangt oder ausiibt und nach welchen Gesetzen sie
wirkt, kann nur durch Erfahrungen und Versuche bestimmt
werden. Man beobachtet zu dem Zwecke » und A’ und findet
dann die gesuchte Zusatzkraft
1) A =dm-§ — =,

Man kann auch die obige Gleichung so schreiben

dm-p' =» — (— A)

und dann sagen, die wirkliche Beschleunigung kommt zu Stande,
indem von z durch das Hinderniss ein Theil = (— A) ver-
nichtet wird, so dass nur noch der Rest die Bewegung hervor-
bringt. Die Beobachtungen haben nun gelehrt, dass jedes
Hinderniss nur Krifte vernichten kann, die ihrer Grisse nach
unter einer bestimmten Grenze liegen, dass dagegen das Hinder-
niss iiberwunden wird wenn jene Grosse die besagte Grenze
iibersteigt, wobei mit dem Rest der Kraft dann diejenige Be-
wegung eintritt, die auch ohne das Hinderniss eintreten wiirde.
Ist demnach — /A der Theil der Kraft, der vernichtet werden
muss, damit eine bestimmte Bewegung zu Stande kommt, %, die
Grosse der Kraft, die hochstens noch vernichtet werden kann,
wenn sie in der Richtung von — A wirkt, so wird — A ver-
nichtet, wenn 7' A < k,.

Ist dagegen T'A > k,, so wird von der Kraft » nur
ein in der Richtung von — A wirkender Theil von der Grosse
A
T
setzen kann und es tritt Bewegung trotz des Hindernisses ein

mit einer Kraft, die gleich

=x+k

k, vernichtet, den man nach Grosse und Richtung = — &

A
0 TA
ist,

http://rcin.org.pl



§ 15] = 50—

Wie gross die Grenze k, ist, hingt von der Natur des
Hindernisses ab und kann in manchen Fillen nur mit Hilfe
der Elasticititslehre gefunden werden; in der Mechanik wird
diese Grenze natiirlich als bekannt angenommen. Die in der
Mechanik am meisten gebrauchten Hindernisse sind Fiden,
Stabe, Curven und Flichen. Ein Faden kann nur eine Kraft
vernichten, die in seine Richtung fillt und ihn zu spannen
strebt; dagegen kann ein Stab nicht nur spannende oder ziehende,
sondern auch driickende Krifte vernichten. Die Grenze k, ist
aber im ersteren Falle grosser als im zweiten, weil im letzteren
sich der Stab biegt. Bei Qurven und Flichen ist zu unter-
scheiden, ob sie glatt sind oder eine Reibung austiben. Im
ersten Falle konnen sie nur Krifte zerstoren, die zu ihnen
senkrecht sind und nach dem Innern des Widerstand leistenden
Korpers gerichtet sind.

§15. Wenn man die Probleme der Bewegung bei gegebenem
Widerstande in geometrischer Weise behandeln will, muss man
zuvor bestimmen, wie die Beschleunigung einer Bewegung mit
der Kriimmung der Bahn zusammenhingt,

Ist o der Radius Vector eines Punktes P zur Zeit ¢ und
hat der Punkt auf seiner Bahn von einem beliebigen Anfangs-
punkt aus den Bogen s durchlaufen, so ist

de do ds
Sttt ent” FHT 1
da man ¢ als Function von s ansehen kann, welches selbst eine
Function von ¢ ist. Dann folgt die Beschleunigung s’ gleich
B B .
=7 di TdsV\d¢ +ds at

-7 (@) +r (@)
Der absolute Werth des Differentialquotienten % ist aber
nach § 7 die Geschwindigkeit in der Bahn 7'y; im zweiten
Gliede ist ® die sog. Beschleunigung in der Bahn, weil

d 2
dieser Differentialquotient die Veriinderung der Geschwindigkeit
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d'o

in der Bahn misst. Um die Bedeutung von ist M erkennen,

beachten wir, dass (wie wir schon in § 7 Dbenutzten) gg eine
Strecke z von der Linge Hins ist, die auf der Tangente der
Bahn im Punkte P liegt.

Geht man zu einem unendlich benachbarten Punkt P’ der
Bahn iiber, welchem die Bogenlinge s |- ds entspricht, so wird
die Strecke 7z’ von der Linge Eins, die auf die Tangente in
P’ liegt

I

dg+

ds c(s
werden, so dass 7/ = z'+§-—€ ds ist. Da ds eine Zahl ist,

so zeigt diese Gleichung, dass die Strecken = und st ¢ eine Ebene

bestimmen, die sog. Schmiegungsebene, die mit z* parallel ist.
Weil die beiden Strecken ¢ und z‘ die Linge Eins haben, steht
die Strecke ¢/ — 7 nahezu senkrecht auf beiden und hingt mit
dem Winkel d w zwischen ihnen, dem Contingenzwinkel, durch
die Gleichung
T —1v) =dow

zugammen, Is steht somit ((il?g auf der Tangente v senkrecht
und liegt in der Schmiegungsebene d. h. es hat die Richtung
der Hauptnormalen und es ist

do  d'o

ds- "'dg

ds . - .
F P ist der Kriimmungsradius », den man sich vom Curven-

punkt aus auf der Hauptnormale nach der hohlen Seite der
Curve aufgetragen denk®.

Wenn man aber den Radius Vector o' von P’ durch den
Taylor’schen Satz ausdriickt, so ergibt sich

e—e+ds s+ d $iak
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9+g§ ds ist der Radius Vector eines Punktes -der

Tangente in P; daher zeigt die Gleichung, dass die Curve
von der Tangente sich nach der Seite hin abwendet, nach der

ch gerichtet ist, so dass die Richtung des Kriimmungsradius

ds
: @ L :
mit der von (ng iibereinstimmt. Bezeichnet man nun mit » eine
! : / : d*o 1
Einheitsstrecke, welche diese Richtung hat, so ist 7' ¥ et

und folglich kann man nach den obigen Bemerkungen

3, i 3
& e
setzen. Somit folgt endlich
Ty d’s ds
/ -—1 . — .
D gl ¢ B PN

Die Beschleunigung jeder Bewegung kann also als Summe
von zwei Beschleunigungen dargestellt werden, die aufeinander
senkrecht stehen: die eine hat die Richtung der Hauptnormale
der Bahn, und zwar nach dem Krimmungsmittelpunkt hin, und

die Grosse 2;77, die zweite ist der Richtung der Geschwindig-

keit parallel.

Eine Kraft = f8‘dm wire im Stande, einem freien Punkte
die Beschleunigung ‘ zu ertheilen. Also kann eine gegebene
Bewegung stets durch das Zusammenwirken einer

a2

Normalkraft = dm - I;f—- v
und einer

: dsid
Tangentialkraft = dm'(?l?‘"ﬂ) -y

erzeugt werden. Die Normalkraft wird auch zuweilen Centri-
petalkraft genannt.

§ 16. Indem wir von der Behandlung der Reibung noch
absehen, soll jetzt gezeigt werden, wie man die Bewegung finden
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kann, die unter dem Einfluss gegebener Kriifte und eines Hinder-
nisses stattfindet. Da wir von Reibung absehen, kennt man die
Richtung der Zusatzkraft A, aber nicht deren Grosse; also
tritt zu den drei unbekannten Coordinaten des beweglichen
Punktes als vierte Unbekannte die Grosse von A. Zu den drei
Gleichungen, die aus der Gleichung
dm-f' = A+

beim Uebergang zu Zahlen entspringen, kommt dann aber noch
die Gleichung der Fliche hinzu, auf welcher der Punkt liegen
soll, so dass ebensoviele Gleichungen als Unbekannte vorliegen.
Bei der Bewegung auf einer Curve ist nur eine Ebene, die
Normalebene nidmlich, bestimmt, in der A liegen muss, so dass
eine Unbekannte mehr da ist, dafir aber auch eine Gleichung
mehr eintritt, weil die Curve durch deren zwei gegeben ist,
Ist »\ bestimmt, so sind drei Fille zu unterscheiden. Entweder
ist 7' A < k, und — A hat die Richtung der Krifte, welche
durch den Korper vernichtet werden konnen, dann ist die ge-
fundene Bewegung wirklich moglich und findet statt, indem ein
Theil = — A der wirkenden Kraft vernichtet wird. Oder
— A hat die besagte Richtung, aber es ist 7'A > k,; dann
wird das Hinderniss vernichtet und eine Bewegung unter Ein-
fluss des Hindernisses ist nicht mdglich. Wenn sich heraus-
stellt, dass erst von einem gewissen Zeitpunkt an dies statt-
findet , so indert von diesem Punkt an die Aufgabe ihren
Character, indem dann das Hinderniss nicht mehr in Betracht
zu ziehen ist. Ist endlich — A nicht so gerichtet, dass es
von dem Korper vernichtet werden kann, so ist eine Bewegung
auf der Oberfliche des Korpers nicht moglich, es muss entweder
der materielle Punkt das Hinderniss verlassen haben oder dieses
muss seinen Character geindert haben in der Weise, dass,
wenn z. B. das Hinderniss eine Fliche ist, die Seite der Fliche,
die vorher mit Masse erfiillt war, jetzt hohl ist und umgekehrt.

Da die Krait, welche, wenn der Punkt frei wire, die Be-
wegung ebenso zu Stande bringen wiirde, wie sie verlduft,
gleich 3'dm ist, so folgt aus (1) des vor. § in Verbindung
mit (1) des § 14 dass, wenn man

Liiroth, Mechanik. 3
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as ,a's i
— = §/,—— = s’ setzt
di= i g
T2 sl
1) z—%—./_\:~; (7m~r+s‘rlm-;f
s

und folglich die zu vernichtende Kraft
% m,2 1
—A:z—-r;/ dm-r—s?,dm‘;'

ist. Der Theil

o
‘dm-»,

der normal zur Bahn gerichtet ist, heisst auch die Centri-
fugalkraft; insofern er zu Null wird, wenn die Geschwindig-
keit  zu Null wird, kann man die Geschwindigkeit als seine
Ursache bezeichnen.

Wenn die Curve oder die Fliche, auf der der Punkt sich
bewegen soll, rauh ist oder eine Reibung ausiibt, so gibt sie
zu zwei Widerstinden Anlass oder sie kann zwei verschieden
gerichtete Krifte vernichten: ndmlieh einmal solche, die zu ihr
senkrecht gerichtet sind und solche, die tangential gerichtet
sind. Die letzteren miissen der Geschwindigkeit y gleich ge-
richtet sein und diirfen eine gewisse obere Grenze nicht iiber-
schreiten.

Aus den Beobachtungen hat sich ergeben, dass diese obere
Grenze ein bestimmter Theil derjenigen Kraft ist, welche in
normaler Richtung vernichtet wird. Bezeichnet man die Grosse
dieser letzteren Kraft mit %, die der in tangentialer Richtung
vernichteten mit %‘, so ist die erwihnte obere Grenze von &’
gleich f-%, unter f einen Zahlencoefficienten verstanden, der nur
von der physikalischen und chemischen Beschaffenheit des be-
weglichen materiellen Punktes und des Korpers abhiingt, auf
dem die Bewegung vor sich geht. Von der Geschwindigkeit
pflegt man diesen Reibungscoefficienten als unabhingig an-
zunehmen, obgleich die Beobachtungen zeigen, dass dies nicht der
Fall ist, vielmehr f mit y zuerst wichst und dann wieder ab-
nimmt. Da nun der Widerstand der Reibung, der in einer y
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entgegengesetzten Richtung die Bewegung zu hemmen sucht,
jedenfalls tiberwunden wird, wenn Bewegung eintritt, so muss
fiir diesen Fall die Reibungskraft ihver oberen Grenze f% gleich
sein. Dann kann man also setzen

— A =kv +fk ?:‘,

wo der zweite Theil mit dem plus-Zeichen versehen ist, weil
die Richtung der vernichteten Kraft die der Geschwindigkeit y
ist. Dabei ist mit »* die Einheitsstrecke auf der Flichennormale
oder derjenigen Curvennormalen bezeichnet, nach welcher die in
normaler Richtung vernichtete Kraft von der Grosse & wirkt,
und 7'y ist = v gesetut.

Folglich lautet die Gleichung der Bewegung
y L,'J S“
2) 20 s ]U‘Vl*—’fk WL' = 7'. dln')/—i—;i'dnl‘;’.

Ist diese Gleichung fiir einen bestimmten Zeitpunkt durch
den bekannten Werth von f nicht zu erfiillen, so zeigt diess,
dass Bewegung nicht moglich ist.

Man sagt, die an einem materiellen Punkte
Wirkenden Krifte seien im Gleichgewicht, wenn
sie den ruhenden Punkt nicht in Bewegung setzen
konnen. Da damn der Punkt keine Beschleunigung haben
~ darf, so muss fiir einen freien Punkt

X =0
sein,

Ist der Punkt nicht frei, sondern irgendwie verhindert,
der Wirkung einer Kraft zu folgen, so muss fiir das Gleich-
gewicht die wirkende Kraft durch das Hinderniss ganz vernichtet
werden, also nach (1) -} A = o sein. Kann das Hinderniss
eine Reibung ausiiben, so kann die vernichtete Kraft A aus
einem normalen Theil %-»' bestehen und einem tangentialen,
dessen Grosse &/ sei und diese beiden Theile konnen durch

den Widerstand des Hindernisses vernichtet werden, wenn sie
3*
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die betr. Maximalgrossen nicht erreichen, d. h. & <<%k, und
k' < f-k ist. Setzt man f= tg, so ist v der sog. Reib-
ungswinkel und die Bedingung %’ << fk lisst sich dann so
aussprechen: fiir das Gleichgewicht muss die wirkende Kraft
in das Innere eines Kegels fallen, der mit dem halben Oeffnungs-
winkel v um die Flichennormale beschrieben ist; oder im Falle
einer Curve: » muss zwischen zwei Kegeln liegen, die mit
den halben Oeffnungswinkeln 90° — 1 und 90°+ v um die
Tangente beschrieben sind.

§ 17. Wir kehren nun zum Rechnen mit Strecken zuriick
und entwickeln zuerst eine gewisse Methode, um aus zwei
Strecken eine Zahl abzuleiten.

Sind « und # die beiden Strecken, («p) der Winkel
zwischen ihren Richtungen, < 180" genommen, so mige das
Symbol S («p3) die Zahl T« - T'f - cos («3) vorstellen, so dass

1) S(ap) = Ta-TpH-cos(«p)

ist. Sind die Argumente nicht einfache Zeichen, so sollen sie
nothigenfalls durch ein Comma oder einen Strich (|) von einander
getrennt werden. Statt zu sagen: es soll die Zahl S («3) her-
gestellt werden, werden wir auch sagen: die Strecken « und
sollen nach der Regel S verbunden werden oder der Regel S
unterworfen werden.

Aus der Gl. (1) ergeben sich leicht die folgenden Sitze:
S (af) = 8 (3)
2) Dice) — I'a’
S (ap) = 0 wenn a senkrecht zu g.
Ist a eine positive Zahl, soist S (e a,8) = a T'a T'f cos (ac, )

oder, weil die Richtung von @« mit der von « iibereinstimmt,
= aTaTp cos(apB), daher

() S(ae,B) = al (ap)
Ist aber a megativ = — o', so ist S (a ¢ p)
=a'TaTpcos (ac,3) und dies = — a' T'a T3 cos (a3), weil

die Richtungen aa und « entgegengesetzt sind, und daher die
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Winkel (ac,3) und (¢, 3) sich zu 180° erginzen. Also ergibt

sich auch hier die GI. (3), die demunach fir jede Zahl a gilt.

Ist «’ die senkrechte Projection von « auf 2, in dem

Sinne genommen, dass Anfangspunkt und Endpunkt von « sich

(Figur 3) in den Anfangspunkt und

o Eodpunkt von af projiciren,

e so ist, wie Figur 3 zeigt

‘/,:1\ Ta' = Ta - |cos (ap)|

B _, 5 und dabei ¢’ mit 8 gleich-

\ " gerichtet wenn cos («B)> o,

\ g dagegen  entgegengesetzt

ook '_) gerichtet wenncos(¢g) < o;

: > folglich kann man setzen
S (p) =S (@ p)-

Setzt man ¢ = «’ 4-0’, so ist ¢’ eine auf B senkrecht
stehende Strecke und

o

(ol - alg) = Sial 8)is

Ist y irgend eine andere Strecke und zerlegt man sie eben-
falls in die Summe o’ -+ ¢/ wo «' parallel mit, ¢/ senkrecht
zu B ist, setzt ferner o/ = a'pB, o’ = a' B, unter o’ und a’
Zahlen verstanden, so ist

Sa+y|B)=8a+a")B o+ d"|B)
und dies nach dem hewiesenen, weil o’ 4 ¢’ auf B senkrecht,
dagegen (a’ + a) # mit 3 parallel ist,

= 8 ((¢' 4+ da") B | B) &
= (a'+a) 8 (8| B) A
= S (a'B8,8)+ S B B A
=8@p+0,8)+ 8@ B+ 00T

so dass fiir beliebige Strecken «fy C _.»’V

4) Sty =8eh)+8p

sich ergibt, Aus.diesem Distributionsgesetz folgt noch

Setyaty)=8@a)+8(y)+28(ay)

® 1 8 @t1,840) =S @B+ 8@+ 8G8)+8 ¢,
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Sind hier die Strecken y und J unendlich klein, so ist
S (70) unendlich klein zweiter Ordnung und folglich ist

S(etde,f+ dp)=S@B) + 8 (8,de) + 8 (a,dp)

mit einem Fehler, der unendlich klein zweiter Ordnung ist.

§ 18. Nun muss eine weitere Operation mit zwei Strecken
eingefiihrt werden, die eine nene Strecke aus den beiden ge- .
gebenen hervorgehen lisst.

Sind « und 3 die beiden gegebenen Strecken, so sei die
neue mit ¥ («@), wenn nothig mit V (e 3), bezeichnet. Sie
moge senkrecht auf ¢ und @ stehen und zwar so, dass von ihr
aus gesehen die Richtung von 2 rechts von « zu liegen scheint.
Man konnte ebensogut festsetzen links von «, nur muss eine
bestimmte Festsetzung getroffen werden. Thre Linge sei
gleich dem Inhalte des Parallelogramms, dessen Seiten « und
sind,. Es moge gesagt werden, dass diese Strecke durch die

Operation ¥ aus ¢ und @ hervorgehe. Man sieht leicht, dass
1) { V(pa) = — V(a ﬂ)
( g V((l/)’) = V(”/ —17)) T V("— UH)))

ist. Es ist weiter
Vi{eo)— 0.

Ist a eine positive Zahl, so ist a V(«p) eine Strecke, die
a-mal so lang ist als V(ap), aber deren Richtung hat. Das
Gleiche gilt aber von V (ae, ), so dass
2) V(a8 =@ VcB)
ist, eine Gleichung, die man mit Hilfe von (1) auch leicht fiir
negative a als giltig nachweist.

Nach der Definition ist

TV(ef) ==TaTpsin(e,p)
daher
(3 { TV (ep) = T T (1 — cos’ (¢, )
) — S(aa)- S(36) — 5 (ap).
Fiir -drei Strecken «pgy ist S (« V(8y)) seinem absoluten
Werthe nach gleich dem Inhalte des aus # und y zu bildenden
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Parallelogrammes mal der Pro-
jection von « auf V (8, y) (Figur 4)
d. h. gleich dem Volumen des
Parallelepipeds, dessen Kanten
den drei Strecken «, 3, y gleich
sind, Dieser absolute Werth ist
aber mit dem positiven oder
negativen Zeichen zu versehen,
je nachdem « mit V' (8y) einen
spitzen oder stumpfen Winkel
bildet. Im ersten Fall liegt von
« aus gesehen y rechts von 3, im zweiten Falle aber links
von . Gesetzt es liege y rechts von B, so liegt auch wie
man sieht, von  aus gesehen « rechts von y und von y gesehen
£ rechts von «; folglich ist
. S@VE)=S@Vya) =SV (@)
und die ndmlichen Gleichungen gelten im andern Falle.
Vertauscht man hier 2 mit y, so folgen nach (1)
die Gleichungen
S@V () =—8@Vrf)=—8(¢V({Be)) =
=—S@V(zp);

SV () =—8@V () =0.
Die Strecke

(Figur 4)

V(B7)

4

daraus folgt

Viep)+ Viey)
ist als Summe von zwei auf o senkrechten Strecken wieder eine
Strecke die auf ¢ senkrecht steht und folglich = V (¢ J) gesetzt
werden kann, Verbindet man die Strecke -
V(wd) = V(ep)+ V(@)
mit irgend einer weitern Strecke &, so folgt
S(EV(d)=—8S@BVae) —S(yVae)
— S( V(@B +7)
SE|V(d—TV(e,p+y)=0.
Weil dies fiir jede Strecke e gilt, muss
5) Vig,g+7)=V(ep)+ V()

sein,
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Die Strecke V (« V (3y)) =  steht auf der V (8y) senk-
recht und liegt folglich mit # und y in einer Ebene; daher man
VeV (@) =0b8+cy
setzen kann, wo & und ¢ Zahlen sind. Weil die Strecke auf «
senkrecht stehen soll, muss S (¢ | 3 +- y¢) = 0 sein, so dass man
b=dS(ay) c=—dS(ap)

setzen kann und
P=V(@V(@y)=d(S(ey)p—S@h)7)
wird, wo auch d eine Zahl ist.

Um d zu bestimmen, betrachten wir zuerst den speciellen
Fall, dass ¢ = « ist, wobei d = e¢ sein mdige. Dann folgt,
wenn man V («y) = d setzt

V(@d) = e (S(ey) « — 5 (ea) 7)
S(EV(ed)=—8S@V(ey) =—S(0) =
=e(S(ap)'— S(aa) S(y7)).

Aber S(00) ist = (7 V(ay))' = S (ea) S(yy) — S(ay)
nach Gl. (3); also folgt ¢ = 1 und
(©) V(¥ (@) = S (@)« — S (@d)y.

Im allgemeinen Fall sei V(«3) =4 und V(By) = i,
dann ist 9 = ¥V (¢x) und daher nach (¢)

SAI9) = — S(uV(ed));
aber V («k) ist = V(aV(ap)) = S (¢p3) « — S (cxa) 3; somit
weil S(Bu) = 0 ist

S(A0) = —S@p)S(ap) = —8@pS(«V(Ey);
mit Hilfe des friither gefundenen Werthes von 4 ergibt sich
SS9 = —dS(@p)S(hy) = —dS (@f) S (7 V(ep))

= —d8(p)S @V (8)
so dass d = + 1 sein muss, Dies liefert die Gleichung
() VeV (@) =Sey)s—=8@«p)y.
Durch cyeclische Vertauschung und Addition ergibt sich noch
@ VEV@EM+V@EVia)+ VGV (p)=0.

§ 19. A) Als Anwendungen der Operationen S und V
sel zuerst das in § 15 begonnene Problem des freien Falles
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auf der Erdoberfliche zu Ende gefiihrt. Ist das dort beniitzte
System II so gewihlt, dass
VE) =0 V=8 VEE) =y
ist, und bezeichnet ¢’ den Radius Vector des Punktes in Bezug
auf dieses System, so ist
o @ ., do  gda (ly (Z,.

it g ::lr L diipl (]
ot T Mt il e vk g

daher
oy — G2, dY,,
v ) (It‘% Wl
ist, Hiemit wird die Gl. (7) des § 13
a@ o 9 ,(d o' )
(1) Y IR SR

Setzt man fiir ¢’ eine nach Potenzen von ¢ fortschreitende

Reihe o' = 0 - et -} 3" +4-¢#’'~}-. . . mit unbestimmten Coef-
ficienten an, die selbst Strecken sind, und bezeichnet mit oy,
Radius Vector und Geschwindigkeit fir ¢ = o0, so ergibt sich
leicht, dass
§ =g e=7,29=gat20V ()
6t =40 V@)

ist. Also ist 9 = 1-—ga—|—m V (3.C).
2,11
, d l2
g1 5 e e
=2 aly V@) — oSG IS 5
(nach (6) des vorigen §). Ist y, = 0, so folgt demnach
2) o = g°+ % gat -} ; oVel)t.
B) Ferner soll dic Bewegung eines Planeten um die Sonne

behandelt werden. Nach den Eriorterungen von § 13 ist dic

Gleichung fiir die Bewegung eines Planeten im System V'
om0 k(m—-my,)e

3) P’——IVTQ;\—LT[Q:;——‘—TQH—y

wenn # die Beschleunigung im System V/ und ¢ die Strecke

vom Sonnenmittelpunkt nach dem Planeten bezeichnet, sowie

m, und » Sonnenmasse und Planetenmasse sind.

9V (@) F 0V (PG D |
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Es folgt daraus
~p(EL )

: - d dg) aud ( d'o e
Es ist aber ZZtV(Q(Zt =V Q(l—t‘f>’ also ergibt sich

4) V(g((% — einer constanten Strecke A.

Weil hienach ¢ bestindig senkrecht zu A ist, geht die
ganze Bewegung in eciner Ebene vor sich und findet auch die
Gleichung statt

Silod)—10. t

Die Gl. (4) spricht ferner aus, dass die Fliche des vom
Radius Vector beschriebenen Sectors der Zeit proportional ist,
denn der Differentialquotient dieser Fldche ist

il d o\ Loy
Es ist aber auch
TQ: = 8 (Q Q)»

daher
T eg{i = S(ey)
und
& 9y . op Bley). . yBiee) + 08 (8y)
Wi boge Lo Lot ko To
ARG 6. A L
70’
nach (6) § 18 und dieses wieder nach (4) = — _V]_Sg;f)
Also ist

2.0
dt Tg’
woraus, unter & eine constante Strecke verstanden,

V(yd) = e—[—k(m—}—mo)l%

durch Integration folgt. Weil ¥ (y1), ebenso wie ¢, auf 4 senk-
recht ist, muss auch die constante Strecke & auf A senkrecht

V(1) = k (m -} m,)
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sein, d. h. in der Ebene der Bahn liegen. Combiniren wir dies
mit ¢ selbst nach der Regel S, so ergibt sich, weil nach (e)

SViEN)= -S@AV(ye) =S8 (A1) dass

(5) S (A1) = S(ee)+ k(m-+m,) To
ist. Hieraus folgt
S(AR)

= A ik Tomale

welches die Polargleichung eines Kegelschnittes ist, wenn der
Pol im Brennpunkt liegt. Fiir den grossten und kleinsten Werth
von 7o, falls die Cuarve eine Ellipse ist und e die numerische
Excentricitit bezeichnet, ergeben sich die Werthe

Ha To

S (A L)
. k(m 1 m) — Te
R SR S(A4)
. e k(m—4m) - Te
, Te oo
woraus ¢ — —/;a'rl_*"n“’) y a(l — (,) == % (m +7”0') fOlgt, wenna

die halbe grosse Axe. Ist U die Umlaufszeit, so ist weiter
nach Gl. (4)

2na’ V1 — ¢ =U-Th;
daher durch Quadriren und Dividiren durch den obigen Werth
von a (1 — ¢*)

47*a® = Uk (m - my)
folgt, welche Gleichung das dritte Keppler'sche Gesetz ausspricht.

III. Mechanik eines beliebigen Korpers.

§ 20. Indem wir nun die Bewegung eines Korpers
betrachten, nehmen wir an, derselbe sei, etwa durch Ebenen,
welche den Coordinatenebenen parallel sind, in unendlich viele
unendlich kleine materielle Punkte getheilt, die mit den Zahlen
1, 2 ... mn bezeichnet sein mogen. HEs sei dm, die Masse eines
Punktes 4,3, seine Beschleunigung und %; die Summe aller
Kriifte, welche auf den Punkt wirken, dann ist
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dny =B ==
und folglich, wenn wir die simmtlichen Gleichungen, die sich
auf alle die Punkte beziehen, in welche der Korper getheilt
ist, addiren
Dm0 =",

Unter den Kriften %, welche auf die materiellen Punkte
des Korpers wirken, sind zwei verschiedene Arten zu unter-
scheiden, néimlich innere Krifte und dussere Krifte.
Die Ersteren sind diejenigen Krifte, welche die materiellen
Punkte des Korpers auf einander ausiiben, die letzteren
dagegen diejenigen, welche von Punkten herriihren, die nicht
dem Korper angehdren. Die Kraft », ist hienach gleich der
Summe aus der dusseven Kraft e«,, die auf den Punkt ¢ wirkt
und den inneren Kriiften, die von den anderen Punkten auf den
i** ausgeiibt werden; also

% = o= 2o,
k

wenn .a,k die vom A" Punkt auf den 4" ausgeiibte Kraft be-
zeichnet. Folglich ist
Do NN
2%, o - o a
Nach dem Princip der Wirkung und Gegenwirkung, wie
es in § 10 GL. 5* gegeben ist, ist aber a, -}, = d V. dV, &,
wenn d V; und dV, die Volumina des ¢, resp. A" Punktes
und &, eine unendlich kleine Strecke bezeichnen und daher ist
b SO B L A
1% 1k

Ist ¥ das Velumen des ganzen Korpers, so ist XdV, =

Sd Vo=V und. gomit
k

2 i
S3a, —— & 1
) ERE < 2

wenn ¢ einen mittleren Werth der verschiedenen &, bezeicinel.
Beim Grenziibergang verschwindet also die Doppelsumme und
es bleibt

Zadm B ='Seay.
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Man unterscheidet nun zwei Arten von dusseren Kriiften,
nimlich Massenkrifte und Flichenkrifte. Die ersteren sind
solehe Krifte, wie die Schwere, die elektrischen oder magnetischen
Krifte, welche alle materiellen Theilchen eines Korpers, auch
die im Innern gelegenen angreifen. Man setzt voraus, dass der
Quotient aus einer solchen Kraft und der Masse des Punktes,
auf den sie wirkt, eine endliche Zahl sei, Ist demnach « eine
Massenkraft und dm die Masse ihres Angriffspunktes, so kann
man « = wdm setzen, wo w eine Strecke derselben Richtung
wie « ist, die man als die beschleunigende Kraft oder die
Kraft bezogen auf die Masseneinheit bezeichnet. Es ist
offenbar die Beschleunigung, die « dem Punkt d# ertheilen wiirde,
wenn er frei wire. Die Flichenkrifte dagegen greifen nur die
an der Korperoberfliche liegenden materiellen Punkte an. Die
Kriifte, die wir mit unseren Muskeln auszuiiben im Stande sind,
die Krifte, welche Flissigkeiten oder Gase auf Korper aus-
iiben, die in sie eingetaucht sind, sind solche Flichenkrifte. Man
bezeichnet sie auch als Druck- oder Zugkrifte resp. Pressungen
oder Spannungen, je nachdem sie nach dem Inneren oder Aeusseren
des Korpers gerichtet sind, auf welchen sie wirken. Man nimmt
an, dass der Quotient aus der Grosse einer solchen Kraft durch

den Flicheninhalt d O der freien, nach Aussen gerichteten Ober-
" fliche des wmateriellen Punktes, auf welchen die Kraft wirkt,
eine endliche Zahl sei. Ist also « eine Flichenkraft, so kann
man « = d0-¢ setzen, wobei man die mit « gleichgerichtete
Strecke ¢ als den Druck resp. Zug pro Flicheneinheit
oder als die specifische Pressung resp. Spannung bezeichnet.
Man kann daher X, zerlegen in die Summe der Massenkrifte
= Xdm; u;, plus der Summe der Flichenkrifte — Zd0, ¢,
so dass

o, =3dmu, -+ Zd0; ¢,

ist, wo sich die erste Summe rechts auf alle materiellen Punkte
des Korpers und die zweite auf alle Elemente seiner Oberfliche
bezieht. Fiihrt man oben ein und geht zur Grenze iiber, indem
man alle ¥, unendlich klein werden lisst, so folgt

1) f,mm:fudm i f‘,do,
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wobei die Integration links und die erste rechts sich iiber das
Innere des Korpers, die zweite rechts sich auf seine Oberfliche
bezieht.

Bestimmt man nun den Radius Vector P aus der Gleichung

2) Pfdm:fdm-g,

wo sich die Integrationen iiber den ganzen Korper erstrecken,

so wird die Gleichung (1), wenn man fdm d: hohdier dhe=

sammtmasse des Korpers mit M bezeichnet,

3) M%%):fydmﬂ—fqula

Der Punkt mit dem Radius Vector P heisst der Schwer-
punkt des Korpers. Nach der letzten Gleichung bewegt
sich der Schwerpunkt so, als ob alle dusseren
Krafte an ihm angriffen und die Gesammtmasse
des Korpers in ihm vereinigt ware. Dies ist das
Princip der Bewegung des Schwerpunktes.

§ 21. Der Radius Vector ¢ eines Punktes zur Zeit ¢ und der
0+ do zur Zeit ¢ 4 d ¢ schliessen ein unendlich schmales Dreieck
ein, dessen Inhalt der halben Linge der Strecke ¥V (o, 0+ d 0)
= V (e, d o) gleich ist und das in der Zelt d ¢ vom Radius Vector

durchlaufen wird, Der Quotient

i | 1 do

Taiveto=57(e g
driickt also durch seine Linge die Geschwindigkeit aus, mit der
der Radius Vector die Fliche beschreibt, die er iiberstreicht. Da
die Strecke ¥V (g,0 - do) aber auf ¢ und ¢ | d ¢ senkrecht ist,
gibt er gleichzeitig auch die Lage des unendlich kleinen Dreiecks
im Raume an. Man bezeichnet, unter dm die Masse des Punktes

verstanden, mit
dm i Q)
2 L4 (‘ dt

die Flichengeschwindigkeit des Punktes. Ihr Differential-
quotient nach ¢ heisst die Flichenbeschleunigung. Diese ist
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~_(Zm V( (Yl’fl) di(\ 0f)

wenn £ die Beschleunigung des Punktes zur Zeit ¢ ist. Wirkt
auf den Punkt die Kraft », so ist #dm = = und daher die
| Beschleunigung
= ‘1) V(0 %).

&

| Denken wir uns nun wie in § 21 den Korper in die » materiellen
| Punkte von den Massen dm,...dm, getheilt und haben sic
zu irgend einer Zeit die Radii- Vectoren ¢,¢,...0,, die Ge-
schwindigkeiten y, ...y, und die Beschleunigungen (3, ... ., 80
hat der Punkt dm, die Flichengeschwindigkeit

V(e 7))

Bildet man die Summe aller dieser Strecken, die sich
uf die verschiedenen Punkte des Korpers beziehen, so entsteht
eine Strecke

| é; dm; V (e, 1)

(7 m;

deren Differentialquotient nach ¢

1
i— S dmV(01,.8) = 5 2V (0i.%:)

<

ist, so dass
1) ;;li Sdm V(e )=V (0, %)

wird. Wie in § 21 ist » = ¢ 4 3, @, wenn wir fdussere und
innere Krifte unterscheiden; daher auch
(Q'I/)-— V(Q a)+-'x"’kl(eu |k)
’ Die Doppelsumme besteht aus lauter Gliedern wie
Viey ) + V (ox i)

Man nimmt an, dass zwei materielle Punkte aufeinander
Kriifte ausiben, welche nicht nur das Princip der Gleichheit
von Action und Reaction erfiillen, sondern auch die Richtung
der Verbindungslinie beider Punkte haben. Setzt man also

O, = Pix (Q. = Qk)
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wo p, eine Zahl ist, so wird nach dem angefiihrten Princip
g = — Pu (0o — o) dV.d V- &,.
Daher ist
Vieow + Vieeaw) = d V,d V. V(o:c)
und es wird, wenn & eine unendlich kleine Strecke hezeichnet
3.3 Wilo,on) — V-6l
daher verschwindet diese Summe beim Grepziibergang. Zerlegt
man die ¢, in die Massenkrifte und Flichenkrifte wie in § 20,
so wird
2V (0 0) = Zdm; V. (e, m)+ =d O,V (o;, ¢:)-
Geht man nun zur Grenze tber, so entsteht die Gleichung

2) (;ltfd mV(ey) = [‘Z mV (en —}—de Viey)

wo das Integral links und das erste rechts sich iber das ganze
Innere des Korpers und das zweite rechts sich tiber seine Ober-
fliche erstreckt. Das halbe Integral links heisst die Flichen-
geschwindigkeit des ganzen Korpers und die Gleichung spricht
das sog. Princip der Flichen aus.

Gesetzt es wirken auf einen Korper gar keine iusseren
Krifte, so ist nach Gl. (3) § 20 die Beschleunigung des Schwer-
punktes gleich Null, daher dessen Geschwindigkeit constant oder
der Schwerpunkt bewegt sich in gerader Linie mit constanter
Geschwindigkeit. ~ Nach der Gleichung (2) ist dann auch

fdm V (o7) constant, d. h. es gibt eine Strecke, welche

withrend der ganzen Bewegung ihre Lage nichi dndert. Eine
auf dieser Strecke senkrechte Ebene indert folglich ilre Lage
auch nicht; man bezeichnet sie als die invariable Ebene.
Der Schwerpunkt des Korpers war in § 20 definirt als
derjenige Punkt dessen Radius-Vector P der Gleichung

3) l’f(l m :fg dm

geniigt. Man konnte hienach glauben, dass der Schwerpunkt
von dem zu Grunde gelegten Coordinatensystem abhingt. Um
zu zeigen, dass dies nicht der Fall ist, nehmen wir an, in dem
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bis jetzt benutzten System seien &yl die drei auf den Axen
gelegenen Einheitsstrecken, zy#z die Coordinaten des Punktes
0, Z¥,2, die des Schwerpunkts; dann folgt aus der GIl. (3)

T, f(])n :fa:dm
4) yufd m :fydm
2 [([ i == [:(lm.

In einem neuen Coordinatensystem seien nun o/ P/ die
Radii-Vectoren eines beliebigen Punktes und des Schwerpunktes,
A der Vector des Anfangspunktes des fritheren Systems. Dann ist

¢ =t astyr+at

daher

fg’ dm = 4 {‘(Zm -+ Sfx(71)1~|—)/fyduz -+ szdnf

oder
P=A+as+yy+at

d. h. der Punkt, der im alten System die Bedingung des Schwer-
punktes erfiillt, erfiillt sie auch im neuen System. Es liegt
daher nahe, bei der obigen Gleichung fiir die Flichengeschwin-
digkeit den Schwerpunkt als neuen Ursprung der Radii-Vectoren
einzufithren. Wir denken uns durch ihn Coordinatenaxen gelegt,
welche den alten Axen parallel sind und bezeichnen die Radii-
Vectoren in Bezug auf dieses neue System mit o, die Ge-
schwindigkeiten mit »’, die Beschleunigungen mit ’. Dann ist .

e=P+4 ¢

Aus ¢ = ¢’ 4 P folgt

fg’ dm =0

und hieraus durch Differentiiren

fy’(lm — (.

Liiroth, Mechanik. 4
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Daher ist :
[di (o) = [dm V(P u) {—f{lm V(o' 1),
und ebenso

deV ) :fdov Py +f(zo V(e g).

Ferner ist
dP
Ven=7(P+e. G +7)

dP 7
v () +v(e D rren+ ver
und damit ergibt sich

fclm Vien=F (P (th))fdm—{—fdm Ve'y)
off Wy
—fdi(g,) Adt[tlmV 7'} + V(P(-Zl?)fd'm

Setzt man hier fir Wfdm seinen Werth aus (3) § 20
so folgt endlich

%fdm V(e'y") zfdm V(o'w) +fd0 V(o )
in welcher Gleichung die Krifte w¢ aber in dem
alten Coordinatensystem gemessen sind.

§ 22. Wenn ein materieller Punkt von der Masse dm
in einem gegebenen Augenblick die Geschwindigkeit y hat, so
nennt man die Grosse

1 S e %
1) 3 dm:-Ty* = 5 dmS(y y)
seine lebendige Kraft Ist sie =1 so0 ist
dal , dy)
S R —dm S(,,)— dmb(y—dt

= S(y,dm-p)
wenn [ die Beschleunigung bezeichnet. Ist » die Summe aller
Krifte, die auf den Punkt wirken und die thatsichlich statt-
findende Beschleunigung 2 erzeugen, so ist » = £ dm und folglich

dl e Kl

9 2 R
8) dt
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Ist do die in der unendlich kleinen Zeit heschriebene
Sehne, so heisst S (do,z) die Arbeit der Krifte » fiir
den Weg do; die obige rechte Seite ist

__S(de,%)

=
gibt also die Arbeit in der Zeiteinheit und misst daher die
Leistungsfihigkeit des Korpers, der die Kraft ausiibt; sie mag
desswegen als die Leistungsfiahigkeit bezeichnet werden.

Unter Umstinden lisst die Gleichung 2) ohne Weiteres,
d. h. ohne dass man die Bewegung wirklich zu kennen braucht,
eine Integration zu, Dies tritt ein, wenn die rechte Seite ein
Differentialquotient nach ¢ ist und dies ist z. B. stets der Fall,
wenn die Kraft & nach der Verbindungslinie des beweglichen
Punktes mit einem festen gerichtet mnd ihrer Grisse nach eine
Funktion nur dieser Entfernung ist. Ist o, der Radius Vector
des festen Punktes, so kann man in diesem Falle setzen, wenn
man 7' (¢ — @,) mit » bezeichnet

% =) (e— )
Da f(r) eine Zahl ist, so wird
S =s)Se—e)

Aus der Gleichung

r=1T(—e)=~5(@—0,¢—0)
folgt aber durch Differentiiren
rz; =S8(re—ea)

so dass
e dr
Sy#) =rf0) 3

und

dl ir
= rfN S

wird. Bezeichnet man das unbestimmte Integral

f}j(o) dr mit F(r)

so entsteht durch Integration zwischen den Grenzen ¢, und ¢,
4’
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welchen die Grossen I,, », resp. L, 7, von ! und r entsprechen
mogen
(3) « b—U =F(r)— F(n).

Die rechte Seite ist hier ganz unabhiingig vom Weg, den
der materielle Punkt zwischen seiner ersten Lage (o,) und
seiner zweiten (g,) zuriickgelegt hat und hingt nur von diesen
beiden Lagen ab. Das Gleiche gilt folglich auch von der leben-
digen Kraft.

Dasselbe Resultat gilt auch, wenn mehrere Krifte auf
denselben Punkt wirken, die einzeln die ndmliche Bedingung
erfiillen, die eben festgesetzt war. Nur tritt dann an Stelle
der einen Funktion in Gleichung (3) rechts eine Summe von
solchen.

Ist S (y=) fiir jede Zeit bekannt, so kann man

ft"S(yy_)dt

%,

bilden und erhilt so die Arbeit, welche die Kraft » wihrend
der Zeit von ¢, bis ¢, an dem bewegten Punkt oder bei der
Bewegung leistet. Die Gleichung

te
L—1 =f Sy dt
tl

spricht dann das Princip der lebendigen Kraft aus,
wonach der Zuwachs der lebendigen Kraft der
Arbeit gleich ist.

Man kann nun fir die simmtlichen Punkte eines Korpers
die lebendige Kraft berechnen und die Summe bilden, die man
als die lebendige Kraft des ganzen Korpers bezeichnet. Diese
wird also sein

1
4) L=»2—fde 7).

Ebenso nennt man die Summe der Arbeiten, welche die
Krifte an den einzelnen Korperpunkten leisten, die Gesammt-
arbeit. Diese ist

Ay — S0 L )
wenn %, die Summe aller Krifte bezeichnet, die auf den 2"
Punkt einwirken und y, dessen Geschwindigkeit ist.
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Dann besteht die Gleichung

d L
Wenn man wie in § 20
= o + Sy
k

setzt, unter «, die dusseren, unter «, die inneren Krifte ver-
standen, so zerfillt A in die zwei Theile
Al = ﬁs(“u 71)

. A=4'} 4"
e vs(yi,:aik)
i k

Im zweiten Theile kommen die beiden Summanden vor

S (7i/ ank) + S (Yk, aik)v

die sich mit Benutzung der in § 21 gebrauchten Werthe von
&, und «, in

D S(}’i e Qi T Qk) ‘I“ av.dV. S(}’k/ Eik)
vereinigen. Bei der doppelteh Summation, nach ¢ und nach £,
die zur Herstellurg von A’ nothig ist und dem Grenziibergang
verschwindet der zweite Theil, so dass man

o
Al o B l‘:k P O (}’. =y 01 T i)
schreiben kann, Jedes Punktenpaar ¢/ darf nur einmal in der
Summe beniitzt werden, weil aber die Summe nach ¢ und nach &
sich von 1 'bis » erstreckt, kommt jedes zweimal vor und dess-

halb ist ;— zugesetzt.

Weil y; — yo = i(eldj,,,@k_) ist aber auch

I dS(e — 0 01 — &)
Lltpcl i N \ N
gl vt dt
oder wenn man 7' (¢, — o,) = r; setzt
Ii dr,
W e R P s
AR o T

http://rcin.org.pl



§ 23] ) S

Zerlegt man ferner A’ in die beiden Theile, von welchn
einer sich auf die Massenkrifte, der andere, auf die Fliche-
krifte bezieht, so folgt endlich

ZL
(6) 4 _fS(H y) dm - fb () dO —}~ o Wi _CT{'

Man macht gewdhnlich die Annahlne, dass die innerm
Krifte, welche zwei Massenpunkte auf einander ausiiben, mr
von der Entfernung beider Punkte abhingen und dem Produce
ihrer Massen proportional sind.  Unter dieser Voraussetzuiz
wird p;. eine Funktion von », und man kann setzen

Do = k-dm, dm, f(ry),
wenn % eine Constante bezeichnet,
Damit ‘wird der dritte Theil rechts in Gl. (6)

dm-dm'rf (r)

lt’

wobei die Integration eigentlich eine sechsfache ist, die sic
zweimal iber den ganzen Korper erstreckt und » die Entferauny
der beiden Massenpunkte dm und d m' bezeichnet. Setzt man nocy

]u'] vl Ldy = (r)
so entsteht endlich

1L
(7) (,” 0 {‘S (“)’)d'll-{-[b('/, d0- 2 tj(lnulm’l()

IV. Mechanik des festen Korpers.
§ 23. Die beiden Gleichungen (3) § 20 und (4) § 21

d , '
TE gdm:—*l udm+ | pdO

i . :
l dt’dm V(e'y ’)=jdm V(o' w) -|—‘[d0 V(o' ¢)

gelten der Ableitung gemiiss fiir jeden Korper, wie er wua
beschaffen sein mag. Aber sie sind nicht fiir jeden Korper auc
hinreichend zur Bestimmung der Bewegung, sondern es misse
je nach seiner Beschaffenheit noch Gleichungen hinzu komme,

D
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Diese zu entwickeln ist, wenn der Korper nicht als fest an-
genommen wird, die Aufgabe der Elasticititstheorie resp. der
Hydrodynamik.

Fir einen festen Korper sind aber die GlL (1)
zur vollstindigen Bestimmung der Bewegung hin-
reichend. Um dies zu zeigen, nehmen wir im Korper und
mit ihm fest verbunden ein Coordinatensystem an, auf dessen
Axen die drei Einheitsstrecken &1l liegen mogen. Mit z’y’ 2’
seien die Coordinaten desjenigen Punktes bezeichnet, der die
Masse dm hat resp. der in dem Oberflichenstick dO liegt.
z'y'z" sind davn Constante, dagegen sind &#'Z’ als Functionen
der Zeit zu bestimmen. Ferner sei A der Radius Vector des
Ursprungs des im Korper festen Systems in Bezug auf dasjenige,
gegen welches die Bewegung zu bestimmen ist. Dann ist

e=A+a'E 4 yy 4oL

und
fgdm — 7.f(lm 4+ & |a'dm + o fy’dm + ;’fz’dm.
Bezeichnet P den Radius Vector des Schwerpunktes, so ist

die linke Seite — Pf(l m und die Gleichung zeigt dann, dass

der Schwerpunkt im Korper fest ist. Es wird sich also
empfehlen, den Ursprung des im Korper festen Coordinaten-
systems in den Schwerpunkt zu verlegen, oder 4 = P zu setzen,
Wenn wir dies annehmen, so wird

fx’(lm =0} [y’dm = 0, fz’dm =)

Die erste Gleichung des Systems (1) wird nun

e
;lt.?‘fdm _fud'm —{—f(pdo.

Ist also fiir # = 0 Ort und Geschwindigkeit des Schwer-
punktes bestimmt, so ist hienach sein Ort fiir jede Zeit bekannt
(von Integrationsschwierigkeiten abgesehen).

Da in der zweiten der Gleichungen (1) o' den Radius
Vector eines Punktes vom Schwerpunkt aus bezeichnet, so ist

QA = z ;c/ + :'/1 ,l/ _}_ 217:‘/.
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Trigt man dies in die erwihnte Gleichung ein, so erhilt
man drei Gleichungen fiir die drei Functionen §#'l’. Da wir
nun annehmen, diese Strecken seien aufeinander senkrecht und
alle drei von der Lénge Eins, so ist

@ SEH=8@1=1 SE=0

und bei passender Wahl der Richtung der ’ Axe kann man

dann setzen

(2%) b= FUE )

aus der

SEL) =S =0,SC)=SEHSr)—SEyy =1

folgt. :
Folglich sind nur die beiden Strecken & und #' zu finden

und zwischen den sechs Stiicken, die zu deren Bestimmung nithig

sind, hestehen die drei Gleichungen (2), so dass nur noch drei

tibrig bleiben als deren Funktionen die drei anderen erscheinen.

Zur Bestimmung der drei Unbekannten liefern aber die erwihnten

Gleichungen (1) gerade drei Gleichungen.

Wenn man die Gleichungen (2) nach der Zeit differentiirt
so folgt

o de s dn ( (l)/) ( d\)
£l — b s L —
b(t dt 0 (l] dt) 0 +.84Y dt i

e e i
Nach der crsten Gleichung ist "'[b[ eine auf & senkrechte
¢

Strecke, die folglich gleich ¥ (§‘e,) gesetzt werden kann.

; : in'
Ebenso kann nach der zweiten Gleichung ((ij = Vin'e)

gesetzt werden. Damit liefert die dritte Gleichung nach § 18
0=S8SEV@e)+5@VEea)=58@—=alVEy)

die aussagt, dass e, — & mit & und » in derselben Ebene liegt,
Desswegen gibt es Zahlen « und & die

&+all=¢4by=c¢

machen, womit

;I i cl ‘Z_’/i a2l /
t—V(b ) it = V('e)

wird.
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$un L= V(&) folgt nun

d?__ g(lr/’)
ae dt /)+ (’ dt

=V (Ee) )+ V(E V')
oder mit Hilfe der Gleichung (8) des § 18

e b 3
=T EN) =T,

Mit Beniitzung dieser Resultate findet man nun schliesslich
do'
dt
fir jeden Punkt des festen Korpers. Die Strecke & wird selbst
eine Funktion der Zeit sein und ihren Ort im beweglichen
Coordinatensystem und gegen das feste System mit der Zeit
verindern. Diejenigen Punkte des Korpers, welche in einem
gegebenen Augenblicke auf e liegen, haben nach der obigen
Gleichung in dem Momente die Geschwindigkeit Null; alle
anderen Punkte aber haben Geschwindigkeiten, die auf der Ebene,
welche ¢ und ¢ enthilt, senkrecht stehen und deren Grosse
= TV(o'e) = To' Tesin (o'¢)ist, also gleich ist dem Product
aus T'¢ in den senkrechten Abstand des Punktes (o’) von der
Strecke . Dieselben Geschwindigkeitsverhiltnisse wiirden sich
aber auch einstellen, wenn der Korper in einer Rotation um die
Axe ¢ begriffen wiire, deren Winkelgeschwindigkeit = T'¢ wiire.
Man nennt desshalb auch die Strecke ¢ die Momentanaxe,
oder die augenblickliche, die instantane Drehungs-
axe und 7¢ die augenblickliche Winkelgeschwin-
digkeit.
Nun war der Radius Vector o in Bezug auf das feste
System — P |- o' gesetzt worden; fo]glich ist
de dP  do'
) Tl Pl e dt Gt veo
d. h. die Geschwindigkeit eines Punktes ist die
SummeausderGeschwindigkeit desSchwerpunktes
und aus der Geschwindigkeit der Drehungsheweg-
ung um die Momentanaxe.

3) =¥(g'a)
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§ 24. Man kann jetzt die Differentialgleichungen (1) des
vorigen Paragraphen so umschreiben, dass zunichst die Strecke ¢
gesucht wird. s ist nimlich, weil y* = V (¢’ ¢), nach (6) § 18

V(o' V(d'e)) = S(o'e) o' — S (0'0")e

also die Flichengeschwindigkeit @ des ganzen Korpers

1) o =ftlfn{e’5(e’é)—GS(Q’Q’)}
Schreibt man

1) — S0 —: [dn|s@¢)S e — 5@

o fdm{ ¢S (o'e) —0'S(ee) }.S (o' €)
so ist der zweite Theil eine Summe von Strecken, von welchen
jede, weil S (e|&S (o'e) —o' S (e€)) = 0 ist, auf & senkrecht
steht und deren Summe daher ebenfalls auf ¢ senkrecht ist; der
erste Summand von @ ist eine Strecke, die aus & durch Multi-
plikation mit der Zahl
S(w

Rl S(leTs).fdm {S(Q’Q’) S (ce) — S (o'e)’ } = — 6(((::;))
hervorgeht, die offenbar nicht abhdngt von der Linge von ¢,
und die das Trigheitsmoment des Korpers um die
Axe ¢ heisst.

Ersetzt man im Zihler von J die Strecke & durch eine
unbestimmte Strecke o, so kann man nach denjenigen Stracken
o fragen, fiir welche

3) fdm{S(g’g’)S (00) — S (o' 0) }:fmeV (o'0)=1

ist. Die Endpunkte aller dieser Strecken bilden hienach eine
Fliche zweiter Ordnung, die offenbar den Ursprung der Radii
Vectoren, also hier den Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat, weil
die linke Seite bei Vertauschung von ¢ mit — o sich nicht
indert. Setzt man fiir 7 V (¢ o) seinen Werth 7'¢’- 7 o sin ¢’ 0),
so wird die Gleichung

T(i?fmeg” - sin *(0'0) = 1.
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Weil die Fliche eine centrische Fliche zweiter Ordnung
ist und die linke Seite ihrer Gleichung, wie die obige Form
zeigt, nur positive Werthe annehmen kann, so ist sie ein
Ellipsoid, das das Trigheitsellipsoid heisst.

Setzt man fiir o seinen Ausdruck durch die Coordinaten
0= X4 Yy 4+ ZT', so wird die Gleichung des Ellipsoids
in Bezug auf das im Korper feste Coordinatensystem

= f dm {zi— Yo ) (04 Y 29 — @ Xy Yoo 2

also unabhiingig von der Lage des Systems der &#’'l’ gegen
das System der §5l. Das heist das Trigheitsellipsoid
ist eine im bewegten Kiorper feste Fliche. Schneidet
man diese Fliche durch die Momentanaxe ¢ indem man ¢ = a-¢
setzt, wo @ eine Zahl ist, so findet sich

(4) u"’fd m{ S (o' 0') S (e€) — S (o e)‘} =1=—a*8(®,¢)

Daher

S
as(ce) T (ae)

so dass das Triagheitsmoment in Bezug auf irgend
eine Axe dem Quadrat des Halbmessers des Tréag-
heitsellipsoids reciprok ist, welcher in die Axe
fillt., In dem Schnittpunkte der Strecke @& mit dem Ellipsoid
soll nun die Tangentenebene an die Fliche gelegt werden. Kin
Radius Vector o’ fiihrt nach einem Punkte dieser Kbene, wenn die
Verbindungslinie der Endpunkte von o mit @ e nur in dem letzteren
Punkt die Fliche trifft. Ein Punkt dieser Linie hat aber den Radius
Vector 0 = ae -0 (o' — ae). Fihrt man dies in die Flichen-
gleichung ein, setzt fiir @ seinen Werth und stellt dann die
Bedingung auf, dass & = 0 Doppelwurzel der entstehenden
Gleichung ist, so folgt

fdm‘S (¢'¢') S(ae|o' —ae) — S(¢'|ae)S(e'|0' — ae)j=0
als Gleichung der gesuchten Tangentenebene, Mit Hilfe des in

GL (1) gegebenen Werthes von @ kann man diese Gleichung
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S(a’ ——ae J fdm[S (o' 0)e— o' S (0 ¢) }> 0.
S(@|o' —ae)=0

schreiben, in welcher Form sie zeigt, dass @ auf jeder in der
Tangentenebene liegenden Strecke o/ — ae, d. h. auf der
Tangentenebene selbst senkrecht ist. Ist der Abstand der
-~ Tangentenebene vom Ursprung = ¢ @, so muss die obige Gleich-
ung durch ¢’ = ¢ @ erfiillt werden, woraus

S (D,a¢)

T S(ow)

sich ergibt.
Das Quadrat des kiirzesten Abstandes ist folglich
A qie
== G o q ot ——— .
¢S (D) JT(D"'

Also ergibt sich:

Wennman dasimKorper festeTrigheitsellipsoid
durch die Momentanaxe schneidet und im Schnitt-
punkt die Tangentenebene an das Ellipsoid legt, so
ist deren kiirzester Abstand vom Schwerpunkt die
Richtung der Gesammtflichengeschwindigkeit und
seine Grosse ist der Grosse dieser Flichen-
geschwindigkeit umgekehrt proportional.

Schreibt man den Ausdruck von J in Gl. (2)

ikl 1 i A B e SR /
i/l S(“)f(lmle T&sin’ (o' )

:fd m 10" -sin’ (o' ),

so erkennt man, dass das Trigheitsmoment gleich ist
der Summe der Producte aus den Massen der ein-
zelnen materiellen Punkte in die Quadrate ihrer
Abstinde von der Axe. Diese Summe hat aber auch eine
Bedeutung, wenn die Axe nicht durch den Schwerpunkt geht.
Es sei J' das Trigheitsmoment des Korpers in Bezug aif die
Axe, welche ¢ parallel durch den Punkt ¢/ = o, geht. Bezeichmet
man dann ¢’ — ¢, mit ¢, so wird
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i — {zlm]olbm (0. ¢)

S( )fdml ,Q,\)S(ée)_s(gle)zl. :
Weil aberfg dm =0 ist, so folgt, wenn man hier
01 = o' — o, setzt
PV AR 1
J’ iy )melS(g,, 0,) S(ee) — S (o,¢)* }
= J 4 T g, sin’ (0, e)-fdm-

Also ist das Trigheitsmoment um die durch den
Punkt ¢, gehende Axe gleich dem Trigheitsmoment
um die parallele Schwerpunktsaxe plus dem Producte
aus der Gesammtmasse in das Quadrat des Abstandes
des Punktes o, von der Schwerpunktsaxe.

Das Trigheitsellipsoid hat drei Hauptaxen die aufeinander
senkrecht stehen ; sie heissen die Haupttriagheitsaxen oder
kurz die Hauptaxen des Korpers. Fillt ¢ mit einer dieser
Axen zusammen so fillt auch @ in diese Axe und folglich muss
dann aus dem Ausdruck (1¥) von @ der zweite Summand ver-
schwinden.

§ 25. Man sagt von einem Kriftesystem es sei an einem
Korper im Gleichgewichte, wenn es nicht im Stande ist, den
Korper in Bewegung zu setzen, falls er in Rube sich befindet.

Jedenfalls muss dann der Schwerpunkt sich in Ruhe
befinden und darin bleiben, darf also keine Beschleunigung
haben und desswegen muss nach (1) § 23

(1) f;l(l);t+f(/=(ZO=O

sein.

Ferner aber muss die Flichengeschwindigkeit um den
Schwerpunkt Null sein und bleiben, folglich die Flachenbeschleunig-
ung verschwinden, wozu die Gleichung

(1) fV(g‘ w)dm - f.V(Q‘ @d0 =0
exfiillt sein muss. Diese Gleichungen miissen fiir jeden
Korper gelten. Ob sie aber auch hinreichend sind, muss fiir
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jede Gattung von Korpern besonders untersucht werden. Dabei
zeigt sich, dass sie nicht hinreichen, wenn man den Korper els
elastisch oder flissig betrachtet, wihrend in der That sich
ergibt, dass fiir einen festen Korper die Gleichungen
nicht nur nothwendig, sondern auch hinreichend sind.

Vermoge der Gleichung (1) nimlich hat der Schwerpunkt
keine Beschleunigung, kann also auch nicht in Bewegung kommen,
wenn er in Ruhe war. Nach der zweiten Gleichung aber hat
der Korper keine Flichenbeschleunigung, also auch, wenn er
einmal in Ruhe war, keine Flichengeschwindigkeit. Dann ist
die rechte Seite der Gleichung (1*) § 24 gleich Null; weil
sie aber aus zwei auf einander senkrechten Strecken zusammen-
gesetzt ist, muss jede einzeln gleich Null sein. Daher folgt
¢ =0 d. h. eine Drehung um den Schwerpunkt findet nicht statt.

In GL (1%*) ist ¢’ die Strecke, welche den Schwerpunkt
mit dem Angriffspunkt der Kraft verbindet. Ist o, die Strecke
nach irgend einem andern festen Pnnkte und setzt man

¢' =g+ ¢

so ist ¢ die Strecke vom Punkte (g,) nach dem Angriffspinkte
der Kraft und man kann dann schreiben

(2) f’V(Q"u)dm-f—fV(g’(p)dO:
fV(g”‘u)dm—{—fV(()“(/~)d0+
+ V(e [ wdm) + 7 (i [ 420)

so dass die Gleichungen (1) und (1*) auch durch die beiden

[ fydm—{—ftdezO

l fV(g”‘u)dm —f—fV(g“(p)dO =0

ersetzt werden konnen, Man nennt V(0" w)dm resp. V(o' g) dO
Das Moment der Kraft wdm resp. pdO um den Puinkt
(). Folglich muss fir das Gleichgewicht nicht nur
die Summe der Krifte, sondern auch die Sunme

ihrer um irgend einen Punkt genommenen Momente
verschwinden.

(3)
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Bezeichnet man wie oben § 24 mit $#{ die drei Einheits-

<

strecken auf den drei Coordinatenaxen, so kann man setzen
4) udm =XE+ Yy 4 Z¢
pd0 = X'E4 Y942/
Die Zahlen X Y Z, resp. X/ Y’ Z' heissen die Componenten
der Kraft nach den Coordinatenaxen. Ferner sei
¢ =—P+aof fyy +el
Q;) = — P + xug—*‘ Yo + 50;
so dass zyz die Coordinaten des Punktes (o), z,y,2, die des
Punktes (g,) sind. Dann zerfallen die Gleichungen (2), indem
man von den Gleichungen
V<§'/) =4 V(’/ 0 =35 V(ES =7
Gebrauch macht, in sechs Zahlengleichungen, die wenn man die
Unterscheidung zwischen Massenkriften und Flichenkriften fallen
lisst und die Integrale durch Summen ersetzt, lauten

AT () X =0 34 =10
) E{(x—xu) Y—(y—u,) X} = .‘.‘{(y—y“)Z—— (7—2,) Y} =0

.S{(: — zo)X——(.vc——x“)Z}—:- 0.

§ 26. Die Bewegung eines festen Korpers ist nach § 24
vollstindig bestimmt, wenn fir jede Zeit die Summe aller
Krifte und die Summe aller Kraftmomente um den Schwer-
punkt oder einen andern Punkt gegeben ist, da man nach
Gl. (2) im vor. § das letztere Moment auf das erste reduciren
kann. Man nennt zweiSysteme von Kriiften dquivalent,
wenn beide dieselbe Kriftesumme und dieselbe
Momentensumme liefern in Bezug auf denselben
Punkt.

Aus der Definition folgt, dass man in einem Kriftesystem
einen Theil durch ein ihm aequivalentes System ersetzen kann,
ohne dass die Wirkung des ganzen Systems sich dndert. Denn
diese hiingt nur von den heiden Strecken Xz und XV (0 %) ab,
welche ja beide ungeiindert bleiben. Weil nun V (o) =
Vie+px,=%), wo p eine ganz beliebige Zahl ist, so dndert
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gich die Wirkung der Kraft » nicht, wenn man sie am Punkte
(0 + p») angreifen lisst, der mit dem ersten Angriffspunkt (o)
auf einer zur Kraftrichtung parallelen Geraden liegt. Man nennt
diese Gerade die Wirkungslinie der Kraft und sieht also,
dass man jede Kraft an jedem Punkt ihrer Wirkungs-
linie angreifen lassen kann, ohne Aenderung der
Wirkung.

Die Kriftesumme ist von der Wahl des Punktes nicht ab-
hingig in Bezug auf welchen die Momente genommen sind.
Dagegen dndert sich die Momentensumme mit der Wahl dieses
Punktes. Nimmt man die Momente um den Punkt ¢, so ist
0= 0, + 0—o0, = 0, + 0, zu setzen und damit Wnd

M = EV(gx) = SV (0% + SV (0%
= IV (g% + V(in‘-'{)

so dass die neue Momentensumme

(1) M = M —V (0, 2%)

wird. Ist =x = K so folgt hieraus S(M'K) = S(MK) d. h.
die Projectionen von M und M’ auf K sind gleich. Daher wird
M’ moglichst klein = M, wenn es die Richtung von K hat
una somit = q K gesetzt werden kann, wo ¢ eine Zahl bezeichnet.

Combinirt man

M — g K= M — Vi, 10)
mit K nach der Regel S, so folgt
¢S (KK) = S(MK)

\ 0

SMK
2 S(K ;
(KK)

so dass T M, — MK)’ die Grosse der kleinsten Momenten-

TK
summe ist. Mit diesem Werth von ¢ folgt
— KS(MK)+ MS (KK) = V(0,K)S (KK)
oder nach (6) § 18
V(0. K) S (KK) = — V (K, V (K M)

Ve, 8(KK)— V(KM)K} =

Ist also s eine ganz heliebige Zahl, so wird

V(K
(3) Qo — (KA)
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indem beim zweiten Gliede der Nenner S (K K) in s einbezogen
ist. Diese Gleichung liefert aber wegen des beliebigen s eine
Gerade, die mit K parallel durch den Punkt
V (K M)
¢ = S (KEK)
geht.  Sie heisst die Centralaxe.

Ist S(MK)= 0, so verschwindet die kleinste Momenten-
summe und das ganze Kriftesystem ist dann der Kraft
K —>» dquivalent, die in der Centralaxe wirkt.
Dies tritt ein, wenn K auf M senkrecht steht.

Die ganze Rechnung setzt aber voraus, dass 7'K nicht
= Null sei. Ist dies der Fall, so kann natiirlich eine einzige
Kraft dem ganzen Systeme nicht dquivalent sein, Die Gleich-
ung (1) liefert dann M’ — M d. h. alle moglichen Momenten-
summen sind gleich.

Man kann dann versuchen, zwei Kriifte zu bestimmen, die
dem ganzen System aequivalent sind. Da ihre Summe = 0 sein
muss, so konnen wir sie 4 und — A setzen. IThre Angriffspunkte
seien resp. (o) und (¢,). Dann muss

M= V(e.2) + V(e

= V (o, — 02 1)
sein, 80 dass die Krifte und ihre Angriffspunkte nicht voll-
stindig bestimmt sind. Kin solches System von zwei
gleich grossen aber entgegengesetzt gerichteten
Kriften heisst nach Poinsot ein Kriftepaar. Sind
A" und — A‘ die Kriifte eines neuen Paares mit den Angriffs-
punkten ¢, und g, so ist dieses zweite System dem oben benutzten
aequivalent, wenn

Vien—0,4) = V(¢ — ¢, )
Der senkrechte Abstand der beiden Kriifte 2 und — A, der
sog. Arm des Paares, sei = &, der des zweiten Paares A/;
dann verlangt obige Gleichung, dass die Ebene durch 4 und — 4
parallel sei mit der Ebene durch A’ und — A‘, dass

e S

sei und dass die beiden oben mit V bezeichneten Strecken dieselbe

_,1)

!

Liroth, Mechanik, o e i e 4
¢ GA RINET M #,Tf’j‘u _‘3“1““‘!"“ INY
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Richtung haben. Das Product %-7'4 heisst das Moment des
Paares. Folglich kann ein Kriftepaar in seiner Edlene
beliebig verlegt, und die Ebene parallel verschiben
werden, ohne dass das Paar seine Wirkung éndert,
wenn nur das Moment dasselbe bleibt.

Zwei specielle Fille sind noch zu erwiihnen. Liegen
alle Wirkungslinien in einer Ebene, so gehort Sx (ieser
Ebene an und die Momentensumme M steht auf der Ibene
senkrecht, Wenn also X nicht gleich Null ist, so kanp ein
solches System stets durch eine Einzelkraft ersetzt werden

Sind zweitens alle Krifte parallel, so kann man
setzen » = k-», wo k& Zahlen sind und die Strecke » eine
den gegebenen Kriften parallele Einheitsstrecke bezeichnet.

Dann ist K=»-3k und M = 3V (,kv) = Xk V (ov)=
= V(2keo,v), so dass M auf K senkrecht steht. Ist somit K
nicht = 0, so kann man das System durch eine einzige Kraft A
ersetzen, deren Wirkungslinie parallel mit » durch den Punkt

V(K V()
7 ¢ Rl
geht, wobei SKo = ¢ gesetzt ist. Nach (7) § 18 wird dies
Sk S (v, 3k
¢ = _é_];’) _,,._(__;_'k 0
Aendert sich » in »' so erhdlt man eine neue Wirkungs-
linie, die mit der vorigen den Punkt
ko
sl |
gemein hat, der der Mittelpunkt der parallelen Krifte
heisst. Ist die Kraft » = dm-av, wo dm die Masse des
Punktes, auf den » wirkt und @ eine constante Zahl bezeichnet,
so wird der Mittelpunkt dieser Parallelkrifte gegeben durch

und ist folglich der Schwerpunkt, in dem man sich dann die

B f TR f i ialund ek moll
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§ 27. Wie fiir jeden Korper, so gilt auch fiir einen
festen Korper das Princip der lebendigen Kraft, wie es in Gl. (7)
§ 22 ausgedriickt ist. Bei einem festen Korper dndert sich
aber die Entfernung zweier Punkte von einander nicht und
folglich ist r,, von der Zeit nicht abhingig. Daher ist fir
einen festen Korper

dL
3 8 [ams wp + [a0s @p.

Nun war
1
o= Efde’(y;/)

und die Geschwindigkeit y war nach § 23 (4)

dP
¥t ek Tl =it K

Damit wird
SGy) =8@r) + 28 Vo) +S(V(e'e), Vie'e)
Wenn man L bildet, so wird

[de(;/o, V(e'e) = S (v V(fg’dm,s)) =0

weil fg’dm = ( ist, da ja o' vom Schwerpunkt ausgeht,
Da ferner nach (3) § 18
S(V(e'e), V(e'e)) = S (ce) 8 (¢'¢) — S(¢' &)
ist, so wird das Integral davon nach (2) § 24

=fdm{ S (ce) S (0'0") — S (o' ¢)

= J-. S (g¢)
wenn J das auf die Axe & beziigliche Trigheitsmoment be-
zeichnei. Hiemit folgt endlich®

@ L.—_-;—S(yoyo)-fdm—{—% JS (s5)-

Wenn die Bewegung eines Korpers durch dussere Hinder-
nisse so beschrinkt ist, dass sein Ort von einer einzigen Ver-
inderlichen abhingt, so reicht eine Gleichung zur Bestimmung
der Bevegung hin. Als diese kann man dann die eben ent-
wickelte der lebendigen Kraft wiihlen.

5‘
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Dies tritt z. B. ein, wenn der Korper sich um eine in
ihm feste Axe drehen soll, die auch gegen das zu Grunde
gelegte Coordinatensystem fest ist. Dann ist ¢ und J constant
und folglich erhidlt man

S (;/" {fl};")bf(]m :‘[(Zm S(uy) —{—f{{ 0S(¢y)

aus der y, und der Ort des Schwerpunktes sich ergibt.

V. Mechanik eines Systems von festen Xorpern.

§ 28. Wir betrachten jetzt noch ein System von mehreren
festen Korpern die so miteinander verbunden sind, dass sie sich
noch einzeln gegen einander bewegen konnen, dass sie also nicht
zusammen ein starres System bilden. Die Art der Verbindung
kann nur eine solche sein, dass die Korper sich gegenseitig
berihren und dass diese Beriihrung wihrend der Bewegung
bestehen bleibt. An diesen Beriihrungsstellen iiben die sich
bertihrenden Korper Krifte aufeinander aus die dem allgemeinen
Gesetze der Gleichheit von Action und Reaction gehorchen.
Jeder einzelne Korper des Systems bewegt sich unter dem
Einfluss dieser Krifte und der fusseren Kriifte, die sonst noch
auf ihn ausgeiibt werden, und man kann die Gleichungen auf-
stellen, die seine Bewegung ergeben. Da aber die in den
Beriihrungsstellen thitigen Krifte noch unbekannt sind, so muss
man die Bewegungsgleichungen fiir die simmtlichen Korper
noch mit den geometrischen Bedingungen des Systems combiniren,
um alle Unbekannte zu bestimmen. Hiufig tritt dabei der Fall
ein, dass die Gegenkrifte in den Beriihrungspunkten sich nicht
bestimmen lassen. Diese Betrachtungen sind auch anzuwenden,
wenn es sich um das Gleichgewicht eines Kriiftesystems an
einem beweglichen System von Korpern handelt, nur werden
dann auf der einen Seite der Bewegungsgleichungen die Be-
schleunigungen der Schwerpunkte und die Flichenbeschleunigungen
der einzelnen Korper gleich Null zu setzen sein. Auch dabei
tritt die erwihnte Unbestimmtheit auf, besonders wenn man
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annimmt, dass die sich beriihrenden Korper rauh sind und
Reibung austiben.

Als Beispiel moge das Gleichgewicht der Krifte an einer
Kette betrachtet werden. Es seien g,¢,...¢, ihre Glieder.
An g, wirke die Kraft » (i=2..n—1); an g, die beiden
Krifte = und #/, an g, die %, und — =/, Jedes Kettenglied
moge dabei das vorhergehende und folgende beriihren in je
einem Punkte. An der Beriihrungsstelle von ¢, mit g,_, wirke
auf g, die Kraft 4, so dass auf g¢;,_, die Kraft — A, wirkt.
Bezeichnen noch ¢, ¢’ o, und g; die Radii Vectoren der Angriffs-
punkte der Krifte =/, ', %, 4, resp. so gelten die Gleichungen
fiir das Glied g,

1 {‘/,i—*—].,———li_l_l:O
b V(o) + V(eih) — V(eissug) =0.
Fiir das erste Glied lauten die entsprechenden Gleichungen
{7,l G+ % — =0 v
Vier)+ Vie'«) — V(e:d) =0
und fiir das letzte
[y — %'+ 24, =0
LV () — V(e #) + V(e k) = 0.

Diese Gleichungen sind freilich nicht hinreichend, um ohne
weitere Angaben die Gestalt der Kette zu finden. Dagegen kann
man mit ihrer Hilfe die Frage losen, ob eine gegebene An-
ordnung Gleichgewichtsfigur sein kann.

Werden die Kettenglieder immer kleiner, so nihern sich
die Linien, welche die Beriihrungspunkte der einzelnen Glieder
verbinden, mehr und mehr einer Curve. Ist s die Bogenlinge
der Curve bis zu dem Punkte (o) und s 4 ds bis zu (gi4),
schreibt man ferner =, 4, ¢ fir », 4, ¢, und 4 -+ di, o + do
fiir 4,41y 041, S0 werden die Gleichungen (1)

%= a4
V(ex) = dV(eh
folglich ist
V(e,d1) = dV(ed) = V(g,dd) + V (do, 1),
so dass V(do,A) = 0 ist. Ist die Schwere die einzige wirkende
Kraft und bezeichnet « eine vertikal nach abwirts gerichtete
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Strecke, so kann mam setzen » = gads, wo ¢ eine Zahl ist.
Ist ¢ constant, so wird folglich

A=gqas+p

unter [ eine constante Strecke verstanden und folglich ergiht
sich die Differentialgleichung

V(%,qaer ﬂ) = 0,

deren Integration am besten mit Einfithrung von Coordinaten
erfolgt und zwischen diesen eine Gleichung der Form

=g 4
ergibt, wenn man das Coordinatensystem in passender Weise legt.

§ 29. Die allgemeinen Sitze iiber die Bewegung des
Schwerpunktes, das Princip der Flichen und das der lebendigen
Kraft, die wir oben in §§ 23—27 fiir einen festen Korper
aufgestellt haben, lassen sich auch ausdehnen auf ein System
von Korpern; da die beiden ersten Sitze fir einen ganz beliebigen
Korper aufgestellt wurden und ein irgendwie beschaffenes System
von festen Korpern wieder einen, wenn auch nicht mehr festen,
Korper darstellt, so gelten sie auch fiir ein solches System, wie
wir es in den letzten §§ betrachteten.

Das Princip der lebendigen Kraft dagegen erfordert eine
besondere Behandlung.

Sei L, die lebendige Kraft fir den ersten Korper, L, die
fir den zweiten u. s. w., seien ferner x, irgend eine der am
ersten Korper thitigen dusseren Krifte, y, die Geschwindigkeit
ihres Angriffspunktes, x, und y, das entsprechende fiir den
zweiten Korper u. s, w., so ist

) il

- dtl = 2‘s(xl}/l)
dL
d; = 38 (%275
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wo sich die Summe iiber alle an dem fraglichen Korper an-
greifende Kriifte erstreckt. Durch Addition folgt, wenn man

L+ L+ ...= L
setzt
dL_vv N

wo nun die Summe rechts iher alle an simmtlichen Korpern
wirksamen Krifte zu nehmen ist. Deren sind nun verschiedene
Gattungen: Erstens Krifte, welche von Punkten oder Kdrpern
die dem System nicht angehoren, auf dessen Theile ausgeiibt
werden.  Dazn gehoren eigentlich auch die Krifte, welche
Hindernisse, die dem System nicht angehoren, auf die Korper
des Systems ausiiben. Wir wollen diese aber als eine besondere
Categorie auffihren. Zweitens Krifte, welche die einzelnen
Korper des Systems in den Beriihrungspunkten auf einander
ausiiben und die je paarweise gleich gross und entgegengesetzt
gerichtet sind.  Drittens Kriifte, die ebenfalls die einzelnen
Korper des Systems auf einander ausiiben, die aber, wie An-
ziehungs- und Abstossungskriifte nicht an den Beriihrungsstellen
wirken. Endlich viertens die oben erwihnten Hindernisskrifte.
Die Kriifte erster und dritter Art sind in der Rechnung zu be-
riicksichtigen, wenn man auch in vielen Fillen die letzteren
wegen ihrer Kleinheit vernachlissigen darf. Die zweiter und
vierter Art dagegen lassen eine Reduction zu.

Sei » eine solche Kraft der zweiten Art, die z. B. den
ersten Korper angreift, so wirkt die — » auf den zweiten.
Die Angriffspunkte beider Krifte fallen in einen Beriihrungs-
punkt der beiden Korper zusammen, konnen aber verschiedene
Geschwindigkeiten y, und p, haben. Dann tritt oben in der
Summe auf S (xy,) und 8 (—=%,y,) die zusammen S (%, y, — ys)
geben. Nun zerlegen wir » in eine Componente », die die
Richtung der gemeinsamen Normalen beider Flichen in dem
Punkt hat, in dem sie sich beriihren und in eine darauf senk-
rechte, tangentiale Componente 7, so dass z=w»-47 ist
Dann wird %

S (”;71 i 72) =8 o, Y= 72) + S @n— %)'
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(Figur 5.) Man kann nachweisen,
dass der erste Summand gleich
v Null ist. Es mogen (Figur 5)
zur Zeit ¢ die beiden Flichen
sich im Punkte C beriihren
7 o und zur Zeit ¢ 4 dt im
o AR ~ Punkte (. 7Zu dieser Zeit
seien die beiden Punkte, welche
\ zur Zeit ¢ in C vereinigt lagen
\ nach C, resp. C, gelangt, dann
ist CC, = 5,dt, OC, = y,dl,
daher
(71 =0 dt = 0201 = (O’ + C C.

Die Linie C, (', die zwei unendlich nahe Punkte der ersten
Fliche verbindet, bildet mit der Normalen im Punkte C’ einen
Winkel, der sich von einem Rechten unendlich wenig unter-
scheidet, und da die Normale in C’ mit der in C selbst einen
unendlich kleinen Winkel bildet, so ist auch der Winkel von
C' C, mit » unendlich wenig von einem Rechten verschieden.
Das Gleiche gilt aber von C, (Y, so dass

Swp—1)=800CC)+ 8w CC)=0

ist. Ist somit z =0 d. h. findet in dem betrachteten
Beriihrungspunkt keine Reibung statt, sozerstoren -
gsich die Arbeiten der beiden Druckkriafte, die in
dem betrachteten Punkt auf beide Korper wirken.
Die oben charakterisirten Krifte zweiter Art geben also zur
Summe der Arbeiten keinen Beitrag, wenn die Berithrung ohne
Reibung stattfindet. Sind dagegen die Flichen fauh, so dass
eine Reibung eintritt, so ist, wie die Erfahrung gelehrt hat,
v gleich gerichtet mit y, — y, und ihrer Grosse nach gleich
T» mal dem Reibungscoefficienten f, so dass die Arbeit dann
einen negativen von Null verschiedenen Werth erhdlt, der
=—fTv.T (y, — 7)) ist.

Ist = eine Kraft der vierten Art, so ist die Arbeit
= S (xy), wenn y, die Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes
ist, Ist y, die Geschwindigkeit desjenigen Punktes des Hinder-

C,Y
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nisses, welcher mit dem Angriffspunkt von = coincidirt, so er-
gibt sich nach dem eben Bewiesenen
Sy)=8my) —fTv-T(y, — ye).

§ 30. Man kann die Gleichgewichtsbedingungen noch in
einer anderen symbolischen Form ausdriicken, zun deren Ab-
leitung wir uns jetzt wenden.

Wir betrachten ein System von festen Kérpern, die irgendwie
mit einander verbunden sind und deren Bewegung durch andere,
dem betrachteten System nicht angehorende, Korper beschrinkt
wird. Auf die Punkte der Korper mogen Krifte wirken, die
bei der Bewegung entweder constant bleiben oder ihre Grdsse
nnd Richtung blos desswegen dndern, weil ihre Angriffspunkte
oder die Punkte, von welchen sie ausgehen,- sich verschieben.
Die im vor. § als Kriifte zweiter, dritter und vierter Art be-
zeichneten Krifte haben diese Eigenschaft.

Zur Zeit ¢ = 0 mogen alle Korper des Systems sich in
Ruhe befinden oder die Geschwindigkeit Null haben. Da wir
nicht voraussetzen konnen, dass zur Zeit ¢ = 0 irgend ein Punkt
existirt, der eine Beschleunigung besitzt, so wollen wir allgemein
annehmen, dass der Radius Vector ¢ zur Zeit ¢, eines Punktes,
der zur Zeit ¢ = 0 sich in (g,) befand, durch die Gl.

1) ¢=10+p"+...

gegeben sei; wo also 2 der erste Coéfficient ist, der nicht fiir
alle Punkte verschwindet, wiihrend alle die friiheren fiir jeden
Systempunkt = 0 sein mogen.

Ist » die Kraft, die zur Zeit ¢ = 0 auf den Punkt (o)
wirkt und ist sie zur Zeit ¢ gleich =, geworden, so ist nach
dem oben Bemerkten %, entweder — » oder », — = lisst sich
in eine Reihe entwickeln, die nach Potenzen von ¢ — g, fort-
schreitet und deren Coéfficienten von der Zeit nicht abhingen.
Setzt man fiir ¢ — g, seinen Werth aus (1) so wird
(2) n=x+t+nt"4...;
dieselbe Form ergibt sich wenn » von mehr als einem Punkt
abhingt, weil die Gleichung (1) fiir jeden Punkt gilt.

Ist nun L die gesammte lebendige Kraft des ganzen
Systems zur Zeit ¢, und Ad¢ die Arbeit aller Krifte in der
Zeit dt, so ist
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L:f"Adt,

weil ja zur Zeit { = 0 L = 0 ist. Hier ist

o Efdms(r;') = %—t Efde(r}n’) 4.

wo das Integral sich je auf einen Korper bezieht und die Summe
sich auf die verschiedenen Korper erstreckt.

Ferner ist 4 = X8 (#,7), wobei nach den Erdrterungen
des vor. § in der Summe die normalen Componenten der Wider-
stinde in den Bertihrungspunkten nicht beriicksichtigt zu werden
brauchen. Es ist aber

d 3%
sz(an‘—Qo):S(”H )+S( ta(’ )
ax,

Setzt man im zweiten Theile rechts die Reihen fiir =

und ¢ —p,, so erhilt man eine mit #*~*' beginnende Entwickel-
ung, aus der durch Integration nach ¢ eine mit ¢ beginnende
folgt. Aus der linken Seite entsteht durch Integration S (x,, 0 — 9,).
Wenn man hier fiir », die Reihe einsetzt, so kommt S (x,0 — ¢,)
plus einer mit ¢ anfangenden Reihe. Also ergibt sich

J 28 (n, y)dt = X8 (x, 0 — 0,) + einer mit & beginnenden
2

Reihe und dies ist wieder = 1; t*"—gl‘fde(p’p’) -+

so dass IS (x, 0 — g,) gleich wird einer mit ¢~ beginnenden
Reihe, deren erster Coéfficient positiv und nicht Null ist, weil
nicht alle # Null sind.

Fir gehorig kleine Werthe von ¢ ist dieser Ausdruck
sicher von Null verschieden und positiv. Folglich muss auch
fir gehorig kleine Werthe von ¢ die XS (%, 0 — @) > 0 sein.

Bei der wirklich stattfindenden Bewegung des Systems,
die von der Ruhelage ausgeht, ist also die Summe
(3) =8 0— 00
sicher positiv. Oder umgekehrt, wenn man fiir eine geometrisch
und physikalisch mogliche Bewegung des Systems, bei der weder
die einzelnen Korper noch ihre Verbindungen zerrissen werden,
die obige Summe Null oder negativ findet, so kann man sicher
sein, dass diese Bewegung nicht eineFolge der wirkenden Krifte
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sein kann. Man nennt eine Bewegung des Systems, die geometrisch
und physikalisch méglich ist, ohne die Verbindungen der Korper
noch diese selbst zu vernichten, eine virtuelle Bewegung.

Findet sich nun, dass bei jeder virtuellen Bewegung die
Summe (3) Null oder negativ ausfillt, so kann gar keine mog-
liche Bewegung die Folge der Krifte » sein, d. h. diese
halten sich am System das Gleichgewicht. Man
nennt S (xd) die virtuelle Arbeit von » bei der virtuellen
Bewegung 0 und kann dann sagen, nothwendige und hin-
reichende Bedingungdes Gleichgewichts vonKriften
an einem System von Korpern ist, dass die Summe
der virtuellen Arbeiten aller Kriafte, bei jeder
virtuellen Bewegung des Systems nicht positiv sei.

§ 31. Auch die Gleichungen fiir die Bewegung eines
Systems von festen Korpern lassen sich symbolisch zusammen-
fassen. An dem Punkte (o) moge eine dussere Kraft «; an-
greifen und bei der entstehenden Bewegung dieser Punkt die
Beschleunigung 3, erhalten. Bezeichnet man mit Sea, die Summe
aller inneren Kriifte, welche auf den Punkt wirken und die
durch die Kriifte o; hervorgerufen werden, so ist

am g = o, + Ja;,
k

oder
— dm; i+ o+ ey, =
k

Wenn man nun annimmt, dass auf den Punkt (o) eine
Kraft — dm, 8, + «, einwirkt, so zeigt diese Gleichung, dass es
immer Krifte «, gibt, welche fiir jeden Punkt die genannte
Kraft zerstoren. Folglich halten sich die Krifte — dm, 3 + «
an dem System das Gleichgewicht und folglich muss fiir jede
mit den Bedingungen des Systems vertrigliche Bewegung o,
die Ungleichung bestehen

I8 (—dmp + ,0)<0;
oder wenn man die Summen XS(e¢,d), die sich iiber einen ein-

zelnen Korper erstrecken, in die Korper- und Flichenintegrale
theilt

0S :fs<_ amp,8) + :{fS(,ua) dm +fS(<p6)dO }
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Weil von der wirkenden Kraft « nur ein Theil dm @ in
der erzeugten Beschleunigung wieder zum Vorschein kommt, kann
man die Kraft « — gdm als verlorene Kraft bezeichnen und
dann die vorige Gleichung so aussprechen: Die verlorenen
Krifte halten sich an dem Punktsystem in jedem
Augenblicke das Gleichgewicht. Dieser Satz heisst
das d'Alembert’sche Princip.

VI. Anhang.

§ 32. Ist » eine Kraft, die mit der Zeit variabel auf
einen Punkt (¢) wirkt, und bezeichnet man sie als Function
der Zeit mit = (f), so findet sich die Geschwindigkeit y zur Zeit
¢t aus der y, zur Zeit ¢, mit Hilfe der Gleichung

1) dm-y —dm-y, :ft % (t)dt'
tD

und der Radius Vector o zur Zeit ¢ entsteht aus dem o, zur
Zeit t, nach der Beziehung

o, f‘
y_ﬁ? Q"—Qo+ t"/dt
durch
1 t . ¢
2) e=0+7nt—1t)+ dmf ‘”‘f z(t)dt".

Nun moge ¢ sich dem ¢, nihern und dabei z (f) so in’s
Unendliche wachsen, dass y von y, verschieden wird.

Man kann sich dabei die Function x(f) so beschaffen
denken, dass bei diesem Grenziibergang ¢ = ¢, wird. Dies
wiirde z. B. eintreten, wenn man, unter « eine constante Strecke
verstanden, setzt

adm
"'(t ) Hg t Ty to,
womit
y—r)=c
«
o Qn + ;”U (t g to) + 72’ (t AT tl,r)

wird, so dass mit abnehmendem ¢ — ¢,
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lim (y —y) =«

lim (¢ —e) =0
wird. Dieser Grenzfall entspricht also einer plotzlichen Aender-
ung der Geschwindigkeit ohne Ortsverinderung. In der Natur
kommt dies nicht vor, dagegen eine grosse Geschwindigkeits-
inderung bei kleiner Ortsverinderung in einer sehr kleinen Zeit.
Wirkungen mit solchem Erfolg werden Stosswirkungen genannt.
Der oben untersuchte Grenzfall gibt niherungsweise an, wie sich
die Stosswirkungen thatsichlich verhalten. Man wendet den
Namen Momentankraft auf eine Kraft an, die wihrend
einer kleinen Zeit mit grosser Intensitit wirkt und
in der Grenze eine plotzliche Geschwindigkeits-
inderung ohne Ortsverdnderung erzeugt.

Wir wollen nun untersuchen, wie die Wirkung von
Momentankriften auf einen festen Korper sich dussert. Ist

fdm — M die Gesammtmasse, P der Radius Vector des Schwer-
punktes, so ist
&P

M-—— — Su ) Iy,

at

wenn z die gewohnliche, »* die Momentankraft bezeichnet, die auf
einen Punkt wirkt. Es folgt daraus

aP dP) f f“‘/
3) M(Th—dt” = 3 [Cwdtt 3[war

und folglich beim Grenziibergang

adP (ZP% mgh f" :
— [ = - U ‘.I Z .
M lim { dt, dt, lim t/ dt

Ist ferner @ die Flichengeschwindigkeit, so ist

aov

o7 = SV + IV,

daher
1 tl
0, — O, = Efr Ve, #)dt + 2'f Vio,#')dt.
ty to
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Nun ist aber

d
V(e,f w'dt) = V(y,f »' dt) + V(o,x")

daher, wenn o'= ¢, fiir { = {,, und = g, fir ¢ =¥, ist,

V(Ql,fz'u’dt) A f:V(g,udt) -{-f:'dt V(y,f:'mdt).

Geht man zur Grenze iiber, so verschwindet das zweite
Glied rechts und es bleibt

Zz'mft' Ve, z")dt = lim V(gl,ft'u’ dt)
t, t,

=2 Vit hmf ’dt),

so dass
(4) lim (O, — @) = SV (o, hmf »' dt)

sich findet.

Die durch den Stoss bewirkte Aenderung in der Geschwindig-
keit des Schwerpunktes und der Flachengeschwmdlgkelt héingt

somit nur von
k t1
lim f v'dt
tﬂ

ab, welche Strecke man nach Griosse und Richtung als das
Maass der Momentankraft bezeichnet. Ist diese so be-
stimmte Strecke = ¢, so wird also durch den Stoss die Ge-
schwindigkeit des Schwerpunktes um =g, die Flichengeschwindig-
keit um XV (o) geiindert.

§ 33. Zum Schlusse sollen noch die Aenderungen be-
trachtet werden, welche die Maasszahlen der in der Mechanik
gebrauchten Grossen bei einer Verinderung der Einheiten er-
leiden. Seien ¢ die Zeit, m die Masse, T'o, Ty, T, T« resp.
die Léngen- oder Maasszahlen von Radius Vector, Geschwindig-
keit, Beschleunigung und Kraft bezogen auf die Einheiten: eine
Secunde, ein Meter und ein Kilogramm von Zeit, Léinge und
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Masse. Nun mogen als neue Einheiten zu Grunde gelegt
werden: Z Secunden, L Meter und M Kilogramm. Die oben
angefiihrten Maasszahlen seien dann entsprechend ¢/, m', T'¢/,
Ty, T, T«. Dann ist offenbar

¢ m To
TEETERAY s PR G {0
1) t—Z,m M,19 v
/
Aus Tv—ng ng folgt dann T'y' = i ;
dt dt
daher
Z
" S RN ¢ i oA
2) ot B
dy Tdy Tdy
e — 5 LB —
Ferner erglbt g T a7 (e a7 dass
X Z?
3) TR =T3-F

ist. Weil T =m-T8 und T'«' = m'-TB' so ist weiter

Wikl e o

4) Terle— Tl il
Wenn ferner da und da’ die Zahlen sind fiir die Arbeiten

der Kraft » lings des unendlich kleinen Weges do, so dass

da = S(»,do), da' = 8 (x',d¢’) ist, so folgt

Z2

5) da' = da- D

und fiir die Leistungsfihigkeit -4 — %—(Z, unds 4 = % besteht

die Beziehung

6) ¢ T

LM
Sind " und ! die Werthe der lebendigen Kraft, also

| = —;-S(}/y) (lml I = ;S(}/’ y’)dﬁll, S0 e]glbt sich

Z2
7) = b3
ar 2 dt @t =720 a1 JAF
daher ist ——- ¢ = M at de  MDdi Uebereinstimmung
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mit dem fiir die Leistungsfihigkeit gefundenen Werth. Setzt man
T
!
so dass A alte Krafteinheiten eine neue sind, so folgt
K. 2" = LM

(8) Tol e

©) At 4 Ll 08
qa = Ja KL siidl e V.8 7

s
{5 BisuiEY!

\&

Kgl. Hof-Buchdruckerei von E. Mihlthaler in Minchen.
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