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SPRAWOZDANIA Z POSIEDZEN
TOWARZYSTWA NAUKOWEGO WARSZAWSKIEGO

Wydziat Il nauk matematyczno - fizycznych.

Posiedzenie
z dnia 27 pazdziernika 1936 r.

Jan Lewinski.

Z geologji okolic Kalisza.
Komunikat zgtoszony dn. 27 pazdziernika 1936 r

Note sur la géologie des environs de Kalisz
Présenté a la séance du 27 octobre 1936.

W Kaliszu i jego bezposredniej okolicy wywiercono sporo
otworéw Swidrowych, wszystkie jednak byty wykonane w spo-
séb niedbaty, bez fachowego nadzoru; probek nie zbierano wca-
le lub tez w zupeinie przypadkowy sposdb, skutkiem czego na-
wet rysy zasadnicze budowy geologicznej byty wadliwie inter-
pretowane, a bardzo interesujgce szczeg6ty uchodzity uwadze.

Dokota Kalisza rozposSciera sie wyzyna dyluwjalna, wzno-
szgca sie do 137 m n. p, m. w Szczypiornie, do 138,9 m w Skal-
mierzycach; grubo$¢ dyluwjum na wyzynie jest zmienna, do 31
m w Skalmierzycach, do 18,3 w Szczypiornie, W wyzyne tg
prawie na 70 m (najgtebiej, bo do 64,3 m. n. p. m.,, w Gazowni
miejskiej w Kaliszu) zostata wcieta pradolina Prosny, na kto-
rej zboczach powiloka dyluwjum znika szybko, pliocenskie ity
za$ zblizajg sie do powierzchni (przedmiescie Korczak, pliocen
114 m n, p. m. pod 2,8 m piaszczystych deluwjéw).

Gieboko wecieta pradolina Prosny zostata do 110 m n. p,
m, zasypana roznorodnemi piaskami, w ktérych Prosng obec-
nie wymyta sobie niezbyt szerokg doline do 8 m giebokag (102
m n. p. m.), obrzezong tarasami ze starych piaskéw dolinowych.
Pradolina wcina sie gteboko w pstre ity pliocenskie, podsSciela-
jace dyluwjum: powierzchnia pliocenu wznosi sie w Skalmie-
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rzycach do 1089 m n. p. m., w Szczypiornie do 118,7 m, na
przedmiesciu Korczak do 114 m, w pradolinie natomiast obniza
sie znacznie (idac z zach, na wsch.) : w Szpitalu Swietej Tréjcy
w nowem wierceniu pliocen osigga 88 m n, p, m., w starem wier-
ceniu tamze — 74 m, w Towarzystwie Wzajemnego Kredytu +
74 m, w Gazowni miejskiej + 64,3 m n, p, m, W najgtebszem
wiec miejscu zasypanie pradoliny piaskami wynosito 46 m (110
m do 64,3 m n, p, m,).

Grubos$¢ pliocenu, znaczna na wyzynie (Skalmierzyce
63,9 m, Szczypiorno 68 m) maleje szybko w gteboko wymytej
dolinie i wynosi: w Szpitalu Swietej Tréjcy (nowe wiercenie)
56 m, stare wiercenie tamze 40,2 m. Wzajemny Kredyt 156 m.
Gazownia wszystkiego 9,3 m. Pliocen jest wyksztatcony typo-
wo, sktada sie z itdw plastycznych biekitnych, szarych, zéttych,
rzadko plamistych, czasami z niegrubg wktadkg mutku.

Dolna granica pliocenu wykazuje niewielkie wahania;
Skalmierzyce 45 m, Szczypiorno—54,7 m. Wzajemny Kredyt—
58,4 m. Gazownia — 55 m, wszystko nad poziomem morza. Wy-
jatek stanowig wiercenia w Szpitalu Swietej Tréjcy, nowy bo-
wiem otwoOr napotkat miocen dopiero na giebokosci 32 m n, p.
m., stary za$ az na 27,8 m n, p, m.

Stosunkowe znaczne wahania wykazuje grubo$¢ miocenu:
wyjatkowo wielka w Skalmierzycach, ponad 42,3 m, jest ona
naogo6t znacznie mniejsza; Szczypiorno 18,3 m. Wzajemny Kre-
dyt 24,4 m. Gazownia 18,5 m, wyjatkowo za$ niska jest w Szpi-
talu Swietej Tréjcy, 10 i 8,8 m, Miocen w Skalmierzycach jest
wyjatkowo gruby; przyczyne stanowi zapewne bardzo znaczne
obnizenie powierzchni mezozoicznej, wypetnione nastepnie
miocenem.

Sktad utwordw miocenskich w okolicach Kalisza odbiega
nieco od powszechnie rozprzestrzenionego typu i zastuguje na
baczng uwage w przysztych wierceniach, ktére moga da¢ dal-
sze interesujace szczeg6ty- W Kilku mianowicie otworach osa-
dy mioceniskie moga by¢ podzielone na dwie czesci, gorng pia-
szczyste z weglem brunatnym lub lignitem, i dolna gliniasta.
W otworze w Gazowni miejskiej w Kaliszu tuz pod itami plio-
cenu lezy 1,7 m wegla brunatnego, nizej idzie 1,2 m piasku,
znowu 1,1 lignitu, wreszcie 4,7 m grubego piasku; dolna serja
sktada sie z 1,1 m gliny zielonej, podestanej blizej nieokreslo-
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nym utworem wapnistym (‘bupek wapienny' profilu), pod kt6-
rym lezy twarda szara glina (razem 8,7 m). W Towarzystwie
Wzajemnego Kredytu gorng serje stanowi; piasek 1,7 m, i zwir—
0,7 m; dolng reprezentuje glina biata, 1,4 m, i 'grzyb’, rodzaj
sypkiego marglu jeziorowego grubosci 0,9 m. Najpotezniej wszak-
ze rozwinieta jest serja gliniasta w Skalmierzycach (p, J, Behr,
Ergebnisse d, Bohrungen, Jb. G- L.-A. T, XXVIII) ; pod piaskiem
$rednioziarnistym — 2,0 m, zwirem — 2,5 m i znowu piaskiem —
9,5 m, wystepuje czarna glina piaszczysta (8,0 m), brunatny pia-
sek gliniasty (2,0 m), wreszcie glina brunatna i brunatny piasek
ilasty (1,9 i 14,7 m), przyczem obie te warstwy zawierajg 'zer-
driickte Schalreste', zapewne matzy stodkowodnych. Wyjatko-
wo grube miocenskie utwory stodkowodne wypetnity zapewne
zagtebienie powierzchni podtrzeciorzedowej. Tak tedy w okoli-
cach Kalisza wystepujg pod wiasciwg formacjg buroweglowg
jakie$ blizej nie poznane swoiste utwory stodkowodne, prawdo-
podobnie dolnomiocenskie. Jedynie w Szczypiornie miocen ma
sktad odmienny, nie daje sie podzieli¢ na dwa odcinki, zawiera
wegiel brunatny w rdznych poziomach, konczy sie za$ u dotu
typowemi podburoweglowemi zwirami lub grubemi piaskami.
Oto profil: piasek drobny 7,0 m, it piaszczysty — 2,7 m, kreda
jeziorowa' (?) — 3,4 m, piasek z lignitem — 0,6 m, lignit — 3,4
m, zwir z szarych otoczakow kwarcowych do 1 cm S$rednicy
z piaskiem buroweglowym — 1,2 m.

Utwory mezozoiczne wznoszg sie do dos$¢ jednolitego po-
ziomu (Szczypiorno 36,6 m n, p, m.. Wzajemny Kredyt 34 m,
pluszownia Millera 31 m. Gazownia 36,5 m), nie pozbawione”jo
wszakze lokalnych obnizeA (Wiezienie 23,5 m. Szpital Swietej
Tréjcy 22 m), moze erozyjnego przedmiocenskiego pochodzenia.
Powierzchnia mezozoiku obniza sie¢ natomiast znacznie ku zacho-
dowi i w odlegtosci 4 km od Szczypiorna od 36,6 m spada
w Skalmierzycach conajmniej do poziomu morza, gdyz ponizej
2,3 m.

Utwory mezozoiczne, odwiercone w Kaliszu, uwazano do-
tad za jure, ktérej wychodnie na poziomie 120 m n, p, m, znane
sq w Szatem o 8 km na ptd od Kalisza; w rzeczywistosci jest to
kreda, wyksztatcona w postaci szarawej, silnie wapnistej gezy.
Wedtug analizy J, E, Ilwinskiego skata zawiera: SiO. —
42,85%, ALO3 — 4,28 , Fe,0, — 0,92%, FeO — 0,28 %, PrO* —
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0,26%, CaO — 26,96%, MgO — 0,25%, K,0 + Na,0 — 0,36%,
S — 0,41%, CO, — 22,15%; strata przy prazeniu (substancja
organiczna i woda) — 0,62%. Gtéownym wiec sktadnikiem skaty
jest krzemionka, przewaznie w postaci najdrobniejszego pytu
kwarcowego i rzadkicti wiekszycli ziarn piasku do 0,2 mm,
w znacznej mierze w postaci bardzo licznycli spikut gabek. Dos¢
obfity weglan wapniowy jest przewaznie poctiodzenia organicz-
nego, przedewszystkiem z otwornic z gatunkdéw Rotalina, Nodo-
saria, Dentalina, Frondicularia i licznycli odtamkéw i widékien
inoceramOw; procz tego jest sporo kalcytu wtérnego, wypetnia-
jacego wnetrze otwornic i w matej iloSci wiaczonego do lepi-
szcza. Pozatem obecny jest glaukonit i nieco wtérnego limonitu.
Wobec braku makroskopowych skamieniato$ci wieku gezy S$cisle
oznaczy¢ nie mozna, lecz obecno$¢ czarnego krzemienia (plu-
szownia Millera, gteboko$¢ 132 — 134 m) przemawia za turon-
skim wiekiem dolnej czeSci serji kredowej.

Kreda konczy sie na gtebokosci okoto 170 m mn, w. (70 m
pod p. m.), gdyz od p. Hoffmana, wiertnika Kaliskiego, dostatem
nieregularne skupienia piasku, spojonego w buty do$¢ twardym
fosforytem; do but tych przylega nieco zielonego piasku glauko-
nitowego. Préby te, fragmentaryczne i z nie dos$¢ $cisle oznaczo-
nego poziomu wskazujg na obecno$¢ cenomanu, ktory oddziela
gornokredowe gezy od wapieni jurajskich. Odwiert mianowicie
z jeszcze giebszych czesci otworow sktada sie z kanciastych
okruchéw czystego, cukrowatego, przekrystalizowanego z6tta-
wego wapienia, identycznego z wapieniami gérnojurajskiemi,
Scislej sekwanskimi.

Tak wiec kreda w Kaliszu ma okoto 100 m grubosci (mn.
w. od 30"m n. p, m. do 70 m ponizej p, m.) pod nig za$ wystepu-
ja wapienne poktady gornej jury,w Szpitalu Swietej Tréjcy nie
przewiercone do gtebokosci 292,5 m. Powierzchnia jury zapada
wiec od Szatego ku pdinocy bardzo tagodnie, gdyz na przestrze-
ni okoto 8 km poziom jej obniza sie tylko o 200 m mniej wiecej
czyli o 21/2%.

Kalisz nie lezy jednak na bezposredniem przedtuzeniu
pétnocnem jurajskiego wypietrzenia w Szatem, lecz lezy na pin.-
wsch, zboczu tego garbu, ktérego szczyt przebiega o 8 km na za-
chéd od Kalisza, w Szczypiornie bowiem pod miocenem kredy
niema, na wysokosci natomiast 36,6 m n. p. m. wystepuje (od
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100,6 do 103,7 m gtebokosci) juz jura niewatpliwa, mianowicie
biaty zbity wapien z ticznemi rurkami malenkicti serpul, czasami
tylko z samych serpul ztozony, podestany przez 10 m wapieni
twardych cukrcwatych i 30 m (do 140,7 m gtebokoSci) wapieni
biatych miekkich, moze astarckich. Tak wiec wat jurajski ciggnie
sie od Szatego dalej na poin.-zach,, na Szczypiorno, i szybko za-
pada w obie strony — ku wschodowi pod krede Kalisza, ku za-
chodowi za$ znika w gtebi pod miocenem Skalmierzyc, pod kto-
remi nie wiadomo czy ponownie wystepuje kreda, czy tez wprost
jura.

Z zaktadu Geologji i Paleontologji Uniw. J, P. w Warszawie.

RESUME.

La ville de Kalisz est entourée par un plateau révetu de
dépdts quaternaires, réposant sur des argiles bigarrées plioce-
nes de 60 quelques métrés d'épaisseur. Dans ce plateau est en-
foncée une profonde vallée ancienne de 70 m environ de profon-
deur, remblayée par quelques 40 m de sables alluviaux; la riviere
actuelle a creusé dans ces sables son lit présent de 10 m de pro-
fondeur environ, encaissé dans des terrases sablonneuses. L'épais-
seur du Pliocéne est sensiblement moindre sous le lit ancien de
la vallée, cu il est par places réduit a 8,8 m seulement. Le Plio-
céne répose sur la formation lignitiféere du Miocéne supérieur qui
récouvre a son tour de dépdts lacustres, parfois absents, com-
posés d'argiles et de marnes lacustres. Le tout répose sur la sur-
face presque unie du Mézozoique a structure anticlinale; un
anticlinal jurassique affleure a Szczypiorno sous le Miocene a 36
m 60 d'altitude, mais a Kalisz méme, les forages n'ont atteint
a cette altitude qu'une gaize crétacée qu'une couche peu épaisse
de sable glauconieux du Cénomanien sépare a 70 m au dessous du
niveau de la mer des calcaires cristallisés du Jurassique supé-
rieur, voir du Séquanien, Le Jurassique forme un anticlinal diri-
gé vers le N-E,

Du Laboratoire de Géologie et de Paléontologie
de I'Université Joseph Pitsudski a Varsovie.
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Wtadystaw Pozaryski.

Kreda okolic Uniejowa.
Przedstawit J. Lewinski dn. 27 pazdziernika 1936 r.

Le Crétacé des environs d'Uniejow.
Mémoire présenté par M, J, Lewinski a la séance du 27 octobre 1936.

UWAGI WSTEPNE.

Profesor J. Lewinski potecit mi w roku 1930 opracowa-
nie wyctiodni kredy w okolicach Uniejowa nad Wartg. Zaczatem
od uporzagdkowania i oznaczenia skamieniato$ci przywiezionych
stamtad przez p. J. Czekalskiego, Nastepnie podczas dwu-
krotnego pobytu w terenie w latach 1931 i 32 porobitem obser-
wacje i dozbieratem drugie tyle okazéw fauny kredowej.

Na potudnie i potudniozachéd od Kota, we wsiach Roznia-
téw, Dagbrowa, Zabordw i Kraski, nastepnie w Semputkach i Ba-
linie, na potudnie od Uniejowa, oraz w Poddebicach i otaczaja-
cych wsiach Sworawie, Byczynie i Chrapach wystepujg pod
warstwg moreny dennej margle kredowe. Naturalnych odstonieé
nigdzie nie zauwazytem, sztuczne sg dos¢ liczne, gtdwnie w trzech
pierwszych miejscowos$ciach, skad margiel kredowy jest rozwo-
zony po okolicy jako materjat budowlany; biate domki z niego
zbudowane mozna jeszcze spotka¢ w odlegtosci Kkilkudziesieciu
kilometrow od miejsca wydobycia tego naturalnego budulca. To
tez najliczniejsze tomy sg tam, gdzie skata najlepiej nadaje sie
do budowy i gdzie jest przykryta najcienszg warstwa utworéw
czwartorzedowych, mianowicie w okolicach Rozniatowa i w Pod-
debicach; stamtad tez zebratem najwiecej skamieniatoSci. Lomy
sg niegtebokie, bo poziom wdéd gruntowych stanowi ich dno,
i krotkotrwate, gdyz potozone ws$réd pol uprawnych wymiarami
swemi sg ograniczone do minimum i po wyeksploatowaniu na-
tychmiast zasypywane i zaorywane. Profile poszczegdlnych od-
stonie¢ sg do$¢ jednostajne i wygladaja nastepujaco:

okoto 0,2 m, gleba.

0,3— 2,5 m. morena denna w postaci piaskéw z gtazami, glina
morenowa, piaski warstwowane pogniecione i prze-
mieszane ze zwirami i glina.
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0,5— 2,0 m, rumowisko marglu kredowego zmieszane z pia-
skiem, z gtazikami krystalicznemi, czasem zawiera
kieszenie wypetnione zwirem z materjatu pot-
nocnego,

1,0 — 2,0 m, margiel kredowy potupany taflowo-

0,5— 6,0 m. margiel kredowy poprzecinany diaklazami.

Maksymalna obserwowana wysokos$¢ Sciany profilu wynosi 8 m.

Rys. 1,

Wystepowanie kredy w okolicach Uniejowa znane byto od
dawna, wyczerpujacego jednak opracowania nie posiada, Sie-
miradzki (8 Tom II, str, 89) byt tu i zebrat kilka skamienia-
tosci, Wymienia on stad Scaphites +tridens i Inoceramus Cripssi.
Petrograficznie i faunistycznie przypomina mu tutejsza kreda opo-



ke z Nagdrzan. Wymienia miejscowos$ci: Puczniew, Trzesniew,
Skeczniew, Brudzew, Paprotnia i Swinice, Jedynie w tej ostat-
niej byty kiedy$ odstoniecia kredy od dawna zasypane, w pozo-
statych miejscowosciacli zadnych $ladow marglu kredowego ani
tez dawnych toméw nie stwirdzitem. Znat nastepnie Siemi-
radzki wychodnie w Rézniatowie i Zaborowie, Na calym ba-
danym obszarze, szczeg6lnie miedzy Uniejowem i Koninem roz-
sypany jest margiel kredowy w postaci otoczakéw w zwirach
dyluwialnych. Tworza one czasem skupienia prawie wytacznie
kredowych otoczonych gtazéw, gtazikéw i zwiru, budujgce nieraz
cate pagorki, jak naprzyktad w Paprotni, Wiek tej kredy jest
mniejwiecej zgodny z wiekiem kredy uniejowskiej sgdzgc po wy-
stepowaniu w otoczakach licznych Belemnitella mucronata
Schloth, podobieAstwo petrograficzne jest réwniez znaczne.
By¢ moze powyzszy fakt przyczynit sie do niezgodnego z memi
spostrzezeniami poglagdem Siem.iradzkiego na rozprze-
strzenenie wychodni kredy.

PETROGRAFJA.

Skaty kredowe wystepujace na badanym terenie sg lekkim
porowatym marglem tak migkkim, ze daje sie ciosa¢ siekierg.
Kwas solny dziata nan stabo nie niszczac spoistosci. Wydobyty
na powierzchnie rozpada sie¢ powoli na ostrokrawedzia >te ka-
watki bardzo stabo lasujac sie i dzieki temu dobrze nadaje sie
na materjat budowlany. Margiel z Semputek i Balina lasuje
szybko na powietrzu i dlatego niezdatny jest do budowy. W od-
krywkach obok miekkiego marglu sg nieraz parodecymetrowej
migzszosci soczewkowate wktadki twardsze, rdznigce sie tylko
tem od poprzednich, ze impregnowane sg krystalicznym wegla-
nem wapnia. Szczotki jego Kkrysztatdw widoczne sa nieraz
w szczelinach spekan.

Przegladajac szlify mikroskopowe marglu z poszczeg6lnych
miejscowosci uderza wielka monotonja w skiladzie mineralnym
i faunistycznym. Na zatgczonej tablicy wida¢ iz zmienia sie tyl-
ko procentowy stosunek poszczeg6lnych sktadnikéw. Gownym
mineratem detrytycznym jest kwarc w postaci ziarn stabo oto-
czonych, wielkosci od 0,2 mm. do drobnych prawie niedostrze-



Rys. 2.

Sktad petrograficzny kredy okolic Uniejowa.

Composition pétrographique de la craie des environs d'Uniejow.
1 — mineraty detrytyczne, 1 — minéraux détritiques,

2 — " autogeniczne, 2 — " autogenes,

3 — skorupki mieczakdw, 3 — tests de Mollusques,

4 — spikule gabek, 4 — spicules d'épongés,

5 — otwornice, 5 — Foiaminiferes,

6 — lepiszcze. 6 — ciment.
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galnych; wykazuje on czesto faliste znikanie $wiatta. Sq ziarna
Swieze o ostrych konturach oraz czesciowo zresorbowane, o wiel-
kosci ktérych sadzi¢ mozna jedynie po przylegtych prézniach
pozostatych po rozpuszczeniu kwarcu. Znacznie rzadsze sg cien-
kie blaszki muskowitu i w jeszcze mniejszej iloSci wystepujace
silnie zwietrzate skalenie, Z mineratow autogenicznych jest prze-
dewszystkiem glukonit, zblizony wielko$cig do ziarn kwarcu lecz
zwykle pieciokrotnie od niego rzadszy. Ma wyglad Swiezy lub
zwietrzaty, przewaznie tworzy samodzielne ziarna, lecz zdarza
sie tez jako wypeitnienie kanatdéw spikul ggbek lub komor otwor-
nic. Te ostatnie sg jednak czesciej wypetnione bezpostaciowym
fosforanem wapnia.

Organizmy stanowig wazny sktadnik budowy i sg repre-
zentowane gtéwnie przez gabki i otwornice. Pierwsze z nich przed-
stawiaja sie jako spikule, a raczej prdéznie po rozpuszczonych
spikulach, czasem tylko wypetnione kalcytem lub opalem, Otwor-
nice sg liczne i to zaréwno z grupy Perforata jak i Imperforata,
form aglutynujgcych nie stwierdzitem. Szkielety otwornic zbu-
dowane sg z krystalicznego weglanu wapnia, wnetrza przewaznie
zachowane jako pr6znie, czasem wypetnione lepiszczem, bezpo-
staciowym fosforanem wapnia lub rzadziej glaukonitem. Skorupki
mieczakOw sg nieliczne, ws$réd nich widkna inoceraméw rzadko
sie spotykajg. Lepiszcze ilasto-wapienno-krzemionkowe. Wzajem-
ny stosunek wymienionych sktadnikéw jest taki, ze najwiecej
miejsca zajmujga igty gabek, nastepnie ziarna kwarcu i foramini-
fery mniejwiecej po rowno, pozostate elementy i lepiszcze sta-
nowi $rednio piecdziesietkilka procent skaty. Sa jednak wyjatki:
margiel z Semputek i Byczyny zawiera mniej igiet i mniej ziarn
kwarcu, skata z Balina tez uboga jest bardzo w kwarc, W obu
wypadkach ziarna tego ostatniego sg mniejsze (do 0,15 mm.)
lepiszcze jest bardziej ilaste, gdyz skata szybko lasuje sie pod
wptywem czynnikéw atmosferycznych, Sujkowski (9, str,
526) omawiajgc krede okolic Kazimierza i Nateczowa podnosi
fakt, iz ilos¢ spikul gabek jest odwrotnie proporcjonalna do ilo-
§ci materjatu klastycznego w skale. Na zatgczonej tablicy widac,
ze zalezno$¢ ta sprawdza sie tu catkowicie, je$li pominiemy
Semputki, Balin i Byczyne, ktére jak wspomniatem rdznig sie
jeszcze innymi cechami od pozostatych.
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Procesy diagenetyczne wywarty silny wptyw na naszg ska-
te. Krzemionka z igiet gabek i czeSciowo z ziarn kwarcu prze-
wedrowata do lepiszcza, w ktorym mozna stwierdzi¢ znaczng
ilos¢ opalu- Drugim waznym procesem jest wedrowka weglanu
wapnia, wypetniajacego nieraz prdéznie po igtach gabek lub im-
pregnujacego cate partje skaty, ktdére stajg sie tak twarde, ze
robotnicy w kamieniotomach nazywajg je ,zelazem",

Margiel kredowy z okolic Uniejowa podpada catkowicie
pod definicje podang przez Sujkowskiego (9, str, 494)
dla opoki i to opoki piaszczystej, ktdrg identyfikuje on z geza
(,,gaize™). Od typowej gezy zdefinjowanej przez Cayeux (2)
rozni sie nasza skata brakiem chalcedonu, oraz duzg iloScig kry-
stalicznego weglanu wapnia. Bedzie to zatem wapnista odmiana
gezy.

Zestawienie opoki uniejowskiej z innymi obszarami kredo-
wymi jest trudne z powodu braku materjatu nadajgcego sie do
poréwnania. Zwracajac sie znowu do pracy Sujkowskiego
(9) znajdujemy tam na stronie 522 i 524 opis skaty bardzo zbli-
zonej, zawierajagcej nieco wiekszy procent spikul gabek. Wieko-
wo jest ona nieco miodsza, gdyz osadzita sie w poziomie gdrno-
mukronatowym.

Charakter morza w ktédrym osadzita sie opoka uniejowska
da sie uja¢ w trzy zasadnicze punkty. Po pierwsze jest to morze
ptytkie jak $wiadczy o tem obfita fauna denna z formami
grubcskorupowymi. Po drugie brzeg byt niedaleko, gdyz ilos¢
materjatu detrytycznego jest do$¢ znaczna, a fakt, iz w Dobro-
niu skata tego samego wieku zawiera wiekszy procent ziarn pia-
sku wskazuje na to, ze lad byt na potudniu. Po trzecie obecnos¢
licznych gtowonogéw pospolitych w warstwach gérnokredcwych
w brézdzie pétnocno-europejskiej przemawia za dobrem potacze-
niem okolic Uniejowa z morzem otwartem,

STRATYGRAFIJA.

Brak wyraznego utawicenia w odstonieciach kredy, oraz
mate i nieposiadajgce analogji z innymi obszarami zréznicowanie
petrograficzne skat, zmuszajg do oparcia Scistego podziatu stra-
tygraficznego jedynie na faunie. Skamieniato$ci sg dos$¢ liczne
i dobrze zachowane, cho¢ skorupy zachowaty sie tylko u ramie-
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nionog6w, kilku matzy i jezowcoéw. Oznaczytem 7 gatunkéw gto-
wonogdéw, 32 matzy, 6 Slimakéw, 3 ramienionogéw, 3 jezowcow,
pozatem wystepujg tu korale, liljowce, mszywioty, otwornice
i ryby, Glowonogi dostarczyty duzej ilosci okazéw i sg grupg
najwazniejsza, gdyz na nich opiera sie podziat kredy goérnej
w Niemczech. Pozatem maja znaczenie niektére ramienionogi,
jezowce i matze.

Przechodzac do oznaczenia wieku kredy uniejowskiej za-
znaczam, Ze poglad Siemiradzkiego, iz wystepuje tu kre-
da mukronatowa potwierdzit sie catkowicie. We wszystkich od-
stonieciach znalaztem Belemnitella  mucronata S ch 1, Najlepiej
wyrazony jest poziom z Bostrychoceras polyplocum R oem.
Brak w kredzie uniejowskiej formy typowej, a wystepuje jedynie
B. polyplocum var. Schloenbachi F avre, uznana przez Nowaka
(6) za wiekowo réwnowazng typowej. Wystepuje ona w odsto-
nieciach Rozniatowa i Zaborowa. Zaliczam do tego poziomu takze
krede w Dabrowie, gdyz tomy te bezposrednio przytykajg do
rozniatowskich i zawierajg faune prawie identyczng. Z wazniej-
szych gicwonogow wystepuje licznie Acanthoscaphites tridens
K ner, charakterystyczny dla wymienionego poziomu (Nowak
6), ale wystepujacy i nizej (Holzap fel3) oraz jeden odta-
mek Pachydiscus  sp, rodzaju znanego z dolnego i S$rodkowego
poziomu kredy mukronatowej, brak go natomiast w gdérnym.
W kredzie miedzy Kazimierzem Dolnym i Jozefowem nad Wistg
znalaztem rodzaj ten w warstwach przejsciowych poziomu $rod-
kowego i gdérnego. Obok pospolitego gatunku Belemnitella mu-
cronata Sch1loth. wystepuje w Rozniatowie, Dagbrowie i Zabo-
rowie Belemnitella  lanceolata Schloth. Nowak (6) uwaza
ja za przewodnig skamieniato$é poziomu $rodkowego, znalaztem
ja jednak we wspomnianych wyzej wychodniach kredy nad Wistg
w poziomie gérnym i srodkowym, Z ramienionogéw warto$¢ stia-
tygraficzng posiada Magas pumilus S ow. wystepujacy w tych
samych odstonieciach kredy uniejowskiej co poprzedni i wiasci-
wy poziomowi $rodkowo-mukronatowemu i nizszym (Bubno ff
1). We wszystkich prawie odstonieciach znalaztem gtowonoga
pospolitego w morzu gdrno-kredowem pdéinocnej Europy Hoplo-
scaphites constriclus S o w, charakteryzujgcy razem z Trigono-
sema pulchellum Nils, goérny poziom mukronatowy. Tej osta-
tniej skamieniatosci jednak nie znalaztem.
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Z powyzszego omoOwienia widaé, ze mogg tu wystepowac
warstwy gorno- lub $Srodkowo-mukronatowc. Fakt, iz sg tu trzy
wyzej wymienione formy, nigdy dotychczas nie znajdowane po-
wyzej poziomu z B. polyplocum R,, a tylko jedna przewodnia
skamieniato$¢ poziomu gdrnego, pozwala na zaliczenie do po-
ziomu $rodkowego kredy z Roézniatowa, Dagbrowy i Zaborowa, to
znaczy z tych miejscowosci w ktérych wszystkie wymienione
skamieniatosci znaleziono,

Wyptywa z tego wazny wniosek, iz Hoploscaphites eon-
strictus S ow, nie jest przewodni dla gérnej kredy mukrona-
towej, gdyz wystepuje i w zespole form poziomu S$rodkowego.
Jest to zgodne z przypuszczeniami Siemiradzkiego (8),
Wolanskyej (10) i memi spostrzezeniami w kredzie nad
Wista.

JeSli przejdziemy do ustalenia wieku warstw z pozosta-
tych miejscowosci — to brak w znalezionej w nich faunie ska-
mieniatosci przewodnich utrudnia to w duzym stopniu. Waznym
jest fakt podkreslony przez Nowaka (6), ze obok "“op/osca-
phites  constrictus Sow., Kkilku bakulitow, nautiluséw i Bele-
mnitella  mucronata Sch 1 brak w gérnym poziomie gtowono-
goéw. Takich jednak stosunkéw w zespotach faunistycznych
kredy uniejowskiej nie stwierdzitem. Wobec tego jeszcze, ze
brak tu Trigonosema pulchellum N ills. niema podstaw do wy-
réznienia poziomu goérnego. Zesp6t faunistyczny charakteryzu-
jacy warstwy z B. polyplocum R. takze nie wystepuje juz tu,
Sciste wiec oznaczenie wieku jest niemozliwe. Jest jednak pra-

wie we wszystkich odstonieciach  Hoploscaphites constrictus
Sow, sg do$¢ liczne inoceramy i odtamki gtowonogoéw zblizo-
nych do Acanthoscaphites fridens K ner. Zaliczam wszystkie

odstoniecia poza Rozniatowem Dgbrowg i Zaborowem do warstw
przejsciowych $rodkowego i gornego poziomu. Konieczno$¢ ta-
kiej interpretacji wynika z tego, iz rozpoziomowanie kredy mu-
kronatowej w istniejgcej literaturze jest czysto schematyczne
i brak jest Scistej, caty zesp6t fauny uwzgledniajgcej definicji
granic poszczegdlnych poziomdéw- Mozna by sie oprze¢ jedynie
na skamieniatosciach przewodnich, jednak stwierdzone zacho-
dzenie na siebie ich zasiegéw wystepowania uniemozliwia takie
rozumowanie. Jest jeszcze druga forma przewodnia gornego
poziomu Trigonosema pulchellum Nills., lecz brak jej nie
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moze byé argumentem decydujagcym. Wyliczytem wyzej kilka
gatunkow, ktdrych go6rna granica wystepowania zbiega sie ze
stropem poziomu B. polyplocum. Jest mato prawdopodobnem,
zeby wymarty one wszystkie réwnoczes$nie, jedne z nich moga
nie dochodzi¢ juz do wyzszych czesci poziomu Srodkowego, inne
sg moze jeszcze w spggowych warstwach gornego, W literaturze
nie znalaztem zadnych pewnych danych co do tego. Obserwa-
cje moje w kredzie nad Wistg dostarczajg faktow uzasadniaja-
cych wniosek co do wieku ostatnio wymienionych warstw opoki
z okolic Uniejowa nad Wartg. Mianowicie w J6zefowie nad Wi-
stg lezg warstwy z licznemi B. polyplocum i rzadkiemi H. eon-
strickus.  Ku potnocy, za upadem, w Piotrawinie brak juz pierw-
szego, a drugi wystepuje jeszcze w matej ilosci, obok niego gto-
wonogi zblizone do A. tridens i posiadajgce cechy wspo6lne z od-
tamkami znalezionemi w Poddebicach, Sworawie, Balinie w oko-
licach Uniejowa. W wyzszych warstwach w Kamieniu nad Wi-
stg brak juz tych ostatnich, sg natomiast jeszcze inoceramy wy-
stepujace tez i w poprzednich miejscowosciach. Dalej ku pot-
nocy ging inoceramy, a H. constrictus staje sie bardzo liczny.
Zatem skafity spokrewnione z A. tridens wystepuja bezposrednio
ponad B. polyplocum, a zasigg inoceraméw przekracza je ku go-
rze, Potwierdza to catkowicie wniosek, iz w Chrapach, Swora-
wie, Poddebicach, Byczynie, Semputkach i Balinie wystepuje
opoka miodsza od rozniatowskiej. Poniewaz za$, w Kamieniu
i Piotrawinie nad Wistg sg reprezentowane rodzaje takie jak
Pachydiscus i Hamites, wiec nie jest tam jeszcze fauna typowa
dla poziomu gérnego — sa to warstwy przejsciowe; przez analo-
gje przejsciowymi sg tez warstwy z cytowanych miejscowosci
okolic Uniejowa,

Na potudnie od badanego obszaru sg wychodnie opoki kre-
dowej w okolicach Sieradza nad Wartg i w Dobroniu przy linji
kolejowej £6dz — Kalisz, Petrograficznie jest ona prawie iden-
tyczna z uniejowskyg. Cytowane przez Premika (7) skamie-
niatosci z okolic Sieradza z formami B. mucronata v, junior
N o w., Baculites sp,, Tnoceramus sp. i innymi przemawiajg za
przynaleznos$ciag tej opoki prawdopodobnie do pietra Srodkowo-
mukrcnatowego lub do warstw przejsciowych do gérno-mukro-
natowego. Lepiej jest scharakteryzowana skata z Dobronia, gdyz
Lewinski (4) oznaczyt stamtad miedzy innemi Baculites
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Faujasi. L am, Inoceramus aff. lalus Munst, zas Premik
Acanthoscaphites  tridens trinodosus K n e r, Hoploscaphites  sp.,
Inoceramus sp. zatem odpowiada opoce roZzniatowskiej.

WNIOSKI OGOLNE.

Kreda uniejowska lezy na przedtuzeniu ku péinocnemu-
zachodowi pasm jurajsko-kredowych, obrzezajgcych od zachodu
gory Swietokrzyskie, jak to wykazali Lewifnski i Samso-
nowicz (5), O$ wypietrzenia przebiega od Dobronia, nieco na
wschéd od Poddebic, przez okolice Rozniatowa i Krasek. Na
potudnio-zachéd od tej linji przebiega depresja i w niej zacho-
waty sie utwory miodsze Balina i Semputek. Na osi wypietrze-
nia w okolicach Rozniatowa lezg utwory starsze.

Rys. 3.

La surface du Crétacé et du Jurassique dans la région du cours moyen
de la Warta.
1zohipsy powierzchni Mezozoikum, Isohypses de la surface du Mézozoique

Wysoko$¢ w metrach nad poziom L'altitude en métrés au dessus de la
morza powierzchni mer de la surface

kredy 110 Crétacé
jury 160 Jurassique.
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Dos$¢ bogata fauna zbliza naszg opoke do kredy okolic Ka-
zimierza i Jézefowa nad Wistg, gdyz majg one az 40 gatunkoéw
wspdélnych. Nastepnie idzie opoka z okolic Lwowa, 36 gatunkow.
Z kreda Rugji opoka uniejowska posiada 29 wspélnych form,
i w tem ani jednego S$limaka. Wszystkich gatunkow jest tu 51,
Takie wielkie podobiefAstwo do sgsiednich terenéw pozwala przy-
pusci¢, iz powstawaty te fauny w jednem morzu otwartem w je-
dnakowych warunkach i jedynie na Rugji zblizonej juz do lgdu
Skandynawji inna byta facja.

P. prof. J. Lewinskiemu za bardzo zyczliwe Kkierownictwo
w pracy, oraz p, doc. Z, Sujkowskiemu za pomoc przy badaniu
petrograficznem sktadam serdeczne podzigkowanie.

Z zaktadu Geologji i Paleontologii Uniw. J. P, w Warszawie.
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RESUME,

Aux environs de Koto, Uniejow sur Warta et Poddebice
se trouvent plusieurs petites carriéres ou l'on exploite des roches
crétacées appliquées, comme pierres de construction, Siemi-
radzki qui les a connuees (8, tom Il, page 89) les considérait
comme analogues a la craie de Nago6rzany,

Cette roche est une marne, légére, poreuse, parfois durcie
par la présence de certaines quantités de CaCOy cristalisés. Les
éléments minéraux sont: grains de quartz plus petits que 0,2 mm,
rares feuilles de muscovite, trés rares cristaux de feldspath dé-
composés, rares grains de glaucome et de phosphate de chaux
amorphe; ciment calcaréo-argileux-siliceux. C'est donc selon
la définition de Sujkowski (9, page 493—494) la ,,opoka"
sableuse ou gaize calcaire,

Parmis les fossiles que j'ai recueilli' dans les villages de Roz-
niatow, Dagbrowa et Zaborow les plus importants sont:  Belemni-
tella mucronata S ch1loth, Acanthoscaphites tridens Kner,
Hoploscaphites  constrictus S o w, Bostrychoceras  polyplocum  v.
Schloenbachi Favre, Magas pumilus Sow, qui permettent
de paraleliser ces couches avec la zbne Bostrychoceras polyplo-
cum R oem, de Campanien, Hopl. constrictus quoique carac-
téristique pour une zdne plus élévée est cité par Siemirad z-
ki (8 et Dora Wolansky (10) comme existant déja avec
B. polyplocum. Dans d'autres carriéres j'ai trouvé Bel. mucro-
nata, Hopl. constrictus, Acanthoscaphites aff, tridens et du ino-
cérames moins nombreux; je considére ces couches comme for-
mant passage a la zéne de B. polyplocum et H.  constrictus.

La craie d'Uniejow est située sur l'axe d'une élévation qui
constitue le prolongement des crétes jurassiques-crétacées qui
bordent les montagnes de Swiety Krzyz a l'ouest suivant L e-
winski et Samsonowicz (5),

Du Laboratoire de Géologie et de Paléontologie
de I'Université Joseph Pitsudski a Varsovie,



Sophie Piccard,

Uogo6lnienie pewnego twierdzenia p. Sierpinskiego
z teorji stosunkow.
Komunikat przedstawiony przez p. W. Sierpinskiego dn. 27 pazdziernika
1936 r.

STRESZCZENIE.

Autorka dowodzi nastepujgcego twierdzenia, bedgcego
uogdblnieniem dla liczb naturalnych n twierdzenia, udowodnione-
go przez p. Sierpinskiego dlan= 2

Jezeli n jest liczbg naturalng, za$ E dowolnym zbiorem
nieskoficzonym mocy tlt, wreszcie R stosunkiem, takim, ze dla
kazdego elementu x zbioru E istnieje mniej niz n elementéw
y zbioru E, dla ktérych x Ry, to istnieje cze$¢ H zbioru E mocy
m, ktérej zadne dwa rozne elementy nie sg zwigzane stosun-
kiem R.

Sophie Piccard.

Généralisation d'un théoréme de M. Sierpinski

de la théorie des relations.
Mémoire présenté par M, W. Sierpinski dans la séance du 27 octobre 1936.

Théoréme, Soit n un nombre entier > 1 et soit E un en-
semble infini de puissance m quelconque et R une relation, telle
que pour tout élément x de E il existe moins que n éléments
y de E, tels que x Ry. Dans ces conditions, il existe un sous-
ensemble H de E, de puissance m et dont aucun couple d'élé-
ments distincts n'est lié par la relation R.

Démonstration”). Nous procéderons par l'induc-
tion, Notre théoréme est évidemment vrai pour n = 1 (on peut
alors poser H = E). Soit m un nombre naturel > 1 et suppo-
sons que le théoréeme est vrai pour tout nombre naturel n < m.
Soit E un ensemble infini de puissance m et R une relation, telle
que pour tout élément j: de f il existe moins que m éléments
y de E, tels que xi?y.

Notre démonstration est basée sur la méthode que M. W. Sier-
pinski a employée en démontrant le cas particulier de notre théoreme
o n = 2: voir Bull. Acad. Polonaise, séance du 5 oct. 1936,



Posons, pour tout élément x de E:

)

Deux cas peuvent se présenter:
a) Il existe un sous-ensemble Q de de puissance < m

et tel que l'ensemble ~ Z (X) est de puissance Iit.

b) Quel que soit le sous-ensemble Q de de puissance

< m, l'ensemble "~ Z (x) est de puissance < m.

TE£Q
Dans le cas a) posons

(2) ro=
xzQ
— ce sera évidemment un sous-ensemble de E de puissance m.
Montrons que pour tout élément x, de T il existe moins que
m — 1éléments y de T, tels que x, R Y.
En effet,

si X) £r, il existe, d'aprés (2), an élément x de
Q tel que x, £ Z (x), donc, d'aprés (1), x, i?x. Or, d'apres xe Q
et d'aprés (2) ona x non £T.
D'aprés I'hypothése, il existe < m — 1 éléments y de tels
que X)

R y: d'aprés x,,x, xs£ et x non £T il en résulte qu'il
existe < m — 2 éléments y de tels que xj Ry. X, pouvant
étre un élément quelconque de 7" nous voyons que l'ensemble T
(qui est de puissance m) satisfait aux conditions de notre théo-

réeme pour n = m — 1. Notre théoréeme étant, d'aprés I'hypo-
thése, vrai pour n = m — 1, il en résulte qu'il existe un sous-
ensemble H ae T (donc aussi de de puissance Ht et dont

aucun couple d'éléments distincts n'est lié par la relation R.
Dans le cas b) soit ¢ le plus petit nombre ordinal de puis-
sance ttt et soit
(3) A:, X2,..., Afcu, XN, C< ?)
une suite transfinie formée de tous les éléments de E.
Nous déiinircns, par induction transfinie, une suite trans-

Wﬂe d'éléments de E
comme il suit.
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Posons Pi = Xl. Soit maintenant a un nombre ordinal quel-
conque > let < 9 et supposons que nous avons déja défini
les éléments pN , ou q < a: leur ensemble P» est donc de puis-
sance < m 1l en est de méme de l'ensemble Q* formé de tous
les éléments y de E, pour chacun desquels il existe au moins un
élément p" de tel que p» puisque, pai hypothése,
a chaque €lément jc de £ correspondent moins que m éléments
y de E, tels que x Ry, m étant un nombre entier fixe. Enfin

I'ensemble S* NZ (p™) est aussi de puissance <m, d'aprés

la condition b).

L'ensemble P7 Qa Na ™Mt donc aussi de puissance
< m et, par suite, I'ensemble ™" = E — (P" -j- Qa '""a) est
de puissance m, dcnc non vide. Nous définirons p,* comme étant
le premier terme de la suite (3) qui appartient a

La suite (4) est ainsi définie par I'induction transfinie et
on voit sans peine qu'elle contient m termes distincts. Soit H
I'ensemble de tous les termes de cette suite. L'ensemble H sa-
tisfait aux conditions de notre théoréme pour n = m.

En effet, soient jc et y deux éléments distincts de H. |l
existe donc deux nombres ordinaux distincts, < ¢et N < g
tels que x -- pN, y p~. Soit p,e, a< D'aprés la définition
de p”, on a

(5) + Op f

donc p™ non £Q”*. Or, par définition de Q" tout élément y
de E tel que p» y appartient & Q7 puisque a < On ne
saurait donc avoir ph D'autre part, si l'on avait p® RPa>
on devrait, d'aprés (1), avoir pp eZ (p”), et, comme

Z (pM), donc Z{pa) CI on aurait p™ e contraire-

ment & (5), Le raisonnement est tout a fait analogue si I'on sup-
pose N > a.

Notre théoréme est ainsi démontré par I'induction

Pour la généralisation de notre théoréme voir ma Note qui paraf-
tra dans le t. 28 des Fundamenta Mathematicae.
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Stefania Braun,

O uniformizacji zbioréw mierzalnych B.

Komunikat przedstawiony przez p. W, Sierpinskiego dnia 27 paz-
dziernika 1936 r.

STRESZCZENIE.

Autorka dowodzi istnienia zbioru ptaskiego, bedgcego obra-
zem funkcji, okreSlonej i ciggtej na zbiorze wszystkicli liczb nie-
wymiernych osi 0X, ktorej zbiorem wartosci jest zbioér wszyst-
kich liczb niewymiernych osi OY, nie dajgcego sie zuniformizo-
waé wzgledem osi OY zapomocg zbioru analitycznego,

Stetania Braun,

Sur l'uniformisation des ensembles mesurables B.

Mémoire présenté par M. W. Sierpinski dans la séance du 27 octobre
1936,

Dans sa Note: ,,Sur les points d'unicit¢é d'un ensemble me-
surable (B)] M, Lus in a construit un ensemble borelien
situé dans l'espace a trois dimensions OTXY dont la projection
sur le plan OTX coincide avec ce plan tout entier et qui ne peut
pas é&tre uniformisé au moyen d'un ensemble analytique relati-
vement & l'axe OX.

C'est notamment la surface du deuxieme degré y = (x, t]
universelle  par rapport aux fonctions d'une variable réelle de
premiére classe de Baire {pour t variable).

Puis M, Novikoff-) a donné un exemple dun en-
semble plan C mesurable B, tel que sa projection sur l'axe OX

publiée dans les ,,Comptes Rendus de I|'Acad, des Se, de Paris",
vol, 189, séance du 16 Septembre 1929, p, 423,
Cf. aussi: N, Lwusin, Sur le probleme de M. Jacques Hadamard
d'uniformisation des ensembles, Mathematica, vol, IV (Aug. 1930), p. 60
et
N. Lusin. Sur les ensembles analytiques. Fund. Math. t. 10, p, 65—66,
Cf.: P. Novikoff, Sur les fonction implicites mesurables B,
Fund. Math., t, 17, p. 25,
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coincide avec lintervalle (0,1) et qui il n'existe aucune courbe
uniforme  mesurable B passant par C et définie pour tous les
points de [lintervalle  (0,1).

Or, le but de cette Note est de démontrer le théoréme
suivant:

Théoreme. // existe un ensemble plan qui est I'image d'une
fonction continue définie dans I'ensemble de tous les nombres
irrationnels de l'axe OX, dont [I'ensemble de valeurs est I'en-
semble de tous les nombres irrationnels de l'axe OY et qui ne
peut pas étre uniformisé relativement & l'axe OY au moyen des
ensembles analytiques.

Démonstration”), Soient E* et E., deux ensembles
analytiques  linéaires telles que leur somme est I'ensemble X de
tous les nombres irrationnels

1) E, + E, = X
et

(2) qu'il n'existe aucune décomposition de l'ensemble X en deux
ensembles  analytiques  disjoints  contenus  respectivement dans
I'ensemble £"1 et E,

C'est doac un ensemble plan fermé dans le carré comhinatoire de
I'ensemble X de tonis les nombres irrationnels, dont la projection sur  l'axe
OY coincide avec T'ensemble X,
2) Notre déunonstration est une modification de la démonstration de
M. Novikoff.
Les ensembles E” et E” sont donc deux ensembles analytiques ne

satisfaisant au théoreme de réduction.

Les ensemble s-complément aires (a X) de E™ et E., sont des complé-
mentaires analytiques disjoints non séparables (A).

Cf; C, Kuratowski, Sur les théorémes de séparation dans la

Théorie  des ensembles. Fund, Math, t, 26, p, 183;

N, Lusin, Sur un principe général de la théorie des ensembles, C. R.
Acad, Se,, vol 189, séance du 2 Septembre 1929, p, 390;

N, Lusin. Sur les points d'unicité d'un ensemble mesurable B, C, R,
Acad, Se., vol, 189, séance du 16 Septembre 1929, p, 423;

N, Lusin. Legons sur les ensembles analytiques et leurs applica-
tions, Paris 1930, pp. 220, 260 et 263;

P, Novikoff, Sur les fonctions implicites mesurables B, Fund,
Math, t, 17, p, 25
et

W, Sierp inski, sur deux complémentaires analytiques non  sé-

parables B, Fund, Math, t, 17, p, 296.
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Il en résulte que ces ensembles ne sont pas vides.

Tout ensemble analytique non vide étant une image con-
tinue de I'ensemble de tous les nombres irrationnels, donc aussi
de I'ensemble de tous les nombres irrationnels positifs et de I'en-
semble de tous les nombres irrationnels négatifs, il existe une
fonction fi{x) définie dans I'ensemble de tous les nombres irra-
tionnels positifs et continue sur cet ensemble dont lI'ensemble de
valeurs est E™ et une fonction f*17) définie sur I'ensemble de tous
les nombres irrationnels négatifs et continue sur cet ensemble
dont I'ensemble de valeurs est E..

Pesons

3. jf[x)= f,[x] pour xeXetx>0
\f{x)= h W pour xeX et x<0.

La fonction f (x) définie par les formules (3) dans I'en-
semble de tous les nombres irrationnels X est continue sur cet
ensemble et, d'aprés (1), I'ensemble de ses valeurs coincide avec
I'ensemble X.

Désignons par | l'image de cette fonction est supposons
que l'ensemble | est uniformisé relativement a l'axe OY par un
ensemble J.

Posons
J = JE W= 0],

J,

J.E fx<01
(x.y)

et désignons par Pi et P, les projections de I'ensemble J* res-
pectivement J., sur l'axe OY.

Chaque droite y = ou vy, s X rencontrant I'ensemble J
précisément en un point,

4) M Pt-\-P2 = X
) AP, ' P = 0

Si {x, y) £Ji, donc X > 0, on a, d'apres J C / et la pre-
miere des formules (3), y = /(jc) e EA c. a d.

6) Pi C=
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Si [x, y) £J,, donc x < 0, on a, d'aprés J CZ 1 et la deu-
xieme des formules (3), y = /(x) £E., c. a. d.

U]

Si J était un ensemble analytique, J* et J. en seraient aussi,
ainsi que leur projections P et P.>, ce qui est incompatible, d'aprés
(1), (4), (5), (6) et (7), avec (2).

L'ensemble J n'est pas donc un ensemble analytique.

Il est a remarquer que le théoréme suivant est aussi vrai:

Il existe une fonction semi-continue  supérieurement (aussi
gu'une fonction semi-continue inférieurement) d'une variable ré-
elle dont l'ensemble de valeurs coincide avec l'ensemble de tous
les nombres réels et dont I'image ne peut pas étre uniformisé re-
lativement & l'axe OY au moyen des ensembles analytiques.

Pour démontrer ce théoréme il ne faut que modifier un peu
la démonstration précédente en s'appuyant sur le lemme suivant:

Pour chaque couple d'ensembles analytiques non vides (li-
néaires) et E.,, il existe une fonction /(A:) d'une variable réelle
semi-continue  supérieurement  (respectivement inférieurement) et
telle que: ou bien I'ensemble de ses valeurs pour x > 0 coincide
avec EIl et I'ensemble de ses valeurs pour x ¢ O coincide avec E,,
ou bien I'ensemble de ses valeurs pour x > 0 coincide avec E. et
I'ensemble  de ses valeurs pour x ¢ O coincide avec EA
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A. D. Michal i E. W. Paxson.

O rézniczce w przestrzeni linjowej abstrakcyjnej.

Przedstawit S. Saks na posiedzeniu w dniu 27 pazdziernika 1936 r.

Autorzy rozwazajg abstrakcyjng przestrzen topologiczng
liniowag L. Uklad otoczen zdefiniowany jest przez aksjomaty,
w ktérych pewne zbiory odpowiadajgce otoczeniom punktu O sg
terminami nieoznaczonymi. Praca poswiecona jest w pierwszym
rzedzie badaniu rozniczki zupetnej funkcyj, okreslonych w prze-
strzeni L i przyjmujacych wartosci nalezace réwniez do tej
przestrzeni. Definicja rézniczki podana przez autoréw polega
na uog6lnieniu znanej definicji Frécheta, Autorzy rozwazaja
takze funkcje zmiennej rzeczywistej, przyjmujgce wartosci na-
lezace do przestrzeni L. Dla funkcyj tych okreslona jest pochod-
na oraz catka Riemanna,

A, D, Michal and E. W. Paxson (Pasadena, California).

The differentiai in abstract linear spaces with a topology*)

Mémoire présenté par M. S, Saks dans la séance du 27 octobre 1936.

We define herein a differentiai for functions on a rather
generat type of topological space to that space, and verify that
it possesses the usual properties, The space concerned is linear
in the customary sense and is topologized in a somewhat stron-
ger fashion than that given recently by J. von Neumann to
whose paper we refer the reader for notation and définitions of

*) A résumé of some of our results was given in the Comptes Ren-
dus, Paris, V. 202 (1936), pp. 1741—1743.

1) Trans. Amer. Math. Soc., v. 37 (1935), pp. 1 — 20,
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which we make frequent use. The novelty of this work lies, we
believe, in the fact that the space considered is a non - metric
one

The space L, is linear in the sense that its elements (points)
which are of completely unspecified nature, form a space closed
under the undefined operations of ,,addition” of elements and
»multiplication" of elements by real numbers. The following po-
stulates are to be fulfilled, (/, g £ L, cf. any real number,

(1)
(3)
(5)
)
The rules of computation for 0 and — / = (—1). f are readily
deduced ).
We topologize L by the following postulates, wherein ,set"
is the undefined notion. A set U of sets U CZL is given such that)”:

1
Ezg there is a sequence
(3)
4
(5)
(6)
(7
(8)
The first six of these are those given by von Neumann.
We omit his convexity postulate, U U&E2U, and add two
of our own, for which we give independence examples. In this
work we do not require topological completeness for L. As yet

For treatements of the subject of General Topology, see:

a) Alexandroff-Hopf, Topologie Bd. 1 (Springer, 1935);

b) Fréchet, Les Espaces Abstraits (Gauthier-Villars, 1928);

¢) Hausdorff, Mengenlehre, ed. 2, (de Gruyter, 1927);

d) Kuratowski, Topologie I, (Monografje Matematyczne, Warsza-
wa — Lwoéw, 1933;

e) Sierpinski. General Topology, (Univ, of Toronto Press, 1934).

For the 1" ( ) notation, see Def. 5, below.



we have not considered the independence of the first six postu-
lates from the last two, but we do append two non-metric con-
sistency examples for the set as a whole.

Independence, (7). Take for the set Il the set of all sphe-
res of rational radius only in Banach space™) (by a sphere we
mean the set of all x with either
(closed)). Then by taking an irrational a, (7) is clearly violated,
but it may be seen readily that the remaining postulates are
satisfied.

Independence, (8). Consider the space of ordered number-
pairs in the plane, subjected to the customary vector addition
and multiplication by real numbers. Define the neighborhoods
of the origin as those point sets bounded by closed, simple,
origin-centered, symmetric curves whose minimal radius vectors
occur on the axes and whose maximal ones occur on the lines

1), (3), (6) are clearly fulfilled. Ad (2): Take any one of
the sets and consider the denumerable set formed by dividing
all radius vectors by n. Let n oo. Ad (4): Take V= U.
Ad (5): Let p designate the radius vector. Take a V whose

of a U, and diminish all radii of U in the

same ratio, so that Then at worst in
we have All radii multiplied
by Ad (8): Violated. Suppose Then

Consistency Example 1. Von Neumann shows”) that real
Hilbert space in its weak topology furnishes a consistent example
of t* first six postulates. The definition of neighborhood is:

for define

as the set of a\ fs H with for

Ad For and a given we have
Ad (8): Take two neighborhoods
for which

Banach. Les Opérations Linéaires. (Monografje Matematyczne,
l.wéw, 1932),
S 1 c. Def. 12b.



— 109 —

m. must show that there exist
and an 7> 0 such that (/+ /, < r,. Take
sor < nm. Now
By Schwarz' inequality, for any
Also | (/, (op) K, 1(/, f)'Vo. Hence for any

Similarly

So take = O0-f-5 A0 -f K~ 6, and

Consistency Example 2. Let the space be as in the second
independence example. Define, however, a non-denumerable
neighborhood system of the origin with the following closed
boundary: Let the curve in the first two quadrants be given by

a polynomial of any degree in x, » 4, subjected to
the conditions: (1) / (jr) has two real roots only
2) for —6< A< a, y>0, 3/ (c) has no nodes or cusps
for —6< X< a. Hence f (") has at least two maxima.

For the lower two quadrants let the bounding curve
be similar, but y < 0. The first seven postulates are verified
without difficulty. Ad (8): Let the curves for the two neighbor-
hoods (upper quadrants) be /j (x), with ranges

Then the sum takes x i fy{x fr (i). Hcnce
the situation is that of determining the envelope of the one pa-
rameter family y — /a [i) = f* [x — 6). The envelope is of the
desired sort. We note that in this example no neighborhood is
convex (in the usual se'nse). Hence one of Kolmogoroff's®) neces-
sary and sufficient conditions for the metrisibility of a linear
topological space is not fulfilled.

§ 2.

We proceed now to restate some fundamental definitions
of point set theory prefatory to our definition of the differential.

Def. 1. Given a set S CZ L. A point p (not necessarily
will be called a limit point of S, if for every U z \\, there exists
a point gsS, q p, such that g sp -{- Ui (Ui indicates the set
of interior points of

f) Kolmogoroff, Studia Math., t. 5 (1934), pp. 29 — 33.



Theorem 1. has a differential so also has
a real number. It is given by
Proof. We must show that, for p arbitrary

Bv hypothesis

Take Then For then, we also have
Finally if is linear, so also is
Theorem 2. If and have differentials I and
respectively, then has a differential
given by
Proof.
Hence
for Write
Then by we have Also by Lemma
Finally
is the sum of two linear functions.
Theorem 3. If on to has a differential
then is continuous at
Proof. By definition
for By there exists a set of such that
where Since is linear, an open set
determines an open such that for
and Because of the additivity
Then we may take Thus
Consequently for
is open. Then putting
for That is. . But the values
of depend, through on and also. Hence we may generate
a fixed inclusive class so that
for Since and W are arbitrary, make

Then dependence on p alone. Reciprocally
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by choosing R one may determine p. Now and the
conditions for the continuity of are satisfied.

Definition extended the Fréchet differential to spaces
more general in character than Banach spaces. It is also possi-
ble to define in L an extended form of the Gateaux differential
usually defined for normed vector spaces.

Def. 9. Let be on Then if there exists a func-
tion on such that given any there is de-
termined so that for all
then will be called the differential (a la Gateaux) of
at

Theorem 4. If on L to L has a differential at
in the sense of Def. 7, then it has a differential at in the
sense of Def. 9, and the two are equal.

Proof. In Def. put Then

wherein y is assumed to be held fixed. That is, X is varied to

give a set Hence Now by the continuity

of Due to the linearity of
and Lemma

Since y is fixed. Conversely then, selecting de-

termines  and hence so that Finally

Def. 10. A  sequence is convergent if, for
every an f can be found such that there exists an
so that Then f is called the limit of
the  sequence.

Lemma 6. there exist such
that the  null-class.

Proof. Von Neumann proves that imply
that Hausdorff's axiom 6 is fulfilled. By Lemma
the may be imbedded in the sets of the axiom.

Theorem 5. If a sequence converges to a limit f, then
that limit is unique.

Proof. Suppose is also a limit of the sequence. Then by

Def. 10, using
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the same arbitrary U. Let n2= max (rii, n*). Then

and f —f*BUi — Ui, where Ui— Ui » 0 since it
represents all possible element differences of Ui. By P4 if
there is a U £\l such that + U E V. Select U in this way and
let V become arbitrary. So /—/*£ V+ V. But by P5, if W
there is a V such that V~-Vcz W. Select V in this way and W
becomes arbitrary. Now / — £ W, W e\X. Hence f—f* is in
every member of the sequence of P2. Thus f—/* can only be 0.
This is the contradiction.

We notice that it is possible to phrase Definition 9 as a

limit. First write

for . Now form the sequence

where Xis any fixed number. Hence whatever S any U selected
determines, an n” is determined so that for n
Thus / (jCo,y) is the limit of

Theorem 6. The differential of Def. 7 is unique.

Proof. By Theorem 5, fQ,y) is unique. But f (XQ ,y) is
implied by f (xq;z] and the two are equal by Theorem 4. This
completes the proof.

We digress briefly to consider boundedness, a notion here
permitted to the topology by the linearity of the space.

Def. 11 (von Neumann). S CZL is bounded if for each
U £U, there is determined an a= a{U, S), such that S Clct.U. 0£S.

Def. 12. S a L is bounded if there exists no XgeS such
that all X £ 'k Xg (X all values) E5. 0 £5.

In both of the preceding Definitions we took 0 £S, with no
loss of generality, because cf the linearity of the space.

Def. 13. A function to L is bounded if its set of values lies
in a bounded  set.

Def. 14. A set Led L will be called convex, if for any two
points Xo, Xl s Lc, the set of points
lies entirely within Lc .

Def. 15. A centered convex set is a set of points containing O,
and containing all points of all finite line segments through O,
i. e
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Lemma 7. Definition 11 is equivalent to Definition 12.
Proof. Ad (11) .Z). (12) : Let 5, 0 £5 be bounded (11). Suppo-
se non - (12), i.e. ® Xo £5, such that all IXQBS. Then for each
there is determined a = a [U,S), such that
Then | Xoe U all i{ = X/a). Take

Then Xx"eWk , all X. This is impossible.

be bounded (12). Then for every Xg £5 there exists a S(jcq, S] such
that no X S) £S. Take dx"sS, since one may
always take S (if S is bounded so also is 5/). Constructjthe set
of O A (5), that is let Xq (parameter) range over F (5). By P86,
for OXQ, there is determined a= a (@, U, 5) such that
any f/ £U. By P4, given U £ Xl, one determines

Hence vV (za f/,—a<v<-|-a. That
is, if zEV, Vz£a f/,—a< V< -j-a. Thus given any U, a cen-
tered convex inner set as large as desired may be constructed
for c¢/. U, by taking a as large as necessary. Consider, in S, the
sheaf of line segments through the 0-element. By hypothesis the
class A terminates these finitely. By isomorphic mapping derive
a set of a's, A, so that a @S, A ov. A. Take 1.u.b.
Then S & a'~/. This completes the equivalence.

8 3.

It is now necessary to develop somewhat the theory of
derivatives and generalized Riemann integrals for functions on
R, the real number system, to the space L "), Let f (a) be on R
to L. Then one defines a derivative as follows,

DeL 16. If there exists a function f (@) on R to L, such

that for all

for iX|] <S (f/), then ['(@j will he called the derivative of
at

Theorem 7. /'(aj, if it exists, is unique.

Proof. As in the discussion following Theorem 5.
We now have an existence theorem for f (a).

A fuller discussion of this theory will be given by one of the
authors in another paper.
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Theorem 8. If f (X) on L to L has a differential in the
sense of Def. 7 at all points x in a convex set Led L, then
has a derivative for all t in

Proof. Since / exists for all x sLc, f(x, dx) exists
for all Xz Lc' Hence, phrasing f[x, OAl) as a sequential limit we
have, putting

Since Lc is convex, Thus

or

We emphasize that x*, x* are only abstract parameters.
Thus 9* = <9 (0 which exists for

We proceed to integrals of Riemann type.

Def. 17. Let f (a) be bounded on (a” aj to L [Def. 13). Consider
any subdivision t: of
Let P/be an arbitrary point in (a,-, i). Then, if given any
there is determined a o— " [U) such that for all subdivisions
with L.u. b. (a/+i —a,) < 6 (U) there exists an element | el so that

is fulfilled for every choice of s (a/, / is called the defi-
nite integral of f (a) from «o lo a* and is denoted as usual by

f (a), in this event, is said to be integrable.
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Theorem 9. I, if it exists, is unique.
Proof. A  subdivision determines an n-subdivision, i. e.
into parts with such that

Hence the sequence of partial sums.

has I for a limit. Uniqueness by Theorem 5.

Theorem 10. If on to L has a derivative on

which is integrable on, then

Proof. Take Let be arbitrary. Then there
is determined such that, for every subdivision
with 1.u. b. and for every in
For each there exists a such that for
each point satisfying
The open intervals constitute a set
covering Applying the Heine-Borel theorem, a finite set
of them, with centers at also cover

For each when or is an end-point

of by we have

Then by Graves' reasoning

12) L, M. Graves, Trans. Amer, Math, Soc, v, 29 (1927), p, 171.



(D)
for every i. Hence from (D), P7, P8, (W now arbitrary),

()

So that with (A)

But for any T,

Hence

But W is now arbitrary. Hence g must be in each member
of the sequence of P2, Thus g can only be the 0-element, This
completes the proof.

The main purpose of this section wa's to obtain.

Theorem 11. Let f (x) on L to L have a vanishing diffe-
rential f[x; z) (Def. 7) at all points x of a convex set
Then f (x) is an abstract constant on this region.

Proof. 9' (/) exists by Theorem 8, and *
Hence o [t] is integrable and by Theorem 10,
Since 9 () = f{xo-\-t — X0)), f(x,) = f(x0). But , Xoare
any two points m Lc- Hence f (x) is constant over Lce

§ 4.

The question of the differentiability of iterations of diffe-
rentiable functions appears to be, in spaces such as L, difficult
to answer affirmatively with complete generality. The following
theorem furnishes, however, a necessary and sufficient condi-
tion for such differentiability.

Theorem 12. Let f [yj be on L" to P, and let it possess
a differential on its domain L™ Let y = g (x) be on L" to L and
let it possess a differential on its domain also. Then
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possesses a differential on D if, and only
if,for X > 0,and some f/ eU that has iz as a frontier point,

The differential is given by

Proof. By hypothesis
foi w £Yi (p). We may write

for & ("0; z] E i (p). By Def. 7, g [xq;2) is continuous in z in the
neighborhood of 0. Taking V/ (p) arbitrary, there exists an open
set 5, 0e5 (5(V(p)) = S (p), dependence) so that z s S implies
NA:0;Z) e VI (p). By Lemma 5, there exists a V, V/CI 5. Con-
sider via P3, f/(p)c=P(V/, V/). Finally for

(A)

Ad sufficiency: By hypothesis, taking

(B)

Both (A) and (B) hold (P3) for

Hence using Lemma 3,

That is,

This proves the sufficiency.

Ad necessity: Suppose

for ze V/* (a), z™ 0. (A) may be written

Then by
Hence

And by Lemma 3,
This completes the proof.

As a rapid corrollary we note that if g (x) is a linear func-
tion, /{g[x, » 2) = f{g ixo) + ~ (2)) and
so that fig (xo) + ~ (x0; 2) )= [/ (x0) + ¢ [z]). Thus the con-
dition of Theorem 12 is trivially satisfied. Further a linear func-
tion is clearly differentiable in our sense.



We discuss briefly the matter of total and partial diffe-
rential of functions with a finite number of arguments.

Def. 18. Let f{xi Xn] be on to L. If there exists
a function /(xi,..., ZM..., Zn) on to L, that satisfies
the following conditions,

is additive and continuous in the set

(2) if, given p> 0, there is determined a set
such that for some set kU £ U, li=\,...,n, with pzk a frontier
point of kU, Zi e iV/ (p),..., Zn*nVi (p) implies

wherein not all of the Zk are 0, then we say that f[x",. **, Xn] has a total
differential  /(x,..., x°; Z.., 1z, at

Theorem 13. If the total differential
exists, so do all the partial differentials.
Proof. By Lemma
Hence take

Then we have z* eV, (p), "\ 0 implies

Thus
Theorem 14. If the total differential exists, it is the sum of
the partial differentials.

Proof. For simplicity take n= 2. The finite induction will
be immediate, f [x\, x\ \z* Z2) is linear in the set Zj, Zg. Hence

And, (vide proof of Theorem 13)

Theorem 15. If the total differential exists, it is unique.

Proof. By Theorems 14 and 6, it is the sum of unique
functions.
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§ 6.

In conclusion, we remark that most of the above theory
remains valid, if the space L be one with complex multipliers.
One changes the postulates in an obvions manner. For P4, take
jal< 11. In P6, P7 permit the a to be complex.

California Institute of Technology
Pasadena, California
March, 1936.

A. Polak.

Uwagi o ciggtych przeksztatceniach.
Przedstawit K. Kuratowski na posiedzeniu dn. 27 pazdziernika 1936 r.

Autor bada przeksztalcenia ciggte, dla ktoérych pojecie
zbioru otwartego (wzgl. domknietego) jest niezmiennikiem.

A, Polalk,

Einige Bemerkungen Uber stetige Abbildungen.
Note présentée par M. C, Kuratowski dans la séance du 27 octobre 1936,

§ L

1, Bekanntlich spielen unter den stetigen Abbildungen die
abgeschlossenen und die offenen Abbildungen eine besonders
wichtige Rolle- Eine stetige Abbildung des topologischen Rau-
mes X auf den topologischen Raum Y heisst abgeschlossen bzw,
offen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen bzw, jeder offenen
Teilmenge von X eine in Y abgeschlossene bzw, offene Punkt-
menge von Y ist, Eine Abbildung soll periekt heissen, wenn sie
abgeschlossen und offen ist. In dieser Note untersuchen wir die
offenen Abbildungen insbesondere der héchstens eindimensio-
nalen Raume,

Wir beginnen mit der folgenden fast selbstverstandlichen
Bemerkung 0(ber abgeschlossene Abbildungen:
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L Eine Abbildung / von X auf Y ist dann und nur dann
abgeschlossen,  wenn bei jeder Wahl der Punktmenge
gilt:

@)

Beweis- Bekanntlich bedeutet die Inklusion

die Stetigkeit von f. Somit bleibt lbrig zu zeigen, dass die Rela-
tion (1) (auf alle A c: A angewendet) die abgeschlossenen Ab-
bildungen unter den stetigen auszeichnet, Ist / nicht abgeschlos-
sen, so gibt es eine abgeschlossene Menge A ~ A mit nicht ab-
geschlossenem Bilde, so dass

ist, und (1) nicht erfullt ist, Ist andererseits / abgeschlossen und
beliebig, so ist wegen der Stetigkeit von f zuerst

also, da / (A) abgeschlossen und f (A) die kleinste abgeschlos-
sene Menge uber f (A) ist, notwendig

I, Eine Abbildung f von X atif Y ist dann und nur dann
offen, wenn bei jeder Wahl der Punktmenge B a Y gilt:

(2)

Beweis, Ist f nicht offen, so gibt es eine Umgebung U
eines Punktes a von X derart, dass 6 — / (a) kein innerer Punkt
von f [U] ist. Somit ist 6 BerUhrungspunkt von

Nun ist aber

also a nicht in ¢ (5) enthalten, wahrend andererseits a
ist. Die Bedingung (2) ist also nicht erfillt.
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Es sei jetzt f offenund 6 a B, h = f[a], A = ff* (B)
U eine beliebige Umgebung von a. Wegen f[UW  V(6) wobei V (b)
eine gewisse Umgebung von b ist, muss U Punkte von A enthalten
(denn sonst wiirde in V (6) kein Punkt von B liegen]. Somit ist
ac A, d h M (B) c ' [B]. Andererseits ist f~ (B) ¢ f-' (R),
folglich— wegen der Abgeschlossenheit von By —

- [B)= M (B),
also (I) bewiesen,

2, Ist / eine offene Abbildung von X auf Y und A eine
Punktmenge von X, so braucht die Abbildung f von A auf / (A)
natiirlich keine offene Abbildung zu sein, Wohl aber gilt

I, Ist A = f~ [B], wobei B c: Y beliebig ist, so ist die
Abbildung f von A auf B offen.

Denn ist H eime in A offene Menge, also H = A. G mit in
X offenem G, so ist — wegen A = [B] — nicht nur f [H] —
= f{A.G]czf{A).f{G], sondern auch

f{AG]=f  {A] J {GJ= Bf [G],

woraus angesichts der Offenheit von f (G) die Behauptung folgt.
Wir bemerken schliesslich noch:
IV. st f eine offene Abbildung von X auf Y und A offen
in X, so ist die Begrenzung von R = f [A] in dem Bilde der Be-

grenzung von A enthalten; st darUber hinaus A (5), so
wird die Begrenzung von A sogar auf die Begrenzung von B ab-
gebildet.

V, Ist B eine abgeschlossene  nirgendsdichte Punktmenge

in Y, so ist ihr Urbild A=f" [B] bei der offenen Abbildung
fvon X auf Y nirgendsdicht in X

Die Beweise von IV und V dirfen dem Leser (berlassen
bleiben,

§ 2,

Wir wenden jetzt die obigen Resultate auf die hdchstens
eindimensionalen Rdume an. Wir gehen von der Urysohn-Men-
gerschen Definition der Verzweigungsordnung aus, ergéanzen
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aber diese Definition sinngemdss dadurch, dass wir sagen, dass
R in seinem Punkte a die Ordnung Null hat, wenn R in diesem
Punkte nulldimensional ist.

Sodann folgt aus der Definition der Verzweigungsordnung,
der Definition der Offenheit (bzw. Perfektheit) einer Abbildung
und den obigen Satzen | und 1V:

VI, Bei einer perfekten Abbildung eines topologischen
Raumes wird die Ordnung keines Punktes  erhoht.

D. h. es ist ordx X > oraf(x) f (X).

Hierin ist enthalten:
Vr,  Bei einer offenen Abbildung eines Kompaktums wird
die Ordnung keines Punktes  erhoht.

V1", Das perfekte Bild eines nuUdimensionalen Raumes
ist nulldimensional.

Korollar |II, Das offene Bild einer rationalen Kurve ist
eine rationale Kurve oder ein  Punkt.

Korollar [1Il, Das offene Bild einer geschlossenen Jor-

dankurve st entweder eine geschlossene  Jordankurve oder ein
Jordanbogen  oder ein Punkt. Das offene Bild eines Jordanbo-
gens ist ein Jordanbogen oder ein Punkt.

2, Noch eine Bemerkung Uber Kontinua, die keine H&uf-
ungskontinua (d, h, keine nirgendsdichten Teilkontinua) enthal-
ten, Urysohn hat die Struktur dieser Kontinua vollstandig geklart.
Wir beweisen:

VI, Ist f eine offene Abbildung von X auf Y und X ein
Kontinuum  ohne H&ufungskontinua, so ist auch Y ein  Kontinuum
ohne Haufungskontinua.

Denn wdare C ein Haufungskontinuum von Y, d, h, ein in
Y nirgensdichtes Teilkontinuum, so ware f* (C) ein in X nir-
gendsdichtes Kompaktum, welches nach I1l mittels f auf C offen
abgebildet wédre. Nach VI" kann (C) nicht nulldimensional
sein, muss folglich ein Teilkontinuum enthalten, welches erst
recht nirgendsdicht in X ist,

3, Zum Schluss zeigen wir durch ein Beispiel, dass es of-
fene (jedoch nicht perfekte)  Abbildungen  gibt, die eine nulldi-
mensionale  Menge auf eine geradlinige Strecke abbilden. Es sei
Odas Quadrat mit den Eckpunkten (1; 0), (0; 1], (—1;0), (0;—1),
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Die Menge der Punkte von Q, deren beide Koordinaten irratio-
nal sind, bezeichnen wir mit X; das ist eine nulldimensionale
Menge, 0 zerfallt in naturlicher Weise in kongruente parallele
Strecken, die einer Seite von Q, also einer Winkelhalbierenden
der Koordinatenwinkel, etwa der Geraden y = x, parallel sind.
Wie leicht ersichtlich, ist A auf jeder dieser Strecken (berall-
dicht, Hieraus folgt leicht, dass die Parallelpro) ektion auf die
X-Achse in der Richtung y = x eine offene Abbildung von A auf
die Strecke {—1; 1) der Zahlengerade liefert, w, z, b, w.

Moskau, April 1936,



Posiedzenie
z dnia 24 listopada 1936 r.

J. Ridder.

O catce Cesaro-Perrona.
Przedstawit W. Sierpinski na posiedzeniu dn. 24 listopada 1936 r.

STRESZCZENIE.

W definicji pochodnej Cesaro, autor zastepuje granice
zwykta przez aproksymatywng, interpretujac jednocze$nie, wy-
stepujaca w ilorazie réznicowym Cesaro, catke jako catke Per-
rona (8) (ciggta aproksymatywnie). Nawigzujgc do prac J. C.
Burkina (Proc. London Math. Soc. (2), 34 (1932), 314-322)
i A. Denjoy (Fundam. Math. 25 (1935), 273-326), autor roz-
waza zagadnienia odwrotne — poszukiwania funkcji pierwotnej —
wzgledem tak uogOlnionego rézniczkowania Ce sar o.

J. Ridder (Groningen).

Cesaro-Perron Integration.

Présenté par M. W. Sierpinski dans la séance du 24 Novembre 1936.

EINLEITUNG

In den Proc. London Math. Soc. (2) 34 (1932), p. 314—
322, fuhrt J. C. Burkill ein Integrationsverfahren ein (vom ihm
Cesaro-Perronsches Integrationsverfahren genannt), das ge-
stattet jede (nicht notwendig stetige) Funktion f{x), welche in
eden Punkten eines abgeschlossenen Intervalls (a, b) eine endli-
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che Gesaro-Ableitung, CDf{x), hat, bis auf eine additive Kon-
stante zuriickzuerhalten, falls diese Ableitung fast tberall bekannt
ist. Dabei ist

o))

da aus der Existenz einer endlichen C-Ableitung in jedem Punkte
von (fl, b) unmittelbar hervorgeht, dass f{x) Ableitung einer ste-
tigen Funktion ist und da jede endliche Ableitung im Perron-
schen Sinne integrierbar ist, liegt es auf der Hand, mit Burki 11,
das in (1) auftretende Integral als Perronsches Integral (oder,
was bekantlich auf dasselbe hinauskommt, als spezielles Denjoy-
sches Integral) aufzufassen.

In einer in Fund. Math. 25 (1935), S. 273—326, erschiene-
nen Arbeit von A. Denjoy wird fir jede natlrliche Zahl n ein
Integrationsverfahren definiert, das fur n= 2 zur Ldsung des fol-
genden Problems flihrt. F{x) sei eine im abgeschlossenen Inter-
vall {a, b) stetige Funktion mit einer {berall endlichen Ableitung
F-"{x). Wenn ausserdem in jedem Punkte a: von (a, b) ein end-
licher Grenzwert

)

existiert, so wird in jeder Umgebung von jc F{x-\-h) gleich

sein mit

wie auch gleich

mit

Denjoy legt sich nun die Aufgabe woxF{x) zu bestimmen, wenn
F~ix) bekannt ist. Das von ihm eingeflihrte Integrationsverfahren
liefert die Losung; dabei zeigt sich, dass F{x) durch die Kennt-
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nis von F7ix) nur bis auf eine (additive) willkirliche lineare
Funktion bestimmt ist.

Es wird deutlich sein, dass die von Burkiii und Denjoy
behandelten Probleme nebst ihren Loésnngen auf dasselbe hinaus-
laufen. Denn, wenn es in {a, b) eine endliche, zu F{x) gemaéss
(2) definierte Funktion FA(x) gibt, so wird

sein, wobei das im letzten Gliede auftretende Integral ein Per-
ronsches ist; FM{x) ldsst sich somit betrachten als Cesaro-
Ableitung, CDFy{x), der Funktion

wobei das Integral ein Cesaro-Per ronsches (im Sinne von
Bur kill) und C* eine willkirliche Konstante ist; Anwendung
von Perron-Integration liefert schliesslich

wobei auch Cg willkarlich ist. Die Burkillsche CP-Integration
und die Pe rr on -Integration fihren somit zusammen, ebenso
wie die neue Den joy-Integration, von F"x) zu F{x).

Wenn, umgekehrt, die Funktion f(x) in (a, b) eine endliche
C-Ableitung, CDf(x), hat, so lasst sich CDf(x) betrachten als
eine Denjoysche Funktion F2(x), wobei
die Denjoy-Integration von CDf(x) liefert F(x), auch wenn die
C-Ableitung nur fast Uberall bekannt ist, und darauf folgende
Differentiation von F(x) fihrt zu der bis auf eine additive Kon-
stante bestimmten Funktion f(x).

'Yy Das Denjoysche Integrationsveifahren fir n = 2 wie auch die
nacheinander angewandten Verfahren von Burkiii und Perron fihren,
ausgehend von in (a, b) eindeutigen Funktionen, zu bis auf eine willklrliche
lineare Funktion bestimmten, stetigen Funktionen, die sich beidesmal als un-
bestimmte Integrale auffassen lassen. Wir weisen hier auf das Problem hin
die gegenseitigen Verhaltnisse dieser beiden unbestimmten Integrale naher zu
untersuchen; jedenfalls sind sie einander nicht aequivalent.
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Man erhdlt eine Verallgemeinerung des Denjoy sehen Pro-
blems, wenn in (2) Fy(x) die approximative Ableitung einer ste-
tigen Funktion F(x) darstellt und FA(x) der approximative Li-
mes des in (2) auftretenden Quotienten”) ist, die Fragestellung
Ubrigens dieselbe bleibt. Eine Verallgemeinerung des Burkill-
schen Problems fuhrt zu der Frage, in (a, b) die endliche Funk-
tion f(x) zu bestimmen, wenn in jedem Punkte A von (a, b)
statt CDf(x) die endliche approximative Cesaro- Ableitung

©)

bekannt ist und das hierbei auftretende Integral f\f(t)dt stetig
von X abh&ngt; da f(x) nun die endliche approximative Ablei-
tung einer (approximativ) stetigen Funktion ist und derartige
Ableitungen immer R-integrierbar  sind, wollen wir das in (3) auf-
tretende Integral als R-Integral auffassen.

Im folgenden wird ein Integrationsverfahren behandelt, das
als Erweiterung des Burk itischen Integrationsverfahrens zu be-
trachten ist und das gestattet auch diese beiden Probleme in
einfacher Weise zu eriedigen.

In den Anfangsparagraphen behandeln wir vorher einige,
wie es uns scheint, auch an sich interessante Eigenschaften der
approximativen Cesaro-Ableitungen und der unteren und obe-
ren approximativen Cesaro- Derivierten.

') Es ist sehr wohl moglich, dass es in einem Punkte x" einen endli-
chen Fa-Wert gibt, wéhrend F“pp~/Xo) nicht existiert; dies folgt sofort aus ei-
nem von Denjoy, Fund. Math. 25 (1935), S. 277 gegebenes Beispiel: F{0) = 0,

F(x) = sin ;-f~Afilr je 0 (0<a<1l), bei welchem = A0 =0
ist und /'appr.(O) nicht existiert. L.

Die B-Integration behandelten wir in zwei Arbeiten: Fund. Math. 21

(1933), S. 1—10 und Fund. Math. 22 (1934), S. 136-162. Daf~itjat stetig
sein soll, kdnnte man hier auch die allgemeine Denjoy-Integration anwenden.
4
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Definitionen und Eigenschaften der approximativen
C-Derivierten.

§ 1. Definition A. Eine fir a ~ x * b endlichwertige Funk-
tion f(x) sei B-integrierbar Uber (a, b). Die rechte obere appro-
ximative C-Derivierte von f(x), CDa'ppr. f(x), in einem Punkte X,
mit ' " sei die untere Schranke der Zahlen z, fiur die

die Menge Ey

rechte Dichte hat; das hierbei auftretende Integral soll ein R-
Integral sein.

Definition B. Zu der fir a ™ x ™~ b endlichwertigen, uber
(a, b) B-integrierbaren Funktion f(x) sei in x, mit a x ¢ b die
rechte obere approximative C)-Derivlerte von
gleich der unteren Schranke derjenigen Zahlen fir die die

Menge Ey in X eine rechte

obere Dichte A X hat; hierbei ist das Integral ein R-Integral und

Mit der Definition A ist gleichwertig die
'Definition Fur die in Definition B betrachtete Funk-
tion f(x) existiert in

Dieser Linies definiere nun die rechte approximative C-Deri-
vierte, CDappr. f(x), von f(x) in x.

In analoger Weise lassen sich die ubrigen, extremen appro-
ximativen C-Derivierten,

einfihren.

Definition C. Die grdssere der oberen approximativen C-De-
rivierten: CA~ppr. f(X) und CDT”pu f(x) sei die obere approxima-
tive C-Derivierte, CDappr. f(x), von f(x) in x\ die kleinere der un-
teren approximativen C-Derivierten: CDappr. + f(x) und CDappr. -

sei die untere approximative

Man vergleiche die Definitionen der extremen approximativen X-De-
rivierten bei J. C. Burkill and U. S. Haslam Jones, Proc. Lond. math.
Soc. (2) 32 (1931). p. 347.
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Monf(x)  in X. Wenn CD”pprJ(x) und CDappr. f(x) einander gleich
sind, so definiere ihr gemeinsamer Wert die approximative C-
Ableitung, CDappr. f(x), von f(x) in x.
Hillssatz 1. Wenn fir O<ca<l, @4>0 (a und h fest)
{x, X h) das Mass derjenigen  Teilmenge von
andeutet, in deren Punkten ¢:

1«
2 o

ist, wobei das Integral ein ‘“-Integral der endlichen Funktion
darstellt und z willklirlich,  aber fest ist, so wird
eine in (a, b) messbare Funktion von x sein.
wird messhar (B) sein, wenn f(x)  mess-
bar (B) st
Beweis. Zum Beweise der ersten Halfte genligt es zu zei-
gen, dass fur jedes X mit 0 < X<; 1 die Menge E, in deren
Punkten mj® {x, A+ A)< X (1 — a).A ist, messhar ist. @ (x)
sei die obere Schranke der Zahlen U0x, fur die das Mass der
Menge von Punkten i in {x-\-a.h, x h ), in deren jedem

ist, grosser als oder gleich

ist. Dann wird die Menge E zusammenfallen mit
der Menge der Punkte x, in welchen

ist. E wird somit niessbar sein, wenn eine messbare Funk-
tion ist.

Es la&sst sich zeigen, dass halbstetig nach oben st
auf einer jeden der abzahlbar vielen perfekten Mengen

welche, wie aus der Definition des RB-Integrals her-

vorgeht, (a, b) bis auf eine abzdhlbare Menge Uberdecken und
auf deren jeder das B-Integral/~/f/J01™ totalstetig ist. Xg sei ein
willkirlicher Punkt einer Menge Ej. Aus der Definition von

geht hervor, dass bei willkirlich positivem s die Teil-
menge von (Xo -[- *h, Xqg-f- h), in deren Punkten i
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ist, ein Mass hat kleiner als X(1 — a)./r. Aus der Stetigkeit von
auf Ej als Funktion von i folgt, dass es eine postive

Zahl O gibt derart, dass fir jx — XQ |<: o, x in Ej das Mass der

Teilmenge von (x-\-a.h, x h') , in deren Punkten i

ist, ebenfalls kleiner als X (1 ist. Somit wird in den Punk-
ten A von Ej mit

sein; 'F). (&) ist halbstetig nach oben auf Ej und dadurch mess-
bar (B) in (a, b).
Der Beweis des zweiten Teiles ist hiernach evident.
Hilfssatz 2. Wenn fur festes A> 0 und willkirlich, aber
fest gewdhltes z (x, x -{-h) das Mass derjenigen Teil-
menge von (A, X h) andeutet, in deren Punkten i

ist, wobei das Integral ein “-Integral der endlichwertigen Funk-
tion f(x) ist, so wird (X, X -j- h) eine in (a, b) messbare
Funktion von x sein. (x, x h ) wird messbar (B) sein,
wenn f(x) messhar (B) ist.

Dies folgt aus Hilfssatz 1 mit a - >0.

Hilfssatz 3. Wenn bei fest gewahltem z Oz(x) und
die obere bzw. untere rechte Dichte in x der Punkte
andeuten, in welchen

ist, so werden diese Funktionen Oz(x), Uz(x) in (a, b) messbar
sein.
Sie sind in (a, b) messbar (B), falls f(x) messbar (B) ist..
Beweis. Oz(x) wund Uz(x) sind oberer bzw. unterer Limes

der nach Hilfssatz 2 messbaren Funktionen

positiv und rational) fir —> 0. Daraus folgt sofort die Be-
hauptung des Hilfssatzes 3.

Satz |. Die zu einer Uber (a, b) "-integrierbaren, endlich-
wertigen  Funktion f(x) gehOrenden, extremen  approximativen
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Oi -Derivierten  und extremen approximativen C-Derivierten  sind
messbar in (a, b). Ist f(x) messbar (B), so werden auch jene
Derivierten  messbar () sein.

Beweis. Bei fest gewéhltem X mit 0 < X< 1, und willkir-
tlichem z sei E die Menge der Punkte x, in denen

ist. Es genligt zu zeigen, dass E messbar [messhar (R)] ist.

Wenn ~Zn} eine monoton abnehmende, nach 2. konvergie-
rende Folge ist, wird jede Menge En von Punkten X, zu deren
jedem die Menge von Punkten i > x, fur die

ist, in X eine obere rechte Dichte ~ X hat, messbar [messhar
{B}] sein, wie aus Hilfssatz 3 hervorgeht. Da = lim En, wird
auch E messhar [messbar {B)] sein.

Definition D. Die uber (a, b) B-integrierbare Funktion f(x)
ist in (a, b) C-approximatix  stetig, wenn fir jedes x m\{ a™x"b:

imd endlich ist, wobei das Integral ein R-Integral sein soll,

Das unbestimmte CP-Integral von Burk il | [siehe Proc. Lond.
malh. See. (2) 34 (1932), p. 311—322] ist C-stetig, d. h. endliche Ableitung
einer stetigen Funktion, Dasselbe gilt von dem unbestimmten Verblunsky-
Integral [siehe S. Verblunsky, Fund. Math. 23 (1934), S. 193-236, oder
auch Ridder, Math. Ztschr. 41 (1936)]. In dem Bull. See. math. de Fr. 43
<1915), p. 174 definierte Denjoy eine eindeutige Funktion 'f{x) in einem den
Nullpunkt enthaltenden Intervall {a, b), welche approximativ stetig ist in (a, b)
mit "~(0)0, und Ableitung einer stetigen Funktion mit f(0) = 1. Man
sidht leicht ein, dass f(x) mit (p(0) = 1 ein unbestimmtes Verblunsky-
Integral ihrer fast Uberall existierenden AbleKung f'(x) ist, wahrend sie r'iit
tp(0) = 1 das unbestimmte a- und somit auch das unbestimmte R-Integral von
f'(x) ist [siehe die Definitionen der {approximativ  stetigen) a- und B-Integrale

loc. cit. & (zweites Zitat)]. —In den Definitionen der Majoranten und Minoran-
ten bei der eben erwdhnten Bu rkill sehen CP-Integration wird angenom-
men, dass ihre unteren bzw. ihre oberen C-Derivierten nirgends — 00 bzw.

nirgends -f-00 sind. Wir bemerken, dass das B urkillsehe Integrations-
verfahren anwendbar bleibt, wenn hier reduzible Ausnahmemengen zugelassen
werden. Dann wird die Denjoy sehe Funktion f{x) mit cp(0) = 1 auch un-
bestimmtes CP-Integral ihrer fast Uberall existierenden Ableitung sein.
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Aus der deskriptiven Definition des R-Integrals folgt, dass
(a, b) sich bis auf eine abzahlbare Menge Uberdecken lasst durch
abzahlbar viele perfekte Mengen, auf deren f(dt eine
(total)stetige Funktion von x ist; sie ist somit messbar {B) in
(a, b). Daraus folgt der

Satz IL Jede in (a, b) C-approximativ stetige Funktion
f(x) ist messbar (B) in (a, b).

Denn jede approximative Ableitung einer Funktion, welche
messbhar (B) ist, ist wieder messhar (B).

Aus den Sétzen | und Il folgt:

Satz IIL Ist f(x) in (a, b) C-approximaliv  stetig, so sind
ihre extremen  approximativen C,-Derivierten und ihre extre-
men approximativen C-Derivierten  messbar (B) in (a, b).

§ 2. Satz IV. f(x) sei C-approximativ stetig im  abge-
schlossenen Intervall (a, b). Dann gibt es, wenn das  “-Intervat
/a eine in (a, b) stetige Funktion von x ist, innere
Punkte Cij, "on (a, b) mit

Beweis. Es genugt zu zeigen, dass es zu der in {a, b) de-
finierten Funktion

innere Punkte 1j, von (a, b) gibt mit

ist C-approximativ stetig in {a, b) und man hat:

(4)

«) Siehe Burkiii and Haslam-Jones, loc. cit. "), p. 349 (Lem-
ma 3). Das Lemma ist bewiesen fir den Fall des Lebesgueschen Masses. Der
Beweis lasst sich aber unmittelbar Ubertragen auf den Fall von Funktionen,
welche messbar {B) sind.

0 Dass kommt auf dasselbe hinaus wie die Forderung: f(x) sei Uber
(a, b) integrierbar nach der allgemeinen Denjoy sehen Definition,
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Wir betrachten eine Funktion @A) mit

und

Da das hier auftretende R-Integral im abgeschlosenen Intervall

b) stetig ist und da g{x) C-approximativ stetig ist in a, wird
stetig sein fir a ¢ x ~ b und approximativ stetig in
Ist (A) in (a, b) konstant, so wird immer

sein mit a”® x* C x* ~ b; da g{x) C-approximativ stetig ist,
wird dann auch gix) eine Konstante sein, woraus der Satz un-
mittelbar folgt.

Ist (fCx) nicht konstant, so kénnen wir uns beschrianken auf
den Fall, in welchem es einen Punkt i gibt mit 9(4) > 9(0). Da
(p(x) approximativ stetig ist in a, gibt es dann einen Punkt &
mit

und

Im abgeschlossenen Intervall (a', b) hat 9(x) eine endliche obere
Schranke M ~ 9(4), welche in einem oder in mehreren Punkten
von (a', b) angenommen wird. Es sei die untere Schranke die-
ser Punkte. Dann ist a' < ”2 und

(6)

wdhrend
(7a)
und
(7b)

ist. Aus (6), (7a) und (7b) folgt:

(8a)
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und

(8b)

Hieraus folgt wegen der C-approximativen Stetigkeit von g(x) in
und wegen (4) und (5):

und

Es ist somit innerer Punkt von (a, b). Ausserdem folgt
aus (8a), (8b) und (9):

Wir missen also nur noch einen Punkt anweisen mit
und

Dazu betrachten wir die in (a, ~2) definierte Funktion

fur

Aus (8a), (6) und (9) folgt, dass es einen inneren Punkt e' von
gibt mit

Da g{x) C-approximativ stetig- und @A) somit linksseitig appro-
ximativ stetig ist in 72 ist, gibt es einen Punkt §2 mit

und

Im abgeschlossenen Intervall (a, N2) ist stetig und hat somit
eine endliche obere Schranke Es sei 1j die obere
Schranke der Punkte von (a, ¢2), in welchen den Wert N hat.

Man hat sogar:
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Dann ist a < < &9, und dasselbe Verfahren, das zu (8a) und
<8b) fuhrte, liefert hier:

<10a)

und
(10h)
Es folgt:

Daraus und aus (10a) und (10b) schliesst man weiter:

Durch Anwendung des vorigen Satzes folgt unmittelbar:

Satz V. Jede im abgeschlossenen Intervall (a, b) C-appro-
ximativ  stetige Funktion f(x), fir die in den Punkten von (a,
b) die obere approximative C-Derivierte,  CDappr. f(x), grosser
als oder gleich Null ist, wird, wenn das *-Integral f(t)dt
eine in (a, b) stetige Fuuktion wvon x ist, ") nicht-abnehmend sein
in (a, b).

Aus der C-approximativen Stetigkeit und der Monotonie
von f(x) folgt, dass diese Funktion nun auch stetig ist in (a, b).

Korollar. Wenn f(x) dber (a, b) integrierbar ist nach der
allgemeinen  Denjoyschen  Definition,  C-approximativ ~ stetig  fur

und wenn in jedem Punkte von

ist, wéhrend fast (dberall in (a, b) CD™*r. f(x)” 0 st
dann wird f(x) nicht-abnehmend  sein in (a, b).

Denn zu willkirlich positivem s lasst sich eine in (a, b)
nicht-abnehmende, stetige Funktion -/(x) konstruieren, welche in
den Punkten der Menge E [CDappr. f(x)< 0] eine Ableitung =

hat und deren Wert in a gleich Null, in b kleiner als s
ist. Auf f(x) + vyix) ldsst sich Satz V anwenden; fir s folgt
daraus das Korollar.

Man vergleiche bei C-strtigen Funktionen das Theorem Il (p. 239)
in der Arbeit von W. L. C. Sargent: Proc. Lond. math. Soc. (2) 40 (1935),
p. 235-254.
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8 3. Hilissatz 4. Wenn in den Punkten einer  messharen
Teilmenge E™ von (a, b) fir die Ober (a, b) “-integrierbare, end-
lichwertige  Funktion f(x)

ist, so wird in fast allen Punkten von EA

sein.

Beweis. Die Teilmenge E™ von E” in deren Punkten
ist, liat das Mass Null, Zum Beweise zeigen
wir, dass die entgegengesetzte Annahme zu einem Widerspruch
fuhrt.
Wir betrachten dazu die Punkte x von E” zu deren jedem
bei vorher willkdrlich, aber fest gewahlten, positiven Zahlen M
und 7] die Teilmenge des offenen Intervalls (x, x fi), in deren
Punkten

ist, ein Mass " q hat; diese Punkte x bilden, nach Hilfssatz 2,
eine messbhare Teilmenge E {M; r") von Ey. Die Menge E (M)
der Punkte von E”, fir die bei willkirlich positivem M und
fur jedes offene Intervall (x, x 4- mit 0 < v ‘I\%V die Teil-

menge von (X, X ), in deren Punkten 4

ist, ein Mass " q hat, ist die Produktmenge

wenn die positiven Zahlen kn (n = 2, ..) in der Menge der
positiven reellen Zahlen uberall dicht liegen; auch diese Menge
wird somit messhar sein. Da E* = lim E{M) ist, gibt es eine

positive Zahl M~ derart, dass

ist fur jedes
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Wenn bei positivem Nag=F(N) die Teilmenge von EM an-
deutet, zu deren Punkten A: fir jedes offene Intervall {x —'gx) mit

die Teilmenge von in deren Punkten Q

ist, ein Mass hat, so wird Ey = lim EfNJ sein. Ef/VJ ist

N~>o00
messbhar. Es gibt somit eine positive Zahl N* mit

| fur jedes

Wenn  die grossere der Zahlen und A™ ist, wird
positives Mass haben.
Dieselbe Methode, welche zu v* und der Menge

fuhrte, gibt uns, ausgehend von ADf(x) = 0 in den Punkten von
zu jeder positiven Zahl s eine positive Zahl v(£) und
eine Teilmenge G{b) von Ely"). vom Masse *

— ¢, derart, dass zu jedem Punkte A von G{£) und" zu jedem <q
mit
1" die Teilmenge von {x, x in deren Punkten 4

(l1a)

ist, ein Mass ~ VA-qhat, und:
2" die Teilmenge von {x — r? x), in deren Punkten

(11b)

ist, ebenfalls ein Mass ~ ~"-q hat.

Statt des Hilfssatzes 2 soll hier das Lemma angewandt werden:
Wenn die endliche Funktion f(x) messbar ist in (a, b) und
bei fest gewahlten positiven  Zahlen t und h das Mass derjenigen Teilmenge
von (X, X h) andeutet, in deren Punkten %e.

[oder:

ist, so wird x. x h) eine in (a, b) messhare Funktion von x sein.
Man vergleiche: Burkiii and Haslam - Jones, loc. cif. <), p. 347 (Lemma 1).
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Zu jeder Zahl der Folge mit 3, > 0, +
-f -f... = van gibt es eine Zahl v(e,) und eine
Menge G(£,) der oben angegebenen Art. Die Mengen {0(£,)} ha-
ben eine Durchschnittsmenge D von positivem Masse. D enthdlt
wieder eine perfekte Teilmenge P von positivem Masse.

Zu je zwei Punkten x, X von P mit 0 < X' — x < ,

gibt es einen Punkt i zwischen und x' derart, dass fur x, 4
und x\ i Ungleichungen wie (lla) bzw. (Ilb) erflllt sind, mit £,
statt £ Daraus folgt fir x, x' in P immer

(12)

wenn nur

Da f(x) B-integrierbar ist Uber {a, b), gibt es eine perfekte

Teilmenge Q von P, mit ni{Q) > 0, auf welcher | f(t)dt total-
a

stetig ist; dies bringt mit sich die Integrierbarbarkeit von f(x)
tUber Q im Sinne von Lebesgue und die absolute Konvergenz

. . r .
der Reihe der Variationen von S f()dt  Gber die zu Q komple-
a

mentdren Teilintervalle von {a, b).

Xq sei einer der Punkte von Q, in welchen Q die Dichte
1 hat. Dann gibt es bei willkirlich positivem a eine Zahl 6
derart, dass zu jedem h mit 0 < A~ 6 die Teilmenge Wh von
Q in (Xo, Xo-j- h) ein Mass

(13)

hat. Es gibt eine natirliche Zahl n', so dass der zugehérige £,--
Wert kleiner als a ist.

Man hat somit in jedem Punkte x von P:

fF(x)-f(t)

0 bei f in P und t X,
X —t

und gelangt so zu einem schon von A. Khintchine in den Fund. Math. 9
(1927), S. 228, 229 beweisenen Lemma.
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h sei nun ausserdem so gewdahlt, dass sein Wert ~~ und
ist und dass Xg-\- h zZ\x Q gehort. Die zu Wh komple-

mentéren Teilintervalle von {Xg"Xq-"-H) seien
Jedes Intervall bn) enth&lt einen Punkt T, mit

und

Daraus und aus (12) folgt:

Dadurch ist weiter:

Aber dies, (12) und (13) fihren zu:
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oder:

Da a willkdrlich positiv ist, wdare somit

wahrend doch in jedem Punkte von E” und somit auch von Q,
sein sollte. Die Annahme m{Ey)>0 fiuhrt so-
mit zu einem Widerspruch; es ist in fast allen Punkten von E*

Durch Betrachtung von f(—x) folgt hieraus sofort, dass
auch in fast allen Punkten von E* gilt:

Hilfssatz 5. Wenn in den Punkten einer messharen  Teil-
menge E von (a, b) die Uber (a, b) [i-integrierbare, endliche
Funktion g(x) approximativ  differenzierbar ist und

ist, so wird in fast allen Punkten von E\

sein.

Beweis. Nach einem Satze von N. Lusin”*" gibt es eine
in (a, b) stetige Funktion gy(x), welche in fast allen Punkten von
E eine mit ADg(x) zusammenfallende Ableitung hat. Da gy(x)
in jedem Punkte, in welchem sie eine endliche Ableitung hat,
auch eine Cesaro-Ableitung von gleichem Werte besitzt, wird
die Funktion f(x)= g(x) — gy(x) den Bedingungen des vorigen
Hilfssatzes fur eine massgleiche Teilmenge E* von E genlgen.
Daraus folgt Hilfssatz 5 jedoch unmittelbar.

Aus Hilfssatz 5 folgt der

'2) Siehe z. B. E. W. Hob son, Theory of functions Il (See. Ed. 1926),
p. 284.



Satz VI. Wenn die duber (a, b) ~-integrierbare® endliche
Funktion f(x) in den Punkten x einer messbaren Teilmenge E
eine approximative  Ableitung ADf(x) hat, wahrend ausserdem
in diesen  Punkten

ist, so wird fast (berall auf E die approximative Cesa ro-Ablei-
tung CDappr. f (x) existieren und gleich ADf{x) sein.

Denn es ist, nacti Hiifssatz 5, in fast allen Punkten von E
fur die Funktion f(xy.

(14)

und fir die Funktion

somit wieder fur f(x)-.

(15)

Aus (14) und (15) folgt die Behauptung des Satzes.

Eine Verscharfung des vorigen Satzes ist der

Satz VIL Wenn fir die 0ber (a, b) “-integrierbare, endli-
che Funktion f(x) in den Punkten x einer messharen Teilmenge
E von (a, by.

ist, so wird fast Uberall auf E:

sein.

Es genugt zu beweisen den

Hilfssatz 6. Wenn fir die Uber (a, b) “-integrierbare, end-
liche Funktion f(x) in den Punkten x einer messharen Teil-
menge E:

ist, so existiert ADf(x) in fast allen Punkten von E.



Beweis. Aus in den Punkten wvon
folgt, dass es bei willklrlich positivem e eine positive Zahl
und eine Teilmenge von mit gibt,
derartig, dass fur jeden Punkt x von und flr jedes
zu jedem  mit die Teilmenge von in

deren Punkten

ist, ein Mass hat.

Aus in den Punkten von folgt.
dass es eine positive Zahl und eine Teilmenge von mit

gibt, derartig, dass fir jeden Punkt

von und fir jedes zu jedem mit
die Teilmenge von in deren Punkten
ist, ein Mass hat.

Ist die grossere der Zahlen so wird fur jeden
Punkt der Menge deren Mass und
zu jedem  mit die Teilmenge von in

deren Punkten

ist, ein Mass haben.

sei ein Punkt von in welchem diese Menge die
Dichte 1 hat. Es gibt eine positive Zahl derart, dass fur
jedes positive das Mass der Teilmenge von ent-
halten im Intervall ist; enthalt

Man vergleiche den Anfang des Beweises von Hilfssatz 4.
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somit eine zu getidrende Teilmenge von einem
Masse in deren Punkten

(16)

ist.

Zu jedem Punkte 4 von T{r") gibt es einen Punkt x mit
in welchem sowohl

(17)
wie
(18)

ist.
Aus (16), (17) und (18) folgt:

oder

und, mit folgt weiter:

Zu fast jedem Punkte Xo von E”~.Eo und somit auch zu fast je-
dem Punkte Xq von E gibt es hierdurch eine Menge von Punk-
ten i mit einer unteren rechten Dichte  Va in Xq, fir die die

zugehorigen Differenzenquotienten -ffi**1A”o” beschrénkt sind.
C Xg

Daraus folgt jedoch, nach einem Satze von Denjoy-Khin-

tchine i), dass f(x) in fast allen Punkten von E eine approxi-

mative Ableitung Dbesitzt.

Siehe Khintchi ne, loc. cit. S. 212.



Definition und Eigenschaften der approximativen
C-P Integration.

8 4. Definition E. f{x) sei fast uberall endlich im abge-
schlossenen Intervall (a, b). Dann wird die in (a, b) endliche
Funktion eine in (a, b) zu f(x) adjungierte approximative
CP-Majorante sein, wenn sie iiber (a, b) integrierbar ist nach
der allgemeinen Denjoyschen Definition und daneben den Be-
dingungen geniigt: a) sie ist in jedem Punkte x von {a, b) C-
approximativ stetig; P) (J)@ = 0; Y) in jedem Punkte A von (a, b)
ist CDappr. Ma:) 4= — cx); o) fast iiberall in (a, b) gilt OTappr.

Definition F. <f>{x) wird eine in (a, b) zu f(x) adjungierte
approximative CP-Minorante sein, wenn sie endlich und uber
(a, b) integrierbar ist nach der allgemeinen Denjoyschen De-
finition und daneben den Bedingungen geniigt: a) sie ist in je-
dem Punkte von {a, b) C-approximativ stetig; p) cp(@ = 0; 7) in
jedem Punkte x von (a, b) ist CDappr. 'f(x) 4= + Mst
iiberall in (a, b) gilt CDappr. 9(x) » f{x).

Satz VIII. Die Different einer jeden approximativen CP-
Majorante  "(x) und einer jeden approximativen CP-Minorante
cp(x), die zu der in (a, b) fast Uberall endlichen Funktion  j(x)
adjungiert  sind, ist eine nicht-abnehmende Funktion.

Dies folgt sofort aus dem Korollar zu Satz V.

Definition G. f{x) sei eine in {a, b) fast iiberall endliche
Funktion, zu welcher daselbst approximative CP-Majoranten und
-Minoranten, ~(x) bzw. cp(x}, adjungiert sind. Wenn dann die un-
tere Schranke aller tj)(ft)-Werte und die obere Schranke aller
(p(ft)-Werte einander gleich sind, so definiere ihr gemeinsamer

In den Definitionen E und F darf man ii den Bedingungen y) re-
duzible Ausnahmemengen zulassen, ohne dass dabei Satz VIII seine GUItlg-
keit verliert. Die in dieser Weise abgeMnderte Definition G des approxima-
tiven CP-Integrals umfasst das in Fussn. 5) abgednderte Burkillsche CP-
Integrationsverfahren.
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Wert das approximative  CP-Integral von (fx) iiber (a, b):
f(x) dx.™)

Jede nach Burkill CP-integrierbare Funktion hat auch ein appro-
ximatives CP-Integral; die Integralwerte sind einander gleich. Das folgende
Beispiel zeigt, dass nicht, umgekehrt, jede Funktion, welche integrierbar ist
nach Definition G, es auch ist nach der Burkillschen Definition. (Somit ist
die hier behandelte Integration eine Erweiterung der Burkillschen).

Zur Konstruktion des Beispiels gehen wir aus von einer stetigen, nicht
identisch verschwindenden Funktion, welche in jedem Punkte eines abge-
schlossenen Intervalls (p, g) eine endliche Abieitung hat. Mit Hilfe dieser
Funktion iMsst sich ein abgeschlossenes Intervall (a, b) und eine in (a, b) zwei-
mal differenzierbare Funktion f(x) angeben, mit von Null verschiedenen obé-
rer und unterer Schranke, bei der die Differentiationen immer endliche Grenz-
werte liefern, wahrend in a und b die Werte der Funktion und der ersten
und zweiten Ableitungen allé Null sind.

Auf (0, c) betraciiten wir eine Folge von abgeschlossenen, einander
fremden Inteivallen (an, bn), deren Punkte mit zunehmendem n nach a: = 0
konvergieren und die zusammen eine Menge E liefern, welche in jc = 0 die
(rechte) Dichte Null hat. Wir bilden das Intervall {ab) &hnlich auf ein jedes
der Intervalle {an, bn) ab; dabei geht die Funktion f(x) auf (a, b) uber in eine
Funktion fn{x) auf (an, bn), wenn man fur beide in einander entsprechenden
Punkten gleiche Werte fordert. Es ist moglich fur jedes Intervall (an, bn)
durch Multiplikation mit einer positiven Konstanten Kn aus fn(x) eine Funk-
tion gn[x) abzuleiten, fur die in jedem Punkte x von (an, bn) x — gn(x) und

gn{x) immer nicht-negativ sind, wahrend in mindestens einem Punkte von
(an, bn) entweder der erte oder der zweite Ausdruck gleich Null wird. Defi-
nieren wir schliesslich auf (0, + c¢) eine Funktion F(x), welche fur jedes In-
tervall (an, bn) mit der zugehdrigen Funktion gn{x) zusammenfallt und gleich
Null ist in den ubrigen Punkten von (0, -f-c), so wird diese Funktion F{x)
die folgenden Eigenschaften haben: 1" sie ist stetig in (0,+c); 2" sie ist zwei-
mal differenzierbar In jedem Punkte von (0,-f-"X ausgenommen in jc= 0 wo

sie eine approximative Abieitung gleich Null hat; fiir jeden von a: = 0 ver-
schiedenen Punkt Xq lasst sich somit schreiben:
\ nxp + h)- F{x) - hF(X?Y)
F (J:0)= lj ' ;
h"o h'2

30 in X = 0 ist
1 . Fjh) - F(Q) - hF~ ppr. (0) n
lim appr A — = 0.
y 12

Ausgehend von einer Funktion /~zW. Vi®elche in a:= 0 den”Wert Null hat
und in den Ubrigen Punkten von (0, ¢) mit F'{x) zusammenfallt, liefert die
Definition G uns das Integral y*(CPappr.) F'i{t)dt, das in x = 0 den Wert
F'appr.(O) = 0 hat, ubrigens mit /~(.x) zusammenfallt; Anwendung der Bur-
killschen Integraldefinition ware nicht moglich gewesen. Weitere Denjoy-
Integration von ~~(CPappr.) Fi(t)dt wird schliesslich F(x) zuriickliefern.
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8 5. Satz IX. Wenn die in (a, b) fast Udberall endliche
Funktion f(x) ein approximatives CP-Integral  Uber (a, b) hat, so
hat sie es auch Uber jedes Teilintervall von (ab). Fir
wird das Integral (ber (a, b) gleich der Summe der Integrale
tber (a, c¢) und (c, b) sein.

Satz X. Wenn die fast dberall endliche Funktion f(x) Uber
(a, b) ein approximatives CP-Integral  hat, so sind fur  willkir-
liche und Ax) die Differenzen

und /A(CPappr.) f(t)dt — cp(A:) nicht-abnehmende, stetige  Funk-
tionen von X.

Satz XI. Wenn die Funktionen fy(x), fe,(x) fast (berall in
(a, b) endlich und dber (a, b) CPappr.- integrierbar  sind, so
wird bei willkirlichen  Konstanten  a®, a™.

sein.

Satz XII. /~(CPappr.) f(t)dt ist eine in (a, b) C-approxi-
mativ  stetige Funktion-, sie hat in fast allen Punkten von (a,b}
eine approximative  Ableitung und eine approximative C-Ab-
leitung, beide gleich  f(x).

Beweis. Aus

folgt, da C-approximativ stetig und
nach Satz X, stetig ist, die erste Behauptung von Satz XII.
Zum Beweise des zweiten Teiles betrachten wir eine will-
kirliche Majorante t{ix) und eine willklrliche Minorante “~ix).
ist in allen Punkten von (a, b) und
in fast allen Punkten von (a, b) eine

Daraus folgt, nach Khintchi ne, loc. cit. 11), S. 256, dass {a, b}
sich, ausgenommen in den Punkten einer Nullmenge, uberdecken lasst durch
abzahlbar viele perfekte Mengen, auf deren jeder (CPappr.) f(t)dt totalste-
tig ist.
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endliche Ableitung, somit auch eine endliche (approximative) C-
Ableitung (von gleichem Werte) hat, wird /*(CPappr.) f{t)dt in
fast allen Punkten von (a, b) eine von — 00 verschiedene untere
approximative C-Derivierte haben. Aus CDgppi. <p(A:)4=-j- cv. in al-
len Punkten von {a, b) folgt in analoger Weise, dass die obere ap-
proximative C-Derivierte von /"«(CPappr.) f(t)dt in fast allen Punk-
ten von (a,b) von -{- oo verschieden ist. Da ausserdem das unbe-
stimmte Integral fl{CP appr) f(t)dt als Differenz einer nach der
allgemeinen Denjoy-Integration integrierbaren Funktion und ei-
ner stetigen Funktion auch Uber {a, b) integrierbar ist nach der
allgemeinen Denjoy-Integration, l&sst sich in {a, b) Satz VII auf
das unbestimmte CPappr.-Integral anwenden; dieses besitzt somit
fast Gberall in (a, b) eine approximative Ableitung und eine ap-
proximative C-Ableitung von gleichem Werte.

Auch jede Funktion <(x) und jede Funktion o) wird da-
durch in {a, b) fast lberall eine approximative Ableitung und eine
approximative C-Ableitung von gleichem Werte haben.

Wir betrachten nun eine Folge von Majoranten und
eine Fo!g(e von Minoranten welche mit zunehmendem

aiCP7iptr) f(t)di  konvergieren. In einem massgleichen

Kerne K von {a, b) haben das unbestimmte Integral, alle &%
und alle @™ endliche approximative Ableitungen.

Bei positivem s sei /{j(s) die Menge derjenigen Punkte von
K, in welchen die approximativen Ableitungen von und
eine Differenz ~ £ haben. Das Mass dieser Menge wird mit zu-
nehmendem j nach Null konvergieren. Sonst existierte eine po-
sitive Zahl O derart, dass fir unendlich viele Werte (j') m [/<"/(E)]» 5
wire. Dies ist unméglich. Denn Anwendung des Vitalischen Uber-
deckungssatzes wirde zeigen, dass fir die nicht-abnehmenden
Funktionen

sein musste, wahrend doch

ist. Die approximative Ableitung von /~(CPappr.) f(t)dt weicht



somit fast uberall in (a, b) um weniger als s von f(x) ab. Da
e willkurlich ist, wird die approximative Ableitung des unbestimm-
ten Integrals fast uberall in (a, b) gleich f(x) sein.

Satz XIIl. Wenn die in (a, b) endliche Funktion F(x) Uber
(a, b) integrierbar ist nach der aligemelnen Denjoyschen Defi-
nition und in jedem Punkte von (a, b) eine endliche  approxi-
mative C-Ableitung, CDappr. F(x), hat, so wird diese ilber (ab)
CPappr. - integrierbar  sein® und es ist:

F(b) - F@) = /'(CPappr.) CDappr. F(x)dx.

Aus diesem Satze folgt sofort, dass die in der Einleitung
besprochenen Probleme sich mil Hilfe der approximativen CP-
Integration vollstandig losen lassen.

§ 6. Satz XIV. Eine in einem Intervall (a, b) ihr Vorzei-
chen n cht wechselnde, fast ilberall endliche Funktion f(x) hat
daselbst gleichzeitig  ein Lebesguesches Integral und ein appro-
ximatives ~ CP-Integral, und diese sind dann einander  gleich.

Beweis. Nehmen wir f(x) an. Da (L) f(dt  auch
das Integral von f(x) im Perronschen Sinne, jedes Perronsche
Integral einer Funktion aber zugleich das approximative CP-In-
tegral dieser Funktion ist (wie aus den Definitionen der zu die-
sen Integrationen gehorenden Majoranten und Minoranten her-
vorgeht), so ist fra(l) f(t)dt zugleich das approximative CP-In-
tegral von f(x).

Wenn, umgekehrt, existiert, so wird
eine approximative CP-Minorante sein. Aus Satz X folgt dadurch,
dass y” (CPappr.) f{t)dt in {a, b) nicht-abnehmend sein wird. Die-
ses Integral besitzt somit fast uberall in {a, b) eine endliche, nach

Denn in fast jedem Punkte von {a, b) gilt:
/IDcpW(A:) = CDappr. 'fW(Ar) ~/(A-) ~ CDappr. "W(QJC) =

= ADMNK)MX) und AD?I"NX) N JID[/N(CPappr.) f()dtr n



Lebesgue integrierbare Ableitung, welche nach Satz XIlI fast Uber-
all gleich f(x) ist. Also muss, nach der ersten Halfte dieses Be-
weises,

sein.

Satz XV. Wenn die fast (berall endlichen Funktionen
{fn{x)) Uber (a, b) CP"7*px.-integrier bar sind und mit zunehmen-
dem n wachsend gegen eine fast Wberall endliche Funktion f(x)
konvergieren,  so folgt aus der Endlichkeit  von

die Existenz des approximativen CP-Integrals

und umgekehrt.  Uberdies wird dann

sein.

Der Beweis folgt aus dem (bereinstimmenden Satze fir Le-
besguesche Integrale durch Betrachtung der Funktionen
denn nach Satz XIV sind diese Funktionen nach Lebes-
gue integrierbar.

Satz XVL Es existiere das approximative CP-Integral
Uber (a. b) fur jede der fast Gberall endlichen Funktionen
konvergierend nach f(x). Wenn fir jedes n
und jedes x in (a, by.

ist, und g(x) und h(x) fast (U{berall endliche, Uber (a, b) CPappr.-
integrierbare Funktionen  sind, so wird auch f(x) Uber (a, b)
CPappu-integrierbar ~ sein, und es ist:

(19)
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Beweis. Nach Satz XIV sind die nicht-negativen Funktio-
nen {/,— g} und h — g /.-integrierbar. Da/, — g » h — g ist,
wird auch / — g I-integrierbar sein, und es ist:

r {L)[f-g]ldx= \m f\L)[fn-g]dx.
J a n-~co J a

Daraus folgt leicht die Gultigkeit von (19).

Ein von Burkill, loc. cit.5), p. 320—322, bevveisener Satz uber
partielle Integration beim CP-Integral lasst sich iibertragen auf das approxi-
mative CP-Integral: Wenn die in (a, b) fast Uberall endliche tunktion f(x)
in (a. b) ein approximatives CP-Integral F(x)=y"(CPappr.) f(tydt hat, wo-
bei F(x) in (a, b) C-stetig sein sali [d. h. in jedem Punkte x von {a, b) ist

Fx) = lim J- (P)F(t)dt], und wenn g(x) in (a, b) von beschrdnkter  Va-
f2->0 h
riation ist, so wird f(x). G(x), wobei G(x) = fAg(t)dt, CPappr. - integrier-

bar sein Uber (a, b), und es ist:
y"~(CPappr.) f.Gdx = F(b).G(b) — F(a).G(a) -J'jP)F.gdx.

Der Beweis verlauft wie der des zitierten Satzes.



Donald L. Webb.

Algebra n-wartosciowej logiki.

Przedstawit K. Kuratowski na posiedzeniu dn. 24 listopada 1936 r.

Autor analizuje podstawowe dziatania w systemie «-warto-
Sciowej logiki. W szczegdlnosci badane sg rdézne rodzaje impli-
kacji. Wiele twierdzen algebry Boole'a jest uog6lnionych.

Donald L. Webb.

The algebra of n-valued logie
Mémoire présenté par M. C. Kuratowski dans la séance du 24 novembre 1936.

Introduction. In 1920 tukasiewicz 2) defined in terms of
a matrix a ,three-valued logic". A year later Posf*) generalized
two-valued truth systems, giving an «-valued system. This sy-
stem was defined in terms of two operators which were genera-
lizations of the negation and disjunction of two-valued logic.
tukasiewicz 2) gave a short characterization of an «-valued system
in 1922. This was followed by a paper in 1930 defining im-
plication and negation for an «-valued system. Lewis an Lang-
ford extended the results concerning the three-valued logic giv-
en by ktukasiewicz and Tarski in their papers by using the truth:
tables in terms of which Post had defined his «-valued system.

') Presented to the Amer. Math. Soc. on April 11, 1936.

'O See J. tukasiewicz and A. Tarski, ,Untersuchungen iiber den Aussa-
genkalkai', C. R. Soc. d. Sc. et. d. Let. de Varsovie, XXI (1930), Classe
I, p. 32, footnote 5; p. 39, footnote 17. This paper is referred to as LT in
subsequent references,

E. L. Post, ,Introduction to a General Theory of Propositions®™, Amer.
Jour, of Math.,, XLIII (1921), pp. 163 — 185. See particularly pp. 180 — 185.
Henceforth referred to as P.

tukasiewicz, ,,Philosophische Bemerkungen zu mehrwertigen Syste-
men des Aussagenkalkuls™, C. R. Soc. d. Sc. et d. Let. de \arsovie, XX
(1930), Classe IlI, pp. 51 ff. Called L.

Lewis and Langférd : Symbolic Logic, Century Co. 1932. See in
particular Chapter Vii. Henceforth called LL.
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The methods of trial and error developed for the Boolearr
algebra®) become impractical in the treatment of «-valued logic.
When fz is 2 there are 16 binary operations on 2 elements defi-
nable such that the result of the operation is again one of 2 ele-
ments. When /z is 3 the number of possible binary operations
increases to 16,183.

Lewis and Langford ") have proven propositions in 3-valued
logic. To do this they made a table in which they placed the
results of applying each of three truth-values to the proposition.
If the proposition had the truth value ,certainly true™ in each case,
then the proposition was said to be assertable. It is obvious
that for the case of a general n we cannot make out a table of
this sort. Besides, this would involve the proving of a propo-
sition for each value of n. Because of these difficulties we aban-
don this method and develop a more general one. Then we
prove propositions which will hold for any finite integral value of n.

Summarizing briefly the results of the following sections,
we have:

(1) Generalized many of the results of the Boolean Alge-
bra, obtaining a single binary operation which will generate all
of the remaining operations of the logic; generalized the Boolean
expansion.

(2) Obtained more completely the properties of five types
of implication, one of which was defined by tukasiewicz.

(3) Determined which of the propositions listed as the most
important by Whitehead and Russell in the Principia Mathema-
tical sections 2 to 6 (inclusive), carry over to for five diffe-
rent types of implication.

1. The development of the algebra of n-valued logic.

In this section we define the implication and negation of
tukasiewicz in terms of the negation and disjunction of Post.
These in turn are defined in terms of a single operator®), p q.

«) See E. zylinski, Fund. Math, 7 (1925), pp. 203—209.
'Y LL Chapter VII.

Webb, ,Definition of Post's Generalized Negative and Maximum in
Terms of one Binary Operation™, Amer. Jour, of Math., LVill (1936), pp.
193—194. Post was familiar with a result of this nature. See Pp. 183, § 15.
His operator was defined by p g = .00 mp. Vm™ mgq. The difinition im
the paper cited above was p “q.= .com{p Vma).
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The operators of Post are introduced since they will allow us to
generate the matrix of any order function on n truth-values. This
statement may not be made about the implication and negation
of tukasiewicz since they are not symbolically complete®). To
the above operators we add three others, equivalence and two
products, pg and p\g. With these relations we develop an ex-
tension of the algebra on two truth-values to n truth-values.
A large portion of the theorems of Chapter Il of LL have been
generalized. By generalization we mean that in the case when
n Is 2 the generalized property becomes the Boolean property
of which it is the generalization.

The notation used follows that of Whitehead and Russell,
Np was introduced instead of**/? to avoid confusion with Post's
negation. It is more convenient to have the subscript of the
truth-values, ti, range i = 0,1,..., n — 1 than in the traditional
manner since this allows the use of congruences.

Notation and definitions. Let Ln be a logic of n trulh-
values /0. ti,..., tn-\y where n is a positive integer. The ti are
marks such that to each of the ti any one of the n truth-values
of the system may be assigned. One interpretation that may be
given to them is that ti is less likely to be true than tj if /<y,
ti is as likely to be true as tj if i = y, and ti is more likely to
be true than tj if /> j. Then is taken to be certainly true
and certainly false. During the remainder of this paper tn-\
may be interpreted as certainly true since we accept a proposi-
tion as being assertable when we can show that it has the truth-
value 4-1 for all possible truth-values that the component ele-
mentary propositions may assume. Since these demonstrations
depend upon the subscripts and not upon the truth values corre-
lated to the subscript, we can correlate any truth-value to tn-\
and obtain a series of propositions having the truth value corre-
lated to 4-1 for all possible truth values of its component pro-

positions.
Let ~n be the logic based on the implication and negation
of Lukasiewicz™") and in the case of as modified by Lewis

For this statement | am indebted to Mr. J. C. C. Mc Kinsey of the
University of California. For the defnition of ,symbolically complete” see
LL page 231.

See LT and L.



and Langford"). represents the logic of Post
and z are elementary propositions in Ln, “n and Pn .p ® Ln sig-
nifies that p is in etc.

By the expression ,an operator is on n elements to n ele-
ments" we mean the result of the operation on n elements is
again one of the n elements.

In place of the matrices of Lewis and Langford, we adopt
arithmetical methods of showing what values the matrix posses-
ses. We denote this arithmetic, which includes the ordinary
operations of-j-. — = defined as usual, and the inte-
gers a, b,.., e h, i j, k by Al To associate the truth-values
ti s Ln with i £ A, we use the following two symbols:

1.001 If p has the truth-value 4 then
1.002 The expression {f{p,q,..., rab,..., e)] indicates that

is considered as a convenient
method of writing / ([/?], o I ab,.., e) where
is any rational poly-
nomial with arguments and operations in A.
3. If for
then
d where

If we enclose a system of brackets in another set of brackets,
we shall consider the expression to mean that we shall operate
with the inner brackets before considering the outer set of brackets;

we mean [i-{-j]. The chief difference between
[ 1 and [] is that all operations indicated in [ ] are in Ln while
all operations indicated in [ ] are in A. An example is

This statement might be written
as follows: If p has the truth value ti and g the truth-value tj,
where />y, the truth-value oi pzD q \s tk where
When we make such a statement we do not mean to restrict it
to particular values for i and / such that i>j, but rather wish
to express that this statement holds for any pair of values
such that

") See LL Chapter VII.
-) See P.
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It is convenient to define:

1.003 If [p] =i, [g]=j, then Df
[max (/?, Q\—-i where i<j
= i where i>j. Df
1.004 i [p]l= i, [q]l=j, then
[min'(/7, q)]=j where >
= i where /< /.

It is evident from the properties of congruences that
may be written as [a-\-b]. Accordingly, we shall consider
-j-max {p, q)] to mean [a-["[max (/?, etc.,

Dots are used here as in the two-valued logic for punctua-

tion.
We shall define all operations of in terms of p\gq. The
truth-table for p\q is given by:
Df
Other operations In Ln to be used are defined as follows:
Df
Df
Df
Df

We shall at times find it more convenient to use p.g than pqg.
In such instances p. q will be considered as merely another way
of writing pg.
Df
Df
Df
Theorems readily deducible. From the preceding defini-
tions we can readily prove the following theorems concerning
their properties.

Proof "

Continuing this process
12

Proof:

13



Proof:

Proof:

1.5

Proof: Similar in method to preceding proofs.
1.6

Proof: (1.07,1.4,1.5).

From this result we readily see that 1.07 implies that two
propositions may be asserted as equivalent when and only when
they have the same truth-table. Using 1.6 and the preceding
theorems we immediately get the following relations of equiva-
lence between the operations in with those of and
The difference in notation of truth-values must be considered.

becomes and tn-m in Pn- Thus
in Lfi
becomes [\\\-g —p\ in Sn and [\-]Jrp — q] in
Pn. If we consider this difference in notation, the proofs of
theorems 1.7 to 1.14, inclusive, are immediately evident.
1.773)

1.874)
1.914)
1.10.
Proof:
Since
we have
Hence,

See LL p 213 footnote or L p. 72
See LL p. 214. pEq is undefined for
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Proof:

Many of the proofs of the following theorems have been

omitted because they are immediate.

1.16
1.17
1.18
1.19
1.20
121
1.22

1.23

1.24

1.25

Proof: By 1.16 without loss of generality we can take

Proof: Similar to that of. 1.22.
Proof: [max [p, max {q, -} = [max (max {p, q), max {p, n].

Proof:
If
Hence
Similarly for

See LL p. 214.
*6) See P p. 180,



If then we can replace
and becomes

similary for

where and

are any elementary propositions.

Proof: where then
But occurs in hence
and since does not occur in
otherwise.
Proof:

and

by
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1.012 By (X, y;... z) we represent any function of x, y,.. z. Df

Or to be more explicit, if [x] = i, [y] =j,... [z]= then
(x ,.., z) has a definite value h. F {ti,t j, t k) has the
truth-value that F {x, y,..., z) has when x,y, .,z are repla-

ced by ti, tj,... tk respectively.

1.013 If

then

where At j,..,, k represents
some definite truth-value 4 which depends upon
is said to be the normal form for

1.34

Proof:

« =0 otherwise.

Hence
1.35

Proof: Generalization of that of 1.34.

The above is a proof that F {xy,.., z) may always be
expressed in normal form. Ai,j k is
1.36

Proof: f X\ = n - i, [xX7= 0. Hence [xX Xi] = 0 and

for

X' becomes ~ x in L~ This allows us to consider 1.36 as
a generalization of x (~x) = 0 in L~ 1.35 can be used as a proof
that any function F{x\y,..,2) can be generated fromp g. In
such a proof we would substitute (4)" where
for F {ti, t j,t k) asthe coefficient of
Then, since we have obtained t" in terms of p g, we have ob-
tained F(xy,...,2) in terms of p\g. This may also be consi-
dered as a means of determining an expression for any single
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valued function on a finite number of elements to a finite num-
ber of elements. We also see that in L™ 1.35 becomes the Boo-
lean expansion. Since by the above method the normal form
is determined uniquely for each F {xy,.., Z) we can regard it
as a generalization of the Boolean expansion.

IL  Implication.

In 12 we find that pz”p and pzDq.qi:>r:z3:pzDr hold.
However in Ln the implication of +tukasiewicz fails to possess
the latter property, that of transitivity. There are a great number
of possible choices of matrices defining implication relations
If by pig we mean ,p implies " and if we take [plg® = n—\
if and only if [p]”[q] it is interesting to discover the necessary
and sufficient conditions that must be imposed upon plg before
the proposition pip .glr: I-.plr holds in Ln. Using our earlier in-
terpretation for truth values we see that the condition [plg] = n—1
if and only if [p\<[q] involves the principle ,a proposition im-
plies any which is equally or more probable; and is implied by
any which is equally or less probable” 1®).

An investigation of the possibilities of plq defined in the
above manner leads us to the following theorem :

150 I [plq]' = n —\ when and only when [p]*[q] then in or-
der for [plg .glr: L:plry = n— or for the theorem to
hold, where p, g, r may assume any truth-value tj,
it is necessary and sufficient that
1L I [;']>[*I>M, then [plg]>[pir] and [pir]'<  [qlIr]-
2. And if p, g, r have particular truth-values, say ti, tj,

and tk respectively, where i>j>k, then either [qlr]'>
[piry and [plg]'=[plr]’,  or [g/r]'= [plr] and [plq]>
[plr] but we cannot have both of the relations [/7/7]'>
[plIA" and [gIrY>[plrY  holding simultaneously.

Proof :

I- -Then [plrY = n - 1, making [plg.qlr: I:plrY=

= n=\

2. [p1>[rY

@). [r1>[aY

1Y) See in particular LL pp, 229 and 230.
LL p. 230.
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Then

becomes since
Hence, if then
in order for the proposition to hold
since by hypothesis if and only if
becomes since
Hence, as above, if then
In from and we see that the con-
ditions and must hold. [f
these conditions hold. However, it
is necessary that the equality sign hold in this state-

ment, otherwise by hypothesis
Then, in order for the equality sign to hold, for a par-

ticular set of truth-values such that it s
necessary that either
or

The above conditions are evidently sufficient.

does not satisfy the conditions for transitivity when
since if
Hence
In other words, for these par-

ticular values of and

There are many operations which satisfy 1.50. In particular
we shall study three, of these operations Define

From these definitions by means of the theorems of the
preceding section, we determine their truth values.



By theorems it is evident that and

satisfy the necessary and sufficient conditions of 1.50 making
each of these types of implication transitive. If we check the
conditions for pl*q in 1.50 for the particular values of

we find when that [ and'
contrary to conditions 1.50 part Thus we cani
say that is not transitive.

It is interesting to determine which of the propositions list-
ed as the most important by Whitehead and Russell in divisions-
and of Principia Mathematica hold in when the
operations are replaced by the operations
(the . may be omitted, see 1.05) respectively. The latter operations
reduce to the former when n is 2. In any one of these propo-
sitions, which are listed below, every | and E in the proposition
is to be replaced by and respectively».
where



From definition 401 pEig-=-pliq .ghp (/= 1,2,...,5) we
obtain the following theorems concerning the truth-tables of pEiq :
1.56

= 0 otherwise.
1.57
= [pqg]' otherwise.
1.58
= [Np .Nqg]' otherwise.
1.59
otherwise.
Utilizing the results of theorems 1.51,..., 1.59, as well as

those in the preceding section, we obtain the following table of
results. A stands for assertable and N for not assertable. Thus,
in the table we find A opposite 4.1 and under pl*g. That means
if we replace each / by and each E by E™ in 4.1 above, the
proposition is assertable for Ln. The rest of the table reads in
the same manner.

P

o

©
Zz»»zp>zzz222223

>>>»>»>zZ2>»>>>22Z22Z2>r3

2.02
2.03
2.15
2.16
2.17
2.04
2.05
2.06
2.08
2.21
3.2

3.26
3.27
3.3

3.31

Z>>»>>>»>»>2>>>>>>>3
>Z>>Z2Z>>>Z2>>>> 2
Z>>>>>>>>>>>>> >3



3.33
3.35
3.43
3.45
3.47
4.1
4.11
4.13
4.2
4.21
4.22
4.24
4.25
4.3
4,31
4.32
4.33
4.4
4.41
4,71
4.73
5.1
5.32
5.6
Total of
A's 33 30 31 21 33

ZZ>>>>>>>P>>P>>Z>>>>>>>>Z2Z
ZzZ2Z>»>>>>>>>>>>>>>>>>>> >
Zy>»>>»2>2>>>P>>>»>>>>>ZZ>>>>>
ZzZ2zZz>»>»>»>2>>»>>>>>>>Z2Z2>>>2Z>
ZZ>>»>>»>>»>>>>>Z>>>>>>>> 2}

The proofs of three of the more complicated of these pro-
positions are given presently. They indicate the method of proof
followed in the remaining propositions.

The five propositions which tukasiewicz?") states as being
a sufficient condition that the system may be put on a po-
stulational basis hold in Ln for pl*g. They follow:

We now verify 2.05, 3.3, and 3.47. We first list the pro-
position number and then have five sub-numbers under this hea-
ding. Preceding the first subnumber are listed the ranges of
truth-values for which the proposition holds when // and Ei
(/=1, 2, 3, 4, 5) replace / and E respectively. The first sub-
number refers to the verification of the result listed under

*9) See LT p. 41 (following theorem 26).
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for this proposition in the preceding table, the second sub-num-
ber refers to the verification of the result under etc.

Holds if

and
making
but
making theorem hold for this case.

so the theo-
rem holds for this case.

so theorem holds.
Evidently holds.

holds since then

Not assertable for
then
holds since and

Theorem holds if equality sign holds. Let

or then
Hence
Since and
the theorem holds for this case.
and
hence and the

theorem holds.

Holds if

theorem holds.
then

Since
Hence and theorem holds.



Not assertable for when
Holds if
so theorem

holds.

Not assertable for when

holds.
SO and
Also S0

making proposition hold.

Holds if
and take
then
Hence then
so Since the proposition is
symmetric in p and q the proof for is the same
as in the above case, making the proposition hold for
all cases.
If then either ma-
king the proposition hold for all cases
then
The treatment is the same for
then and
making The
treatment is the same for
then
but making the
theorem hold for this case
The treatment for is of the same type.

The proofs for the remaining theorems of Whitehead and
Russell, and tukasiewicz are of the same character as those gi-
ven. They are omitted to save space.

The Cahfornia Institute of Technology, Pasadena.
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J. Gadomski.

TV Cassiopeiae.
(Bearbeitung der in den Jahren 1923--1928 angestellten Beobachtungen).

Mémoire présenté par M. M. Kamienski a la séance du 24 novembre 1936.

TV Cassiopeiae.
(Opracowanie obserwacyj z lat 1923—1928).

Przedstawit M. Kamienski dn. 24 listopada 1936 r.

Die vorliegende Arbeit enthdlt die definitive Bearbeitung
meiner bis jetzt nicht veroffentlichten 311 Beobachtungen des
Lichtwechsels des Bedeckungsveranderlichen TV Cassiopeiae,
die ich mit Hilfe der Argelanderschen Methode in dem Zeitrau-
me von 1923 Juli 11 bis 1928 Februar 15 in 64 Nachten ange-
stellt habe. Die Beobachtungen Nr, 1—149 wurden auf der astro-
nomischen Bergstation auf dem Gipfel von tysina (jetzt Lubo-
mir), 912 Meter Uber dem Meeresniveau, die Nr, 150—303 in
der Krakauer und die Nr, 305—311 in der Warschauer Univer-
sitdts-Sternwarte durchgefihrt. In der Regel (insgesamt 288
Beobachtungen) habe ich einen Kometensucher der Firma Stein-
heil, 134 mm Objektivdurchmesser, 137 cm Brennweite, Vergr.
18, verwendet. Ausnahmsweise (zusammen 23 Beobachtungen)
wurden die Schatzungen Nr, 282—283 mit Hilfe eines Kkleinen
Fraunhoferschen Kometensuchers (Objektivdurchm. 76 mm),
Nr, 208 — 209 mit Hilfe eines analogen Zeissschen Suchers,
Nr, 304—311 mit Hilfe eines Refraktors der Firma Cooke (Ob-
jektivdurchm. 134 mm) und Nr. 210, 231, 234—239, 241 und 295
mit Hilfe eines parallaktischen Refraktors (Objektivdurchm.
203mm) angestellt.

Die Helligkeiten der Vergleichsterne sind in der Tabelle 1
zusammengestellt.
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TABELLE L
Vergleichsterne (Harvard-System)

1855.0

Bezeichnung BD a 0 Gr. 'Stufen Gr.'
\% + 58° 30 o 11" 3202  + 580 20°.0  var. | var. var.
b + 590 15 0 6 17.0 +59 115 6."'86 j OMO 6.""85
c + 58"24 0 10 5.6 58 15.1 7.72 11.6 7.60
d + 58° 28 0 11 256 =+ 58 54.8 7.87 15.6  7.85
e + 58° 22 0 8 7.1 458 384 7.90 17.1 7.95
f -f 5818 G 7 337 +58 595 7.92 19.1 8.08
é + 59031 0 11 350 +59 17.8 23.3 8.35
m H 58" 38 0 14 39.6 ¢ 58 52.1 26.7 8.57
h ~ 580 31 0 11 432 + 58 183 8.89 30.4 8.81
i + 590 30 0 11 14.0 4+ 59 31.4 30.8 8.83

In der flinften Kolumne der Tabelle | sind die Helligkei-
ten nach Messungen von Prof. K, Graff, in der siebenten da-
gegen die mit der eigenen Stufenskala ausgeglichenen Helligkei-
ten angegeben, die nach der Methode der kleinsten Quadrate
aus den Beobachtungen Nr. 1—202 berechnet wurde. (Die Sum-
me der Differenzen der Helligkeiten der finften und siebenten

Kolumne betragt: + 0.02j,

Die Tabelle Il enthédlt die chronologische Zusammenstel-
lung aller Beobachtungen. Das Gewicht (G) der einzelnen
Beobachtungen wurde direkt am Fernrohr wéhrend der Beobach-
tungen bestimmt. Die in der Tabelle 1l angegebenen Grgdssen
(Gr.) des Veranderlichen beruhen auf den ausgeglichenen Hellig-

keiten der Vergleichsterne. Meine Stufe betrug in dem Beobach-
m
tungszeitraume im Mittel 0,066.

Die Beobachtungen Nr. 1—202, die zeitlich verhaltnismas-
sig zusammengendrdngt sind (1923 Juli 11 — 1924 Dezember
16), wurden mit Hilfe der Lichtwechselselelemente von J, Hel-

lerich: d

Min. helioz. m. Z. Gr. 2420117.7464 -f 1.8126096XE (A. N.
5295) auf die Normalepoche E — + 2062 reduziert.
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J. D.
helioz.

2423...

612.4496
612.4510
612.4524
612.4656
612.4663
612.4677
612.4802
612.4822
612.4850
612.5003
612.5010
612.5072
612.5086
612.5100
612.5183
612.5190
612.5260

639.4041

641.3292
641.3347
641.3549
641.3813
641.3868
641.3889
641.4146
641.4271
641.4299
641.4306

641.4584

641.4597
641.4604
641.4757
641.4764
641.4785
641.4938
641.4945
641.5153
641.5160
641.5167
641.5320

650.4929
650.4956
650.4970
650.5075
650.5081

Schéatzun-

gen

e3.5v8h
d5v8h
f3v8h
d4v8h
f3.5v7h
e5v7h

d25v8h

ed4v8h

fov,c3e2f

dlv2.5f
eov
dov
eov
c3vaf
bova2d
cov
cov

b4v5.5¢

b7v3c
b8v3.5¢c
b9v2.5¢c
clv2d
civ 25e
clv3.5f
c4vlif
c4d2.5v
c4ebv

f2.5vi0h

d7v8h
e6v8h
f3.5v8h
favoh
e5.5v8h
d4v8h
d2v3f
c5Vlile
c4v3e
c3.5v7f

c3.5v4.5d

b8vlic

flvoh
e2v9h
d4vioh
f2v8h
e3v8h
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TABELLE IL

Beobachtungen.

Gr.

8.21
8.22
8.28
8.17
8.32
8.31
8.08
824
8.08
7.92
7.95
7.85
7.95
7.89
7.67
7.60
7.60

7.17

7.38
7.37
7,44
7.68
7.70
7.71
7.98
8.01
8.34
8.23
8.30
8.32
8.30
8.30
8.30
8.17
7.94
7.89
7.80
7.76
7.71
7.52

8.15
8.11
8.12
8.23
8.18

Bemer.

471 —

86
87
88

Schéatzun-
gen

d4av9h

c4.5v2d
c3v3.5e
c3vef
clv3.5d
clv35e
cov
b9v3.5¢c
b8v5d
b8v7e
b6v5c

clv3d
c2.5v3.5f
eov

c6vibe’

e5v 12 h
d5v8méh
f4v8méh
d4v9m5h
e5 vOme6h
f3vOme6h

c25V45el 2

c2.5v7.5f
c25vad
bovl.5¢
b9v5c

b8.5 v5c

b7 vdc
b8v7d
b8V55e
b8vof
c25Vv4af
c3v 1d
c35V2e
d5v8m9h
d4v8m8h
e3.5v9m7h
davl f
b8viéc
b7.5véc

e2.5v
flv
edv

@

[
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2
2
3
3
2
3
3
2
2
2

2
2
2

2
2
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Bemer.

8.15 9

7.77 10
7.76

7.76

7.66 8
7.68

7.60

7.39

7.47

7.44 5
7,26 2,11

7.66 6,11
7.80

7.95 6
7.88

8.20 5
8.131 12
8.24 13
8.10 7
8.17
8.20
7.73

772 7
7.70

7.49 6,7
7.33

7.32

7,33 2
7.38
7.50
7.43
7.78
7.79 14
7.82 2
8.13 2
8.10
8.14
8.03
7.35
7.27

8.11 9
8.14
8.21 8



Nr

1171
118
119
120:
1211
122
123
124

125
126
127
128
1291
130
131
132
133
134
135
136
137

J. D. Schatzun-
helioz. gen

2423...

799.2112 c3v2.5d
799.2362 b 10vl ¢
799.2807 b7V6c
799.2890 b7.5v8¢c

855.2676 b 10v2c
855.2746 cOV
855.2808 clv2e,c3e,
855.2829 d2v6.5f
855.2885 c3.5v4.5f
855.2906 el.5v4.5f
855.2919 d3v4f
855.2996 c7 v3f
855.3017 e 1V35¢g
855.3038 d4.5v3g
855.3232 e 1V35g
855.3253 f 3v8i
855.3274 d5v3g
855.3413 e 3v9 i
855.3433 glv9i
855.3447 f 5v8i
855.3461 1d6Vv9i
855.3774 ¢ 8v3.5 g
855.3794 e2.5v3.5¢g
855.3815 f 2.5v4g
855.3822 d5v3g
855.3892 eOv
855.3906 f Ov
855.3919 d 2vd4g
855.3933 ¢5.5v3.5¢g
855.4065 c3V6g
855.4169 c 1V 35 e
855.4183 cOv, v4.5f
855.4294ic 0V
855.43641b9v 1c¢
855.4385iv4d7.5¢g
855.4545 ijb8.5v3.50

864.2714 bs8vb5c
864.3436;c 2v4af
864.3624 c6v2.5f
864.3728 e3V5g
864.39851 d6.5v3.5¢g
864.4068 e5v3.5¢g
866.2678 1 c5v3.5f
866.2692iv0 e
866.2713!1d3v4.5¢g
866.27761c 5V 15e
866.2783id3v5f
866.2914'c2V 4 e
866.2935 dlv7g

NN NN
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172 —

Y
CD
Gr. S Nr
@
m
7.74 21516138
7.53 139
7.25 2 140
7.21 141
142
7.47 17 143
7.60 144
7.72
7.90 145
7.81 146
7.98 147
7.95 148
7.94 149
8.04
8.15 150
8.04 151
8.28 152
8.16 153
8.17
8.40 154
8.37 155
8.24 6 156
8.12
8.12 157
8.18 158
8.16 159
7.95 160
8.08 161
8.02
8.06 162
7.85 163
7.69 164
7.66 165
7.60 166
7.53 167
7.58 168
7.38
7.31 169
7.76 18 170
7.94 171
8.10 172
8.17 173
8.19 11 174
7.88 10 175
7.95 176
8.05 6 177
7.87
7.94 178
7.72 11 179
7.91 10 180

J. D.
helioz.

2423...

866.3012
866.3036
866.3039
866.3199
866.3227
866.3421
866.3671

884.2840
884.4097
884.4271
884.4312
884.4458

920.4207
920.4450
920.4721
920.4943

940.3616
940.3769
940.3942

971.3770
971.3964
971.4193
971.4291
971.4409

980.3887
980.3901
980.4005
980.4283
980.4373
980.4540
980.4616

2424...

047.2896
047.3466
047.4014
047.4132
047.4292
047.4556
047.4667
047.4896
047.4966

049.3001
049.3196
049.3314

Schéatzun-
gen

vOc
V3e
v2.5d
V3c25e
v4.5d8g
b8v5.5 ¢
b8ve6c

d2.5vle,d3.5e
c5V

vO ¢

vO C
v2c4f

b8.5v5.5¢
b8.5v4.5¢
blOvSc
b8v3.5¢c

b7véc
b7.5v6c
b8.5v5¢c

d5 c1V
d3.5 v3f
clVs5e
cOV

V3cb6e

d2edV
d2.5f3.5v
d2edV
c45e6V
c5e65V
c6d3.5V
c5e4d4V

b4 v7 c
b8v5c
b8v 1c
c3vdad
c25VvV5d
c4VO05Tf
d4 V 1.59
g3v7i
g3 V 8i

vOg
d3v3g
c5.5v 1d
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7.60
7.76
7.69
7.18
7.57
7.29
7.28

7.92
7.92
7.60
7.60
7.36

7.31
7.34
7.35
7.37

7.25
7.27
7.32

7.97
7.97
7.66
7.60
7.43

8.15
8.40
8.15
8.42
8.41
8.00
8.23

7.12
7.31
7.52
7.71
7.68
8.03
8.21
8.49
8.48

8.35
8.10
7.81

Berner.

11

16

10

19,20

23

16

14,21

13
16
21516
2,15
2,15
7.15

2,15

13

12
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x [ ; =
Nr J. D. Schéatzun- G Gr GE) Nr J. D. Schatzun—_G Gr. aEa
helioz. gen 5] helioz. gen ) @
m ]
2424... m 2424... m
181 049.3534 c4Vv3d 3 7.74 2.15219 426.3825 civ 2 7.63
182 049.3640 c3v 1.5d 3 7.77 2
183 049.3946 b8vl.5¢c 2 7.48 2.22 220 433.4591 b3.5 v4c 3 7.20' 15
184 049.4078 b7.5v2.5¢ 2 7.41 221 433.4938 b6v3.5c¢c 4 7.32i2
185 056.4497 b6.5v4.5¢ 3 7.29 222 444.3764 vOc 3 7.60 2,15
223 444.4167 f1 vi4g 3 8.13 15
186 067.2555 b8 v6.5¢c 2 7.26 9 . 224 444.4528 g1 v5i 3 8.43 7.30
187 067.2763 b7 vbc 3 7.29 1323225 444.4723 f 3v0.59 3 8.13
188 067.2916 b6V6C 3 7.23 226 444.5139 b5.5vIl.5¢ 3 7.44 '31

189 069.2278 vOg 2 8.35 4.18 227 446.3036 c2.5v3d 2! 7.85i2.6
190 069.2292 f 4.5v8i 2 8.35 228 446.3244 c OV 317.60 15
191 069.2424 f4v3.5g 2 8.22 ! ]
192 069.2466 f3.5v2.5g 2 8.24 229 448.2614 b6v lc 3 7.49
193 069.2549 f2.5v6.59 2 8.15 1
194 069.2618 f 2.5v8g 2 8.14 230 464.2967 V15¢ 4 7.50
195 069.2688 fOV 2 8.08 1 :
196 069.2785 d2.5v 3f 2 7.95 231 598.4434 b65V1c 3, 7.50 6.27
197 069.2896 c7V45d 2 7.75 215232 598.4844 f 3vO0g 2! 8.35 32
233 598.4934 g2v7i 218461
198 076.4307 0 V¢ 1 7.60 1418, 1
24 234 600.3371 g 1.5 v5i 4 8.46 16,33
199 C98.2008 d3 v7g 3 8.00 1617 235 6C0.3871 c3v0.5d 2, 7.87
200 098.2182 d3 v7 g 3 8.00 236 600.3885 eOvV "31 7.95
201 098.2460 d4v3.5g 3 8.12 7.15 237 600.3899 c2V3.5f 13" 7.74
202 098.2862 c5v0.5d 2 7.83 7.U 238 600.3906 c2.5 v5g 3 : 7.85
* 239 600.4031 b5.5 v2ci2 7.40 27
203 136.2967 e 3V 5i 3 8.28 7.15 1

240 618.3179 b7 vdc 4 7.33
204 196.2244 b8Vi4c 3 7.35 1325241 618.3832 c2.5vid 4, 7.76 %
205 196.2522 b6v5.5¢c 3 7.24 6 242 618.3936 c¢3.5 v5g 12! 7.91it32

243 618.4360 93.5v6.5i 8.52
206 2C5.2308 d3v2.5f 2 7.93 5 244 618.4485 ¢gOv ‘2 8.35 20
207 205.2420 cOV 14 7.60 13 245 618.4561 e4V3g 1418.18

246 618.4686 e3.5v4g 2 ; 8.14
208 223.3904 c3 v6.5f 2 7.75 26 247 618.4936 e2V 459 4! 8.07
209 223.4181 b8Vi4c 3 7.35

248 620.3520 c 15 v2e Y7757
210 243.4216 b6V4c o 7.30 27 i
249 658.3647 £4 v2g 31 8.26 16
211 386.4804 c4V5g 2 7.93 21528250 658.3765 f 5vi4g 318.23 16
212 386.4960 c4Vv25e 13 7.82 21315251 658.3824 f4.5v6 g 2j 8.20 121
213 386.5058 c 0V i3 7.60
214 386.5127 V15¢c 7.50 252 765.2927 edv4g.e0fi 3 8.15

25i 765.2989 f2.5v4g '3; 8.18
215 408.3110 b7 v3.5¢c 3 7.35 20 254 765.3184 f1v6.5g !318.12

216 408.3548 b7 v5c 3 7.29 255 765.3288 c4vl.5f 3 7.95
1 256 765.3371 c3v3.5f 3! 7.82
217 426.2971 f4v8g 8.17 16,29 257 765.3545 c2v4.5 e 3 7.71

218 426.3262 f45V3g 3 8.24 258 765.3878 vOc 3 7.60



N J. .D. Schatzun- ¢ Gr g INT J._D. Schéatzun- G or E
helioz. gen o 1 helioz. gen @
[ m
2424... m 2424... m
259 765.4107 b4.5v2c 2 7.37 15 286 843.2332 vOd 3 7.85 2,15
287 843.2443 e3v0.5d 2 8.04 2.15
260 776.3395 b4Viac 4 7.23 13 288 843.2582 e 1V 2d 2 8.01 215
289 843.2901 c¢35V3e 2 7.79 14
261 794.2617 d2v7g 2 7.96 1334
262 794.2812 d3.5v3g 2 8.12 290 850.3580 bl v6¢c 3 6.96
263 794.3145 c4.5vl.5d 1 7.95 2,15
264 794.3409 c3ve6d 2 7.83 15 291 863.2380 b5.5v2.5¢ 3 7.37 7,15
265 794.3666 c2Ve6d 2 7.75 2,15
266 794.4034 b3.5v4c 3 7.20 2,15292 909.2533 b3v5¢c 4 7.13 13
267 796.2430 b4v2.5c¢c 4 7.31 1315293 910.3402 b5vl ¢ 2 7.48
294 916.2459 b4 v5.5¢c 4 7.17 29
268 814.2280 f6.5v 1g 4 8.31 6,15
269 814.2586 vOf 2 8.0S 2,15295 957.3410 b7v3c 2 7.38 27
270 814.2863 c2.5v4d 1 7.74
271 814.2995 cl.5v5d 2 7.68 296 958.3534 b4Vic 2 7.23 27
272 814.3148 b4V lc 2 7.45 2,15
2425...
273 817.3627 b2v5c 4 7.06 1315297 033.3907 b5.5v2.5¢c 3 7.37
298 033.4122 b5.5v3.5¢ 2 7.31
274 823.2392 d1lv7g 2 7.70 13 1
275 823.2696 e3v 1d 2 8.10 2 299 035.3616 g 1v5i 4 8.43
276 823.3022 c5v 3d 2 7.86 13 300 035.3706 e2.5v2.5gi 3 8.15
277 823.3279 c25v4e 3 7.75 8 301 035.3769 e3.5v3.5g 3 8.15
302 035.3838 el.5v4.5g 3 8.05
278 826.3050 b3v3c 2 7.22 32 303 035.4116 e 1V5g 2 8.02 35
279 832.2362 c25V2e 2 7.79 21 304 276.3441 vOc ;4 7.60
280 832.3251 e 1Vd4g 3 8.03 2,15305 276.3516 V Oc i3 7.60
281 832.3717 cOV 2 7.60 306 276.3935 c3V1lg 1o 8.16 27

307 276.3955 d2vl.5g 2 8.17
282 839.2076 b4Vic 3 7.23 2 308 276.4025 d3v6.5i 2 8.03

309 276.4053 g 1V45i,, 844
283 841.2416 b3V25c 2 7.26 7,15310 276.4108 g 1V4i |2 845 27

284 843.2165 dl.5v4g 2 8.09 34 311 292.2522 vOc 2 7.60 27
285 843.2262 e2.5v0.5d 2 8.11

Bemerkungen; 1. Luft sehr durchsichtig. 2, Stellung des Beobach-
ters unbequem. 3. Morgendammerung. 4. Himmelsgrund hell. 5. Bilder massig.
6. Bilder sehr gut. 7. Stellung des Beobachters sehr unbequem. 8. Der Himmel
bedeckt sich mit Wolken, 9. In der Nadahe Wolken. 10. Mondlicht stort.
11. Instrument zittert unter dem Winddruck. 12. Die Bilder haben sich ge-
bessert. 13. Bilder gut. 14. Bilder schwach. 15. Beobachtung in Zenitnéhe.
16. Mondlicht stort wenig. 17. Luft durchsichtig. 18. Mondlicht stért sehr.
19. Abendddmmerung. 20. Die Bilder zittern. 21. Beobachtung durch dinne
Zirrus-Wolken. 22. Mond ist aufgegangen. 23. Heiter. 24. Neblig. 25. Hie
und da Wolken. 26. Wegen Mondlicht heller Himmelsgrund. 27. Gesichtsfeld
zu klein. 28. Bilder schwach. 29. Vollmond. 30. Okular ,schwitzt”. 31. Stel-
lung des Beobachters schwierig. 32. Beobachtung in Horizontn&dhe. 33. Mond
nach ersten Viertel. 34. Himmelsgrund dunkel. 35. Lichter der Stadt stdéren.
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Ich erhielt folgende 31 Normalhelligkeiten (Tabelle I11),
deren Verlauf in der Zeichnung dargestellt ist.

TABELLE IIL

Normalhelligkeiten von TV Cassiopeiae.

€ € £
(8] O o
Nr  Phase n '% Gr. Nr Phase n E Gr. Nr Phase n % Gr
0] (O] O]
2423... m 2423... m 2423... m
1 855.1323 2 7 7.14 12 855.3316 7 14 8.15 23 855.4032 7 19 7.80
2 855.1847 6 12 7.29 13 855.3413 8 20 8.28 24 855.4073 7 16 7.76
3 855.2138 7 19 7.32 14 855.3473 7 23 8.31 25 855.4136 7 16 7.72
4 855.2466 7 17 7.39 15 855.3557 7 19 8.24 26 855.4200 7 17 7.62
5 855.2713 6 20 7.61 16 855.3624 7 19 8.29 27 855.4280 7 15 7.58
6 855.2788 5 14 7.73 17 855.3700 7 18 8.12 23 855.4360 7 15 7.54
7 855.2859 7 21 7.89 18 855.3752 7 16 8.13 29 855.4510 7 15 7.40
8 855.2953 7 18 7.87 19 855.3812 7 20 8.04 30 855.4633 5 9 7.33
9 855.3036 7 20 8.09 20 855.3875 7 18 7.97 31 855.4866 4 7 7.25
10 855.3164 7 22 8.16 21 855.3920 7 15 8.00
11 855.3226 7 20 8.12 22 855.3979 6 13 7.90

Auf Grund der Normalhelligkeiten der Tabelle Ill habe
ich, nach graphischer sowie rechnerischer Ausgleichung, die fol-
gende Lichtkurve in der Ndhe des Hauptminimums erhalten (Ta-
belle 1V und die beigefligte Zeichnung),

TABELLE 1V.

Lichtkurve von TV Cassiopeiae.

Phase Gr. Phase Gr. Phase Gr.
d m d m 1 d 5
0.00
8.30 +0.06 7'79]1 +0.12 7334
+0.01 8.28 +0.07 7.68 +0.13 7.29
7 9 3
+0.02 8.21 +0.08 7.59 +0.14 7.26
9 ¢} 2
~0.03 8.12 +0.09 7.51 +0.15 7.24
10 r 2
+0.04 8.02
J1 +0.10 7.44g +0.16 7.22
+0.05 7.91 +0.11 7.38
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Normalepoche: Min, helioz- m.

Der Verlauf der Lichlkurve im Hauptminimum ist sym-
metrisch.

Die zwischen den Helligkeiten des Variablen in der Ta-
belle 1V gedruckten Zahlen geben die Geschwindigkeit des
d

Lichtwechsels des Verdnderlichen binnen 0,01 ausgedriickt in
Hundertsteln der Grdssenklasse.

Auf Grund der Lichtkurventabelle (IV) habe ich das ganze
Beobachtungsmaterial der Tabelle | von neuem in der Absicht
bearbeitet, die Momente der einzelnen von mir beobachteten
Minima hinsichtlich etwaiger Abweichungen von den linearen
Lichtwechselelementen rechnerisch moglichst genau zu bestim-
men, Zu diesem Zwecke habe ich die Methode verwendet, die
sich schon bei der Bearbeitung meiner Beobachtungen von Z Vul-
peculae (Extrait du Bulletin de I'Acad, Polonaise d, Sciences et
d. Lettres, Sér, A, 1927, pg, 31), U Cephei (Public. Observ, War-
saw. Vol. 5, pg, 43) und U Coronae Borealis (Public, Observ,
Warsaw, Vol, 6, pg, 7) als zweckméssig erwiesen hat.

Ich erhielt auf diese Weise folgende 52 heliozentrische
Minima (Tabelle V):



+ 1928
1- 1944
+ 1949
-f 1983
-i- 1993
f 2009
+ 2029
+ 2031
r 2062
+ 2067
+ 2068
+ 2078
+ 2098
+ 2109
+ 2126
4-2131
-+-216S
+ 2169
+ 2173
+ 2179
+ 2180
+ 2184
f 2196
+ 2217
4- 2250
-f- 2255
+ 2265
$-2335
h 2367
+ 2377
+ 2381
+ 2387
+ 2388
-2398
-2472
h 2473
+ 2483
H-2484
+ 2505
't 2564
H 2580
H2581
2591
2596
2601
2607
2618
2644
2670
2712
2713
2846

T

[N

B

242...

3612.4537
3641.4734
3650.5263
3712.1575
3730.2686
3759.2798
3795.5158
3799.1468
3855.3481
3864.4110
3866.2284
3884.3476
3920.5858
3940.5167
3971.3445
3980.4207
4047.4885
4049.2876
4056.5797
4067.4187
4069.2303
4076.5096
4098.2394
4136.3067
4196.1075
4205.1745
42-(3.3209
4386.4317
4408.1950
4426.3152
4433.6167
4444 4444
4446.2470
4464.3881
4598.5317
4600.3301
4618.4450
4620.2884
4658.3571
4765.2842
4794.2814
4796.1180
4814.2245
4823.2826
4832.3244
4813.2200
4863.1260
4910.2459
4957.4510
5033.5130
5035.3520
5276.4284
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TABELLE V.
Heliozentrische Minima von TV Cassiopeiae.

Mi

+ o+ + o+t o+ o+ o+ o+

H o+ +

+ + 4+ >

ttlerer

Fehler

n

NUINPE PR PR UWBRORU OWERDOWRNUORN®ERRNNON S b ©ON b~ O~ G W e o

1

Gewichl[

_——— PR -

3310
5279
1127
13/9
3227
1695

1

B —R

d
— 0.0040
— 0.0061
+ 0.0038
+ 0.0063
— 0.0087
+ 0.0007
- 0.0155
— 0.0097
0.0007
0.0006
0.0053
- 0.0015
— 0.0155
— 0.0233
— 0.0099
0.0032
+ 0.0045
0.0090
0.0326
— 0.0040
0.0050
0.0238
0.0023
0.0048
0.0105
0.0065
0.0138
- 0.0103
+ 0.0017
— 0.0042
+ 0.0468
— 0.0011
— 0.0111
+ 0.0039
+ 0.0144
+ 0.0002
— 0.0110
+ 0.0198
+ 0.0237
+ 0.0068
f-0.0022
+ 0.0262
+ 0.0066
+ 0.0017
- 0.0196
-h 0.0004
— 0.0323
— 0.0403
+ 0.0370
— 0.0306
- 0.0042
— 0.0049

+ o+ o+

+

+

| ++ + |

+
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Die gewichteten Mittel der B-R der Tabelle V ergaben fol-
gende Normalminima (Tabelle VI):

+ 1965
+ 2086
+ 2207
+ 2374
+ 2481
+ 2587
+ 2780

TABELLE

Normalmiriima von TV

B
J. D. -m. Z. Gr.)

242...
3679.5200

3898.8497
4118.1754
4420.8771
4614.8314
4806.9684
5156.7953

91
90
23
18
21
32
14

VI

Cassiopeiac.

G

16993
18905
3615
3521
3891
74''8
2234

Der Verlauf der B-R der Tabelle VI

d

0.0 43
0.0003
0.00C4
0.0045
0.0006
0.0010
0.0058

scheint auf

(Amplitude ca. 0.007) kurzperiodische (Periode ca. 400
Schwankungen der Lange der Periode der Bedeckung zu weisen,
die aber noch bestédtigt werden missen.

Die Rechnungen zu dieser Arbeit wurden unter
Leitung vom Magistrant A, Polakowski

Warszawa,

Universitéts-Sternwarte,

November

1936.

kleine

X P)

meiner
durchgefinhrt.
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