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ERRATA.

W. Sierpiinski. ,0O pewnej wilasnosci rodzin zbioréw
przeliczalnych".
” »our une propriété des familles d'en-
sembles dénombrables".

p. 2 ligne 15 au lieu de de S

doit étre de S appartenant a la famille F
p. 2 ligne 25 au lieu de (E, ) et TM+HE®)
doit étre (fi) et "2)

Godofredo Garcia. Las ecuaciones de Lagrange y el
principio de Hamilton en la mecénica clasica y en la mecanica
relativista.

p. 78 ligne 14 (5) au lieu de

p. 78 ligne 20 (7)
au lieu de

p. 78 ligne 24 au lieu de ,recorvido" doit étre ,recorrido”
p. 78 ligne 26 (8)
au lieu de doit étre

p. 79 ligne 2 (10)
au lieu de doit étre

p. 79 ligne 3 (11)
au lieu de doit étre

p. 81 ligne 26 au lieu de ,antenor" doit étre ,anterior"
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SPRAWOZDANIA Z POSIEDZEN
TOWARZYSTWA NAUKOWEGO WARSZAWSKIEGO

Wydziat 1l nauk matematyczno-fizycznych.

Posiedzenie
z dnia 29 kwietnia 1933 r.

Tadeusz Jerzy Wojno.

Przyczynki do metodyki justowania mikroskopu
mineralogicznego i mikroskopu Fedorowa.

Komunikat zgtoszony dn. 29 kwietnia 1933 r.

Praca bedzie wydrukowana w Archiwum Mineralogicznem
Tow. Nauk. Warsz. Tom IX.

Contributions aux methodes pour regler le microscope
mineralogique et le microscope de Fedorow.

Note presentee dans la seance du 29 avril 1933.

Ce travail paraitra dans ,Archives de Mineralogie de la
Societe des Sciences et des Lettres de Varsovie". Vol. IX.



Wt Gorczynski i1 Fr. Ostrowski.

O wartosciach rozproszonego promieniowania
stonecznego dla Warszawy i nizu polskiego.

Przedstawit W. Gorczynski dn. 29 kwietnia 1933 r.

WSTEP.

W komunikacie p.t. ,Przyczynek do poznania wielkosci
promieniowania rozproszonego w bilansie og6lnym sum ciepta”,
zgtoszonym naposiedzeniu majowem zr. 1932 Wydziatu 1l T. N. W.,
podana byfa ocena przypuszczalnych wartosci dyfuzji stonecznej
dla Warszawy. Ocena ta, jako oparta na materjale poréwnaw-
czym, zdobytym zjednej strony w okolicach $rédziemnomorskich,
a z drugiej strony wEuropie pétnocnej i zachodniej, musiata mieé
z natury rzeczy charakter przyblizony w stosunku do Warszawy
i do Polski wogdle. Aby zyska¢ dane bezposrednie, zorgani-
zowana zostata specjalna serja pomiaréw solarymetrycznych i pyr-
heliometrycznych i to z jednej strony w Warszawie (na tarasie
gérnym gmachu T.N.W. przy ul. Sniadeckich 8, ponad Gabi-
netem Aktynometrycznym), a z drugiej strony w dwéch miejsco-
wosciach niziny Polskiej, a mianowicie w Remiszewicach, pow.
tédzkiego, oraz Januszewicach, pow. opoczynskiego.

Rozpoczete z koficem wiosny 1932r. te serje obserwacyjne,
obejmujg juz okres wielomiesieczny. Od pazdziernika 1932 r.
pomiary solarymetryczne i pyrheliometryczne prowadzone byly
przez drugiego z wspOtautoréw, jako statego wspotpracownika
Gabinetu Aktynometrycznego T.N. W.

I. Rezultaty pomiaréw bezposrednich promieniowania
rozproszonego w Remiszewicach, Januszewicach oraz
w Warszawie T. N.W.

Do pomiarow promieniowania stonecznego stuzyly pyrhelio-
metry termoelektryczne, oraz solarymetry nowej konstrukcji,
wyrabiane w znanych zaktadach Towarzystwa Jules Richard
w Paryzu. Opis ostatnich modeléw stanowigcych potaczenie
solarymetru z pyrheliometrem rurkowym podany zostat w ,,Revue
d'Optique" (T. 11 Paris, 1932), oraz w miesieczniku ,,Wszechswiat"
(Nr. 1 z r. 1933), a takze w wspomnianym powyzej komunikacie
na posiedzeniu T. N. W. z 28 maja 1932 r.
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Wartos¢ dyfuzji (Qjiff) byla wyznaczana z jednoczesnych
pomiaréw pyrheliometru w rurce skierowanej normalnie wzgledem
promieni stonecznych, a takze solarymetru, ustawionego poziomo,
dajgcego natezenia promieniowania idacego wprost od stonca,
oraz rozproszonego przez sklepienie niebieskie. Promieniowanie
catkowite réwna sie

Qglob = Qnorn, ~ Sin + = +

gdzie 1} oznacza wysokoS¢ stofAca nad poziomem wyznaczang
teodolitem, lub obliczang za pomocg znanego wzoru trygonometrji
kulistej:

Sin = Sin@ Sin S-j-Cos f Cos S Cos t

gdzie @ oznacza szeroko$¢ geometryczng danego miejsca —
N zboczenie stonca, a t kat godzinny.

Warto$ci natezenia promieniowania rozproszonego {Qniff)
moga by¢ wyznaczane nie tMlko z réznicy miedzy promieniowaniem
catkowitem i sktadowag poziomg promieniowania normal-
nego Qor~ Q/7o0rmwprost Z odczytan bezposred-
nich solarymetru; ten ostatni zaopatrzony jest w tym celu w ru-
chomy pret z krazkiem, ktéry stawia sie ponad termostosem tak,
aby cien od storica pokrywat powierzchnie tego ostatniego.
W ten wiasnie nadzwyczaj prosty i dogodny sposob wyznacza
sie promieniowanie rozproszone dla dni nie tylko pogodnych,
ale takze catkowicie lub czesciowo pochmurnych.

W tabl. I przedstawione sg wartosci natezei promieniowania
rozproszonego, wyrazone w czeSciach setnych kalorji gramowej
na minute i centymetr kwadratowy powierzchni poziomej. Od-
powiednie serje pomiaréw solarymetro-pyrheliometrycznych doko-
nane zostaty w czerwcu i lipcu 1932 r. (13 dni obserwacyjnych)
w majatku Remiszewice powiatu tédzkiego; w ciggu nastepnych
trzech miesiecy (25 dni obserwacyjnych) przyrzady byly zainsta-
lowane w majatku Januszewice, powiatu opoczynskiego. Odlegto$é
miedzy tymi dwoma punktami obserwacyjnemi, do$¢ podobnie
potozonemi, wynosi okoto 50 km. w linji powietrznej.

Pomiary przeprowadzane byly mozliwie czesto w ciggu
catego dnia miedzy wschodem i zachodem storica. Odnosne
warto$ci promieniowania rozproszonego figuruja w Tabl. | pod
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Tab. L

Wartosci natezen promieniowania rozproszonego w czesciach set-
nych cal. gr. na minute i cm® powierzchni poziomej. Pomiary
w Remiszewicach i Januszewicach w r. 1932.

Values of sky radiation intensity (in tenths of gr. cal. per minute
and cm” of horizontal surface).
Abstract of solar radiation measurements made in Remiszewice
and Januszewice in Poland in the year 1932.

b - 60° 50« 40« 30« 20« p = 50« 40« 30« 20« 10«

6v1 23 19 18 15 11 15VII 18 15 9 8 5

19. ,, 17 12 9 16., 18 12 11 5

21. ,, 23 22 9 18., 18 10 8

26. ,, 23 15 8 9 2., 15 11 6

27v1 22 18 15 12 9 21., 15 13 9
22.,, 17 16 9

2Vl 18 15 12 26.VIII 15 14 10 6

4., 18 11

5 . 14 8 6. IX 16 12 9 6

6., 21 17 13 9 7., 14 11

8., 24 19 8 9., 15 14 6

10. , 15 18 8 22. 12 10 10

11. » 18 9 24, 15

2.vie 24 19 27. 15 15 11 7
29. ,, 15 12

6.VIII 129 30. IX 4 8 6

10. ,, 20 13 8

11. 17 13 12 10 7.X 9

12. 18 12 12 13. ,, 13

13. ,, 18 15 12 9 14. , 11

14. 18 10 12 10 18.x 15 13 9 6

N. B. Dni bez chmur w poblizu stonca.
Days without clouds in the vicinity of the sun.
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odpowiedniemi wysokosciami storica”, z ktorych dla oszcze-
dzenia miejsca, podano w tabeli tylko niektore wartosci w od-
stepach dziesieciostopniowych.

Dane z 38 dni obserwacyjnych dla pieciu miesiecy 1932 r.
zostaty uszeregowane wedtug wysokosci stonca dla dni dosta-
tecznie pogodnych, gdy nie byto chmur, smug lub opon w bez-
posrednim sasiedztwie tarczy stonecznej. Mniejszy lub wiekszy
mimo tego stopied czystosci nieba lub tez wplyw ewentualny
dalej potozonych chmur lub oblokéw wyraza sie w pewnych
wahaniach wartosci dyfuzyjnych, jak to wskazuje przebieg war-
tosci w Tabl, I. Tabela ta daje nam zresztg tylko krotki wyciag
z og6tu pomiaréw solarymetryczno-pyrheliometrycznych, doko-
nanych w ciggu lata i jesieni 1932 r.

Biorgc Srednie dla réznych potozen stoica, otrzymujemy
prawidtowg zalezno$¢ dyfuzji od wysokosci storica. Dla wiekszej
jasnosci i gwoli poréwnania danych polskich z odnosnymi prze-
biegami dla paru miejscowosci zagranicznych, rezultaty zestawione
sg osobno w Tabl. Il 7

Obok danych kolumny pierwszej, streszczajacej rezultaty
zawarte juz w Tabl. I dla dni pogodnych z Remiszewic i Janu-
szewic, podane sg w dwdch nastepnych kolumnach pionowych
wartosci nastepujgce: Kolumna 3 daje natezenia promieniowania
rozproszonego dla dni zupetnie pochmurnych z wigczeniem takze
dni dzdzystych lub ze $niegiem. Wartosci dyfuzji podane sg
w czesciach setnych kalorji gramowej na minute i cm”™ powierzchni
poziomej wedlug pomiarow w Warszawie (taras gérny Gabinetu
Aktynometrycznego T. N. W. gmachu na ul. Sniadeckich 8).

Nie przytaczajgc, dla zaoszczedzenia miejsca, wszystkich
obserwacji z dni poszczeg6lnych, notujemy, ze wartosci dyfuzji
w kolumnie 3 przedstawiajg $rednie obliczone dla z gérg 50 dni
obserwacyjnych z gruba pokrywag chmur w ciggu czterech mie-
siecy od listopada 1932 r. do lutego 1933 r. wigcznie.

Kolumna 2 w Tab. 11 daje rezultaty pomiaréw dyfuzji dla
dni czeSciowo pochmurnych, kiedy byty czeste przejscia opon,
smug lub obtokéw przez tarcze stoneczng lub gdy obtoki odbi-
jajace lub filtrujgce promienie stoneczne byly w bezposrednim
sgsiedztwie stonca.

Dane kolumny 2-ej stosujg sie tylko w czesci do punktow
obserwacyjnych poza Warszawa, a dla nizszych wysokosci storica
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Tab. Il

Wartosci $rednie CMuff w setnych czesciach kal. gr., na minute
i cm™ powierzchni poziomej.
Mean values of Qdiff (i" tenths of gr. cal. per minute and cm”
of horizontal surface) in function of sun's altitude #).

Remiszewice, Janu-

szewice, Warszawa Coneg!iano Nice Thorenc Pari_s, .
(T. N. W) (Italia) Helsinki
b 1. 2. 3 4 5 6 7 8 9 1w
pog-oanie pélp.og-, poc.hm. zacgmurz,l—_:glouzie;s pog-od. — elear  p6tpog. — half
65" 17 23 32
60« 21 17 23 32 17
55" 19 16 22 31 16
50° 18 16 22 31 15 25
45" 17 28 15 21 30 14 13 31 23
40° 15 25 14 21 29 13 12 27 22
35° 13 22 13 20 28 12 11 23 19

30° 12 19 13 12 18 27 12 10 19 15
25° 11 16 11 11 17 25 11 09 15 13
20° 09 14 09 10 15 23 10 08 12 10

15° 08 11 07 08 12 20 09 08

10" 06 07 05 06 09 15 06 06

5° 04 05 04 05 03 04
Objasnienia dla kolumn Tab. Il. — Explanation of Table II.

Kolumny 1, 2 i 3 dajg Qdiff w Polsce dla dni pogodnych, poétpogod-
nych i pochmurnych.

Kolumny 4, 5 i 6 dajg Qdiff dla Conegliano (ltalja) osobno dla dni
z zachmurzeniem O, 1 do 3 oraz 4 do 7.

Kolumny 7 i 8 sg utozone dla dni pogodnych w Nicei oraz w Thorenc
w Alpach Nadmorskich na wysokosci 1,2 km.

Kolumny 9 i 10 dajg Qdiff dla Paryza (dni z wigkszem zachmurzeniem)
oraz dla Helsinek w Finlandji dla ogétu dni.

In columns 1, 2 and 3 the values of Qdiff are gi“ren for Polish stations
(geographical latitude nearly 52° N). Column 1— means for elear days, co-
lumn 2 — for partly covered and column 3 — for heavy or rainy clouds.

In columns 4, 5and 6 mean values of sky radiation are given for different
degrees of cloudiness (namely O, 1—3 and 4—7) for Conegliano (lat. 45" 9 N)
in Italy not far from Yenise. The corresponding data calculated by Professor
A. Puppo, the distinguished chief of the Meteorological Observatory of
Conegliano and author of some yaluable contributions to the Actinometry.

In columns 7 and 8 mean values were formed for sufficiently elear days
at Nice (lat. 43.7N) and Thorenc (lat. 49.8 N), a mountain station near to
Mediterranean shores. The height of Thorenc is about 1,2 km upon the sea-level.

The columns 9 and 10 give finally the Qdiff values for Paris (mostly
covered days) and for Helsinki in Finland for all days.
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(ponizej ~= 20~ w czasie zimy w Polsce) przedstawiajg rezul-
taty, zebrane systematycznie i w wiekszej liczbie, w Warszawie
w Gabinecie Aktynometrycznym T. N. W.

Wartosci dyfuzji koto potudnia wahajg sie w do$¢ wazkich
granicach dla dni z grubsza i jednostajnie szarg powtoka chmur
deszczowych.

Oto pare wyciggdbw w formie skréconej z serji pomiarow
dyfuzyjnych, dokonywanych w Warszawie solarymetrem stale bez

wzgledu na pogode, przez drugiego ze wspoétautoréw komunikatu
niniejszego.

a) Dla dni catkowicie zachmurzonych, z silng pokrywa
chmur gtéwnie deszczowych lub warstwowych (Nimbus lub stratus,
mglisto lub opad, deszcz lub $nieg) w czasie pomiaréw solary-
metrycznych, dokonanych w Warszawie T.N.W. zazwyczaj mie-

dzy godzing 11 a 13-3. Wysokosci stofica w tym czasie wahaty
sie przewaznie od 20° do 15° ponad poziomem.

Rok 1932 Rok 1933

cal cal cal

19.X1 . . 0.07 4.XI11. . 0.06 21 .. . 0.06

23.X1 ... 05 5.XII. . . 03 31.... 05

24 X1 ... 03 6.X11. . . 03 41 .... 05

28X1 ... 05 7.XI1. . . 03 171 .... 05

29.X1 ... 03 8.X11. . . 06 241 .... 05

30.X1 ... 05 16.XI11. . . 03 4.11. ... 06

2.X11. . . 06 23.X1l. . . 05 711. ... 06
3.X1l. . . 06 24 XII. . . 05
30.XI11... 05

Wynika stad, ze wartosci dyfuzji obserwowane w tym czasie
niewiele odbiegaty od 0.05 cal. gr. (warto$¢ srednia z 24 dni
w czasie od listopada 1932 r. do lutego 1933 r.). Jest to to samo
co dla dyfuzji otrzymywanej w dni pogodne dla tych samych
wysokos$ci storica nad poziomem, jak to wynika z Tabl. 1L

W cieplejszej porze roku wartosci dyfuzji bylty podobne do
powyzej przytoczonych dla zimy w Warszawie, o ile powioka
chmur byta jednolicie rozmieszczona w warstwie grubszej obto-
kow deszczowych lub warstwowych. Wartosci nieco znaczniejsze
dyfuzji znajdowano tylko dla wiekszych wyniesieri stofica (/?)
nad poziomem.
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Tak np. 30.VIII 1932 obserwowano dla zachmurzenia 10 (Nim-
bus) wartosci dyfuzji: 0.13 cal. dla b= 48" atylko 0.02 cal dla = 4"

W dniu 23.1X 1932 byto: Q _ = 0.12 cal dla ~= 34" i tylko
0.03 cal. dla ~ =

W dniu 14.X 1932 pomiary solarymetryczne wykazaty:

cal. dla "~=-32".

b) Biorac dni z storicem przeSwitujgcem przez chmury,
otrzymuje sie natomiast nieco wyzsze natezenia promieniowania
rozproszonego, gdyz do dyfuzji nieba dochodzi tu jeszcze pro-
mieniowanie filtrowane wprost przez warstwy obtokéw lub przez
nie odbijane.

Podajemy kilka przyktaddéw, ilustrujagcych te stosunki.

Remiszewice. 27.V11932 zachmurzenie 6 Cu. Smugi koto

stonca, 1.12 cal., 0.35 cal.

Remiszewice. 12.VIlI 1932. Zachmurzenie 3, lecz stonce
zamglone nieco miedzy godzing 10 a 11 rano, = Q =
1.11 cal,, = 1.23 cal,, = 0.30 cal.

Januszewice. 6.VIIl 1932. Zachmurzenie 8 Cu. Storice
zamglone chwilami po godz. 15, h = 40* Qworm: 1.05 cal.,

Qg,0i> = 0798 cal., = cal.

Nie bedziemy mnozyli tych przyktadéw, a natomiast przej-
dziemy do kilku wnioskéw bardziej og6lnej natury, wytaniajacych
sie zarobwno z serji pomiarow polskich, jako tez z poszukiwan analo-
gicznych na potudniu Europy (w Nicei oraz w Thorenc przez autoréw
niniejszego), oraz przez Obserwatorja Geofizyczne w Helsingforsie
(Helsinki), Conegliano i Paryzu (por. kolumny 3 — 10, Tab. II).

1) Dla dni dostatecznie pogodnych (bez chmur w poblizu
tarczy stonecznej) wartosci natezenia promieniowania rozprosze-
nego wykazujg wszedzie przebieg prawidtowy w funkcji wysokosci
stonca. Mozna tu przyjaé dla catego szeregu miejscowosci naste-
Pujacy przebieg przecietny dla dni niezachmurzonych:

0.20 .18 .15 .12 .09 .06 cal
t 600 50® 400 300 20 100

Wartosci te mato odbiegajg od obserwowanych w Warsza-
wie, Nicei, Conegliano i stacji gorskiej Thorenc w Alpach Nad-
morskich.
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2) Dla dni zupetnie pochmurnych z grubsza warstwa chmur
deszczowych lub warstwowych wartosci dyfuzji mato rdznig sie
od tych, ktére obserwujemy dla dni pogodnych.

3) Dla dni czesciowo pochmurnych a zwiaszcza w razie
chmur kiebiastych lub smug oraz opon, otaczajagcych lub prze-
chodzacych przez tarcze stoneczng, wartosci dyfuzji sg nieco
wieksze od tych, ktére obserwujemy w wypadkach poprzednich;
zachodzg tu jednak czesto zmiany nieprawidtowe, gdyz do dyfuzji
wiasciwej dochodzag jeszcze rozliczne promieniowania odbite lub
filtrowane przez warstwy obtokéw. Jednak, zgodnie z pomiarami
zarbwno w Polsce, jak i zagranica, przyja¢ mozna, ze dyfuzja
w sumie dziennej jest wtedy o kilkanascie do kilkudziesieciu pro-
centéw wieksza, nie przekraczajagc jednak naog6t dwukrotnej
wartosci w poréwnaniu z tg, ktdrg otrzymujemy w wypadkach
nieba zachmurzonego,

W rzeczywistych stosunkach insolacyjnych np. dla Warsza-
wy, gdzie mamy wiele dni catkowicie pochmurnych, rzadko za$
dni catkowicie pogodne, a do$¢ czesto czeSciowo pochmurne,
dyfuzja wypadnie w sumie miesiecznej naog6t od 10 do 50 pro-
centow wiecej, zaleznie od charakteru kazdorazowego miesigca
pod wzgledem ustonecznienia.

Nie jest tatwo ujac ilosciowo te stosunki, ktdre najprawidto-
wiej odda¢ moga tylko codzienne regestracje solarygrafow dla
promieniowania globalnego oraz dyfuzyjnego przy uzyciu ekwa-
torjalnie obsadzonych krazkdw, rzucajgcych cien od stonca. Jed-
nak caty szereg préb doprowadzit nas do wniosku, ze dla pierw-
szej orjentacji wystarczy¢ moze obliczanie sum dyfuzyjnych co-
dziennych lub miesiecznych wedtug wzoru empirycznego postaci

d]
I—K
D
gdzie oznacza wartosci dyfuzji otrzymane dla nieba niezachmu-
rzonego, — D odpowiada czasowi trwania astronomicznego dnia

od wschodu do zachodu, a d jest faktycznym czasem trwania
insolacji (w godzinach) w rozwazanym okresie dziennym lub mie-
siecznym. Woreszcie K oznacza pewien spotczynnik utamkowy,
wahajacy sie koto V2, lecz zmienny zaleznie od miejscowosci,
a gtdwnie warunkéw zachmurzenia w rozwazanym okresie.
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Ze wzoru powyzszego wynika, ze dla dni zupetnie pochmur-
nych, kiedy wiec d = 0, otrzymujemy sumy dzienne dyfuzji te
same co i dla dni pogodnych, biorgc oczywiscie odpowiednie
wysokosci stofica. Dodamy takze, ze sumowanie dotyczy godzin
od wschodu do zachodu stonca, a wiec te sumy dyfuzyjne zalezg
oczywiscie nie tylko od przebiegu wysokosci stonca, ale takze
od dtugosci danego dnia. W przypadku sum miesiecznych su-
mowanie jest podwodjne, raz dla obliczenia sumy kazdodziennej,.
a nastepnie dla sumowania wszystkich dni w miesigcu.

O ile dla dni zupetnie pochmurnych warto$¢ liczbowa spot-
czynnika K nie odgrywa roli, o tyle dla dni catkowicie nieza-
chmurzonych, kiedy stosunek d\D jest blizki jedno$ci, zawarto$¢
spbtczynnika K trzebaby bra¢ utamki blizkie O.

Dla sum miesiecznych w Warszawie, gdzie zachmurzenie
$rednie wynosi koto 0,6 — 0,7 catkowitego widnokregu, przyje-
lisSmy jednolicie M wszystkich miesiecy.

Dni catkowicie pogodne nalezg do rzadkich w Polsce, a w zi-
mie, gdy ich szczegdlnie brakuje, czas przecietny faktycznego
trwania ustonecznienia jest tak krdtki (przecietnie tylko koto
1 godziny dziennie), ze przyjecie wiekszego lub mniejszego utamka
dla spétczynnika K mato bardzo wplywa na rezultat ostateczny
w obliczeniach sum dyfuzji dziennych i miesiecznych.

W tym wypadku nasz wzér empiryczny daje dla sum mie-
siecznych dyfuzji w Warszawie warto$ci koto 30" wieksze od tych,
ktéreby przypadaty dla nieba catkowicie wolnego od chmur
w ciggu danego miesigca.

Zastrzezenie, ze przyjecie dla Warszawy jednolitego spét-

czynnika og"»"anicza bezwarunkowo zakres stosowalnosci
naszego wzoru empirycznego tylko do okreséw catomiesiecznych
jest zrozumiate choéby z nastepujacego wzgledu. Jednolity w ciggu
roku spotczynnik K nie jest wogole usprawiedliwiony, gdyz wa-
runki stoneczne sg rozne w porze zimniejszej i cieplejszej; jeszcze

wazniejszy jest wzglad, ze dla sumy dzienne dla d=D

wypadatyby zawsze dwukrotnie wyzsze od tych, ktére stosuja sie
dla ,dni catkowicie pogodnych, co nie odpowiada stosunkom
faktycznym. Jednak, jak tatwo przekonajg nas obliczenia ponizej
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podane (por. Tab. IV), uzycie w Warszawie zmiennych spétczyn-
nikébw K bardzo mato wptywa na rezultat w miesiacacli zimowych,
z drugiej za$ strony wartoSci w porze letnie] obliczone dla

= dobrze odpowiadajg stosunkom, ustalonym z bezposred-

nich pomiaréw solarymetrycznych w Polsce.

e Il. Sumy miesieczne | roczne promieniowania dyfuzyjnego
i globalnego dla Warszawy.

Przechodzac do obliczenia sum dziennych, miesiecznych
i rocznych promieniowania rozproszonego dla Warszawy, winnismy
objasni¢ przedewszystkiem jak otrzymane zostaly rozmaite war-
tosci figurujace w Tab. Ill, Tab. Il bis, oraz w Tab. IV, obliczo-
nych dla Warszawy potozonej w szerokosci geograficznej pot-
nocnej 52°2.

Tab. 1l
Wartosci dyfuzji Qdiff w czesciach setnych kat gr. n@® minute
i cm” powierzchni poziomej w Warszawie.
Values of Quiiff tenths of gr. cal. per min. and cm” of hori-
zontal surface) at Warsaw.

GO0dziny - HOurs (tue time)

Data
Date 512 62 7112 a2 ar 102 U
B2 e B2 B2 M2 BRI
0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
15.1 05 07 08 09
1511 07 09 11 11
15.111 07 10 12 13 13
15.1V 07 11 12 14 16 17
15V 07 10 12 14 16 19 20
15.VI 08 11 12 14 18 20 22
15.VII 08 10 12 14 17 19 21
15.VIII 06 09 11 13 15 17 18
15.1X 06 09 11 13 14 15
15.X 06 08 10 11 12
15.XI 07 09 10

15.X11 1 06 107 08
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Tab. NI bis.

Sumy dzienne i miesieczne dla dni pogodnych, bez chmur
w Warszawie.

Daily and monthly totals of for elear days without clouds

at Warsaw, Poland.

Data Miesigc — Months

Date 11 W IV V VI VI VIIX X X Xl
1 28 43 58 80 107 123 125 113 96 64 41 28

11 33 48 65 89 114 125 122 108 86 56 36 26
21 38 53 73 98 119 126 118 103 75 48 31 25
Sumy miesieczne w kal. kg. — Monthly totals in cal. kg.

1—31 11 14 21 2.8 36 3.8 3.7 3.3 24 16 1.0 08

Dla utozenia Tab. Il wypadato obliczy¢ wysoko$¢ stonca
w roznych dniach i godzinach dla stolicy Polski, a potem pod-
stawi¢ odpowiednie warto$ci natezenia promieniowania dyfuzyj-
nego wedtug Tab. Il (kolumna 1).

Majac juz te ostatnie wartosci, a takze znajgc diugo$¢ dnia
w Warszawie od wschodu do zachodu, obliczamy w Tab. Il bis
sumy dzienne dla dni zupelnie pogodnych, a stad sumy mie-
sieczne podane w kalorjach kilogramowych. Dla oszczedzenia
miejsca podajemy w powyzszych tabelkach tylko kroétkie wyciagi
dla niektérych dni.

W Tab. IV znajdujemy obliczenie sum miesiecznych dyfuzji
dla og6tu dni o rdéznych stopniach zachmurzenia, stosujac przy-
tem wzér empiryczny powyzej oméwiony. Wedtug tego wzoru

nalezy sumy podane dla dni zupetnie niezachmurzonych (por.
ostatni wiersz Tab. Il bis) zastapi¢ sumg zwiekszong w stosunku
) d\
1: 1 /CD

gdzie d jest faktycznym, a D astronomicznym czasem trwania
ustonecznienia w godzinach ($rednie dzienne dla kazdego mie-
sigca) wedtug danych heliografu oraz wedtug obliczen dtugosci
<lnia od wschodu do zachodu.
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Tab. IV.
Obliczenie sum miesiecznych w Warszawie, dla ogo6tu dni
0 roéznych stopniach zachmurzenia.

Monthly totals of at Warsaw for all days (in kg. cal. per
cm™ of horizontal surface).

Miesiace godz. g-(()jdz. d A LKA
Months D D 1- D elear  all days
hours hours k. cal. kg. cal

) 0. o.

| 8.2 15 .183 .817 .908 1.1 1.2
] 9.8 1.9 .194 806 .903 1.4 1.6
i 11.8 3.6 .305 .695 .848 2.1 2.5
v 13.8 51 .370 .630 .815 2.8 3.4

V 156 7.7 494 506  .753 3.6 4.8
VI 166 80 .482 518  .759 38 50
VIl 162 7.7 475 525 762 3.7 4.9
vin 14.6 6.9 473 527  .763 3.3 4.4
IX 126 54 428 572 786 2.4 3.1
X 106 3.8 .358 .642  .821 1.6 1.9
XI 88 14 159 841  .920 1.0 1.1
Xl 77 0.8 .104 896  .948 0.8 0.8
/X1 122 45 276 347

Jako warto$¢ spotczynnika K przyjeliSmy prowizorycznie dla
Warszawy = Zresztg, jak to widaé z obliczen podanych

w Tab. IV ta lub inna wartos¢ K jest nieomal bez wplywu,
w stosunkach warszawskich ustonecznienia, w miesigcach zimo-
wych, kiedy wartosci d wahajg sie zaleznie koto 1—2 godzin
stonecznych na dobe.

Z ostatniej kolumny Tab. IV wynika, ze suma roczna pro-
mieniowania w warunkach faktycznych przebiegu ustonecz-
nienia w Warszawie wynosi blisko 35 kalorji kilogramowych na
cm™ powierzchni poziomej.
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Tab. V.

Sumy insolacyjne miesieczne i roczne w Warszawie.
Monthly and annual totals of insolation (in kg. cal. per cm-)
at Warsaw (lat. 52«, 2 N).

2. 3. 4. 5. 6. 7.
Miesigce _

Months QOMaX)  snorm Olor orflll %lob difffglob
kg. cal. kg. cal. kg. cal. kg. cal. kg. cal %

| 5.5 1.5 0.4 1.2 1.6 75

1 8.2 3.4 1.2 1.5 2.7 56

]| 15.1 6.2 3.0 2.3 5.3 43
v 21.9 9.9 5.9 3.4 9.3 37
\Y/ 28.5 18.3 11.3 4.8 16.1 30
VI 29.8 15.3 10.1 5.0 15.1 33
Vil 29.9 13.9 9.1 4.9 14.0 35
VI 25.3 12.0 7.2 4.4 11.6 38
IX 17.9 10.7 5.5 3.1 8.6 36

X 11.9 5.2 2.1 1.8 3.9 46
XI 6.5 2.0 0.5 1.1 1.6 69
Xl 4.5 1.0 0.2 0.8 1.0 80
1/X11 205.0 99.4 56.5 1 34.3 90.8 38

Explanation of the columns:

Column 2 gives the totals that would be received at the
latitude 52«2 N (horizontal surface) without losses by the earth
atmosphere.

Column 3 represents the totals received at the surface of
the earth by normal incidence (average values calculated for all
days after pyrheliometric measurements made at Warsaw during
several years).

Columns 4,5 and 6 give: corresponding components for
horizontal surface, the totals for sky radiation (see Tab. IV) and
for the total (sun and sky) radiation at Warsaw.

In the last column 7 the percentage Qdiff-Qgiob "~ given
for all months and for the whole year.
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Jest rzeczg bardzo wtym wypadku interesujgcg moc ocenic

udziat procentowy promieniowania rozproszonego w bilansie ogél-
nym insolacji dla stolicy Polski. W Tab. V znajdziemy naste-
pujace wartosci:

1.

W pierwszej kolumnie pionowej podane sg kolejne mie-
sigce, oraz okres roczny I/XII.

Kolumna druga zawiera sumy insolacyjne dla granicy gérnej
atmosfery ziemskiej, przyjmujac 1.94 cal., jako warto$¢ prze-
cietng statej stonecznej. Sumy te zostaty przeliczone z opra-
cowan Milankovitcha ,, Teorie mathematigue des phenomenes
thermigues produits par la radiation solaire” (Paris, 1920)
dla réznych réwnoleznikéw.

W kolumnie trzeciej znajdujemy wartosci podane we-
dtug ogtoszonych juz opracowan sum insolacyjnych dla
Warszawy. Te sumy przedstawiajg wartosci otrzymy-

wane faktycznie w Warszawie, wedtug $rednich kilkunasto-
letnich z pomiaréw pyrheliometrycznych. Chodzi tu przytem
0 insolacje powierzchni wystawionej prostopadle wzgledem
promieni stonecznych.

W kolumnie czwartej znajdujemy (dla Warszawy, w ciggu

okresu wieloletniego) faktyczne sumy insolacyjne t. j.
wynikajace z przeliczenia dla powierzchni poziome;j.
Sumy otrzymuje sie wiec z przemnozenia wartosci
Qnom P”zez kazdorazowe Sin

Kolumna pigta daje wartosci wedtug Swiezo dokona-

nych pomiarow i obliczen figurujagcych w ostatniej kolumnie
pionowej Tab. IV.

Dodajagc do sum wartosci otrzymujemy w ko-
lumnie széstej sumy przedstawiajgce faktyczne sumy
insolacyjne dla poziomej powierzchni ziemi w Warszawie.
Te ostatnie obejmujg wiec nie tylko to, co przychodzi droga
promieniowania bezposrednio od stonca, lecz i po rozpro-
szeniu przez cate sklepienie niebieskie.

Wreszcie w kolumnie ostatniej obliczone sg procentowo
stosunki dyfuzji do sum insolacyjnych Widzimy stad,
ze dla sum rocznych 38", w stosunku do insolacji ogolnej,
przypada na udzial promieniowania rozproszonego. W zimie
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mamy w Polsce koto 3/4 promieni dyfuzyjnych w sumie
ogblnej; w lecie przewazaja bezposrednie promienie sto-
neczne, a udziat dyfuzji spada do 1/4.

Tab. VI

Udziat procentowy promieniowania rozproszonego dla Kkilkunastu
miejscowosci, w stosunku do catkowitego promieniowania sto-
necznego.

Percentage of diffuse sky radiation (Qgiss) for different stations
in relation to the total (sky and sun) solar radiation.

North XIL L1 0L vy VEVILVIE XX XD 1T-XT
60«.2 Helsinki . . 380 430 5221 42%
59«.7 Sloutzk

(Leningrad) Hxn 40%
52«.2 Warszawa . . K74 35N 42 38%
48«.8 Paris . . . 48% 38%
43«7 Nice . . . . 42, 321i; 26% A% 32%
19«.4 Tacubaya, Me-

Xico . 26« A3 45¢i 3% 3%

Sumy Insolacyjne (QN  w kal. kg. na cm” powierzchni poziomej
dla p6r roku i okresu rocznego.
Corresponding totals of sun and sky radiation (in kg. cal. per
cm™ of horizontal surface) for 4 seasons and the vyear.

Zima Wiosna Lato Jesien Rok
Winter  Spring  Summer Automn  Year

60«.2 Helsinki . . 3.2 26.5 36.7 8.9 75.3
59«.7 Sloutzk

(Leningrad) 3.2 24.3 34.0 7.9 69.4
52«.2 Warszawa . . 5.3 30.7 40.7 141 90.8
48«.8 Paris . . . 8.7 i 325 40.6 16.6 98.4
43«7 Nice.... 18.2 43.2 1 57.4 28.5 147.3
19M Tacubaya . . 36.3 49.7 [ 364 32.1 154.5

alt. H=2311 m, Mexico 1
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W tablicy koncowej (Tab. VI) znajdujemy porédwnanie
udziatu procentowego w stosunku do sum insolacyjnych
Widzimy, ze dla Europy péinocnej i zachodniej od Helsingforsu
do Paryza udziat promieniowania rozproszonego waha sie koto 40°%,
w stosunku do sum rocznych insolacji catkowitej, otrzymywanej
przez powierzchnie poziomg zarowno od storica, jak i od skle-
pienia niebieskiego. Na ogromnem terytorjum od Uralu i Skandy-
nawji do Atlantyku — sumy dzienne dyfuzji wahajg sie, w ciagu
6 miesiecy cieplejszej potowy roku wniezbyt szerokich granicach,
bo przewaznie od 100 do 125 cal. gr. na dobe.

Udziat procentowy dyfuzji wypada nieco odmienniej dopiero
w strefie Srddziemnomorskiej oraz wgdrach z wiekszem ustonecz-
nieniem, zwiaszcza w porze zimowej. Wedtug badan, przepro-
wadzonych dlaNicei, otrzymujemy tam tylko 32% udzialu rocznego
dyfuzji w og6lnym bilansie insolacyjnym, zamiast koto 40" znaj-
dowanych og6élnie.

Pomiary promieniowania catkowitego i rozproszonego, pro'-
wadzone w dalszym ciggu pod egidg Gabinetu Aktynometrycz-
nego T.N.W., bedg jeszcze przedmiotem nastepnych komunikatéw.

Lad. Gorczynski & Fr. Ostrowski.

Values of diffused sky radiation at Warsaw
and in Central Poland.

Memoire presente par M. L. Gorczyriski dans la seance du 29 avril 1933
Summary

In the paper entitled ,,Contribution to knowledge of diffuse
radiation values in the general thermic balance of the earth"
(published in these Transactions, meeting of May 1932), the
values of sky radiation at Warsaw were estimated by comparison
with some other stations. In order to complete this provisory
calculation, special measurements were organized in 1932 intwo
small places in Poland (Remiszewice and Januszewice) and at
AWarsaw (upper—terrace of the Actinometric Laboratory inthe
uilding of the Science Society).
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In Table | (see this and subsequent numerical tables
in Polish text with English subtitles and explanation in both
languages) we give a small abstract of these series. The values
of the sky radiation intensity (Q”"/;) were obtained, for different
sun's altitudes, by solarimetric method. The corresponding
instruments (thermoelectric pyrheliometers and solarimeters) were
constructed by Jules Richard Society in Paris.

Besides the measurements during the summer and automn 1932,
sky radiation determinations are regularly made at Warsaw from
November 1932. They permitted us to establish the corresponding
values of for completely covered and even rainy (or snow)
days, so frequent during the winter season. It occurs (see Table II)
that, by totally covered sky and heavy clouds, the —uvalues
are practically the same that for clear days without clouds. In
the case of partial cloudiness, with some reflecting clouds or by
veiled sky, the diffused radiation values are greater, with dif-
ferences of several tenths of percent.

The comparison between Warsaw and some other places
shows a good agreement (see Table II).

We found that the monthly (but not daily) totals of
by partial cloudiness can be calculated from a simple relation
of purely empirical character

where Q" represents monthly sky radiation totals for clear days
without clouds near to sun's disc. Further d is the effective
(obtained for instance from sunshine—recorders) and D — the
astronomical duration of day from sunrise to sunset; k is an
empirical coefficient which, at Warsaw, can be estimated as equal 0,5
in first approximation.

In Tables Il and Il bis are calculated hourly, daily and
.monthly values of diffused sky radiation at Warsaw by nearly
clear sky. The corresponding monthly values of by average
sky conditions are given in Table IV.

The Table V gives monthly and annual totals of insolation
at Warsaw in kilogramm—calories per square centimetre. We note
that the annual total is, for this place, 91 kg. cal. for the total
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(sun and sky) radiation received per cm” of horizontal surface.
The diffused radiation represents 38% of the total amount.

In the final Table VI are given the corresponding values
for different stations. It results from these comparisons that
an annual percentage of sky radiation approaching 40%, caracteristic
for european stations in general, should not be accepted for
more sunny places at the Riviera and for mountains with sufficient
sunshine in the winter time. In these cases the annual percentage
of the sky radiation is only of about 30" of the total amount
of solar radiation received at horizontal surface.



Posiedzenie

z dnia 31 maja 1933 r.

W. Smosarski.

Polaryzacja swiatta nieba o zmroku.

Komunikat zgtoszony dn. 31 maja 1933 r.

W. Smosarski.

Polarisation des Himmelslichtes in der Dammerving.

Memoire presente dans la seance du 31 mai 1933.

Die Untersuchung deratmosphérischen Polarisation wéhrend
der D&mmerung ist besonders interessant wegen der farbigen
Erscheinungen, die sich dabei auf dem Himmel abspielen. Im
einzelnen dirfte man eine grossere Anderung des Polarisations-
grades bei der Aufhellung des Purpurlichtes erwarten, wenn
man im Bereiche der ldngeren Lichtwellen mit farbigen Filtern
beobachtet.

Es ist ferner wohl bekannt, dass das Maximum der Polari-
sation im Sonnenwertikal am Tage nicht in 90" Abstand von
der Sonne, wie es die Theorie der molekularen Zerstreuung des
Lichtes fordert, erscheint, sondern bis 2B weiter. Sollte nun
waéhrend der Dammerung ausser der ungeordneten Zerstreuung
noch die Beugung des Lichtes inder Atmosphdre mitwirken, wie
es von J. M. Pernter zur Erkldrung der Erscheinung des
Purpurlichtes vorausgesetzt worden war, so diurfte man auch
erwarten, dass dadurch eine weitere Verschiebung des Maximums
hervorgerufen werden miusste.
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Um diesen Fragen nélier zu treten, iiabe ich eine Reihe
von Messungen mit Photopolarimeter Cornu durch orange-
gelbes Glas OG1 (Meteor. Obs. Potsdam) vorgenommen. Es
wurde zum Teil auch mit rotem Filter RO 2 beobachtet, aber
diese Messungen konnten nicht weit genug gefuhrt werden, weil
der entsprechende Lichtanteil sich bald nach dem Sonnenunter-
gange, besonders bei durchsichtiger Luft, als zu schwach erwies.

Es wurde in 60" 90" und 120" Abstand von dem Sonnen-
punkte des Horizontes im Vertikal nacheinander gemessen und
daraus je drei simultane Werte der Polarisation in den ange-
gebenen Visierrichtungen fiir bestimmte Sonnenh&henstufen inter-
poliert ; ferner habe ich fir je drei monatliche Mittelwerte den
Wert und den Abstand von der Sonne der maximalen Polarisation
im Sonnenvertikal berechnet, und zwar mit Hilfe der Inter-
polationsmethode, die in Gerl. Beitr. Geoph. 1933. Bd. 38.
S. 110. entwickelt worden ist.

Die Messungsergebnisse und die berechneten Werte sind
in der beigefligten Tabelle zusammengestellt. j

Betrachtet man zunéchst die Mittelwerte fir Abstand
von dem Horizonte, so findet man, dass dieselben vor und nach
dem Sonnenuntergang bis —6° wahre Sonnenhéhe immerwahrend
steigen; spéter wird das Licht flr weitere Messungen schon zu
schwach.

In 120" Abstand ist die Polarisation anfanglich starker als
in der entsprechenden HOhe an der Sonnenseite; sie nimmt
bestandig ab und wird bei —3® Sonnenhdhe niedriger als an
<Jer Sonnenseite.

Der Gang der Polarisation im Zenit wies keinen einheit-
lichen Charakter auf: an einigen Tagen nahm dieselbe vor dem
Sonnenuntergdnge zu, um bald darauf abzuklingen; an anderen
Tagen war die Polarisation bis —6® wahre Sonnenhdhe im Steigen
begriffen. Dasselbe bezieht sich auch auf die berechneten Werte
der maximalen Polarisation. Der berechnete Abstand des Maxi-
mums von der Sonne weist dabei an einigen Tagen eine leichte
fortwéhrende Vergrdsserung von etwa 92" bis 93" auf; an anderen
Tagen steigt der Abstand bis —2" Sonnenhdhe an, um bei weiter
sinkenden Sonne einen Abfall zu erfahren.

Es folgt nach den Ergebnissen, dass das Erscheinen des
Purpurlichtes keine sehr auffallenden Verdnderungen des Pola-
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risationszustandes im orange-gelben Anteile des Himmelslichtes
hervorbrachte. Der beobachtete Gang der maximalen Polarisation
dirfte zum Teil durch das allméhliche Ausschalten der niedrigeren
beunreinigten Luftschichten in dem Masse, als sie in den Erd-
schatten sinken, erkldrt werden; und zum Teil auch durch die
nach dem Sonnenuntergdnge in der Atmosphédre eintretende
Zustandsdnderung der Luftmassen.

Es ist dabei zu beriicksichtigen, dass das Purpurlicht in der
betrachteten Beobachtungsperiode keinen grossen Grad der
Intensitat erreichte und meistens als unternormal geschatzt wurde;
m September und Oktober 1932 wurde es auch ofters durch
Strahlenbildung gestort.

Die erwéhnte Interpolationsmethode gestattet ferner noch
die Lage der neutralen Punkte zu berechnen. Es wurde dabei
das unerwartete Ergebnis gefunden, dass der berechnete Abstand
des neutralen Punktes von der Gegensonne vor und nach dem
Sonnenuntergang eine bestdndige Abnahme zeigt, wéhrend der
Arago-Punkt bekanntlich zuerst auch sinkt aber von —3®
wahrer Sonnenhdhe rasch ansteigt.

Ich hoffe, dass das Ergebnis nicht durch die Berechnungs-
methode vorgetiuscht ist, sondern, dass es einen gewissen wahren
Sinn enthélt. Bei direkter Beobachtung des A rago - Punktes
ist der Lichtstrahl stark durch Absorption geschwéacht und durch
die sekundére Diffusion in dem beschatteten Rdume der Atmos-
phére beeinflusst. Dagegen hat man bei den Messungen in der
Nahe des Zenits hauptsadchlich mit dem primar durch die Luft
der hdheren Schichten der Atmosphdre diffundierten Lichte zu
tun, und die berechnete Lage des neutralen Punktes fallt so aus®
als ob man denselben oberhalb des Erdschattenkegels beobachtete.

Es werden zur Erlduterung die Werte fur den Monat Sep-
tember 1932 beispielsweise angefiihrt.

Sonnenhdhe:

390 go 40 30 _20 _30 _40 _50
Berechneter Abstand d. neutr. Punktes v. d. Gegensonne
1950 21,1 231 226 221 21,2 210 19,8 185 16,7
Aragopunkt Abstand beobachtet
— 22V 210 205 20,0 194 193 20,0 21,8 245

Die Messungen wurden zu Golencin bei Posen und teilweise

auch in Warschau ausgefihrt.
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TABELLE.

Polarisationsgrad in ®m im Sonnenvertikal.
a — September 1932, 7 Tage; b — Oktober 1932, 4 Tage;

Abstand des Maximums von dem wahren Sonnenmittelpunkte :

Gelbfilter:
Rotfilter:
60
a 297
b _
c 291
d 269
a 658
b _
c 688
d 658
a 505
b
c 525
d 538
a 681
b _
c 716
d 695
a 150
b _
c 1,8"
d 3,50

¢ — Mai 1933, 3 Tage.
d — Marz 1933, 6 Tage.

Wahre HoOhe des Sonnenmittelpunktes.

5 4 3 2 1 0 —1 —2 -3 -4

60° Abstand von dem Sonnenplinkte des Horizontes.
303 318 339 358 379 398 407 410 420 445
285 304 324 346 370 390 395 395 424 459
302 316 333 340 349 370 380 401 437 479
278 304 312 321 332 347 372 389 387 418
90° Abstand (Zenit)
668 681 693 707 723 734 739 733 725 723
669 685 698 713 718 726 725 723 724 743
697 710 726 737 745 750 755 755 767 781
668 684 697 702 712 733 731 724 714 699
1200 Abstand
493 482 476 465 458 452 445 434 423 415
491 486 481 478 473 462 451 443 424 419
507 500 485 473 466 452 442 444 434 424
526 512 505 489 480 473 462 446 428 419
Maximum der Polarisation (berechnet)
687 695 702 713 726 735 740 733 725 723
690 701 710 720 724 728 727 725 724 744
718 726 737 746 752 753 757 756 767 781
699 706 715 716 723 740 735 726 714 699

17 16 16 16 16 18 22 28 31 30
20 21 22 23 24 23 29 39 30 27
17 19 18 21 25 25 29 33 29 23
35 31 34 35 36 39 39 39 38 40

456
467
503
462

722
739
786

405
405
406
405

723
741
791

-60

438

516
472

706

390

374
395

707

900+

3,3
3,0
2,1

440



W. Sierpinski.

O pewnej wiasnosci rodzin zbioréw przeliczalnych.
Komunikat przedstawiony na posiedzeniu w dniu 31 maja 1933 r.

Streszczenie.

Autor dowodzi, ze jezeli F jest rodzing zbioréw conajwyzej
przeliczalnych (ojakichkolwiek elementach) i jezeli kazdy element
sumy S wszystkich zbioréw, tworzacych rodzine F, nalezy conaj-
wyzej do przeliczalnej mnogo$ci zbioréw tej rodziny, to zbidr S
jest suma przeliczalnej mnogosci zbioréw, z ktérych kazdy ma
conajwyzej jeden element wspélny z kazdym zbiorem rodziny F.

W. Sierpinski.

Sur une propriété des familles d'ensembles
dénombrables.

Note présentée dans la séance du 31 Mai 1933.

Le but de cette Note est de démontrer ce

Théoreme: Si F est une famille d'ensembles au plus
dénombrables (formés d'éléments quelconques) et si tout élément
de la somme S de tous les ensembles de la famille F appartient
a un ensemble auplus dénombrable d'ensembles de la famille F,
I'ensemble S est une somme d'une infinitté dénombrable d'en-
sembles, dont ctfacun a au plus un élément commun avec tout
ensemble de la famille F.

Démonstration.

E étant un sous-ensemble au plus dénombrable de S, dé-
signons par TiE) la somme de tous les ensembles de la famille
F qui ont au moins un point commun avec E. Tout élément
de E appartenant (d'aprés E(ZS) a unensemble au plus dénom-
brable d'ensembles dela famille F, et tout ensemble de F étant
au plus dénombrable, on voit sans peine que l'ensemble T{E)
est au plus dénombrable (quel que soit le sous-ensemble E de 5).

Posons
1) U{E) = T{E)+r (E)+r™ (f)+ ...



57

— ce seront évidemment des ensembles au plus dénombrables
(pour tout sous-ensemble E de 5), en tant que sommes de séries
infinies d'ensembles au plus dénombrables.

On voit sans peine que si E* et Eo sont deux sous-ensem-
bles de 5, on a ou bien

ou bien

En effet, supposons que UIE* UIE""Q et soit p un élé-
ment commun a V {Ei) et a Uig)- D'apres (1) il existe donc
deux nombres naturels m et n, tels que

et

et il en résulte tout de suite (d'apres la définition de l'opéra-
tion T) que

et E.CZT'+HE-",
d'oii il s'en suit, d'apres (1), que '
U{E)CZU{E,) et U{E,)(ZU{E",

donc U{E,)="U{E2), C. g¢. f. d.

Divisons maintenant tous les ensembles de la famille F en
classes, en rangeant dans une méme classe deux ensembles E*
et E2 de F dans ce et seulement dans ce cas, ou =
Pour les ensembles E* et E2 appartenants aux classes différentes,
nous aurons donc toujours U{E]) U{E”~ = 0. La somme S{E)
de tous les ensembles de la famille F qui appartiennent a la
méme classe que E est évidemment U {E), donc elle est au plus
dénombrable, et les sommes des ensembles de F qui appartien-
nent aux classes différentes sont toujours disjointes.

Prenons un ensemble E de chacune des classes définies
plus haut et soit la famille de tous les ensembles U {E)
correspondants.

On voit sans peine que l'ensemble 5 est la somme de
tous les ensembles de la famille 4 et que les ensembles de la
famille <> sont disjoints et au plus dénombrables. Donc, comme
on voit facilement, 5 est une somme d'une suite infinie d'ensem-
bles, dont chacun a au plus un élément commun avec tout



ensemble de la famille donc aussi (& plus forte raison) avec
tout ensemble de la famille F. Notre théoréme estainsi démontré.

Il est a remarquer que notre théoréme reste vrai lorsqu'on
remplace dans son énoncé partout le mot dénombrable parles
mots de puissance m, ou m est un nombre cardinal donné

quelconque

B. Olewski.

Przyczynek, do badania przeksztatcen definicji
zbioru mierzalnego B.

Przedstawit W. Sierpinski na posiedzeniu w dniu 31 maja 1933 r.

B. Olewski.

Contribution a I'étude des transformations
de la définition d'ensemble mesurable B.

Note présentée par M. W. Sierpifiski dans la séance du 31 Mai 1933.

1. Onsait qu'elle grande efficacité, dans les mathématiques
contemporaines, appartient a la notion de mesure d'ensemble en
général. Etant introduite dans la science par M. E. Borel
et définie d'une maniére différente par M. H. Lebesgue,
cette notion est devenue le procédé classique des recherches
dans le domaine de I'Analyse actuelle. 11 semble que la diffé-
rence qui existe entre ces deux définitions de mesure ne consiste
pas dans la totalité des ensembles dits mesurables — la classe
des ensembles mesurables au sens de M. E. Borel parait étre
identique avec celle des ensembles mesurables ausens de M. H.
Lebesgue — mais c'est la voie constructive desidées de M.
E. Borel quiprésente essentielle différence avec lavoie logique
de M.H. Lebesgue. L'étude de ces mesures n'a fait que
rendre plus nette l'opinion ancienne que pour avoir réellement
la mesure de M. H. Lebesgue il faut effectuer une infinité
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des opérations préliminaires ayant la puissance du continu, tandis
qu'il suffit d'effectuer préalablement une infinité énumérable d'opé-
rations élémentaires pour évaluer la mesure de M. E. Borel

\

d'un ensemble & partir de sa construction.

Il est cependant impossible de ne pas reconnaitre que la
définition méme de mesure au sens de M. E. Borel parait pré-
senter de grandes difficultés précisément d'ordre logique, des
difficultés qui n'existent plus dans le cas de mesure de M. H.
Lebesgue. C'est précisément le ,probléme de la mesure de
M. E. Borel"™ qu'on trouve posé par M, N. Lusin dans ses
Lecons sur les ensembles analytiques, Chapitre 1 p. 49.

On rencontre des difficultés d'ordre constructif pour la pre-
miére fois dans la définition de mesure de M. H. Lebesgue,
lorsqu'on cherche a ranger dans un certain ordre les opérations
élémentaires  préliminaires qui servent a déterminer la valeur de
cette mesure de maniére que les opérations suivantes dépenderit
des opérations précédantes ces opérations étant toujours en une
infinité non dénombrable. C'est la raison pour laquelle on peut
préférer considérer la mesure de M. E. Borel. D'autre part,
on rencontre des difficultés d'ordre logique lorsqu'on cherche
a démontrer que la mesure de M. E. Borel effectivement existe
pour les ensembles mesurables B, c'est-a-dire que nous ne ren-
contrerons jamais, en cherchant déterminer réellement la mesure
de M. E. Borel, ni des séries divergentes, ni des nombres
négatifs, et que nous serons amenés toujours au méme résultat
numérique : on sait que dans I|'état actuel de la science, pour,
que l'unicitt de la mesure de M. E. Borel soit logiquemen
démontrée, il faut entrer dans le domaine des idées de M. H.
Lebesgue. C'est la raison pour laquelle la question de ,l'auto-
nomie" de la mesure de M. E. Borel est de haut intérét, cette
autonomie ne paraissant pas clair puisque le probléeme cité de la
mesure de M. E. Borel reste non résolue encore.

C'est pour s'approcher de la solution de ce probléme que
M. N. Lusin”) a donné les démonstrations a deux théorémes
connus relatifs a la transformation de la définition d'ensemble
mesurable B :

1) Ibid, p. 42—43,
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I. Etant donné un ensemble mesurable B quelconque on
Nait obtenir cet ensemble, & partir des intervalles, au moyen des
deux opérations: somme au sens stricte (5) et partie commune
(P) indéfiniment répétées;

Il. Tout ensemble qu'on obtient, a partir des intervalles,
au moyen des deux opérations: somme au sens large (5) et
partie commune (P) indéfiniment  répétées est mesurable  B.

La démonstration de M. N. Lu sin du théoréme |, est bien
directe puisqu'on déduit immédiatement d'une suite bien ordonnée

EQ, EL, EO En, IE

qui sert a définir I'ensemble donné E mesurable B une autre
suite dénombrable bien ordonnée

>4, /E

ayant l'ensemble E pour dernier terme dont chaque terme qui
n'‘est pas un intervalle se déduit de termes précédents ou bien
au moyen de l'opération (5), ou bien au moyen de I'opération

(P): pour avoir une telle suitte &2, IE",
il nous suffitde faire précéder immédiatement, dans la suite bien
ordonnée donnée Eo, Ei, E2, EX /E chaque terme

E™ par son complémentaire CE”.

Or la démonstration®) que M. N. Lusin a donné au
théoreme Il n'est pas directe puisque Il'auteur se sert, dans ses
raisonnements, de l'induction transfinie et n'indique réellement
par lesquels moyens on peut éffectivement parvenir & la déter-
mination parfaite d'une suite dénombrable bien ordonnée OQ SJ,
S &% IE définissant I'ensemble considéré E au
moyen des deux opérations fondamentales de M. E. Borel qui
consistent a faire la somme stricte {S') et & prendre le complé-
mentaire (C), et ceci a partir de la suite initiale EQ), E®, Eo,

, EM, IE qui sert & définir l'ensemble donné E au
moyen de (5) large et de (P). Donc, on ne sait pas comment
on peut réellement définir la suite desirée Sq,

1) Ibid., p. 42—43.



Et cependant la nature méme du procédé proposé par M
E. Borel et destiné a évaluer numériqguement la mesure de I'en-
semble donné E est profondement constructive, puisqu'on arrive
a obtenir la valeur numérique de cette mesure de l'ensemble E
en poursuivant pas a pas la construction méme de l'ensemble E
au moyen des opérations (5') stricte et (C).

Comme les intéréts du probléme de la mesure et la nature
méme de la notion de mesure au sens de M. E. Borel deman-"
dent des choses exclusivement constructives, nous nous propo-
sons pour le but de cet article de donner une démonstration
directe du théoréme Il et sans faire intervenir l'induction transfinie.-

2. Il s'agit du théoréme suivant:

Théoréme. On sait déduire directement de la suite dénom-
brable bien ordonnée

Eof EIf Eoy "a

qui sert a construire, a partir des intervalles, I'ensemble donné
E au moyen des opérations (5) et (P), une autre suite dénom-
brable bien ordonnée

D> ><92» IE

qui sert & construire l'ensemble E, a partir des intervalles, au
moyen des opérations: somme stricte {S') et complémentaire {C)*

Démonstration.

Soit
1) Eo, El, E2f Efj, IEyj="E
une suite dénombrable bien ordonnée d'ensembles dont chaque
terme qui n'est pas un intervalle se déduit des termes précédents
on bien au moyen de l'opération (5) au sens large, on bien au
moyen de l'opération (P).

1® Je suppose les ensembles E%j, ac;/, de la suite (1)
ainsi que leur complémentaires rangés dans un certain ordre
que je ne précise pas, mais que je suppose Pprécisé; soit

am fl, £2', Ez,... E;...

la suite considérée simplement infinie.
Faisons tous les produits finis possibles des termes

de la suite (1%), les produits ne contenant qu'un seul facteur



étant inclus, et faisons les ranger en suite simplement infinie
<2 P/, P/, Pb, P;

Partageons tous les termes de la suite (2%) en y classes de
la maniére suivante : la classe simplement infinie

p(«), p""), p(«), ...]

est composee de tous les PJ qui contiennent un des deux fac-
teurs Ef* ou bien CE” et qui ne contiennent aucun facteur E™, ou
Cc pour 7> a.

De cette maniére nous avons une suite dénombrable bien
ordonnée des classes PY™ ainsi définies

(31) POY* p()" p@"

D'aprés la définition méme de il est clair que tout
terme de peut se mettre sous la forme
(11) =

on bien sous la forme
(2,) = a*<a.

D'ailleurs, il est manifeste que nous avons l'identité

<3i)
oij ai 72et a* aa.

Désignons par I'ensemble des ensembles de P
et de tous leurs complémentaires, et partageons en deux
suites simplement infinies et de la maniére suivante :

mettons dans la suite M™ tous les P"™ et CPN") si EM est un
intervalle ou bien s'il est obtenu au moyen de I'opération (5)
effectuée sur des cartains ensembles , a.< a, de la suite
bien ordonnée donnée (1); d'une maniére analogue, nous mettons
dans la méme suite tous les et CPJ") si E™ est obtenu
au moyen de l'opération (P) effectuée sur des certains ensembles
.y de la suite bien ordonnée (1).

Les ensembles restants de , qui coincident avec les
complémentaires des termes de , sont rangés en une suite
simplement infinie que nous désignons par . D'apres la
<léfinition méme de la suite ¢ il est clair que la suite



est composée de tous les P et CPf~ si EM est un intervalle

ou bien s'il est obtenu au moyen de I'opération (5) effectuée

sur des certains termes a.< a, de la suite (1), et de tous

les Pj") et Si est obtenu au moyen de l'opération (P)

effectuée sur des certains E”, a.Ca, de la suite donnée (1).
Il est manifeste que

= +
Pour rappeler au lecteur le contenu des suites simplement
infinies @@ et nous pouvons écrire I'égalité précédente,

d'aprés la maniéere méme dont on I'a obtenu, sous la forme
symbolique suivante :

(42) = [PPig, 5 ... . CPi) C, ,CPVY)
pja)* “pja)* Qp(a) " C PjfM1
1A p' 5 / 5 P /I
en écrivant au dessous de la lettre P les indices I, S et P sui-
vant que E™ est un intervalle, ou bien une somme (5), ou bien
un produit (P) des certains termes E”,, a.Ca, de la suite bien
ordonnée (1). lIci v et [x parcourent tous les entiers positifs:
Vv, = 2, 3,

Cela posé, nous pouvons construire maintenant une suite
dénombrable bien ordonnée qui sert a déterminer I'ensemble
considéré E, a partir des intervalles, au moyen des opérations:
somme stricte (5') et complémentaire  (C).

Pour cela, nous écrivons d'abord la suite dénombrable bien

%Bon née Aa) iy

et remplagons chaque terme de cette suite (5") simultané-
ment par l'ensemble des termes des deux suites simplement
infinies
et
les termes de précédent tous les termes de ;ici a< y.
Il est manifeste qu'on obtient de cette maniére, une suite
d'ensembles bien déterminée

g0, &j,

et que cette suite est dénombrable et bien ordonnée, puisqu'elle
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est obtenu en substituant a chaque terme de (5") une suite
bien ordonnée , qui correspond au nombre transfini
H/2, au plus.

Si nous écrivons l'ensemble considéré E comme le dernier
terme de cette suite nous obtenons finalement la suite bien ordonnée

(2) @, Si, ¥ » My

Remarquons, enfin, que cette suite contient tous les termes
de la suite donnée (1), puisqu'elle contient évidemment tcus les
produits PJ de la suite (2) et puisque, parmi les termes de (2%)
nous rencontrons tous les termes E~ de la suite (1), car un produit
fini peut étre formé d'un seul facteur.

Nous allons maintenant démontrer que la suite bien ordonnée
(2) ainsi construite nous permet de définir I'ensemble  proposé
E au moyen des deux opérations: somme stricte (S') et complé-
mentaire  (C).

3. Pour cela, il suffit de démontrer que chaque terme
de la suite (2) qui n'est pas un intervalle, peut étre obtenu des
termes précédents au moyen d'une des deux opérations:  somme
stricte (5') et complemantaire  (C).

La démonstration se réduit a une série de vérifications
directes.

D'aprés la formule symbolique (4"), nous avons & considérer
les douze cas suivants:

1. #&" appartient a

Ny a lieu de distinguer six cas:

Premier cas: = D'aprés I'égalité (I*) nous avons

oii EM est un intervalle; a*<Ca. Tout d'abord, nous pouvons
évidemment supposer que tous les termes de la suite (1) qui sont
des intervalles forment un segment de la suite bien ordonnée
proposée (1). 11 résulte de la que les facteurs de P*?*) (qui sont
des ensembles E,, et CE,,, a,< a, &< a) sont tous ou bien
des intervalles, ou bien des points individuels, ou bien des

sommes finies d'intervalles et de points individuels en nombre
au plus quatre. Pour éviter des difficultés secondaires nous
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faisons une convention considérer ciiaque point pris seul comme
un intervalle dégénéré. Avec cette convention, tout produit fini
des facteurs dont chacun est évidemment une somme finie d'in-
tervalles, est lui-méme une somme finie d'intervalles. Nous con-
cluons de la finalement qu'on sait mettre effectivement P®"E"
sous la forme d'une somme stricte fini  d'intervalles.

Deuxiéme cas: - D'aprés I'égalité (2*) nous
avons

iv-

Nous avons vu que P™P est une somme finie d'intervalles; il en
est de méme pour CPMP > Nous concluons de la qu'on sait
mettre effectivement  I'ensemble C P™P  E” sous la forme d'une
somme stricte finie d' intervalles.

Troisiéme cas: ~ . D'aprés I'égalité (li) et djapres

I'hypothése — -j-  -j-... nous pouvons écrire :

Si nous remplacons la somme large
par la somme stricte:
et si nous nous rappelons I'éga-

1 i Sfi—1 -fj

lité (3i), nous avons

0ij nous avons slrement < p, puisque o*<Ca.
Quatriéme cas: = D'apres les égalités (2i) et (Sj),

et d'aprés I'hypothése que = B en remplagant la
somme large par la somme stricte, nous pouvons écrire:

ou nous avons sOrement <P
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Cinquiéme cas: é*— CPi"~ D'aprés les égalités (li)et(3i)

et d'aprés I'hypothése que en remplacgant la
somme large par la somme stricte, nous pouvons écrire:

ol nous avons slrement < p
Sixieme cas: ép= Clg’)\". D'apres les égalités (2i) et (3i),

I'hypothese que f, = -f 4" e oo remplacant la somme
large par la somme stricte, nous pouvons écrire :

h,Ji liyn "J "
ou nous avons s(rement < p

. appartient  a

Nous avons ici encore les six cas & considérer. Néanmoins,
nous pouvons éviter les considérer en deétails, si nous remar-
quons que tous les termes de sont les complémentaires
des termes de

donc

Puisque la suite précéde la suite nous avons
srement P'< P.

Voici la conclusion a laquelle nous arrivons: le terme
de la suite (2), étant un ensemble de la classe appar-
tient nécessairement ou bien a ou bien a Dans le
premier cas, le terme est une somme stricte {S) d'ensembles
de certaines classe a*<Ca. Dans le second cas, le terme est

un complémentaire  (C) d'un ensemble correspondant précédent.
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Remarquons, enfin que nous avons déduit de la suite bien
ordonnée donnée (1):

Q) Eo> En E2i IE

définissant I'ensemble considérée E au moyen de (5) et (P),la
suite bien ordonnée (2):

@) 60, Si, IE

définissant I'ensemble E au moyen de (5') et (C), directement,
et sans faire intervenir lI'induction transfinie. Mais nous avons
utilisé I'énumération de (1) au moyen des entiers positifs. Or, la
démonstration du théoréme | n'exige nullement unetelle énumé-
ration. Le probléme donc de savoir si l'on peut déterminer
effectivement la suite bien ordonnée (2) n'utilisant ni l'induction
transfinie ni I'énumération de (1) au moyen des entiers positifs —
reste entier.

Stefan Mazurkiewicz.

O pewnem zagadnieniu p. Borsuka.
Komunikat przedstawiony duia 31 maja 1933 r.

Streszczenie.

W pracy niniejszej dowodze nastepujgcego twierdzenia:

Jezeli kontynuum C rozcina n-wymiarowg przestrzen eukli-
desowsq i jezeli istniejg dowolnie mate przeksztatcenia, przeksztat-
cajace C na zbiér nie majacy z C punktdw wspélnych, woéwczas
C rozcina przestrzen na 2 sktadowe i jest wspdlnym brzegiem
kazdej z nich. Stad wynika, zf C jest n-7-wymiarowa rozmai-
toscig Cant ora.

Twierdzenie powyzsze zawiera rozwigzanie zagadnienia po-
stawionego przez p. Borsuka. (Fund. Math. XX str.285
Probl. 55).



Stefan Mazurkiewicz.

Sur un probleme de M. Borsuk.
Note présentée a la séance du 31 Mai 1933.

1. Cette Note contient la solution (affirmative) dupro-
bléme suivant posé par M. Borsuk?”):

Un continu C situé dans (espace euclidien a «-dimen-
sions), coupant et admettant des transformations arbitraire-
ment petites en des ensembles disjoints avec lui, est — il
nécessairement  une multiplicité cantorienne an—1  dimensions?

2. Lemme. Le transformé d'un ensemble fermé, borné E,
coupant R~ entre les points ai, 02 toute transformation
suffisamment  petite coupe entre ai eta”

Démonstration. Soit pA R un point fixe; la
surface sphérique de centre po et de rayon 1; t{x, p)— la tran-
slation qui ameéne « la fonction

b~ai unpoint situé dans la region-composante de R*— E con-

tenant ai’, 'lI'l'inversion de centre b, G — la région-compo-
sante non-bornée de R*— M™M™)' O" a-
(2)
3)

D'aprés (3) la transformation de ~{E) en effectuée
par N<72)) est essentielle. Soit f {x) une transformation
de E tellement petite que: 1) la transformation de effec-

tuée par T (A, ™ (0~2) soit essentielle 2) Gi désignant la region-

1) Fund. Math. XX p. 285. Probléme 54.
2) La notion de petite transformation — d'apres M. Alexandroff
(kleine Transformation) comp. Annals of Math. Sec. Sériés 30 p. 102—103.

3) comp. Borsuk-Ulam: Math. Ann. 108 (1933). p. 311—318.

pour aCRA, ab désigne la demi-droite d'origine a passant
par b.

Il suffit de remarquer que (/(E)) s'obtient de {E)parune tran-
sformation, qui est arbitrairement petite, si f {x) est assez petite.



composante non bornée de R—f{E)), on ait:
4)

Posons H= R*— ; H est borné, fermé et ne coupe pas
R”, donc pour ciiaque y 6 Gi la transformation de ti en
effectuée par y) n'est pas essentielle '). Comme
la transformation de <Mf{E)) en effectuée par "{x, y) n'est

pas non plus essentielle si y C Gi. Donc:
<5)

D'aprées (4) et (5) "{f{E)) est une coupure entre " («i) et
(2), donc f{E) — une coupure entre ai et a* c. ¢. f. d.

3. Théoréme. Un continu C, coupant Rn et admettant
des transformations  arbitrairement petites en des ensembles
disjoints avec lui coupe Rn en deux régions-composantes, dont
il constitue la frontiere  commune.

Il en résulte immédiatement que C est une muttiplicité can-
torienne a n— 1 dimensions.

Démonstration. Soient bl, b2 deux points situés dans
des régions-composantes différentes de Rn—C. Soit C1 une
coupure irréductible 2) entre bl et b2, contenue dans C. Je dis
que C= CI. En effet supposons que C— Ci 4=0 et soit z G C— Ci.
Evidemment on peut supposer que la région-composante Gi de
R~A—CI qui contient bi ne contient pas z, c.-a-d. que Ci est
une coupure entre bi et z. Soit f{x) une transformation de C
tellement petite et telle que: 1) CX/(C)=70; 2) /(Ci) soit
une coupure entre bi et z (comp. le lemme); 3) f{z) et z soient
contenus dans la méme région-composante de R*—/(Ci) et de
RN—CI- 1 résulte de 3) que Ci est une coupure entre bi et
/(z), donc /(z) non G Cl, donc, /(C) étant connexe on aura
d'aprés 1): /(C)X i = 0 et /(C)X [*i+ C]= 0. Mais Ci+ C
est un continu contenant z et bi, donc /(C) et a fortiori /(Ci)
n'‘est pas une coupure entre z et bi, en contradiction avec 2).
Donc C= CI.

Borsuk-Ulam Le.
Mazurkiewicz: Fund. Math. | p. 62 ss.



On voit que C est une coupure irréductible entre tout
couple de points entre lesquels il coupe il en résulte que C
est la frontiére de toute région-composante de —C.

Supposons maintenant que R*— C contient trois régions-
composantes: Gi, Gi, G?.. Soit Cj*Gj, /=1, 2, 3. Considérons
une transformation f{x)de C telle que: 1) /(C)XC'=0; 2) /(C)
soit une coupure entre c*et Cj,/,y=1, 2,3, iM).f{C) étant
connexe et disjoint avec C est contenu dans une seule région-
composante de R"—C. Donc on a au moins deux des trois
relations Gfy\f{C)~0, /=1, 2, 3; on peut supposer que
G, Xf{C) = G,XfiC)=Q. Alors: ( C + +a)X/(C) =0
et C-{- Gi-" G2 est un continu contenant ci et C2. Donc /(C)
ne coupe pas R™entre Ci et C2, contrairement a 2). Le théoréme
est ainsi démontré.

J. Marcinkiewicz.

O pewnej Klasie funkcyj rzeczywistych
i ich szeregach Fouriera.

Przedstawit W. Sierpifiski dn. 31 maja 1933 r.

Streszczenie.

Autor rozwaza funkcje rzeczywiste o wahaniu skoriczonem
rzedu p (p>0) wprzedziale [O,2x], wyr6znione po raz pierwszy
przez Wienera. Szeregi Fouriera tych funkcyj sa wszedzie
zbiezne, a w szczegolnosci —gdy funkcja jest nadto perjodyczna
i ciggla — zbiezne jednostajnie. Spotczynniki Fouriera sag
rzedu O Wyniki te stanowig uogoOlnienie pewnych twier-
dzen Wienera oraz pewnego dawniejszego twierdzenia doty-
czacego rzedu wzrastania spotczynnikow Fouriera funkcyj
spetniajagcych warunek Lipschitza rzedu a'!>0. Wreszcie,
podane jest kryterjum zbiezno$ci szeregébw sprzezonych z szere-
gami funkcyj o wahaniu skoriczonem rzedu p=0.



J. Marcinkiewicz.

On a Class of Functions and their Fourier Series.

Mémoire présenté par M. W. Sierpinski dans la séance du 31 mai 1933.

1. Letf{x) be a function defined in an interval I=(a, b)
and let T denote an arbitrary system of points
Let, for a given

if Vp{f) is finite, we shall say that / is, in the interval J,
of bounded variation of order p and shall write:
or simply fAVA,

Some remarks are immediate :

a) If /i and fo, belong tg b), so does

p) If / satisfies Lipschitz condition of order k, then

then / is bounded andso
for every > /2.

Functions of the class Vpseem to have been considered
for the first time by N. Wiener 2). In this paper | generalize
some of his results.

2. Lemma 1. Let

The idea of the proof isvery familiar. Toevery x ™ E there corres-
ponds a sequence of numbers D tending to O and such that
Applying Vitali's well known the-

1) Seealso Theorem 4 below.
N. Wiener, The Quadratic Variation of a Function and its
Fourier Coefficients, Publications of the Massachusetts Institute of Technology.
Given a property P, we denote by E{P} the set of x that satisfy
X

this property. \E\ denotes the Lebesgue measure of E.



— 72

orem, we can, for a given £>0, find a finite system of non
overlapping intervals
such that obviously,

and s being arbitrary, we get the desired inequality (1). Consi-
dering large values of X we deduce easily

Theorem 1. Let /€ 6). Then, for almost every *
in (<7, 6), we have

)

Theorem 1 is a corollary of the following more general
theorem.

Theorem 2. Let 7P(A) denote the left hand side of the
inequality (2). Then qgf is summable and

<3)

It is obvious that, once Lemma 1 has been proved, it re-
mains valid if in the definition of the set E we replace the ine-
quality lim'...>X by rim...>X. Now let cprU)= Min @ U), AN
where N is an arbitrary but fixed positive number. Let e be an
arbitrary (small) number for which there exists an integer n such
that nB= N, andlet = E £< qP<(A:+ 1)s] &= 0,1,2...n).

For every A= 0,1, 2,.., n we can find a closed set
such that

(4)

Moreover the distance of any of these closed sets being posi-
tive we can cover F" by a finite system S™ of intervals, such
that no two intervals either of the same or of different systems
overlap. In virtue of (4) we have

1) Wiener proves (2) only for pi>p.
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<5)

But, by Lemma 1, the expression ks-IF/Al does not exceed the sum
of variations (of order p) of /, extended over all the intervals for-

ming and so the last sum does not exceed Vpif; a, b). As
e may be chosen arbitrarily small, we deduce from (5) the ine-
quality (3) with cf* instead of Making N tend to oo, we

obtain Theorem 2.

3. For the sake of applications it will be convenient to
take as {a, b) the interval (0, 2iz) and to consider functions /
with the period 2TI. In particular, we shall have

Theorem 3. [If fdvMO, 2%), (p>1), the Fourier coef-
ficients of / are O(n-"P)™).

Proof '

and it suffices to prove the following
Theorem 4. If /€ 2%), then, for

and, a fortiori, for

1) This theorem generalizes the well known result that, if f satisfies
Lipschitz condition of order a, the Fourier coefficients of / are O (n—
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In fact, let where k is a positive
integer. Then

4, Lemma 2. \i fAVp, then, for any "o and any
there exists a number o sucli that for every 0< §< a we have

In tact, otherwise we should have, for a "o and an
a sequence of non overlapping intervals tending to “n such

that . But, for every

hence Vpif; 0, 27) = c?, which contradicts to our
hypothesis.

Theorem 5. If /€ Vp the Fourier series of / converges
everywhere

As the discontinuities of / are, if any, of the first kind, we

may assume that, everywhere, 2f (x) = f{x-{-0)-\~ f{x —0). The
expression

considered as a fonction of a, belongs to Vp and is continuous
for a= 0. Using the well known eriterion of Lebesgue, it
is enough to show that the integral

tends to 0 wit 1/n. Let Then

In his paper referred to Wiener proves the convergence everywhere
only when and almost everywhere in the general case.



Arguing- as in the proof of Theorem 4, we see that the
last term but one does not exceed

and so, by Lemma 2, is very small if pis small enough.

5. Lemma 3. If 1/70, 2x) and f{x) is continuous
everywhere, then, for an arbitrary e> 0, there exists an y], such that

Supposing the contrary, we could, for an £>0, find a
sequence of intervals Z, /,|<l/n, such that Vp{f\
Let X" be the middle point of and i a point of accumulation
of {a}. It follows that, for every a> 0, we have

(6)

On the other hand, if o is sufficienty small and 0< 5< a then, by
Lemma 3,
We may also impose upon o the condition that
for 0< I~i< a. Let
be an arbitrary subdivision of the interval
and let Then

1) If it happened e. g. that j, we should consider separately, in
stead of , the intervals and
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where Last inequality contradicts
to (6) and the lemma follows.

Theorem 6. |If f{x) is continuous and belongs to (0, 27:),
the Fourier series of f(x) converges uniformly.

The proof is analogous to that of Theorem 5, but now,
by Lemma 3, the Lebesgue criterion is satisfied uniformly.

7. Theorem 7. |If /€ I"p(0, 2TZ), a necessary and sufficient
condition for the convergence, at x="Xo, of the series conjugate
to the Fourier series of / is the existence of the limit

<5)

For p— 1 this is the well known Young's theorem?”).
The idea of the proof in the general case consists in combining
Young's argument with that used in the proof of Theorem 5.
Let "Mit)=="]"Mit)=f{xo —t) —f(xo0-"t). We may assume from
the beginning that '|>(-|-0) = 0, for otherwise, both the series and
the integral are known to diverge Consequently, denoting
by the partial sums of the conjugate series we have

See e. g. Rogosinski, Fouriersche Reihen, (Sammlung Go-
5chen), 1930, 1022 p. 70.
See Rogosinski, loc. cit. p. 69.



Denote the last integral by = + where and
P" are the integrals extended respectively over {rJn, p) and
(p, 7c). If pis small enough, P~ is small (the argument is that
of Theorem 5) and, once p has been fixed, >0. Hence

pAr"r0O. To make the proof complete, it is sufficient to notice
that, if 7r/(n-rl)<:£ <71/77, the integral of & (i) ~ ctgi/2 exten-
ded over the interval (TTO, 7i) differs from the integral (5) by a
quantity tending to zero.

Godofredo Garcia. (Lima—Per0).

Réwnania Lagrange'a i zasada Hamiltona
w mechanice klasycznej oraz w mechanice
wzglednosciowej.

Komunikat przedstawiony dn. 28 czerwca 1933 r.

Las eciaciones de Lagrange y el principio
de Hamilton en la mecanica clasica y en la mecanica
relativista.

Mémoire présenté dans la séance du 28 juin 1933.

Cuando se considera en la mecanica clasica que un punto
material se mueve en un campo conservativo de potencial
unitario

(1)

en la que uj par los valores que tome 7="1, 2, 3,... 77 repre-
sentan parametros por determinar y que para 7 = 1

) =

es el potencial newtoniano siendo

f esla constante de la gravitacion universal y UQ la masa central.



La ecuacion fundamental de la mecanica como sabemos es

(3)
en la cual m" es la masa intrinseca del punto material, J es la
aceleracion total y  la fuerza total, como la fuerza puede ser

natural 6 conservativa podremos en general escribir

por lo tanto
4)

Sea M la posicion del punto material en el tiempo t res-
pecto de un observador colocado en el origen 6 punto de refe-

. . L d M )
rencia O, M—O determina la posicion, v= ~-J~- la  velocidad
d'M .
vectorial y J= , " la aceleracion vectorial en dicho instante.

Como la fuerza F* se deriva de un potencial V* siendo

sera

entonces la ecuaciéon (4) toma la forma

'(6)

Ahora coma depende de la posicion del punto por
intermedio de la distancia r de la posicion M al punto C elegido
,Se tendra

(7)

Consideremos el vector unitario 6 el versor que mide el

.cambio de direccion del movimiento, expresado per en la
ds

cual dM mide el cambio de posicion elemental y rectilinea del
punto My ds el arco elemental de curva recorvido en el mismo

instante multiplicando escalarmente la ecuacion (6) por ch; se tiene

(8)

denominando
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<9)

<10)

(11)

se tendra simplemente
<12)

que es la primera forma de la ecuacion de Lagrange.
La expresién general de la energia cinética es

<13)
en la que
<14)

diferenciando respecto de s
(15)
diferenciando respecto de s'
<16)

de la ecuacion (14) se deduce facilmente que

luego

<17)

diferenciando ésta Gltima con respecto al tiempo t se tiene

<18)
pero

de manera que



(19)

restando las ecuaciones (19) y (15) se obtiene

(20)

desde luego la ecuaciéon (12) podra tomar la forma explicita

(21)

es la segunda forma de la ecuacién de Lagrange.
Denominando ¢, la funcion

(22)

define la funcién lagrangiana generalizada por lo tanto la ecua-
cion de Lagrange se puede escribir

(23)

que es la otra forma de la ecuacion de Lagrange en la
mecénica de Newtony de Galileo.
Pasaremos ahora a tratar la cuestién en la mecanica rela-

tivista de Einstein.
Si denominamos c¢ la velocidad maxima conocida (velocidad

de la luz en el vacio) la funcion de Lagrange se puede
escribir asi

(24)

de la cual se deduce
(25)

aproximadamente se tiene

(26)
denominando

@7)



y

(28) KN—mo K, asi como

forma que toma la funcion de Lagrange en la teoria relati-
vista, tendremos

(29)

segln sea el caracter espacial ¢ temporal de la métrica.

Por consiguiente la expresion variacional de Hamilton
afectard la forma

0 bien

Ahora como la forma cuadratica diferencial es suceptible
de dar determinaciones positivas 0 negativas cuando se presenta
en un universo cuatrodimensional, es decir en forma cuaternia
la métrica serd
(31)
entonces

(32)

es la ecuaciéon de la geodésica.
La ecuacion (29) se puede expresar aténdien do al caracter
espacial de la métrica asi
(33)
0 simplemente
(34)

es la extructura de la funcion de Lagrange en la teoria de la
relatividad y que ha sido deducida por el profesor T. Levi
Civita.

Diferenciando la antenor respecto de s y de s

(35)

(36)

y como sabemos que la ecuacidn (23) tomara la forma
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(37)
Ahora como

(38)
se tendra

(39)

en la cual la masa del punto material ya no es constante sino
variable expresada por

(40)

se ve que m depende de la velocidad M' y del campo de
fuerzas de potencial

(41)

Si representamos por S= moM' la cantidad de movimiento
en la teoria clésica, la ecuacion (39) se transforma en la

(42)

como se observa, la cantidad de movimiento einsteniana esta
expresada por

(43)
luego
(44)
Cuando la distancia la masa sera
la masa maupertuisiana 6 masa transversal

(45)
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y la ecuacién (41) se reduce & la
(46)

que es la forma intrinseca de las ecuaciones de Planck en
la teoria restringida de la relatividad.

Si en la ecuacién (46) consideramos ¢ = sera mj*— m("=cte
entonces

(47)

forma intrinseca de las ecuaciones diferenciales del movimiento
en la teoria clasica.

En el caso especial que se derive de la funcién L™ sera

(48)

como

(49)

(50)

entonces se tendré

(51)

6 simplemente

(52)

ecuacion presentada por el profesor T. Levi Civita en su

obra (Fondamenti di meccanica relativistica redatti dal profesor
E. Persico).
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Stanistaw Jaskélski.

Ztoza srebrowo-cynowe Potosi w sovLiwir.

Przedstawit p. St.J. Thugutt dn.28 czerwca 1933 r.

Les gisements argento-stanniferes de Potosi
en Bolivie.

Mémoire présenté par M. St.J. Thugutt dans la séance du 28 juin1933.

Praca ukazata sie w t. IX Archiwum Mineralogicznego.

Jan Kuhl.

Glinki boksytowe z Najdziszowa i ztoze haloizytu
Z Mierzecic (po6inocne okolice Zagtebia
Dabrowskiego).

Przedstawit p. St.J. Thugutt dn. 28 czerwca 1933 r.

Sur les argiles bauxitiques de Najdziszéw
et le gisement de halloysite de Mierzecice au nord
du Bassin de Dabrowa.

Mémoire présenté par M. St.J. Thugutt dans la séance du 28 juin1933.

Praca ukazata sie w t. IX Archiwum Mineralogicznego.



Ostatnie Wydawnictwa Towarzystwa

Naukowego Warszawskiego Wydz. IlI, IV.
Sktad: Warszawa, Nowy Swiat 72. T. N. W.

Katalog wydawnictw Towarzystwa Naukowego Warszaw-
skiego. 1907—1932. Warszawa. 1933. Str. V I+ 262,

Archiwum Mineralogiczne. Tom XI. Warszawa. 1933.

A. taszkiewicz. O miedzi rodzimej. — A. taszkiewicz.
O postaci krystalicznej aspiryny handlowej. — T.J. Wojno. Przyczynki do
metody justowania mikroskopu mineralogicznego i mikroskopu Fedorowa. —
S.Jasko6lski. Ztoze srebro-cynowe Potosi w Boliwji. — S.J. Thugutt.
O janicie nowym minerale z Janowej Doliny na Wotyniu. — J. Kuh 1 Glinki
boksytowe z Najdziszewa i ztoza haloizytu z Mierzecic (pétnocne okolice
Zagtebia Dabrowskiego). — M. Dominikiewicz. O pewnych reakcjach
natrolitu naturalnego. — L. Jabtonski. Wiasnosci krystalograficzne jan-
goniny.

Archiwum Nauh Antropologicznych. Dziat A. Antr9po-

logja. Ks 5. Warszawa. 1933.

Leon Manteuffel-Szoege. Antropomorfologja watroby. (Studja
nad antropomorfologjg watroby polakdéw).

Archiwum Hydrobiologii i Rybactwa. Wyd. Instytutu
im. M. Nenckiego. Tom VI. 1932.

A. Litynski. Sieja wigierska. Przyczynek morfologiczno-biolo-
giczny. — J. Wiszniewski. O Kkilku gatunkach wrotkéw, zebranych w Hisz-
panji. — Z. KozminAski. O stosunkach tlenowych w jeziorze Harcza na
Suwalszczyznie. — J. Wiszniewski. Wrotki piaszczystych brzegow jeziora
Wigry. — K. Demel Blizsza kategoryzacja wiatrdw ze wzgledu na ich
efekty hydrograficzne przy Helu. — A. Moszynhski. Skaposzczety {Oligo-
chaeta) zatoki Puckiej. — K. Deme 1 Poziom morza— wskaznikiem poto-
wow. — Z. Kozminski. O stanowisku systematycznem ,,Cyelops strenuus"”

z jezior gorskich.

Monografje z pracowni Neurobiologicznej. 1l. 1928.

N. Zandowa. Splot naczyniasty {Plexus chorioideus) (Anatomja,
fizjologja, patologja).

Planta Polonica. Materjaty do Flory Polskie].

T. 1. 1930. K. Karpowicz. Przyczynek do znajomosci
flory powiatu Nowogrédzkiego.

T. Il. 1930. R. Kobendza. Stosunki fitosocjologiczne
puszczy Kampinoskiej.



Archiwum NauR Biologicznych.

T. I, zesz. 1. 1929. J. Grzybowski. O ukiadzie zylnym
moézgu cztowieka.

T. I, zesz. 2. 1929. R. Poptawski. Miesnie grzebieniaste
serca (Musculi  pectinati).

T. I, zesz. 3. 1930. J. Lukasiak. Badania anatomiczne
i rozwojowe nad Dioctop/yyme renale (Goeze 1782).

T. 1V, 1933. B. Hryniewiecki. Tentamen Florae
Lithuaniae. (Zarys flory Litwy).

Prace Towarzystwa NauKowego Warszawskiego. Wy-
dziat 111 NauK Matematyczno-Fizycznych.

Nr. 33. 1930. J. Herbrand. Recherches sur la theorie
de la demonstration.

Nr. 34, 1933. A. Tars ki. Pojecie prawdy w jezykach
nauk dedukcyjnych.

Sprawozdania z posiedzen Towarzystwa NauKowego
Warszawskiego. Wydziat 11l nauR matematyczno-fizycznych.

R. XXV. 1932. Zesz. 1—6, 7—9. R. XXVI. 1933. Zesz. 1—3.

Prace nastgpiijacych autoréow: S. Eilenberg-a S. Gotagba,
W. Gorczynskiego, H. Herszfinkla, S. Jaskdlskiego, T.W. Je-
zierskiego (2, H. Jedrzejowskiego, L. Kantorovitcha,
R. Koztowskiego, A. KozZniewskiego,J. H Kusnera F. Leji,
E. Livensona, A. taszkiewicza (2), S. Mazurkiewicza, I|. Nie-
wiedzkiej, W. Opalskiego, M. Polaczka, Ch. Rajfelda,
W. Sierpinskiego (3), O. Stelmana, L. Szperla (2), A. Tars-
kiego, St.J. Thugutta (4), J. Totwinskiej, L. Trzeciakiewicza,
W. Wolibnera, M. Zywa.

Sprawozdania z posiedzen Towarzystwa NauRowego
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R. XXV. 1932. Zesz. 1—6, 7—9.

Prace nastepujacych autorow: K. Bassalika, K. Biataszewicza,
M. Boguckiego, M. Burbianki, M Chejfeca, S. Feliksiaka,
P. Flanzéwny, A. Fonberga, W. Giedroycia, M. Gomdlinskiej,
W. lwanowicza, G. Juchnpwieckiego, Z. Konopackiej,
E. Kornbluma, Z KoZminskiego (3, E. Kryszczynhskiego,
M. Laskowskiego, E. Lotha, W. Niemierki, B, Niewiecze-
rzatdéwny, K. Obit,za. J. Ortowskiej, J. Wiszniewskiego
iK. Wnorowskiego.

Zaktady Graficzno-Introl. J. DZIEWULSKI Warszawa.
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