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SPRAWOZDANIA Z POSIEDZEN
TOWARZYSTWA NAUKOWEGO WARSZAWSKIEGO

Wydziat Il nauk matematyczno-fizycznych.

Posiedzenie
z dnia 23 stycznia 1932 r.

Stefan Mazurkiewicz.

Przyczynek, do aksjomatyki racKvinkxi
prawdopodobienstwa.

Komunikat przedstawiony dnia 23 stycznia 1932 r.

Streszczenie.

W komunikacie niniejszym podaje nowy uktad aksjomatéw
rachunku prawdopodobienstwa. Cechg charakterystyczng tego
uktadu jest: 1) zeprawdopodobienstwo jest przyporzagdkowane
nie zdarzeniom a zdaniom; 2) ze jest ono zrelatywizowane
wzgledem zmiennego niesprzecznego uktadu dedukcyjnego. Po-
nadto okreslam pewien uproszczony, trojwartosciowy rachunek
prawdopodobienstwa i rozpatruje jego stosunek do logiki tréj-
wartosciowej.

Stefan Mazurkiewicz.

Zur Axiomatik der WaHrscHeinlicKkeitsrecHnung.

Vorgelegt am 23.1 1932.

Den Ausgangspunkt dieser Mitteilung bildet die bekannte
Bohlmann'sche Axiomatik der Wahrscheinlichkeitsrechnung”),
ich vermeide aber génzlich den Ereignisbegriff, indem bei mir

Bohlmann: Atti del quarto cong-resso internazionale dei mate-
matici in Roma 1908, vol 3 p. 244 (1909); Bohlmann —Potarin du Motel
Encyclopédie d.Sciences Mathématiques 1 25 (T. I vol. 4 p.496—497, 1911)



nicl)t Ereignisse, sondern Aussagen als wahrscheinlich gelten
Ich stltze mich dabei auf die metamathematischen Untersuchun-
gen von Tarski und erhalte fir die Bohl1lman n'schen
Axiome einen logischen Unterbau. Es scheint allerdings dass
man sich einstweilen auf diskontinuirliche  Wahrscheinlichkeiten
beschranken muss entsprechend der Tatsache, dass die Menge
aller sinnvollen Aussagen abzahlbar ist

Sind Xy y Aussagen, so bezeichne ich nach Tarski mit

die Negation von A, mit y) die Implikation mit dem
Vorderglied x und dem Nachglied y; ich setze weiter: x-]-.y =
= c{n{x), y) und xy = n{n{x)* n{y)). Ist V eine Aussagen-
menge, so bezeichne ich mit /~(l/) die Folgerungsmenge von V%),

mit N{V) die Menge ~ {n{x)) d. h. die Menge der Negationen

aller Aussagen aus V. Ein deduktives, widerspruchfreies System
nenne ich kurz "lI"e-System. Die Aussagen X, y heissen d&quiva-
lent in Bezug auf die Aussagenmenge V, in Zeichen: x* vy
(rei. V) wenn +W) =(1/+(y)).

Die Axiome sind in zwei Gruppen eingeteilt.

I. Axiome des Feldes.

Es sei Il eine Menge von 37O-Systemen, und es sei jedem
(/sn

eine Aussagenmenge M{U) eindeutig zugeordnet. Es sei
weiter: Z(U)= U N (U) ™ M (U). Wir nennen R ein Feld
wenn folgende Axiome erfillt sind.
, 1

(o2 B¢ IF NGV I )

Dieser Standpunkt ist nicht neu, vgl. Reichenbach: Math.
Zeitschr. 34 p. 568—618. Die Relativisierungsidee findet sich bei Keynes:
A treatise on Probability. London 1921 und ebenfalls bei Reichenbach,
allerdings in einer wesentlich anderen Fassung.

2) Tarski: C. R. Soc. d. Sc. Varsovie CI. Ill, XXIIl p. 22—29 (1930).
Tar ski: 1 c. p. 24, Axiom 1.
Tarski: 1 c. p. 23.
Ta rski: 1 c. p. 25, 26.
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Il. Axiome der Wahrscheinlichkeit i).

Es sei p{x, U) eine reelle, nichtnegative Funktion die flr
i/sll, xez{U) definiert ist. Wir nennen sie Wahrscheinlichkeit
<Jer Aussage x in Bezug auf das System U, wenn folgende
Axiome gelten :

I, 1

I, 2

I, 3

Betrachtet man z. B. ein Glucksspiel, so kann das Feld Il
etwa in folgender Weise bestimmt werden. Es sei Uqg das System
der Logik und Arithmetik + die Gesammtheit der Spielregeln.
M{Uo) sei die Menge der mdoglichen (also den Regeln nicht
widersprechenden) Spielergebnisse. Il besteht aus UQsowie aus
allen ai>-Systemen die aus UQdurch Adjunktion der Elemente
von M{l70) und die Operation F entstehen.

Es scheint auch, dass sich das ,Prinzip des mangelnden
Grundes", relativisiert im Bezug auf ein SO-System, exakt formu-
lieren lasst, was mir aber zurzeit noch nicht gelungen ist".

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung erscheint von diesem Stand-
punkt aus als eine Art mehrwertiger Aussagerechnung, und es
entsteht naturgeméss die Frage ihrer Beziehungen zur mehrwer-
tigen Logik von tukasiewicz Ich werde im folgenden ein
besonderes Feld und eine vereinfachte ,dreiwertige Wahrschein-
lichkeitsrechnung™ in Bezug auf ihr Verhdltnis zur dreiwertigen
Logik untersuchen.

Es sei 5 die Menge aller sinnvollen Aussagen, Il die Menge
aller in 5 enthaltenen 37O-Systeme; wir setzen fir U eil:

MiU) = S-[JUNN{U)]; Z{U) =S
Il ist offenbar ein Feld.
Die Axiome der zweiten Gruppe ersetzen wir durch :
11110 p{x, U)y=1 fir xsU

i, 2 p{x, U)= 0 fir xsN{U)
111,3 p{x, U)= h fir xsM(U).

Ich hatte urspringlich noch folgendes Axiom angenommen: wenn

a:'--'y (rel. U) so ist p{x, U)=p{y, U). Tarski hat aber bewiesen
<iass dieses Axiom eine Konsequenz der uUbrigen ist.

2) bLukasiewicz: C. R. Soc.d.Sc.Varsovie CI. Ill, XXIIl p. 51—77.
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Nun bilden wir fir einfestes U die Matrix welche die
Wahrscheinlichkeiten der Aussagen n(x) und c (X, Yy) angiebt:

ciO N 1!'n
0] 1 1 11

T Toder 1 1

10 0
Der Unterschied gegeniuber der Matrix der dreiwertigen
Logik liegt darin, dass inder dreiwertigen Logik , 0= 1;

dagegenfiur x BM(U), yBM{U) st p{c{x, y), U) gleich +oder 1
(fur y=n(x) erhalten wir %, fir y =~ dagegen 1).

F. Leja.
O spoitczynnikacK zbieznosci szeregow
fxinkcyj analitycznych.

Komunikat zg-toszony dnia 23 stycznia 1932 r.

Sur les facteurs de convergence des séries des
fonctions analytiques.

Mémoire présenté dans laséance du23 janvier 1932.

Niech bedzie dany szereg
1) NS, W
0

ktérego wyrazy f,,(z2), n=0, 1, sgfunkcjami analitycznemi,
regularnemi wvpewnym obszarze D .

Nazwijmy czynnikiem zbieznoSci szeregu (1) wvobszarze D
gérny kres zbioru wszystkich liczb nieujemnych /, dla ktoérych

szereg

)
0

jest jednostajnie  zbiezny w kazdym obszarze domknietym, zawar-
tym wewnatrz obszaru D.

Kazdy szereg funkcyjny postaci (]), ktorego wyrazy sa
okreslone wvobszarze D, posiada ww mysl tej definicji okreslony



czynnik zbieznoSci ktéry moze by¢ liczbg dodatnig, zerem
lub nieskoniczono$cig. Przedmiotem tego komunikatu jest pytanie:

Jaki jest czynnik zbiezno$ci X\ szeregu (1),
gdy szereg ten jest zbiezny w obszarze D?

Zauwazmy najpierw, ze N1, gdy szereg (1) jest jedno-
stajnie zbiezny w obszarze D, co wynika wprost z okreslenia
czynnika X" Podobng wiasno$¢ posiada szereg (1) w przypadku
zbieznosci niejednostajnej, ale pod zatozeniem, ze wyrazy tego
szeregu sg funkcjami mniej og6lnemi. W jednym z komunikatow,
ogtoszonych gdzieindziej, zwrbcitem uwage na nastepujaca
wiasnos$¢ szeregdbw wielomianéw :

Jezeli szereg wielomiandw

00 00
<3) 2 =N + Z+ eee+ "),
0 0

ktérego n-ty wyraz jest wielomianem co najwyzej n-go stopnia,
jest zbiezny prawie wszedzie na okregu pewnego kota z— =

to jego czynnik zbieznosci wewnatrz tego kota jest nie mniejszy
od jednosci.

Wynika stad bezposrednio nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 1. Jesli szereg (1)jest zbiezny prawie wszedzie?)
w obszarze D, a przy tern f{z) jest wielomianem  stopnia
to czynnik tego szeregu jest nie mniejszy od jednosci.

W przypadku jednak, gdy funkcje analityczne f~{x) sg do-
wolne, a zbhiezno$¢ szeregu (1) nie jest jednostajna, czynnik X*
nie musi by¢é ~ 1. Nie mniej jednak i wowczas czynnik ten nie
moze by¢ dowolny, mozna bowiem dowie$¢ co nastepuje:

Twierdzenie 2. Jesli szereg (1)jest zbiezny prawie wszedzie
w obszarze D”), to jego czynnik X" albo jest réwny zeru, albo
nie jest mniejszy od jednosci.

1) C. R. t. 193, 1931, p. 764-766.

Wystarczy zatozy¢, ze ciag' wyrazow szeregu (3) jest ograniczony
prawie wszedzie na okregu kota \z —a\ = r.

Wystarczy, gdy do kazdego punktu P obszaru D istnieje koto do
ktérego wnetrza nalezy punkt P i na ktérego okregu ciag {/.(z)} jest prawie
wszedzie ograniczony.

Wystarczy zatozy¢, ze w kazdem otoczeniu dowolnego punktu P
obszaru D istnieje koto, do ktérego wnetrza nalezy punkt P i na ktérego
ogregu cigg wyrazow {/,,(z)} szeregu (1) jest prawie wszedzie ograniczony.
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Twierdzenie to jest uogdlnieniem pewnego twierdzenia
F. Hartogs'a”) ktore okazato sie podstawowem dla teorji
funkcyj analitycznych wielu zmiennych. Dowo6d podany przez
Hart ogs'a opiera sie na pewnem twierdzeniu o istnieniu funkcyj
harmonicznych. Mozna jednak wykaza¢, ze twierdzenie 2 jest
prostg konsekwencjg twierdzenia 1, ktore daje sie dowieS¢ spo-
sobem elementarnym.

Z twierdzenia 2-go wynika ze, gdy szereg (1) jest zbiezny
w obszarze D, a jego czynnik nie jest rowny zeru, to musi
on by¢ nie mniejszy od jednosSci. Zachodzi pytanie, czy czynnik

moze by¢ rowny zeru ?
Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca. F. Hartogs

podat przyktad szeregu funkcyjanalitycznych '~(,{z), zbieznego

w kazdym punkcie obszaru D, przyczem szereg nie

jest jednostajnie zbiezny przy zadnem e> O. Co wiecej, mozna
okaza¢ ze, gdy wezmiemy dowolny cigg liczb dodatnich

s:) + J o0 .I— S e 0
malejagcy do zera dowolnie szybko, a wiec gdy np. potozymy

to do tego ciggu da sie zbudowa¢ szereg wielomiandw

00 00
4 2 Mn Z + "H H .
140) n-0 "
zbiezny do zera na catej ptaszczyznie i taki, ze szereg
00
O

nie jest jednostajnie zbiezny w zadnem, dowolnie matem, oto-
czeniu punktu z —0.

Oczywiscie, ze wzgledu na twierdzenie 1, stopnie k* po-
szczeg6lnych wyrazéw szeregu (4) muszg ré$¢ dostatecznie szybko,
gdy n ro$nie nieograniczenie.

1) Math. Ann. t. 62, 1906, p. 9



W. Sierpinski.

O funkcjacH, przybierajacycK kazdga swa wartosc
mniej niz razy.
Komunikat, zgtoszony dnia 23 stycznia 1932 r.

Streszczenie.

Autor nazywa funkcjami '/ funkcje zmiennej rzeczywistej,
przybierajace kazda swa warto$¢ mniej niz continuum razy, i do-
wodzi réwnowaznos$¢ nastepujacych dwuch twierdzen :

I. Funkcja / z funkcji / jest zawsze funkcjg /,
oraz :

Il. Liczba kardynalna nie jest sumg mniej niz liczb
kardynalnych, z ktérych kazda jest <27".

W. Sierpinski.

Star les fonctions gxii prennent cHaqg\ie leur valeur
moins que fois.

Présenté dans la séance du23 janvier 1932.

Une fonction f{x) d'une variable réelle sera dite fonction "y
si, quel que soit le nombre réel a, I'ensemble de toutes les
racines X de l'équation f(x)==a est de puissance inférieure
a celle du continu.

Dans I'état actuel de la science ilest impossible de résoudre
s'il est vrai ou non lethéoréme suivant:

. Une superposition de deux fonctions  est une fonction '/.

Nous prouverons que laproposition | estéquivalente ala
propriété suivante dunombre cardinal 2"

Il. Le nombre -cardinal n'est pas une somme de moins
que nombres cardinaux, dont chacun est <2*".

1. Admettons que la proposition I estfausse. |1l existe
donc deux fonctions /, soient f{x) etg{x), telles que fig{x))
n'‘est pas une fonction Il en résulte qu'il existe un nombre
réel ao, tel que lI'ensemble = E[ / = a»] ala puissance 2*"



Soit G l'ensemble de toutes les valeurs que prend la fonction
g{x) pour xCE. On voit sans peine que l'ensemble G est de
puissance <2”°, puisque dans le cas contraire f{x) ne pourrait
étre une fonction /. Or, on a évidemment

1

X

aC-G

L'ensemble de tous les termes de la série (1), en tant que G,
est de puissance < et chaque terme de la série (1) est aussi
de puissance g{x) étant une fonction /. L'ensemble E
étant de puissance 2™°, la formule (1) donne une décomposition
d'un ensemble de puissance du continu en moins que ensem-
bles dont chacun est de puissance <2"~". La proposition Il n'est
pas donc vraie.

2. Admettons que la proposition 1l n'est pas vraie. L'en-
semble X de tous les nombres réels peut donc étre décomposé
en moins que ensembles disjoints, dont chacun est de puis-
sance -<2'\", soit

a*M
ol M est un ensemble de nombres réels de puissance M et
pour a(: M.
Posons /(Ar)= 0 pour xQM ei f{x) = x pour XGCX—M,
et posons g(x) = a pour x " N* (pour a réels): on voit sans

peine que f{x) et g (x) sont des fonctions /. Or, on a évi-

demment
/I ("W)-o0

pour tous les x réels: f{g{X)) n'est pas donc une fonction /,
et la proposition | est fausse.

L'équivalence des propositions | et Il est ainsi démontrée,
c. g f d



Posiedzenie
z dnia 13 lutego 1932 r.

W. Sierpinski.

O rozkiadzie ptaszczyzny na krzywe.

Komunikat, przedstawiony naposiedzeniu w dniu 13 lutego 1932 r.

Streszczenie.

Autor nazywa krzywa zbior wszystkich punktéw plaszczyzny
{xiy), spelniajacych réwnanie postaci y="%{x), badz tez réw-
nanie postaci X=T*Tiy), gdzie / jest funkcjg jednowarto$ciowg
zmiennej rzeczywistej. Tre$cig komunikatu jest dowod nastepuja-
cego twierdzenia:

Na to, zeby plaszczyzna  byla sumg mniej niz krzy-
wych, potrzeba 1 wystarcza, aby byto gdzie a jest
liczbg porzadkowa pierwszego  rodzaju.

W. Sierpinski.

Svir la décomposition d\j plan en courbes.
Présenté dans la séance dul13 février 1932.

Dans ce quisuit nous appellerons courbe I'ensemble de
tous les points , Y) du plan qui satisfont a I'équation y—f{x),
ou bien a I'équation x =f(y), ou T est une fonction univoque
d'une variable réelle.

Le but de cette Note est de démontrer ce

Théoréeme : Pour que leplan soit unesomme de moins
que 2™ courbes, ilfaut et ilsuffit qu'on ait ou a est
un nombre ordinal de premiere  espéce.

Nous démontrerons d'abord ce

Lemme : Le plan est une somme de deux ensembles, dont
un est de puissance << sur toute droite parallele a I'axe



- 10 -

d'ordonnées et l'autre est de puissance <C sur toute droite
parallele a l'axe  d'abscisses.

Démonstration. Du théoreme de M. Zermelo ré-
sulte qu'il existe une suite transfinie

(1) i, t., t t, LT (a<cp)

formée de tous les nombres réels, et nous pouvons supposer que
le type @ de cette suite est le plus petit nombre ordinal de
puissance du continu.

Soit P l'ensemble de tous les points (x, y) du plan, et
désignons par A [Il'ensemble de tous les points (t* to), ol

et posons B = P—A.

Soit a un nombre réel donné : c'est donc un terme de la
suite (1), p. ex. a=t,", o0 a est un nombre ordinal Les
points de Il'ensemble A, dont l'abscisse x est =a sont des
points (tj*, tr"), ol p< a; a étant < @, on a aC et il en

résulte que la droite x = a contient un ensemble de puissance
< 2" de points de A .

Or, soit h un nombre réel donné, p. ex. b= to.

Les points de B= P — A a l'ordonnée y = b sont, comme
on voit sans peine, des points (t*, , 00 a<.p; daprées P<'f
on a P<12"0 et on en conclut que la droite y = b contient un
ensemble de puissance <C de points de B.

Notre lemme est ainsi démontré.

Il est a remarquer que l'ensemble B établit un bon ordre
dans le continu On dit qu'un ensemble plan Q établit un
ordre d'un ensemble linéaire ordonné E, si {x, y) C Q dans ce
et seulement dans ce cas, ou x( E, y*E et x<iy dans E"
D'aprées une remarque de M. Lindenbaum, tout ensemble
plan établissant dans le continu un bon ordre du plus petit type
ordinal possible est non mesurable superficiellement.

Il est a remarquer que d'une fagon tout a fait analogue comme notre
lemme on démontre la proposition suivante:

L'espace a trois dimensions est une somme de trois ensembles dont
le premier, resp. le deuxiéme, resp. le troisitme est de puissance inférieure
a celle du continu sur chaque plan parallele au plan XOY, resp. X0z
-esp.  yoz.

Cette remarque est due a M. A. Tars ici.
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En désignant par Q l'ensemble de tous les points de I'espace a 3
dimensions, il faudrait désigner par A, resp. B, resp. C l'ensemble de tous
les points {tY, t*, C) de Q, ou a<¥Y<<p et P<T. resp. ou a<p<<f et

resp. oo p<;a<:f et T<;a.

On voit sans peine que Q= est une décomposition qui
satisfait aux conditions de notre proposition.

Il est a remarquer que si on obtient de notre
lemme la proposition que j'ai démontré en 1919 (Cette pro-

position est méme équivalente a I'hypothése du continu).

En quelque rapport avec notre lemme est le probléeme suivant:

Peut on décomposer le plan en deux ensembles, dont un est de mesure
nulle sur toute droite, parallele a I'axe d'ordonnées et l'autre est de mesure
nulle sur toute droite, paralléle a I'axe d'abscisses?

Il résulte tout de suite de notre lemme que la réponse y est affirma-
tive si 2*0= XI. Or, nous ne savons pas résoudre ce probléme sans admettre

I'hypothése du continu.

Supposons maintenant que ou a est un nombre
ordinal de premiére espéce, donc a= p+ |. D'aprés notre
lemme le plan P est une somme de deux ensembles, P = A-{- B,
ol nous pouvons évidemment supposer que A, resp. B, est de
puissance Ko sur toute paralléle a I'axe d'ordonnées, resp. d'abs-
cisses. L'ensemble A, resp. B, est donc une somme de en-
sembles dont chacun a un et un seul point sur chaque droite
paralléle a l'axe d'ordonnées, resp. d'abscisses. Chacun de ces

= ensembles est donc une courbe. Le plan P est

donc une somme de = courbes. La condition de notre
théoréme est donc suffisante.
1 en résulte que si le plan est une somme d'une

infinit¢ dénombrable de courbes, ce qui était déduit de ma pro-
position citée du 1919 par M. N. Lu sin

Supposons maintenant que ol a est un nombre
ordinal de seconde espéce, et supposons que le plan P est une
somme 5 de m< 2" courbes. Le nombre ordinal 1. étant de
seconde espéce, il résulte des formules qu'il existe
un nombre cardinal n tel que mC n . Soit T un ensemble
formé de n paralleles a l'axe d'ordonnées. Soit A, resp. B l'en-

1) Bull. Acad. Cracovie, note du 24 février 1919; aussi: Fundamenta
Mathematicae t. V, p. 179.

2) Cf. mon livre Zarys Teorji Mnogosci Cz. | (en polonais). Warszawa
1928, p. 229.
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semble-somme de toutes les courbes de la forme y =1f(x)
(resp. x =f{y)) constituant la somme 5:o0n adonc P=A" B,

Toute courbe de la forme y=1f{x) ayant un seul point
sur toute parallele a l'axe d'ordonnées, l'ensemble TAest évi-
demment de puissance ni, donc aussi la projection de TA sur
I'axe d'ordonnées est de puissance d'oii résulte qu'il
existe une droite D parallele a l'axe d'abscisses quin'a aucun
point commun avec l'ensemble TA. D'aprés P =AA-B onen
conclut que DTCZB. Or, c'est impossible, puisque I'ensemble B
est formé de ™ m courbes de la forme x =f{y), et la droite D
rencontre évidemment l'ensemble T en n> m points. La condi-
tion de notre théoréme est donc nécessaire.

Notre théoréeme est ainsi démontré.

Alfred Tarski.

O wiasnosciacK geometrycznycK miary BanacHa.
Przedstawit W. Sierpifiski dnia 13 luteg-o 1932 r.

Sur les propriétés géomeétriques de la mesure

de BanacH.
Mémoire présenté par M. W. Sierpinski dans laséance du23 février 1932.

Streszczenie.

W swe] pracy ,,Sur le probleme de la mesure” p. Banach
rozwigzat pozytywnie szersze zagadnienie miary dla zbioréw lin-
jowych i ptaskich. Metoda konstrukcji p. Banacha nie jest
oparta na pojeciach, posiadajacych wyrazng tre$¢ geometryczna,
i nie przypomina wv niczem metod postepowania, stosowanych
w innych konstrukcjach =z tego zakresu (np. wv teorji miary
Peano-Jordana lub Lebesgue'a). WVartykule swym autor
szkicuje plan pewnej rekonstrukcji wynikéw p. Banacha, wy-
chodzac z poje¢ o wyraznej tresci geometrycznej; dzieki tej
rekonstrukcji teorja miary p. Banacha staje sie naturalnem
uogblnieniem i rozwinieciem teorji miary Peano-Jordana.
Przy sposobnosci autor definjuje klase zbioréw bezwzglednie
mierzalnych (t. j. takich, zeprzy kazdem okresleniu miary maja
te samg miare) 1 ustala pewne wiasnosci tej klasy.

1) Fund. Math. 1V, str. 7.
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L. Szperl 1 Wt Wiorogérski.

O aldeKydzie selenobenzoesowym.

Przedstawit L.Szperl dnia 13 lutego 1932 r.

Sur l'aldeHyde sélénobenzoiqvie.
Mémoire présenté par M. L.Szperl dans laséance du 13 février 1932.

< Streszczenie.

W toku naszych prac naddziataniem selenowodoru na
chlorek benzoylu przerobilismy pewne doswiadczenie, chcac
uzyska¢ dwuselenobenzoesan benzylidenii, zamiast niego jednak
wytworzyt sie zwigzek, ktéry na podstawie analiz i pomiaréw
wielkosci czasteczki, zdefiniowalismy jako tréjmeryczny aldehyd
selenobenzoesowy. Jednakze substancja nasza, zgodna wvswych
innych cechach z wiasnosciami jednej z odmian aldehydu sele-
nobenzoesowego, opisanych przez Vanino i Schinnera
(Journal fiir praktische Chemie 91, 124; 1915), roznita sie od
niego znacznie pod wzgledem temperatury topnienia. Wobec
powyzszego powtdrzyliSmy, zachowujac doktadnie warunki, préby,
wykonane przez wyzej zaznaczonych badaczy. Rezultaty pracy
naszej sgnastepujgce: 1) Aldehydu, nazwanego przez Vanino
i Schinnera a selenobenzoesowym o temp. top. 83—84®
i uwazanego przez nich zamonomer, nie znalezliSmy; natomiast
otrzymalismy produkt zupetnie do opisanego podobny, lecz o temp.
top. 92—93®, ktéry okazat sie aldehydem dwuczgsteczkowym,
by¢ moze analogicznym do benzoiny. 2) Aldehyd monomeryczny,
notowany wv pracy Gran viii e'a (Berichte d. deutsch. chem.
Gesel. 8, 1165; 1875), jako zwigzek, topniejacy wv temp. 70°,
znajduje sie, by¢ moze, wvciektych, nie krystalizujgcych produk-
tach reakcji, z ktérych nie moglisSmy wyodrebni¢ Zzadnego indy-
widuum. 3) OtrzymaliSmy substancje identyczng z produktem,
zaznaczonym na poczatku niniejszego referatu; rézni sie ona od
aldehydu selenobenzoesowego, oznaczonego przez Vanino
i Schinnera literg p,swa temperaturg topnienia, gdyz zaréwno
krystalizowana z benzenu, jak i pozbawiona przez ogrzewanie
w temp. 105®, swej jednej czasteczki benzenu krystalizacyjnego,
topnieje z jednoczesnym rozkiadem w temp. 189—193®. Przy-
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puszczenie wyzej zaznaczonych badaczy, nie poparte przez nich
doSwiadczeniem, ze jest to odmiana tréjmeryczna, zostato stwier-
dzone droga oznaczenia ciezaru czasteczkowego. 4) Obecnosci
produktu o temp. top. 166®, oznaczonego mianem aldehyduy
selenobenzoesowego, nie skonstatowaliSmy zupetnie.

Praca bedzie drukowana in extenso w ,Rocznikach Chemji".

Tadeusz W.Jezierski.

Tioindygo z acetofenonvi.

Przedstawit L.Szperl naposiedzeniu wdniu 13 lutego 1932 r.

Sur le tKioindigo préparé de l'acétopKénone.
Mémoire présenté par M. L.Szperl a laséance du 13 février 1932.

Streszczenie.

Dziatajagc siarka na acetofenon w temperaturze wrzenia roz-
tworu, otrzymatem, précz a”-dwubenzoiloetanu niewielkie ilosci
produktu usiarczonego, krystalicznego, barwy ciemno-czerwonej,
ktéry okazat sie tioindygiem. Badania tego produktu pro-
wadzono poréwnawczo z tioindygiem wyrobu Bad. Fabr. Anil.
i Sody 1 stwierdzono dla obu materjatéw nastepujgce identyczne
whasnosci: temperatura topnienia (oznaczenia wv zatopionej rurce)
rozpoczyna sie od 354* latwiejsza rozpuszczalno$¢ jedynie w chlo-
roformie i ksylenie, przyczem czerwono zabarwione roztwory
ksylenowe posiadajg z6ttg fluorescencje; zielono-niebieskawa barwa
roztworu w stez. kwasie siarkowym i, co najwazniejsze, roztwory
ksylenowe, badane spektrofotometrycznie, dajg identyczne widmo
chtonienia.

1) T.W. Jezierski, Roczn. Chemji, 10, 392 (1930).
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Rys. 1.

Zdjecia spektrofotometryczne roztworéw ksylenowych:

I. Produktu otrzymanego przez dziatanie siarki na acetofenon.
Il. Tioindyga z Bad. Fabr. Anil. i Sody.

Nalezy przypuszczaé, ze reakcja pomiedzy siarka i acetofe-
nonem przebiega w ponizszy sposob:
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L. Kantorovitch 1 E. Livenson.

O dwodcK klasacK operacyj na zbioracK zamknietycK,
Przedstawit W. Sierpinski naposiedzeniu wdniu 13 lutego 1932 r.

Streszczenie.

Zbior wszystkich rodzin otrzymanych z rodziny
wszystkich zbioréw zamknietych ptaskich przy pomocy operacyj

prof. Sierpinskiego”) pokrywa sie ze zbhiorem wszystkich
rodzin H™'(F), otrzymanych z rodziny wszystkich zbioréw zam-
knietych linjowych przy pomocy operacyj anaHtycznych M, wpro-
wadzonych przez autoréw

L. Kantorovitch etE. Livenson.

S\ir deux classes d®s opérations sur les
ensembles fermeés.
Présenté par M. W. Sierpinski dans laséance dul3 février 1932,

M. Sierpinski a défini une opération sur les ensem-
bles plans fermés comme il suit:

Soit E un ensemble plan fermé et P une propriété des
ensembles linéaires fermés. Deésignons par I'ensemble
linéaire de tous les points x (X  tels que l'ensemble

c.-a-d.

Soit laclasse desensembles pour tous les
ensembles B plans fermés. Désignons la famille detoutes les

classes par V.
D'autre part nous avons défini une certaine classedes

opérations sur les ensembles — opérations analytiques Ces

W. Sierpinski. Surcertaines opérations surles ensembles
fermés plans. Comptes rendus des seances de la Soc. des Sciences di; Var-
sovie XXIV, p.57.

X désigne ladroite infinie (I'ensemble detous les nombres réels).

o) EjP désigne, que l'ensemble E jouit delapropriété P.

C. R.t. 191 p.352 n.7 et ,Mémoire onthe analytical opérations

and projective sets". Fund. Math. t. XVIII, p. 224.



sont des opérations M dont la valeur et les arguments sont les
ensembles, et qui possédent la propriété suivant: si pour chaque
paire d'éléments a, b on a simultanément (quel que soit n)

ou
alors on a:
ou

Désignons par la classe correspondante a l'opéra-
tion W, c'est-a-dire la classe de tous les ensembles ou

sont fermés. La famille de toutes les classes SFCYSY) (pour
tous les possibles) nous désignerons par W'. Le résultat prin-
cipal de cette note est le suivant
Théoréme 1 Les familles W et W sont identiques.
Démonstration. A. WGCiW. Soit donnée une pro-
priété P. Nous devons démontrer que la classe est une
certaine &fCN(SY — classe. Définissons l'opération analytique

sur les systeme y'} comme il suit: Soit x un nombre

réel. Construisons Il'ensemble T» des nombres y pour lesquels
il existe un dévelopement en fraction dyadique

tel que

Il est évident que I'ensemble T" est fermé.
Posons maintenant

L'opération ainsi definie est analytique (cela résulte de la défi-
nition méme de l'ensemble T~. Nous démontrerons que



ou E est un ensemble plans fermé. Désignons par

I'intervalle fermé

et posons

Il est évident que les ensembles /A jvj.v;, K fermés.
Nous établirons que

Dans ce but nous montrerons que

Soit y A~ TA; alors on peut représenter y dans la forme (27%)
, en sorte que

c.-a-d. on peut choisir, d'apres (7) et (10), une suite des nombres
pour laquelle

Comme (x, y) est un point d'accumulation des points
et I'ensemble E est fermé, on a

et par définition de



Soit inversement
nous avons pour tout k naturel

et par définition de

La formule (9) est donc établie. Mais on peut représenter les
ensembles M et L [cf. (2), (5), (3), (8)] dans la forme

€n sorte que d'aprés (9) nous aurons

b)
Soit

G /', Vi V2,VA: sont les ensembles fermés.

Nous pouvons supposer que le systéeme <
régulier, c.-a-d. que

quels que soient
Posons maintenant

ol

Il est évident que l'ensemble E est fermé. Nous montrerons
que

Nous savons déja (v. (11)) qu'il suffit établir que

Soit

alors



et d'aprés (14)

X

Soit d'autre part y“E, alors {x, y) CE. Le nombre vy
peut étre développé en fraction dyadique de deux maniéres
au plus

Il résulte de la définition de I'ensemble E (14) que, pour
tous les k, X appartient a un des ensembles

au moins. Un de ces deux cas (

se présentera pour une infinité de valeurs de k et par consé-
quent, vu la régularité du systéme Vj, vva:) POur tous les k.
Soit p. e.

Alors, d'aprés la définition de T™

Donc, E=T” d'ou M=L, c. q. f. d.
B. W'CZW. Soit donnée une opération analytique
Il faut définir une propriété P, telle que

Nous dirons qu'un ensemble m= {n} des nombres naturels
est une chaine déterminante, si quelque soit la suite d'ensembles
E,,, les relations a€ E,, pour tous les n m et ”~non CE,, pour
tous les nnon C m entrainent la relation

Désignons par Nt I'ensemble de toutes les chafnes déter-
minantes m.

L'ensemble 7)c détermine complétement Il'opération
parce que

W . « \

1) L'existence de cette propriété dans le cas ou U' est I'opération de
M. Hausdorff a été démontrée par M. Sierpinski 1 c.p. 74.



Nous dirons maintenant qu'un ensemble fermé linéaire f-
jouit de la propriété P, si I'ensemble de tous les nombres n
tels, que

n

est une chaine déterminante de I'opération
Démontrons la relation (15). Pour cela il suffit établir que

= (17)
quel que soit I'ensemble F. Or d'apres (16) et (2)
U £ m = & (0 —]€f
{LE ) m] © 5]
Soit maintenant
c.-a-d. ou fest un ensemble fermé plan. Posons

D'aprés (17), nous aurons

d'ou

Soit d'autre part.

ol E” sont des ensembles linéaires fermés.
Posons

Nous aurons en vertu de (17)

E désigne Il'ensemble



Une opération analytique est appelée positive, si
elle posséde la propriété suivante: quelle que soit la chalne déter-
minante m de cette opération, c.-a-d. m6 , et quel que soit
I'ensemble m'= {n'} des nombres naturels, tel que m'zZ)*» o" ~
m' € 51 Nous avons démontré dans notre Mémoire cité que
la classe des opérations analytiques positives coincide avec la
classe des opérations de M. Hausdorff.

Nous dirons que la propriété P des ensembles est positive®
si un ensemble E jouissant de propriété P il en est ainsi pour
chaque ensemble contenant E. Alors il suit de la démonstration
du théoreme | la proposition suivante :

Théoréme II. La famille de classes ) (3] ou M
est une opération analytique positive, coincident avec la famille
de classes ou P est une propriété  positive.

Leningrad (U. R. S. S.).

1) Cette définition ne differe que par la forme de définition de Il'opé-
ration analytique positive que nous avons donné dans notre Mémoire cité,
déf. 2 p 225.



Posiedzenie

z dnia 12 marca 1932 r.

R. Koztowski, S.Jaskolski i A.taszkiewic z.

IAciA srebrowo-cynowe Oruro w Boliwji.
Przedstawit St. J. Thugutt dn. 12 marca 1932 r.

Praca wyszta w Archiwum Mineralogicznem Tow. Nauk.
Warsz. T.VIII. 1932.

L es gisements argento-stanniféeres d'Oruro en Bolivie.
Mémoire présenté par M. St. J. Thugutt dans laséance dul2 mars 1932.
Ce travail vient de paraitre dans ,Archive de Minéralogie

de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie". Vol.
VI, 1932.

St. J. Thugutt.

O rozpviszczalnoéci kruszcvi cyno®'wego
«v -wodzie przekroplonej.

Komunikat zgtoszony dn. 12 marca 1932 r.

Praca wyszta wv Archiwum Mineralogicznem Tow. Nauk.
Warsz. T. VIII. 1932

Svir la solubilité de la cassitérite dans I'eavi distillée.
Mémoire présenté dans laséance dul2 mars 1932.
Ce travail vient de paraitre dans ,Archive de Minéralogie

de laSociété des Sciences et des Lettres de Varsovie". Vol.
VII. 1932.



Posiedzenie
z dnia 30 kwietnia 1932 r.

Streszczenia prac wykonanycK w pracowni
radjologicznej imienia $. p. Mirostawa K.ernba\ima
Warszawskiego Towarzystwa Naukowego

w r. ak. 1930/1931.

Przedstawit S.PieAnkowski dn. 30 kwietnia 1932 r.

Résumeés des travaux éxeécutés dans le Laboratoire
radiologique Mirostaw Kernbaum
de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie
en 1930/1931.

Présentés par M. S.Pienkowski dans laséance du30 avril 1932.

1.

Oskar Stelman.

O przypadku szczegdlnym adsorpcji nieodwracalnej.

Sur un cas particulier d'absorption irréversible.

L. Wertenstein zauwazyt w r. 1927, w toku pracy nad
otrzymywaniem czystego radonu, ze adsorpcja COM na szkle nie
posiada charakteru adsorpcji typu Langmuirowskiego, t. j. ze nie
charakteryzuje sie szybkiem ustalaniem sie réwnowagi miedzy
fazg gazowa a fazg adsorbowang i catkowita odwracalnoscia
przebiegu adsorpcji, lecz posiada przebieg nieodwracalny. Szkio,
ktére pozostawato wwciggu krétkiego nawet czasu wv zetknieciu
z CO2 pod ci$nieniem rzedu 1mm Hg, adsorbuje znaczne ilosci
tego gazu, ktore wydziela nastepnie bardzo powoli 1 niecatko-
wicie. Poniewaz doSwiadczenia Wertensteina stanowily tylko
epizod wv pracy, poswieconej innemu zagadnieniu i nie byly
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wykonane w warunkach poprawnych ze wzgledu na wymaga-
nia nowoczesnej techniki prézniowej, przeto autor podjatsie
przestudjowania wspomnianego efektu. Aparatura sktadata sie:
a) z adsorbenta wv postaci znacznej liczby rurek szklanych,
b) manometru do wyznaczania ilosci wydzielanego przez szkto CO2»
c) urzgdzenia do nasycania adsorbenta czystym CO2e Zaréwno
adsorbent, jak i manometr mogly by¢ pozbawione uprzednio
gazéw przez wyprazanie w prézni w wysokiej temperaturze.
Jako manometr zastosowano miarke Piranie go. Badano ilos¢
gazu wydzielonego przez szklo, ktore bylo nasycane bezwodni-
kiem weglowym, wvfunkcji cis$nienia CO2 wvfazie nasycania oraz
czasu, w ciggu ktérego trwato nasycanie. Wyniki sgnastepujace:
1) Potwierdza sie stuszno$¢ spostrzezenia dokonanego przez
Wertensteina. 2)Illos¢ gazu wydzielonego zalezy od cisnie-
nia, pod ktérem nasyca sie adsorbent. llo§¢ ta wzrasta wraz
z cisnieniem, jednak dazy do granicy, gdy cisnienie wzrasta po-
wyzej 20 mm Hg. llos¢ maksymalna, jezeli tworzy warstwe mono-
molekularng, zakrywa okoto 8.10"" catkowitej powierzchni szkia.
3) Gdy ci$nienie gazu nasycajgcego jest mate, ilo$¢ gazu wydzie-
lonego wzrasta wraz z czasem nasycania, natomiast gdy cisnienie
jest znaczne, ilos¢ tanie zalezy od czasu nasycania. 4) Badanie
procesu wydzielania w funkcji czasu dowodzi, Zze przebieg zja-
wiska jest nieodwracalny.

Chaim Rajfeld.

Odpowiednik krzywej Bragga w zjawisku Swiecenia
ZnS i powietrza pod wpitywem promieni a.

Analogie de la covirbe de Bragg dans la Niminescence
ZnS et de l'air sous l'action des rayons a.

Jak wiadomo, zdolno$¢ jonizacyjna czastek a wzrasta do
pewnego maximum, gdy predko$¢ czastek zmniejsza sie w przejsciu
przez materje, poczem szybko spada do zera wvokolicy konca
zasiegu czastek a. Poniewaz zdolno$¢ czastek a wywotywania
fosforescencji wwvciatach statych i gazach stoi ww niewatpliwym
zwigzku z ich zdolnoScig jonizacyjna, przeto nalezy spodziewaé
jsie, ze natezenie fosforescencji, wywotanej przez czastki a na
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jednostce drogi, zalezy od predkosci czasteczek w podobny
sposéb, jak zdolno$¢ jonizacyjna, t.]J. ze zalezno$¢ tadaje sie
przedstawié krzywg podobng do t.zw. krzywej Bragga. Przy-
puszczenie to zostato potwierdzone przez p. Karlik w przy-
padku Swiecenia réznych odmian ZnS pod wptywem czastek a
Poniewaz p. Karlik badata natezenia S$wiecenia subjektywng
metodg fotometryczng, przeto wydawato sie rzeczg celowg zasto-
sowa¢ tu metode bardziej objektywng, oparta na fotometrowaniu
klisz, zaczernianych S$wieceniem siarczku cynku. Doswiadczenia
polegaty na sporzadzeniu szeregu zdje¢ $wiecenia cienkich warstw
ZnS pod wptywem promieni a polonu, ktérych predko$s¢ mody-
fikowano przez absorpcje wv powietrzu lub cienkich blaszkach
glinowych. Poniewaz zasieg promieni a polonu w ZnS wynosi
zaledwie 20[i, przeto dla otrzymania wyraznych wynikéw byto
konieczne sporzadzaé warstwy ZnS grubosci rzedu kilku mikronow.
Rozcieranie krysztatdw ZnS w mozdzierzu agatowym nie prowa-
dzito do celu, natomiast skutecznem okazato sie centryfugowanie
roztartego starannie ZnS i osadzanie pozostatej po odwirowaniu
zawiesiny naszkietku. Doswiadczenia z takiemi warstwami po-
zwolity otrzymaé krzywe analogiczne do krzywej Bragga.
Swiecenie uzytych wtych do$wiadczeniach drobnych krysztatow
byto tak stabe, ze doswiadczenia nalezato wykonywaé¢ wv prézni,
gdyz Swiecenie powietrza bylo tego samego rzedu wielkosci.
W innych doswiadczeniach usunieto siarczek cynku i badano

M

samo Swiecenie powietrza w zaleznosci od predkosci czastek a.

Otrzymana zalezno$¢ daje sie rowniez przedstawié zapomoca
krzywej podobnej do krzywej Bragga.
3.
Henryk Jedrzejowski.

RvicHIliwosc atomdéw promieniotwdérczycH
na powierzcHnNiacK ciat statycK.

Mobilité des atomes radioactifs sur les solides.

Jak wiadomo, adsorbowane atomy i czgsteczki niektérych
substancyj wykazujg na powierzchni adsorbenta ruchliwo$¢, ktérg
nalezy przypisa¢ ich ruchom cieplnym. Ruchliwo$¢ ta prowadzi
do przesuwania siewarstw adsorpcyjnych wtedy tylko, Kkiedy
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energia sit adsorpcyjnych nie jest wielka wobec energji cieplnej.
Osady atomow promieniotwérczych na powierzchniach ciat sta-
tych traktowaé mozemy, jako warstwy adsorpcyjne. Jezeli osad
otrzymany zostat przez destylacje, istniejg dane, przemawiajgce
za tem, ze warstwa taka jest monomolekularna. Autor destylowat
polon na blaszke platynowg, dzieki uzyciu odpowiednich diafragm,
nalot miat posta¢ kotka o wyraznych brzegach, S$rednicy 5 mm.
Naktadajagc blaszke na klisze fotograficzng, otrzymywano obraz
powierzchni, pokrytej polonem. W temperaturze pokojowej obraz
zachowywat w ciggu diuzszego czasu ksztatt niezmienny. Autor
poddawat blaszke ogrzewaniu w ciggu 3 godz. w piecu elektrycz-
nym i badat wspomniang metodg fotograficzng zmiany postaci
nalotu, wynikle z ogrzania do roznych temperatur. Rozszerzenie
krazkow daje sie zauwazy¢, poczawszy od temperatury 748® K
i roSnie szybko z temperaturg, jak wida¢ z nastepujagcej tabelki:

d 0,01 0,03 0,27 1,1
T 748 823 873 898
D 1,10-6 1,8.10-5 1,5.10-3 2,4.10-2

d oznacza powiekszenie $rednicy w milimetrach, T — tem-
perature na skali bezwzglednej. Liczby w trzecim wierszu sg
wspétczynnikami dyfuzji dwuwymiarowej, wyliczonemi w zatozeniu,
ze teorja dyfuzji stosuje sie do ruchéw atoméw na powierzchni.
Teorja przewiduje mianowicie, ze kwadrat przesuniecia brzegu
kétka powinien by¢ proporcjonalny do czasu ogrzewania i do
wspétczynnika dyfuzji. W celu sprawdzenia tego wymagania
teorji, poddano jedng z aktywowanych blaszek ogrzewaniu do
temperatury 873® K, w ciggu 1 godziny, inng, identyczng, w ciggu
czterech godzin. Blaszka prazona cztery razy dtuzej wykazata
rozszerzenie dwa razy wieksze.

Jak tego nalezalo oczekiwaé, zjawisko zalezy w wysokim
stopniu od natury poditoza. Blaszki z miki tracg podczas ogrze-
wania polon przez parowanie, blaszki ztote wykazujg rozszerzenie
bardzo nieznaczne. Najwidoczniej w przypadku miki sity adsorp-
cyjne sg zbyt mate, w przypadku zitota zbyt wielkie, by zjawisko
ruchliwosci uwydatnito sie w sposob wyrazny.



4,
Henryk Herszfinkiel

O emisji elektronowej metali pod wptywem
twardycK promieni y.

S\ir I'émission des électrons par les métaxix soxis
I'action de rayons y dvirs.

Wspoétczynnik absorpcji twardych promieni y> odniesiony
do jednego elektronu pierwiastka absorbujgcego, wzrasta wraz
z liczbg porzadkowg tego pierwiastka, co stoi w sprzecznosci
z przyjeta powszechnie teorjg Klein-Nishiny 1 prowadzi
do wniosku, ze oprocz elektrondw pozajadrowych, réwniez i samo
jadro bierze udzial w pochtanianiu promieni '(. Zachodzi pytanie,
czy wielko$¢ emisji elektronowej réznych pierwiastkéw pod wpty-
wem promieni Yy zalezy od liczby porzadkowej w ten sam sposob,
co wspotczynnik absorpcji  , aw szczeg6lnosci, czy liczba elek-
tronow wyrzuconych przez jeden kwant promieni Yy danego
typu, odniesiona do jednego elektronu pierwiastka pochtaniajgcego,
rébwniez wzrasta razem z liczbhg porzadkowa. Gdyby tak byto,
Swiadczytoby to o istnieniu emisji elektronowej jadra, t. j. swoistej
jego dezintegracji, oile oczywiscie teorja Klein-Nishiny jest
poprawna. Autor usituje da¢ odpowiedZ na to pytanie czesciowo
na postaci prac dawniejszych (Prelingera oraz Enderlego),
dotyczgcych emisji elektronowej metali pod wpltywem promieni

RaC, czeSciowo za$ na zasadzie doswiadczehn wiasnych. Prace
Prelingera i Enderlego, jakkolwiek poswiecone innemu
zagadnieniu, zawierajg obfity materjat wv postaci danych, doty-
czacych emisji réznych pierwiastkow wv zaleznosci od gru-
boSci warstwy, przez ktorg przechodza promienie y» Ekstrapo-
lujac wyniki tych uczonych do grubosci znikomo matej, autor
otrzymuje warto$¢ emisji catkowitej (w warstwach grubych
mamy zawsze do czynienia z emisjg czesciowa, wskutek absorpcji
elektronow wv warstwie), odniesiong najpierw do jednostki gru-
bosci warstwy, a nastepnie, droga prostego rachunku, do jednego
elektronu pierwiastka pochtaniajagcego. Z doswiadczen Ender-
lego wynika, ze w przypadku zelaza, srebra 1 otowiu & posiada
wartos¢ (wzgledng) odpowiednio réwng 1; 1,24; 1,68, zatem wzrasta
bardzo wyraZznie wraz z liczbg porzadkowa. Inna metoda wyzna-
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czenia wzglednej wartosci wymaga znajomosci emisji maksy-
malnej danego pierwiastka (wiadomo, Zze poczawszy od pewnej
grubosci warstwy wzrost emisji jest skompensowany przez absorpcje
elektrondw w warstwie, tak iz emisja przechodzi przez maximum).
Z doswiadczen Prelingera i Enderlego wynika, ze emisja
maksymalna posiada warto$¢ w przyblizeniu jednakowa w przy-
padku wszystkich badanych pierwiastkéw {Al, Cu, Fe, Agq, Ob).
Do tego samego wniosku prowadzg doswiadczenia autora, roznigce
sie od prac poprzednikéw tem, ze zwrdcono w nich szczegdlng
uwage na zmniejszenie roli czynnikow wtérnych, a przedewszyst-
kiem jonizacji, wytworzonej przez elektrony, ktére emitowane sg
z powietrza kamery jonizacyjnej, nie za$ z powierzchni badanych
metali. W przyrzadzie autora znaczenie tego efektu wtérnego
zostatlo zredukowane, dzieki zastosowaniu szeregu ptytek roéwno-
legtych, oddalonych od siebie o0 1 cm. W kamerze tego typu
elektrony emitowane przez ptytki ulegajg odbiciom wielokrotnym
wewnatrz kazdej przegrddki; jonizacja rzeczywista jest wskutek
tego wieksza od jonizacji, kt6rg obserwowalibySmy, gdyby odbié
nie byto, w stosunku, ktéry tatwo wyliczy¢, znajac wspotczynnik
odbicia elektronéw od powierzchni danego pierwiastka. Badano
emisje glinu i otowiu pod wptywem promieni RaC, przepusz-
czonych przez 4cmP”; okazato sie, ze maksymalna emisja glinu
jest 1,1 razy wieksza od emisji maksymalnej otowiu, co stoi
w zgodnos$ci z wynikami Enderlego, a takze dawniejszemi
wynikami Bragga i Madsena.

Wartosci emisji maksymalnej moga byé uzyte do wyliczenia
emisji catkowitej, t.  wspoétczynnika a”. W istocie wartosci te
sg proporcjonalne do stosunku ™gfirg, gdzie [i* jest wspotczyn-
nikiem absorpcji elektronéw (odniesionym, jak zawsze, do jednego
elektronu pierwiastka pochtaniajgcego) w badanym pierwiastku.
Nie jest potrzebna znajomo$¢ wartosci bezwzglednej poniewaz
chodzi nam tylko o to, by wykryé zalezno$¢ a" od liczby po-
rzadkowej. Wartosci wzgledne wspétczynnika [i* zapozyczamy
z badan nad absorpcjg promieni p, w szczegélnosci, postugujemy
sie danemi, dotyczacemi absorpcji promieni p RaE, poniewaz,
jak wynika z teorji efektu Comptona, predkosci elektrondw,
wysytanych pod wptywem twardych promieni '[RaC, sg zblizone
do predkosci tych promieni. Opierajac sie na wzorze, otrzyma-
nym przez G. Four nier, dotyczacym zaleznoSci wspétczynnika



absorpcji promieni pRaE od liczby porzadkowej, autor znajduje,
ze wartosci a™ w przypadku glinu, zelaza, srebra i otlowiu sg
odpowiednio proporcjonalne do 0,95; 1;1,33; 1,67.

Zatem wyniki drugiej metody sazgodne z wynikami pierw-
szej. Wydaje sie rzecza niewatpliwg, zeemisja elektrondéw przez
jadro istotnie zachodzi pod wptywem twardych promieni y, o ile
teorje absorpcji tych promieni nie sag btedne.

Irena Niewiedzka.
O wydajnosci odskokxi [i.
Sur le rendement de recul

Punktem wyjscia pracy byta rozbhiezno$é miedzy wynikami
otrzymanemi, z jednej strony przez Donata i1 Philippa oraz
Bartona, zdrugiej strony przez Muszkatéowne iWerten-
steina. Pierwsi ze wspomnianych autoréw znajduja, ze wydaj-
no$¢ odskoku pwaha sie miedzy 2 i gdy tymczasem dwaj
ostatni otrzymali wydajnos¢ wahajgcqg sie miedzy 201 507,
Ponadto Donat i Philipp utrzymuja, ze wydajno$¢ wzrasta
prawie 10-krotnie, gdy receptor jest oziebiony do temperatury
ciektego powietrza; Wertenstein nie potwierdza istnienia
wplywu temperatury na wydajno$¢, natomiast znajduje, ze wydaj-
no$¢ zalezy w wysokim stopniu od natury fizyczno-chemicznej
receptora i zrodta, na ktérem zlozona jest substancja emitujaca
atomy odskoku. Celem pracy autorki byto sprawdzenie wynikow
Wertensteina i wyjasnienie wspomnianej rozbieznosci. Apa-
ratura byla skonstruowana wwten sposob, by usunaé catkowicie
gtowne zrédto biedu wv badaniach wydajnosci odskoku, miano-
wicie rozpraszanie sie substancji, emitujgcej atomy odskoku, na
Sciankach naczynia, innemi stowy, powstawanie, obok Zzrodia
gtéwnego, wtérnych zrddet odskoku, co uniemozliwia doktadne
wyznaczenie wydajnosci. W tym celu zrodto — krazek metalowy,
pokryty RaB — sporzadzane byto przez destylacje wv osobnem
naczyniu i nastepnie przenoszone do aparatu, w ktérym badano
odskok. Aparat ten posiadat urzadzenie, dzieki ktdremu mozna
byto eksponowa¢ wv bardzo dobrej prézni kolejno kilka recep-



torow aktywowanych przez to samo zrodio, co okazato sie bardzo
celowe w poréwnywaniu wydajnosci otrzymanej na receptorach
réznej natury. Wydajnos$¢ obliczano metodg zwyklg na podstawie
pomiaréw aktywnosci receptora i Zrédta oraz znajomos$ci czasu
ekspozycji i kata brytowego, wewnatrz ktérego atomy odskoku
padaty na receptor. Badano wpltyw na wydajno$¢ czynnikow
nastepujacych: a) natury zrédta, b) natury receptora, c) tempe-
ratury receptora, d) czasu, ktory uptynagt od chwili sporzadzenia
zrodta do chwili rozpoczecia ekspozycji, e) czasu trwania ekspo-
zycji. Wyniki sg nastepujace:

a) Wydajnos¢ zalezy od natury Zrédta. Uzywajac, jako
receptoréw, S$wiezo stoczonych krazkéw mosieznych, zas, jako
zrodet, krazkow glinowego, mosieznego i srebrnego, otrzymano
wydajnosci (w % 19,5; 12; 9,7.

b) Wydajno$¢ zalezy od natury receptora. Uzywajac, jako
zrodta, krazka glinowego, otrzymano na $wiezo stoczonych kraz-
kach metalowych, wydajno$ci wedtug tabelki 1.

Tabelka 1
Metal glin cynk mosigdz otéw nikiel zelazo miedZz Bi Ag AU
Wyd. w % U 16 16 19 24 25 28 32 51 62

Interesujgcy jest fakt, ze kolejnos¢, w jakiej wzrasta wydaj-
no$¢ badanych metali jest prawie taka sama, jak kolejnos¢,
w jakiej wzrasta ,szlachetno$¢”. Ponadto w zbadanych przy-
padkach natura Zrodta wplywa na wydajno$¢ w odwrotnym Kie-
runku, co natura receptora. Thlumaczy sie to zapewne tem, Ze,
wobec matej energji kinetycznej atomoéw odskoku, zaréwno odry-
wanie sie atomdw od zrddila, jak i osiadanie ich na receptorze
zalezy w wysokim stopniu 6d sit adsorpcyjnych. Im sity te sa
wieksze, tem atom trudniej sie odrywa, natomiast tatwiej osiada.

c) Wydajno$¢ nie zmienia sie w spos6b wyrazny, gdy re-
ceptor zostaje oziebiony do temperatury ciektego powietrza.

d) Wydajnos¢ nie zalezy w sposob wyrazny od czasu,
jaki dzieli chwile sporzadzenia zrdédta i rozpoczecia ekspozycji.
Receptory eksponowane w godzine po sporzadzeniu Zzrdédia wy-
kazywaly prawie te samg wydajnosé, co receptory eksponowane
natychmiast po sporzadzeniu Zzrédia.

e) Wydajnos¢ spada, gdy trwanie ekspozycji wzrasta i w przy-
padku czasu rzedu 1 godziny wynosi zaledwie kilka procentow.



Wyniki dotyczace punktow a), b) i c) potwierdzajg wyniki
Wertensteina. Wyniki wymienione pod e) wyjasniajg w pew-
nej mierze przyczyne wspomnianej rozbhieznosci. W istocie, Donat
i Philipp oraz Barton wykonywali stale ekspozycje, ktérych
czas trwania byt rzedu 1 godziny. Wplyw tego czasu jest dotad
niewyjasniony; prowadzone sa wv tym Kkierunku nowe badania,

6.
Michat Zyw.

O fadvinkvi atomoéw odskokxa RaD.

S\ir la cHarge des atomes de recvil de RaD.

Autor badal metoda fotograficzng tadunek atoméw RaD,
emitowanych w przemianie a RaC'. Zrddtem odskoku byt drucik
platynowy, grubosci 0,2 mm, na ktéorym osadzono RaBA C. Wiazka
atomoéw odskoku i czastek a po przejsciu w prozni przez szczeline
szeroko$ci 0,13 mm padata na klisze Schumanna w Kkierunku
prostopadtym do pola magnetycznego onatezeniu 12.000 gausséw.

Poniewaz dawniejsze prace Wertensteina prowadzity do
wniosku, ze tadunek atoméw odskoku powstaje wskutek zderzen
z czasteczkami gazu, zwrocono szczeg06lng uwage na otrzymanie
dobrej prézni. Aparat byt skonstruowany w ten sposob, ze
gtéwna jego cze$¢ zawierajgca klisze i szczeline byta ewakuowana
w ciggu wielu godzin przed rozpoczeciem doswiadczenia, zas
zrodto  wprowadzano do czeSci dodatkowej, o matej objetosci,
ktorg ewakuowano zapomocg osobnego potgczenia z pompa,
a nastepnie #aczono z czeScig gtowng zapomoca szlifu szklanego»
Klisze zawieraty trzy prazki: prazek pochodzacy od odchylonych
w polu magnetycznem czastek a, rozlany prazek, odchylony dwa
razy mniej od prazka odpowiadajgcego czastkom a, wreszcie
ostry prazek nieodchylony. Ten ostatni prazek byt znacznie ciem-
niejszy od prazka drugiego. Istnienie prazka nieodchylonego
Swiadczy o tem, zecze$¢ atoméw odskoku nie posiada tadunku
elektrycznego, prazek drugi nalezy przypisaé atomom odskoku,
posiadajagcym jeden tadunek elementarny dodatni. Poniewaz pra-
zek ten jest staby i rozlany, autor sadzi, ze tetylko atomy od-
skoku zdobywajg tadunek dodatni, ktdre zostaly wyrzucone przez
atomy RaC wbite w materjat drutu podczas aktywacji (jak
wiadomo atomy RaA z ktoérego powstaje kolejno RaB posiadajg
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w chwili powstania znaczng predko$¢). W istocie, atomy odskoku
wychodzace z gtebszych warstw metalu ulegaja zderzeniom z ato-
mami metalu i doznajg straty predkosci, réznej dla réznych ato-
moéw, co tlumaczy dlaczego wspomniany prazek jest rozlany.
Mozna zatem powiedzie¢, zewyniki autora sg zgodne z wynikami
otrzymanemi wr. 1915 przez Wertensteina. Odmienne wy-
niki Makowera 1 jego wspoOtpracownikéw tlumacza sie zapewne
tem, ze uzyta przez autoréw tych aparatura nie nadawata siedo
otrzymania dobrej prézni. Dalszem potwierdzeniem tych wnioskow
jest fakt nastepujacy. Jezeli podczas ekspozycji ci$nienie wv apa-
raturze wynosi kilka baréw, wdéwczas oba prazki odpowiadajgce
atomom odskoku majg natezenie prawie jednakowe. Fakt ten
ttumaczy sie tatwo, jezeli zatozymy, ze atomy odskoku zdobywaja
tadunek przez zderzenia z czasteczkami gazu; gdy cisnienie
wzrasta, liczba atoméw nienatadowanych maleje, za$ liczba ato-
mow natadowanych wzrasta.

Janina Totwinska.

Badania nad oddzielaniem UK od UI.
RecKercKes sur la séparation de UK et UL

W celu oddzielenia UX od Ul najczeSciej straca sie w roz-
tworze soli uranylowej sol obcg, ktora porywa (adsorbuje) UX.
Badania dawniejsze prowadzity do wniosku, ze adsorpcji tej
przeszkadza obecno$¢ jonu uranylowego. WV celu otrzymania
skutecznego stragcenia UK nalezy uzy¢ soli, ktéra tworzy z jonem
uranylowym sol zespolong. Badania autorki wykazaly, ze warunek
ten nie jest wystarczajacy: tak naprzyktad s6l zespolona pirofo-
sforanu, ktéra tworzy bardzo charakterystyczne potgczenie z ura-
nylem, nie daje nalezytej adsorpcji UK. Okazato sie, zecelem
zwiekszenia adsorpcji UK z roztworu uranylowego nalezy dodac
takiej soli, ktora z Ul daje s6l zespolong, za$ z Th (izotopem UK)
soli takiej nie tworzy.

Procz wiasnosci soli zespolonej i charakteru samego adsor-
benta jeszcze i inne czynniki wptywaja na adsorpcje UK, np.
kwasowo$¢ roztworu, stan fizyczny UK; jednak nie dato sie zau-
wazy¢ wyraznej zaleznoSci miedzy stopniem adsorpcji a temi
czynnikami.
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Duza role gra spos6b, w jaki adsorbent zostaje wprowa-
dzony do roztworu. Tak np. jezeli do amonjakalnego roztworu
doda¢ soli zelazowej, strgcony osad nawet na goraco nie porywa
catkowicie UX, jezeli jednak doda¢ do roztworu Fe{OH)" w stanie
drobnej zawiesiny, to, praktycznie biorgc, adsorpcja jest catko-
wita. Podobnie Ba 504 strgcony oddzielnie i wrzucany do roz-
tworu uranylu i mieszany o wiele wiecej adsorbuje UK, niz
podano wv literaturze, gdy stragcano Ba So* w samym roztworze
uranylowym.

Andrzej Kozniewski.

Kilka xiwag o pierscieniacK zbiordéw.
Przedstawit W. Sierpifnski naposiedzeniu dn. 30 kwietnia 1932 r.

Streszczenie.

P. Sierpinski wudowodnit, Zzejezeli R jest pierScieniem
zbioréw, to rodzina R™ wszystkich granic ciggéw zbieznych zbio-
row nalezacych do R jest tez pierscieniem. W komunikacie niniej-
szym wykazuje, ze twierdzenie analogiczne nie zachodzi dla
rodziny Rj; granic gérnych wszystkich ciggéw zbioréw rodziny R.
Pozatem udowadniam, ze dlanpierScienia R zbioréw, ktére sg
podzbiorami ustalonego zbioru przeliczalnego mamy
a zatem ze dla takich pierscieni R rodziny R), sg tez pierscieniami.

Andrzej Kozniewski.

Qvielques remarqgxaes s\ir les anneaux d‘ensembles.

Note présentée parM. W. Sierpinski dans laséance du30 avril 1932.

Définition 1. F étant une classe d'ensembles quelconques
a) Fy {resp. F*)est la classe de toutes les limites supérieu-
res (resp. inférieures) de suites dénombrables d'ensembles de F.

Al, A'~A AN, ... étant une suite dénombrable d'ensembles sa limite
00

supérieure est I'ensemble lim n salimite inférieure est Il'en-
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b) F» est la classe de toutes les limites de suites cori'
vergentes dénombrables d'ensembles de F

Définition 2. Une classe R d'ensembles est appelée an-
neau d'ensembles si la somme et le produit de deux ensembles
quelconques de R appartiennent aussi a R

Or les questions suivantes s'imposent : La classe R étant
un anneau d'ensembles, R, [I'est-il aussi? Est-il de méme pour
Rx(resp. R")?

M. Sierpinski a déemontré que la réponse a la prémiere
question est positive Je démontrerai dans cette note que la
seconde question se résoud d'une maniére négative (th. 1). Pour
le prouver il suffit de construire un anneau R d'ensembles pour
lequel R~ ne serait plus un anneau

Puis je montrerai une famille d'anneaux R pour lesquels

et R™ seront aussi des anneaux (th. 2).

Théoreme 1. Uexiste un anneau R d'ensembles pour lequel
RY n'est pas un anneau.
Démonstration.

Soit
B I'ensemble de toutes les suites dénombrables b dont
les termes b™n=\2..) sont égaux a \ et 2.
Soit
oij n=\2.. e p=\2, lensemble de toutes
les suites b C. B dont le terme b" est égal a p.
semble lim A~. La suite est dite convergente si lim /4*= lim
et sa limite est I'ensemble rI\im lim Cf. p. ex. Hausdorff:

Mengenlehre, 1927, p. 19.

Ces notions ont été introduites par M. Sierpinski —cf.W. Sier-
pinski: Sur une propriété des limites d'ensembles. C. R. t. 192, p. 1625.

D'aprées M. Hausdorff. Cf. I. c. i), p. 77.

« Voir Sierpinski 1c.2). C. R.t 192, p. 1625 et Sierpinski:
<Sur les anneaux de fonctions. Fund. Math. t. XVIII, p. 1.

Pour construire un anneau R' d'ensembles pour lequel R)" ne
serait pas un anneau on n'a qu'a passe\/aux complémentaires. R' sera alors
la classe de tous

les ensembles z%)— ~ Z— Zg, ou 20CR.
Z"R



Soit
K la classe de tous les ensembles B” ou

Soit
R le plus petit anneau d'ensembles qui contienne la
classe K.

Nous démontrerons que la classe R™ n'est pas un anneau”
Nous allons prouver notamment qu'il existe deux ensembles

M ei N dela classe RN dont le produit L==MN n'appartient
pas a Rx
Soit
(1)
(2)
3)
On voit que
4 L est I'ensemble des suites b de I'ensemble B qui
contiennent un nombre infini de termes égaux a 1 et
un nombre infini de termes égaux a 2.
Nous allons prouver que
(5)
Soit
(6)

une suite dénombrable d'ensembles quelconques de R.

R étant le plus petit anneau d'ensembles qui contient la

classe K il suit que:

(")

ofi Xff pour 1Kkj sont les produits finis d'ensem-
bles de

On voit immédiatement que si vVcR), ' N aussi

<) Voir Hausdorff I. c. 1), p. 78.
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Désignons par
(8)
les termes succesifs de la suite

On voit aisément que
© n

En effet si 6 C lim Z,,, b appartient a un nombre infini de Z .

Les formules (7) et (8) nous prouvent que b appartient aussi
a un nombre infini de X,,. D'autre part, si b appartient seulement
a un nombre fini de on conclut que b appartient a un nombre
fini de Xn.

La formule (9) établie, nous démontrons que

(10)

Pour I'obtenir, nous allons considérer la condition concernant
la suite

<11)
Condition (V).
1 existe
un nombre entier N'0, une suite dénombrable crois-
sante de nombres naturels
une suite  dénombrable
<12)
ou Pi sont égaux a \ ou 2-, tels que tous les produits:
<)

se trouvent dans la suite (11).

Nous allons maintenant examiner deux cas:

. La suite (11) remplit la condition (V).
. La suite (11) ne remplit pas la condition (V).
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I. Dans le cas premier nous allons construire un élément
~elfir? tel que L.
R—
Dans la suite (12) le nombre 1 ou 2 se repéte une infinité
de fois. Supposons que ce nombre soit 1.
Nous posons

pour
b,,=I pour n* s, ou !~ N
La suite b:
bi, oo o> /\"1000

a un nombre fini de termes égaux a 2 d'ou d'aprés (4) on a
(14) b'~AL.
Or b appartient a tous les produits (13) pour lesquels

D'aprés notre supposition il y en a un nombre infini. Tous
ces produits, étant des termes de la suite (11), on a

(15) Z>ClimX,,.
Les formules (14), (15) et (9) nous prouvent la formule (10)»

Il. Considérons maintenant le cas Il
La condition (V) n'étant pas remplie on en conclut que la
suite (11) satisfait aux conditions suivantes:

Condition (WH).
Il existe le plus petit nombre naturel M{0) tel qu'au-
cun ensemble B" pour n*M{0) et —12 ne se
trouve dans la suite (11)

Condition (WA).
Pour cl)aque nombre entier clyaque suite finie

hi< 52 < 'ee< de nombres naturels, et chaque suite
finie pi, p-a eesPat de nombres 1 et 2, il existe le plus
petit nombre naturel M"M'yAJ'A > Sjhtel que les  produits:

Nous traitons le cas ou ce nombre est 2 d'une maniére tout a fait
analogfue.
Dans le cas contraire la condition (V) serait remplie pour N=07
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Nous allons construire maintenant un élément b C: L tel que
b ClimX,,.

n->o00
Soit le nombre défini par la condition (WH).
Nous posons:

Supposons maintenant, que nous avons déja défini les termes:

Soit
(16)

la suite de tous les indices n™v  pour lesquels
Soit
(a7) M {y) la borne supérieure de tous les nombres
ou Si, s-jts™. parcourent toutes les suites partielles de
la suite (16) et pi, p2, p*. les nombres 1 et 2.

Il est évident que M{v)'’> M]* La condition A nous
prouve que M} >t,=v ce qui nous donne

Nous posons maintenant

et

La suite b:
(18)
est donc tout & fait défini.
Selon cette définition on voit immédiatement, que la suite

(18) contient un nombre infini de termes égaux a 1 et un nombre
infini de termes égaux a 2, d'ou d'aprés (4) on obtient

(19) bAL.
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D'autre part nous allons montrer que
(20)

En effet supposons que
(21)

D'aprés (7) et (8) l'ensemble X. et un produit fini d'en-
sembles de K. Nous allons montrer que X- est un produit de
deux au moins ensembles différents de K.

En effet nous avons d'aprés la définition de b que b ( B"
pour NnCM{O) et p= 1,2 parceque ~,= 0 pour nC M (0).

Alors en vertu de (21)

Selon la condition (W™ on a

Alors en effet
(22)

Vu la définition de b et les relations (21) et () nous con-
cluons, que le terme différent de O qui succede au terme P
a l'indice M (s/). On obtient suivant (17) et la condition A que

parceque le produit (22) se trouve dans la suite (11).
Il s'en suit
(23)

Mais d'aprés (21) et (22) on a
(24)
Les formules (23) et (24) prouvent que la supposition (21)

nous conduit a une contradiction.
La formule (20) établie, on en conclut que

(25) ZrelimA-~,

Nn->00

Les rélations rélations (19), (25) et (9) nous prouvent l'iné-
galité (10).
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La formule (10) est donc établie dans tous les cas considérés.

Cette inégalité se trouve donc démontrée pour la suite
détérminée (6). Lasuite (6) étant une suite des ensembles
quelconques de R larelation (5) est établie. C'est-a-dire nous
avons démontré que L "RM.

Nous savons que L est un produit des deux ensembles M
et N de R); [cf. (1), (2) et(3)], cequi montre que R” n'est
pas un anneau d'ensembles.

Théoréme 2. Si R est un anneau quelconque de sous-en-
sembles de I'ensemble  dénombrable A, on a:

@ Rx=R/.
) RN-R..

Démonstration.
Selon les définitions 1 et2 on a

3) R.CR..
Soit maintenant

(4) ZC/RI.
Alors

(5) ZrR,5.

R étant une classe de sous-ensembles de I'ensemble dénom-
brable A on conclut d'un théoreme démontré par MM. Lin de n-
baum et Kozniewski que

©) R.o=-Ro..
Les formules (5) et (6) nous prouvent que
<7) Z R.,,.

M. Sierpinski adémontré que les relations (5) et (7)
entrainent pour les anneaux la relation

<8) R,.

Cf. A. KozZzniewski etA. Lindenbaum: Sup les opérations
d'addition et de multiplication dans lesclasses d'ensembles. Fund. Math. XV,
p. 353, {théoréeme 9).

Cf. Sierpinski Lc 2), C. R.t.192, p. 1625.
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Les formules (4) et (8) nous montrent que

9) RrCR..
En vertu de (3) et (9)

Pour démontrer I'égalité (2) on n'a qu'a passer aux complé-

mentaires et a appliquer les formules de De Morgan.

M. Sierpinski a prouvé que si R est un anneau d'en-
sembles, Rx I'est aussi.

Corollaire. R étant un anneau quelconque de sous-ensem-
bles de l'ensemble dénombrable A, la classe Ry = R)*= R) est
aussi un anneau.

Pour finir avec nos considérations nous voulons encore faire remar-
quer une déduction du théoréme 1.

M. Sierpinski a démontré qu'on peut réprésenter chaque ensemble

(dans I'espace éuclidien) comme wune limite supérieure d'une suite
d'ensembles fermés, c'est-a-dire que =

La question suivante s'impose: R étant une anneau quelconque d'en-
sembles a-t-on toujours = (on a naturellement RyCR"g)-

La réponse est négative. En effet: soit R I'anneau d'ensembles défini
dans le théoréme L'ensemble L que nous avons considéré dans ce théo-
réme appartient a RM" comme produit de deux ensembles de RACR”g»
Nous avons en outre démontré que CRy, doui résulte que R.¢c ""Ry.

Cf. Sierpinski 1 c.J). Fund. Math. t. XVIII, p. 4.

F est la classe d'ensembles fermés.

Cf. Sierpinski. Sur une propriété des ensembles F,~. Fund.
Math. t. VI, p. 2L



Posiedzenie

z dnia 28 maja 1932 r.

L. Szperl

Kwas p-tionaftoesowy i dwusiarczek p-dw\inaftoilvi.

Zgtoszono dn. 28 maja 1932 r.

L "acide p-tKionapKtoiqvie et le disvilfure
di-~-napKtoique.

Mémoire présenté dans laséance du28 Mai 1932.

Streszczenie.

Wytworzony ze swej soli sodowej, otrzymanej drogg wspoét-
dziatania clilorku “i-naftoilu z siarczkiem sodowym, kwas p-tionaf-
toesowy, "*-CioH-iCOSH, jest pierwszym przedstawicielem tiokwa-
sow szeregu naftalenu. Jest to produkt krystaliczny barwy z6kej,
top. wtemp. 44—455" rozpuszczalny wvpospolicie uzywanych
rozczynnikach, tatwo ulegajacy utlenieniu tlenem powietrza na
dwusiarczek. Sole: sodu, potasu, baru — zéte proszki, rozpusz-
czalne wwodzie i walkoholu. Sél srebra — jasno zéha, z bie-
giem czasu czernieje; soOl otowiu — zottawa, wmalym stopniu
rozpuszczalna w dwusiarczku wegla; s6l miedzi — $wiezo wytwo-
rzona — pomaranczowo zielona przechodzi ww czerwono poma-
ranczowa.

Dwusiarczek dwu-[j-naftoilu zostat wytworzony =z “-tionaf-
toesanu sodowego pod dziataniem roztworu jodu w jodku pota-
sowym. Jest to produkt bezbarwny krystaliczny, topn. z czescio-
wym rozktadem wvtemp. 185—186®, rozpuszcza sie dobrze na
gorgco wv benzenie, ksylenie, czterochlorku wegla, chloroformie,
gorzej wv ligroinie, zle wveterze, acetonie, alkoholu.

Praca wyjdzie in extenso ,,Chemické Listy pro védu a prumysl".



Wt Gorczynski.

Przyczynek, do poznania wielkosci promieniowania
rozproszonego w bilansie ogolnym sum ciepta.

Komunikat zgtoszony dn. 28 maja 1932 r.

WSTEP.

Juz oddawna odczuwano dla réznych celdw potrzebe obli-
czania sum ciepta, otrzymywanych przez jednostke powierzchni
ziemi od stoica i catego niebosktonu. Jeszcze do dzisiaj spotyka
sie niekiedy wvopracowaniach rolniczych, lekarskich lub fizjogra-
ficzno-botanicznych sumowania temperatur, liczonych czesto tylko
powyzej zera lub tez ponad pewng t. zw. temperaturg Kkrytyczna.
Ten paljatyw, juz w zasadzie niedopuszczalny do stopni tempe-
ratury, bytby obecnie tembardziej nieusprawiedliwiony, ze Akty-
nometrja posiada juz proste sposoby prawidtowego obliczania
sum ciepta wv kalorjach.

W zupetnie tatwy i dostepny dla wszystkich spos6b osigga
sie toprzy pomocy t.zw. solarymetrow lub solarygraféw albo
tez specjalnej rurki pyrheljometrycznej, dajgcej sie uzywaé¢ do
pomiaréw zaro6wno promieniowania normalnie padajgcego od
stofica, jako tez padajagcego na powierzchnie poziomag ziemi,
zaréwno bezposrednio od stonca jak 1 posrednio po rozproszeniu
sie watmosferze ziemskiej.

I. Podziat aktynometréw napyrheijometry i soiarymetry.

Jezeli ogélng nazwg aktynometrow obejmiemy wszystkie
przyrzady, stuzace dopomiaréw natezenia promieniowania sto-
necznego, rozrézniamy nastepnie miedzy pyrheljometrami i sola-
rymetrami. Pierwsze z nich stuza do wyznaczania w umoéwionych
jednostkach (zazwyczaj w kalorjach gramowych na minute nateze-
nia promieniowania, padajgcego bezposrednio z tarczy stonecznej
na cm® powierzchni, skierowanej prostopadle do biegu promieni).
Aby usunaé wplyw promieniowania rozproszonego przez cate
sklepienie niebieskie, zamykamy odbiorniki (w naszym wypadku
stosy termoelektryczne) wv specjalnych rurkach zaopatrzonych
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w szereg przeston oraz w wizjery, umieszczonych nadto na pod-
stawkach ekwatorjalnych. Z pomocag odpowiednich $rub, statyw
ten tatwo pozwala skierowaé kazdorazowo na storice rurke pyr-
hetjometryczng; w tym celu ustawiamy ja tak, aby cien od stoica,
zarysowujacy sie na wizjerze, padat zawsze na punkt uprzednio
oznaczony i wskazujacy na potozenie normalne przyrzadu wzgle-
dem promieni stonecznych (rys. 1).

Rys. 1.

Aby otrzymaé¢ natezenie catkowite promieniowania padaja-
cego na poziomg powierzchnie ziemi i idgcego nietylko wprost
ze stonca lecz dochodzacego takze w postaci promieni rozpro-
szonych przez sklepienie niebieskie, mozemy uzywa tegoz przy-
rzadu co i poprzednio, lecz usuwajac samg rurke pyrheljome-
tryczng. Obnazony w ten spos6b i zarazem ustawiony poziomo
odbiornik (w naszym wypadku termostos pod szkiem potkulistem)
poddany jest dziataniom zaréwno storica jak i catego niebosktonu
(w tej formie mamy wiec solarymetr zamiast rurki pyrheljome-
trycznej, p. rys. 2). To promieniowanie rozproszone, odbite z nieba
we wszystkich kierunkach, daje sie tatwo wyznaczyé zapomocg
matego preta opatrzonego matg tarczg, ktdry przymocowuje sie
do odbiornika (termostosu) tak, aby po odpowiedniem obréceniu
tarczy i postawieniu jej miedzy odbiornikiem i stofncem cien
pokrywat termostos (rys. 3).
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Rys. 2.

Rys. 3.

http://rcin.org.pl
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Miedzy promieniowaniem normalnem i jego skladowa
pionowg na powierzchnie poziomg a promieniowaniem catko-
witem i rozproszonem QY- istnieje zwigzek

Qso,— Qdyf= Q/,0. Qnorm" «i" "
lub
Qdyf ~~Q-sol Q”"or

Podajemy nastepujacy przyktad. 19 maja 1930 r. rozpoczeto
0 godz. 11 m. 46 serje pomiarow pyrtieljometryczno-solaryme-
trycznych. Wysoko$¢ stonca odczytana w tym czasie na kole
podziatowem przyrzadu lub otrzymana jakimkolwiek innym spo-
sobem niech wynosi /?=66°,0.

Jezeli spotczynnik pyrheljometryczny naszego przyrzadu
wynosi np. 0,0248 dla jednej podziatki miliwoltmetru Richarda,
wyznaczamy z roznicy odczytan na stoncu (60,2) iw cieniu (4,1)

= (60,2 —4,1).0,0248 = 1,394 Kal.
Zdejmujac rurke pyrheljometryczng i stawiajac poziomo nasz
receptor (termostos pod szkiem potkulistem) otrzymujemy naste-
pujagce odchylenie w potozeniu solarymetrycznem odpowiadajgce
natezeniu catkowitemu od storica i nieba:

73,7—3,9= 69,8,

a umieszczajagc miedzy receptorem poziomym a stofAicem nasz
ekran dyfuzyjny (pret z tarcza, rzucajacg cien na termostos),

10,2—3,9= 6,3,
gdzie 3,9 odpowiada potozeniu zera, a whasciwie Sredniemu potozeniu
zera przed i po kazdym pomiarze. Z danych powyzszych wypada
onr: Rorm -Sinh= 1,276 kal.,

sp6tczynnik solarymetryczny réwna sie

= :(69,8- 6,3)= 1,276 :63,5= 0,0201
N Q™= 69,8.0,0201 = 1,403 Kal.
i wreszcie dla natezenia promieniowania rozproszonego od catego
niebosktonu znajdujemy

= - = 1.403- 1,276= 0,127 Kkal.,

co odpowiada 9" natezenia catkowitego (t. j. promieniowania
stonca i nieba tacznie).
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Il.  Wyniki pomiaréw promieniowania rozproszonego dokonanych
nad Morzem S$rédziemnem.

Pomiary pyrheljometryczne i solarymetryczne dokonywane
byty z jednej strony przez autora niniejszego w jego iaboratorjum
aktynometrycznem w Nicei, a z drugiej strony w pobliskich
Alpach Nadmorskich w miejscowosci Thorenc, wyniesionej okragto
na 1200 metréw nad poziomem morza i odlegtej od Nicei na 40
km. ku zachodowi w linji powietrznej. Pomiary w Thorenc wy-
konywat z przyrzadami autora inz. Franciszek Ostrowski,
obecny wspotpracownik Gabinetu Aktynometrycznego T. N. W.
w Warszawie.

W Tabl. | zawarty jest wycigg z pomiaréw pyrheljometrycz-
nych i solarymetrycznych, wykonanych w Thorenc, przyczem dla
skrocenia tablicy liczbowej ograniczono sie do podania odnos$nych
wartosci tylko dla pieciu dni z kazdego miesigca, wybranych
wsérdéd  kolejno najpogodniejszych, a mianowicie dajacych stop-
niowo najwyzsze maxima dzienne natezenia promieniowania sto-
necznego, obserwowanego pyrheljometrem, t. j. w kierunku nor-
malnym do biegu promieni.

Z Tabl. | wynika, ze $rednio dla pieciu dni powyzszych
otrzymuje sie w obu miesigcach dla natezenia promieniowania
rozproszonego 0,11 kal., co odpowiada $rednio koto nate-

zenia catkowitego, t. j. od stoica i nieba wilacznie na pozioma
powierzchnie ziemi.

Tablica |
Wyciagg z pomiaréw pyrheljometrycznych i solarymetrycznych
dla 5 dni (kolejno najpogodniejszych) w ciggu lutego i marca
1931 r. w Thorenc (szer. 430,8 N, diug. 6,7 E Gr., wys. 1,2 km.).

Natezenie promien, Natezenie promien

Data Wys’ok. w kalorjach Wys,ok. w  kalorjach

stonca norm. |caikow. | rozpr. storica norm. icatkow. j rozpr.

a) Luty 1931 r.
Okoto potudnia Okoto zachodu storica

1511 3000 1,48 0,87 0,13 705 0,89 0,181 0,07
2411 3109 145 0,89 0,12 1206 1,04 0,321 0,09
2511 3105 1,47 0,87 0,10 1109 0,98 0,29 0,09
26.11 3772 1,53 1,01 0,08 1300 1,14 0,35 0,09

2711 3603 1,52 1,0310,13 1101 0,56 0,19 0,08
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Natezenie promien,
w kalorjach
norm. catkow. 1 rozpr.

b) Marzec 1931 r.

Miedzy 9" 30™ i 3™ Miedzy i 8" rano
4111 296 1,29 0,72 0,08 2205 1,02 0,46 0,07
22111 46®2 158 1,26 0,12 21®4 1,28 0,53 0,06
23111 46®2 154 1,25 0,14 20®0 1,35 0,55 0,09
24.111 - - - - 18®5 1,28 0,49 0,08
25111 3/®6 1,38 095 0,11 23®8 1,30 0,63 0,08
27111 3B®9 1,45 0,98 0,11 - - - _

Natezenie promien,
w kalorjach

norm. 1 catk. T rozpr.

Wysok.
stonca

Wysok.
stonca

Data

Dodamy, ze stosunki te odpowiadajg wartoSciom okotopo-
tudniowym, kiedy wysoko$¢ stonca w Thorenc byta koto 337
w lutym i 39° w marcu.

Dla nizszych potozen stoica w godzinach blizszych zacho-
dowi zna'eziono w lutym 1931 r. dla promieniowania rozproszonego

0,08 kal. lub 32% natezenia catkowitego.

Zauwazymy, ze zblizone stosunki do powyzszych skonstatowat
C. E. Brazier dla obserwatorjum Parc St. Maur pod Paryzem.
Wszystkie wartosci podane powyzej zalezag poza wysokoscia
stonca, takze od ilosci chmur, jak to wynika z nastepujacego
zestawienia wedlug pomiaréw autora, wykonanych w Nicei.

Wiosna 1929 r. . . 11% dyf.
Lato " Co 11% ,,
Jesien ” Co 14% ,,
Zima " .o 15% ,,

Lepiej uwidacznia sie zalezno$¢ procentéw dyfuzjiod wysokoSci
storica nad poziomem w Nicei z danych, uszeregowanych jak nizej:

wysokos¢é storica 68° 55° 45° 35° 25®
«Ndyfuzji... . 11% 12% 13% 14% 16%
W innych miejscowosciach znajdowano wartosci nieco rézne,

lecz tegoz samego rzedu. Tak np. dla Waszyngtonu mamy,
wedtug H. Ki mbal I'a,

wysokos¢ stoica 30" 159 10®

dyfuzji . . . 207 35 40%
QY w kal. . . 024 0,10 0,09
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Dla okolic Paryza (Obserwatorjum Saint-Maur) dane sa
blizsze do nicejskich, niz do amerykanskich. Mamy tam miano
wicie wedtug pomiaréw solarymetrycznych :

wysokos¢ storica 40» 35» 30» 25 15° 10» 5°
w Kal. 0,27 0,23 0,19 0,15 0,09 0,06 0,03

Wartosci procentowe dyfuzji przeliczone w kalorje daja
wartosci koto 0,2 kal. dla A= 30" i koto 0,3 kal. dla 45°.

Ill. O udziale promieniowania rozproszonego w sumach ciepta.

Jezeli zwrdécimy uwage na fakt, ze solarymetry czy tez
solarygrafy dajg stale pewne, niekiedy nawet duze wychylenia
galwanometryczne, wtedy gdy pyrheljometry, wobec zastoniecia
tarczy stonecznej lub nieba zachmurzonego, nie wykazujg natezen
wymierzalnych, przekonamy sie tatwo, ze w obliczaniu sum ciepta
nalezy liczy¢ sie z wplywem promieniowania rozproszonego.
Lat temu kilkanascie, gdy nie posiadano prostych przyrzadéw do
pomiaréw dyfuzji, jakiemi sa obecnie np. solarymetry, obliczano
sumy ciepta wedtug danych pyrheljometrycznych, przeliczajgc
takowe dla poziomej powierzchni ziemi z jednoczesnem uwzgled-
nieniem danych co do godzin t. zw. stonecznych wedtug wskazan
heljograféw. W ten sposdb przeprowadzali podobne obliczenia
dla Warszawy w latach 1903 oraz 1914 autor niniejszego (por.
Bibljografje), a nastepnie w r. 1920 jego wspétpracownik naukowy
Dr. Edward Sten z, autor juz catlego szeregu prac z dziedziny
Aktynometrji.

Otrzymane w ten sposéb dane warszawskie wymagajg obecnie
uzupetnienia przez uwzglednienie dodatkowo promieniowania roz-
proszonego. Wprawdzie solarygraf dziata juz od lat Kkilku w War-
szawie, lecz poniewaz odno$ne zapisy nie sg jeszcze ostatecznie
opracowane i ogtoszone, podajemy tymczasowe obliczenie sum
ciepta dla Warszawy, uzupetnionych drogg redukcji wedtug innych
miejscowosci.

Jest rzeczg zastanowienia godng, ze udziat promieniowania
rozproszonego w ogolnym bilansie sum ciepta, otrzymywanych
zarowno od storca jak i od catego niebosktonu na pozioma
powierzchnie ziemi, wynosi blisko 40" dla okresu rocznego.
Udziat ten jest prawie jednakowy nawet dla tak odlegtych miej-
scowosci, jak Tacubaya (Meksyk) i Stockholm, stosownie do
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obliczenr autora wedtug obserwacyj solarygraficznych w Meksyku
oraz danych pyranometrycznych ogtoszonych dla Szwecji.
Positkujgc sie danemi solarygrafu w Obserwatorjum Parc
St. Maur pod Paryzem oraz rezultatami analogicznych oznaczen
w Pawtowsku (obecnie Stucku) pod Petersburgiem i wreszcie
danemi ze Stockholmu, otrzymujemy nastepujace zestawienie.

Tablica Il

Wartosci miesieczne stosunku procentowego sum promieniowania
rozproszonego do globalnego.

Zima Wiosna Lato Jesien Rok
Stockholm. . . . 83 37 32 59 M
Pawtowsk . . . . 61 40 35 55 M
Paryz 51 41 31 48 3sL
Dla Warszawy przy- 55 40 33 50 B

jeto w przyblizeniu:

Jak widzimy, znaczniejsze réznice wypadajg tylko w zimie
dla Stockholmu w zwiazku z bardzo matg iloscig insolacji w tym
okresie w stolicy Szwecji. Wobec matych bardzo sum miesiecz-
nych w zimie procent roczny jest o wiele blizszy do danych
letnich, niz do jesiennych lub zimowych.

Mimo przyblizonego charakteru naszych obliczer podajemy
w Tablicy 1l uzupetlnione warto$ci sum ciepta dla Warszawy,
otrzymane drogg dodania do wartosci i , poprzednio
juz obliczonych przez autora i E. Sten za, tymczasowych danych
dla promieniowania rozproszonego.

Jak widzimy z Tablicy Ill, roczne sumy ciepta w duzych
kalorjach przedstawiajg sie dla Warszawy w sposéb nastepujacy:

a) 96 kal. kg. na ani” powierzchni prostopadle wystawionej na
dziatanie promieni stonecznych, od stonca tylko bez udziatu nieba.

b) 54 kal. kg. na cm” poziomej powierzchni ziemi w tychze
warunkach.

c) 87 kat. kg. bezposSrednio od stofica oraz droga dyfuzji
od catego niebosktonu na cm”™ poziomej powierzchni ziemi.
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Tablica Il
Sumy ciepta w kalorjach kg. w Warszawie.

Normalnie  “norm Poziomo  “bor Dyfuzja  Globalnie
Miesiace  1903/12 1913 18  1903'12  1913/18 Q.0/
kal. kal. kat. kal. kal. Kkg. kal. kg.
[ 2,1 15 0,5 0,4 0,5 1,0
I 2.7 3,4 0,9 12 1,0 2,1
m 6.2 6,2 2,9 3,0 2,4 54
v 9,0 9,9 5,2 59 3,3 8,9
\% 14,1 18,3 9.0 11,3 5,4 15,6
Vi 14,4 15,3 9,4 10,1 5,2 15,0
i 13,9 13,9 9,1 9,1 3,9 13,0
Vil 12,1 12,0 7,2 7.2 3.9 11,1
IX 9,2 10,7 4,7 5,5 3.4 8,5
X 6,4 52 2,6 2,1 2,3 4,7
XI 2,0 2,0 0,6 0,5 0,4 1,0
Xl 0,9 1,0 0,2 0,2 0,3 0,5
Rok 93,0 99,4 52,3 56,1 32,7 86,9
Tablica IV.

Sumy roczne ciepta w kalorjach kilogramowych dla kilkunastu
miejscowosci na kuli ziemskiej.

P6tkula zachodnia Potkula wschodnia

Szer. geog. 1 kal. k?. szer. geogf. kal. kg.
Hawana (Kuba) 23«,2 N ' 159  Johannesburg 260,2 N 151
Tacubaya (Meksyk) 1904 N 155 Lour. Marques 260,0 N 146
Mout Weather(USA) 390,1 N 128 Davos 460,8 N 150
Washington (USA) 380,9 N 126 Paryz 480,8 N 109
Madison (USA) 430,1 N 120 Warszawa 520,2 N 87
Toronto (Kanada) 430,7 N 92 Rothamsted 510,8 N 72
Nowy York (USA) 400,8 N 84 Stockholm 590,4 N 68
Chicago (USA) 410,8 N 77 Pawtowsk 59",7 N 61

W Tablicy IV podajemy zestawienie sum rocznych ciepta
w kalorjach kilogramowych dla kilkunastu miejscowosci ziemi,
uzupetniajgc kilka gotowych juz opracowan wihasnemi danenii»



Wt Gorczynski.

Contribution to knowledge of diffuse radiation
values in tHe general tHermic balance of tKe eartH.

Mémoire présenté dans laséance du28 Mai 1932.

Summary.

After some preliminary remarks concerning the calculation
of daily, seasonal orannual totals ofsolar radiation in calories,
the author gives inthe first part of his paper an example of a
complete determination of normal, horizontal, diffuse and total
intensity of solar radiation with a pyrheliometric tube combined
with a solarimeter. Inthe second part are presented some dif-
fuse radiation values obtained on Mediterranean Sea (see Tabl. II)
by solarimetric method. Inthe third and last chapter the author
emphasizes theimportance of diffuse radiation in the general
thermic balance ofthe earth. The annual part ofthe radiation
received from sky only isnearly 40" in relation to the total
(direct and diffuse) radiation. The author shows the regularity
and uniformity ofthis relation for different and very distant sta-
tions, as e.g. Tacubaya (Mexico), Paris, Pawlowsk (Sloutzk) and
Stockholm. Having established the analogous seasonal and monthly
percentages forWarsaw, theauthor calculates (see Tabl. Il,
Il and 1V) monthly and annual totals inkg. cal atWarsaw in
comparison with some other places. The annual amount for
Warsaw is87 kg. cal. for a square centimeter and minute of
horizontal surface ofthe earth exposed to the direct and diffuse
radiation coming from sun and sky.
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St. J. Thugutt.

O nowej konstrukcji aparatu dystylacyjnego do wody.

Komunikat zgtoszony dn. 28 maja 1932 r.

Sur une nouvelle construction d'un appareil
a distiller.

Note présentée dans laséance du28 mai 1932.

St. J. Thugutt.

o epinatrolicie jako skiadniku Kydronefelinowym.

Komunikat zgtoszony dn. 28 maja 1932 r.

Sur I'épinatrolite, minéral composant
I"'hydronéphélinite.

Note présentée dans laséance du28 mai 1932.

St. J. Thugutt.

O filipsycie z dna oceanu Spokojnego.

Komunikat zgtoszony dn. 28 maja 1932 r.

Sur la phillipsite du fond de mer.

Note présentée dans laséance du28 mai 1932,

Prace niniejsze zostaly wydrukowane in extenso ww Archi-
wum Mineralogicznem Tow. Nauk. Warszaw. Tom. VIII, 1932 r.
Ces travaux viennent a paraitre dans ,Archive de Minéra-

logie de la Société des Sciences etdes Lettres de Varsovie".
Vol. VIII, 1932,



Witold Wolibner.

O zbioracH wartosci funkcyj analitycznycK,
wszedzie oznaczonych, o zbioracK osobliwosci
punktoksztatitnycK, przyjmowanycK na zbioracH

swycK osobliwosci.

Przedstawit S, Mazurkiewicz dn. 28 maja 1932 r.
Streszczenie.

W pracy niniejsze] udowadniam :

Twierdzenie 1. Funkcja analityczna, jednoznaczna, ograni-
czona, wszedzie oznaczona, O punktoksztatthym zbiorze swych
osobliwosci, przyjmuje kazdg swa warto$¢ na zbiorze swych
osobliwosci.

Twierdzenie Il. Funkcja analityczna, jednoznaczna, ogra-
niczona 1 wszedzie oznaczona na pewnej punktoksztattnej czeSci
zbioru swych osobliwosci, zamknietej i jednocze$nie otwartej
w tym zbiorze, przyjmuje na tej czesci zbiér wartoSci zawierajacy
wnetrze, lub punktoksztattny, wwvzaleznosci od tego czy funkcja
w kazdym otoczeniu tej czesci przyjmuje w punktach regularnych
nieskonczong ilos¢ razy te samg warto$¢, czy nie.

Witold Wolibner.

Svir les ensembles des valeurs des fonctions
analytiques, partout déterminées, aux singularités
punctiformes, quelles admettent sur leurs ensembles
singuliers.

Mémoire présenté par M. S.Mazurkiewicz dans laséance du28 mai 1932.

Théoreme 1. Une fonction analytique, uniforme, bornée,
partout déterminée, aux singularités punctiformes, admet toutes
ses valeurs sur son ensemble singulier.

Je suppose que lafonction analytique () qui remplit les
conditions énumeérées dans I'énoncé du théoréme |1, n'admet
pas sur son ensemble singulier une valeur a qu'elle admet en un
point régulier.
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La fonction f{x), comme fonction analytique, uniforme,
partout déterminée, admet en chaque point une seule valeur car
tous les chemins qui conduisent au méme point, sont équivalents
a cause de la punctiformité des singularités de f{x); f{x) est
donc continue. J'admet, sans restreindre la généralité, que le
point a l'infini est régulier, alors comme f {x) est continue et
I'ensemble des singularités de f{x) est punctiforme, je peux
enfermer les singularités de f{x) dans l'intérieur d'un nombre fini
des polygones K7 [/=1,2, esem, disjoints, situés dans le domaine
de régularité de f{x) et de diametres si petits que f{x) —a\>'r>0
quand x est a l'intérieur de /C™ et que les ensembles des valeurs
de f{x) admis sur chaque /C, aient des diamétres moindres que r.
Il en résulte:

J.
iv—a)=" Aj _
2r:i f{x) —a 2~i"_| d\gly a) ) dar y a),

K, f Hi
QU H, désigne la courbe fermée de Jordan, image de /C, sur le
plan de y = f(x).
1 Crix) dx M f o, . n
2t.ij ffx) —a 2-11J
KL H,

car autrement le point a devrait appartenir & un constituant
borné du complément de H, et par conséquent ce constituant
borné devrait contenir le cercle de centre a et de rayon r,
comme la distance du point a a Hj surpasse r, ce qui est impos-
sible, parce que le diamétre de H, est moindre que r.

Donc ~ —TT" MA_dx = 0. La derniére égalité
21 f{x)-a

exprime que la fonction analytique f{x) n'admet pas la valeur a
aux points extérieurs a tous les polygones K*, ce qui nous améne
a4 une contradiction.

Théoreme Il Soit f{x) une fonction analytique, uniforme,
bornée et partout déterminée sur une partie punctiforme P de
I'ensemble 5 de ses singularités; P étant fermée et en méme
temps ouverte sur 5.

L'ensemble des valeurs de la fonction f{x) sur la partie P
contient des points intérieurs, ou bien il est punctiforme, selon



que dans chaque entourage de P la fonction f{x) admet une
valeur en un nombre infini des points réguliers, ou non.
J'admets sans restreindre la généralité que la partie P est
bornée. Je peux alors enfermer cette partie, fermée et en méme
temps ouverte, sur l'ensemble S, dans l'intérieur d'un nombre
fini des polygones disjoints, situés dans le domaine de régula-
rité de la fonction f{x), et qui ne contiennent pas dans leurs
intérieurs d'autres points singuliers que les points de la partie P.

Je désigne un de ces polygones par O et l'ensemble des
points singuliers de la partie P situés a l'intérieur de O par C.

Il est évident qu'il suffit de démontrer le théoréme Il pour
la fonction f{x) et la partie C de ses singularités.

La démonstration de la premiére partie du théoréme IL

En déformant si peu que je veux le polygone O, je peux
obtenir que f{xx)= f{x2), Xi*X2, n‘ait lieu que
pour un nombre fini des points Xx. L'image Z*de O sur le plan
de y = f{x) sera alors une courbe fermée de Jordan qui ne
possédera qu'un nombre fini des points multiples, chacun d'une
multiplicité finie.

Le complément de L se compose par conséquent d'un
nombre fini des constituants. L'ordre d'un point par rapport
a la courbe L ne change pas tant que ce point reste

dans le méme constituant du complément de L. Il existe
donc un nombre n tel, que L~* dx\*n uand
we Loy oty —a®™\
0
anon C L, parce que 1 intégrale —; —fz"-i()r dx est égale a 1 ordre
MJ o fX) —a
0

du point a par rapport ala courbe L. Si la fonction f{x) admet
une valeur g, aux n 1 points distincts, réguliers, intérieurs au
polygone O, g*, il existe alors un cercle Cide centre »
et de rayon si petit, que la fonction f{x) admet tous ses points
comme valeurs sur n-f-1 ensembles fermés, disjoints, situés dans
le domaine de régularité de f{x) a l'intérieur de O, entourants
les points qi, q,--- , Qi, Q2,0¢¢Q,,+ie

L'ensemble G—L posséde des points intérieurs; je dis que
A(x) admet chaque point de (7— L comme valeur en un point
de C. S'il n'en était pas ainsi il exsterait un point b(G — L
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tel que f(x) n'admettrait pas la valeur b en aucun point de C.
Comme il suit de la démonstration du théoréme 1 il existerait
alors un polygfone O' situé dans le domaine de régularité de f{x)
a l'intérieur de O, contenant dans son intérieur l'ensemble C et
tel que f{x) n'admette pas la valeur b dans l'intérieur de O' et que
1 f fix) 1 rr{X)dx 1 cr{x)dx
2 h

(e} (o] (o}
ce qui amene a une contradiction, car b est admis comme va-
leur par la fonction f{x) en n 1 points distincts appartenant
aux ensembles Qi, situés entre O et O'.

La démonstration de la seconde partie du théoreme |II.

Lemme. Une fonction analytique admet sur une partie de
I'ensemble de ses singularités un ensemble non dense de valeurs,
si sur un entourage de cette partie elle est uniforme et admet
toute sa valeur dans un nombre fini de points réguliers de cet
entourage.

Je suppose qu'une fonction analytique f{x) uniforme dans
un domaine de régularité U, entourant une partie P de ses sin-
gularités admet sur P comme valeurs tous les points d'un cercle G.
Je dis qu'il existera alors pour chaque nombre naturel m un
cercle (CjClan) tel que f{x) admettra tous ses points
comme valeurs sur P et sur m ensembles fermés Qi, Qr ' Qm
disjoints, situés dans U. On peut prendre G comme Gq; en
admettant I'existence de G”, je démontre [I'existence de G~"M.
La distance r de l'ensemble fermé Qi QoH QA situé dans
(/ a la partie P est positive.

Le centre g de G" doit étre admis comme valeur par la
fonction f{x) en un point p ( P. |l existe alors un point régu-
lier u appartenant & U, a distance de P moindre que r, auquel
la fonction f{x) admet une valeur ¢' située a l'intérieur de G
Comme u non- " (Q™Q" QJ , il existe un cercle G™M-" de
centre ¢g' et de rayon si petit qu'il soit contenu dans G™ et que
tous ses points soient admis par f(x) sur un ensemble fermé
Qm+i entourant le point u, appartenant a U et disjoint avec

(Qi ~h Q2H Qm)e Tout les points du cercle sont donc
admis par f(x) comme valeurs sur la partie P et sur m-f-1
ensembles fermés Q7 disjoints, appartenant a U.

f{x) admet donc une valeur dans un nombre infini de points
appartenant a U, ce qui prouve le lemme.
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Si la seconde partie du théoreme Il était en défaut, Il'en-
semble R des valeurs de f{x) sur C, contiendrait un continu D
distinct d'un point. Je dis que pour chaque nombre naturel m il
existerait alors un continu D™ ("m-ti” “m) distinct d'un point,
admis par la fonction f{x) sur C et sur m ensembles fermés

disjoints, appartenants au domaine de régularité
de f{x) a l'intérieur de O.

On peut prendre D comme Do; en admettant I'existance
de D" je démontre l'existance de Comme f{x) est con-
tinue sur C, je peux enfermer I'ensemble punctiforme C a l'in-
térieur d'un nombre fini des polygones /C, /= 0,1, 2... n, disjoints
entre eux et avec (Qi-j- Q2H Q;,,) > situés dans le domaine
de régularité de f{x) a l'intérieur de O, de diamétres si petits
que les ensembles des valeurs de f{x), H, admis sur K, aient
des diamétres moindres que le diamétre de D”. Soit K" le po-
Ilygone, a l'intérieur duquel se trouve un point singulier ¢, auquel
f{x) admet comme valeur un point d appartenant a D" Les en-
sembles Ab et D possedent un point commun. S'il était autrement
le continu D” de diametre plus grand que le diamétre de /vq devrait
appartenir au constituant extérieur E du complément de ho. 11 exi-
sterait alors un point régulier Ci intérieur a /Co, tellement proche
de ¢ que £i= /(ci) et d*C*E. Comme I'ensemble R est d'aprés
le lemme non dense, il existerait un point régulier c-i intérieur
a [Co, tellement proche de Ci que d2=f{c2), dy E et que
d2non- C R. L'ordre du point d2 qui appartiendrait a E par rapport
a la courbe fermée de Jordan Hq serait par conséquent O,

Comme d-i non- CR \e pourrais construire.
comme il suit de la démonstration du théoréme I, un polygone

/Co' intérieur a /Co, contenant dans son intérieur la partie de I'en-
semble C, intérieur a /Co, et tel que f{x) n'admettrait pas la

valeur d2 a l'intérieur de /Co' et que

On aurait donc

ce qui donnerait une contradiction, parceque
est un point régulier, situé entre KQet /Co. |l existe donc un
point h commun a D" et H*et un point q C Ko, tel que
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Comme [Co est disjoint avec I'ensemble fermé (Qi+ QoH Q%)
et f{q)==h, hCD", il existe un continu distinct d'un
point, appartenant a D” et de diamétre si petit, que tous les
points de D" sont admis comme valeurs par la fonction f{x)
sur un ensemble fermé Q7i™ entourant le point g, disjoint avec
(Qi + Q2H QrJ ' situé dans le domaine de régularité de f{x)
a l'intérieur de O. Les points du continu D™ sont donc admis
comme valeurs par f(x) sur m?l ensemble fermé, disjoint,
appartenant au domaine de régularité de la fonction f{x) a l'in-
térieur de O. La fonction f{x) admettrait donc une valeur
dans un nombre infini des points réguliers & I'inté rieur de O,
ce qui est contraire aux conditions de la seconde partie du
théoréme IL

Quelques conclusions du théoréme IL

Soit f{x) une fonction analytique, uniforme, bornée et par-
tout déterminée sur une partie punctiforme P de I'ensemble 5 de
ses singularités; P étant fermée et en méme temps ouverte sur 5

Soit A Il'ensemble des valeurs de f{x) admises sur P.

Je désigne par G la somme de l'intérieur de Il'ensemble A
et de sa frontiére.

1. A — G est punctiforme.

S'il était autrement A — G contiendrait un continu D distinct
d'un point, disjoint avec G. Les points de P auquels la fonction
f{x) admettrait comme valeurs les points du D, formerait un
ensemble fermé Q. Comme I'ensemble P est punctiforme il
existerait alors une partie T de P, fermée et en méme temps
ouverte sur P et par conséquent sur S, qui contiendrait I'en-
semble Q et se composerait seulement des points si peu éloignés
de Q que Il'ensemble des valeurs de f{x) sur T serait disjoint
avec G.

L'ensemble des valeurs de f{x) sur T, n'étant pas puncti-
forme, devrait d'aprés le théoréme Il contenir des points inté-
rieurs, ce qui conduit a une contradiction, car il est disjoint
avec G.

J'appelle W l'ensemble des points de P dans I'entourage
desquels f{x) admet une valeur dans un nombre infini des points
réguliers. W est évidemment fermé.
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2. L'ensemble W est parfait.

Si W possédait des points isolés il y aurait une partie T
de P fermée et en méme temps ouverte sur P, qui contiendrait
un seul point w de W.

D'aprés le théoreme Il I'ensemble | des valeurs de f{x) sur
T, contiendrait un cercle de rayon r>0. Il existerait aussi
une partie V de T, fermée et en méme temps ouverte sur T
qui contiendrait le point w et aurait un diameétre si petit que
I'ensemble V des valeurs de f{x) sur T", ait un diamétre moindre
que r. (T—T") serait aussi fermée et en méme temps ouverte
sur S, et ne contiendrait aucun point de W. D'apres le théoreme Il
I'ensemble /" des valeurs de f{x) sur (T—T), devrait étre
punctiforme. 1= 1'-j- 1, ce qui améne a la contradiction, car la
somme d'un ensemble de diamétre moindre que r et d'un en-
semble punctiforme ne peut pas contenir un cercle de rayon r.

3. L'ensemble des valeurs de f{x) sur W, f{w) = G.

Si un point w'iW ei f{w)non-(:G, alors il existerait une
partie T de P fermée et en méme temps ouverte sur P, qui
contiendrait le point w et aurait un diamétre si petit que les
valeurs di f (x) sur T seraient disjoints avec G et par consé-
quent ne contiendraient pas des points intérieurs, ce qui amene
a une contradiction avec le théoreme II, car T contient le point
w ( W. Chaque point de f{W) appartient donc a G.

Si d'autre part g Cj G, n'appartenait pas a f(W), il existe-
rait une partie T de P, fermée et en méme temps ouverte sur P,
disjointe avec W et telle que f{T) contiendrait g et un entourage
de g, et bien elle contiendrait des points intérieurs, ce qui améne
a une contradiction, parce que selon le théoreme Il f(T) devrait
étre punctiforme. Chaque point de G appartient donc a f{W).

Toutes les considérations de cette note sont valables pour
une classe des fonctions f{x) plus étendue, notamment pour les
fonctions analytiques qui sont uniformes, bornées et partout dé-
terminées sur une partie P de I'ensemble 5 de leurs singularités,
P étant fermée et en méme temps ouverte sur 5 et f{x) admet-
tant une seule valeur sur chaque composante de P. Dans les
démonstrations analogues il y aurait peu a modifier ce qui ne
présenterait pas de difficulté.



Posiedzenie.

z dnia 30 czerwca 1932 r.

Leon Trzeciakiewicz.

Uwaga o przesunieciacK zbioréow linjowycH.
Przedstawit W. Sierpinski naposiedzeniu dnia 30 czerwca 1932 r.

Streszczenie.

Autor dowodzi, ze jezeli M \ N ss* dwa zbiory linjowe
nieskoriczone, wzajemnie sie dopetniajace, toistnieje takie prze-
suniecie zbioru M, ktére ma nieskonczenie wiele punktow wspol-
nych ze zbiorem N. Wynika stagd, zepewne twierdzenie prof.
Banacha, dotyczace przesunie¢ zbioréw -), nie moze byc¢
wzmocnione.

Leon Trzeciakiewicz.

Remarqg\ae sur les translations des ensembles linéaires.

Présenté par M. W. Sierpifiski dans laséance du 30 juin 1932.

En admettant I'hypothése que = M.S. Banach
a démontré récemment qu'il existe deux ensembles linéaires
M et N de puissance du continu, complémentaires I'un de l'autre
et tels que toute translation de M ait avec N un ensemble au
plus dénombrable de points communs.

Praca wykonana w Seminarjum prof. Sierpifiskiego w Uniwersytecie
Stefana Batorego wv Wilnie.
2) Fundamenta  Mathematicae t. XIX, p.14 et15. Cf. aussi S. Ru-
ziewicz et W. SierpiiAski, ibidem, p.20.
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Le but de cette Note est de démontrer que si M et N
sont deux ensembles infinis complémentaires I'un de lautre, il
existe toujours wune translation de M qui a avec N une infinité
de points  communs.

Si I'un des ensembles M et N est borné supérieurement
et l'autre inférieurement, notre théoréme est évident (puisque
dans ce cas il existe évidemment une translation de M qui a un
segment en commun avec TV). Pareillement le théoréme est évi-
dent, lorsqu'un des ensembles M N est borné.

Nous pouvons donc supposer que les ensembles W et A
ne sont pas bornés supérieurement (le cas ou ils ne sont pas
bornés inférieurement se traitant d'une facon tout a fait analogue).

S'il existe une infinité de points x d'un des ensembles M

et N, tels que les points ne lui appartiennent pas, le
théoréme est évidemment vrai. Supposons donc qu'il existe dans
M seulement un nombre fini de points x" soit xi, x*,-", Xx*,

tels que x~\-1 appartient a N, et qu'il existe dans N seulement
un nombre fini de points y, soit yi, y-i, e*e,y,,, tels que y -f-1 C: M.
Les ensembles M et N n'étant pas bornés supérieurement,

il existe dans M un nombre x> x" pour /—1,2,...,m et dans
N un nombre y”~y, pour /= 1,2,...,n. De x> x" pour
/—1,2, et de la définition des nombres at, (/—1, 2,..., m)
résulte tout de suite que A:-|-1 appartient encore a M, donc,
d'aprés x-\-\> x> xMpour /[—1,2,..., m, que x]-2( M, et,
généralement, x-~r"CM pour A— 1 2,3,.... Pareillement de

y> vyj pour /—1,2,...,n résulte que y -[-k( N pour = 0,1, 2,...
Une translation de M de longueur y —x a évidemment une
infinité de points communs avec N.

Notre théoreme est ainsi démontré.

L'unité de longueur étant arbitraire, on voit aussi sans
peine qu'il existe une translation de M aussi petite que I'on
veut qui a avec N une infinité de points communs.

Notre théoreme subsiste pour les ensembles dans I'espace
a un nombre quelconque de dimensions. Voici une démonstra-
tion pour le plan due a M. S. K. Zaremba.

Soient A/ et TV deux ensembles infinis plans, complémen-
taires l'un de [l'autre.

S'il existe une droite parallele a l'axe des abscisses con-
tenant une infinité de points de M et une infinité de points de



N, le théoréme est évidemment vrai (puisqu'il est vrai pour les
ensembles linéaires).

Dans le cas contraire, si une droite paralléle a I'axe des
abscisses contient une infinité de points de M, elle ne contient
qu'un nombre fini de points de N, et inversement. Si parmi ces
droites ily en a au moins une qui contient une infinité de points
de M et au moins une qui contient une infinité de points de N,
le théoréme est encore vrai, puisqu'on trouve facilement une
translation de M parallele a l'axe des ordonnées qui a une infi-
nité de points communs avec N. 11 ne reste plus qu'a envisager
le cas ou toutes les droites paralléles a l'axe des abscisses con-
tiennent un nombre fini de points de M et un nombre infini de
points de N, ou, inversement, toutes ces droites contiennent un
nombre infini de points de M et un nombre fini de points de N.

Supposons p. ex. que la premiére alternative soit vérifiée.
Comme le nombre de points de M est infini, il existe une infi-
nité de droites paralléles a l'axe des abscisses et contenant au
moins un point de TV. Parmi celles-ci, choisissons une suite
infinie, Di, Do, D”.... Désignons par E l'ensemble des points
de M situés sur le droites de cette suite. Cet ensemble est donc
dénombrable.

L'ensemble de toutes les différences d'abscisses de deux
points de E est donc aussi dénombrable et il existe un nombre
réel a distinct de toutes ces différences. On voit sans peine que
la translation de M de longueur a parallelement a l'axe des
abscisses a une infinité de points communs avec N.

On traite pareillement le cas ou chacune de droites paral-
léles a l'axe des abscisses contient seulement un nombre fini de
points de N.

Notre théoréme est donc vrai (pour le plan) dans tous les
cas. La démonstration pour l'espace & un nombre quelconque
de dimensions s'acheve facilement par Il'induction.

Wilno, le 16 juin 1932.
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