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SPRAWOZDANIA Z POSIEDZEN
TOWARZYSTWA NAUKOWEGO WARSZAWSKIEGO

Wydziat 1l nauk matematyczno-fizycznych.

Posiedzenie

z dnia 19 lutego 1931r.
E. ZyliAski.

Przyczynek do podstaw teorji ideatow.

Przedstawit W. Sierpinski dn. 19 lutego 1931 r.
Streszczenie.

Autor wprowadza ideaty jako pewne klasy skoriczonych
zbioréw liczb catkowitych ciata algebraicznego.

Teorja ta stoi w takim stosunku do klasycznej teorji
Dedekinda, jak wspdtcze$nie ujeta teorja Cantora liczb
rzeczywistych do teorji przekrojow. Ten sposob postepowania
daje znaczne utatwienie w ,rachowaniu” ideatami.

E. ZyliAski.

Zur Begriundving der Ildealtheorie.
Vorgelegt von W, Sierpiniski in der Sitzung vom 19 Februar 1931.

Das Ziel dieser Note ist eine eigenartige Begrindung der
Idealtheorie der algebraischen Zahlkorper, die in einer ahnlichen
Beziehung zu der klassischen Dedekind'schen Theorie steht, wie
eine moderne Auffassung der Cantor'schen Theorie der reellen
Zahlen zu der Dedekind'schen.

Wenn man dierationalen Zahlen als Datum betrachtet und
zu reellen Zahlen (bergehen will, kann man zuerst die Menge
aller Folgen {a) = a® 02, -"a",...  rationaler Zahlen betrachten,
fur die die Cauchy'sche Konvergenzbedingung gilt (fureinbe-
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liebiges s>0 gibt es eine natirliche Zahl n. von der Art, dass
Qp— I< s, wenn nur p, solche Folgen wollen wir
Cauchy'sche Folgen nennen.

Mit den Folgen (a) und {b) sind auch {a+ b) und {ab)
Cauchy'sche Folgen (Geschlossenheitssatze). Wir fiihren jetzt eine
Aquivalenz von Cauchy'schen Folgenein: wir setzen ((7) — {a) dann
und nur dann, wenn es zu jedem beliebigen 7> 0 eine naturliche
Zahl n. gibt, so dass a*— |< s, wenn nur n> n”-, diese Rela-
tion ist eine Aquivalenz, denn sie ist reflexiv, symmetrisch und
transitiv. Diese Aquivalenz bewirkt eine Zerspaltung der Menge
aller Cauchy'schen Folgen in Klassen von der Art, dass zwei
Folgen aus einer Klasse d&quivalent sind, dagegen zwei Folgen
aus zwei verschiedenen Klassen nicht aquivalent sind.

Dann kommen die folgenden grundlegenden Stabilitatssatze:
wenn {a){a") und {b)-~ {b"), so ist {aA-b) - {a-*r b") und
{ab){a'b) ferner, wenn es ein £>-0 von der Art gibt
dass fur alle n, die grdsser als eine gewisse natlrliche Zahl sind
<,> b* ist, so gilt dasselbe fur die Folgen (<7) und {b).
Auf Grund dieser 3 Satze wird die Addition, Multiplikation und
Grossenordnung der Folgenklassen in Ublicher Weise definiert;
z. B. ist die Summe a j-b der Folgenklassen a und b diejenige
eindeutig bestimmnte Klasse, zu welcher alle Folgen {a-[-b)
gehdren, wo {a) eine Folge aus n und {b) eine Folge aus b ist.
Die Folgenklassen mit der in obigen Weise erklarten Addition,
Multiplikation und Gréssenordung werden jetzt ,reelle” Zahlen
genannt; jede beliebige Cauchy'sche Folge aus der eine reelle
Zahl definierenden Klasse ist ein Reprasentant dieser Zahl und
kann fir besondere Rechnungen ganz beliebig aus der Klasse aus-
gewahlt werden. Endlich kénnen diejenigen reellen Zahlen, die
einen Représentant von der Gestallt: a, a, ...a, ... haben, den
rationalen Zahlen isomorph (in Bezug auf die Addition, Multipli-
kation und Groéssenordnung) zugeordnet werden, wodurch die
Einbettung der rationalen Arithmetik in die reelle Arithmetik
vollbracht wird.

Die charakteristischen Zige dieser konstruktiven Methode
sind die folgenden: 1. Betrachtung der Menge von Ausdriicken
(oder Mengen) bestimmter Art und von gewissen Operationen

1) Vgl z. B.B.Z van der Waerden, Moderne Algebra, Berlin (1930),
B. I, S. 14.
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mit diesen Ausdricken, die wieder zu Ausdricken derselben
Art filhren (Geschlossenheitssiatze). 2. Einfilhrung- einer Aqui-
valenz von Ausdricken und die dadurch erhaltene Klassenzer-
spaltung ihrer Menge. 3. Die sog. Stabilitatssatze fir die Ope-
rationen mit Ausdriicken und die darauf fundierten Klassen-
operationen. 4. Ubergang zur Klassenarithmetik und Nachweis
des Isomorphismus zwischen einer Klassenmenge von Ausdricken
und dem Ausgangsbereiche.

Der oben skizzierte Ideengang kann dem Wesen nach
Gberall in der konstruktiven theoretischen Arithmetik durchge-
fihrt werden

Die Grundlagen der Idealtheorie der algebraischen Zahl-
kérper konnen in dhnlicher Weise folgendermassen aufgebaut
werden.

1. Wir betrachten die Menge aller endlichen (nichtgeor-
dneten) Mengen [aj, n.,*e*e J ganzer algebraischer Zahlen eines
algebraischen Zahlkérpers /C(co).

Der Geschlossenheitssatz, den wir hier brauchen ist ganz
einfach und besteht darin, dass wenn

[oci, 7-2, ... ocJ und [Bi, Bo. ««s Bj
zwei Mengen der betrachteten Art sind, dann die Menge
[ai Bi, ai RBo, ao Bi, ... Bj

wieder eine endliche Menge ganzer algebraischer Zahlen ist.
2. Wir setzen jetzt:

L eee'N] ~ Rhl'. ooo<']

dann und nur dann, wenn es solche ganze algebraische Zahlen
und [N in K{m) giebt, dass

Bei dem Ubergang von ganzen rationalen Zahlen zu den rationa-
len, entspricht der Stabilitatssatz der Grdssenordnung mutatis mutandis dem
folgenden wenig benutzten elementaren Satze: i?-<;dann und nur dann,
wenn g”mn C.n-pq . A
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Die obige Relation ist offenbar eine reflexive, symmetrische
und transitive, also eine Aquivalenz und bewirkt die Zerspal-
tung der Menge von Ausdricken [aj, 7.2, ... aJ, ... in Klassen
aquivalenter Mengen. Man sieht sofort, dass

wenn = eine

Einheit von /C(to) ist u. s. w.

3. Man hat weiter den folgenden, einleuchtenden Stabi-
litatssatz :
Wenn

dann ist

Denn wegen der Aquivalenzbedingungen sind die a. R bili-
neare Formen der und B/ mit ganzen algebraischen Koeffi-
zienten und umgekehrt.

Auf Grund dieses Stabilitatssatzes kénnen wir die Multipli-
kation von Klassen von Ausdriicken [a®, a., ... a"] eindeutig
erkldren, indem wir als das Produkt zweier solcher Klassen
{[«1, 7-2,... aj, ...} und {[Bi, Ra» == RJ 1« <} diejenige Klasse
betrachten wollen, zu welcher alle Ausdriicke von der Gestalt

gehoren.
Ein zweiter nutzlicher Stabilitatssatz lautet so:
Wenn

und

wo [xj ganze algebraische Zahlen von /{(m) sind, dann gibt es
auch in /C(to) ganze Zahlen von der Art, dass
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Der Satz folgt unmittelbar daraus, dass die Zahlen o. lineare
homogene Formen der a/ mit ganzen algebraischen Koeffizienten
sind.

Auf Grund dieses Satzes fuhren wir die Teilerrelation fir

Klassen ein, indem wir die Klasse, die [a®, a”, ... a*] enthdlt,
einen Teiler der Klasse, die [Bi, Bs> e+« [3j enthdlt, nennen
4. Die Klassen von Ausdricken [aj, , ... a*] werden

jetzt ,ldeale” des Korpers /C(U)) genannt; fiir diese ist nach 3.
die Multiplikation und die Teilerrelation erklart.

Jedes Ideal hat unendlich viele Représentanten [oti, 72, ... a”],
die fur die Ausflihrung besonderer Rechnungen beliebig aus der
betreffenden Klasse gewahlt werden kénnen. Die Multiplikation
ist, wie unmittelbar einleuchtet, kommutativ und assoziativ. Die
Teilerrelation ist transitiv und jeder Faktor eines Produktes ist
dessen Teiler (es zeigt sich weiter, wie bekannt, dass auch
umgekehrt zu jedem Teiler ein komplementarer Faktor existiert).
Das ldeal mit dem Reprdsentanten [1] spielt die Rolle der abso-
luten Einheit bei der Idealenmultiplikation und besitzt offenbar
keine Teiler (man beweist weiter, wie bekannt, dass die Ideale

des Korpers /C((0) sogar eine vollstandigeHalbgruppe bilden).
Die eingliedrigen oder Hauptideale, d. h. solche, die Repra-
sentanten [a], [R], ... haben kénnen nun isomorph (in Bezug

auf die Multiplikation) den ganzen algebraischen Zahlen des
Kérpers /C(JO) zugeordnet werden, indem man dem Ideal [a] die
Zahl a zuordnet

Zur Begriundung der Dedekindschen Addition von Idealen braucht
man bei dieser Auffassung noch einen weiteren Stabilitatssatz: bei Behaltung
der Voraussetzungen des ersten Satzes in 3. hat man auch

[a., mo 1, Loat, BL B L RVI-

Vollstandigkeit = Existenz des grossten gemeinschaftlichen Teilers
beliebiger Elemente.

In /C((u) gibt es, wie bekannt, nur eingliedrige und zweigliedrige
Ideale.

Dass der Quotient zweier Hauptideale nur ein Hauptideal sein
kann, sient man am einfachsten so: wenn [a] = [R] [y, O, ...] = [By B"» eee]»
soist a= xBY + VRS + ...= RELY + v? + ..)), also [a] = [R] [Ti-,-+ v5+ ..];
wegen der Eindeutigkeit der Division, die eine Halbgruppeneigenschaft ist
folgt:

[y. 1= [pY+ 70+ ..., w. z. b. w.
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Die oben skizzierte Grundlegung der Idealtheorie der alge-
braischen Zahlkorper kann offenbar ewv. bei Zulassung unen-
dlicher Mengen auch in anderen Ringen durchgefiihrt werden.

Der Vorzug dieser Methode gegeniiber der klassischen Dede-
kindschen liegt inerster Linie darin, dass man von Anfang an
mit handlichen Ausdriicken rechnet und den wesentlichen Ur-
sprung der Theorie vorAugen hat— die Eigenschaften des
grossten gemeinschaftlichen Teilers natirlicher Zahlen (Gleich-
heitsbedingungen und Multiplikationsregel).

Witodzimierz Fedoroff.

O funkcjach analitycznych wszedzie ciagtych.
Przedstawit W. Sierpinski na posiedzeniu dn. 19 lutego 1931 r.
Streszczenie.

Uogdlniajagc pewien dawny wynik Zoretti'ego, autor,
w pierwszej czeSci pracy, udowadnia twierdzenie nastepujgce:
jesli funkcja ciggta f(z) zmiennej zespolonej w pewnym  obszarze
G znika na jakim§ zbiorze doskonatym punktoksztattnym < P(ZG,
a jest l)olomorficzna wvobszarze G — P, wowczas /(z) =0 toz-
samosciowo W calym obszarze G.

W czesci drugiej autor zajmuje sie temze zagadnieniem —
oraz kwestjami z niem zwigzanemi — w odniesieniu do specjalnej
klasy funkcji, okresSlonych przez catki powierzchniowe postaci

{z}=] 3 Ip -Z—"cslio, rozciggniete na zbiory P punktoksztattne,

domkniete, wszedzie miary dodatniej.



W. Fédoroff.

Sur les fonctions analytiques partout continues.

Présenté par M. W. Sierpinski dans la séance du 19 Février 1931.

INTRODUCTION.

Les exemples des fonctions analytiques partout continues,
nulles a l'infini et ayant pour points singuliers les points d'un
ensemble parfait partout discontinu sont nombreux

Mais on sait trés peu de la nature de ces fonctions (par
exemple, de d'allure de ses dérivées).

Cela tient a ce que non seulement ses expressions analy-
tique sont bien compliquées, mais que lathéorie méme des fonc-
tions monogénes définies dans un ensemble parfait et ayant une
dérivée par rapport aux points de cet ensemble, est trés peu
avancée.

Et cependant detelles fonctions se présentent naturellement
dans I'étude des fonctions analytiques partout continues comme
nous le verrons dans cet travail.

Par exemple, pour étudier les valeurs singuliéres des fonc-
tions analytiques partout continues, c.-a-d. les valeurs de ces
fonctions pour les points de I'ensemble singulier (et c'est cette
étude qui sera le but principal de notre travail) nous nous ser-
virons (dans le chapitre 1) des propriétés des fonctions définies
seulement dans un ensemble parfait partout discontinu et mono-
génes par rapport aux points de cet ensemble.

Il est vrai que pour les fonctions analytiques partout con-
tinues définies a l'aide des intégrales doubles de M. Lebesgue
cette étude des valeurs singuliéres sera abordée (dans le cha-
pitre 1l) par une méthode analytique, sans se servir des fonctions
monogénes dans un ensemble parfait discontinu par rapport aux

1) D.Pompeiu, Sur la continuitt des fonctions de variables com-
plexes.  Annales de Toulouse, (2),t. 7, (1905), p. 314.

A. Denjoy, Comptes Rendus, t. 148,(1909), p. 1154; t. 149, (1909),
pp. 258—386.

W. Goloubeff, Fonctions analytiques uniformes,  (en russe),
Moscou, (1916), pp. 137—149.

P. Urysohn. Sur une fonction analytique partout continue, Fun-
damenta Mathematicae, t. IV, p. 144.



- 94 -

points de cet ensemble, mais cette méthode analytique s'applique
a un classe des fonctions assez particulieres et, d'autre part,
elle n'est pas ainsi évidente comme la méthode géométrique
exposée dans le chapitre |I.

Enfin il faut ajouter que la théorie géométrique genérale
des fonctions monogénes dans un ensemble parfait quelconque,
indépendante des expressions analytiques particuliéres et de la
théorie des intégrales curvilignes, est nécessaire non seulement
pour fournir des mét\)odes pour I'étude approfondie des fonctions
analytiques ordinaires dans les domaines d'existence de ces fonc-
tions, mais cette théorie est indispensable parce que (comme on
montréra dans le chapitre II) pour certaines fonctions analytiques
partout continues l'ensemble de tous les points ou une quelcon-
que de ces fonctions est monogéne (c-.a-d. a une dérivée unique
pour chaque point de cet ensemble) ne coincide avec le domaine
d'existence de cette fonction, mais contient quelques points sin-
guliers de cette fonction.

Revenons maintenant & I'étude des valeurs singuliéres d'une
fonction analytigee partout continue et posons le probléme suivant:

déterminer une partie aliquote {J de I'ensemble P de tous
les points singuliers ; (d'une fonction analytique partout conti-
nue f{z)) telle, que la connaissance des valeurs singuliéres de
cette fonction f{z) dans l'ensemble U (c.-a-d. la connaissance
de /(;) pour ~C7) doit définir completement la fonction ana-
lytique f{z) dans tout le plan.

Ainsi, il existe une fonction analytique unique ayant ses
valeurs singuliéres dans I'ensemble U données a priori (si une
telle partie aliquote U de l'ensemble P peut exister).

Nous avons obtenu la solution du probléme posé sous la
forme suivante :

chaque portion séparée de l'ensemble P est I'ensemble
U du probléme (on suppose que P est un ensemble parfait
partout discontinu ou, en d'autres termes,  punctiforme).

Il faut ajouter que dans notre démonstration  géométrique
de ce fait les notions de la mesure et de la sinuosité des en-
sembles ne serons pas utilisées (lI'ensemble cherché U est une

Nous désignons par une portion séparée d'un ensemble parfait P
chaque ensemble Q tel, que QCP, Q est parfait et aussi P—Q est parfait.
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portion séparée quelconque quant a la mesure ou a lasinuosité
de cet ensemble).

Il est vrai, que dans notre démonstration analytique dece
méme fait l'ensemble P est supposé d'aire partout non nulle,
cela tient a ce que nous avons considérés les fonctions analyti-
ques partout continues, définies a l'aide des intégrales doubles
de Lebesgue.

Passons maintenant a lasolution du probleme posé.

1 suffit évidemment pour obtenir lasolution sous la forme
indiquée de prouver, qu'une fonction analytique partout continue
ne peut étre nulle surune portion séparée Q de l'ensemble
singulier P sans étre nulle identiquement.

A cet effet, remarquons que, I'ensemble Q étant séparé, il
existe un domaine borné qui contient tous les points singuliers
qui forment cet ensemble Q etne contient d'autres points sin-
guliers (les points d'ensemble P — Q). Considérons notre fonc-
tion f{z) dans

Ainsi nous aurons une fonction continue dans ce domaine

et holomorphe dans ce domaine sauf sur un ensemble parfait
punctiforme des points singuliers transcendants ordinaires

Il suffit donc de prouver laproposition suivante:

Soit une fonction univoque etbornée dans un domaine et
t)olomorpl)e dans ce domaine sauf sur un ensemble parfait punc-
tiforme, situé a l'intérieur dece domaine, cffaque point de cet
ensemble étant un point singulier transcendant ordinaire de
notre fonction (ainsi cette fonction est continue pour chaque
point du domaine) Dans ces conditions, onpeut affirmer
qu une telle fonction ne peut prendre la méme valeur en chaque
point decet ensemble singulier  punctiforme.

Une démonstration géométrique du théoréeme fondamental
sera exposée dans le Chapitre 1. Nous donnons une démonstra-
tion analytique de ce théoreme dans lesecond Chapitre.

Pour cette terminologie des points singuliers voir, par exemple,
Zoretti, Lecons sur le prolongement analytique, Paris, (1911), p. 61.

Voir, p. ex., Zoretti, L1lc, p, 61

On définit les valeurs de cette fonction sur I'ensemble Singulier
par la continuité.



Remarquons ici qu'un cas trés particulier de ce théoréme
a été démontré par M. L. Zoretti et un théoréme un peu
plus général a été énoncé par M. D. Pompeiu -), mais la
démonstration rigoureuse de ce dernier théoréme n'a pas été
publiée

CHAPITRE I

Sur la théorie géométriqgue des fonctions monogenes
sur un ensemble parfait punctiforme.

La structure des ensembles des valeurs d'une fonction
uniforme et monogéne sur un ensemble fermé punctiforme.

Soit w= f{0 une fonction définie pour les points ; d'un
ensemble parfait punctiforme P. Nous supposons que est
univoque, continue et uniformément monogéne dans cet ensemble,
c.-a-d. telle que le rapport

/O0-ZCo)

ou et : sont deux points de P fixe, : variable toujours
sur P) tend vers une limite déterminée (la dérivée f (“0)) quand

et cela uniformément  pour chaque point o de P. Ainsi,
il existe une fonction positive d'une variable positive =S (s) telle
qu'on a, si petit que soit s> 0,

)

chaque fois quand ~ et o sont situés dans un cercle du diamétre
§(e). Un tel cercle sera désigné par

Dans ce cas f est une fonction continue sur P.
Cela posé, considérons f{C) sur un ensemble fermé Q
QP

1) Zoretti, 1c. p. 82
2 D. Pompei u, Comptes Rendus, t. 153, (1911), p. 624.
Voir aussi les indications intéressantes de M. A. Denjoy:
Comptes Rendus, (1909), t. 149, p. 386.
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et étudions la structure d'ensemble des valeurs de pour tous
les points de Q, ou, en d'autres termes, la structure de I'image
de Q sur le plan de la variable w.

Dans cette étude nous distinguons les cas suivants :

1) dans Q la dérivée

2) dans Q l'ensemble M de tous les zé&ros de la dérivée
est dénombrable;

3) dans Q l'ensemble M (qui est nécessairement fermé)
est non dénombrable, mais son noyau (parfait) N est semi-liné-
aire ou ponctuel

Nous allons voir que dans ces trois cas I'image de I'ensemble
Q est nécessairement punctiforme.

Dans le premier cas la démonstration de cette proposition
est facile.

En effet, la dérivée /'(;) étant continue et non nulle sur
I'ensemble fermé Q, il existe un nombre positif fixe e tel qu'on a

/'"(:)|>s sur Q,
et ainsi pour des points quelconques Z et de l'ensemble Q,
situés dans un cercle /C(=), on a

/0O~N[Co),
car dans le cas contraire on aura, en vertu de l'inégalite (17,

ce qui est absurde.

Ainsi l'image de la {)ortion de Q dans /C(s) est évidemment
punctiforme. De méme I'image de tout I'ensemble Q est puncti-
forme, l'ensemble Q pouvant é&tre enfermé dans un nombre fini
de tels cercles KU).

AR C. Q. F. D.

Dans le second cas considérons l'image de I'ensemble fermé
M des zéros de la dérivée /'(s).

Cet image est un ensemble punctiforme, M étant dénombrable.

Maintenant, pour prouver que l'image de Q est aussi puncti-
forme, il est commode de démontrer le lemme général suivant:

L'image d'un ensemble fermé {et toujours punctiforme) Q
est punctiforme, chaque fois quand I'image de I'ensemble M de
tous les zéros de la dérivée f (;) sur Q est lui méme  punctiforme.

Voir pour cette terminologie, par ex., Zoretti, 1 c, p. 8L
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Démonstration. On peut évidement décomposer cet
ensemble Q de la maniére suivante

Q=y+Qi + Q.H rQ,,-r-'"-

ol Qi, Qj, ... sont des ensembles fermés et

M.Q,=0 pour /=1, 2,3, ...
d'autre part, la distance des ensembles Q, et M tend vers zéro
avec Ii

Comme la dérivée /'(s) ne peut étre nulle sur Q*, l'image
de Qf est punctiforme, de méme I'image de Q est aussi puncti-
forme (comme la somme d'une infinité dénombrable des ensem-
bles fermés punctiformes). C Q FD

Considérons maintenant le troisieme cas (I'ensemble M des
zéros de la dérivée contenant un noyau parfait N  semi-linéaire
ou ponctuel).

Les propositions démontrées précédemment montrent que
I'image de tout ensemble Q est punctiforme chaque fois quand
I'image du noyau de M est punctiforme. Ainsi il suffit de prou-
ver que l'image d'un ensemble N sémilineaire ou ponctuel sur

lequel la dérivée /'(C) est nulle est nécessairement punctiforme.
Deémonstration. Comme N esi sémilineaire ou ponc-
tuel, il existe un nombre L tel, qu'étant donné un nombre positif

arbitraire 5, on peut trouver des ensembles parfaits, parties ali-
quotes de N et tels que désignant ces ensembles par Pi, Po,
on aura

P,..P~=t-0 iink) 7=1,2, 3...m
2, 3...m
et de plus, si le diamétre de P est d®, on a aussi

d.cn

m

(1)...

L est indépendant de §, et m tend vers infini avec —
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D'autre part quel que soit e< 0 on peut lui faire corres-
pondre un nombre S>0 tel, qu'on ait

(2) [(:)-/(:0)I<3.|:-:0l
chaque fois quand
(3)... |:-:0l<5

(s et @ étant deux points de I'ensemble AM).

Supposons maintenant que Il'image de N contient un en-
semble continu K avec un diamétre d>0.

Nous allons montrer que, quel que soit s dans l'inégalité
(2), on doit avoir

4 ... dCt.L
ce qui est absurde.

Ainsi il suffit de prouver l'inégalité (4) pour en déduire
que l'image de N est punctiforme.

Considérons avant tout les ensembles P#, P2, PA et
leurs images , 712 e e, tt" (sur le plan de la variable w= f{")).
Nous montrerons sans peine que la somme des diametres des
ensembles T, 7:3, ..., TP ne peut surpasser (quel que soit m)
le nombre b.L, qui tend vers zéro avec e.

En effet, la fonction étant continue, on en déduit, que
I'ensemble z. (/= 1, 2, ..., m) est parfait et qu'on peut trouver

deux points Cet @ dans l'ensemble P. tels, que le diamétre de
TUest égal a |/(s) —/(so) i» Comme (s étant donné) on peut
supposer que le diamétre de P. est inférieur a S on a, en vertu
des inégalités (1), (2) et (3), en désignant par S™ la somme des
diameétres des ensembles > > eee> "n»

®)

Maintenant pour démontrer l'inégalité (4) il suffit de rape-
ler cette propriété générale des continus que pour une décom-
position quelconque d'un continu en un nombre fini des parties
continues le diamétre de ce continu ne peut surpasser la somme
des diametres de ces parties.

Cette propriété est évidente pour une décomposition d'un
continu en deux parties continues et pour le cas général on peut
employer la méthode de la démonstration par récurrence.

Ainsi on a

et, par conséquent, d<”z.L. C. Q. F. D.
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Nous n'insistons plus sur I'étude des propriétés des fonc-
tions monogenes sur un ensemble parfait punctiforme et nous
passons a la démonstration du théoréme fondamental.

Soit w="f{z) une fonction univoque etcontinue dans un
domaine Xi et de plus holomorphe dans cet domaine sauf sur un
ensemble parfait punctiforme P qui estl'ensemble de tous les
points singuliers (transcendants ordinaires) de cette fonction f(z).
Nous désignons par z un point quelconque extérieur a P (et
dans i), etpar ; un point quelconque de I'ensemble P.

f{Z) est donc une fonction univoque et continue (mais non
holomorphe) dans I'ensemble P.

Notre butestde prouver, que la fonction /(*) ne peut
étre nulle (pour tous les points I) sans que f{z) soit aussi nulle
(pour tous les points z).

En effet, supposons, par impossible, que /(*) =0 (pour
chaque point !), mais que f{z) ne soit pas nulle pour chaque
point z (ainsi l'ensemble de tous les zéros de la fonction /(z)
est dénombrable ou fini).

Alons on peut a l'aide de l'intégrale de Cauchy décom-
poser notre fonction f{i) de lamaniere suivante ')

{2) =  FH2)"h{7
ou F{z) est une fonction analytique partout continue et ayant
pour points singuliers les points ™ etces points seulement. La
fonction H{z) est partout holomorphe dans D (ainsi cette fonc-
tion est holomorphe non seulement pour les points z, mais aussi
pour les points Il). On a aussi dans P

et, comme /(s) = 0, on adans P

Ainsi lafonction F (s), considérée sur l'ensemble P seule-
ment, est une fonction univoque etcontinue sur P et de plus

Voir pour une telle étude une Note de l'auteur insérée dansle
Bulletin de I'Institut ~ Polytechnique & Ivanovo-Vosniescnsk, Nr. 1, (1919),
p. 45, (en russe).
2 Zorelli, Lc, pp. 79-82.
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elle est uniformément monogene sur P (pour les points comme
la fonction

D'ailleurs, laderivée F'{C) étant égale a —H'(l), on voit
que I'ensemble de tous les zéros de la dérivée F' (V) sur P est fini.

Ainsi les valeurs singuliéres de lafonction analytique par-
tout continue F{z) (c.-a-d. les valeurs sur P) forment un
ensemble parfait punctiforme.

Mais c'est évidemment absurdes (si lafonction analytique
F{z) n'est pas une constante), car les valeurs singulieres FCO
doivent former dans le plan de la variable t= F{z) [z désignant
maintenant un point quelconque du plan] lesfrontieres d'un
continuum borné qui est l'ensemble detous lesvaleurs de la
fonction analytique Fiz) quand la variable z décrit tout son plan

Ainsi on doit étre f{z) =0 dans le domaine

C. Q. F. D.

CHAPITRE 11.

Sur les fonctions analytiques définies par les intég'rales
doubles de Lebesg'ue.

Relations fondamentales.

Nous considérons dans lasuite des fonctions analytiques
partout continues f (z) telles que

(1)... =01

d oi désignant I'élément d'aire.

; la variable d'intégration {(Z P, P étant un ensemble
parfait punctiforme d'aire partout non nulle).

z un point quelconque du plan extérieur a P.

[ une fonction bornée sur P

(2)... [[j.(:)i</c.

L'intégrale estétendue a l'ensemble P au. sens de M. Le-
besgue

Voir aussi ladémonstration de M. Zorelli, (L c., p. 82), d'un
cas tres particulier de ce théoréme.
Voir, p.ex., Zorelli, 1 ¢, pp. 86—87.



102

Les valeurs singulieres /(" (les valeurs sur P) sont défi-
nies par la continuité.

Cela pose, citons deux formules connues. La premiére est
la suivante :

si on pose pour deux points quelconques u et v (extérieurs
a P ousur P) d=\u —u on aura

\f{u)-F{u")\<:[A.dA-Ad).d"Bd \logd\]K',

A ei B étant deux constantes, et s{d) une tonction qui tend
vers zéro avec d

I nous sera suffisant d'employer cette formule sous la
forme plus générale

@ ... \f{u)-H{u")\<K.C.d-

ou C est une constante (si on suppose que les points u et u'
sont contenus dans un domaine © fixe: P(Z”") et

@) 2a>1.
La seconde formule (D. Pompéiu est la suivante :

() udu = 2T:i 11
TL ' PAL)

QJ L est une ligne réctifiable fermée quelconque {L peut passer
par des points et {L) désigne le domaine limité par L. Enfin
u désigne un point z ou un point "e

Nous allons maintenant établir d'autres relations trés
importantes dans la théorie des fonctions partout continues et
nécessaires pour la démonstration analytique de notre théoréme
fondamental.

Théoreme A

Soient deux fonctions analytiques partout continues

p= ffrd., c9g= ff M d

1) Zoretti, L1lc, p. 89
2) Pompe iu, Comptes Rendus, (1910), t. 150, p. 454.
Nous avons démontré beaucoup des relations nouvelles dans notre
Note Bulletin de [I'Institut ~ Polytechnique & IvanovO'Vosniesensk, Nr. 6,
(1922), p. 43, (en russe).
¥ Voir la Note citée de l'auteur.
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P étant un ensemble parfait punctiforme, a(s) et B deux
fonctions  bornées sur P.
Ceci posé, on a lidentité suivante:

®6) . ..

Pour démontrer cette identité (6) il suffit évidemment de
prouver, que pour chaque ligne L fermée et rectifiable on a la
relation suivante :

a ...

De plus, il suffit de prouver cette relation on supposant
que la ligne L est le contour d'un triangle quelconque A.

Dans ce dernier cas nous allons partager le triangle A par
des paralleles a ses cbtés en n™ ftriangles égaux entre eux.
Soient Al, A2, A3, ..., ces triangles et soit A. un quelconque
de ces triangles qui contient des points ~e Soient enfin G un
point singulier fixe dans A‘et L* le contour de ce triangle.

On a évidemment :

Désignons la premiére intégrale par , la seconde et la
troisieme par 12 et "3 resp.
Alors on a, en vertu de la relation (3),

3 ...
ou d est le plus grand cété du triangle A. s{d) une fonction
qui tend vers zéro avec d, M une constante (qu'on peut supposer
la méme pour tous les triangles A., contenus dans un domaine
fixe 5), et pour tous les fonctions p{u) et g{u) avec |a(C)| et
|[B(C)| bornés dans leurs ensemble).

De plus, en vertu de la relation (5), on a
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et cette expression peut s'écrire de la maniére suivante :

ol

et ainsi
(8)
M est une constante [si on veut, la méme que dans la relation (8)]

et 1 {d) une fonction de la variable d qui tend vers zéro avec d.
Ceci posé, remarquons qu'on a

et ainsi, en vertu des inégalités (8) et (8"), on doit avoir

Maintenant on suppose que d~O. Alors on a

mais rr. d" reste borné et ainsi la relation (7) est démontrée.
C. Q. F. D.

On voit sans peine que les considérations analogues mon-
trent que pour une fonction H{z) holomorphe dans un domaine
2) (pour les points 2 et s dans ') on peut établir la relation
suivante :

Q) . ..

ou p (u) est la méme fonction que dans le théoréme A et L est
une ligne fermée rectifiable quelconque dans T).

En effet n.d est égal au plus grand c6té du triangle A,
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Théoreme B
Soit

c'est-a-dire  la méme fonction que dans la formule (1), alors on a
<10) . . .

La démonstration par récurrence de cette proposition est
facile : c'est une simple conséquence du théoréme A

Démonstration analytique du théoreme fondamental.

Nous employons les notations du Chapitre | mais considé-
rons le cas particulier oii la fonction analytique partout continue
F{z) est définie par la formule (1) du Chapitre II:

<11) INz)- \ )\ A jdo.

étant bornée sur P, et P étant un ensemble parfait puncti-
forme d'aire partout non nulle.
Rappelons la relation

f{z) = Fiz)*"H{z)
h{z) étant holomorphe dans le domaine 5) <non seulement pour
les points z, mais aussi pour les points
Remarquons qu'on a aussi <par la continuité) :
[(:) = <)+ [Y<).
Ceci posé, admettons, par impossible, qu'on ait
(a)... /<)=10
pour chaque point  <c'est-a-dire sur P).

Considérons, pour démontrer I'impossibilité de la relation
(a), la fonction suivante

[({or = [H{2DY "2F(2).H(2) + [F@)r
€t l'intégrale

Voir la Note citée de I|'auteur.
Voir la démonstration du théoréme fondamental dans le Chapitre 1.
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1= | [/(uii'c™u
A [/

OU L est une ligne fermée rectifiable quelconque dans
Nous aurons, en vertu des relations (7), (9), (10) et (11),

1=2711.2 | U()H()clco  + 27ii\2 | IrOy™QOc/co

P{L) . PiL)
mais, en vertu de I|'égalité (a), on a pour chaque "
MO + FO = 0.

Ainsi /= 0 et alors, en vertu du théoréme bien connu de
Mor era, la fonction [f{u)Y doit étre holomorphe dans X) (pour
les points ~ aussi) ce qui est absurde: la relation (a) est impos-
sible pour chaque Ce C Q FD

En terminant ce chapitre faisons quelques remarques sur
la nature des points singuliers ~ de I'ensemble P, qui sont les
points transcendants  ordinaires pour la fonction analytique par-
tout continue f {z), définie par la formule (1).

Considérons un domaine (ouvert) Dg,, contenant une por-
tion de cet ensemble singulier P, et Il'image de ce domaine dans
le plan de la variable w= f{u) (nous désignons par u un point
quelconque de plan: z ou c'est-a-dire extérieur a P ou sur P).
Soit cette image: c'est un continuum borné, qui contient
necessairement des points intérieurs.

Soit @ un point singulier quelconque dans D

Deux cas sont a priori possibles:

1) le point Mo= /("o)» c'est-a-dire I'image de "o » est un
point intérieur a \.

2) Ce point Wgest un point frontiere de A.

Le second cas peut se réaliser trés simplement pour une
fonction quelconque partout continue : par exemple, on peut
prendre pour  celui de points singuliers pour lequel j/(C)|
atteint son  maximum.

Pour avoir le premier cas nous allons construire des fonc-
tion analytiques partout continues et telles qu'il existe pour une
quelconque de ces fonctions /(z) un point singulier @ (ou un
nombre fini de tels points) avec la propriété suivante: le rapport
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/U)-/Co)
u—"o
tend vers une limite unique et déterminée chaque fois quand
u Cod'une maniere  quelconque.
De plus, cette limite est différente de zéro.
Pour construire une telle fonction prenons une fonction
F{z) définie par la formule (1)

et considérons la fonction

[(z)= (z- CI).(z- C2).».u - ).

Cl, @ »eee» étant les points singuliers tels qu'on ait
(k=\, 2, 3, ..., n).

On peut écrire, en vertu de I'égalité (10):

On voit sans peine que la fonction f{z) est partout conti-
nue (nulle a l'infini), les valeurs /(C) (c'est-a-dire sur P) étant
définies par la continuité.

De plus, il est évident que le rapport

; k=1 2 n)

tend (pour chaque point fixe CY vers une limite unique chaque
fois quand u” d'une maniére quelconque et cette limite est
différente de zéro.

C. Q. F. D.

Ainsi le premier cas des points singuliers est réalisé pour
une telle fonction: Co= C* (~=1, 2, 3, ..., n).

En effet, & une petite courbe fermée entourant le point
il correspond dans le plan de la variable w— f{u) {u désignant
un point z ou un point C) une petite courbe fermée entourant
I'image de CA c'est-a-dire le point
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On voit aussi que la fonction continue est monogene
sur l'ensemble singulier P pour les points, c'est-a-dire il

existe pour M une derivee / = lim

J. Neyman 2) i E.S. Pearson.

Nota o pewnych metodach sprawdzania Hipotez
statystycznych

Komunikat przedstawiony przez S. Mazurkiewicza dn. 19 lutego 1931 r.

Further Notes on Distribution.

Présenté par M. S. Mazurkiewicz dans la séance du 19 Février 1931.

Praca obecna ma na celu usuniecie pewnych luk w jednej
z poprzednich naszych publikacyj Chodzi przedewszystkiem
(@) o poprawienie pewnej niedoktadnosci: jeden z podanych
poprzednio wzoréw na wiarogodno$¢ hipotezy jest tylko przybli-
zonym, chociaz traktowalismy gojako doktadny. Obecnie dajemy
wzoér doktadny. Dalsze punkty (b) i (c) dotycza ewentualnych
wynikéw nieuniknionych niedoktadno$ci przy zastosowaniu na-
szych wzoréw w praktyce statystycznej.

Les considérations du Chapitre I montrent qu'une fonction/(C)
(qui réprésente les valeurs singuliers d'une fonction analytique partout con-
tinue f{z)) ne peut étre uniformément monogeéne sur une portion séparée
de l'ensemble singulier, si la dérivée /' (C) est nulle sur cette portion sauf
sur un ensemble ponctuel ou semi-linéaire  (on suppose toujours que l'en-
semble singulier est un ensemble parfait punctiforme).

2) Z Zaktadu Biometrycznego Instytutu im. M. Nenckiego T. N.W.

Warszawa.

Z Zaktadu im. F. Galtona, University College, Londyn.

Sprawozdanie z pracy p.t. ,Further Notes on 'J* Distribution”,
bedacej w druku w czasopismie Biometrika Vol. XXII.
) J. Neyman and E.S. Pearson: ,,Onthe Use and Interpré-
tation of Certain Test Criteria for Purposes of Statistical Inference". Bio-
metrika, Vol. XX-A, str. 175—240 i 264—295.
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(a) Niech i oznaczajg dwie populacje prébne z nie-
znanych generalnych ii™ i > co do ktérych wiadomem tylko
jest, ze sg one podzielone wedtug tej samej zasady na t kate-
goryj kazda. Oznaczamy przez

(1)
1 przez
)
liczby osobnikdéw nalezagcych odpowiednio do i S2 przypada-
jacych do kazdej z t kategoryj. Niech dalej
(3)
Rozwazamy hipoteze H, Zze populacje generalne M i sg

identyczne. Wiarogodnos$¢ tej hipotezy wzgledem zbioru hipotez
alternatywnych, obejmujgcego kazda hipoteza dotyczacag populacyj

i ila z zachowaniem zasady podziatu i liczby grup, ma wartos¢
asymptotyczng

(4)
gdzie ¢ ulega prawu prowdopodobienstwa

(5)
i jest zwigzane z liczbami (1), (2) i (3) réwnaniem

(6)
podczas gdy w poprzedniej publikacji podalismy

(7

ktory to wzor jest tylko przyblizony.
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(b) i (c) Niech S oznacza populacje prébng wylosowang
T. nieznanej generalnej il, ktérej osobniki sg cechowane warto
$ciami pewnej zmiennej ewentualnej x.
Rozwazamy hipoteze ti, ze zmienna x ulega pewnemu prawu
prawdopodobienstwa
y= f{x, ori, ao.-.aj, (8)
gdzie posta¢ funkcji / jest okre$lona, natomiast warto$ci para-

metrow )
ai, a,, ...a" 9)

nie sg przez hipoteze wyszczeg6lnione. Wiarogodno$é hipotezy H
wzgledem zbioru hipotez alternatywnych, obejmujgcego wszystkie
dowolne prawa prawdopodobienstwa na x, daje sie w przybli-
zeniu obliczy¢ w spos6b nastepujacy.

Dzielimy przedziat zmiennos$ci na A na 5 czeSci i rachujemy
ile osobnikéw populacji prébnej T przypada na kazda z nich.
Niech to beda Hczby

ni, «2, ...Tig. (10)

Liczby te moga by¢ uwazane jako specjalne wartoSci pew-
nych zmiennych ewentualnych, dla ktérych na podstawie prawa
prawdopodobienistwa (8) tatwo jest obliczy¢ nadzieje matematyczne:

(11)

5

gdzie N—~"rii, a Xjoraz A, oznaczajggranice/-tego przedziatu
z posrod tych na ktore zostat podzielony przedziat zmiennosci x.
Jak to z wymienionej naszej pracy wynika, wiarogodnos$é
hipotezy H ma warto$¢ asymptotyczng
(12)
gdzie y- jest rowne minimalnej wartosci sumy

(13)

wzgledem zbioru jej wartosci odpowiadajgcych réznym uktadom
wartosci parametrow (9).



Dalszy nasz wynik dotyczyt prawa prawdopodobienstwa
imiennej ewentualnej /, rozwazanej jako funkcji zmiennych ewen-
tualnych ni, «2>... «5. Wykazalismy, ze jesli liczba N jest do-
statecznie duza, tak ze kazdy z utamkoéw N, gdzie m/ ozna-

T ml
cza warto$¢ minimalizujgcg (13), jest dostatecznie maty, to prawo
prawdopodobienstwa na y dowolnie mato rézni sie od

(14)

Przy zastosowaniu tych wynikow w praktyce zachodzg
czesto trudnosci, zwigzane z matg czestokro¢ liczebnoscig popu-
lacji probnej N. Zdarza sie przy tem, ze zadanie polega nie
tylko na sprawdzeniu hipotezy H, lecz takze na odnalezieniu
najwiarogodniejszych wartosci parametrow (9). W tym celu na-
lezy dzieli¢ przedziat zmiennosci x na wiekszg liczbe przedziatow
5 i minimalizowa¢ sume (13). Jeéli jednak liczba przedziatow

czesciowych 5 jest duza, bl N — niezbyt duze, to utamki —

Sm!
nie moga — przynajmniej nie wszystkie — posiada¢ bardzo ma-
tych wartosci. W ten sposob, aby sprawdzi¢ hipoteze H i wy-
znaczy¢ najwiarogodniejsze wartosci na parametry (9) wypada
wiasciwie uzywac¢ dwdch réwnych podziatdw przedziatu zmiennosci
na X i dwa razy minimalizowa¢ sume (13), co zwigzane jest ze
znacznym naktadem pracy.

Chcac unikng¢ dwukrotnego minimalizowania sumy (13)
moznaby prébowa¢ szacowania wiarogodno$ci hipotezy korzy-
stajac z minimalnej wartosci sumy (13) obliczonej przy wyzna-
czaniu najwiarogodniejszych warto$ci parametrow, przyczem jednak

warunek o matosci utamkoéw \ i bytby nie spetniony. Moznaby
m

rowniez przegrupowa¢ populacje probnag korzystajac z mniejszej
liczby, 5', podziatu przedzialu zmiennos$ci x na przedziatly cze-
Sciowe, jednak potem nie minimalizowa¢ sumy (13) tylko sko-
rzysta¢ z odnalezionych warto$ci parametréw (9) odpowiadajgcych
pierwotnej wartosci 5. Obie metody nie sg doktadne.
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Dla wyjasnienia sytuacji zostalty doiconane liczne losowania
populacyj prébnych, przyczem zostaty ustalone empiryczne prawa
prawdopodobiefstwa na  obliczone obu powyzszemi sposobami.
Okazato sie, ze zgodno$¢ ichze wzorem (14) jest zadziwiajgco
dobra nawet w przypadku gdy liczebno$¢ populacji prdébnej wy-
nosi zaledwie N=10. Okoliczno$¢ ta nasuwa mys$l, ze warunek

0 matosci utamkow jest mniej istotny nizby to wynikato
vV m/
z naszych rozumowan i ze ostateczne wyniki sg zapewne wazne

w bardziej ogdlnych przypadkach.

Stanistaw Kotodziejczyk.

Metoda sprawdzania Hipotez o stalosci
prawdopodobienstwa w serjach niezaleznych
doswiadczen

Komunikat przedstawiony przez S. Mazurkiewicza dn. 19 lutego 1931r.
(Z Zaktadu Biometrycznego Instytutu im. M. Nenckiego T. N. W.)

La vérification de I'hypothése sur la constance
des probabilités.

Présenté par M. S. Mazurkiewicz dans la séance du 19 Février 1931.

Streszczenie.

Nota niniejsza ma na celu wykazanie, ze znana metoda
Lexisa-Bortkiewicza sprawdzania hipotezy o statosci praw-
dopodobienstwa w serjach niezaleznych doswiadczen, jest kon-
sekwencja zaproponowanej przez J. Neymana i E.S. Pear-
sona ") ogllnej zasady sprawdzania hipotez statystycznych.

Zagadnienie moze by¢ sprecyzowane jak nastepuje.

Catos$¢ pracy publikowana jest w Annatach Polskiego Towarzystwa
Matematycznego.

J. Neyman and E. S. Pearson: ,,Onthe Use and Interpré-
tation of Certain Test Criteria for Purposss of Statistical  Tnference". Bio-
metrika, Vol. XX-A.
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Rozwazamy 5 sery] niezaleznych doSwiadczen, w wyniku
ktérych za kazdym razem moze zaistnie¢ albo zjawisko E, alba
jego zaprzeczenie E.

Niech n. oznacza liczbe doswiadczen w /-tej serji.

Danem jest, ze prawdopodobienstwo zjawiska E w kazdem
doSwiadczeniu tej samej /-tej serji jest state, zresztg blizej nie
okre$lone. Oznaczmy jego wartos¢ przez p.. Wynik ogétu do-
Swiadczen przedstawia sie w postaci liczb (/= 1, 2..8) zaist-
nien zjawiska E w kazdej /-tej serji doswiadczen.

Na podstawie powyzszych danych mamy sprawdzié hipoteze,
ze

Pi=P2 = --= Ps=P Q)
przyczem hipoteza nie wymienia wartosci p wspoélnej dla wszyst-
kich prawdopodobienstw p,..

Postepujac w mys$l zasady Neymana i Pearsona dla
rozwigzania zagadnienia mamy obliczyé Xq — wiarogodno$é spraw-
dzanej hipotezy oraz gorny kres prawdopodobienstwa, ze popet-
nimy biad odrzucajac hipotezy o wiarogodnoS$ciach XQ . Jesli
ta ostatnia liczba okaze sie mala — co zreszta jest rzecza kon-
wencjonalng — hipoteze nalezy odrzucié¢ i vice versa.

Niech

= - /=1, 2, ...5 )

oraz

Prosty rachunek okazuje, ze wiarogodnos¢

Gorny kres prawdopodobiefAstwa odrzucenia hipotezy praw-
dziwej, gdyby$Smy sie zgodzili odrzuci¢ hipotezy o wiarogodno-
Sciach nie wiekszych od jakiej$ liczby >Q, przedstawia sie w po-
staci sumy

p{X < Xo} = 2 | p" - P~
1

I -
/=
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rozciagajacej sie na wszystkie uktady warto$ci zmiennych A, spet-
niajgce nieréwnosci
0 (6)
oraz
>N<>0. (7)

Uproszczenie sumy (5) wydaje sie bardzo trudnem. Nato-
miast nie trudno jest dowies¢, ze jesli tylko ogdlna liczba do-
Swiadczern wzrasta nieograniczenie w ten sposob, ze

(8)

gdzie V oznacza pewng statg dodatnig liczbe, oraz jesli danem
jest, ze
O<p<lI, (9)
to istnieje granica wyrazenia P{>. <Xo}. ktéra jest niezalezna od
wartosci p, mianowicie
00

lim P < Xo}= ¢\ dt, (10)
9|

gdzie
(11)

(]

oraz gdzie dolna granica cailki Q jest okreSlona przez rdwnanie.

Z powyzszego wynika, ze skoro tylko liczba dokonanych
doSwiadczen jest duza, sprawdzanie hipotezy o statosci prawdo-
podobienstwa moze by¢ wykonane na podstawie wzoréw (10)
i (12), przyczem warto$¢ catki (10) moze byé odczytana z tablic
K. Pearsona Ostatecznym sprawdzianem hipotezy jest
cecha zbiorcza Q”, wedtug ktérej sa utozone tablice. Je$li Q-
jest duze, goérny kres prawdopodobiefAstwa odrzucenia hipotezy

K. Pearson: Tables for Statisticians and Bioinetricians. Cam-
bridge 1930. Wydanie 3-cie.
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prawdziwej — jest maty. Ot6z ciekawem jest, ze Q
jest proporcjonalne do wspdtczynnika dyspersji D, wprowadzo-
nego dla sprawdzania rozwazanej hipotezy przez Le xisa 1 zba-
danego gruntownie przez Bortkiewicza Zachodzi miano-
wicie rownosé

Q= —1. (13)

Z powyzszego wynika, ze do szeregu ogélnie przyjetych
metod sprawdzania hipotez statystycznych, stanowigcych konsek-
wencje zasady Neymana 1 Pearsona — wszystkie, dotad
zbadane — nalezy zaliczy¢ jeszcze jedng, metode Lexisa-Bort-
kiewicza. Odnosi sie totylko do przypadku, gdy jest zagwa-
rantowana stato$¢ prawdopodobieniswa zjawiska E w do$wiadcze-
niach nalezacych do tej samej serji.

Arnold Walfisz.

Przyczynek do teorji przyblizen diofantowych.
Przedstawit S. Dickstein dn. 19 lutego 1931 r.
Streszczenie.
Dla kazdej rzeczywistej niewymiernosci @, ktéra wvrozwi-

nieciu na utamek tancuchowy posiada ograniczone mianowniki,,
wyprowadzona zostaje ocena

Patrz artykut tego autora w Zeitschrift f.angewandte Matliematik
und Mechanik, Bd. 2, str. 358.
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Arnold Walfisz.

Zur Theorie der diophantischen Naherungen.

Note présenté par M. S. Dickstein dans laséance du 19 Février 1931.
Fur reelle u sei
<1)

() bedeute eine reelle Irrationalzahl mit beschrankten Ketten-
bruchnennern. Unter diesen Voraussetzungen soll

<2)

nachgewiesen werden.

Im folgenden bezeichne ich mit c unterschiedslos positive
Konstanten, die nur von O abhéngen durfen; mit y unterschieds-
los reelle Zahlen, fur die ist.

Da wie aus (1) unmittelbar hervorgeht, die Periode
Eins besitzt, so darf zum Beweise von (2) ohne Beschrdnkung

der Allgemeinheit
O<0<1
angenommen werden.
Fir nicht ganze u ist bekanntlich

<3)
Es sei
<4)

die Kettenbruchentwicklung von 0 ;
<5)

mogen die zugehdérigen Naherungsbriche sein

Vgl. etwa E. Landau ,Vorlesungen uber Zahlentheorie" (Leipzig
1927, 3 Bénde), Bd. II, S. 59, Formel (493).
2) Fir die im folgenden benutzten Eigenschaften der Kettenbriiche
verweise ich auf das Buch von O.Perron ,Die Lehre von den Ketten-
brichen" (Leipzig und Berlin 1913, zweite Auflage 1929).
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Es werde von vornherein x> g™ ang-enommen. Da von
2wei in (5) aufeinanderfolgenden g mindestens eines ungerade
ist, so gibt es ein grosstes ungerades g ™ x, etwa g*= Q. Aus
der Beschrénktheit der Kettenbruchnenner a in (4) folgt dann

(6)

Ferner setze ich

<7)

Aus (3) folgt
<8)

Setzt man
<9)

(die positiv genommene Entfernung von u zur néchstliegenden
ganzen Zahl), so gilt fur irrationales u und beliebiges natirliches
m bekanntlich

(10

Mit m = w= n0 folgt aus (10)

(11)

Ist g™ ein beliebiger Nenner in der Bruchfolge (5), so gilt
nach H. Behnke 2)

(12)

1) Vgl. E. Landau, 1 c. 1), S. 58, Satz 412.
H. Behnke ,Zur Theorie der diophantischen Approximationen"
[Abhandlung™en aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Uni-
versitdt 3 (1924), S. 261—318], S. 289.
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(fur = 1 bedeute die leere Summe Null). Da ich die Absché-
tzung (12) spater mit ® {n9} im Nenner des Sum-
manden brauche, so soll sie hier gleich in etwas allgemeinerer

Gestalt hergeleitet werden, und zwar will ich die Summe

(13)

fir rationales r, etwa
(14)
betrachten. Es sei hierbei also die Summe (13) nicht
leer. Ich schatze zundchst ihr grosstes Glied a ab.
Da nach Voraussetzung die Kettebruchnenner a in (4) be-

schrankt, d. h. ~c sind, so folgt nach einfachen Satzen der
Kettenbruchlehre fur jedes Paar ganzer Zahlen P, v mit v==0

(15)
Wegen (14) ist daher

d. h.
(16)

Ist 5 mit dem Gliede ¢ nicht erschopft, so sei 17 -<
— 1. Mit geeigneten ganzen g" und g" ist dann nach (9)

In Verbindung mit (14) und (15) ergibt das
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Von den im Intervall O e<w < ” gelegenen g~ — 1 Zahlen

haben also insbesondere je zwei aufeinanderfolgende einen Abstand

Hieraus folgt, mit Ricksicht auf (16)

Also ergibt sich schliesslich
7 -
Wegen (13) und (14) ist in (17) neben (12) auch noch

(18)
enthalten.
Aus (6), (7), (11) und (12) folgt
(19)
Nach A. Ostrowski gilt fur stetig wachsendes y
(20)

Aus (6), (8), (19) und (20) ergibt sich

also

(21)

A. Ostrowski ,Bemerkungen zur Theorie der Diophantischen
Approximationen" [Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der
Hamburgischen Universitat 1 (1921), S. 77—98], S. 85.
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Nun ist

Ersetzt man hierin A () durch /:(-) " Y und bericksichtigt, dass
Q ungerade ist, so folgt

Fur irrationales u ist

(23)

wie man folgendermassen einsieht: Es genligt, die Werte

zu betrachten. Fir

Fir ist aber

Also ist (23) erfullt. Ersetzt man nunmehr u durch o)
folgt nach (1) fir irrationales u
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(22) und (24) ergeben

(25)

Es sei nun P der zu Q gehodrige Naherungszéhler. Dann st

also fir jedes k in (21)

(26)
wegen (6).

Aus (25) und (26) folgt
(27)

aus (21) und (27)

d. h. wegen (7)
(28)

Aus (1) und (9) folgt fur jedes reelle u

Daher ist, mit Rucksicht auf (28),

(29)
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Ich bestimme jetzt die natirliche Zahl m”™ m(x) durch
(30)
Wegen (7) ist dann zuné&chst
31)

Ferner folgt aus der Beschrdnktheit der Kettenbruchnenner a in
(4), dass fur jede natirliche Zahl n

ist. Wegen (30) ist daher
(32)
Aus (18), (31) und (32) folgt

Setzt man dies in (29) ein, so ergibt sich wegen (7) die
Behauptung (2).

J. Neyman i E.S. Pearson ).

Sprawozdanie z pracy p.t.

O zagadnienm k préb

Przedstawit S. Mazurkiewicz na posiedzeniu dnia 19 lutego 1931 r.

On tWe Problem of k Samples.

Mémoire présenté par M. S. Mazurkiewicz dans la séance du 19 P'évrier 1931.

Rozwazamy k populacyj prébnych N, , ... wylosowa-
nych z pewnych nieznanych populacyj generalnych "i,
Dane sg wymiary cechy x osobnikéw nalezgcych do /-tej popu-
lacji probnej, mianowicie

Z Zaktadu Biometrycznego Instytutu im. M. Nenckiego, T. N.W.

-) Z Zaktadu im. Galtona Uniwersytetu LondynAskiego.
Cato$¢ pracy p.t. ,,Onthe Problem of k Samples" ma by¢ druko-

wana w Miedzynarodowym Buletynie Akademji Umiejetnosci.
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AL 2, .k 1)

gdzie tij oznacza liczebno$¢ tej populacji. Oznaczmy przez ai
$rednig warto$¢ cechy x i $rednie odchylenie w /-tej populacji
(/=1, 2, ..Kk.
Przedmiotem noty niniejszej jest sprawdzenie hipotez:

H — ze populacje sg identyczne;

Hi — ze S$rednie odchylenia a.(/—1, 2, ... k) sg wszystkie
sobie rowne, oraz

Ho — ze ¢$rednie a.(/1, 2, .. k) posiadajg te same
wartosci.

W mys$l zasad opublikowanych gdzie indziej rozwigzanie
tych zagadnien polega na obliczeniu wiarogodnosci X sprawdza-
nych hipotez oraz na wyznaczeniu prawa prawdopodobierstwa A
okreslanego przez sprawdzang hipoteze. Przedtem jeszcze nalezy
ustali¢ zbior il hipotez dopuszczalnych.

Hipotezy H i Hi byly sprawdzane wzgledem tego samego
zbioru 17 hipotez dopuszczalnych. Obejmuje on kazdag hipoteze
zaktadajgca, ze zmienna A W populacji 2, ... k) ulega
prawu Gaussa:

" (2)

gdzie state a. i a. sg zupeinie dowolne. Hipoteze A/, udato sie
sprawdzié¢ tylko wzgledem mniej og6lnego zbioru hipotez dopu-
szczalnych ii.,, ktory jest czescig ii®. Nalezace don hipotezy
zaktadajg jeszcze dodatkowo, ze

= a= .. 3)

Rozwigzania przedstawiajg sie w sposob nastepujacy. Niech
a, i By oznaczajg odpowiednio $rednig arytmetyczna liczb (1)
i ich $rednie odchylenie, dla /= 1, 2, ..k.  Wprowadzmy jeszcze
oznaczenia

J.. Neyman and E. S. Pearson. Biometrika Vol. XX-A,
175—240 i 263-294.



— 124 —

(4)

Wzory na wiarogodnosSci sprawdzanych hipotez mozna
teraz napisac:

®)

(6)

(")

Wzor (7) jest interesujacy z tego wzgledu, ze mozna go
réwniez przedstawi¢ w postaci

(8)

gdzie Tj jest t. zw. stosunkiem wspo6tzaleznosciowym — cechg
zbiorczg zaproponowang przez K. Pearsona i obecnie po-
wszechnie stosowang do sprawdzania hipotezy H”, jednak bez
blizszego sprecyzowania warunkéw. Mamy tu wiec znéw przykiad
tego, ze ogdlnie przyjeta metoda sprawdzania hipotezy jest, przy
odpowiedniem sprecyzowaniu zagadnienia, konsekwencjg ogéinych
zasad, opublikowanych w wyzej wspomnianej pracy. Prawo praw-
dopodobienstwa, ktéremu ulega q jest znane wobec czego

) R. A. Fisher. Journal of the Roy. Stat. Soc. Vol. LXXXV,
str. 605, 1922. Patrz rowniez publikacja H. Hotelling-'a w Proceeding-s
of the National Academy of Sciences, Vol. Il, str. 657, 1925.
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zagadnienie o sprawdzeniu iiipotezy Ho mozna uwazaé¢ za catko-
wicie rozwigzane.

Praw prawdopodobienstwa ktdrym ulegaja i nie umie-
liSmy przedstawi¢ w formie skornczonej. Natomiast udato sie nam
wyznaczy¢ og6lne wzory na momenty

gdzie f{k) oznacza prawo prawdopodobieristwa na X. Dla trzech
hipotez M, tii \ H., mamy odpowiednio

Zakladajac, ze liczebnos$ci wszystkich populacyj prébnych
wzrastajg nieograniczenie, tatwo jest spostrzec, ze momenty zda-
zajg jednostajnie do granic, odpowiednio:

Wynika z tego, ze odnos$ne prawa prawdopodobienstwa
zdazajg jednocze$nie do pewnych postaci granicznych, Kktorych
momenty réwne sg odpowiednio (13) i (14). Jak tatwo spostrzec
graniczne prawa prawdopodobiefAstwa majg postac :



(15)

(16)

W razach, gdy populacje prébne sa liczne, ze wzordéw tych
mozna korzysta¢ dla niezbednego przy sprawdzaniu hipotez obli-
czania prawdopodobienstwa, ze zostanie zachowana nieréwnos$é

17)

gdzie 7. oznacza dowolna liczbe 0-<a<1. Jesli populacje probne
sg mato liczne, wzory (10) i (11) pozwalaja na przyblizone obli-
czenie tegoz prawdopodobienstwa zapomocag interpolacyjnych
metod K. Pearsona.

Wyniki powyzsze sg uogdlnieniem opublikowanych przez
nas poprzednio w pracy p.t. On the Problem of Two Samples

M. Wajsherg.

Aksjomatyzacja trojwartosciowego rachunku zdah.

Przedstawit J. tukasiewicz dn. 19 lutego 1931 r.

WSTEP.

Praca niniejsza zawiera dowod zupetnosci i niezaleznosci
pewnej mojej aksjomatyki rachunku trojwartosciowego.

Twierdzeniami tej trojwartosciowej logiki sg wyrazenia impli-
kacyjno-negacyjne teorji dedukcji, spetniajace nastepujaca tabelke,
ktérej wartoscig wyrdzniong jest 1.

c 072N

0 /11 1
10120
2 231 2

Buletyn Miedzynarodowy Akademji Umiejetnosci, Marzec, 1930.
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Tworcg rachunku 3-wartoScioweg”o i ogolniej, dla kazdego
naturalnego n, rachunku n-wartosciowego oraz rachunku przeli-
czalnowielowarto$ciowego jest Prof. Jan tukasiewicz

W niniejszej pracy udowadniam, ze kazde twierdzenie ra-
chunku trojwartosciowego jest konsekwencjg uktadu czterech twier-
dzen tegoz rachunku:

/ CaCpq

2 CCp gCCqrCpr

3 CCCpNppp

4 CCNgNpCpg.

Regutami wnioskowania sg przyjete w teorji dedukcji ,reguta
podstawiania™ i ,reguta odrywania".

Konsekwencje powyzszego uktadu aksjomatow nazywac bede
tezami. Wyrazenia implikacyjno-negacyjne oznacza¢ bede przez
»wd". Dla zadnych wd, explicite wypisanych, nie bede udowad-
niat, ze sg twierdzeniami rachunku tréjwarto$ciowego, gdyz to sie
da zawsze uskuteczni¢ przy pomocy powyzszej tabelki.

Rozdziat | niniejszej pracy zawiera wyprowadzenie z powyz-
szej aksjomatyki przy pomocy wyzej wymienionych regut pewnych
tez pomocniczych. Rozdziat Il zawiera dowdd zupeinosci tej
aksjomatyki, za$ rozdziat Ill dowdd jej niezaleznosci.

Celem okazania zupetnosci danej aksjomatyki, udowadniam
kolejno, ze

a. Kazde wd a jest teza, jezeli dla pewnego wd  tezami sa:

CN'(.CN"yj. i  CCJAM.CCyViri'Ma.

b. Oznaczajagc dla dowolnych wd a i n! oraz dowolnej
zmiennej [+, przez a[ja' wd, ktére powstaje z a drogg podsta-
wienia wd n! zamiast [, mamy, ze
jezeli jakies wd a zawiera dwie zmienne réznej postaci fii 7, to

1. CpCi~a jest teza, jezeli ap/C',"," jest teza,

2. CN';;>CN'yj. jest teza, jezeli jest teza, oraz

3. CC[i CCA/~Pfna jest teza, jezeli tezami s3:

av/Cp?, av/yvcp.? i ajVv.

Po»- J- Lukasiewicz i A. Tarski. Untersuchungen iiber
den Aussagenkalkul. ~ Comptes Rendus d™ séances de la Soc. des Sciences
et des Lettres de Varsovie XXIIl. 1930. CI. lll. Poza tern: J. Lukasiewicz.

Philosophische  Bemerkungen zu mehrwertigen Systemen des  Aussagenkalkdls
(tamze).
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c. Wobec a. i b. kazde twierdzenie a rachunku trojwar-
toSciowego, zawierajagce dwie nieréwnoksztattne zmienne, jest
teza, jezeli tezami sg pewne jego podstawienia, zawierajace mniej
zmiennycli réznej postaci — zatem w ostatecznym rzedzie, jezeli
tezami sg wszystkie twierdzenia rachunku trojwartosciowego, ktdre
nie zawierajg dwuch nieréwnoksztattnych zmiennych.

d. Jezeli jakie$ wd a jest twierdzeniem rachunku tréjwar-
toSciowego i kazda zmienna, zawarta w a, jest rownoksztattna
ze zmienng p, to tezami sa wd: oofj/Cpp, a™M/ACpp oraz
CC7i AMMCCA/MNINMNa;  naskutek tego tezami sg wd: CpCita,
CATiCA/'pa i ccp ApCCA/ppa, zatem réwniez a jest teza,
zgodnie z a.

e. Wobec c. i d. Kazde twierdzenie rachunku tréjwarto-
sciowego jest teza.

Uwazam za mity obowigzek ztozy¢ na tem miejscu jaknaj-
serdeczniejsze podziekowania Prof. Dr. Janowi tukasiewi-
czowi, ktorego liczne wskazéwki, zawsze chetnie mnie udzie-
lane, przyczynity sie do znacznego poprawienia niniejszej pracy
zarbwno pod wzgledem formalnym jak rzeczowym.

ROZDZIAL 1.

Dowody tez pisa¢ bede sposobem Prof. J. Lukasiewicza,
uzytym w Jego ,Elementach logiki matematycznej"

Dowdd tezy 6 przy pomocy tezy 5 oraz dowodd tezy 15
przy pomocy tez 6 'i 74 — pochodza z tegoz dzieta. Prawie
dostownie powtdrze za tem dzietem (str. 66 i 67) co nastepuje.

»Kazda udowodniona teza zaopatrzona jest w numer i po-
przedzona wierszem dowodowym. Tak np. twierdzenie 5 bedzie
poprzedzone nastepujacym wierszem dowodowym:

2p/Cpq, qCCqg rCpr,rls *C2 — 5.

Wiersz dowodowy sklada sie zawsze z dwuch czesci prze-
dzielonych gwiazdka. Cze$¢ pierwsza wskazuje na naszym przy-
ktadzie, ze do tezy 2 nalezy zastosowal regute podstawiania.
Cze$¢ wiersza dowodowego znajdujgca sie po gwiazdce wskazuje,

Pr.J. Lukasiewicz. Elementy logiki matematycznej. Skrypt
autoryzowany. Opracowat M. Presburger. Warszawa 1929.
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ze otrzymane w poprzedni sposob podstawienie tezy 2 ma po-
sta¢ okresu warunkowego, ktérego poprzednik jest rownoksztattny
z tezg 2, a nastepnik jest réwnoksztattny z wiasnie dowodzonem
twierdzeniem 5. Mozemy wiec stosujac regute odrywania udo-
wodni¢ twierdzenie 5".

Napis typu ,rs/o" zastepuje ,rla, sir/".
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ROZDZIAL Il

W definicjach znak ,//" oddziela definiendum od definiens.
W dowodach twierdzenn nie powotuje sie na definicje.

Df. 1 Jezeli a jest teza, to pjest teza.
Uwaga. Nie powotuje sie na nastepujace twierdzenia:
a. a”™a.

b. Jezeli a—»R oraz —»7, to

c. Jezeli a jest tezg i a— B, to [i jest teza.

d. Jezeli Call jest teza, to

Df. 2. jezeli A jest liczba naturalna, to:
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Przyktad. Teza 41 przy zastosowaniu powyzszej definicji
przybiera postac: CC"pqC'-pg.

TIl. Jezeli m jest liczbg naturalng, oraz
sa wd, to tezg jest:

Twierdzenie powyzsze udowadniamy przy pomocy tezy 16,
stosujac indukcje wzgledem m.
Tj. Jezeli m i /7 sg liczbami naturalnemi, mCn oraz
sa wd, to

Dowdd przy pomocy tezy / i T™.
T3. Jezeli k \' m liczcbami naturalnemi, oraz
sg wd, to

Dowd6d przy pomocy tezy 41 i T/,

Tj. Jezeli a jest wd oraz m jest liczbg naturalng, m> 1
i ciggi wd aj, a®, ... a" oraz Bj, fi.,... réznig sie od siebie
tylko porzadkiem wyrazow, to

Dowdd przy pomocy tezy /5 i Ti.
T5. Jezeli a i B sg wd oraz B powstaje z a w drodze

zastgpienia w a jego czesci wiasciwej wd 7 przez wd o, to
tezami sg badz:

(zespét A)
badz :

(zespét B)
Uwaga 1. W dowodzie niniejszego twierdzenia oraz twier-
dzen T, i Tg korzystam wytacznie z tez: 2, 16, 33 i 34 oraz

ich konsekwencyj.

CZEC whasciwa = cze$é rézna od catosci.
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Uwagfa 2. W dowodach twierdzen niniejszej pracy maja-
cych postaé okreséw warunkowych, oznacza¢ bede, za Prof.
St. Le$niewskim, poprzedniki odnosnych twierdzen przez ,Hp",
za$ nastepniki przez iz .

Dowdd.

Oznaczmy Tz przez

a. Jezeli a', B,y, S is sg wd, oraz o! jest rownoksztattne
z jednem z trzech wd Cs7', C" ~ i N, za$ R' jest rowno-
ksztattne odpowiednio z jednem z trzech wd:
to

Istotnie, jezeli 7', o' i =sg wd, to tezami sg nastepujace wd
oraz te wd, ktére powstajg z nastepujacych drogg zamiany
na 3' i nawzajem:

Wynika stad, ze przypisujac wd a' i B w trzech mozliwych
kombinacjach posta¢ zgodng z zatozeniem otrzymamy w kazdym
z tych wypadkdw, ze

Jezeli Hp, to
b. Istniejg trzy ciagi skoniczone wd:
oraz =1, takie, ze
oraz dla /t= 1, 2.../? — 1  jest rownoksztattne z jed-
nem z trzech wd Ce”a®, Cv/AsN i za$ odpowiednio
lub
Wobec a. wynika stad, ze
c. T(a,, 7.1, Bi) oraz
d. Dla
tatwo okazaé, ze
e. Jezeli /:=!, 2.n—2 oraz

Rzeczywiscie, jezeli oznaczymy przez Ai, A-, Bi, Ro
lejno nastepujace pary wd:
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oraz przez odpowiednio te pary wd, ktére po-
wstajg z powyzszych dzieki zastgpieniu przez i nawza-
jem — to wobec d. tezami sg badZz wyrazenia par

i badz badz badz
wreszcie Rozpatrujagc kazdg z tych mozli-

wosci, tatwo dochodzimy do wniosku, ze
Np. w wypadku pierwszym Kkorzystamy =z nastepujgcych dwuch
podstawien :

Stosujagc dwukrotnie regute odrywania do kazdej z tych tez
otrzymujemy oraz
Z tatwos$cig udowadniamy obecnie

Uwaga. tatwo okaza¢, ze, jezeli dla ciggu wd, wymienio-

nego pod b.: wypadek ten, ze ma
postac zachodzi réwno m razy niewykluczone
to: tezami sg wyrazenia zespotu jest liczbg nie-
parzystg za$ wd zespotu B w przeciwnym wypadku.

Jako przyktad moga postuzyé tezy:
oraz zespo6t tez twierdzenia

Jezeli sg wd i jest liczbg naturalng oraz
istnieje pewien cigg wd , taki, ze . i dla
powstaje w drodze zastapienia w jego
czesci  wiasciwej przez to tezami sa pewne wd
postaci oraz gdzie
wyrazenia sg rownoksztattne , albo
Dowdd.
Oznaczmy przez
Jezeli
a. W mysl poprzedniego twierdzenia tezami bedg pewne
wd postaci oraz gdzie jest postaci
lub Zatem
b. Dla jezeli to tezami sa
pewne wd postaci oraz
gdzie dla jest postaci lub pozatem

wobec tego. powstaje z a zatem rowniez
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z w drodze zastgpienia czeSci wiasciwej przez
w mys$l poprzedniego twierdzenia tezami beda pewne wd postaci
oraz gdzie s3
postaci Ot6z, stosujac otrzymac
mozemy z tez il teze
za$ z tez
teze
Wobec a. i b. mamy, ze czyli
Uwaga 1. Ciag scharakteryzowany w istnieje dla wd
zawsze, gdy wd  zawiera n czeSci wiasciwych
takich, ze zadna z nich nie jest czescia drugiej, zas Powstaje
z w drodze =zastgpienia tych czesci odpowiednio przez wd
np. gdy powstaje z a droga podstawienia
i a zawiera rowno n czeSci rownoksztattnych ze zmienng

Uwaga W Tz mozna zastgpi¢ przez i nawza-
jem, gdyz konsekwencja jest zdanie, ktére otrzymuje sie
z Hp droga zamiany na i nawzajem, oraz na
i nawzajem.

Df. 3. sg tezami.

Uwaga. czytamy jest rownowazne

Twierdzenia nastepujace sg stuszne przy zatdzeniu,
ze zmienne w nich wystepujgce zastepujg wyrazenia teorji dedukcji.

Jezeli

Jezeli

Jezeli  jest teza oraz to  jest teza.
lezeli sg tezami, to

Jezeli  jest teza,

Jezeli przy zalozeniach twierdzenia

Dowdd.
W wypadku niniejszym, zgodnie z ' i uwaga 2 po
tezg bedzie pewne wd postaci oraz pewne
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wd postaci C"™iC e+«C C a, gdzie wd
sg postaci lub a zatem sg tezami, gdyz

Stad tezami sg Ca i i Ci*a, zatem a==|j, ¢. b. d. o.

Uwaga. Zgodnie z powyzszem, zastepujac w jakiem$ wd a
pewne jego czesci przez wyrazenia im réwnowazne, otrzymujemy
wd réwnowazne a.

T,. Jezeli a i Bsa wd oraz [j powstaje z 'y.w drodze za-
stgpienia w a pewnych jego czesci wiasciwych réwnoksztattnych
z wd Y > przez wd rownoksztaltne z o, to tezami sa

oraz

Dowd6d przeprowadzamy przy pomocy

Df. 4. iar... N il Jezeli y Ny sq tezami,
to b jest teza.

Tio.

Uwaga. Zamiast powyzszego twierdzenia moznaby okazaé,
ze tezag jest

Analogicznie mozna zastapi¢ tezami wszystkie twierdzenia,
wystepujgce w ponizszym dowodzie.

Dowdd.

S~ Do 0o 0 o

n.
Tz (k, n).
Tli. Tezami sa
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Dowdd.

punkt
punkt
Jezeli spetniony jest poprzednik twierdzenia
tezg jest
Dowdd.
lezeli Hp, to wobec tezg jest
pozatem wobec 49 tezami sg oraz

Stosujac tatwo okaza¢, ze wobec
powyzszego tezg bedzie wd

Przy pomocy udowadniamy obecnie, ze
Jezeli  jest wd, zawierajgcem zmienne , to
Dowdd.
Jezeli
punkty
punkty

Analogicznie otrzymujemy.

Oznaczmy wd przez

V Tj,. Jezeli a jest twierdzeniem rachunku tréjwartosciowego,
to a jest teza, jezeli tezg jest kazde twierdzenie rachunku troj-
wartosciowego, ktére nie zawiera dwach nieréwnoksztattnych
zmiennych.
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Dowdd otrzymujemy przy pomocy Tjg, biorgc pod uwage,
ze jezeli jakie$ twierdzenie rachunku trojwarto$ciowego it zawiera
dwie nierownoksztattne zmienne, powiedzmy ,p" i ,q", to wyra-
zenia

sg rowniez twierdzeniami rachunku tréjwartosciowego, jako pod-
stawienia twierdzenia tegoz rachunku a i pozatem zawieraja mniej
zmiennych réznego ksztattu, niz a.

T15. Jezeli a jest wd, zawierajagcem zmienng ,,p" jako czes¢
wiasciwg, to

Dowdd.

Jezeli Hp, to

a.
wod poprzedniego twierdzenia).

Tz (Tio, a).

Tu;. Jezeli @« jest wd i kazda zmienna, ktora wystepuje
w V. jest rownoksztattna z ,p", to jezeli a' ma postac
albo apiNCpp, to a— Cpp albo

Dowadd.

Oznaczmy niniejsze twierdzenie przez T (a).

a. Jezeli a jest zmienng, to T (a).

Rzeczywiscie, ¢/ ma wtedy posta¢ Cpp albo NCpp, zatem
y.""Cpp albo a” NCpp.

b. Jezeli jakie$ wd a ma posta¢ Ca™a”,, oraz
to T(a).

Rzeczywiscie, jezeli n jest wd i kazda zmienna w niem

wystepujaca jest postaci ,p", to, skoro a ma postaé C”ja.™, to
al i a, sg réwniez wd, nie zawierajagcemi zmiennych nieréwno-
ksztattnych z ,p".
Jezeli zatem 1(~1) i T (a"), to kazde z wd: oCjp/Cpp,
jest réwnowazne jednemu
z wd: Cpp i NCpp. Wobec Tg wnioskujemy stad, ze a' jest
rownowazne jednemu z czterech nastepujacych wd:
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Wobec T;, punkty g i k, kazde z tych czterech wyrazen
jest rownowazne Cpp badz NCpp, zatem rowniez a', c.b. d. o.

c. Jezeli jakie$ wd a ma posta¢ N”i, oraz T (a®), to T (a)
Dowo6d przy pomocy Tg oraz T; punkt e.

Tz (a, b, ©).

T17. Jezeli y jest twierdzeniem rachunku trdjwartosciowego,
nie zawierajgcem zmiennych, nieréwnoksztattnych z ,p", to jezeli
O' ma posta¢ o.plCpp badz y.p NCp p, to a' jest teza.

Dovydd.

Jezeli Hp, to a' jest podstawieniem twierdzenia rachunku
tréjwartosciowego, zatem ot jest rdwniez twierdzeniem tegoz
rachunku, stad wobec Tu, 'y'"Cpp, gdyz Zzadne twierdzenie
rachunku trojwartosciowego nie jest rownowazne NCpp.  Zatem
wobec 19 jest tezg, c. b. d. o.

Df. 5. Jezeli a i [i sa wd, to ,,a jest krotsze od [3' znaczy
tyle co: ,a zawiera mniej znakéw postaci ,,C" albo ,,N", niz [i".

Np. ,,NCpg"  jest krétsze od ,,NNCpg", ale nie jest
krotsze od ,.CpCpqg".

Uwaga. Woyrazen typu ,a jest najkrétszem wd o wihasnosci
F" bede uzywal w tem znaczeniu, ze: ,7. jest wd o wiasnosci F
i nie jest krétsze od zadnego wd o wiasnosci F".

Tjg. Jezeli jakie$ wd a posiada wiasnos¢ F oraz kazde wd
o wiasnosci F, nie bedace najkrétszem wd o tejze wiasnosci,
jest rownowazne pewnemu krotszemu wd o tejze wihasnosci —
to a jest rdGwnowazne pewnemu wd, bedacemu najkrétszem wd
o wiasnosci F.

Tl). Jezeli a jest wd i zawiera cze$¢ wilasciwg postaci

to cf/. jest postaci ,,NCpp", albo jest réwnowazne pew-
nemu wd, krdétszemu od a.
Dowad.
Istotnie, jezeli @ nie jest postaci ,NCpp", to, wobec Hp,
a zawiera cze$¢ 7 badZz réwnoksztattng z ,,NNCpp" badz réw-

noksztattng dla pewnego wd f z jednem z nastepujacych wd:
CCpp'S, C'sCpp, CNCpp™ i C'iNCpp. Wd 7 jest réwno-
wazne pewnemu wd S, a mianowicie odpowiednio wd: Cpp, f>
Cpp, Cpp i N~ (T7 punkty e, g, j, k, 1). Zatem, zgodnie
z Tg, a jest réwnowazne takiemu wd [, jakie otrzymuje sie z

w drodze zastgpienia 7 przez pewne wd rownoksztattne z S;
pozatem  jest krétsze od a, gdyz Z jest krotsze od 7.
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Uwaga. Kazda zmienna wystepujgca w jest réwnoksztattna
z pewng zmienng, zawartg w a.

T20. Jezeli n jest wd, zawierajacem zmienne wyiacznie
rownoksztattne z ,p\ to a posiada te wiasno$¢, ze jest badz
réwnoksztattne z ,,p", badz zawiera cze$¢ postaci ,,Cpp" albo ,,Np\

Dowdéd.

Oznaczmy powyzszg wiasno$¢ przez ,,F", wtedy

a. ,p" posiada wasnosé F.

b. Jezeli jakie$ wd f i posiadajg wilasnos¢ F, to
rowniez posigde wiasno$¢ F, — gdyz albo

1) jedno przynajmniej z wd f i/ zawiera cze$¢ postaci
,Cpp" albo ,,Np" i wtedy C'M1 zawiera réwniez taka cze$¢, albo

2) f i sg postaci ,,p", zatem C'fl- jest postaci ,,Cpp".

c. Jezeli jakies wd f posiada wiasnos¢ F, to réwniez wd
7V posiada te wilasnos¢ (dowod jak punktu b.).

Tz (a, b, ¢, Hp).

T-ji. Jezeli jakie$ twierdzenie rachunku trojwartosciowego
ma posta¢ ,,CCp Np CCNp prj", gdzie a nie zawiera zmiennych
nierownoksztattnych z ,p", to Bjest postaci CCpNpCCNppCpp
albo jest rownowazne pewnemu Kkrétszemu twierdzeniu rachunku
tréjwartosciowego postaci ,,CCp Np CCNp pof", gdzie a' réw-
niez nie zawiera zmiennych nieréwnoksztattnych z ,p".

Dowdd.

Jezeli Hp, to

a. a nie jest postaci ,,p" ani ,,Np", gdyz, jak fatwo spraw-
dzi¢, ani wd CCpNpCCNppp, ani wd CCpNpCCNppNp

nie sg twierdzeniami rachunku trojwarto$ciowego.
» b. a jest postaci ,Cpp" i wtedy 3 postaci ,,CCpNp —
CCNppCpp" albo a zawiera pewng czes¢ wiasciwa postaci
»Cpp" albo ,Np" (T"0. a)-

c. a nie jest postaci ,,N Cp p" (jak a.).

d. Jezeli a zawiera cze$¢ wilasciwa postaci ,,Cpp", to
a w mys$l Tu, z uwaga oraz c. jest réwnowazne pewnemu Kkrot-
szemu wd a', zawierajagcemu rowniez zmienne wylgcznie postaci
»P"; zatem, zgodnie z Tg, wd CCpNpCCNppc/., czyli ?, jest
réwnowazne CCp Np CCNp pc/', wyrazeniu krétszemu od (3.

e. Jezeli a zawiera cze$¢ wiasciwg 7 postaci ,,Np”, to®
oznaczajgc przez a' jakieS wd, ktore powstaje z w drodze
zastgpienia { przez ,p', oraz oznaczajac przez [§ pewne wd
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postaci CCpNpCCMpp™, mamy, ze [ takze powstaje z ™
naskutek takiego zastgpienia, oraz ze ? powstaje z fi' naskutek
zastgpienia odwrotnego.
Stad wobec T, tezami bedg C» C'C N pp C'C p N p"™orSiz
Przy pomocy Tj i T™ fatwo okazad,
ze wobec ostatniego tezami bedg C??' i zatem, ze
Otéz jest krotsze od fi, gdyz a' jest krotsze od a, po-
zatem n' zawiera zmienne wytgcznie postaci ,p".
Tz
To2. Jezeli Hp twierdzenia T.,i, to fi jest teza.
Dowad.
Jezeli Hp, to wobec Tjg i T"i ? badz jest postaci
badz jest rownowazne temuz wyrazeniu, jako
najkrétszemu twierdzeniu rachunku trojwartoSciowego, bedacemu
postaci CCp N pCC N pp'y', gdzie a' zawiera zmienne wyitgcznie
postaci ,,p".
Wobec powyzszego, biorgc pod uwage, ze wd
CC Npp Cpp jest konsekwencjg tez / i 78, mamy ze Tz.
«[Tjg. Jezeli a jest twierdzeniem rachunku tréjwartosciowego,
zawierajgcem zmienne wylgcznie postaci ,p", to a jest teza.

Dowod.

Jezeli Hp, to

a. a zawiera ,p" jako cze$¢ wiasciwag.

b.

c. ap/Cpp, rfpINCpp i CCpNpCCNpp'y- sg twier-
dzeniami rachunku tréjwartosSciowego — wobec reguty podsta-

wiania i tezy 7.
sg tezami

To,,. Jezeli a jest twierdzeniem rachunku tréjwartosciowego,
to 7. jest tezg
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ROZDZIAL Il

W niniejszym rozdziale zajmuje sie kwestja niezaleznosci
kazdej z tez 1, 2, 3 4 od trzech pozostatych.

Dla tez 1, 3 4 przeprowadzam dowod niezaleznosci me-
todg tabelkowg — tabelki ponizsze podat mi taskawie Prof.

J. kukasiewicz. Warto$cig wyr6zniong w nich jest ,/".

Dla 1:

Dla tezy 2 wole — przy sposobnosci — bardziej og6lnie
udowodnié, ze nie jest ona konsekwencjag zadnego ukladu wyra-
zen teorji dedukcji, ktérego elementy zawierajg conajwyzej dwie
zmienne roznego ksztattu oraz ktorego konsekwencjg nie jest
kazde wd.

tatwo zauwazy¢, ze uktad tez 1, 3 \ 4 posiada zadane
whasnosci.

Rozwazania nasze prowadzimy w spos@b nastepujacy:

Oznaczmy przez ™, a, '{*>)" nastepujgce zdanie:
,Ci ™ jest dla pewnego wd f postaci ‘¢ piy. q"yj"

tatwo zauwazyé, ze

Gdziekolwiek w niniejszych wywodach uzywam wyrazen ., p i qe("
badz ,-~p e" pomijam istotne dla dowodu zastrzezenie, ze nie zawiera
innych zmiennych niz ,,p" i ,,q", wzglednie ,,p".
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a. Dla dowolnych wd wtedy
i tylko wtedy, gdy dla pewnych wd zachodzi
jeden przynajmniej z nastepujacych wypadkow:
jest postaci albo za§  jest po-
staci
2) jak z zamiang na i nawzajem.
Niech dalej dla pewnych
a nie jest rownoksztattne z oraz
jezeli dla jakich$ wd
i ? sg rownoksztattne odpowiednio badz
Np. moze mie¢ postaé
ale nie
Bez dowodu przyjmiemy, ze dla tych wd mamy
c. Dla dowolnych wd jezeli jest postaci
i zarazem postaci
Powyzsze jest oczywiste w wypadku, gdy sa zmiennemi.
Z c. wynika
d. Dla dowolnych wd jezeli dla pewnych wd
jest postaci i zarazem to kazde
wd ktore dla pewnego wd jest postaci jest za-
razem dla pewnego wd postaci
Dalej mamy
Dla dowolnych wd jezeli  jest postaci
oraz to dla pewnego wd jest postaci
Rzeczywiscie, przy danem zalozeniu, albo jest jednej
z postaci i wtedy wniosek jest oczy-
wisty — albo f jest dla pewnego wd postaci i wtedy,

zgodnie z c.
Wobec a. z tego ostatniego wynika, ze albo
jest dla pewnego wd postaci albo
jest dla pewnych wd postaci
Mozliwy jest jednakze tylko pierwszy wypadek, gdyz z dru-
giego wynika, ze: badZz a jest dla pewnego wd ny postaci
badz jest dla pewnego wd postaci , CO jest sprzeczne z a.
Zatem wniosek jest stuszny.
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Niech dalej Cafi zawiera rowno n zmiennych réznego ksztattu,
powiedzmy: ,pi", “~p-"eeey,p"o0raz niech
bedzie ciagiem zmiennych.

Oznaczmy obecnie dla kazdego wd ‘f przez ,f*" pewne
wd 'f' takie, ze badz

1) f' powstaje z f drogg zastgpienia w f kazdej jego
czesci f1, bebacej dla pewnego wd postaci p/'~-q , przez

— badz
'2) f'= f, jezeli T takiej czeSci '$" nie zawiera.
Przyktady: wezmy Ccfl[i, S i odpowiednio postaci:
1
2.
3.

Przyjmujac powyzsze okreslenie mozna udowodnic

f. Jezeli jakie$ wd f jest konsekwencjg pewnego ukiladu
U wyrazen teorji dedukcji, zawierajacych conajwyzej 2 zmienne
réznego ksztattu, to jest rowniez konsekwencjg U.

W tym celu okazujemy kolejno (dla dowolnych wd 'f,

a. Jezeli f jest postaci '“iplighfi, to jest postaci
albo postaci

Istotnie, jezeli, przy powyzszem zatozeniu, T zawiera pewng
czesé ktéra dla pewnego wd jest postaci ‘'l"ip/anIs, to
zachodzi jeden przynajmniej z trzech nastepujacych wypadkéw :

1) jest dla pewnego wd postaci

2) J jest dla pewnego wd postaci ¥2 p/* albo

3) jest czescia pewnej czesci 'f, rownoksztattnej z ¢ lub z Tj.

W pierwszym wypadku, zgodnie z d., f jest dla pewnego
wd f' postaci M'p/a™” (3, zatem  jest postaci
W drugim wypadku, zgodnie z e., i wzglednie jest dla pew-

nego wd f:, postaci Zatem w obu ostatnich wypad-

kach, zastepujac w T kazdg cze$¢ rownoksztattng z 6 lub z

odpowiednio przez lub r™, zastepujemy tem samem % przez
Zatem jezeli nie jest postaci

jest postaci
[i. Jezeli f nie zawiera znaku .
Jezeli f jest podstawieniem pewnego wd ukiadu U, to
jest podstawieniem tegoz wd
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Jezeli f jest postaci Ci A oraz 'f, ', ~i sg kon-
sekwencjami U, to TJ* jest rowniez konsekwencjg U.
Istotnie, przy danem zatozeniu: albo  —fi albo — Tj za-

wiera dla pewnego wd cze$¢ postaci 'faph gli> i wtedy f~ ma
posta¢ Cc' vj®, g'dzie €' jest rownoksztattne z ¢ albo jest podsta-
wieniem C (zatem j' jest konsekwencjg U). W obu wypadkach
r jest konsekwencjg U.

tatwo obecnie okaza¢ f. przy pomocy 7. i 0. jezeli sie
uwzgledni nastepujace znane twierdzenie:

Jezeli jakie$S.wd T jest konsekwencjg pewnego uktadu wy-
razen teorji dedukcji, to pozostanie konsekwencjg tegoz uktadu,
jezeli regule podstawienia ograniczymy w tym sensie, ze podsta-
wia¢ wolno bedzie jedynie w wyrazeniach danego uktadu.

Wr6émy obecnie do przykiadu 1. po okresleniu ,,'fA".

Jak widzimy, dla wd 'f, bedacego podstawieniem tezy 2,

ma posta¢é CCprqC Cqp>Cqgig>. Otéz konsekwencja jest
kazde wd, zatem, wobec f, jezeli f jest konsekwencjg uktadu U
o wihasnosciach wymienionych w f., to kazde wd jest konsek-
wencjg U. A wiec teza 2 nie jest konsekwencja takiego uktadu
U, jezeli niekazde wd jest konsekwencja U — c. b. d. o.

Analogiczng metodg mozna udowodni¢ twierdzenie nastepu-
jace: jezeli jaki$ uktad U wyrazen teorji dedukcji spetnia pewna
tabelke T o skonczonej liczbie wartosci, oraz jezeli dla pewnego
naturalnego k wd C"p p speinia tabelke T, to: badZ jest
konsekwencja i/, badz jakies wd, ktore spetnia T, nie jest kon-
sekwencjg U, badz jedno przynajmniej wyrazenie ukladu U za-
wiera wiecej niz dwie zmienne.

Na zakonczenie warto zaznaczy¢, zgodnie z pewng uwagq
Prof. J. Lukasiewicza, ze uklad tez 1, 2, 3 i 4 daje- sie
zastgpi¢ przez uktad tez 7, 2, 36 i 4.
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M. Wajsberg.

Ein Axiomensystem des dreiwertigen

Aussagenkalkuls.

Mémoire présenté par M. J.tukasiewicz dans laséance dul9 Février 1931.

Meine polnische Abhandlung, die unter demselben Titel in
dieser Nummer erscheint, enthdlt Beweise der Vollstandigkeit
und der Unabhangigkeit eines gewissen von mir aufgestellten
Axiomensystems des dreiwertigen Aussagenkalkils.

Richtige Aussagen dieses dreiwertigen Kalkils sind alle
Ausdriicke des Aussagenkalkils, die mit Hilfe zweier logischen
Verknipfungen: ,,Cp q" (Implikation) und ,,Np" (Negation) ge-
bildet sind und die die folgende Tabelle erfillen, deren ausge-
zeichnete Wert ,,1" ist.

Der hier betrachtete dreiwertige Aussagenkalkil ist von
Prof. J. Lukasiewicz geschaffen worden

Ich beweise in der polnischen Abhandlung, dass jede wahre
Aussage des dreiwertigen Aussagenkalkils eine Folgerung des
folgenden Axiomensystems ist:

B w o

Zum System gehoren zwei Schlussregeln: eine Einsetzungs-
regel, die die Aussagenvariablen in richtigen Aussagen durch
andere Aussagen zu ersetzen erlaubt, sowie eine Abtrennungs-

Vergfleiche J.tukasiewicz und A. Tarski. Untersuchungen Uber
den Aussagenkalkul. Comptes Rendus des séances delaSoc. des Sciences
et des lettres deVarsovie XXIII. 1930. CI. Ill. Ausserdem: J. tukasiewicz.

Philosophische Bemerkungen zu mehrwertigen Systemen  des  Aussagenkal-
kils (daselbst).
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regel: sind C”-? und a richtige Aussagen, dann ist B eine rich-
tige Aussage.

Um die Vollstandigkeit des obigen Axiomensystems zu
beweisen leite ich aus ihm erstens gewisse Thesen ab (Seiten
129—131 dieser Nummer), zweitens beweise ich:

a. Sind CRCR'~-. CA”CA™a und CC? TBCCAM?a
Folgerungen (des gegebenen Axiomensystems), dann ist auch c
eine Folgerung.

b. Bezeichnen wir, fiir beliebige Aussagen a und a' und
jede Variable B, mit aR/a'" die Aussage, die aus a durch Ein-
setzung von a' fur R entsteht, so gitt, sofern a zwei Variablen
von verschiedener Form R und y enthalt:

1) ist aB/Cv7 sine Folgerung, so ist CRCRa eine Folgerung,

2) ist aB/ATCw eine Folgerung, so ist CAMICA"T"a eine
Folgerung - sowie,

3) sind aY/CRB, aY/TVCRR und aR/Y Folgerungen so ist
auch CCRTVR CCA"R Ra eine Folgerung.

Aus. a. und b. schliessen wir dass

c. Jede richtige Aussage des dreiwertigen Aussagenkalkils,
die zwei Variablen von verschiedener Form enthdlt, ist eine Fol-
gerung (des gegebenen Systems), wenn alle Substitutionen dieser
Aussage, die weniger Variablen von verschiedener Form enthal-
ten, Folgerungen sind. Daher genigt es zu zeigen, um die Voll-
standigkeit des Axiomensystems zu beweisen, dass alle richtige
Aussagen des dreiwertigen Aussagenkalkils, die keine zwei Va-
riablen von verschiedener Form enthalten, Folgerungen sind.

d. Ist a eine richtige Aussage des dreiwertigen Aussagen-
kalkuls und sind alle Variablen, die in a vorkommen, mit R
gleichgestaltet, dann sind die folgenden Aussagen Folgerungen:
alRCRR, aR/7VCRR und CCR AMCC AR Ra; darauch schliessen
wir, dass CRCRa, CTVRCA”Ra und CCN CCN'y. Folge-
rungen sind, folglich auch a (a.).

Aus c. und d. folgt endlich, dass

e. Jede richtige Aussage des dreiwertigen Aussagenkalkils
eine Fojgerung des gegebenen Axiomensystems ist.

Am Ende meiner polnischen Abhandlung beweise ich, dass
das zweite Axiom: CCpqCCqrCpr von jeder Aussagenmenge
unabhéngig ist, von welcher mindestens eine Aussage unabhéngig
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ist und deren Elemente keine drei Variablen von verschiedener
Form enthalten (als Beispiel kann die Meng-e dienen, die aus
dem ersten, dritten und vierten Axiome besteht). Man kann
&hnlich wie den letzten Satz auch den folgenden beweisen:

erfillt eine Aussagenmenge M eine Tabelle T, die eine
endliche Zahl von Werten enthélt und fir eine g-ewisse natirliche
Zahl k auch von der Aussage C"pp erfullt wird — dann ist
entweder ,,p' eine Folgerung von M, oder eine gewisse Aussage,
die T erfillt, ist keine Folg-erung von M, oder endlich ein ge-
wisses Element von M enthédlt mehr als zwei Variablen von
verschiedener Form.



Posiedzenie

z dnia 21 marca 1931 r.

Karol Borsuk i Stefan Mazurkiewicz.

O hyperprzestrzeni kontynudw.

Komunikat zgtoszony na posiedzeniu w dniu 21 marca 1931 r.
Streszczenie.

W nocie niniejszej dowodzimy nastepujgcego twierdzenia
0 hyperprzestrzeni danej przestrzeni E (t. zn. o przestrzeni
zbioréw zamknietych zawartych w E):

Jezeli E jest kontynuum, wdwczas hyperprzestrzen jest
tukowo spdjna.

Karol Borsuk et Stefan Mazurkiewicz.

Sur l'hyperespace d'un continu.

Note présentée a la séance du 21 Mars 1931.

Soit E un espace métriqgue et compact. On appelle
hyperespace de E et on désigne par I'espace dont les élé-
ments sont les ensembles fermés de E.

Nous désignerons par [j, 5 la distance et le diamétre dans
E, par p, la distance et le diamétre dans 2".

J) Comp. Vietoris: Monatsh f. Math. Phys. 33 (1923) p. 49—62;
Waiewski: Fund. Math. IV (1923), p. 214-245.
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Théoréme 1. L'byperespace d'un continu est ,arcwise
connected

Supposons que est un continu. Soient: C un ensemble fermé,
connexe, Dun continu et supposons que:
Désignons par i'(C, D) Il'ensemble de tous les continus K tels
que C X D . Soit

Formons la suite d'ensembles fermés, connexes:
de maniere suivante: (1) H*iC, D, r)= C; (11 soit
Tensemble de tous les points: x sD tels que
I'ensemble H" ~iC, D, 'gq) est le composant de
contenant D, r). Je dis qu'il existe un premier entier
tel que pour
En effet, si pour un entier
alors D — D , "/)=4=0, donc d'apres un théoréme de
Janiszewski -)

Soit D, nX[D—K™C, D, T])], on a d'apres
la signification de A",(C, D, Y} I'inégalité:
donc pour

L'ensemble D E étant compact, il en résulte que la suite
est finie.

On a évidemment:

@
On sait que I'(C, D) est un continu.
Posons maintenant:

(2)

3)

Un espace est ,arcwise connected"™ si tout couple de ses points
peut étre relié par un arc simple contenu dans l|'espace considéré.
-) Janiszewski: These. Paris 1911 p. 22, Th. 1IV.
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(4)

©)

Je dis que M'(C, D) est un continu Péanien dans con-
tenant C et D.

En effet il résulte de (3) que <I>i(C, D) est un continu

contenant C et O; la formule (4) montre que si D) est
un continu contenant C et D, il en de méme pour D).
Donc D) est un continu contenant C et O pour tout
entier m et d'apres (5) il en est de méme pour M'(C, D).

Pour démontrer que D) est Péanien, il suffit de
démontrer, qu'il est pour tout r{>0 décomposable en une
somme finie de continus de diametre ou ce qui revient
au méme, qu'il est, pour tout k naturel — décomposable en
une somme finie de continus de diameétre D). Or
c'est assurément le cas pour /:=!, d'aprés (3) et la relation:
(6)

Supposons que I'énoncé est vrai pour un entier k. On a alors:

()

les y~. étant des continus tels que:

Sierpinski: Fund. Math. | p. 44.
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<8) D), D)1
donc d'aprés (1), (2):

9) D).

D'autre part (4), (5) entrainent

(10) D=y  H{LJ{C D)
I ni M =1

«= 1, 2...7V|C, D, D)

donc I'énoncé est vrai pour AM-I-l.

Il en résulte que ~'(C, D) est un continu Péanien

E étant un continu soit A un sous-ensemble fermé de E,
c.-a-d. As

Soit p un point de A, et désignons par (p) I'ensemble
composé du seul point p. D'aprés ce que nous avons démontré
il existe un continu Péanien contenant (p) et E.
Ce continu peut étre représenté par une fonction continue X{t),
ortrl, o)y = {p), Xil) = E.

Considérons la fonction continue: A X (1),

Elle représente un continu Péanien contenant: A = A et
A~Xil) = E. Donc un élément quelconque de peut étre
relié a E par un continu Péanien dans 2”. Il en résulte immé-

diatement que 2" est ,arcwise connected".

On voit facilement que pour AsU' (C, D), Xi ¢U'(C, D) on a l'une
des relations: XCX~”; A, CA"
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Jan tukasiewicz.

Dowo6d zupetnosci dwuwartosciowego
rachunku zdan.

Komunikat, przedstawiony dnia 21 marca 1931 r.

Streszczenie.

W komunikacie tym autor przedstawia elementarny dowod
zupetnos$ci dwuwarto$ciowego rachunku zdan, opartego na alter-
natywie i negacji jako na wyrazach pierwotnych.

Jan tukasiewicz.

Ein Vollstandigkeitsbeweis des zweiwertigen

Aussagenkalkiuls.

Vorgelegt am 21 Mérz 1931.

INHALT.

. Das System. —81. Grundzeichen. — 82. Axiome. — 83. Schluss-
regeln. — 8 4. Technik der Ableitungen. — § 5. Abgeleitete Thesen. —
§ 6. Eine Bemerkung zum System der ,Principia mathematica".

Il. Vorbemerkungen zum Vollstdndigkeitsbeweis. — 8§ 7. Voll-
standigkeit und Widerspruchsfreiheit. — 8 8. Beweis der Widerspruchsfrei-
heit. — 8§ 9. Grundidee des Vollstandigkeitsbheweises. — § 10. Zusammen-
stellung der Formeltypen. — 8§11. Ubersicht der Formeltypen. — § 12. Einige
Hilfssétze.

. Der Vollstandigkeitsbeweis. — §13. Variable und Negation. For-
meltypen F1 und F2. — § 14. Alternative. Formeltypen F33, F322 und
F 323. — 8§ 15. Das ,,a" in den Formeltypen F31 und F 321. — § 16. For-
meltypen F 311, F 3211, F 3121, F 32121, F 3122, F 32122, F 3123 und F 32123.
§ 17. Formeltypen F 313, F 3213, F 3133 und F 32133. — § 18. Formeltypen
F 3131, F32131, F 31321, F 321321, F 31322, F 321322, F 31323 und F 321323.—
§ 19. Schlusshemerkungen.

I. Das System.

8§ 1. Grundzeichen. Dashier betrachtete gewdhnliche oder
zweiwertige System des Aussagenkalkils ist ebenso, wie dasin
den ,Principia  matbematica" dargestellte System, auf der Ne -
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gation und der Alternative als Grundbegriffen aufgebaut
Definitionen anderer Zeichen, wie der Implikation, der Kon-
junktion und der Aquivalenz, werden in das System nicht eingefiihrt.

Die Aussagenvariablen bezeichne ich mit kleinen lateini-
schen Buchstaben: ,p", ,,q", .r", ,s"... . Die Negation der
Aussage ,,p" bezeichne ich mit ,,Np" (lies ,nicht-p"). Die Alter-
native der Aussagen ,p" und ,q" bezeichne ich mit L,Apq"
(lies ,,p oder g"). Sowohl die Negation einer Aussage als auch
die Alternative zweier Aussagen sind Aussagen. Die Voranstel-
lung der Funktoren ,,N" und ,,A" vor die ihnen zugehérigen
Argumente macht alle Interpunktionszeichen, wie Klammern oder
Punkte, entbehrlich -). Dadurch werden die Formeln kirzer und
bekommen eine eindeutig bestimmte Struktur, was flir meta-
logische Untersuchungen von grosser Wichtigkeit ist

In dieser klammerfreien Symbolik wird sich der Leser am
leichtesten zurechtfinden, wenn er nur immer darauf achtgibt,
dass zu einem jeden ,,N" eine-, und zu einem jeden ,,A" zwei
Aussagen gehdren, die unmittelbar jeden Buchstaben nachfolgen.

Vgl. A. N, Whitehead and B. Russell, Principia  mathema-
tica, Vol. I, Cambridge 1910, p. 97. Anstatt des Ublichen Ausdrucks ,Dis-
junktion" gebrauche ich lieber den Terminus ,Alternative".

L. Willgenstein, Tractatus logico-philosophicus, London 1922,
behauptet (S. 126, These 5-461):

»,Bedeutungsvoll ist die scheinbar unwichtige Tatsache, dass die logi-
schen Scheinbeziehungen, wie " und j, der Klammern bedirfen — im Ge-
gensatz zu den wirklichen Beziehungen".

Dem gegenliber mochte ich feststellen, dass die logischen ,,Scheinbe-
ziehungen", wie "~und 3. d. h. Alternativen und Implikationen, der Klam-
mern nicht bedurfen, sobald man eine geeignete Symbolik erwdhlt. Schon
Frege, der Begrinder des Aussagenkalkils, hat in seiner Begriffsschrift — {\S19)
eine Symbolik dieses Kalkils erfunden, in der keine Klammern vorkommen.

Im Lehrbuch von D. Hilbert und W. Ackermann,  Grundziige
der theoretisct>en Logik (Die Grundlehren der mathematischen Wissen-
schaften, Bd. XXVII, Berlin 1928), wird das Zeichen der Alternative ,, /"
héufig fortgelassen (vgl. a. a. O. S. 9). So wird z. B, das ,,Assoziations-
gesetz" sowohl in der Form ,A'N/(y™ 2Z) Z)" (s. S. 23), als
auch in der Form: ,,X{VZ) >y{XZ)" (s. S. 27) dargestellt. In der von mir
eingefiihrten Bezeichnungsweise kann jenes Gesetz nur auf eine einzige
Art ausgedrickt werden, namlich durch die Formel: ,CApAqrAqApr"
(der Buchstabe ,,C" entspricht dem Zeichen der Implikation ,, >"). In klam-
merfreien Formeln darf (berhaupt kein Zeichen weggelassen werden.
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8§ 2. Axdome Das Systems ist axiomatisch aufgebaut und
auf drei Axiome sowie zwei Sclilussregeln gegriindet. Die Axiome
lauten :

; AN AN Apgr AN pr
2 ANANApgrANgr
3 ANANprANANQrANApar.

Einleuchtend sind diese Formeln nicht. Werden sie aber
mit Hilfe der Implikation ausgedrickt, so kdnnen sie leicht zur
Evidenz gebracht werden.

Die Implikation wird bekanntlich im System ,N, A" in
folgender Weise definiert:

Cpg = ANpag.
In Worten: ,Wenn p, so " bedeutet soviel als ,nicht-p oder
q" Auf Grund dieser Definition kann dberall ,,AN" durch

,C" und ,,C" durch ,,AN" ersetzt werden.
Wird diese Einsetzungsregel auf die Axiome 7 —3 ange-
wendet, so erhdlt man die Formeln :

| CCApqrCpr
] CCApgrCqr
n CCprCCqrCApqr.

In diesen Formeln kommen drei Ausdriicke vor:

1) ,,CApgr" (,wenn p oder g, so r") ist der Vorder-
satz von | und Il und der Nachsatz von IlIl.

(2) ,Cpr' (,wenn p, so r") ist der Nachsatz von | und
der erste Vordersatz von Il

(3) .,Car" (,wenn g, so r") ist der Nachsatz von Il und
der zweite Vordersatz von Il

Die Formeln I—1ll besagen demnach: Ist eine Aussage
vom Typus ,,wenn p oder ¢, so r" anerkannt, so dirfen nach I
und 11 auch die Aussagen vom Typus ,wenn p, so r" und
,wenn ¢, so r" anerkannt werden. Sind umgekehrt Aussagen

Die dlteste mir bekannte Gleichsetzung der Ausdriicke vom Typus
S<4ANaR" und ,,Coc™" findet sich bei Boethius, De syllogismo hypothetico
(ed. Mig ne, Patr. lat, T. LXIV, 1891, p, 876): Ea vero propositio quae
dicit ,,aut non est A aut est B" .. est similis ei propositioni quae dicit
,Si est A, est B". (Vgl. dazu P ran1l, Geschichte der Logik im Abendlande,
I, S. 719).
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vom Typus ,wenn p, so r" und ,wenn ¢, so r" anerkannt, so
darf auch nach Il die Aussage vom Typus ,wenn p oder q,
so r" anerkannt werden.

Diese Schlussweisen sind evident; folglich sind es auch die
Formeln I—IIl. Wird nun in ihnen ,,C" durch ,,AN" ersetzt,
so bekommen wir die Axiome /—3.

8 3. Schlussregeln. Zun&chst einige terminologische Fest-
setzungen : Aus den Zeichen des Systems konnen Ausdricke
gebildet werden, die teils Aussagen sind, wie z. B. ,p", ,A/p",
LAPG”,  L,ANgrt  f >>NApqg", teils keine Aussagen sind, wie
z. B. ,N", A", ,pq\ ,pN", ,0Ar". Ausdricke, die Aussagen
sind, nenne ich Formeln Formeln beliebiger Art bezeichne
ich mit griechischen Buchstaben.

*) Der Ausdruck ,Formel™ wird gewdhnlich induktiv definiert.
Nun aber hat Hr. S. Led$niewski, nachdem er bereits in seinen Univer-
sitdtsvorlesungen uUber die Logistik 1924 25 eine strukturelle Definition
der Formel fur die Protothetik gegeben hatte, im Jahre 1930 die Aufgabe
gestellt, fur den klammerfreien Aussagenkalkil mit Definitionen eine struk-
turelle Definition der Formel zu finden. (Vgl. im Zusammenhang damit die
Abhandlung Leé$nie wski's: Uber Definitionen in der sogenannten Theorie
der Deduktion, die in diesen Sitzungsberichten demnéchst erscheinen wird.)
Diese Aufgabe hat in meinen Seminaribungen 1930 Hr. S. JaskowsKki
teilweise geldst, indem er eine rein strukturelle Definition der Formel fir
das System ,N, C" ohne Definitionen fand, die Ubrigens ebensogut auf das
System ,N, A" anwendbar ist. Auf Grund der daran ankniipfenden Uber-
legungen des Hrn. C. Rozenberg sowie einer Bemerkung des Hrn. A,
Tarski, hat Hr. Jaskowski 1931 seine wurspringliche Definition der
Formel in folgender Weise vereinfacht (statt ,,C" schreibe ich ,A™):

Ein aus den Buchstaben ,N" wund , A" sowie aus kleinen lateinischen
Buchstaben, d. h. Variablen, gebildeter Ausdruck ist dann und nur dann eine
Formel, wenn er folgende Bedingungen erfullt:

(1) Die Anzahl der im Ausdruck vorkommenden Buchstaben , A" ist
kleiner, als die Anzahl der Variablen.

(2) In jedem eigentlichen Abschnitt des Ausdrucks — d. h. in jedem
Teil des Ausdrucks, der mit dem Anfangsbuchstaben beginnt und hdchstens
mit dem vorletzten Buchstaben abbricht — ist die Anzahl der Buchstaben
LJA" nicht kleiner, als die Anzahl der Variablen.

Aus den Bedingungen (1) und (2) ergibt sich, dass der letzte Buch-
stabe einer Formel stets eine Variable ist, und dass die Anzahl der Buch-
staben ,,A" in einer Formel um Eins kleiner ist, als die Anzahl der Variablen.

»N" spielt in der Definition keine Rolle.



- 157

Axiome und die aus ihnen gemadss den Schlussregeln abge-
leiteten Formeln nenne ich Thesen. Thesen sind also die im
System anerkannten Formeln.

Die zwei Schlussregeln, die zur Ableitung der Thesen die-
nen, sind die Einsetzungs- und die Abtrennungsregel.

Die Einsetzungsregel lautet: Werden ineiner T ese
fir gleicbgestaltete  Variablen (z. B. fur ,p") uberall, wo sie
vorkommen, beliebige gleic’gestaltete  Formeln (z. B. ,,Apq")
eingesetzt, soistdas Ergebnis der Einsetzung eine Tljese.

Die Abtrennungsregel lautet: Sind Formeln vom
Typus ,,/IA%aR" und ,,a" Thesen, soist auch »R" eine Tf ese.

Beide Schlussregeln sind evident. Die Abtrennungsregel
geht in die bekannte Schlussregel ,,modus ponens" Uber, wenn
man ,,AN" durch ,,C" ersetzt.

8 4. Tednik der Ableitungen Vor einer jeden abzu-
leitenden These, die alle mit laufenden Nummern versehen und
dadurch als Thesen kenntlich sind, befindet sich eine nicht-nu-
merierte Zeile, die von mir die ,Beweiszeile" genannt wird.
Jede Beweiszeile besteht aus zwei Teilen, die durch das Zeichen
» X" getrennt sind. Was vor und nach diesem Trennungszeichen
steht, bezeichnet dieselbe Formel, nur auf eine andere Weise.
Vor dem Trennungszeichen ist die Einsetzung angegeben, die an
einer bereits gegebenen These ausgefihrt werden soll. Z. B. In
der Beweiszeile, die zur These 4 gehort, bedeutet der Ausdruck:
»2p NApq, glr, riANgr", dass in2 fur ,,p" ,,NApg", flr
»q" r* und far ,,r" ,,ANgr"  eingesetzt werden soll. Die These,
die durch diese Einsetzung entsteht, ist im Beweisgang der Kirze
halber weggelassen; sie sieht folgendermassen aus:

4" ANAN AN Apgr ANgr ANr ANgr

Der Ausdruck nach dem Trennungszeichen ,,AN2 —4" deutet
die Konstruktion ebenderselben These 4'an, und zwar in einer
solchen Weise, die einleuchtend klar macht, dass auf4' die
Abtrennungsregel angewendet werden kann. Man sieht ndmlich,
dass These 4" vom Typus ,idyVaR" ist,wo,r'" die These 2

") Vgl. dazu: J. tukasiewicz, Philosophische Bemerkungen zu
mehrwertigen  Systemen des Aussagenkalkiils ~ (Comptes Rendus des séances
de laSociété des Sciences etdes Lettres de Varsovie XXIII. 1930. CI. II),
S. 55, 56.
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bezeichnet; also kann von ihr ,B", oder 4, als neue These ab-
getrennt werden.

In der Beweiszeile zur These 6, und auch sonst ofters, is"
die Abtrennungsregel zweimal angewendet. Der Ausdruck ,rqlp"
bedeutet, dass sowohl far ,r" als auch fir ,,g" ,,p" eingesetzt
werden soll.

Schliesslich mdchte ich hervorheben, dass alle Ableitungen
luckenlos und vollstdéndig formalisiert sind. Das heisst, die Rich-
tigkeit der Ableitungen kann selbst von solchen Lesern kontrol-
liert werden, denen nur die Schlussregeln bekannt sind, nicht
aber die Bedeutung der Zeichen

§ 5. Abgeleitete Thesen. Es werden nur diejenigen Thesen
abgeleitet, diefiur den Vollstdndigkeitsbeweis notig sind. Die
Nummern dieser Thesen sind mit einem Sternchen bezeichnet.
Zu solchen Thesen gehdren auch die Axiome, die folglich auch
mit dem Sternchen versehen sind.

*J ANANApgrANpr
*2 ANANApgqrANgr
*3 ANANprANANgrANApgr
2pINApq, q:r,r ANgr X AN2 —4
4 ANrANgr
Igir, r/ANgApr \  AN4rlApr —5
5 ANpANQgApr
3r/ANgApr, q'Apr X AN5~AN4nApr —6
6 AN ApAprAN gApr
opINp, rip, g ANrANgr X AN4rgip —AN4 —7
*7 ANpp
3rgip X AN7 — AN7 — 38
*8 ANAppp
1rApq X AN7 p Apg — 9
*9 ANpApQ

2r'Apg X AN7 piApg—70

) Die nachstehenden Ableitungen widersprechen m. E. der irrigen
Meinung, dass formalisierte Beweise wegen ihrer ungewdhnlichen Lé&nge
praktisch undurchfuhrbar seien. Man muss eben die Technik der Ableitungen
vervollkommnen. Daran scheint man bisher nicht ernstlich gedacht zu haben,
denn die meisten Beweise inder Mathematik und auch in der Logik (s. z. B.
die ,,Principia mathematica) sind noch immer nach dem Vorbild Euklids
stilisiert.



13

14

15

17

*78

*19

*21

22

23

*24

25

*26

27

28

*29

159



160
*30

31

32

33

*34

36
37
*38
39
uo
41
U2
43
44

*45

§ 6. Eine Bemerkung zum System der ,Principia mathe-
matica™. Im Aussagenkalkil der ,,Principia” wird bekanntlich
noch vor der Aufstellung der Axiome die Implikation definiert,
so dass die formalen Axiome des Systems mittels der Zeichen
der Implikation und der Alternative dargestellt sind. Es sind
dies die folgenden finf Axiome :

Vgl. a. a. O. S. 100, 101.
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*1-2 CAppp

*1-3 CqgApq

*|-4 CApgAgp

*1'5 CApAqrAgApr
*1-6 CCqgrCApgApr

Wie Hr. Bernays gezeigt hat(was mir tbrigens schon
friher bekannt war), ist *1*5 aus den ubrigen Axiomen ableitbar'”).

Die formalen Axiome der ,,Principia® kdnnen nun aus un-
seren Axiomen 1—3 abgeleitet werden, sofern man ,,AN" durch
,.C" ersetzt. Und zwar erhdlt man *1"2 aus These 8, *1'3 aus
10, *1'4 aus 11 (nach Vertauschung derBuchstaben ,,p" und
LY *r5 aus 18 und *\'6aus 25. Daraus ersieht man schon,
dass die Axiome 1—3, oder nach Einflhrung der Implikation die
im 8 2 besprochenen Formeln 1—Ill, zur Begriindung des Aussa-
genkalkils ausreichen.

Es lohnt sich vielleicht zu bemerken, dass im Gegensatz
zum Axiomensystem der ,,Principia" die Formeln 1 — Il mit
einander eng verwandt sind und zusammen eine Idee aus-
driicken: die Idee ndmlich, dass Aussagen vom Typus ,wenn p
oder g, so r' zweien Aussagen vom Typus ,wenn p,so r" und
Lwenn g, so r' dquivalent sind.

Il. VVorbemerkvingen zum Vollstandigkeitsbeweis.

8 7. \ollsindigkeit ud Widerspruchsfreiheit Ein auf
gegebenen  Axiomen und Schjtussregeln  errichtetes System des
Aussagenkalkils  I"eisst dann und nur dann vollstandig, wenn
jede Formel des Systems entweder aus den Axiomen  gemass

“) P.Bernays, Axiomatische Untersuchung des  Aussagen-Kalkuls
der ,,Principia Mathematica” (Math. Zeitschrift, Bd. 25, Berlin 1926), S. 312,
313. Vgl. dazu meine Note: Démonstration de lacompatibilité des axiomes
de lathéorie de la déduction (Annales de la Société Polonaise de Math.,
T. Ill, Krakéw 1925), S. 149. Im Lehrbuch von D. Hilbert und W. Acker-
mann ist *1'3 durch ,,Cp Apq" ersetzt (s. a.a.0. S. 22),

") Zu den hier entwickelten Begriffen der Widerspruchsfreiheit und
Vollstandigkeit vgl. E. L. Post, Introduction to a generat theory of ele-
mentary propositions  (Am. Journ. of. Math. 43, 1921), S. 169 ff. Vgl. ferner
A. Tarski. Fundamentale Begriffe der Methodologie der deduktiven  Wis-
senschaften  I. (Monatsh. f. Math. u.Phys. 37, 1930), S. 387 f. und S. 390
(Sonderdruck S. 27 f.und S. 30).
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den Scif/ussregeln  ableitbar ist, oder zu den Axiomen frinzu
gefigt die Ableitbarkeit aller  Formeln nach sieb ziet)t.

In dem hier angegebenen Sinne sind auch diejenigen Sy-
steme vollstandig, aus deren Axiomen alle Formeln ableitbar
sind. Es ist jedoch Klar, dass solche Systeme kein Interesse dar-
bieten. Wert fir uns hat nur die Vollstandigkeit widerspruchs-
freier Systeme, und als widerspruchsfrei bezeichnen  wir
ein System dann und nur dann, wenn nicht alle Formeln
des Systems aus den Axiomen ableitbar sind.

Die beiden soeben angefiuihrten Definitionen, die der Voll-
standigkeit und diederWiderspruchsfreiheit, sind so gefasst,
dass sie dasVorkommen irgend einer bestimmten logischen
Funktion im System nicht voraussetzen. Dadurch erhalten die
genannten Definitionen die grosste Allgemeinheit, indem sie auf
beliebige Systeme des Aussagenkalkiils angewendet werden kon-
nen, selbst auf solche, in denen die Negation nicht vorkommt
Zu solchen Systemen gehort u.a.das auf der Sheffer'schen
Disjunktion gegrindete System Nicod's, ferner gewisse frag-
mentarische Systeme des Aussagenkalkils, wie der sogenannte
»beschrankte" AussagenkalkiiP*')» sowie das vom Hrn. S. Les$-
niewski axiomatisierte System der , Aquivalenzensitze"

Wir koénnten ganz einfach voraussetzen, dass das von
uns betrachtete System widerspruchsfrei ist. Da aber der Beweis
der Widerspruchsfreiheit mit keinen besonderen Schwierigkeiten
verknipft ist, so wollen wir diesen Beweis im Folgenden skizzieren.

§ 8. Beweis der Widerspruchsfreiheit. Die Widerspruchs-
freiheit eines Systems des Aussagenkalkiils kann bewiesen werden,
wenn man eine Eigenschaft E auffindet, die folgende Bedingungen
erfillt: (1) Die Eigenschaft E kommt allen Axiomen des Systems

Die ubliche Definition der Widerspruchsfreiheit ist mit Hilfe der
Negation formuliert und besagt, dass Ineinem widerspruchsfreien System
keine zwei Formeln vom Typus ,a" und ,,N a" abgeleitet werden konnen.
Es kann leicht nachgewiesen werden (auf Grund der These 19, s.oben §&05),
dass inunserem System die beiden Definitionen der Widerspruchsfreiheit
Ubereinstimmen.

Vgl.J. tukasiewicz und A. Tars ki, Untersuchungen Gber
den Aussagenkalkil (Comptes Rendus des séances de la Société des Scien-
ces etdes Lettres de Varsovie XXIIL 1930. GI. Ill), Sonderdruck S. 13.

Vgl. S.Les$niewski, Grundzige eines neuen Systems der
Grundlagen der Mathematik (Fundamenta Math. XIV, Warszawa 1929), S. 15-30.
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zu. (2) Die Eigenschaft E ist in bezug auf die Schlussregeln des
Systems ,hereditar”, d. h. sie vererbt sich auf alle Thesen, die
aus Thesen abgeleitet sind, denen jede Eigenschaft zukommt.
(3) Die Eigenschaft E kommt der Variablen ,p" nicht zu.

Der Sinn dieser Bedingungen ist evident. Kdénnen aus den
Axiomen nur solche Thesen abgeleitet werden, denen die Eigen-
schaft E zukommt, und hat die Variable ,,p" diese Eigenschaft
nicht, so ist ,p" aus den Axiomen nicht ableitbar. Das System
ist somit widerspruchsfrei, da nicht alle Formeln aus den Axiomen
ableitbar sind.

Eine solche Eigenschaft E kann fir das von uns betrachtete
System auf Grund der gewdhnlichen ,,zweiwertigen Matrix" leicht
konstruiert werden. Wir wahlen uns zwei beliebige konstante
»Werte" aus, etwa ,,0" und ,,1", und treffen folgende Bestimmungen:

/100 = 0, A10 = 1, NO=1,
A01=A, 411 = 1, AN1=0.

A Diese Gleichungen sind in der nebenstehenden Ta-
0 011 belle zusammengestellt (das erste Argument von
1110 A" steht links, das zweite oben).

Wird in einer Formel ,,a" fir jede Variable einer von den
Werten ,,0" oder ,,1" eingesetzt, so nenne ich den auf diese
Weise entstandenen Ausdruck eine dem ,a" zugehorige Wert-
formel. Jede Wertformel, sofern sie nicht einer Variablen
zugehort, lasst sich gemass der obigen Tabelle reduzieren,
d. h. abkirzen, und das Endergebnis der sukzessiven Reduktionen
ist jedesmal entweder ,,0" oder ,,1". So entsteht z. B. aus der
Formel ,ANpg” durch die Einsetzung p/1, qo die Wertformel
HI"ANQO", die nach der Reduktion in ,,0" {bergeht.

Wir sagen nun: Eine Formel hat die Eigenschaft E dann
und nur dann, wenn alle ihr zugehoérigen Wertformeln durch
Reduktion geméss der obigen Tabelle den Wert ,1" ergeben.

So hat z. B. die These 9 ,,ANpApg" die Eigenschaft E, denn
wir bekommen :
Fur p/O, qio ANOAOO = A10 = 1,
p 0, qll 4 ANO/101 = /(111 = 1,
. PI1, do

A01=".

» P11, a1 ANIAn
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Hat eine Formel ,,a" die Eigenschaft E,so kann ,a" gleich ,1"
gesetzt werden.

Die Eigenschaft E erflllt die drei oben angegebenen Bedin-
gungen. Erstens kommt sie den Axiomen 1—J zu, was unmittelbar
verifiziert werden kann. Zweitens kommt sie der Variablen ,p"
nicht zu, dafir plO die dem ,,p" zugehodrige Wertformel gleich
,0" ist. Drittens ist Ein bezug auf die Schlussregeln der Ein-
setzung und Abtrennung hereditdr. Fir die Einsetzungsregel ist
diese Behauptung evident. Dass sie auch fur die Abtrennungs-
regel gilt, kann folgendermassen gezeigt werden : Haben zwei
Formeln vom Typus ,,ANa.”" und ,a" die Eigenschaft SO ist:

[17Valk=I sowie 7= 1.
Daraus bekommen wir:
R=:/qOR = 1.

Die letztere Gleichung aber ist nur dann richtig, wenn ,,B" gleich
1" ist, also die Eigenschaft E besitzt.

Damit ist der Beweis der Widerspruchsfreiheit unseres
Systems erbracht.

§ 9. Grundidee des Vollstindigkeitsbeweises. In einem
unvollstdandigen System des Aussagenkalkiils gibt es Formeln,
die weder aus den Axiomen ableitbar sind noch zu den Axiomen
hinzugefliigt die Ableitbarkeit aller Formeln nach sich ziehen.
Solche Formeln wollen wir freie Formeln nennen Wenn
wir also annehmen, dass unser System unvollstandig ist, so
missen inihm freie Formeln vorkommen. Da aber alle Formeln
aus einer endlichen Anzahl von Buchstaben bestehen, so muss

So ist z.B. inmeinem dreiwertigen System des Aussagenkalkils
die Formel ,,C CNp pp" eine freie Formel. Vgl. dazu meine inFussnote ")
zitierte Arbeit Philosophische Bemerkungen S. 67, sowie die in Fussnote
zitierte Mitteilung von kLukasiewicz und Tarski, Sonderdr. S. 12.
Vgl. ferner die polnische Abhandlung von M. Wajsberg, Aksjomatyzacja
tréjwartosciowego rachunku zdan (Comptes Rendus des séances de la So-
ciété des Sciences etdes Lettres de Varsovie XXIV. 1931. CL IIL).

A. Heyt in g, Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik
(Sonderausgabe aus den Sitzungsberichten der Preuss. Akad. d. Wiss. Phys.-
Math. KI. 1930. IL), hat ein System des Aussagenkalkils axiomatisch entwickelt,
in welchem u. a.die Formel ,,ApNp" (der Satz vom ausgeschlossenen
Dritten) eine freie Formel ist.
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es unter diesen freien Formein wenigstens eine geben, von der
keine andere freie Formel Kkirzer ist, d.h.aus einer Kkleineren
Anzahl von Buchstaben besteht. Wird nun gezeigt, dass esin
unserem System keine klrzeste freie Formel geben kann,
so gibt es Uberhaupt im System keine freien Formeln und der
Vollstandigkeitsheweis ist damit erbracht.

Die Durchfiihrung des Beweises beruht darauf, dass man
alle Formeltypen einzeln durchgeht und daraufhin feststellt, dass
die kirzeste freie Formel keinem Typus angehéren kann und
daher im System nicht vorkommt. Der hier gegebene Voll-
standigkeitsbeweis ist ebensowenig formalisiert, wie der oben
skizzierte Beweis der Widerspruchsfreiheit, und deshalb ist er
nicht so streng, wie die Ableitung der Thesen unseres Systems
aus den Axiomen. Ich war jedoch bestrebt die intuitiven Uber-
gange im Beweisgang mdoglichst klar zu gestalten, so dass ich
hoffen kann, dass der Beweis sogar dem Anfanger keine Schwierig-
keiten bereiten wird.

§ 10. Zusammerstellung der Fomeltypen. Jede Formel
unseres Systems ist entweder eine Variable, z. B. ,p", oder eine
Negation vom Typus ,,Na", oder eine Alternative vom Typus
.4 aR". Inden zuletzt genannten Formeltypen kann ,a" wie-
derum entweder eine Variable sein, also ,,p", oder eine Negation
vom Typus ,,Na", oder eine Alternative vom Typus ,4 aBR",
so dass wir aus den vorhergehenden speziellere Formeltypen
bekommen, namlich:

aus ,,Na'" bekommen wir: ,,Np", ,,NNa" »NAaMN™;
” ”llarg" 7 2 llApa"! 11ANa{-i"1 llAAa{il(”'

Diese Spezifikation der Formeltypen setzen wir solange fort, als
es flr unseren Beweis ndtig ist. Im Ganzen werden wir folgende
36 Formeltypen zu untersuchen haben :

Fl p F21 Np

F2 Na F 22 NNa

F3 f4al F 23 fiak
F31 Apa F 321 AN pa

F 32 ANa'p F 322 AN  NaR

F 33 AAaRY F 323 ANAaRN



Alle Formeltypen sind mit einem ,F" und nachfolgenden
Ziffern so bezeichnet, dass man leicht herausfinden kann, aus
welchen allgemeineren Typen die spezielleren entstehen. Und
zwar bezeichnet ,1" die Variable ,p", ,2" den Buchstaben ,N"y
»3" den Buchstaben ,A"-; es entspricht also der Bezeichnung
,F3132" ein Formeltypus, der mit ,,ApAN" beginnt, dann
kommen griechische Buchstaben in alphabetischer Reihenfolge,
die nicht mehr mit Ziffern bezeichnet sind. Betrachtet man nun
z. B. die Formeltypen F 31321, F 31322, F 31323, so sieht man
sofort, dass sie alle aus dem Formeltypus F 3132 hervorgehen,
indem das ,a" in F 3132 in die drei moglichen Falle zerfallt:
ny t »Na", ,/laR". Wird daher bewiesen, dass die kirzeste
freie Formel weder zum Typus F 31321 noch F 31322 noch
F 31323 gehdrt, so ist auch dadurch der Beweis geliefert, dass
sie nicht zum Typus F 3132 gehdrt. ~X7%ird dasselbe von den drei
ersten Formeltypen, FI, F2, F3 gezeigt, so ist auch damit der
Vollstdndigkeitsheweis gegeben.

Aus der Darstellung des Vollstandigkeitsbeweises wird Klar
hervorgehen, dass die Untersuchung der hier zusammengestellten
Formeltypen zum Beweis ausreicht.

§ 11. Ubersicht der Formeltypen. Diese Ubersicht be-
zweckt dem Leser eine ldee zu geben, wie der Vollstdndig-
keitsbeweis durchgefiihrt werden wird. Und zwar, unter den
oben angefuhrten 36 Formeltypen befinden sich
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a) 4 Formeltypen :
F3211, F3121, F32131, F31321,

die aus unseren Axiomen ableitbar sind; die kirzeste freie Formel
kann also diesen Formeltypen nicht angehdren, denn sie stellen
Uberhaupt keine freien Formeln dar.

b) Es gibt ferner 4 Formeltypen:

FI, F21, F311, F32121,

die zu den Axiomen hinzugefligt die Ableitbarkeit aller Formeln
nach sich ziehen; die kirzeste freie Formel kann also keinem
von diesen Typen angehdren.

¢) Von den folgenden 6 Formeltypen:

F22, F23, F322, F323, F3131, F 321321,

kann direkt nachgewiesen werden, dass sie gewissen kirzeren

Formeltypen &quivalent sind und daher, was weiter unten gezeigt

werden wird, nicht die kirzesten freien Formeln darstellen kénnen.
d) Weitere 8 Formeltypen :

F 3122, F3123, F32122, F 32123
F 31322, F 31323, F321322, F 321323,

sind solchen Formeltypen von gleicher Buchstabenanzahl &quiva-
lent, von denen schon feststeht, dass sie nicht die kirzesten
freien Formeln darstellen.

e) 3 Formeltypen, in denen zwei ,,A" nebeneinanderstehen:

F33, F3133, F 32133,

werden durch dquivalente Transformationen auf solche Formel-
typen von gleicher Buchstabenanzahl zurlickgeflihrt, in denen
dem ersten ,,A" nicht mehr ein zweites ,,A", sondern entweder
»p" oder ,,N" nachfolgt.

f) Die uUbriggebliebenen 11 Formeltypen:

F2, F3, F31, F32, F321, F312, F 313,
F 3212, F 3213, F3132, F 32132,
brauchen nicht besonders untersucht zu werden, denn alle spe-

zielleren Félle, die aus ihnen hervorgehen, sind schon unter den
Punkten a) —e) berlicksichtigt.
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§ 12. Hnige Hilfssdtze. Im Folgenden werden wir uns
héufig auf gewisse Hilfssdtze berufen, indenen der Begriff der
Aquivalenz vorkommt.

Ich betrachte die Formeln ,a" und ,B8" (mit Ricksicht auf
unser System) als einander &quivalent, in Zeichen

wenn nach Hinzufligung der einen Formel zu unserem System
die andere inihm abgeleitet werden kann.

Eine hinreichende, wenn auch nicht notwendige Bedingung
der Aquivalenz ,a — R" ist die, dass die Formeln :

ANa/~ und AN'po.

Thesen unseres Systems sind. Istndmlich diese Bedingung
erfillt, und wird die eine von den Formeln, ,a" oder ,B", zum
System hinzugefiigt, sokann die andere durch Abtrennung aus
den obigen Thesen gewonnen werden

Ich betrachte ferner die Formel ,,a'als dquivalent
zweien Formeln, ,R" und ,Y", in Zeichen:

a-R, T,

swenn nach Hinzufligung von ,,a" zu unserem System sowohl ,,R"
als auch ,7" abgeleitet werden kann, sowie umgekehrt, nach
Hinzufigung von ,B" und ,7" zum System — ,a" abgeleitet
werden kann.

Eine hinreichende Bedingung der Aquivalenz ,a — R, 7"
ist die, dass die Formeln :

Thesen unseres Systems sind.

Der erste von unseren Hilfssatzen lautet :

H 1. Sind zwei Formeln ,a" und ,R" einander &quivalent,
und ist ,,a" eine freie Formel, so ist auch ,R" eine freie Formel.

Beweis: Ist ,a" eine freie Formel, so ist sie aus den AXio-
men nicht ableitbar; folglich ist auch ,R" aus den Axiomen nicht
ableitbar, denn aus ,R" kann ,a" abgeleitet werden. Ist ferner

Dass diese Bedingung nicht notwendig ist, erhellt aus der Unter-
suchung im & 15, die ein Gegenbeispiel bringt. In den meisten Féllen werden
wir jedoch von dieser Bedingung Gebrauch machen, um gegebene Aquiva-
lenzen nachzuweisen.



- 169 -
,a" eine freie Formel, so sind nach ihrer Hinzufigung zum
System nicht alle Formeln ableitbar; folglich hat auch ,,B" die-
selbe Eigenschaft, denn ,R" ist aus ,a" ableitbar. Die Formel
,R" ist daher weder aus den Axiomen ableitbar noch zieht sie,
zu den Axiomen hinzugefiigt, die Ableitbarkeit aller Formeln
nach sich, d.h., ,R" ist eine freie Formel.

Der zweite Hilfssatz lautet :

H 2. IstdieFormel ,,a"zweien Formeln ,,R3"und,,7"
aquivalent, und ist ,,a" eine freie Formel, so ist wenigstens eine
von den Formeln ,R" oder , 7" eine freie Formel.

Beweis: Ist ,,a" eine freie Formel, so ist sie aus den Axiomen
nich ableitbar; folglich ist wenigstens eine von den Formeln
LR" oder ,Y" aus den Axiomen nicht ableitbar, denn sonst ware
auch ,,a" ableitbar. Ist ferner ,,a" eine freie Formel, so sind nach
ihrer Hinzufligung zu den Axiomen nicht alle Formeln ableitbar;
folglich haben auch ,R" und ,,7" dieselbe Eigenschaft, da sie aus
,a" ableitbar sind. Daraus ergibt sich, dass wenigstens eine
von den Formeln ,R" oder ,7" eine freie Formel ist.

Der dritte Hilfssatz lautet :

H 3. Sind die Formeln ,,a" und ,R" einander &quivalent,
und ist ,B" kirzer als,a,” soist,a" nicht die kiirzeste
freie Formel.

Beweis: Ist ,,a" eine freie Formel, so ist nach H 1 auch ,R"
eine freie Formel, da sieaber Kkiirzer ist als,a", soist ,7"
nicht die kurzeste freie Formel.

Der vierte Hilfssatz lautet :

H 4. st die Formel ,a" zweien Formeln ,,R" und ,7 &qui-
valent, und sind die beiden Formeln ,R" und ,7"" kirzer als
»a", so ist ,7." nicht die kiurzeste freie Formel.

Beweis: Ist ,7." eine freie Formel, so ist nach H 2 wenig-
stens eine von den Formeln ,R" oder ,,7"" eine freie Formel,
da aber beide kirzer sind als ,,a", so ist ,7." nicht die kiirzeste
freie Formel.

I11l. Der Vollstandigkeitsbeweis.

8 13 Varable ud Negation. Fomelypen F1 ud F2.

Nach den Vorbemerkungen, die im Abschnitt 11 gegeben wurden,
kann nunmehr der Vollstandigkeitsbeweis ohne Schwierigkeit
edurchgefiihrt werden. Man muss nur nachweisen, dass in unserem
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System keine kurzeste freie Formel vorkommt; daraus ergibt sich
sofort, dass das System (berhaupt keine freien Formeln enthalt,
also vollstandig ist.

Die kirzeste freie Formel, wenn sie Uberhaupt in unserem
System vorkommt, muss entweder vom Typus einer Variablen
sein (FI), oder vom Typus einer Negation (F2), oder vom
Typus einer Alternative (F 3).

*

* HC
FI. Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus ,p".
Beweis: ist keine freie Formel, denn durch Einsetzung

sind aus ,,p* alle Formeln ableitbar,

*
* *

Der Beweis des Satzes, dass die kurzeste freie Formel nicht
vom Typus einer Negation ist, zerféllt in 3 Félle: F 21, F22, F 23.

F 21: Die kurzeste freie Formel ist nicht vom Typus ,,Np";
wird namlich ,Np" zu den Axiomen hinzugefiigt, so bekommt
man , also alle Formeln.

Beweis :
I Np
\p,Np X I
Il NNp
21 X [hyvii-iii
nm p

Die Beweiszeile zu Il besagt, dass Il durch die Einsetzung
p/Np aus | entstanden ist.

F22: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus ,,NN"/*,
denn es gilt die Aquivalenz :

NNy”y..
Nun ist ,,a" um zwei ,,N" kirzer als ,,NNy"; folglich ist nach
H 3 eine Formel vom Typus ,,NN y" nicht die kirzeste freie

Formel.
Beweis der Aquivalenz :

21 pi'y. X IV
IV ANNNaa

UpINy. X V
Vv ANy.NNy.
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F 23: Die icurzeste freie Formel ist nicht vom Typus
denn es gilt die Aquivalenz :

Nun sind sowohl ,AM™ als auch wenigstens um zwei Buch
Staben Kkirzer als (»7." und ,8" brauchen keine Varia-
blen zu sein, sondern sind beliebige, auch zusammengesetzte
Formeln); folglich ist nach H 4 eine Formel vom Typus

nicht die kiirzeste freie Formel.

Beweis der Aquivalenz :

VI
VIl

VIl

Da nun die Kkirzeste freie Formel weder vom Typus F 21
noch F 22 noch F 23 sein kann, so ist der Satz bewiesen:

F 2. Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus ,7Va".

§ 14. Alternative. Formeltypen F33, F322 und F 323.
Der Beweis des Satzes, dass die kilirzeste freie Formel nicht vom
Typus einer Alternative ist, ist ziemlich umstandlich. Wir be-
trachten zuerst den Fall F 33.

Es gilt die Aquivalenz :

Beweis :

IX

X

Auf Grund dieser Aquivalenz kann jedesmal die Anzahl
der am Anfang stehenden ,,A" um Eins verringert werden. Diese
Transformation kann man solange fortsetzen, bis nach dem ersten
»A" nicht mehr ein zweites ,,A" folgt, sondern entweder eine
Variable oder eine Negation. Alle unseren Formeln bestehen ja
aus einer endlichen Anzahl von Buchstaben. Es muss betont
werden, dass durch diese Transformation die Anzahl der Buch-
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Staben in den Formeln nicht verdndert wird. Daraus ergibt sich,
unter Bericksichtigung von H 1:

F33: Wird angenommen, dass die kirzeste freie Formel
vom Typus F 33 ist, so gibt es auch eine kurzeste freie'Formel
vom Typus F 31 oder F 32.

Dadurch wird F33 auf F31 und F 32 zuruckgefihrt.

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der Formeltypen
F 322 und F 323.
F 322: Die Kkirzeste freie Formel ist nicht vom Typus
denn es gilt die Aquivalenz:

ist um zwei ,,TV" kiirzer als ,,A NN'y/"-, folglich ist nach
H 3 eine Formel vom Typus ,,ANN nicht die kirzeste freie
Formel.

Beweis der Aquivalenz:

X1

Xli

F 323: Die Kkirzeste freie Formel ist nicht vom Typus
denn es gilt die Aquivalenz:

Sowohl ,ANa-'i" als auch ,/AMRV" sind wenigstens um zwei

Buchstaben kirzer als ,,AN A a"j-"-, daher ist nach H4 eine

Formel vom Typus ,ANAY.[j'i" nicht die kirzeste freie Formel.
Beweis der Aquivalenz :

Xlii
4\

XV

Der Beweis dieser Aquivalenz beruht direkt auf den Axio-
men unseres Systems.
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§ 15. Des,a" n den Fomeltypen F3L ud F32L Um den
Vollstandigkeitsbeweis zu Ende zu flhren, missen wir noch nach-
weisen, dass die kirzeste freie Formel weder vom Typus F 31
noch F 321 ist. Wird das Zweite nachgewiesen, soergibt sich
daraus zusammen mit den soeben gegebenen Beweisen fir F 322
und F 323, dass die kirzeste freie Formel nicht vom Typus F 32
ist. Wird dasselbe auch fiur F 31 gezeigt, so ist das ganze F3
erledigt und der Vollstdndigkeitsbeweis durchgefihrt.

In den Formeltypen F 31 und F321, d.h.in ,Apa"” und
-ANpY", sind zwei Félle zu unterscheiden: Entweder enthalt
,a" eine mit ,,p" gleichgestaltete Variable, oder nicht. Wir be-
trachten zuerst den zweiten Fall.

Enthalt ,,a’" keine mit,,p" gleichgestaltete Variable, so
andert sich ,a" nicht, wenn fir ,p" eine beliebige Formel einge-
setzt wird. Wird somit ,,4 pa" resp. ,,ANpa' zum System hinzu-
gefligt, so kann aus den beiden Formeltypen ,a" abgeleitet werden.

Beweis fur F31:

XVl Apa
XVIpINApa X JITVXVI-XVII
XVIlI a
Beweis flr F 321:
XVni ANpa
XVmplANpa XIAAXVIT —X1X
XIX a,

Wird andererseits ,a" zu unserem System hinzugefiigt, so

sind aus ,,a" sowohl ,,Apa" als auch ,,ANpa" ableitbar.
Beweis :
XX a
[Ogia X XX —XXI
XXl Apa
Wgla, piNp X 4TV XX —XXII
XXII ANpa

Damit sind folgende Aquivalenzen bewiesen :
Apaa und ANpa* a.

Der Beweis dieser Aquivalenzen l4sst sich nicht auf Grund der
Formeln ,,ANApaa" und ,,ANo-Apa" resp. ,,ANANpaa' und ,,ANaANpa"
fihren, da weder ,,ANApa.a" noch ,,ANANpaa" furein beliebiges ,,«"
Thesen unseres Systems sind (vgl. Fussnote
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Da nun ,a" kirzer ist als ,,Apa' resp. ,,ANpn.", so ist nach
H 3 keine Formel vom Typus ,,Apy" resp. ,,ANpa." die kiirzeste
freie Formel, — unter der Voraussetzung- natirlich, dass,,a"
keine mit ,p" gleichgestaltete Variable enthélt.

Im Folgenden werden wir daher voraussetzen, dass in den
Formeltypen F31 und F321 ,.77° eine mit ,,p" gleichgestaltete
Variable enthélt.

§ 16. Fomelypen F311, F3211, F3121, F32121, F3122,
F32122, F313 ud F32123 Sowohl inF 31 als auch inF 321
kann ,,a" zunéchst eine Variable sein, und dann ist sie natirlich
gleich ,,p", da wir voraussetzen, dass ,a" eine mit ,,p" gleich-
gestaltete Variable enthalt. Wir untersuchen zuerst die Formel-
typen F 311 und F 3211.

F 311: Die kurzeste freie Formel ist nicht vom Typus
LApp™,  wird namlich ,,App" zu den Axiomen hinzugefigt, so
bekommt man ,p", also alle Formeln.

Beweis :
XX App

8 X 4TV XXl —XXIV
XXIV p

F 3211: Die kirzeste freie Formel istnicht vom Typus
~ANpp", denn diese Formel ist laut These 7 aus den Axiomen
ableitbar.

* *

In den Formeltypen F312 und F3212, d.h.in ,,Ap Na"
und ,,ANp Ny", kann ,a" ebenfalls zundchst eine Variable sein,
und dann ist sie gleich ,p". Die Formeltypen F 3121 und F 32121,
die auf diese Weise entstehen, verhalten sich ebenso, wie die

vorhergehenden.
F 3121: Die Kkirzeste freie Formel ist nicht vom Typus
»APNp", denn diese Formel ist laut These 12 aus den AXio-

men ableitbar.

F 32121: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus
»»ANpNp", denn wird diese Formel zu den Axiomen hinzuge-
fugt, so bekommt man aus ihr ,,Np”, und somit alle Formeln
(vgl. F 21).
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Beweis :

XXV

XXVI

Die anderen spezielleren Formeltypen, die aus F 312 und

F 3212 hervorgehen, ndmlich F 3122 und F 3123 sowie F 32122

und F 32123, sind solchen Formeltypen von gleicher Buchstaben-

anzahl &aquivalent, die nicht die kiirzesten freien Formeln darstellen.

F 3122: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus
denn es gilt die Aquivalenz :

Nun ergibt sich aus Fall F 322, dass keine Formel, die mit
»ANN" beginnt, die kurzeste freie Formel ist; folglich ist
auch keine Formel vom Typus ,,ApNNn" die kirzeste freie
Formel.

Beweis der Aquivalenz :

XXVII

XXVIII
F 32122: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

Der Beweis ist derselbe, wie fur F 3122, nur muss fur ,p
tberall ,Np" eingesetzt werden.

F 3123: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus
denn es gilt die Aquivalenz :

Es ergibt sich aber aus Fall F 323, dass keine Formel, die mit
~ANA"™ beginnt, die kirzeste freie Formel ist; folglich ist
auch keine Formel vom Typus ,,ApNAr/" die kirzeste freie
Formel.
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Beweis der Aquivalenz:

XXIX

XXX

F 32123: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

Der Beweis ist derselbe, wie fir F 3123.

Da nun die kirzeste freie Formel weder vom Typus F 3121
noch F 3122 noch F 3123, und ebenso weder vom Typus F 32121
noch F 32122 noch F 32123 sein kann, so sind dadurch auch die
Séatze bewiesen :

F 312: Die kurzeste freie Formel ist nicht vom Typus

F 3212: Die Kkirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

§ 17. Formeltypen F 313, F 3213, F 3133 und F 32133.
Ein Blick auf die Zusammenstellung der Formeltypen im § 10
gendgt, um uns zu Uberzeugen, dass wir noch zwei Formeltypen
mit ihren Unterféllen zu untersuchen haben, nédmlich F 313 und
F 3213, d. h. ,ApAy/f und

Da diese Formeltypen aus F 31 und F 321 entstanden sind®
so gilt fir sie die Voraussetzung, dass ,,AafB" eine mit ,p"
gleichgestaltete Variable enthalten muss. Wir kénnen annehmen,
dass ,,p" immer in dem ersten Glied der Alternative ,/4aBR"
enthalten ist, also in ,a"; denn wirde ,p" im zweiten Glied,
also in ,B", enthalten sein, so koénnten wir ,a" und ,B" mit
einander vertauschen, auf Grund der Aquivalenzen :

und
Beweis der ersten Aquivalenz :

XXXI

XXXI11
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Der Beweis der zweiten Aquivalenz wird ebenso gefiihrt»
nur muss man fur ,p" Uberall ,,Np" einsetzen.

*
* *

Wir gehen nun zu den Formeltypen F 3133 und F 32133 uber,
d. h. zu Formeln vom Typus ,,Ap A A al-i" und
Auf Grund der vorhergehenden Betrachtung nehmen wir an, dass
die mit ,p" gleichgestaltete Variable in dem ersten Glied der
Alternative ,,AAy.7j'", also in ,,/4aBR"™ enthalten ist. Wir kdnnen
aber noch weiter gehen und annehmen, dass ,,p" in ,,a" enthalten
ist; wirde n&mlich ,p" in ,,8" enthalten sein, so kdnnten wir ,a"
und ,R" mit einander vertauschen, auf Grund der Aquivalenzen:

und

Beweis der ersten Aquivalenz :

XXX

XXXV

Der Beweis der zweiten Aquivalenz beruht auf derselben
These 38, nur muss fir ,,p" dberall ,,Np" eingesetzt werden.
Wir kénnen somit voraussetzen, dass sowohl in
als auch in ,,ANpA A a%'i" die mit ,,p* gleichgestaltete Variable
in 7" enthalten ist.

Es gelten ferner folgende Aquivalenzen :

und

Beweis der ersten Aquivalenz :

XXXV

XXXVI

Der Beweis der zweiten Aquivalenz wird ebenso gefiihrt,
nur muss far ,,p" dberall ,,Np" eingesetzt werden.

In den Formeltypen ,L,ApA aAT"™ resp.
kann ,a" entweder eine Variable sein, und dann ist sie gleich
»P", oder eine Negation oder eine Alternative. In diesem letzte-
ren Falle kann die obige Beweisfiihrung wiederholt werden, so
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dass wir wieder zu Formeln vom Typus ,,ApAo0.A'"" resp.
AN pAy. A'C' gelangen, indenen ,.7" eine mit ,,p" gleichge-
staltete Variable enthdlt. Es ist klar, dass dieser Prozess solange
fortgesetzt werden kann, bis wir nach dem ,p" keine zwei nach-
einanderfolgende ,,A" bekommen. Wir koénnen somit folgende
Sétze aufstellen:

F 3133: Wird angenommen, dass die kurzeste freie Formel
vom Typus F 3133 ist, so gibt es auch eine kirzeste freie For-
mel vom Typus F 3131 oder 3132.

F 32133: Wird angenommen, dass die kurzeste freie For-
mel vom Typus F 32133 ist, sogibt esauch eine kirzeste freie
Formel vom Typus F 32131 oder F 32132.

Dadurch werden F3133 und F 32133 auf andere Formel-
typen zurlckgefihrt.

8§18. Fomelypen F3131, F 32131, F31321, 32131,
F3132, F 321322, F 31323 ud F 321323 Sowohl in F 313 als
auch InF 3213 kann ,a" zundchst eine Variable sein, und dann
ist sie gleich ,p", dawir immer annehmen koénnen, dass,,a"
eine mit ,p" gleichgestaltete Variable enthélt. Wir untersuchen
zuerst die Formeltypen F 3131 und F 32131.

F 3131: Die kirzeste freie Formel istnicht vom Typus
~ApApa", denn esgilt die Aquivalenz:
ApApy”™ ApCf.

Nun ist ,,Ap 0" um zwei Buchstaben kirzer als ,,ApApc/”; folg-
lich ist nach H 3 eine Formel vom Typus ,,ApApa" nicht die
kirzeste freie Formel.

Beweis der Aquivalenz :

Wal'y. X XXXVII

XXXVII ANApApy.Apa
WglApo. X XXXVIII
XXXVIII ANApaApApy.
F 32131: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus
,»ANpApcf", denn Formeln von diesem Typus sind aus den

Axiomen ableitbar.
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Beweis :

XXXIX

In den Formeltypen F 3132 und F 32132, d. h. in
und ,ANpPAN |, kann ,7" ebenfalls zunachst eine Variable
sein, und dann ist sie gleich ,p". Die Formeltypen F 31321 und
F 321321, die auf diese Weise entstehen, verhalten sich &hnlich,
wie die vorhergehenden.

F 31321: Die Kkiirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

denn Formeln von diesem Typus sind aus den

Axiomen ableitbar.

Beweis :

XL

F 321321: Die kiirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

denn es gilt die Aquivalenz :

»ANpa' ist aber um 3 Buchstaben kirzer als
folglich ist nach H 3 eine Formel vom Typus
nicht die kiirzeste freie Formel.

Die Ubrigen Formeltypen, die aus F 3132 und F 32132 her-
vorgehen, ndmlich F 31322 und F 31323 sowie F 321322 und
F 321323, sind solchen Formeltypen von gleicher Buchstaben-
anzahl aquivalent, die nicht die kirzesten freien Formeln darstellen,

F 31322: Die kurzeste freie Formel ist nicht vom Typus

denn es gilt die Aquivalenz :

Nun ist aber, wie bereits bewiesen wurde, keine Formel, die mit
»A NN"  beginnt, die kiirzeste freie Formel; folglich ist auch keine
Formel vom Typus ,ApANN d i e kurzeste freie FormelL
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Beweis der Aquivalenz :

XLI

XLII

F 321322: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

Der Beweis verlduft in derselben Weise, wie fir F 31322,
nur muss far Uberall ,Np" eingesetzt werden.

F 31323: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus
denn es gilt die Aquivalenz :

Es wurde aber bereits bewiesen, dass keine Formel, die mit ,ANA"

beginnt, die kirzeste freie Formel ist; folglich ist auch keine

Formel vom Typus ,ApANA d i e Kkirzeste freie Formel.
Beweis der Aquivalenz:

XL

XLIV

F 321323: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

Der Beweis verldauft in derselben Weise, wie fur F 31323,
nur muss fur Uberall ,Np" eingesetzt werden.

*
* *

Wir sind am Ende. Die fehlenden Glieder der Beweiskette
kdénnen leicht vervollstandigt werden.

Ist die kirzeste freie Formel weder vom Typus F 31321
noch F 31322 noch F 31323, so gilt der Satz:

F 3132: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

Ist ferner die Kkirzeste freie Formel weder vom Typus
F321321 noch F321322 noch F321323, so gilt der Satz:
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F 32132: Die kirzeste freie Formel ist niclit vom Typus

Nach den obigen Ausfihrungen gehdrt die kiirzeste freie
Formel weder zum Typus F 3131 noch F3132; da wir aber gezeigt
haben, dass Formeln vom Typus F3133 auf die Formeltypen
F 3131 oder F 3132 zuruckgefuhrt werden kénnen, so bekommen
wir den Satz:

F 313: Die Kkiirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

Das Gleiche gilt von F 3213. Nach dem obigen ist die kir-
zeste freie Formel weder vom Typus F 32131 noch F 32132, und
Formeln vom Typus F 32133 koénnen auf Formeln vom Typus
F 32131 oder F 32132 zuriickgefiuhrt werden. Wir bekommen
somit den Satz:

F 3213: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

Jetzt gehen wir noch weiter herauf.

Da die kiirzeste freie Formel weder zum Typus F 311 noch
F 312 noch F 313 gehért, und ebenso weder zum Typus F 3211
noch F 3212 noch F 3213, so gelten mit Beriicksichtigung des § 15
die Séatze:

F 31: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus ,,Ap'y".

F 321: Die Kkiirzeste freie Formel ist nicht vom Typus

Da auch die Formeltypen F 322 und F 323 nicht die kir-
zesten freien Formeln darstellen, so ergibt sich daraus:

F 32: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus ,,A N'y- R".

Wir sehen nun, dass die Formeltypen F 31 und F 32 die
kirzesten freien Formeln nicht darstellen kdnnen; da aber Formeln
vom Typus F 33 auf Formeln vom Typus F 31 oder F 32 zuriick-
gefihrt werden koénnen, so bekommen wir schliesslich den Satz:

F 3: Die kirzeste freie Formel ist nicht vom Typus ,,A aR".

Es steht nun fest, dass die kirzeste freie Formel weder
vom Typus einer Variablen noch vom Typus einer Negation noch
vom Typus einer Alternative sein kann; folglich gibt es Uberhaupt
in unserem System keine Kkiirzeste freie Formel. Damit ist der
Beweis gegeben, dass in dem von uns betrachteten System keine
freien Formeln vorkommen, oder mit anderen Worten, dass unser
System vollstédndig ist.
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§ 19. Schlussbermerkungen. Den hier dargestellten Voll-
standigkeitsbeweis habe ich schon vor mehr als zwei Jahren fir
das System ,,N, C" 1in meinen Universitatsvorlesungen behan-
deltMein Beweis ist aber nicht der erste Dass ich ihn
dennoch verdffentliche, dies geschieht aus folgenden Griinden :

Alle mir bekannten publizierten Vollstdndigkeitsbeweise
beruhen darauf, dass man die Formeln des Aussagenkalkiils auf
.,konJunktive" oder ,,disjunktive Normalformen" zuriickfihrt. Ich
mochte dazu Folgendes bemerken :

Das Zuruckfiihren aller Formeln des Aussagenkalkils auf
,,Normalformen" scheint mir ein Uberbleibsel der schon etwas
veralteten algebraischen Logik zu sein. Die Konjunktion und die
Disjunktion (besser gesagt ,Alternative™) haben die gleichen
formalen Eigenschaften, wie die algebraische Multiplikation und
Addition. Dem Mathematiker sind diese Operationen mehr ver-
traut, als die gewohnlichen Funktionen des Aussagenkalkils; dem
Logiker dagegen erscheinen die ,,Normalformen" als kinstliche
Gebilde, die fiir das Schliessen wertlos sind. Der Aussagenkalkiil,
so wie ervon Frege begriindet wurde, ist eine logische Dis-
ziplin, die ihre eigenen Ziele und Methoden hat und mathema-
tischer Analogien nicht bedarf. Beweise, die auf die ,,Normal-
form" nicht zuriickzugreifen brauchen, scheinen mir dem ,,Wesen"
der Logik besser angepasst zu sein.

Es gibt aber auch andere Momente, die eine Berlicksich-
tigung verdienen. Ich bin erstens (berzeugt, dass der von mir
gegebene Vollstdndigkeitsbeweis einfacher ist, als diejenigen

ASfl-J- Lukasiewicz, Elementy logiki matematycznej (Ele-
mente der mathematischen Logik), eine litographierte Ausgabe meiner im
Herbsttrimester 1928 29 an der Universitat Warszawa gehaltenen Vorlesungen,
bearbeitet von M.Presburger, Warszawa 1929, S. 121 —153. Wie ich im
Vorwort zu dieser Publikation hervorhebe, hat Hr, Presburger meinen
Beweis inForm von 18 Hilfssdatzen dargestellt, unter denen auch die oben
in 812 angefithrten Hilfssatze H lund H 3 vorkommen.

Der erste Vollstdndigkeitsbeweis des gewdhnlichen Aussagenkalkiils
stammt von Post (s. die inFussnote zitierte Abhandlung). Einen etwas
anderen Beweis findet man bei Bernays {Axiomatische Untersuchung
S. 307), doch ist ernur kurz angedeutet. Ausfihrlicher ist der Bernays'-
sche Beweis im Lehrbuch von Hilbert und Ackermann dargestellt
(S. 9—12 und 33). Einen nicht verdffentlichten Vollstdndigkeitsbeweis, der auf
einer anderen ldee beruht, als die Beweise der vorhin genannten Autoren
hat Hr. Tarski gegeben.
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Beweise, diesich der Zurickfihrung auf ,Normalformen" be-
dienen. Wir streben jetzt darnach, auch metalogische Untersu-
chungen zu formalisieren. Ich glaube, dass die Formalisierung des
hier gegebenen Beweises auf geringere Schwierigkeiten treffen
dirfte, als die Formalisierung der anderen Vollstandigkeitsheweise.
Zweitens bin ich der Meinung, dass der von mir gegebene Voll-
stdndigkeitsbeweis auch vom methodologischen Standpunkt
nicht unwichtig ist. Will man die Formeln eines gegebenen
Systems des Aussagenkalkiils auf ,Normalformen™ zurickfiihren,
so missen die Begriffe der Konjunktion und der Alternative
entweder schon im System vorhanden sein, oder sie missen in
das System auf Grund von Definitionen eingefiihrt werden. Das
erste ist nicht immer der Fall, das zweite ist nicht immer mdglich,
insbesondere wenn man mit nur fragmentarischen Systemen des
Aussagenkalkiils arbeitet. Die von mir angewandte Methode ist
ganz allgemein, setzt keine speziellen Funktionen des Aussagen-
kalkills voraus, und kann beliebigen Systemen dieses Kalkiils
angepasst werden.

In den beiden soeben erwéhnten Richtungen sind schon in
Warschau Vorarbeiten begonnen und Ergebnisse erzielt worden,
deren Publikation kunftig erfolgen durfte.

Alfred Tarski.

Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych.
Przestawit J. Lukasiewicz na posiedzeniu dn. 21 marca 1931 r.

Praca wyjdzie in extenso wv ,Pracach Tow. Naukowego
Warszawskiego".

Der Wahrheitsbegriff in den Sprachen
der deduktiven Disziplinen.

Mémoire présenté par M. J. tukasiewicz dans laséance du 21 Mars 1931.

Ce travail vient de paraitre dans les ,,Travaux de la Société
des Sciences etdes Lettres de Varsovie".



Posiedzenie

z dnia 30 kwietnia 1931 r.

W. Sierpinski.

O dwuch definicjach zbioréw zamknietych.
Komunikat, zgtoszony dnia 30 kwietnia 1931 r.

Streszczenie.

W pracy tej autor zajmuje sie dwiema definicjami zbiorow
zamknietych, z ktérych jedna oparta jest na pojeciu punktu sku-
pienia, za$ druga na pojeciu punktu granicznego. Autor roz-
strzyga pozytywnie nastepujgce zagadnienie, postawione przez
prof. E. Borel'a: ,czy mozna poda¢ przyktad efektywny zbioru,
co do ktérego potrafimy dowies¢ bez pomocy pewnika wyboru,
ze jest zamkniety wedtug jednej z tych definicji, ale nie potra-
fimy dowie$s¢ bez odwolywania sie do pewnika wyboru, ze jest
zamkniety wedtug drugiej ?

W. Sierpinski.

Sur deux définitions des ensembles fermeés.

Présenté dans laséance du 30 Avril 1931.

Dans une de mes conférences que j'ai donné récemment
a laSorbonne (le 10 Mars 1931) je parlai de deux définitions
des ensembles fermés: une basée sur lanotion du point d'accu-
mulation etl'autre sur celle du point limite, et j'ai signalé le fait
que l'équivalence de ces deux définitions ne peut étre démontrée
sans recours a l'axiome du choix. A propos de ce fait M. Emile
Borel m'a posé le probleme suivant:
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Peut-on  nommer un ensemble de points dont on saurait
démontrer sans que l'on fasse appel a l'axiome du choix qu'il
est fermé suivant I'une de ces définitions, mais qu'on ne sau-
rait pas démontrer sans recours a cet axiome qu'il est fermé
suivant l'autre ?

C'est lasolution positive de ce probléme qui estl'objet
principal de ce travail.

1. Points daccumulation et points limites.

Pour fixer lesidées nous ne considérerons dans la suite
que des ensembles linéaires.

Soit E un ensemble linéaire donné. Un point a appartenant
a ou non sera dit point d'accumulation de l'ensemble E, si
tout intervalle contenant a son intérieur a, contient au moins
un point de Eautre que a. Un point a (appartenant a f ou
non) sera dit point limite de l'ensemble E, s'il existe une suite
infinie de points de E autres que a qui converge vers a.

On démontre sans peine, sans que l'on soit obligé de re-
courir a l'axiome du choix, que tout point limite d'un ensemble
E est en méme temps un point d'accumulation de cet ensemble;
on ne sait pas cependant démontrer laproposition réciproque
sans avoir recours acet axiome.

En effet, soit a un point limite del'ensemble E: il existe donc une

suite infinie , P, p;., ... de points de E autres que a qui converge vers a.
Soit d un intervalle quelconque contenant a son intérieur le point a\ la suite
infinie pi, p,, p,, ... converg-eant vers a, les points p~ seront, pour n suffi-

samment grands, intérieurs a l'intervalle d. Donc, tout intervalle contenant
a son intérieur a contient des points de E autres que a, d'oij résulte que a
est un point d'accumulation de E.

Essayons maintenant dedémontrer le réciproque, c'est-a-dire que si a
est un point d'accumulation de E, a est aussi un point limite de E. On sait
donc que tout intervalle contenant a & son intérieur contient au moins un
point de E autre que a, etil faut extraire de E une suite infinie de points
autres que a convergeant vers a. Soit donc n un indice quelconque et soit
d,, Il'intervalle {a —I n, a-\-Vn). D'aprés I'hypothése il existe dans d*un
point de E autre que d. Les longueurs des intervalles d* tendant vers 0,
les points convergent évidemment vers a, eton a ainsi lasuite désirée.
Ce raisonnement fait cependant recours a l'axiome du choix. Pour chaque
valeur naturelle d'indice n il existe certainement dans d”~un point de E
autre que a: mais, comme on voit sans peine, il existe dans d™ une infinité
<le points de Eautres que a, et ilen faut choisir un seul qu'on désigne par
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Pour chaque valeur naturelle den on fait donc un choix. Il faut donc appli-
quer une infinit¢ dechoix sans pouvoir en donner une loi.

On peut démontrer sans faire appel a I'axiome du choix que I'hypo-
thése d'aprés laquelle tout point d'accumulation d'un ensemble est en méme
temps un point limite de cet ensemble est équivalente &la proposition suivante:

Pour toute suite infinie d'ensembles de points s LN Leee O
vides, sans éléments communs deux a deux, il existe au moins une suite
infinie de points dont les termes correspondant ades indices

différents appartiennent toujours a des ensembles E~ différents

On peut démontrer sans faire appel a I'axiome du choix qu'un point
d'accumulation des points d'accumulation d'un ensemble est un point d'accu-
mulation decet ensemble; onne soit pas cependant démontrer sans avoir
recours a l'axiome du choix qu'un point limite des points limites d'un en-
semble est un point limite decet ensemble.

On peut démontrer sans que l'on fasse appel a I'axiome du choix que
tout ensemble infini borné admet au moins un point d'accumulation, maison
ne lesait pas démontrer sans recours a cet axiome que tout ensemble infini
borné admet au moins un point limite.

On peut démontrer sans faire appel a I'axiome du choix que I'ensem-
ble detous les points d'un ensemble E qui nesont pas des points d'accu-
mulation de E est au plus dénombrable (etméme effectivement énumérable);
on nesait pas cependant démontrer sans recourir a l'axiome du choix que
I'ensemble de tous les points d'un ensemble E qui nesont pas points limites
de Eest au plus dénombrable

2. Dax définitions des ensembles fermeés.

Nous dirons qu'un ensemble Eest fermé a s'il contient
tout son point d'accumulation, etnous dirons qu'il est fermé I
s'il contient tout son point limite.

On peut démontrer sans peine sans faire appel a l'axiome
du choix que tout ensemble fermé aest fermé |1 (puisqu'on sait
démontrer sans l'aide de l'axiome du choix que tout point limite
d'un ensemble estun point d'accumulation de cet ensemble,
voir 8 1). On ne sait pas cependant démontrer la proposition
réciproque sans avoir recours a l'axiome du choix. On ne sait
pas donc démontrer sans l'aide de l'axiome du choix I'équivalence
de deux définitions des ensembles fermés: farmés a et fermés /

Voir mon mémoire: L'axiome de M. Zermelo et son rdle dans la
Théorie des Ensemble et I'Analyse. Bull, de I'Acad. des Sciences de Cra-
covie, 1918, p. 119-121.

Voir 1 c., p.122—123.

J'ai sig-nalé déja ce fait dans mon mémoire cité, p. 121.
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On pourrait cependant s'imaginer — d'aprés une remarque
de M. Borel — que, la démonstration d'équivalence de deux
définitions d'ensembles fermés étant impossible dans le cas gé-
néral sans utiliser I'axiome du choix, elle I'est cependant possible
dans tout cas particulier, ou I'ensemble considéré est défini
effectivement. En d'autre termes le probleme se pose: peut-on
définir effectivement un ensemble de points dont on saurait dé-
montrer sans utiliser I'axiome du choix qu'il est fermé /, mais
qu'on ne saurait pas démontrer sans recours a cet axiome qu'il
est fermé a. Dans le 8 5 nous donnerons un exemple d'un tel
ensemble.

On peut sans peine démontrer sans utiliser I'axiome du choix que tout
ensemble linéaire borné fermé a contient ses bornes. Il en résulte sans peine
qu‘on peut déterminer une loi d'aprés laquelle a tout ensemble fermé a cor-
respond un point de cet ensemble. Or, nous ne savons pas démontrer sans
recours a l'axiome du choix que tout ensemble linéaire borné fermé / con-
tient ses bornes.

Soit E un ensemble fermé a, p — un point étranger a E. p n'est peut
donc pas étre un point d'accumulation de E (puisque, dans ce cas, E étant
fermé a, p appartiendrait a E, contrairement a I'hypothése). Il existe donc
un intervalle d contenant a son intérieur p et ne contenant aucun point de E.
Nous avons ainsi démontré (saus recours & l'axiome du choix) que le com-
plémentaire d'un ensemble fermé a est toujours un ensemble ouvert. La
proposition réciproque se démontre aussi sans peine sans l'aide de I'axiome
du choix. Or, nous ne savons pas démontrer sans avoir recours a cet axiome
que le complémentaire d'un ensemble fermé / est toujours ouvert. On peut
démontrer sans utiliser I'axiome du choix que les ensembles fermés a coin-
cident avec les ensembles des zéros d'une fonction continue (et cela indé-
pendumment du choix d'une de deux définitions de la continuité — celle de
Cauchy ou celle de Heine On ne sait pas cependant démontrer
sans recours a l'axiome du choix que si E est un ensemble linéaire fermé /,
il existe uue fonction continue f {x) d'une variable réelle, telle que E coincide
avec I'ensemble de tous les nombres réels x qui satisfont a I'équation /(*) —O0,

La définition des ensembles fermés a est donc préférable a celle des
ensembles fermés /, puisqu'on peut en déduire sans faire appel a l'axiome
du choix plusieurs propriétés importantes des ensembles fermés qu'on ne
sait pas démontrer sans recours a cet axiome en partant de la définition des
ensembles fermés /.

Voir mon mémoire cité, p. 131.
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3. La femeture / dun ensemble.

E étant un ensemble depoints donné, nous appellerons
fermeture 1 de cetensemble le plus petit ensemble fermé /
contenant E, c'est-a-dire un ensemble fermé / contenant E et
contenu dans tout autre ensemble fermé / qui contient E. On
voit sans peine qu'un tel ensemble existe toujours (pour tout
ensemble E donné) et qu'il estunique et égal au produit de
tous les ensembles fermés / contenant E.

Pour le démontrer, remarquons tout d'abord que le produit
d'un nombre fini ou d'une infinit¢ quelconque d'ensembles fer-
més / est fermé /. Soit, en effet, P=\\F un produit d'ensem-
bles Efermés / et soit p la limite d'une suite infinie p~,p.,,
p”, ... depoints de P. Soit Fun facteur quelconque du pro-
duit P: on aura donc P' F, et p,"P, pour /?=1, 2,3, ...,
d'oii résulte que les termes de la suite p* (7= 1, 2, 3, ...) appartien-
nent tous & F: l'ensemble F étant, par I'nypothése, fermé /, il
en résulte, d'aprés p—Ilim p”, que pzF. On adonc ptF pour

n—oo
tout facteur Fdu produit P,d'ol résulte que psP. L'ensemble
P contient donc toute limite d'une suite infinie de points qui
appartiennent a P, c'est-a-dire P est fermé /, c.q.f. d.

Or, il existe évidemment des ensembles fermés / contenant
E: tel est p.e, l'ensemble de tous les points de Il'espace consi-
déré. Soit P le produit de tous les ensembles fermés / conte-
nant E. D'aprés ce que nous venons de démontrer, Pest fermé /.
Or, il est evident que E(ZPy puisque chaque facteur du pro-
duit P contient E. Enfin, si Fest un ensemble fermé / conte-
nant E, Fest un facteur du produit P et parsuite Pi_F. Donc
P est leplus petit ensemble fermé / contenant E: c'est la fer-
meture I de l'ensemble E.

Il importe deremarquer qu'on ne peut pas démontrer sans faire appel
a I'axiome du choix que la fermeture / d'un ensemble E s'obtient en adjoi-
gnant a E tous les points limites de E. En effet, on nesait pas démontrer
sans utiliser I'axiome du choix qu'un point limite des points limites de E est
un point limite de E (Cf. §1).

Posons Eo= E etdéfinissons, pour les nombres ordinaux adli, les

ensembles EY par l'induction transfinie comme il suit: est I'ensemble de
toutes les limites desuites n=123..), ou et pour

n~1,2,3, On démontre sans peine que lafermeture / del'ensemble E
coincide avec la somme



- 189 —

Quant a la fermeture a d'un ensemble E, c'est-a-dire le plus petit
ensemble fermé acontenant E, on démontre sans peine, sans recours a l'axio-
me du choix, que l'on obtient en adjoignant a Etous les points d'accumu-
lation de E.

4. Uh ensemble mn vide de poirnts dans lequel nous ne
savons pas choisir auoun élément.

Nous allons & définir effectivement un ensemble de nombres
réels E, dont nous démontrerons sans faire appel a l'axiome du
choix qu'il est non vide ettel qu'on ne peut pas (dans I'état
actuel de la Science) nommer aucun élément individuel de cet
ensemble f . La construction de cet ensemble ne sera dailleurs
qu'une modification légére d'un raisonnement de M. N. Lu sin

Sois Uun ensemble plan analytique universel, p.e. celui
qui est construit par M. Lusin & la pag-e 146 de son livre cite.
On obtient donc chaque complémentaire analytique linéaireen
coupant eu (le complémentaire deU par rapport au plan) par
une parallele a l'axe OYY.

Désignons par M I'ensemble de tous les nombres reéels a,
tels que la droite x =a coupe CU en un ensemble non dénom-
brable ne contenant aucun sous-ensemble parfait. Désignons
maintenant par E l'ensemble égal a M, si l'ensemble M n'est
pas vide, et égal a l'ensemble formé d'un seul nombre O, si
I'ensemble M est vide.

L'ensemble E est non vide (ce qui est évident sans recours
a l'axiome du choix) etnous ne savons pas dans I'état actuel
de la Science nommer aucun élément de E™). (Il semble que
a l'avis de M. N. Lusin lasolution de ce probléme déborde
les limites de la Science au sens absolu

Voir: Fundamenta  Mathematicae  t. X (1927), p. 92; v. aussi le
livre de M. N. Lusin: Lecons, sur les ensembles analytiques etses appli-
cations, Paris, Gauthier-Villars 1930, p.295—297; cf.aussi sa notedes
C. R. t. 181, p. 279.

-) Clest M. E. Borel qui aposé leprobleme de définir un tel en-
semble: voir ses Lecons sur lathéorie des fonctions éd., 1918, p.161;
cf. aussi lelivre cité de N. Lusin, p. 294.

Voir N. Lusin, 1 c., p. 294
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Il est a remarquer que s'il s‘agissait de définir un ensemble non vide quel-
conque dans lequel nous nesavons pas choisir aucun élément, on pourrait
donner des exemples tout a fait élémentaires. En effet, soit M I'ensemble
de toutes les fonctions d'une variable réelle f{x) qui ne sont pas de la
forme ax (ou a est une constante) et qui satisfont pour tous les nombres
* et y réels a l'équation fonctionnelle f{x-\ry) —f{x) f(y). Si I'ensemble
M est non vide, posons E—M, s'il est vide, désignons par E I'ensemble
formé detoutes les fonctions continues. L'ensemble E est évidemment non
vide (ce qu‘on prouve sans avoir recours & l'axiome du choix) etnousne
savons pas nommer aucun élément de E

5, Solution du probleme de M Borel.

Soit E I'ensemble défini dans le § 4 (ou bien un ensemble
de points non vide quelconque dans lequel nous ne savons pas
choisir aucun élément individuel), etsoit E* lafermeture / de
I'ensemble E (8 3). L'ensemble E* estévidemment fermé /:
nous ne savons pas cependant, dans I'état actuel de la Science,
de démontrer sans recours & l'axiome du choix qu'il est fermé a.

Il est encore a remarquer que E*est un ensemble fermé / non vide,
tel que nous nesavons nommer aucun élément, dont on pourrait démontrer

sans recours a l'axiome du choix qu'il appartient a E*.

Stefan Mazurkiewicz.

O typie wymiarowym hyperprzestrzeni kontynuum.
Komunikat zgtoszony dnia 30 kwietnia 1931 r.
Streszczenie.

W nocie niniejszej podaje dowod nastepujgcego twierdzenia;
Typ wymiarowy (homoja) hyperprzestrzeni dowolnego metrycz-
nego kontynuum jest réwny typowi wymiarowemu przestrzeni
Hilberta.

Cf, aussi ma note ,Sur une propriété de la décomposition de
M. Vitali¥, Comptes rendus duler Congrés des Mathématiciens roumains
a Cluj, 1929, Mathematica, vol. 1l (1930), p.32. Voir aussi Fundamenta
Mathematicae, t. XVIII, p. 191.
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Stefan Mazurkiewicz.

Sur le type de dimension de I'hyperespace

d'un continu.

Note présentée a laséance du 30 Avril 1931.

Je me propose dedémontrer le suivant:

Théoréme. Le type de dimension (homoie) de [I'bypRi"-
espace d'un continu métrigue est égal au type de dimension
de l'espace ftfilbertien H.

Désignons par d{A) le type de dimension d'un espace
arbitraire A, par C lecontinu donné, par son hyperespace,

par Ho I'ensemble de points: (ATI, Xo tels que
D'aprés lethéoréme de Urysohn on a:
il suffit donc dedémontrer I'inégalité:

()

C étant un continu on peut déterminer une suite de continus
[CJ, une suite de points [qj et un point p demaniere a avoir:

)
3)
L'espace est ,,arcwise connected” -) il existe par suite
une fonction U”it) continue pour 0<t<— ettelle que:
4)
®)

1) Urysohn: C.R.178 (1924) p. 65.
-) B'orsuk-Mazurkiewicz: C. R. Soc. Se, Varsovie XXIV
Classe Il Mars 1931.
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Soit y= {xi, X0 )"™n; nous ferons correspondre a y
I'ensemble :

(6)

et soit T la classe detous les V{y) pour y = Hg. D'aprés (3),1'en-
semble (6) est fermé,

)

en se servant de (3) on voit facilement que V{y) est une fonc-
tion continue. Soit maintenant:
et

On aura alors pour un indice k l'inégalité x™» x™* donc:

8

et par suite V{yMN ™ V(y™). La correspondance entre Aget T
est biunivoque et continue, donc —Ho étant compact et fermé —
c'est un homéomorphisme. L'inégalité (1) est ainsi démontrée.

M. Kamienski.

Bieg Komety Wolfa | w okresie 1884—1919.

Praca przedstawiona dn. 30 kwietnia 1931r.

Uber die Bewegving des Kometen Wolf | in dem
Zeitraume 1884—19109.

Vorgelegt am 30 April 1931.
Streszczenie.

Praca autora zawiera ostateczne wyniki powigzan wszyst-
kich 50 miejsc normalnych przy ukazaniu sie Komety w okresie
1884—1919. Zaktécenia biegu Komety — pochodzace od Wenus,
Ziemi, Marsa, Jowisza, Saturna, Urana — zostaty bardzo doktad-
nie uwzglednione; dla masy Jowisza przyjeta zostata nowa war-
tos¢, wyprowadzona przez W. de Sittera:



- 193 -

W wyniku badan okazato sie, ze wszystkie 50 miejsc nor-
malnych, zawierajgce og6tem 1888 oddzielnych obserwacyj, moga
by¢ przedstawione za pomocg jednego systemu elementéw, w za-
tozeniu, ze Sredni ruch dzienny Komety ulega wiekowemu zmniej-
szeniu wedtug wzoru

n =n, — 0".00000042 {t — to)

gdzie {t—"0) jest wyrazone wv dniach.

W tem zatozeniu wszystkie miejsca normalne sa przedsta-
wione z btedem $rednim
s= 4-1".77

przyczem oddzielne odchylenia nie przekraczajg kilku sekund tuku.

Jan Gadomski.

Pomiary fotometryczne zmiany blasku planety Erosa.

Przedstawit M. Kamienski dn. 30 kwietnia 1931 r.

Praca bedzie wydrukowana in extenso w ,,Pracach Matema-
tyczno-Fizycznych". Warszawa 1931.

Einige photometrische Messungen des Lichtwechsels

von Eros.

Mémoire présenté par M. M. Kamienski dans la séance du 30 Avril 1931.

Ce travail vient de paraitre in extenso dans les ,Prace
Matematyczno-Fizyczne". Varsovie 1931.



Posiedzenie

z dnia 28 maja 1931 r.

W. Sierpinski.
Dwie zasady t.uzina, a zbiory abstrakcyjne.
Komunikat, przedstawiony na posiedzeniu w dniu 28maja 1931 r.

Streszczenie.

W pracy tej formutuje autor t.zw. dwie zasady tuzina
dla zbioréw abstrakcyjnych i dowodzi na przyktadach, ze niesag
one dlanich ogélnie stosowalne. Pozatem zajmuje sie autor
zagadnieniem relatywizacji zasad tuzina, 1 wykazuje, ze tylko
druga z nich daje sie zrelatywizowa¢ dla kazdego zbioru punktéw
przestrzeni euklidesowej, pierwsza za$ dla zhioréw analitycznych,
lecz juz nie dla ich dopetnien.

W. Sierpinski.

Les deux principes de M. Lusin
et les espaces abstraits.

Note, présentée dans laséance du 28 Mai 1931.

Introduction. Soit K un ensemble formé d'éléments quel-
conques, etsoit Fune famille donnée de sous-ensembles de K.

Nous désignerons par B (F) la famille de tous les ensembles
qgu'on obtient en partant des ensembles dela famille F eten
effectuant un nombre fini ou une infinit¢ dénombrable d'additions
et des soustractions. En d'autres termes, B (F) est la plus petite
famille 4> d'ensembles qui contient la famille F etqui jouit de
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deux propriétés suivantes: 1) la somme d'une infinité dénom-
brable d'ensembles de la famille appartient a <> et 2) la
différence de deux ensembles de la famille <> appartient a

Or, nous désig-nerons par A (F) la famille de tous les en-
sembles de la forme

F— F F F
"1)t>>
ou = 2,3,...) sont des ensembles de la famille F et ou

la sommation ~ s'étend a toutes les suites infinies {rii, n2, n®, ...)

de nombres naturels.
Nous dirons qu'a l'espace /C et a la famille F s'applique le
premier principe de M. Lusin -), si:

E ei H étant deux ensembles, tels que EzA{F), H A{F)
et EH = 0, il existe toujours deux ensembles et h* tels
que E*-B{F), H"B{F), = fC et I

Nous dirons qu'a l'espace /C et a la fimille F s'applique le
deuxieme principe de M. Lusin si:

AN et H étant deux ensembles, tels que EMA{F) et heA{F)y
il existe toujours deux ensembles et TV, tels que K—M"A{F)y
K—NBAIF), MN=0, E— HCM e H—  ECN.

M. Lusin a démontré que ses deux principes s'appliquent
aux espaces euclidiens et aux familles F d'ensembles fermés.
Or, la question importante se pose: les principes de M. Lus in,
sont-ils applicables aux espaces abstraits sans aucune restriction ?
Si c'était le cas, on pourrait espérer de trouver des démonstra-
tions algébriques de ces principes et de simplifier ainsi les dé-
monstrations connues qui utilisent des propriétés particuliéres
des espaces euclidiens.

Malheureusement ce n'est pas le cas: nous donnerons dans
cete Note des exemples des espaces K et des familles F aux-
quelles les principes de M. Lusin ne sont pas applicables.

Des propriétés 1) et 2) résulte, comme on sait, que tout ensemble-
-produit d'une infinité dénombrable d‘ensembles de la famille < appartient a
Voir N. Lusin: Legons sur les ensembles analytiques et leurs
applications. Paris, Gauthier-Villars 1930, p. 156.
3) I c., p. 210.
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1. Nous construirons un espace métrique K, tel que pour
la famille F de tous les ensembles fermés de K le premier prin-
cipe de M. Lusin n'est pas applicable.

M. N. Lusin a démontré qu'il existe un couple U, V d'en-
sembles analytiques plans doublement universel, c'est-a-dire tel
que, quels que soient les ensembles analytiques linéaires E* et

E'i, il existe un droite paralléle & lI'axe OY qui coupe U ei V
en Ei et £, respectivement Posons
1) K={U—V)"r{V—U)

et considérons K comme un espace métrique, la distance de
deux points dans K coincidant avec celle qu'ils ont dans le plan.
Les ensembles fermés dans l'espace K coincident évidemment
avec les produits de K par les ensembles fermés dans le plan,
et il en résulte sans peine que la famille B{F) (o0 F est la
famille de tous les ensembles fermés dans l'espace K) coincide
avec celle de tous les ensembles qui sont des produits de K
par les ensembles plans mesurables B, et que la famille A {F)
coincide avec celle de tous les ensembles qui sont des produits
de K par les ensembles analytiques plans.

Posons
<2) E=U —V, et H=vV—U:
on voit sans peine que ce sont des ensembles de la famille

on a, en effet, d'aprés (1) et (2): E=KU et h=KV,
et U et V sont des ensembles analytiques. Or, d'aprés (2), on a
évidemment Eti— O.

Admettons qu'il existe deux ensembles E* et H* de la
famille BiF), tels que E*xH* 0, ECE* et HC.H*. Soit M
un ensemble mesurable B linéaire donné quelconque. Le couple
d'ensemble analytiques U, V étant doublement universel (et tout
ensemble mesurable B étant un ensemble analytique), il existe
une droite , telle que

(3) DU=M e DV=D — M.
On a donc, d'aprés (3): DUV = 0 et parsuite, d'aprés (2) et (3):

<4) DE=D{U—V) = DU=M et DH=D{V—U) =  DV=D—M.

1) 1 c,. p. 220.
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Or, d'aprés ECE*, HCH™* on a DEiZDE"" et DHCOH¥,
donc, d'aprés (4):

5) MCDE*
et D—NCDH™*, donc
(6) {D— ME* = 0,
puisque E*LI* = 0.
La formule (6) donne DE*(Z~> ce qui donne, vu la for-
mule (5): DE*--M. L'ensemble M pouvant étre un ensemble

linéaire mesurable B quelconque, cela est impossible, puisque les
intersections de l'ensemble E* mesurable B par les droites sont
des ensembles mesurables B dont les classes ne surpassent pas
celle de I'ensemble E*.

Le premier principe de M. Lusin ne s'applique pas ainsi
a l'espace métrique K.

2. Nous définirons maintenant un espace abstrait K et une
famille F de sous-ensembles de K, auxquels le deuxiéme principe
de M. Lusin ne sera pas applicable.

Soit K l'espace formé de 4 éléments distincts: p, g, r, S.
La famille F sera composée seulement de deux ensembles:
ip, r) et ig, r).

On voit sans peine que le produit d'une suite infinie d'en-
sembles de F ne peut étre ici qu'un de trois ensembles: (p, r),
ig, r) ou (r), et il en résulte sans peine que la famille A (F) est
ici formée des ensembles

(7 ip, 1), ig, 1), () et {p, a, 7).

Posons maintenant E={p, r), li= {g, r) et admettons
qu'il existe deux ensembles, m et N, tels que K—MbA{F),
K—NEA{F), MNAQ, E—HCM et H— ECN. D'apres
K—MbA{F) et K—NbA{F), K—M et K—N sont des en-

sembles de la suite (7), donc il ne contiennent pas I'élement s
qui est ainsi un élément des ensembles M et N (puisque K=-
(p, g, r, s)), contrairement &  MN—O.

Le deuxieme principe de M. Lusin ne s'applique pas donc
a l'espace IC et a la famille F.
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3. Or, on voit sans peine que si K est un ensemble de
points d'un espace euclidien (S, et si F est la famille de tous les
sous-ensembles de K fermés relativement a K (c'est-a-dire des
produits de K par les ensembles fermés de I'espace le deu-
xiéme principe de M. Lusin s'applique & l'espace /[C et & la
famille F.

En effet, soient E et H deux ensembles, tels que EzA{F) et HEA(F).
Il en résulte qu'il existe deux ensembles analytiques, E* et H* tels que
E= KE* et H=KH* Le deuxieme principe de M. Lusin étant vrai pour
I'espace & et pour la famille des ensembles fermés dans cet espace, il existe
deux complémentaires analytiques M* et N*, tels que M*N* = 0, E*— H* CM*
et H* — E*CN*. Posons M = K M* et NAKN*: nous aurons K— M=K —
M*=K{&—M*) et K—N=K{S>—N*y, & —M* et & —N* étant des en-
sembles analytiques, ces formules prouvent que K—MIiA{F) et K—NzA(F).
Or, de M* N* = 0 et de la définition des ensembles M et N résulte que

Enfin de E* — H*'ZM* et H*~E*CN* on obtient, en multipliaat
Y>&r K: E—HQM et H—ECN.

Donc, le deuxiéme principe de M. Lusin peut étre relati-
visé aux ensembles de points quelconques, situés dans un espace
euclidien.

Or, ce n'est pas le cas pour le premier principe de M.
Lusin qui, comme on voit sans peine, ne peut pas étre relativisé
a l'ensemble de points K défini dans le n* 1 de cette Note.
On peut démontrer sans peine que le premier " principe de M.
Lusin peut étre relativisé aux ensembles analytiques quelconques
(d'un espace euclidien), mais qu'il ne peut pas étre relativisé
aux complémentaires analytiques (ce qui résulte sans peine de
I'existence de deux complémentaires analytiques disjoints, non
séparables B dont il suffirait de prendre la somme).

Quant a l'existence de tels ensembles, voir N. Lusin 1 c., p. 220,
260 et 263; aussi P. Novikoff Fundamenta Mathematicae t. XVII, p. 25.
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Jan Gadomski.

Pomiary fotometryczne zmian blasku gwiazdy
zac¢mieniowej X Trianguli.
(Badanie zmian dtugosci okresu nastepowania zaé¢mien).
Przedstawit M. Kamienski na posiedzeniu dn. 28 maja 1931 r.

Streszczenie.

W czasie siedmiu pogodnych wieczorow (16—22.X 1930 r.)
obserwowatem przebieg zaémien tej algolidy, postugujac sie foto-
metrem klinowym Graffa, dostosowanym do refraktoru Cooke'a
(134 mm S$rednicy objektywu), wypozyczonego przez Warszaw-
skie Towarzystwo Naukowe. Klin fotometru zostat
uprzednio wycechowany w ciggu 5 wieczoréw zapomocg 227 po-
miaréw jasnosci biatych gwiazd gromady Plejad.

Na podstawie 344 nawigzan jasnosci X Trianguli do jas-
nosci sasiedniej gwiazdy BD f 27/317 = 8M9 otrzymatem 79
jasnosci badanej gwiazdy zmiennej, zestawionych chronologicznie
w tablicy 1. Dlaredukcji momentéw obserwacyj na Stonce
obliczytem tabele I1.

Obserwacje uwidocznione, w tablicy 1 zredukowatem na wie-
czor: 19.X 1930. Otrzymatem jasnosci normalne przytoczone
w tablicy 111, a stagd nastepujace wyniki :

najwiekszy blask gwiazdy = 8".57

najmniejszy ,, 2 —10".46
amplituda blasku = 1".89

czas trwania catego zjawiska zaé¢mienia = 0".2

” v zaémienia pierscieniowego — 0™.020

normalny moment najmniejszego blasku = J. D. 2426269".3415
(czas S$redni greenw.).

Rysunek 1 przedstawia przebieg jasnosci normalnych oraz
ksztatt krzywej zmian blasku wv poblizu minimum gtéwnego.

Okres nastepowania po sobie zaémieA te]j gwiazdy byt
dotagd uwazany za staty. Dla zbadania jego statosci poddatem
dyskusji wszystkie dotychczas opublikowane oraz dostepne dla
mnie momenty najmniejszego blasku, przytem 97 obserwacyj
N. Ostergaarda oraz 112 J. Mergentalera, dotychczas
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nieopracowanych, sam zredukowatem, uzyskujac na podstawie
nich 5 normalnych momentéw najmniejszego blasku. Tablica V
zawiera zestawienie 18 momentéw miniméw normalnych tej
gwiazdy, pochodzacych od 10 roznych obserwatorow.

Przebieg odskokéw tych momentéw w odniesieniu do linjo-
wych elementbw Dugana — (1) podano w Kkolumnie 4-gj
tablicy V (B — Rj). Wykazujg one: 1) wyrazny chéd linjowy, oraz
2) wahania perjodyczne. Przez wzdiuzenie okresu zaémieni o
O"M00000I =0%1, przesuniecie epoki wyjsciowej oraz wprowadzenie
wyrazu perjodycznego, otrzymatem nowe elementy perjodyczne
dla heliocentrycznych momentéw nastepowania najwiekszej fazy
zaémien :

J.D.2422/7~/8/08  r9/1535 xE+070023/X sin (0".1309xE) (i")

Elementy powyzsze najlepiej oddajg wszystkie dotychczas
zaobserwowane momenty najmniejszego blasku tej gwiazdy.
W kolumnie siédmej tablicy V zestawiono odnosne réznice B — Rjjj
pomiedzy rachunkiem wedtug elementéw (lIl), a obserwacjg. Prze-
bieg ich ilustruje rysunek 2.

Odskoki momentéw obserwacyj od efemerydy (ll) oraz (llI),
zaczerpniete z kolumny 6-ej i 7-ej tablicy V, zebratem w war-
toSci Srednie (patrz tablica VI). Przebieg ich przedstawia rys. 3.

Z elementéw (111) wynika, ze okres nastepowania zaémien
tej gwiazdy ulega perjodycznym wahaniom w czasie 7.3 lat.
Amplituda tych wahan wynosi: OM.0000I0s0"93 (od 0™“.971529,;
do 0".971540,) i powoduje w wymienionym czasie 7.3 lat odskoki
(B— R,j) momentéw obserwacyj od efemerydy opartej na
elementach linjowych (II). Amplituda tych odskokéw wynosi
0’00474 == 6-8.

Potrzebne sg dalsze dokiadne obserwacje tej gwiazdy celem
potwierdzenia powyzszych wynikéw, opartych tylko na 10-letnich
obserwacjach.

Listopad 1931.

Obserwatorium Astronomiczne
Uniwersytetu Warszawskiego.



Jan GadomsKki.

Photometrische Messungen des Lichtwechsels

des Algolsternes X Trianguli

(Untersuchung der Anderungen der Lange
der Verfinsterungsperiode).

Memoire présenté par M. M. Kamienski dans laséance du 28 juin 1931.

Eine ldngere schone Zeitperiode; welche inunserem Klima
zur Seltenheit gehort, ausnutzend, habe ich die Verfinsterungen
dieses Sternes wdahrend 7 aufeinander folgenden wdlken — und
mondlosen Abenden, vom 16 bis 22 Oktober 1930, mit Hilfe eines
Photometers beobachtet. Da die Verfinsterungsperiode nur um ~U
Stunde kiirzer als ein Tag ist, war ich im Stande beide Aste der
Lichtkurve in der N&he des Hauptminimums fast wahrend jedem
der oben angegebenen Abenden mit Beobachtungen zu belegen.
Das gewonnene Beobachtungsmaterial, das auf diese Weise 7
aufeinander folgende Verfinsterungen dieses Sternes betrifft, ist
zeitlich sehr eingeschrénkt und darum ziemlich gleichartig.

Das Photometer wurde mit einem Refraktor von Cooke
(134 mm Objektivdurchmesser, Vergr. 44) verbunden. Dieser
Refraktor, dervormals in PtoiAsk von J. Jadrze jewicz be-
nutzt worden war, wurde unserer Sternwarte vom ,, Towarzystwo
Naukowe Warszawskie" leihweise geliefert. Das Photometer
(Graffsches Keilphotometer mit kiinstlichem Stern) wurde vorher
an 5 Abenden (insgesamt 227 Einstellungen des Keiles) mit
Hilfe von weissen Sternen der Plejaden (K. Graff, Astronom.
Abhandl. d.Hamburger Sternwarte in Bergedorf, Bd. II, Nr.3)
geeicht. Nach Beriicksichtigung der differenziellen Extinktion
erhielt ich :

Gebiet der Skala incm Oo—0Os 05—1-0 1-0-1-5 15202025 25 30

Mittlerer gemessener

Wert von k fir 2 mm ¥ 0”1135 0T43 OT% 8139 0T31
der Skala | - - - P O .

Gebiet der Skala incm 3-0-3-5 3-5-4-0 4-0-4-5 4-5-5-0 5-0-5-5 5-5-60

Mittlerer gemessener

Wert von k fir Zmm ™ 1m m m m m
der Skala 0129 0131 0132 0124 0121 0124



Die Messungen von X Trianguli wurden in dem Gebiet der
Skala 2*8 cni — 4*7 cm durchgefihrt, in welchem die Eichung
des Keiles ziemlich konstanten Wert furk gegeben hat. Es wurde
bei Berechnung der Helligkeit des Variabein furdie Keilkonstante
/;:=:0".130 angenommen. Der Verédnderliche wurde an den benach-
barten BD Stern a= +270317 = 8M9 (Farbe 0<=6) (A. N. 5290)
angeschlossen. Es wurde nach dem Schema: aaaavvvvaaaavvw
gemessen, wobei die Zeitmomente mit Genauigkeit von einem
Zehntel der Minute notiert wurden. Bei Berechnung der Hellig-
keit des Veranderlichen wurden meistens 4 nacheinanderfolgende
Messungen zu einem Mittelwert verbunden. Aus 344 Einstellun-
gen des Keiles auf den Verédnderlichen erhielt ich auf diese
Weise 79 Helligkeiten des Variabein, die in der Tafel I ange-
geben sind, n — bezeichnet die Zahl der Einstellungen des
Keiles auf den Variabein.

1. Beobachtungen.

= 5 2 = 5 £
o - N =] o O N
Datum E§ N% n Gr é Datum E§ NS n Gr é
5 2 S o o 2 £
1930 24262.. T 24262..
d m d m
Oktober 16 21" 3-'66.3827 4 9.13 Oktober 17 20" 6-67.3431 4 9.01
14 3905 4 939 1,23 11 3466 4 9.13
26  .3985 4 9.58 22 3545 4 9.19
36 .4058 4 9.82 41 3673 4 9.53
48 4139 4 10.21 54 3760 4 9.75
22 4 4246 4 10.47 21 2 3816 4 9.84 7
17 ~ 4338 3 10.44 1
241 4384 3 1010 ,Oktober 1820 57 68.3785 4 10.49 4
36 .4468 4 9.76 21 6 .3844 4 1026
45 4534 5 964 i 173924 4 9.1
56 4607 5 934 28 .3999 4 9.70
23 4 4667 4 9.23 4 34 4041 4 950
45 4115 4 9.32
' 51 4159 4 9.23
Oktober 17 17 48 67.2471 4 8.53 5,6 sy 3 4242 4 904
18 2 .2566 5 8.58! o 4287 4 B.98 4.1.8
43 2852 5 8.56
19 7 3021 10 8.58 Oktober 19 17 27 69.2326 4 8.74 6
30 317718 8.69 40 2420: 4 8.80

56 .3361 5 8.85 48 2471 4 8.78
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1
R 2 R o
o ¢ O N = 2 v OnN =
Datum E§ Ng n Gr é Datum E% NE n Gr §
g o 2 £ 2 o 2 £
s 2 2 s 2
1 .
24262.. 1 24262.. ]
m m |
Oktober 19 18" 24'69.2719 4 8.84 3 Oktober 20 20" 5'70.3422 4 9.471
38 .2816 4 8.96 9 .3452 5 9.651
44 .2862 4 9.20 27 3577 4 931 :
58 .2960 5 9.28 37 3644 5 9.23!
19 40 .3249 6 10.32 54 3769 5 9.04 2,4
55 .3353 4 10.71
20 2 3406 5 10.74 iOktober 21 17 23 71.2296 4 9.20
171 .3507 5 10.57 40 2413 4 9211
40 : .3668 5 10.00 46 246214 9361
541 3762 4 9.40 59 .2547 4 9621
21 31 3825 5 9.39 2 18 18  .2681 4 9.93i
221 .3959 4 9.17 4 41 .2843 4 10.40 4
! 46 .2874 4 10.35 ;
Oktober 2017 50 70.2486 4 8.96 21 11 3827 5 866
18 O .2556 4 8.89 27 3996 4 8.70
6 .2598 4j9.08 36 .4054 5 8.80 :
17 2672 4 .23 52 .4166 5' 8.54
44 .2860 4 9.79 1
19 15 3073 4 ;10.34 i 1 Oktober 2221 8 72.3860, 4i 8.83 9
27 .3162 4 11054 1 23 .3968 4i8.79:
34 .3210 i 10.40 1 1 33 4033 4 8.77 11,2
46 .3292! 4 10.09 51 4160 4 18.72:
53 j .33411: i 9.831 58 .4198; 41 8.62 14
|
Bemerkungen: 1. In der Nahe des Zéniths. — 2. Die Stellung-
unbequem. — 3. Die Luft klar. — 4. Die Luft sehr klar. — 5. Die Bilder
sind nebliir. — 6. In der N&dhe des Horizontes. — 7. Es wird neblig; weitere
Beobachtungen unméglich. — 8. Stellung sehr unbequem. — 9. Der Himmel
hat sich plétzlich geklart. — 10. Die Bilder zittern. — IL Die Bilder sind massig.

Zwecks Berlcksichtigung der Reduktion der Beobachtungs-
momente auf die Sonne habe ich mit Hilfe der Formel:

Heliozentrische  Zeit — Geozentrische Zeit =
— 8-.308 XRXcos B Xcos (0 —X)

folgende Tabelle Il berechnet [Lénge der Verdnderlichen in der
Ekliptik Xi930.0= 36°50M, log (8-308 x cosB)= 0.90520] :



Il. Reduktion auf die Sonne,

Datum Korr. Datum Korr. Datum Korr.
m m m

Jan. 0" + 3.8 Mai 10 -7.9 Sept. 17" + 5.8
10 + 25 20 —75 1 27 + 67

20 + 1.1 30 -6.9 1 Okt. 7 + 7.4

30 -0.4 Juni 9 -6.1 1 17 + 7.8

Febr. 9 -1.7 19 -5.2 27 + 8.0
19 -3.1 29 -4.1 " Nov. 6 + 8.0.

Marz 1 — 44 Juli 9 — 29 16 + 7.7
11 —55 19 —16 1 26 + 7.2

21 — 6.4 29 — 0.2 Dez. 6 + 6.5

31 -7.1 i Aug. 8 + 1.1 16 + 55

April 10 -7.7 18 + 24 ] 26 + 44
20 — 8.0 28 + 36 i 30 + 3.2

30 -8.0 Sept. 7 + 48

Die Helligkeiten der Tafel | habe ich auf das Minimum
E = -]-3231 gemdéss den Du ganschen Lichtwechselelementen
(Princeton Contr. Nr. 8,):

J. D. 2423130<7.3136 + OWI534xE reduziert. (1>

Ich erhielt folgende Normalgrdssen (Tafel I1Il) sowie die
ihnen entsprechende Lichtkurve (Tafel 1V):

Ill. Beobachtete Normalhelligkeiten von X Trianguli.

Phase n Gr. Phase n Gr. 'Phase n Gr. Phase n Gr.

2426269".
.2106 4 8.57 .2988 4 9.21 .3467 4 10.43 .3831 4 9.31
.2512 4 8.65 .3099 4 9.52 .3522 4 10.39 .3928 4 9.16
L2772 4 8.89 .3199 4 9.80 .3610 1 4 9.91 L4227 4 8.87
.2858 4 9.08 .3278 4 10.28 .3689 4 9.74 L4732 4 8.76

.2922 4 9.18 .3390 4 10.47 .3752 4 9.47 .4998 3 8.69
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Auf Grund der Normalhelligkeiten der Tafel Il erhielt ich:

Normalminimum (M. Z. Gr.) helioz. = 2426269*.3415.

Die beigefugte Figur 1 stellt den Verlauf der Normalhellig-
keiten, sowie der Lichtkurve im Hauptminimum dar. n — in der
Tafel Il bezeichnet die Zahl der Beobachtungen der Tafel I,
die zu einer Normalhelligkeit vereinigt wurden. Zu Ermitlung des
»flachen Bodens" wurden in Nachtbarschaft des kleinsten Glanzes
je zwei in der Phase nacheinander folgende Beobachtungen
zu einem Mittelwert zusammengefasst.

Figf. 1. Normalhelligkeiten und Lichtkurve von X Trianguli
im Hauptminimum.

Die Lichtkurve hat in der N&he des Hauptminimums fol-
genden Verlauf (Tafel 1V):
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IV. Der Verlauf der Lichtkurve in der N&he des Hauptminimums.

Gr. Phase Gr. Phase Gr. Phase Gr. Phase

m d m d m d m d
9.2 + 0.048 9.6 rt 0.029 10.0 +0.017 10.4 +0.011

9.3 .042 9.7 .025 10.1 .015 1046 .000
9.4 .037 9.8 .022 10.2 .013 j
9.5 .033 9.9 .019 10.3 012

In der Literatur dieses Sternes ist die Lichtwechselperiode
bis jetzt als unverdnderlich anerkannt. Da aber jetzt seit der
Zeit der Entdeckung der Veranderlichkeit schon 10 Jahre ver-
flossen sind, so war es schon sehr wohl moglich Anderungen
der Periode aus dem vorhandenen Beobachtungsmaterial zu
ermitteln.  Zu diesem Zwecke stellte ich alle bis jetzt verdffent-
lichen Minima dieses Sternes in Normalepochen zusammen.

Beobachtungen, die nur in rohem Zustand gedruckt wurden
oder noch im Manuskript bleiben, habe ich selbst bearbeitet.
Aus 97 Beobachtungen von N. Ostergaard (Nord. Astr.
Tidsskrift, VIlo, VIIL), die mit Hilfe der Argelandersehen
Methode angestellt wurden, habe ich folgende zwei heliozent-
rische Minima gewonnen :

J. D. (M. Z. Gr.) helioz. : 2424428"284 :
2424864.4995

Aus 112 mit derselben Methode angestellten Beobachtungen
J. Mergentaler's, welche mir gltigst von dem Verfasser im
Manuskript (berliefert wurden, erhielt ich drei unten angegebene
heliozentrische Normalepochen :
d n
J. D. (M. Z. Gr.) helioz.: 2425212.310 44

2425892.390 25
2426034.232 43

Im Resultat erhielt ich folgende 18 heliozentrische Normal-
epochen von 10 verschiedenen Beobachtern (Tafel V):
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p — bezeichnet die Gewichte der einzelnen Normalminima,
wobei fiir eine Gewichtseinheit je 10 den verminderten Glanz im
Hauptminimum betreffenden Beobachtungen angenomen wurden.
Eine Betrachtung der vierten Kolumne der Tafel V zeigt, dass
die Werte von B—Rj, in Bezug auf die Du ganschen Elementen
(1), einen deutlichen linearen sowie periodischen Gang aufweisen.
Die Werte B— Rj nehmen nahmlich systematisch zu, und wech-
seln dreimal das Zeichen. Es ist ersichtlich, dass die L&nge der
Periode um 07*.000001=0®.! verldngert und die Ausgangsepoche
verschoben werden muss.

Ich erhielt folgende neue lineare Elemente:

J. D. 2422772'i.78708 !-0".971535x E (H)

In der sechsten Kolumne der Tafel V sind die Werte fir
B — Rjj angegeben. Sie zeigen noch deutlicher, als die Werte
B—Rj, den periodischen Gang der Abweichungen. Nach Ein-
fuhrung eines periodischen Gliedes in die Elemente (Il) habe ich
folgende periodische Elemente (Ill), die am besten alle bis jetzt
beobachteten Minima dieses Sternes vorstellen, bekommen :

Die betreffenden Abweichungen B— Rjjj sind in der sie-
benten Kolumne der Tafel V zusammengestellt. Fir die Summe

der Kwadrate der B— R multipliezinrt durch Vp erhielt ich fol-
gende Werte:

i B—R)" = 0.00019828 I (B—R,)" 1" = 0.00016640

I B—R,,)21/7= 0.00007664.
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Die beigefligte Figur 2 stellt den Verlauf der B — Rjj sowie
B —R,i, der Tafel V dar:

Fig. 2. Der Verlauf der B—Rjj und B—R,,j der Tafel V.

Die Werte von B—R,, und B—R,,, der Tafel V habe ich
mit Berlcksichtigung der Gewichte in Mittelwerte vereinigt. Ich
erhielt folgende mittlere Werte, die in der Tafel VI tabuliert
und in Figur 3 dargestellt sind. Die entsprechenden Werte fir

die Summe der Kwadrate von B— R multipliziert durch /p sind:

lung der Beobachtungen.

VI. Mittelwerte von B—R,, B—R,, und

El B —Rj B-R, B —Rju 2}
d ! d d !
- 354 —0.0028 — 0.0008 - 0.0008 3

+ 181 + 0.0009 + 0.0024 + 0.0002 16
-f 658 + 0.0008 + 0.0018 + 0.0001 16

4- 1013 - 0.0001 + 0.0005 -t~ 0.0005

+ 1376 + 0.0024 - 0.0021 - 0.0004 8
4- 1774 — 0.0010 — 0.0011 + 0.0012 14
-f 2315 - 0.0005 - 0.0012 — 0.0008 20
4-2733 + 0.0002 + 0.0017 0.0000 15

+ 3089 + 0.0027 -r 0.0013 - 0.0009 15
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Aus der obigen Diskussion aller bisherigen veroffentlichen
Beobachtungen von X Tri an gul i ist ersichtlich, dass die Ver-
finsterungsperiode dieser Veranderlichen nicht konstant bleibt,
sondern kleinen periodischen Schwankungen um den Mittelwert
07971535 im Zeitraum ca 2750 E= 7.3 Jahre unterliegt. Die

Fig. 3. Der Verlauf der B—Rj, und B—Rj,, der Tafel VI.

Amplitude der Schwankungen der Periode — gemdss den Ele-
menten (llI) — betrdgt nur O~00000 = 0%93. Der Maximalwert
0".9715404 entspricht den Epochen E,,= 0, | 2750, der Minimal-
wert 0<*971529¢c dagegen der Epoche E,,= + 1375. Der Mittelwert
0W1535 wurde wéhrend E,, = + 687, ,-2063, f 3438 erreicht.

Die Amplitude der B—R,, betrdgt nur 0".00474 = 6'™.8.
Die bisherigen Beobachtungen, die aus der Zeit 1921—1931
stammen, bedecken zeitlich nicht viel mehr als eine Amplitude.
Es sind weitere gut gesicherte Normalepochen der Minima dieses
Sternes notig, um die oben erwihnten sekuldren Anderungen der
Periode in der Zukunft besser festzustellen.

Warszawa, Universitats-Sternwarte.
November 1931.

Zusatz. Im Januar 1932 erhielt ich vom Herrn T. Olczak
eine Abschrift seiner 43 Orginalbeobachtungen von X Trianguli.
Eine neue Reduktion dieser Beobachtungen mit Hilfe der Stufen-
skala gab: Min. helioc. (M. Z. Gr.) = 24255897.2707, welches
etwas besser an die Elemente (Ill) fasst.
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Hanna Szmuszkowicz6wna.

O pewnym lemmacie POolyi.
Przedstawit S. Mazurkiewicz na posiedzeniu dn. 28 maja 1931 r.

Streszczenie.

Praca niniejsza stanowigca uzupetnienie komunikatu p. t.
,O srednicy pozaskoriczonej" (Spr. Warsz. Tow. Nauk. 15 stycznia
1931 r.) zawiera uproszczony i nie postugujacy sie teorjg liczb
porzadkowych pozaskonczonych dowdd lemmatu Polyi na
ktérym opiera sie zastosowanie $rednicy pozaskonczonej do zagad-
nienia przedtuzenia analitycznego.

Hanna Szmuszkowiczéwna.

Sur un lemme de M. Podlya.

Note présenté par M. S. Mazurkiewicz a laséance du 28 Mai 1931.

Le théoréeme de M.PG6tya, d'aprés lequel le diametre
transfini d'un ensemble fermé et borné estegal au diametre
transfini du noyau parfait de cet ensemble a été démontré par
M. Pétya avec l'aide d'un lemme assez compliqué. Des dé-
monstrations simplifiées du théoreme de M. Pdtya, évitant
I'emploi du lemme cité ontétédonné parM.Fekete -) et
par moi Le lemme de M. Péty a garde néamoins un intérét
per se, car il sert de base a une application importante de la
notion du diameétre transfini a lathéorie du prolongement ana-
lytiqgue. Ce pourquoi je donne ici une démonstration nouvelle de
ce lemme, démonstration qui évite I'emploi des nombres transfinis
et qui est basée uniquement sur les résultats de ma note citée.

En suivant M. P 81y a appelions courbe réguliere une Hgne
simple fermée composée d'un nombre fini d'arcs de circonfé-
rences. L étant une courbe réguliére, son intérieur sera désigné
par 1{L). La frontiere d'un domaine G sera désignée par F {G).
A étant un ensemble borné, fermé nous désignerons par A™ son
noyau parfait, par T (4) son diamétre transfini.

1) Po6ty a: Math. Ann. 99 (1928) p. 687—706.
Fekete: Math. Zeitschr. 32 (1930) p. 108-115.
Szmuszkowiczéwna: ces Comptes Rendus. 15Janvier 1931 p. 1—38.
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Lemme de M. Polya. Soit A un ensemble borné et fermé,
T=T ; Tj un nombre positif. Il existe deux systemes de
courbes réguliéres:  extérieures  l'une a l'autre:

, Mi"" M" et une suite de polynomes
tels que:

(1)
(H)

(HD

(IV) RM{z) est de degré m; le coefficient de z™ dans

(V) La suite {B” (z) (t-j-vj)—"} est uniformément  bornée
r

pour L™, la suite {B" (z) + e s t uniformément  bornée
TA

pour

Soit (maximum , z pour  zbA.

Soit G celui des domaines connexes déterminés dans le
plan par A™ qui contient le point a l'infini, B le complémentaire
de G. B est borné, fermé et F{G)(Z. A°\d B . D'apres le thé-
oreme de M. POlya et une remarque de M. Léwner on a

(1)

A — B étant dénombrable il résulte par un raisonnement
géométrique connu, l'existence d'une suite de domaines {Hp,
y= 1, 2. telle que:

est formé d'un nombre fini de composants.

1) Szeg6: Math. Zeitschr. 21 (1924) p. 203-208.
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La frontiere de chaque composant de Hj est une courbe
rég-uliere, — ces courbes étant sans points communs.

Chaque composant de ti. contient un point de B,
donc un point de F{G), donc un point de

D'aprés (ai), on a: lim 'z{ti)= z Donc nous pouvons
déterminer un indice tel que:

)

<3)
(3) entraine P (z, F(C?))<C'», donc aussi:
<4)
Désig-nons par Li, Lo... L les frontiéres de composants
de G-
Posons: C—A —tij . C est dénombrable et d'apres

fermé. On a donc T(C)= 0. D'autre part on peut déterminer
une suite de domaines {/C} telt que.

IC. est formé d'un nombre fini de composants.

Les frontieres de ces composants sont des courbes
régulieres sans points communs deux a deux; elles sont exté-
rieurs aux courbes Li, Lo... L" et vice versa.

{bx) chaque composant de K" contient un point de C.
Soit

<5)

comme le nombre a est positif.

comp. 1L c. p. 7.
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D'apres {bi) nous pouvons déterminer un indice tel que:

(6) pour

(™

Désignons les frontieres des composants de par
Les courbes satisfont évi-
dement aux conditions (1), (I1) et (II).

Soit On aura Désignons  par
n=o0o Il
respectivement les polynomes de Tchébyscheff
de dégré n attachés aux ensembles Posons :
La suite satisfait a la condition Désignons par
les maxima de pour
par leur maxima pour Comme
maximum pour on aura
En se servant de on obtient les inégalités:
Pour 2
Pour

De (10) et (11) résulte que la condition (V) est satisfaite, g. e. d.
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Stefanja Braun.

O pewnym zwigzku miedzy funkcjami Klasy 1
i dopetnieniami zbioréw analitycznych.
Przedstawit W. Sierpifski na posiedzeniu wwdniu 28 maja 1931 r.

Streszczenie.

W komunikacie niniejszym udowadniam nastepujgce

Twiaerdzenie. Dla kazdego zbioru linjowego E, bedacego
dopetnieniem  zbioru analitycznego,  istnieje  funkcja zmiennej
rzeczywistej f(x) klasy <1 —taka, ze E jest zbiorem  wszyst-
kiej tyci) liczb rzeczywistycl) X%, ktdre spelniajg  warunek:

dla tCx.

Stefanja Braun.

Sur un rapport entre les fonctions de premiéere
classe et les ensembles C (A).

Présenté par M. W. Sierpinski dans leséance du 28 Mai 1931.

f(x) étant une fonction d'une variable réelle, désignons,
d'aprées M. Sierpinski, par P(f)l'ensemble de tous les nom-
bres réels X qui satisfont a la condition:

f{t)="{x) pour tCx.

M. Sierpinski a établi®) une condition nécessaire et
suffisante pour qu'il existe, pour un ensemble E donné, une fonc-
tion continue f{x) (définie dans l'intervalle J(0<"<1)) telle
que P{f) =E.

M. Sierpifnski a démontré en outre le théoréme suivant:

Si f{x) estune fonction de Baire, P {f)estun ensemble
C{A) (c'est-a-dire complémentaire d'un ensemble analytique)

Je me propose de démontrer ici que lethéoréme inverse
est encore vrai, méme sinous ne considérons que les fonctions
de classe 1.

1) Fund. Math. t. XV, p.287.
ibid. p.290.
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Théoreme. E étant un ensemble C{A), ilexiste une fonc-
tion d'une variable réelle f(x) de classe < 1 tel que P{f)=E.

Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin de lapro-
priété suivante des ensembles analytiques :

Propriéte P étant un ensemble linéaire (non vide)
parfait et non dense cloaque ensemble analytique linéaire
(non vide) peut étre considéré comme I'ensemble de valeurs
d'une fonction de classe C 1 (relativement a P), définie dans P?).

Soit maintenant E I'ensemble C{A) donné. Désignons par
H—C{E) le complémentaire de l'ensemble E par rapport
a l'axe OX.

Nous avons a distinguer les trois cas suivants:

l-er cas. Hest au plus dénombrable.

II'éme cas. L'ensemble H étant non dénombrable, I'en-
semble de tous ses points de condensation est non borné inté-
rieurement.

Ili-eme cas. H étant non dénombrable, I'ensemble de tous
ses points de condensation est borné inférieurement.

I. Hestau plus dénombrable.

Nous pouvons supposer que Hest non vide, car autrement
la fonction f{x) = x donnerait une solution triviale du probléme.

Soit
(1) > eee
une suite finie ou dénombrable formée de tous les éléments de H.

H étant au plus dénombrable, il existe pour chaque nombre
x" de lasuite (1) un nombre réel t" tel que

(2)

Définissons maintenant la fonction f{x) par les conditions
suivantes :
\fix)~x, si xdE,

Cette derniére condition n'est pas essentielle.
-) J'omets la démonstration de cette proposition évidente.
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Les formules (2) et (3) donnent:

La fonction f{x) étant biunivoque sur E, la démonstration
que P{f)= E n'offre aucune difficulté.

Je dis que f {x) est continue aux points appartenant a E.
En effet, f{x) étant continue sur E en tout point de Il'ensemble
E, il suffit de démontrer cette proposition en admettant que la
suite (1) est infinie.

Supposons donc que l'on a Xa(.E, et soit s*O un nombre
donné.

On a d'apres (3):

(4)

Choisissons un nombre naturel N tel que

<5)
et posons:
(6)
et
()
H étant le complémentaire de E, nous en concluons,
d'aprés
Soit X un nombre réel satisfaisant a Il'inégalité

<8)
Si on a d'aprés (3), (4), (7), (8):
Si x"CiE), X est un élément de la suite (1), p. ex.
I'indice n satisfaisant, d'aprés (6), (7) et (8), a l'inégalité
Il en résulte, en vertu de (3):
<9)

donc, d'aprés (8),

et, selon n>N, (5) et (7),
<10)
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Comme, d'aprés (4) et (9), f{xo) = Xo et f(x)=t,, donc
il résulte de la formule (10):

(11)

La condition (8) entraine donc en tous cas l'inégalité (11"
d'ou il résulte que f(x) est continue au point AQ .

Les points de discontinuité de la fonction f{x) sont donc
contenus tous dans l'ensemble dénombrable H, d'ou il s'en suit
que f{x) est une fonction de classe 1 de Baire.

II. H est un ensemble non dénombrable dont I'ensemble de
tous les points de condensation K{H) est non borné inférieurement.

Posons

L'ensemble /C(/7) étant non borné inférieurement, il existe
une infinité d'indices m tels que

(12)

Soient Di, D., D», ... ceux parmi les intervalles / qui
satisfont a la condition (12). Désignons par et b,
les extrémités de I'intervalle D .

On a donc:
(13)

(14)

(15)
Posons
(16)

H étant un ensemble analytique, Q" Il'est aussi, et on voit
d'aprés (15) que Q" est non dénombrable. On en conclut que
cet ensemble contient un ensemble parfait (non vide) et nous
pouvons évidemment supposer que l'ensemble
est non dense.

Les ensembles P~ satisfont, d'aprés (13) et (16), aux con-
ditions suivantes:

A7)

c'est-a-dire: T~ est I'intervalle ouvert, formé de tous les nombres
réels X tels que
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et
(18) = 0 pour n~k.
Posons
<19) P=yPn'
n=I
Les ensembles P,(n =1, 2, 3...). contenus (d'apres (17)

et (13)) dans les intervalles disjoints de longueur constante,
étant fermés, l'ensemble P I'est aussi.

H étant un ensemble analytique et non vide, il en résulte,
d'aprés la propriété T. énoncée plus haut, qu'il existe pour tout n
naturel une fonction /(AT) définie sur P et telle que

(20)
Posons maintenant:
(21) f{x)=f,{x) pour ~rP,,
et
(22) f{x) = x pour XCCiP).

D'aprés (19), la fonction f{x), définie par les formules
(21) et (22), est univoque et bien déterminée pour tout x réel.

Je dis qu'elle satisfait a toutes les conditions du théoréme.
1. f{x) est de classe <"1.

Les fonctions fA{x) (n= 1, 2, 3...) sont, comme nous l'a-
vons vu, de classe 1 relativement aux ensembles P”. Les en-
sembles P, (n =1, 2, 3...) étant contenus dans les intervalles

disjoints, on en conclut que f{x) est de classe -<1 relativement
a l'ensemble P.

D'aprés (22), f{x) est continue sur C(P). Or, P étant
fermé, donc C(P) étant ouvert, il en résulte, comme on le vérifie
sans peine, que f{x) est de classe 1.

2. Il résulte des formules (19), (21), (20) que l'on a:

F étant un ensemble donné, f {F) désigne I'ensemble de valeurs
de f {x) pour Xx"F.
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(23)

D'aprés (17) et (19), I'ensemble P est contenu dans le com-
plémentaire H de Il'ensemble f, donc EC_C{P). Il en résulte,
en vertu de (22), que pour chagque nombre réel x appartenant
a l'ensemble E on a: f{x) = x, donc

On en déduit, d'apres (23), que

(24)

La fonction f{x) étant (d'aprés (22)) biunivoque sur I'en-
semble C{P), il résulte de (24) que si AD € E, la condition
donc a pius fort raison la condition t<iX(\, entraine I'inégalité

On en déduit la relation

(25)

Supposons maintenant que
(26)

L'ensemble P étant contenu dans
donc AO (P ou bhien A,CH- P.

Si Xoa P, on voit, d'aprés (23), que

Si Xo( H—P, Xg étant contenu dans C(P), on a d'apres
(22): f{xo) = Xo, donc f{xo)i H~ P.

La formule (26) entraine donc en tout cas la relation:

(@7)

Par conséquent il existe (d'aprés (20) et (21)) pour tout n
naturel un point x* tel que
(28)
et
(29)

Les formules (28) et (17) impliquent:

donc, d'aprés (14),



221

d'ou il résulte qu'il existe un nombre naturel n tel que
(30)

Les formules (29) et (30) entrainent la relation
31)

La formule (31) étant une conséquence de (26), il en
résulte :

ce qui donne, d'apres (25):

111, H est non dénombrable; I'ensemble K{fi) de tous ses
points de condensation est borné  inférieurement.

Soit a la borne inférieure de Il'ensemble K{H).

Désignons par Z, respectivement par T, I'ensemble de tous
les nombres réels x plus petits, respectivement plus grands que a.

On a donc
(32)
Posons :
(33)
(34)
On en déduit les formules suivantes :
(35)
(36)
(37)
(38)
a étant la borne inférieure de I'ensemble K{H), on a
(39)

d'ou il résulte que H* (contenu dans H) est un ensemble au plus
dénombrable (puisqu'on aurait autrement:
contrairement a (39)) *).

X désigne I'ensemble de tous les nombres réels, (a) désigne
I'ensemble composé d'un seul point a.

F étant I'ensemble donné, K (F) désigne I'ensemble de tous ses
points de condensation.
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Nous avons donc K(Hi) = 0, et, selon (36):
(40)

K{li) étant fermé, on a a( K{H). L'ensemble de tous les
points de condensation d'un ensemble non dénombrable étant
parfait, il en résulte, d'aprés (32) et (39), que a est un point
limite de I'ensemble

Soient maintenant F (A) et (AT) deux fonctions croissantes
dont l'une est définie sur l'ensemble Z et l'autre sur T, trans-
formant d'une maniére biunivoque et bicontinue les ensembles
Z et r en l'ensemble X de tous les nombres réels.

Nous avons donc les relations:

(41)

Posons :
(42)

(43)
et
(44)

Les fonctions 9 (A) et (AT) étant biunivoques, on en conclut,
d'aprés (41), (37), (38), (42), (43), que l'on a:

donc

(45)

Les fonctions F (x) et < (AT) étant biunivoques et bicontinues
et la propriété d'étre un ensemble C{A) étant un invariant topo-
logique, les ensembles E* et E-* sont des ensembles C{A) (car
les ensembles Ei et Eo, dont chacun est le produit du complé-
mentaire analytique E par une demi-droite, sont eux-mémes des
ensembles  C{A)).

On voit en outre que Il'ensemble H]* est au plus dénom-
brable (d'aprés (43) et la définition de l'ensemble Hi) et que les
relations (44), (40) et (43) entrainent la formule suivante :

(46)
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Le point a étant un point limite de I'ensemble /Ci, il résulte
de (46) @ (A) étant une fonction croissante qui transforme T en
X) que l'ensemble KiHo*) est non borné inférieurement.

Le complémentaire ti** de E™ est, comme nous l'avons vu,
au plus dénombrable, et le complémentaire H>*de E * est un
ensemble non dénombrable dont I'ensemble de points de con-
densation est non borné inférieurement; or, les ensembles Ei*
et E2* étant des complémentaires analytiques, nous sommes ainsi
ramenés aux cas déja considéreés.

Il existe donc deux fonctions de classe 17/i et f-, {X)
telles que

<47) !

On voit sans peine, d'aprés la définition de I'ensemble
P(/), que si f{x) est une fonction arbitraire donnée et \HA) est
une fonction croissante, la fonction (0 (a:) - o-((A:)) satisfait a la
relation P(w)= P(/). 11 en résulte, en vertu de [I'existance
d'une fonction croissante qui établit une homéomorphie entre
I'ensemble X et [l'intérieur d'un intervalle, que nous pouvons
toujours supposer que l'on a:

<48)

ou  désigne l'intervalle (0<CAr<I) et lintervalle (1 <Ca:<C2).
Posons :

<49)
1/W = /2('M?)) pour X~ T.

D'aprés (41), la fonction f{x) est univoque et bien déter-
minée pour tout point de l'ensemble Z \ T=X—(a).

Il ne reste qu'a définir /(x) au point a.

Posons ffa) — 2, si a( E.

Si a( H, posons
<50) f{a)=f{xo0),

AD étant un point arbitraire de l'ensemble Z.

Les fonctions fi (x) et f*(-v) étant de classe 1 et f{x)
et N (AT) étant continues sur Z, respectivement sur T, on voit
que la fonction /(AT), définie par les formules (49) et (50), est
une fonction d'une variable réelle de classe 1 de Baire.
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Les relations (49) et (48) donnent:

donc, les intervalles ™ et |-, étant disjoints,

(51)
On a, d'aprés (50) et (51),
(52)
Les fonctions f et ]> {x) étant croissantes, on déduit de

(49), (51), (52) les conséquences suivantes :
Si x6Z, la condition x CP {f)est équivalente a la condition

Si xbT, la condition a:CP (f)est équivalente a la condition

Il en résulte qu'en désignant par p— (A) et (x) les fonc-
tions inverses aux fonctions 'S(x) et (A) nous obtenons les
formules :

et, d'aprés (47) et (42):

Nous avons donc, en vertu de (35) et (32):
(53)

Or, il résulte de la formule (50):

si a(E, on a: /(M)4=/(a) pour tCa, donc a™P{f)-,

si a( H, on a: /(I')= I(ATO), ou le nombre AO appartenant
a Z remplit la relation Aro<a, donc a” P (f).

On en conclut, d'aprés (53), que l'on a:



Posiedzenie

z dnia 26 czerwca 1931 r.

W. Sierpiinski.

Uwaga o roztaczalnosci zbioréw zamknigetych.
Komunikat, przedstawiony naposiedzeniu wdniu 26czerwca 1931 r.

Streszczenie.

O dwuch zbiorach E i H méwimy, zesagrozigczne zapo-
mocg zbioréw rodziny, jezeli istniejg dwa zbiory roztaczne
tej rodziny, z ktérych jeden zawiera E, za$ drugi H.

Istnieje rodzina przeliczalna zbioréw otwartych, taka, iz
kazde dwa =zbiory przestrzeni euklidesowej zamkniete i ograni-
czone, roztgczne, sg roztaczne zapomoca zhioréw tej rodziny.
Autor dowodzi natomiast, ze nie istnieje zadna rodzina zbiorow,
<> mocy mniejszej niz continuum, taka izby kazde dwa zbiory
linjowe zamkniete byty roztgczne zapomocg zbioréw rodziny <>

W. Sierpinski.
Une remarque sur la séparabilité des ensembles

fermés.
Présenté dans laséance du26 Juin 1931.
On ditque deux ensembles E et H sont séparables au

moyen des ensembles d'une famille <> s'il existe deux ensembles
disjoints de cette famille, dont un contient E et l'autre H

1) Lanotion de laséparabilité des ensembles est due aM. N. Lusin,
voir Fund. Math. t. X, p.51.
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On démontre sans peine que, dans un espace euclidien, il
existe une famille dénombrable <> d'ensembles ouverts, telle que
deux ensembles fermés et bornés disjoints sont toujours sépa-
rables au moyen des ensembles de la famille <>

(Voici p. e. la démonstration pour I'espace linéaire. Soit
la famille de tous les ensembles qui sont des sommes d'un nombre
fini d'intervalles aux extrémités rationnelles: la famille <) est
évidemment dénombrable. Soient maintenant E et H deux en-
sembles fermés et bornés, disjoints. Comme on sait, il existe
deux ensembles ouverts disjoints, M et N, contenant resp. E
et ti. Or, tout ensemble ouvert linéaire est, comme on sait,
une somme d'une infinité dénombrable d'intervalles ouverts aux
extrémités rationnelles. D'aprés E(Z” et d'apres le théoreme de
Borel (appliqué a l'ensemble fermé et borné /: et a la famille
des intervalles ouverts aux extrémités rationnelles contenus dans
M) il existe un nombre fini d'intervalles ouverts aux extrémités
rationnelles dont la somme 5 recouvre E. Onadonc ECZSd~"
et 5 est un ensemble de la famille . Pareillement on trouve
un ensemble T de la famille <&, tel que H(ZTCLM, et, d'apres
MN=Q, on a évidemment 57=0. Deux ensembles fermés
et bornés, disjoints sont donc toujours séparables au moyen des

ensembles de la famille , c. q. f. d.).
Or, nous prouverons qu'/7 n'existe aucune famille  d'ensem-
bles, , de puissance inférieure a celle du continu, telle que

deux ensembles linéaires fermés disjoints soient toujours sépa-
rables au moyen des ensembles de la famille

En effet, soit f> une famille d'ensembles, telle que deux
ensembles linéaires fermés disjoints sont toujours séparables au
moyen des ensembles de la famille <.

Soit t un nombre réel donné quelconque, tel que
et soit
Q) A= (0, 714, a,...>2

son développement en fraction dyadique contenant une infinité
de chiffres non nuls.

Désignons par E{t) I'ensemble de tous les nombres (— ly*n. n
(n=1 2,3, ...) et par H(t) l'ensemble de tous les nombres
{—Ily*n-Kn (n= 1, 2, 3, ...). Les ensembles E{t) et H(t) sont
évidemments fermés et disjoints. D'aprés I'hypothése il existe



- 221 -

donc deux ensembles M {t) et N{t) de la famille ([> tels que

2)

et

©)
Je dis que si "4= (0< ~< 1, 0< < 1), on a toujours
En effet, admettons qu'on a
Soient (1) et

(4)

resp. les développements de t et de t' en fractions dyadiques
contenant une infinité de chiffres non nuls. D'aprés (1) et (4)
et d'aprés t~t', il existe un indice q, tel que donc
on a ou bien 1) = 0 et ou bien 2) = 1 et —0.
Or, nous avons

et, d'aprés (1), (4) et la définition des ensem-

bles et EU) ona { — g iE@®), ( — \ qg(H(@®, et
donc

ce qui donne, dans le cas 1):

et dans le cas 2):

d'ou résulte toujours que

A des nombres réels t différents de [I'intervalle
correspondent donc toujours des ensembles M{t) différents de
la famille <I>, d'ou résulte que la puissance de cette famille ne
peut pas étre inférieure a celle du continu.

Notre assertion est ainsi démontrée.
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M. Neubauer.

O funkcjach ciagtych, przyjmujacych kazdag

wartos¢ skonczong liczbe razy.

Przedstawit W. Sierpinski naposiedzeniu wv dniu 26 czerwca 1931 r.

Streszczenie.

Nawigzujagc dopracy M. Cech'a z XVIl-go tomu ,Fund.
Math.", autor wyprowadza kilka twierdzen, dotyczacych funkcji
wymienionych wv tytule.

M. Neubauer (Brno, Tchécoslovaquie).

Sur les fonctions continues qui prennent

chaque leur valeur un nombre fini de fois.

Mémoire présenté par M. W. Sierpinski dans laséance du26 Juin 1931.

Dans son article, publié”) sous le méme titre, M. Cech
s'occupe des fonctions (réelles d'une variable réelle) continues/,
jouissant de la propriété suivante: / prend chaque savaleur un
nombre fini de fois {la propriété P). A l'aide des définitions 3,
5 et 6 de cette Note, on peut énoncer les résultats de M. Cech
dans les deux théorémes suivants:

Théoréme A. Si lafonction f, définie et continue  dans
[a, b1, jouit de la propriétte P, ona M{f)=1[a bl— A{f)-),
A{H"K et A{f)Cia, b).

Théoreme B. Si M ( Ket C{a b), ilexiste, dans [a, b],
une fonction continue f qui jouit delapropriété P et telle que
M{f)=1[a b]-A.

Un cas spécial des dites fonctions sont celles qui jouissent
de lapropriété suivante {la propriété Q): il existe un tel n que
toute équation delaforme f{x) = c n'admet qu'un nombre

Voir Fundamenta Mathematicae t. XVII, p. 32.
-) {a,b) est l'intervalle aC A < [a, b]— safermeture; [a, b) resp.
{a, b] signifie dans lasuite I'intervalle a”xCb resp. aCx”b. /4 est la
fermeture deA.
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de solutions. Pour une telle fonction donnée /, soit n(/) le plus
petit nombre de ce caractere. Ala fin de son travaille, M. Cech
énonce laproposition suivante:

En ajoutant aux propriétés de l'ensemble  A{f) resp. A
celle d'étre d'ordre fini (voir la définition 4 dans lasuite), on
peut remplacer dans les théoremes A et B la propriété P par Q.

Le but de cette Note est de démontrer la proposition pré-
cédente et, d'autre part, d'établir les relations entre le nombre
«(/) etl'ordre de I'ensemble A{f) resp. A correspondant (thé-
oremes CetDau § 3).

C'est M. E. Cech qui avait bien voulu attirer mon atten-
tion au sujet de cet article; jeme permets de lui adresser mes
meilleurs remerciments.

§ 1. Jene considere, parmi les ensembles de points, que
ceux de l'espace euclidien linéaire.

Définiion 1. Etant donné une classe T d'intervalles finis
et ouverts, je définis pour chaque nombre ordinal £di, la
sous-classe Te de V comme il suit:

® Dj étant l'ensemble de toutes lesextrémités d'inter-
valles (w, i/) de r, on a (w, v)C I'o lorsque u ou Vv est un point
isolé de Dg.

2® Soit 0< 4<ii, soit déja définie pour i'CT et
DI — I'ensemble de toutes les extrémités d'intervalles de
T— U Tg, On a(w, WCIT lorsque uou v est un point isolé

de DL

Les intervalles de s'appellent intervalles d'ordre ideW
Pour (u, v) CI'T, uresp. v s'appelle extrémité distingueée de
(w, i/) lorsque uresp. v est un point isolé de DT.

On a évidemment

(1) DLCDI pour et"™.

Définition 2. Pour chaque ensemble A, je désigne par \'\
la classe de tous les intervalles finis etcontigus ason dérivé A',
auxquels se trouve un nombre (fini et) impair de points de A.
On a évidemment

) =0 PO

1) Voir Cech 1.c.p.37.
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Définiion 3. Je désigne par K laclasse de tous les en-
sembles isolés A, pour lesquels la classe remplit la condition
suivante: Pour 04=ACIl , l'ensemble de toutes les extrémités
des intervalles de A n'est pas dense en soi

On démontre sans peine le suivant

Leme 1L A C K étant donné, ilexiste un etun seul
aai telque pour IiCa et \\= V i\\)t.

Définition 4. Pour K. j'appelle ordre de A et désigne
par cf.{A) le nombre ordinal, défini par lelemme 1.

Lame 2. Soit 4 C K et {u,V) un intervalle d'ordre ¢
de 17M. Alors ilexiste, dans tout voisinage deu a gaucte et
de V & droite,

1® despoints de A, nappartenant & aucun intervalle
d'ordre h,

une infinit¢ de points de A, appartenant & des inter-
valles d'ordre h', pour tout i'CT.

Démonstration. 1 suffit de considérer I'extrémité u. Je pose

et D\,= Di, pour ~”. Si wn'est pas une extrémité
distinguée, il existe, dans tout voisinage de w a gauche, des
points de Dt, donc des intervalles de T— V donc aussi,

d'aprés "MK, des intervalles de T;. Une au moins des extré-
mités étant toujours distinguée, il va donc suffir de supposer
I'extrémité u comme distinguée.

Cela posé, suit immédiatement de u ( Quant a 2°,
soit i 'd. On a,daprés (1), u( Di,. Si u était un point
isolé de Dt,, on aurait (w, v) € '~ — contrairement a (2) et

u étant parsuite un point d'accumulation de D*,on
en conclut, comme tout a I'heure, qu'il existe, dans tout voisi-
nage de u a gauche, des intervalles de

Laymme 3. Lorsqu'on supprime d'un ensemble A ~ K d'ordre
a-i-1 tous les points, situés dans les intervalles d'ordre n. de
14, ilen résulte un ensemble 4 T K d'ordre a.

Démonstration. On déduit aisément de ® du lemme 2
que (/4*y = /4'. 11 s'ensuit aisément

) .= (N)E-

1) L. C p.32
L. c.p. 38.
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On adonc /I* ( K. En s'appuyant sur 2° du lemme 2 et (3),
on prouve sans peine, parlinduction, que C~Jc~C”); pour
¢cCa. Ilrésulte dela et de (3), envertu dulemme 1, que
A* est d'ordre a.

Lemme 4. Soit A( Ket{u, v) un intervalle dordre ~=>=0

de . Alors il existe, dans tout voisinage de u & gauche et
de V a droite, deux points a* et b*=a* tels, quen posant
= N [o* b"]:
4) C b*), (/i*)' = A" [, b*],
(5) A*eK, =
(6) pour i'Ce, contient une infinité d'intervalles.
Démonstration. Il suffit, comme plus haut, de considérer

I'extrémité u etde la supposer comme distinguée. On a donc

(7) {u-z, u)DlI =0,

s> 0 étant convenablement choisi. D'aprés le lemme 2et 4>0,
il existe, dans tout voisinage de w agauche, un point v* ((u— £, u)
qui est I'extrémité droite d'un intervalle de I\ En posant a* = v*
et b*— u, on en conclut (4) sans difficulté. De plus, en désig-
nant par A laclasse de tous les intervalles de \\ contenus dans
{a*, b*), ondéduit de ladeuxiéme relation (4), envertu de (7)
et l'inclusion (a*, b*)CZiu — s, u), aisément

— une relation analogue a (3). Comme auparavant, on a A* (K
et on trouve C = A. (TYH", pour i'C i, donc aussi =i
et (6), d'aprés 2""du lemme 2.

§ 2. Je ne considére, parmi les fonctions, que les fonctions
réelles et finies d'une variable réelle.

Définition 5. Pour chaque fonction /, jedésigne par M (f)
I'ensemble de tous les points x deson domaine B tels que /
est monotone dans un voisinage dex sur B .

Lenmme 5. Si lI'ensemble  ACZia, b)

contient au moins 3
Doints et si lafonction continue f de la propriété P (voir l'in-
troduction) est définie dans [a, b]desorte que
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8

alors

9) / prend une valeur 3-fois,

(10) pour a' e /4l resp. A" f prend, dans tout voisinage

de a' a droite resp. a gauche, une valeur 3-fois.

Démonstration. Soit a”A'j* et £>-0. En vertu de la propriété P,
il existe un b"b tel que ~Na'+ eet/4=/(0") dans (a' b7, f étant conti-
nue, f—f{@") est du méme signe partout dans (o', b\, p. e. positif. / prend
parsuite son maximum dans [a@',b'] & un point XoK:(.a', b']. si / était mono-
tone dans (a', ATQ on aurait (a', X(*)CM{f) — contrairement a (8) et
Il existe donc des points x', x" tels que

Mais on a f{x"){xo0). Il en résulte tout de suite que f prend dans

une valeur 3-fois. (10) étant ainsi démontré, il reste
a prouver (9) pour A fini. Mais pour cela, il suffit de remarquer qu'en vertu
de P et de la continuité, I'inclusion (a', b') CM {f) implique toujours que /

est monotone dans [o', b'], sans y étre constante, et que A contient au
moins trois points.

Théoréme 1. Prémisses:  Soit K wn ensemble  d'ordre
fini a, contenant au moins 3 points et contenu dans {a, b).
Pour a>0, la classe contient au moins 3 intervalles d'ordre

Une fonction continue f de la propriété P soit  définie

dans [a, b\ de sorte qu elle remplisse (8).

Ttfése: f prend une valeur

Démonstration. Le théoréme étant vrai, d'apres (9), pour

je le suppose vrai pour un a”Q et je l'en déduirai pour

J'admets qu'il ne soit pas vrai pour oc-j-1, c'est-a-dire je
suppose: malgré les prémisses du théoréme avec a-{- 1 au lieu
de a, la fonction

(12) f prend chaque valeur [(2a-f-3)I1]-fois au plus.
étant tous les points de A dans un inter-
valle {u, v) de , on voit que / est alternativement croissante
et décroissante dans les sous-intervalles
Je décompose la classe en deux sous-classes dis-
jointes 1' et r", en donnant a T ceux et seulement ceux des
intervalles (u, i/) de dans lesquels f commence a croitre

est I'ensemble de tous les points d'accumulation de A
a droite (a gauche).
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<donc, p étant impair, finit par décroitre), (u, v) C1' (") étant
donné, j'appelle critique et désigne par w celle des extrémités
u, V, pour laquelle f{w){u), f(v) (f (W) ), f{v). (Si

toutes les deux extrémités sont critiques.) En dé-
signant par G le maximum de / dans [z;, v], ona évidemment

<12)

Enfin, je définis la sous-classe A'Cl "' Cl'") comme il suit:
Pour (u, w)f soit (u, v) f A'(A"), lorsque
dans un voisinage assez petit de chaque extrémité critique w —
»,voisinage de l'extrémité critique w" signifiant ici et dans ce qui
suit l'intervalle de la forme {u— u) ou (vji'-} 2 (£>0) selon
que

Je vais montrer d'abord que

(13)
On peut se borner a T. J'admets qu'il existe un
Par conséquent, il existe un voisinage U de I'extrémité critique

convenable w de {u, v) tel gue f>f{w) dans U. D'aprés (12)
et la continuité de /, on peut supposer que

<14)
Je dis que
<15) f prend une valeur (2a-[-3)-fois dans U.

En effet, cela résulte, pour a= 0, de (10) et, pour a> 0, du
lemme 4, parce qu'en posant f* = f dans [a*, b*], les prémisses
du théoréme 1 (supposé vrai pour a) sont remplies par A¥*,
particulierement (8) en vertu de la seconde rela-
tion (4). Mais / prend, d'aprés (12) et (14), chaque valeur, prise
dans U, deux fois encore dans (w, v)-, elle prend parsuite une
valeur [(2a3)2]-fois «ce qui est contradictoire a (11).
L'hypothése \'— A'H=0 étant, par conséquent, impossible, il en
résulte (13).
En s'appuyant sur (15) et la notion de I'extrémité critique,
on prouve sans difficulté que

<16) Si
pour
On en conclut que

<17) -AM(A™) ne contient qu'un intervalle au plus.
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En effet, si Y en contenait deux, (ui, Vi) et (uo, v>), on aurait,
en désignant par Gi resp. Go le maximum de / dans [wj, Vi]
resp. [u,, i/J, d'apres (16) et (12), G.CG, et G~CG-, simul-
tanément.

Il s'ensuit de (13) et (17), vu la décomposition
qgue la classe (T"Y"™ ne contient que deux intervalles au plus.
Mais, les prémisses du théoréme 1 avec a-fl au lieu de a étant
supposées remplies, (TYYV contient au moins 3 intervalles. L'hy-
pothese (11) est donc impossible et le théoréme se trouve démontré.

Maintenant, on démontre sans peine le suivant

Théoreme 2. Soit A ( K un ensemble d'ordre fini
contenu dans {a, b), et f une fonction continue de la propriété
P, définie dans [a, b] de sorte qu'elle remplisse (8). Alors f
prend une valeur

En effet, il existe un intervalle {u, 1M1 . D'apreés le
théoréme 1 et les lemmes 4 et 5, /prend une valeur
fois dans tout voisinage de chaque extrémité critique de (w, V).

Il s'ensuit qu'on peut se borner a {u, t)( A'(C A partir
d'ici, le raisonnement se fait sans difficulté.

Théoréme 3. Soit A un ensemble d‘ordre fini a, con-
tenu dans {a, b). Alors il existe, dans [a, b], une fonction con-

tinue f, remplissant  (8) et prenant chaque valeur
fois au plus.

Démonstration. Le théoréme étant clair pour A fini, on
peut supposer A'~0. En désignant par /(/.) la borne inférieure
(supérieure) de A' et en posant
suivant que aCl ou a™ {L<ib ou L= b), [a, b] se décom-
pose en parties deux a deux disjointes comme il suit:

ici {u®, v») sont les intervalles finis et contigus a A" (s'il y en a).
Je définis d'abord

(18)

Pour définir / dans les intervalles i

la fermeture de I'un quelconque d'eux. Trois cas sont a distinguer.
1° Si /4w, V)= 0, / soit linéaire dans [u, i)
2" Si A{u, v) contient une infinit¢t ou un nombre pair

(>0) de points de A, il est aisé de définir / dans [w, v] de
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maniére qu'elle remplisse non seulement les six conditions,
posées par M. Cech L1lc.p. 39, mais encore les deux suivantes:

pour
/ prend chaque valeur 3-fois au plus, dans

3" Au cas restant, A{u, v) se compose d'un nombre impair
p de points Je définis / dans les intervalles
\u, ] de ce genre au moyen de l'induction par rapport a a,
en y employant l'une ou l'autre des constructions suivantes, ou s
désigne un nombre positif:

/ linéaire dans [<7,, pour
pour
H
) pour
/ linéaire dans , o'n™i] pour n= 0, 1, ..,
Pour a= 0 la classe est vide, donc (1) et (II) n'entrent

en considération que pour et au plus. Si (/) contient un

nombre impair de points de A, je définis / dans I{1[) d'aprés (1)
((IN). On justifie sans peine que la fonction /, ainsi définie dans
jouit des propriétés demandées.
Le théoreme étant ainsi démontré pour a= 0, je le suppose

vrai pour un et je I'en déduirai pour a j-I.
En supprimant de A tous les points, situés dans les inter-
valles de ' il résulte, d'apres le lemme 3, un ensemble

d'ordre a, contenu dans (a, b). Cela posé, soit /* une



236 -

fonction, qui satisfait au tliéoreme 3 (supposé vrai pour a) quand
on y remplace Anpar 4*. Pour parvenir ala fonction / cherchée,
je vais modifier la définition de /*, dans les intervalles de
de la maniére suivante. Soit (u,v) C et u resp. v — son
extrémité distinguée. Donc il existe un tels™™ e>.0 que
(u—3s, u)DIl resp. (v, v+ 3s)DJ soit vide. Maintenant, je
définis / dans [u, v] d'aprés (1) resp. (Il) avec ce nombre s.
On s'assure sans difficulté que cette fonction f remplit toutes
les conditions du théoréme.

En particulier, pour démontrer lacontinuité de /, il suffit, abstraction

faite des cas triviaux etceux oij il s'agit dela fonction /*, continue par
I'hypothése, de supposer

19

et d'en déduire

Mais ontire de (20)

(22)

donc aussi i, I — >0 cequi donne, enposant Ni~'n» d'apreés
I'inégalité

(23) >0.

En outre, ona,d'aprés (1) et (ll), certainement

Il enrésulte (21), d'aprés (22) et (23), en tenant compte de (19) et (18).

Supplément. Eu égard a (18), on peut dire au sujet de la
fonction f qui vient d'étre définie, qu'elle estordonnée par
rapport a la droite y~x (du plan euclidien {X,y)). Mais on
I'aurait pu aussi ordonner par rapport atoute droite y = kx -\-qt
ou A"4=0. C'est de la que s'explique la proposition suivante:

Quels que soient les nombres fi et/2> /i, on peut tou-
jours demander que lafonction f du tliéoreme 3 remplisse les
relations  suivantes:

dans [a, b]
et
f{b) =h ou f{fa) =f,, f(b)=f,ou f{fa) =T,
selon que

b=L oua=I b=L ou a=1.

Cela posé on démontre sans difficulté ce
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Théoreme 4. Prémisses: Soit un ensemble d'ordre
fini contenu dans La classe contient au plus
intervalles d'ordre
Thése: Il existe, dans une fonction continue
remplissant et prenant chcrque valeur fois au plus.
En effet, en se bornant au cas de deux intervalles,
de on a
Je définis d'abord / dans resp. d'aprés (I) resp. (ll). Or, en
désignant par resp. les points de resp. et par
resp. leur nombre, / prend selon que p™ resp.
chaque valeur de I'intervalle ou resp.
seulement une fois dans resp.
Cela posé et en observant que et sont
évidemment des ensembles de d'ordre je définis, conformément au
théoréme 3 et au supplément, dans de sorte que
et dans resp. de sorte que ou
resp. ou La fonction / ainsi définie

iouit des orooriétés demandées.

S 3. Definition 6. Pour cfiaque fonction f, je désigne par
I'ensemble de tous les points isolés du complémentaire
(par rapport au domaine de /).
Théoreme C. Si la fonction f, définie et continue dans
jouit de la propriété (voir I'introduction), on a
est
d'ordre  fini En  particulier

et contient au plus  points  pour

pour
pour
Démonstration. En vertu du théoréme A dans I'introduc-
tion, on n'a que prouver que A (/) n'est pas d'ordre infini. Or,
autrement, la classe comprendrait des intervalles de tout

ordre« fini (d'aprés le lemme 1) ce qui est incompatible avec la
propriété Q en raison du lemme 4 et théoreme 1. Cela posé,
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les relations indiquées ne sont que soit triviales soit des consé-
quences immédiates de (9) etdu théoreme 2.

Inversement, on obtient, a l'aide desquatre théorémes
établis au § 2, le suivant

Théorame D. Si AKK, A(Zia, b) etsiy.(A) est fini, il
existe, dans [a, b\, une fonction continue f qui jouit de la
propriété Q et telle que M{f) = [a, b\— A. En particulier ona

Nn/) =1 pour 4 =0,
tandis qu'on peut diminuer, pour 0O, le nombre n{f) jusqu'a
la borne suivante:

Si 7.(/4)=0, n{f) =23 ou 2 selon que A contient au moins
3 points ou non; sia(/l1)>0, n(/) = 2a-|-3 ou 2r/-\-2 selon
que contient au moins 3 intervalles ou non.

Sophie Piccard.

Przyczynek do badania funkcji m{E(®)} Mirimanoff'a.
Przedstawit W. Sierpinski naposiedzeniu w dniu 26czerwca 1931 r.

Streszczenie.

Trescig tej pracy sa badania, bedgce wvSscistym zwigzku

z badaniami Mirimanoff'a, ogtoszonemi przez niego w dwuch

notach, ktére ukazaty sie w IV-tym tomie Fundamenta Mathe-
maticae.

Sophie Piccard.

Contribution a I'étvide de la fonction m{EM)}
de M. Mirimanoff.

Mémoire présenté par M. W. Sierpinski dans laséance du26 juin 1931.

Le présent travail se rattache aux deux remarquables notes
de M.D. Mirimanoff, intitulées ,Sur un probleme de Ila
théorie de la mesure"

1) Fundamenta Mathematicae, t. IV, pp. 76—81 et pp. 118-123.
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Définitions Soit M un ensemble parfait construit sur un
intervalle <A, B>, par élimination successive d'intervalles
ouverts, appelés intervalles noirs de M. Les sousintervallesde
<4, complémentaires aux intervalles noirs de M, sont
appelés intervalles blancs de M. Désignons par o, et appelons
intervalle noir de rang O de M les deux portions de la droite
portant A, B> etextérieures a cet intervalle qui constitue
lui-méme l'intervalle blanc 20 de rang O de M. Un intervalle
noir de rang k {k= entier quelconque ~1), de M s'élimine
d'un intervalle blanc , derang {k—1), de M, et il est
bordé de deux intervalles blancs de rang k Ae M que nous dé-

signons par et avee =TAJENEH T Nk kN

Soient M* et M” deux ensembles identiques M construits
respectivement sur l'intervalle <10, 1> de l'axe des x etsur
l'intervalle <0, \ > de l'axe des y (coordonnées retangulaires),
et soit OA un axe passant par l'origine des coordonnées et fai-
sant avec OA l'angle £ O Menons par tous les points

de M~ des droites :| al'axe des y, partous lespoints de M*
des droites | a l'axe des X, et projetons tous les points d'inter-
section de ces deux familles de droites sur I'axe OA (projections
orthogonales). Appelons E{\)) Il'ensemble de ces projections.
La fonction m{£"(»>)} représente la mesure de

Probleme 1. Soient Ca, b= et Ca, [{> deux intervalles
situés sur un méme axe OA (O—aC.y.'*b, a<; , a"j™ab) et
soient M* et M2 deux ensembles semblables M, construits res-
pectivement sur le premier etsur lesecond de ces intervalles.
Etant donnée lalongueur de <Ca, p >, quel doit étre a, pour
que lesdeux ensembles Mi et Mo ne puissent pas avoir de
points communs?

Lexmre 1 (fondamental). La condition nécessaire et suffi-
sante pour que lesdeux ensembles M et M" ne puissent pas
avoir de points communs est qu'il existe un nombre entier k=0
et tel que tous lesintervalles blancs de rang k de Mo soient
situés a l'intérieur d'intervalles noirs de M" .

Nous employons le méme symbole pour désigner un intervalle et
la longueur de cet intervalle etnous désignons par la méme lettre un point
et l'abscisse de ce point.
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Démonstration.  La condition est nécessaire. Soit MiM2 = 0.
Supposons, contrairement au lemme, que pour toute valeur de
I'entier k~ 1, il existe au moins un intervalle blanc de rang-
k, de M., qui n'est pas situé a l'intérieur d'un intervalle noir de M".

Alors ~ \t' ~An > somme étant éten-
t

due a tous les intervalles blancs de rang k de M.A- Par consé-

quent Jjj | ¢ ANtrhijre! "" point de l'ensemble jj est

en méme temps point limite de Mi et de M2 et, comme ces
deux ensembles sont fermés, tout point de appartient en méme
temps & Mi et k M2. Donc MxM-y™ > ce qui est contraire
a notre hypothése. La condition est bien nécessaire.

La condition est suffisante. Supposons qu'il existe un nombre

entier et tel que tous les intervalles blancs de rang k de
Mo soient situés simultanément a l'intérieur d'intervalles noirs
de Mx. Il est évident que dans ce cas Mx = *, puisque tous

les points de M-" sont situés a l'intérieur d'intervalles noirs de Mx-
Remarque. Le lemme 1 est encore exacte si les deux en-
sembles Mx et Mo sont deux ensembles parfaits quelconques.
La solution du probléme | dépend de la structure de I'en-
semble M. Nous n'en donnons que quelques solutions particulieres»

Supposons que tout intervalle noir de rang de
M a pour longueur = — ' intervalle blanc
, de rang k, ae M a.pour longueur AB n désignant un

nombre entier quelconque, supérieur ou égal a 4.

Posons, pour fixer les idées, a6=1.

Nous nous servirons, dans la suite, du systeme de numé-
ration a base n.

Cs 1 = 123 .)

a) Soit m= 0.

Propriété 1. Toutes les valeurs de a pour lesquelles
MxM2 = ~ sont comprises dans les intervalles , définis
comme Ssuit:
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QU k est un entier >1, les chiffres a 4°0, {n— 1) se succédent,
a partir du premier de ces chiffres, toujours dans l'ordre: (n — 2),
1, {n—2), 1, (h—2), 1, sauf le dernier de ces chiffres a™.
qui est égal a 1, si le nombre total de ces chiffres est impair,
ou a 2, si ce nombre est pair, et tous les autres chiffres a peu-
vent prendre indifféremment I'une des valeurs 0 ou {n— 1).

La démonstration de cette propriété est basée sur le lemme 1.
Elle s'effectue dans l'ordre suivant.

D'abord on montre que quel que soit l'intervalle {lI, I'),
si a est compris au sens étroit entre Il et , tous les interval-
les blancs de rang k de M" sont situés a l'intérieur d'intervalles
noirs de Mi, ce qui prouve, en vertu du lemme 1, que pour 15
valeurs en question de a on a bien M*Mo= 0.

Puis, on remarque que tous les intervalles (/* P), définis
ci-dessus, sont distincts.

Désignons par {7} la suite de tous les intervalles {I"
de rang f compris, au sens large, entre 1 et , ces intervalles
étant rangés par ordre des P croissants. On prouve que la
distance qui sépare deux intervalles successifs (I*, ") et {I*, 1)

de la suite {y"} est égale a 2 , I'un au moins de ces intervalles
devant étre de rang k. En plus, on a

1 2
= et

(Min D UIf, 1If) désignant respectivement le premier et le
dernier des intervalles de la suite {Y"}.

Ensuite, on démontre que quelle que soit la valeur de I'en-
tier k, et pour un k donné quel que soit Il'intervalle 7, il
existe au moins un intervalle noir (4' n
et un intervalle blanc ® de rang k de M™ tels que

= si = et que = Si

On déduit des propriétés précédentes que si le point a
n‘appartient a aucun des intervalles (/J, de la suite {YJ, il
existe au moins un intervalle blanc de rang k de A/, qui PR"*
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pas étre situé a l'intérieur d'un intervalle noir de M”. Ceci étant
vrai quel que soit k, il en résulte, en vertu du lemme 1, que
les intervalles (/', P) déterminent bien toutes les valeurs de 7.,
pour lesquelles

Propriété 2. La mesure {7} de Il'ensemble des valeurs
de 7 pour lesquelles M*Mo= 0 est égale a l'unité.

On le voit sans peine, en remarquant que la mesure
est égale a la somme des longueurs de tous les intervalles

et que le nombre d'intervalles I), de reng k, est

égal a

b) Soit m>0.

Propriété 3. Toutes les valeurs de a pour lesquelles
MiM2 = 0 sont comprises dans les intervalles (J* J-) de l'une
des trois formes suivantes:

1)

ol r est un entier

et les chiffres ai, a*, prennent indifféremment I'une

des valeurs 0 ou (n —1).

(2)

ou l'indice r et les chiffres ai, ».., @ ont la méme signification

que ci-dessus, k est un entier > m et les chiffres

sont définis de facon que le nombre ~Jk forme

3)

ou t est un entier > m, k est un entier t, les chiffres
prennent indifféremment I'une des valeurs 0

ou {n—1) et les chiffres a*, ..., a* sont définis de ma-

niére que le nombre A" soit de la forme
Propriété 4. La mesure 1)3c{7} de l'ensemble des valeurs
de 7 pour lesquelles AN= 0 ~st égale a l'unité.
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Les démonstrations des deux propriétés énoncées ci-dessus
se rameénent aux démonstrations correspondantes du cas m= 0
et a l'application du lemme 1.

Cas 2.

A)

Propriét¢é 1. Si m= 1, il n'existe point de valeur de a
pour laquelle TVi 72—0; si m>\ les ensembles Mi et M->

n‘ont pas de points communs seulement si les deux points aet[i
sont situés a l'intérieur d'un méme intervalle noir de M.

Pour le prouver, on montre que, si m= 1, quel que soit a
compris entre <et 6 et, si m>1, quel que soit a compris entre
les mémes limites, a condition, toutefois, que les deux points a
et B ne soient pas situés simultanément & l'intérieur d'un méme
intervalle noir de M”, il existe, pour toute valeur de I'entier

au moins un intervalle blanc, de rang k, de Mo qui ne
peut pas appartenir a un intervalle noir de Mi. La propriété
énoncée résulte de ce fait, en vertu du lemme 1.

Propriété 2. La mesure {a} de l'ensemble des valeurs

de 7 pour lesquelles MiMo = 0 est égale a 0, dans le cas ...

et a
Propriét¢ 3. Toutes les valeurs de a pour lesquelles
sont comprises dans les intervalles de deux catégo-
ries (7~ 'll) et {"Il, "ID définies comme suit:

Un intervalle a pour extrémités les points d'abscisses
ou k est un entier quelconque 1 et le nombre 7 peut étre
de I'une des quatre formes suivantes:

1)
ou les chiffres et (n—1) se succédent, a partir du premier

de ces chiffres, toujours dans I'ordre:



— 244 —

sauf a], qui est égal a 1, si le nombre de chiffres

I qui le précédent est nul ou pair, ou a si ce
nombre est impair, tous les autres chiffres a* pouvant étre indif-
féremment des 0 ou des

(2)

ou 7 est un entier satisfaisant aux inégalités

est un nombre quelconque de la forme (1),
avec la somme X pouvant s'étendre a un nombre quel-
conque d'indices

(3)

ou P et ;j/ sont deux entiers satisfaisant aux inégalités
le nombre ayn ... aN est un nombre quelconque
de I'une des deux formes (1) ou (2), avec (
les chiffres intermédiaires entre
(s'il y en a) étant tous égaux a (n— 1), la somme
pouvant s'étendre a un nombre quelconque d'indices

4)
ou V et v'sont deux entiers satisfaisant aux inégalités
le nommbre aj'r'n .. .est un nombre quel-
conque de I'une des trois formes (1), (2) ou (3), avec

ou (n—/— 1), tous les chiffres intermé-
diaires (s'il y en a) entre et étant égaux a (n— 1)
et, si v>I, la somme (a]'*'"-f-...-p étant un mul-

tiple entier ou nul de {n— 1), la somme i pouvant s'étendre
a un nombre quelconque d'indices V'
Un intervalle {"Il, "1*) a pour extrémités les points d'abscisses

ou k est un nombre entier quelconque et le nombre "Il est
de Il'une des quatre formes suivantes :
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ou et les chiffres de rang
dont il existe au moins un, se succedent, & partir du premier de
ces chiffres, touiours dans I'ordre:

sauf le dernier de ces chiffres qui est égal a si le
nombre total de ces chiffres est impair, ou a si ce combre
est pair, les chiffres & intermédiaires entre ne pou-

vant étre que des 0 et tous les autres chiffres pouvant prendre
indifféremment l'une des valeurs 0 ou

ou est un nombre quelconque

de la forme avec la somme pouvant s'étendre
a un nombre quelconque d'indices

ou est un nombre quel-
conque de l'une des deux formes ou avec ou

ou les chiffres intermé-
diaires (s'il y en a) entre étant tous égaux a

la somme pouvant s'étendre a un nombre quelconque d'indice:

ou est un nombre
quelconque de l'une des trois formes ou avec
ou les chiffres

intermédiaires (s'il y en a) entre et ' étant tous égaux
a la somme étant
un multiple entier ou nul de la somme  pouvant s éten-
dre a un nombre quelconque d'indices

Remarque.  Si ils ne subsistent que les inter-

valles de la seconde catégorie.

Voici la marche a suivre pour démontrer cette propriété.
Désignons, d'une maniére générale, par tout intervalle
de l'une des deux formes ou
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D'abord on établit que quel que soit l'intervalle (Q, Si
le point a est compris au sens étroit entre et tous ,les in-
tervalles blancs de rang k de M-, sont situés a l'intérieur d'inter-
valles noirs de M7, ce qui démontre, en vertu du lemme 1, que
pour les valeurs en question de a on a bien MiMo'”O.

On remarque, ensuite, que tous les intervalles (/', /-) sont
distincts.

Désignons par la suite de tous les points /J, de rang
0 compris, au sens large, entre 1 et k, ces points étant de I'une
des deux catégories ou '7J, la définition des nombres étant
étendue aussi au cas i= {n—2), et tous ces points étant rangés

par ordre des abscisses croissantes.
On démontre que si lj; et désignent deux points succes-

sifs de la suite la distance qui sépare 1j et J] est
toujours égale a » T étant égal a + " V

n="11 oua + si = I'un au moins des
points Il et J] devant étre de rang k. En plus, si Il -et 11~ dé-

signent respectivement le premier et le dernier des points de la
suite on a:

ap = N et P b—" ' avec P —P \

On établit, ensuite, que quelle que soit la valeur de I'en-
tier k et pour un k donné quel que soit le point ™ de la suite
{5"}, il existe au moins un couple , d'intervalles blancs
successifs de rang k de l'ensemble M-y, séparés par un intervalle
noir de rang k de M-i, et un intervalle noir de rang k de

I'ensemble Mi tels, que si y.= 'll, I'extrémité gauche de \
coincide avec Il'extrémité gauche " de et, si a= 7/

= 7nn" AN—l'extremité droite [[* de coincide avec
I'extrémité droite de quel que soit k, et pour un k donné,
quel que soit le point de la suite {5}, il existe au moins un inter-
valle noir =1) de rang k de Mo et un intervalle blanc
\ = de rang k de M” tels que = si = et que

N— e T — K
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On déduit des propriétés précédentes que si le point a

n'appartient a aucun des intervalles {P, 1), il existe, pour toute
valeur de I'entier k, au moins un intervalle blanc de rang k de
qui ne peut pas apparenir a un intervalle noir de M”. 1l en

résulte, en vertu du lemme 1, que les intervalles (P, p) déter-
minent bien toutes les valeurs de y. pour lesquelles

Propriété 4. La Mesure 'Vi{a} de l'ensemble des valeurs
de a pour lesquelles 7M0= 0 est égale a l'unité.

Pour le démontrer, on envisage l'ensemble complémentaire

formé par tous les points de l'intervalles Ca, b> qui

n'appartiennent a aucun intervalle

On a:

mesure

1 en résulte que
b)
Propriété 5. Toutes les valeurs de a pour lesquelles

sont comprises dans les intervalles (J\ J-) de I'une
des trois formes suivantes :

(1)

ou I</'<m, si /[<:(/T—2); I<r<m, si /= (n—2), et les

chiffres a®, ao, ..., prennent uniquement I'une des valeurs
0 ou (n —1).
(2)

ou  est un point de I'une des formes 'P ou
si P = = les chiffres

ai, a-i, ..., ayant la méme signification que ci-dessus,
pouvant prendre I'une des valeurs
m = r, et k étant un entier quelconque supérieur a m.

@)
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ou P et r~ ont la méme signification que ci-dessus, les chiffres
Qi, Co, Of prennent indifféremment Il'une des valeurs 0 ou

I'entier k étant supérieur a t.
Propriét¢ 6. La mesure 'Tt{7} de Il'ensemble des valeurs
de a pour lesquelles Mi Mo= 0 est égale a l'unité.

Les démonstations des deux derniéres propriétés se ramenent
aux démonstrations correspondantes du cas m= | et a Il'appli-
cation du lemme 1.

Cas 3.
a)

Propriété 1. Toutes les valeurs de a pour lesquelles
sont comprises dans les intervalles {J* I*) définis

comme suit:
011 k est un entier >-1, — 1), l'un au moins des chiffres
ai, ao, a® est 4=0, (n— 1), les chiffres

pouvant former des groupes de trois catégories. Soit fy le nombre
de chiffres a qui constituent un groupe et soient
les rangs respectifs de ces chiffres dans [I'expression de

Si le groupe est de premiere catégorie, on a:
et les autres chiffres du groupe se succédent,
a partir de a” , toujours dans l'ordre:
sauf qui est égal a {n—2), si ~ est impair, ou a 1, si N est
pair, les chiffres a intermédiaires entre et
ne pouvant prendre que la valeur (n— 1) et les chiffres a inter-
médiaires entre et a,, (1< 2p< ne pouvant prendre
que la valeur 0.
St le groupe est de seconde catégorie, on a:
les autres chiffres du groupe se succédent, a partir de
toujours dans l'ordre: (n—3), 2, (n—3), 2, ..., sauf qui
est égal a (n—2), si M est pair, ou a 1, si N est impair, les
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chiffres a intermédiaires entre a® et a™ (1 ne pou-
vant prendre que la valeur O et les chiffres a intermédiaires
entre et (1<2,0</?) ne pouvant étre que des (n—1).

Si le groupe est de troisiéme catégorie, on a:
les chiffres a® se succédent, a partir de a., , toujours dans
Yi?

»

J'ordre: 2, (n—3), 2, (h—3), ..., sauf a™ qui est égal a 1, si
est impair, ou & (n—2), si ~ est pair, les chiffres a intermé-
diaires entre et (K ~"—2r>f1< n e pou-
vant étre que des (n— 1) et les chiffres a intermédiaires entre

—2p ne pouvant prendre que
la valeur O.

Les groupes des deux premiéres catégories peuvent se
succéder dans un odre quelconque, l'une, ou méme les deux
catégories, pouvant faire défaut dans I'expression de Il el le
groupe de la troisieme catégorie, qui est unique et qui existe
toujours, suit tous les autres, les chiffres a intermédiaires entre
le dernier chiffre a 4”-0, (n— 1) et ne pouvant prendre que
la valeur 0 et tous les autres chiffres a pouvant prendre indif-
féremment l'une des valeurs 0 ou (n— 1).

Voici, dans ce cas, la marche de la démonstration.

On établit, d'abord, que quel que soit l'intervalle (1, 17),
si a est compris au sens étroit entre et 1, tous les intervalles
blancs de rang k de M” sont situés a l'intérieur d'intervalles
noirs de M#, ce qui prouve, en vertu du lemme 1, que pour les

valeurs en question de a on a bien =

On remarque, ensuite, que tous les intervalles {V, P) sont
distincts.

Soit {y"} la suite de tous les intervalles {i", de rang o
compris au sens large entre 1 et A, ces intervalles étant rangés
par ordre des P croissants.

On démontre que la distance qui sépare deux intervalles
successifs (/J, C) et (I, C) jg suite {Y"} est égale soit a

Nt —1 .2 ,n—2 ) , . M
A Nipr »soit a — , fun au moins des intervalles

") et {I", ) devant étre de rang k, dans le premier cas,
et tous deux étant de rang k dans le second cas. En plus,
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= (n.f"1f) désignant
respectivement le premier et le dernier des intervalles de la
suite {Y"}.

On établit ensuite, que quelle que soit la valeur de I'entier
k et pour un k donné quel que soit l'intervalle (Q, 1), il existe
au moins un intervalle noir =1), de rang k, de M-, et un
intervalle blanc de rang k, de Mi tels que
sia= I, et que = si. = I'intervalle étant bordé

a gauche par un intervalle noir de rang k de M*, si l'inter-
<y 2 N2 .
valle {I, Il) se trouve a distance A 1 de l'intervalle {l], C)

de la suite {7} qui le précéde, ou ' étant bordé a droite par
un intervalle noir s'/, de rang k, de M?", si l'espace qui sépare
I'intervalle ZMN de lintervalle Iff de la suite {7J qu'il

précéde est é,al a

On déduit des propriétés précédentes que si le point a
n'appartient a aucun des intervalles (r, P), il existera, pour toute
valeur de I'entier k, au moins un intervalle blanc de rang k
de M2 qui n'est pas situé a l'intérieur d'un intervalle noir de M~

Il en résulte, en vertu du lemme 1, que les intervalles P)
déteminent bien toutes les valeurs de a pour lesquelles T = 0-

Propriété 2. La mesure {a} de Il'ensemble des valeurs
de @ pour lesquelles = Q est égale a l'unité.

La démonstration se présente dans l'ordre suivant.

Comme tous les intervalles (/" sont distincts et comme

ils déterminent toutes les valeurs de a pour lesquelles =
la mesure ™c {a} est égale a la somme des longueurs de ces
intervalles.

Soit m" le nombre d'intervalles {ll, 11) de rang k. On a;

mh = -fnh= 2 f2

Considérons I'ensemble complémentaire C{a}, constitué par les
points de l'intervalle < a, qui ne font partie d'aucun inter-
valle (r, F).
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Cet ensemble a pour mesure

quel que soit n”™ 4 et quel que soit k™1, et comme

on a

Donc

b)

Propriété 3. Toutes les valeurs de a pour lesquelles
M"M-*— Q sont comprises dans les intervalles {J* J-) de l'une
des trois formes suivantes

<1)

ou
et les chiffres ai, a”, .e», prennent indifféremment, I'une des
valeurs 0 ou

)

ou l'indice r et les chiffres ont la méme signi-
fication que ci-dessus, et le nombre est de
la forme

<3)
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ou k~m, les chiffres a®, a*, sont indifféremment des
0 ou des (n—1) et le nombre est de la forme II.

Propriété 4. La mesure {a} de Il'ensemble des valeurs
de a pour lesquelles Mi M"= 0 est égale a l'unité.

Les démonstrations des deux derniéres propriétés se rame-
nent aux démonstrations correspondantes du cas m= \ et a l'ap-
plication du lemme 1.

Corollaires. Soit n un nombre entier.

1) Si

2) Si

3) Si
on

4) Si

Remarque. Si

On en déduit la propriété suivante : si A et y sont deux
nombres compris, au sens large, entre 0 et 1 et qui dans le
systeme de numération a base 4 s'écrivent au moyen des seuls
chiffres 0 ou 3, les sommes x~\-2y  fournissent tous les nombres
réels compris entre 0 et 3.

1L.

Supposons maintenant que tout intervalle noir de rang
de M a pour longueur = n , et que tout inter-
valle blanc de rang k de M.”Aa pour longueur = s dé-

signant un nombre positif fixe quelconque, compris au sens étroit

entre 0 et 1.
Proposition 1. L'intervalle Ca, [>e ayant une longueur
fixe donnée, s'il n'existe point de valeur de a {aCaCb) pour

laquelle les deux intervalles blancs ajj et aj”~ de rang 1 de M2
soient situés simultanément a l'intérieur d'intervalles noirs de M* »
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quelle que soit la valeur de I'entier k>1 et quel que soit a
compris entre a et b, il existe au moins un intervalle blanc de
rang k de M-?qui ne peut pas étre situé a l'intérieur d'un inter-
valle noir de Mi-

La démonstration de cette proposition se fait par la mé-
thode d'induction mathématique compléte, en remarquant qui si
pour aucune valeur de a, comprise entre a et b, les deux inter-
valles blancs de rang 1 de M., ne peuvent appartenir simulta-
nément a des intervalles noirs de Mi, on doit avoir ap> Si,

o> et, par conséquent, ™M> ,avec = HJ = "e >

Corollaire. 11 découle de la proposition 1 et du lemme 1
que, étant donnée la longueur de Ca, Si pour aucune
valeur de a (U< a< les deux intervalles blancs de rang 1
de M™ ne peuvent étre situés simultanément a l'intérieur d'inter-
valles noirs de Mi, les ensemble Mi et M* auront nécessairement
au moins un point commun, quel que soit a compris entre a et

Notation.  Désignons par {a} la mesure de I'ensemble
des valeurs de a pour lesquelles MAMAAN,

Proposition 2. Si s< y, on a quel que soit
an<; gn.

En vertu du lemme 1, pour établir cette propriété il suffit
de prouver que quel que soit il existe au moins un

intervalle de valeurs de a (aCcf.Ch) pour lesquelles les deux
intervalles blancs de rang 1 de My sont situés simultanément
a l'intérieur d'intervalles noirs de Mi- Or, on voit sans peine que,

si a[3<5i, lintervalle {JI, J*), ou = et = 4+ —ap,
et, si afi>0i, l'intervalle (Il, ou //= max(oj, 2:si+ —a"—S§")
et = — avec cj= e.Sj, sont de tels intervalles de

valeurs de a, tous deux étant de longueur >0.
Proposition 3. Si £>2 , quel que soit a® compris au sens
arge, entre Oj et ~~-ab, il n'existe point de valeur de @ pour

laquelle MiM."O.

Pour le prouver, on montre que dans les conditions de la
présente proposition, il n'existe point de valeur de a(a< a <
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pour laquelle les deux intervalles blancs de rang- 1 de Mo soient
Situés simultanément a l'intérieur d'intervalles noirs de Mi. Ce
fait démontre la proposition énoncée, en vertu de la proposition 1.

Proposition 4. Si et si OCalRCoj ou si
on a:

En vertu du lemme 1, pour établir cette proposition, il
suffit de montrer qu'il existe, dans les deux cas, un intervalle
de valeurs de a pour lesquelles deux intervalles blancs de rang-
1 be Mo soient situés simultanément a l'intérieur d'intervalles
noirs de M”. Or, si 0< afll< , lintervalle {J], JI) et, si

I'intervalle Z"N (voir proposition 2) sont
de tels intervalles de valeurs de a..

Corollaires. 1)

2) Dans tous les autres cas, c.-a-d. si , quel que
2 |

soit tg{)» compris, au sens larg-e entre O et 1, ou si ~~ r, ™M

ou Si

Remarque. Si les ensembles Mi et Mo ne sont pas de la
forme M, définie sous IlI, la proposition 1 cesse d'étre vraie.

Exemple.  Supposons que tout intervalle noir de rang
k, de Il'ensemble M est bordé respectivement a gauche et a
droite par deux intervalles blancs ™" et de rang k, de M
de longueurs - étant deux
nombres positifs donnés qui satisfont aux conditions:

Supposons que

et que les deux ensembles semblables M~ et Mo construits
respectivement sur les intervalles
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(©O—ax<: a<”; aC]Jj sont de la forme M que nous venonsde

définir, avec =" et ;= .

0 " 8
On voit sans peine que pour aucune valeur de a comprise
entre a et” lesdeux intervalles blancs derang 1 de M- ne
sont situés simultanément a l'intérieur d'intervalles noirs de MJ]™
Or, quelle que soit lavaleur de a, comprise, au sens étroit,
a l'intérieur de l'intervalle (17,375, 17,525), tous les intervalles
blancs de rang 2 de M->sont situés a l'intérieur d'intervalles

noirs de Mi.
Neuchatel, juin 1931.

W. Slebodzinski.

O odwzorowaniu geodezyjnem przestrzeni Cartana.
Przedstawit S.Mazurkiewicz dn. 26 czerwca 1931 r.

Streszczenie.

Przestrzeniami Cartana nazywa¢ bedziemy w tym artykule
przestrzenie o koneksji afinalnej, w ktérych krzywizna i skrecenie
zachowujg sie niezmiennie podczas przesuniecia réwnolegtego.

O przestrzeniach takich udowodnimy nastepujgce twierdzenie:
azeby przestrzeAh Cartana, bez skrecenia, data sie odwzorowaé
geodezyjnie na innej przestrzeni tego samego rodzaju, potrzeba

i wystarcza, azeby sie data odwzorowac¢ geodezyjnie na przestrzeni
afinalnej (holonomicznej). Wyznaczenie przestrzeni posiadajgcych
zadang wiasnos$¢ sprowadza sie do catkowania pewnego nieograni-
czenie catkowalnego uktadu réwnan o rézniczkach zupetnych.

W. SlebodziAski.

Sur la représentation géodésique des espaces
de M. Cartan.

Mémoire présenté par M. S.Mazurkiewicz dans laséance du26 Juin 1931.

M. Cartan a lepremier attiré l'attention sur les variétés
a connexion affine dont lacourbure etlatorsion se conservent
par le transport paralléle. Ses Mémoires publiés depuis 1927 ont
mis en évidence toute I'importance etles principales propriétés
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de ces variétés aux quelles nous donnerons le nom d'espaces
de M. Cartan. Nous allons ajouter dans cet article une contribu-
tion a la théorie de ces espaces, en démontrant le théoréme suivant:

Pour que deux variétés de M. Cartan, sans torsion, puissent
étre représentées geéodésiquement  l'une sur l'autre, il faut et il
suffit  qu elles se laissent représenter géodésiquement  sur une
variété affine  ((jolonome).

La détermination des variétés qui jouissent de la propriété
demandée revient a l'intégration d'un systéme complétement
intégrable d'équations a différentielles totales.

1. Désignons par les symboles L* et deux variétés sans
torsion appartenant a la classe de M. Cartan et distinguons
dans la suite par un accent placé a gauche les grandeurs qui se
rapportent a la variété Supposons que ces variétés soient
représentées géodésiquement l'une sur l'autre; il s'ensuit qu'il
existe un vecteur covariant p* tel que l'on ait

r/étant les coefficients du déplacement parallele dans la va-
riété L™ Un calcul facile montre que les composantes des affi-
neurs de courbure des espaces L™ et 'L™ doivent étre liées par
les relations

ou l'on a posé

Les variétés considérées étant des espaces de la classe de
M. Cartan, on a par hypothése = et -~ ®

Si dans la derniére équation on remplace les grandeurs ") et
"NITE P expressions tirées de (1) et (2), on trouve la rela-
tion suivante :
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La saturation des indices A, :: dans I'égalité ci-dessus donne

RAN étant les composantes de l'affineur de courbure contracté.
La différentiation covariante de la relation (3) nous conduit a la
formule suivante

L'alternation des indices x, Adans la derniére relation donne

D'autre part, on a

Le rapprochement de deux derniéres formules nous permet
d'écrire I'équation de la forme

En résolvant les équations (5) par rapport aux dérivées

covariantes de l'affineur on trouve facilement

On en déduit au moyen de l'alternation des indices X, [

En rapprochant les formules (6) et (8), on obtient

Remplacons dans la relation (4) les dérivées covariantes de
I'affineur  ,, par leurs expressions tirées des équations (7), et

1) J. A. Se hout en. Der Ricci-Kalkil, 1924, p. 85, équ. (116 b).
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la somme par l'expression (9); on obtient ainsi une
condition qui peut s'écrire de la facon suivante
2p, . I p...n j~p, . .T: (04 (10)
[ iLV. v y. fi.v ' 1. V.V ' Ali.y. v "

On a posé ici

1) = - 1) - 20TIM, +

désignant, comme d'habitude, I'affineur contracté

L'affineur de composantes est, comme on sait, affineur de
courbure projective  de l'espace L~
Posons dans la relation (10) x= on aura
= (11)

Si lI'on y suppose v = \s.cette relation devient

Considérons un point arbitraire M de la variété le sy-
stéme de coordonnées du point de celle-ci peut toujours étre
choisi de la facon que l'on ait au point pour toutes

les valeurs de l'indice [J~ La derniere relation montre qu'il doit
étre, au point M,

En égard a la relation (11), ceci exige que l'on ait au
méme point

d'ou l'on conclut
(12)

Ces équations étant covariantes relativement a tout chan-
gement de variables, elles sont valables dans tout systéme de
coordonnées du point de la variété L~ D'apres le théoreme de
M. Weyl les relations (12) expriment que la variété peut
étre représenté géodésiquement sur la variété affine, c'est ce
qu'il fallait démontrer. La réciproque est immediate.

1) J. A. Se hou ten, 1 c., p. 131.
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Remarquons la conséquence suivante du théoréme démontré
plus haut: si une variété riemannienne de la classe de M. Cartan
peut &tre représentée géodésiquement sur une autre variété rie-
mannienne de méme classe, elle est une variété & courbure rie-
mannienne constante.

2. Nous allons déterminer les variétés a connexion affine
dont il a été question au n° 1. Revenons pour ce but aux équa-
tions (2) en y supposant —0. On aura donc

La saturation des indices v., v donne ensuite

ou encore
oot I I
La variété L~ étant un espace de M. Cartan, on a

et par suite \ = 0. L'équation (14) montre
qu'il doit étre aussi

Réciproquement, la derniére relation entraine, en vertu de
la formule (13), I'égalité suivante: = De la formule
(3) on déduit

Pour résoudre la question posée au commemement de ce
n°, nous devons exprimer que les conditions

sont compatibles. Prenons la dérivée covariante de la premiere
des relations ci-dessus; en tenant compte de la deuxiéme, on
trouve

d'ou il résulte
D'autre part, on a

) J. A Schouten, 1c, p. 85
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En rapprochant les deux derniéres conditions, nous arrivons
a la relation suivante

qui est identiquement satisfaite en vertu de la formule (13). La
différentiation covariante de la deuxieme des équations (16) donne
Mais on a

On trouve ainsi les conditions suivantes

En y remplacant les composantes par les expressions
(13), on obtient

Posons dans cette relation /.= ., = ; elle change alors
en I'équation suivante

Comme on peut écrire aussi p[v.iPx-= 0, on voit bien que
la derniére condition ne peut étre satisfaite que si l'on a

Ce sont les seules conditions qui doivent étre vérifiées,
pour que le systeme (16) soit complétement intégrable.
Supposons maintenant que le systétme de coordonnées
du point de la variété affine 'L" soit un systeme
cartésien. On aura parsuite = 0 et les formules (1) pren-
dront la forme

I - " l-
On aura d'aprés les relations (3) et (17)

Cette condition exprime que le vecteur p* doit étre le
grandient d'une fonction ~: p* = 'f. En ayant égard aux for-
mules (18), le systéme (16) peut étre remplacé par le systéme
sui™Mant
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NPIA ) io \ 1 i

-i-4PLP),Pli=0, pi=Yr:e

La détermination des espaces de M. Cartan sans torsion
qui peuvent étre représentés géodésiquement sur un espace affine
revient donc a l'intégration du systeme complétement intégrable
formé d'équations (19). En posant

le systeme (19) peut étre remplacé par le suivant
\dq), ~-f 2p,, dp™ +prhdpi + (2 q ™ + g.,-f  4p.,.p).pM)dx-=0
| dpi = q), | dxX"-, d'{( = p. dx'-,

ou les inconnues sont désignées par S, p. , Q,)-

Zb. Sujkowski.

Wptyw pustyni na osady morza Czerwonego.
Przedstawit J. Lewinski naposiedzeniu wdn. 26czerwca 1931.

Z 1 rys. wteks$cie i 1 tablica.

Analiza osadu morskiego wspotczesnego, pochodzacego
z réznych gtebokosci, réznych klimatdéw, réznych odlegtosci od
brzegu i t.d.dala juzniejednokrotnie kapitalne podstawy do
wnioskéw 1 poréwnan przy badaniu skat osadowych kopalnych
typu morskiego.

Whnioski te prowadzity do rekonstrukcyj paleogeograficz-
nych wv odniesieniu do mérz, jako zbiornikdw, ktérych osady
kopalne poddawane byty badaniu.

Dla peleogeografji niemniej waznem bytoby jednak moc
przedstawia¢ sobie rowniez warunki, egzystujagce na lgdach ota-
czajacych ongi$ owe kopalne morza.
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Zadania te, jakkolwiek pierwszorzednej wagi, stawiane by¢
moga i rozwigzywane naog6t tylko posrednio, gdyz z reguly
morze a nie lad byto i jest obszarem gromadzenia sie¢ osadow,
tak, iz najczesciej osadéw lgdowych i wogdle Sladéw pozytyw-
nych po ongi$ egzystujagcych ladach brak.

Sadze, ze rozwigzanie niejednego zagadnienia w tej dzie-
dzinie datoby sie osiggng¢ dopiero poprzez wyniki badahn se-
dymentologicznych, pod tym katem prowadzonych.

Konkretnie za$ biorac — mam w tej chwili na mysli zagadnie-
nie pustynnosci pralagdéw. Umiejetnos¢é rozpoznawania w osadzie
$ladow sasiadowania pustyni z morzem bytaby powaznym krokiem
naprzod przy rekonstrukcjach peleograficznych a w szczeg6lnosci
paleoklimatycznych, poczawszy od kambru az do czwartorzedu.

Osobiscie niejednokrotnie utykatem na niemoznosci wnio-
skowania w tej dziedzinie przy opracowywaniu naszej kredy
piszace;j.

To tez korzystajagc z dostepu do zbioréw oceanograficz-
nych, zgromadzonych w londynskiem British Muséum (dziat
South Kensington), pokusitem sie w czasie pobytu w Anglji
0 zdanie sobie sprawy z tego, w jaki sposob dzisiaj sgsiedztwo
pustyni modyfikuje osad morski.

Niniejsza praca jest czescig poszukiwan, dokonanych prze-
zemnie w tym kierunku. Wybratem osady morza Czerwonego,
gdyz ostatnie przedstawia dla danego celu moze wyjatkowo
szczeSliwy zespot warunkdw:

Jest to najbardziej $rod - pustynne z posrod istniejacych
morz. Ponadto sgsiedztwo pustyd jest tu jedynem, inne regiony
geograficzne nie graniczg z morzem Czerwonem, to tez wplyw
pustyni na osad mozna a priori uzna¢ tu za najsilniejszy. Brak
wiekszych uj$¢ rzecznych powoduje, iz wptyw ten nie jest
maskowany przez materjat, przynoszony przez rzeki. Znaczna
gteboko$¢ morza (2189 m. w nagtebszej czeSci) sprowadza do
zera dla osadéw dalszych od brzegu role materjatu, pochodza-
cego z abrazji brzegdw. Materjat pochodzenia detrytycznego
moze dostawaé sie do morza tylko droga eoliczna.

Jestem tez niezmiernie wdzieczny p. dr. W. Colman'owi
w Londynie, pod ktérego zarzadem znajdujg sie zbiory oceano-
graficzne w British Muséum, za uprzejme udzielenie mi do badan
prébek osadéow morza Czerwonego, ktére to probki stanowig
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materjat faktyczny moich rozwazan. Uprzejmos¢ te cenie sobie
tern wiecej, ze jak winianem podkresli¢, materjaty te nie sg do-
tychczas opracowane.

Rys. 1. Rozmieszczenie probek wzietych do badan (zebrane przez
okret Endeavour 1927—8); miejsca prébek oznaczone krzyzykami.

Probki w liczbie kilkudziesieciu i wystarczajgco obfite zostaty
zebrane w latach 1927/8 przez admiralicje angielskg, podczas
badan, prowadzonych na okrecie Endeavour.
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Minusem badan tych byto dos¢ przypadkowe rozmieszcze-
nie stacyj, skupionych w S$rodkowej i potudniowe] cze$ci mo-
rza. Brak tez materjatu z najwiekszych giebi.

Braki te jednak nie pozwalajg na razie traktowaé catosci
zagadnien, zwigzanych z osadami morza Czerwonego, tak iz ogra-
niczam sie na razie do jednego tylko zagadnienia wplywu sa-
siedztwa pustyni na osad.

Mimo to materjat jest pierwszorzedny i bardzo ciekawy.

W literaturze przedmiotu osady morza Czerwonego sg dotychczas
wyjatkowo zaniedbane.

Jedyna powazniejszg ekspedycja naukowg byta wyprawa austrjacka
okretu — Pola — w r. 1896.

Wyprawa ta og-raniczyta sig tylko do pdinocnej czasci morza Czerwo-
nego. Dla g-eologji wielce stabg stronag tych badan byto to, iz osady badat
chemik z zawodu dr. Naterer, ktory uwzgledniat tylko sktad chemiczny
nie oznaczajac ani mineratdw, ani szczatk6w organicznych, zato mierzyt nawet
stezenie jonéw wodoru w wodzie nad dnem. W rezultacie, jes$li chodzi
o geologje, to o osadach wspo6tczesnych morza Czerwonego wiemy tyle co nic.

Po za austrjacka wyprawg, byly prowadzone badania poszczegdlnych
zagadnien, tyczacych sie morza Czerwonego, gtéwnie plaz oolitowych i raf
koralowych.

Zagadnienia te nie wigzg sie jednak zupetnie z tematem obecnych
rozwazan, wobec tego nie przytaczam literatury, tyczacej sie tych badan,
jako nie majacych danych istotnych dla tego artykutu.

Osady za$ gtebszych czesci nalezy traktowaé¢ jako prawie niezbadane.

W niniejszej krotkie] wzmiance nie zamierzam omawiac
catoksztattu zagadnien, zwigzanych z osadami, tworzacemi sie
obecnie na dnie morza Czerwonego, odkladajac to napdzniej.
Ogranicze sie tutaj do szukania wptywu ladu na osad.

Zanim jednak przejde do tematu, przedstawie w paru sto-'
wach z jakiemi typami osadéw mamy tutaj doczynienia.

O ile odrzucimy na bok osady plazy, rafy koralowe i osady
litoralne, to zreszte osadéw mozna scharakteryzowaé jako muty
mniej lub wiecej wapienne. WS$r6d nich mozna wyrdzni¢ dwa
typy: mut plytki szary, mniej lub wiecej redukcyjny, przesycony
subst. bitumicznemi, w szczeg6tach skiadu silnie zmienny od
miejsca do miejsca. Drugi typ stanowi mut gtebszych czesci,
jasno popietaty lub biato ceglasty, cielisto-zéty it. p. Na
pierwszy rzut oka robi on wrazenie materjatu dobrze utlenionego,
co jednak bedzie mozna przyjaé dopiero po pewnem omdéwieniu,
o ktérem nizej. Granica tych dwu obszaréw przebiega w roz-
nych gteboko$ciach, $rednio miedzy 100 i 200 m. gtebokoSci.
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Charakter sktadnikéw mineralnych jest naog6t wspolny
obu grupom, ale bardziej jednolity i bez odchylen lokalnych
w drugiej grupie. Tutaj tez wplyw pustyni jest bardziej czysty,
niemaskowany przez ziarna mineralne innego pochodzenia, np.
z abrazji pobliskiego brzegu.

Mineraty detrytyczne sa jedynemi, wsrdd ktorych mozna
szuka¢ materjatu, pochodzacego z ladéw. Skiad mineralny tego
materjatu, wielko$¢ i ksztatt ziaren gra dla nas decydujaca role.

Wiemy a priori, iz materjat ten nie jest przywozony przez
rzeki, ze przewaznie bywa przywiany przez wiatry i pochodzi
z otaczajgcych pustyn, przytem obojetne jest w tej chwili, czy
zostat przywiany z zachodu czy ze wschodu.

Odpadajg odrazu z rozwazan mineraty autogeniczne, powstate
w osadzie i szczatki organizmoéw, zyjacych w morzu. Substancji
organicznej, a pochodzacej z lagdu— w osadach morza Czerwonego
nie spotkatem, jak to byto do przewidzenia.

Co do materjatu detrytycznego, ktory nas tu przedewszyst-
kiem interesuje, to nalezy zaznaczyé, iz rzecza uboczng i bez
wiekszego znaczenia dla toku rozumowania jest fakt, do jakiego
typu osadu domieszane sa ziarna mineralne, przywiane przez
wiatry. Moga i muszg by¢ przywiane do kazdego miejsca po-
wierzchni morza. Z tego wyplywa jeden wniosek: Bedg nas tu
obchodzity ziarna, ktére sie powtarzajg we wszystkich probkach.

Ziarna za$ sporadyczne lub obecne tylko w poszczegél-
nych stacjach uznamy z g6ry za lokalnego znaczenia i nieko-
niecznie pustynnego pochodzenia.

Muty morza Czerwonego sg wszedzie wapniste i zblizajg sie
miejscami do typu mutdow wapiennych (Globigerinowych). Naogét
jednak procent Ca C03 waha sie w szerokich granicach okoto
60—80fl wyjatkowo przekraczajac te liczby i weglan wapna po-
chodzi gtéwnie ze szczatkéw organicznego pochodzenia o szkie-
lecie wapiennym przewaznie planktonicznym. Szczgtki zwie-
rzat dennych grajg zupeinie podrzedng role. Od fauny oceanicz-
nej plankton tu rdézni sie obfitosciag Pteropodéw i Heteropoddw.

Dla zbadania sktadu mineralnego materjatu detrytycznego
z kazdej probki rozpuszczatem kilka graméw osadu w zimnym
rozcienczonym kwasie solnym.

Residuum byto rozdzielane przez szlamowanie na dwie
frakcje o wielkosci ponizej i powyzej 0,005 mm.
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Materjat otrzymany poddany byt badaniu mikroskopowemu.

Okazato sie, 1z po usunieciu sktadnikéw wapiennych 1 sub-
stancji ilastej materjat mineralny z wiekszosci stacyj byt bardzo
do siebie zblizony.

Wyraznie byt tego samego pochodzenia.

Tylko stosunek ilosciowy do czesci wapiennej osadu ule-
gat pewnym wahaniom, co raczej wtym wypadku zaleze¢ moze
od réznej szybkosci gromadzenia sie szczatkow wapiennych na
dnie. Jest bowiem prawdopodobne, iz ilos¢ materjatu mineral-
nego, docierajgca do osadu, jest dos¢ stata i rownomierna dla
powierzchni morza.

Opis materjalu mineralnego.

Frakcja drobniejsza. Substancja ilasta stanowi 1 10 do 1/4
osadu. Z wyjatkiem czesci przybrzeznych, ktore wskutek silnej
zawartosci substancji bitumicznej sagszare, wwv pozostatych prob-
kach subst. ilasta jest czerwona lubczerwonawa 1 ona jest
przyczyna zabarwienia osadéw morza Czerwonego. Ta czerwona
barwa pochodzi od tlenkéw zelaza i nadaje osadowi charakter
osadu ze S$rodowiska dobrze utlenionego. Chodzi o to, iz w prze-
ciwienstwie do czerwonej barwy zelazistej innych osadéw morskich,
(np. itow glebinowych) nie zostata ona wytworzona wv osadzie
na dnie morza, lecz jest to pytprzywiany zzewnatrz i mecha-
nicznie domieszany do osadu, czyli utleniony na powierzchni
otaczajacych laddéw i domieszany do wszelkiego typu osadu.
Naturalnie osad nie moze by¢ silnie redukcyjnym, gdyz inaczej
tlenki zelaza nie bylyby w stanie trwatym. Ztemi zastrzezeniami
mozna méwi¢ o charakterze chemicznym osadu. Brak bowiem
na dnie morza Czerwonego wv badanych prébkach i glaukonitu
i pirytu, tych najczestszych wskaznikéw charakteru osadu.

Miineralne ziama detrytycznego pochodzenia ponwyzej

001 mm wielkosci.

Ksztatt 1wielko$¢ ziarn. Cechag charakterystyczng ziarn oma-
wianych jest ichjednakowa stale wielko$¢. Dla wiekszosci mi-
neratdw wielko$¢ ta waha sie od 0,06 do 0,01 mm. (drobniejsze
przeszty do frakcji ilastej), 1 tylko miki sgstale troche wieksze
i osiagajg wielkos¢ 0,1 mm. lub 0,13 mm. Brak nawet pojedyn-
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czych ziarn, przekraczajagcych te rozmiary. Przytem wielko$¢
ziarn dalej od brzegu jest niezalezna od gtebokosci.

Druga cechg charakterystyczng jest ksztatt ziarn. Wszystkie
sq kanciaste i bez $ladow otoczenia.

Przez obie te cechy: to jest wielkos¢ i ksztalt ziarn, ziarna
te przypominajg bardzo ziarna typowego lessu, ale réznig sie od
niego sktadem mineralnym.

Stan zachowania ziarn jest réwniez bardzo charakterystyczny.
Wszystkie ziarna sg Swieze — rzadko, ze $ladami powierzchownego
zmatowienia, jako poczatku rozktadu (tylko plagioklaz), nawet
mato odporne na wietrzenie ziarna sg zachowane catkiem dobrze.

Odbija sie to na sktadzie mineralnym.

Mianowicie rzuca sie w oczy udziat mineratow, ktére normalnie
nie przedostajg si¢ na ztoze wtdrne bez rozktadu.

A wiec gtdwnym skiadnikiem sg amfibole i to rézne z prze-
waga zielonej hornblendy, potem pirokseny, wéréd ktorych dominuje
augit. Dalej idg skalenie (zarowno ortoklazy jak i plagioklazy)
i mika czarna. Rzadziej kwarce.

Pozatem zdarza sie hematyt, skaleniowce, fluoryt. Cyrkon —
jedyny minerat, wykazujacy kontury krystaliczne — bardzo rzadki
wystepuje w niektorych tylko stacjach.

Nawet z wiekszych probek wsrdéd oddzielonych mineratéw
ciezkich nie znalaztem Ilub prawie nie znalaztem mineratéw tak
pospolitych w residuum jak turmaliny, rutyle i t. d.

Tlomacze to w ten sposdb iz nie nastgpita tu selekcja
usuwajgca mniej odporne mineraty i przez to niema naturalnego
w piaskach wzbogacenia w mineraty b. rzadkie ale b. odporne
na wietrzenie.

Cechg wybitng sktadu mineralnego materjatu detrytycznego
bedzie wiec przewaga mineratéw nieodpornych na wietrzenie i przez
to normalnie w osadzie nieobecnych, a co zatem idzie przewaga
mineratbw femicznych nad salicznemi. Ta przewaga mineratow
kolorowych nad bezbarwnemi jest pierwszg cechg ktéra sie rzuca
w oczy.

Wszystkie wyzej przytoczone cechy sg tak originalne i cha-
rakterystyczne, iz pozwole zatrzymaé sie nad niemi przez chwile.
Znajduja one catkowite swoje wyjasnienie, gdy sie uprzytomni
w jaki sposéb i w jakich warunkach materjat nas interesujacy
dostaje sie do osadu.
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Materjat detrytyczny pochodzi z otaczajacych ladéw Arabji
i Afryki, obu w sasiedztwie morza zajetych przez wielkie pustynie.

Materjat ten w wiekszosci jest przywiany przez wiatry.
Jednoczes$nie wietrzenie skal polega gtdwnie na wietrzeniu me-
chanicznem bez rozkiadu chemicznego. Odpowiada to dobrze
mineratom detrytycznym z osadéw morza Czerwonego, gdzie
uderza $wiezo$¢ ziarn i obfitos¢ (przewaga) ziarn nie trwatych
na wietrzenie.

Jednoczes$nie ziarna nie przekraczajg zwykle 0,06 mm. z wy-
jatkiem mik, ale tam cienkie blaszki sg jeszcze lzejsze, niz inne
ziarna, pomimo wiekszej troche $rednicy, dochodzacej 0,10-0,13 mm).
Jest to bowiem pyt, ktéry dtugo moze unosi¢ sie w powietrzu.
Materjatu toczonego po powierzchni brak.

Zgodno$¢ tego co obserwujemy rzeczywiscie w osadzie
z pochodzeniem materjatu detrytycznego jest wielka. Jednocze$nie
wyroznione cechy spotykajg sie tak rzadko ws$réd materjatu
detrytycznego jakiegokolwiek osadu, iz nadajg specyficzny cha-
rakter osadom morza Czerwonego. Wszystkie te cechy, zwigzane
z pochodzeniem ziarn odbijajg wptyw pustyni na osady, tworzgce
sie dzisiaj w sasiedztwie.

Od pytu mineralnego réwnie drobnego, wystepujagcego w mu-
tach wielkich gtebi oceanicznych, badany materjat detrytyczny rozni
sie sktadem mineralnym. Przedewszystkiem w osadach m. Czer-
wonego nie spotykamy szkliwa wulkanicznego, sidorolemanu,
palagonitu i pumeksu — tak charakterystycznych dla utworéw wiel-
kich gtebi. Nastepnie w osadzie wielkich gtebi oceanicznych
nie mamy kwarcu, a i caly zesp6t mineralny odpowiada pocho-
dzeniem skatom zasadowym wylewnym, tutaj za$ zaréwno obecno$¢
kwarcu, jak i innych mineratéw wskazuje na podstawowy udziat
skat kwasnych, lgdowych. Jednoczes$nie skalenie z gtebi sg bardzo
Swieze i czasami o konturach geometrycznych, a tutaj skalenie
sag Swieze naog6t, ale pojedyncze ziarna bywajg zmatowiate,
i nigdy nie maja konturéw geometrycznych.

Zato ubostwo ilosciowe kwarcu i mineratdw rzadkich a obfito$é
mineratéw tatwo wietrzejacych dowodzi wietrzenia tylko mecha-
nicznego i odrazu rézni od wszelkich znanych mutéw i piaskow
przyniesionych przez wody i pochodzacych z wietrzenia w Kli-
macie w ktorym istnieja opady atmosferyczne. Woreszcie brak
transportu wodnego wida¢ w kanciastym ksztatcie ziarn i zacho-
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waniu ziarn miekkich, tatwo ulegajacych roztarciu w warunkach
transportu wodnego.

Materjat opisywany nasuwa pare porownan: pierwsze z lessami
typowemi. Oba osady wykazujg duzg analogje. Mianowicie wielko$¢
ziarn, brak ziarn wiekszych, i ksztatt ziarn sg w obu osadach
jednakowe. Od lessu europejskiego rdznig sie bardzo skladem
mineralnym, wskazujgcym na inne zrodta pochodzenia materjatu.
A jednakowy sktad mechaniczny zalezny jest od jednakowego
sposobu eolicznego transportu materjatu. Jesli porownany pyt ba-
dany nie z lessem naszym ale chinskim to podobienstwo zwiekszy
sie znacznie.

Mianowicie rola kwarcu zmniejsza sie, przybywajg jako sktad-
niki gtdwne biotyt, ortoklaz, plagioklazy, hornblenda, weglany,
kaolinity i podrzedny apatyt. Szczeg6lniej obfity jest biotyt.
Wielkos¢ ziarn srednia 0,013 mm., maksymalnie 0,12 mm. Jak
widaé z powyzszego sktad mineralny lessu chinskiego i skiad
mineralny residuum nierozpuszczalnego z osadu morza Czerwo-
nego wykazujg wielkie podobienstwo, choé jeszcze rola kwarcu
pozostaje iloSciowo znaczniejsza w lessie chifnskim?).

W badanem residuum mineralnem zastuguje na uwage brak
pojedynczych ziarn mineralnych wiekszych (do 1 mm. $red.) dobrze
otoczonych, znanych z rdznych osadéw kopalnych np. z bialej
kredy i chetnie uwazanych przez niektérych autoréw za eolicz-
nego pochodzenia. Z przypuszczenia tego wysnuwano nawet
wnioski 0 pustyniach otaczajagcych morze biatej kredy piszacej-).

Okazuje sie iz ziarna eolicznego pochodzenia, zaokraglone
podczas toczenia ich po powierzchni (np. ziarna piaskéw wyd-
mowych) nie dostajg sie do osadu dalekiego od brzegu w wa-
runkach normalnych, a przynajmniej nie droga eoliczng. Jest to
zupetnie logicznie do przewidzenia, iz te wieksze ziarna detry-
tyczne z wydm lgdowych i pustynnych, jesli sie dostang do osadu,
to tong przy brzegu, nie dostajac sie dalej, a przynajmniej nie
eoliczng droga. Ale jest to wazny punkt, gdyz zmusza do re-
wizji pogladéw na pochodzenie ziarn dobrze obtoczonych spoty-
kanych sporadycznie w roznych osadach.

1) Barbour G. B. The loess of China. From the Smithsonian Re-
port for 1926 publ. 2890. Washington. 1927. str. 279—296.
np. Bailey C. B. Th2 desert shores of the chalk Sea. Geol.
Mag. vol. LXI. pl. V, VI London. 1924. str. 102—116.
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Drugie pordwnanie to analogje miedzy materjatem detry-
tycznym z osadu morza Czerwonego, a niektéremi szarowakami
paleozoicznemi.

Chodzi tu o nieraz daleko idace podobieAstwo sktadu mi-
neralogicznego. Czy jednak wolno z tego powodu wysnhuwac
jakiekolwiek przypuszczenia co do analogicznego pochodzenia
materjatlu w obu osadach, narazie nie wiemy, gdyz szarowaki
dotychczas blizej petrograficznie, czy sedymentologicznie badane
nie byly.

Na zakonczenie tego krotkiego artykutu mozna sprobowac
da¢ odpowiedZ na postawione na poczatku pytanie. Czy blisko$é
pustyni odbija sie na charakterze sasiednich osadéw morskich?

Otéz sadze, ze tam gdzie jak w morzu Czerwonem wplyw
pustyni nie jest m.askowany przez inne czynniki, wptyw ten daje
sie odczu¢ i skonstatowaé¢ w osadzie.

Zaznaczy sie on w materjale pochodzenia detrytycznego,”®
ktory sktada sie z dwuch czesci czerwonego pytu najdrobniej-
szego i ziarn mineralnych. Najcharakterystyczniejszym jest skitad
mineralny i mechaniczny, jako tez ksztalt ziaren tej drugiej mi-
neralnej czesSci materjatlu pochodzenia pustynnego.

Sktad mineralny wyrézniaé sie bedzie obfitoScig mineratéw
mato odpornych na wietrzenie, co przedewszystkiem sie wyrazi
przez dominowanie mineratow ciemnych, a w konsekwencji nie-
znacznym procentem kwarcu.

Sktad mechaniczny zaznaczy sie réwnomierng wielko$cig
ziarn i matym ich rozmiarem: nie przekraczajg 0,06 mm. (z wy-
jatkiem biotytytu).

Ksztatt stale karnciasty ziarn dopeini cechy zespotu.

Wymieniony cechy wskazujg jednocze$nie na eoliczny
transport materjatu i na mechaniczne (pustynne) warunki wie-
trzenia skatl, bez ich chemicznego rozktadu.

Praca niniejsza jest tylko krotkim przyczynkiem do wielkiego
zagadnienia wptywu pustyn na sasiednie morza i wyniki jej moga
by¢ przenoszone na osady kopalne tylko z wszelkiemi zastrze-
zeniami. Z tych zastrezen pokresle kilka. Po pierwsze rezultaty
moga sie stosowac tylko do pustyh goracych, po drugie do takich,
w ktérych budowie skaty ogniowe i metamorficzne biorg powazny
udziat. Nastepnie inng trudnosciag moze by¢ zjawisko wtdrnego
wietrzenia w osadzie mineratldw charakterystycznych, a nie od-
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pornych na wietrzenie. Wreszcie, tatwo mozemy mie¢ w osadzie
do czynienia z mieszaning matarjalu eolicznego i fluwialnego,
a wtedy rozroznienie niezawsze bedzie mozliwe.

Z temi zastrzezeniami oddaje artykut do druku. Uwazam
jednak za krok naprzdéd fakt, ze wwosadach morza Czerwonego
wplyw pustyni datsie wyraznie uchwyci¢ 1 scharakteryzowac.

Wszystkie probki zostaty zebrane przez okret Endeavour,
podczas pomiaréw dokonywanych dia admiralicji angielskigj.
Prébki znajduja sie wwv British Muséum. Cze$¢ z nich otrzymatem
dla blizszego opracowania do Warszawy. Opis tych ostatnich
prébek z uwzglednieniem przedewszystkiem mineratdw detry-
tycznych podaje ponizej. (Probki ogladane wv Londynie nie roz-
nity sie zasadniczo od nizej opisanych).

Stacje wymiemiam wedtug malejgcej gtebokosci.

1 — (1928) potozenie 21 20" 30" N.
39 00' 30" E.
gtebokos¢ 901 m.

Osad na sucho b. jasny, kremowy, bardzo roéwnomiernie
pelitowy, tatwo rozmacza sie w wodzie. W przetomie szorstki i na
powierzchni wida¢ utamki pteropodéw i foraminifer.

Po odszlamowaniu substancji ilastej (ponizej 0,05 mm.) po-
zostaje frakcja, skladajgca sie przedewszystkiem z wapiennych
mikroszczatkow organicznych pochodzenia planktonicznego. Po
zniszczeniu  kwasem solnym szczatkbw wapiennych pozostaje
do$¢ liczne residuum mineralne.

Zespot mineralny wyréznia sie wielka jednostajnoscig codo
wielko$ci, ksztattu i Swiezego stanu zachowania ziarn. Zato jest
bardzo réznorodny co do skfadu mineralnego.

Wszystkie ziarna sag kanciaste. Z wyjatkiem mik nie prze-
kraczajg wielkosci 0,07 mm. (miki osiggajg czasami 0,16 mm.).
Wszystkie ziarna sgs$wieze. Co do ilosci mineraty barwne prze-
wazajg znacznie nad przezroczystemi bezbarwnemi.

Wsrdéd pierwszych dominujg iloSciowo trzy grupy : biotytu,
amfiboli (reprezentowane gtdéwnie przez zielong hornblende) i mnigj
czeste pirokseny. Inne mineraty barwne spotykajg sie, ale nalezg
do elementéw akcesorycznych (np. ciemno-granatowy fluoryt.).
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Wsrod mineratow przezroczystych, bezbarwnych pierwsze
miejsce zajmujg skalenie. WS$rdd nich tatwo mozna wyrdznic
ortoklaz, mikroklin, rézne plagiokiazy (z ktérych udato sie mnie
uchwyci¢ cechy optyczne albitu, andezytu, ale z pewnoscia istniejg
i inne). Kwarce sg do$¢ rzadkie. Spotykajg sie i mineraty bez-
barwne, pewno z grupy skaleniowcdw.

Il — (1927) potozenie 20 18" N.
38 41' E.
gtebokos¢ 895 m.

Osad po wyschnieciu koloru jasno bronzowo-ceglastego,
drobnopelitowy. Przetom, roéwny, szorstki i mozna na nim wy-
ré6znié gotem okiem biate plamki otwornic (Globigerin).

Facja wapnista.

Po rozpuszczeniu w HCI i odszlamowaniu subst. ilastej
pozostaje dos$¢ liczne residuum gtéwnie mineralne.

Wszystkie mineraly Swieze, b. kanciaste. Wielko$¢ maksy-
malna 0,07 mm. (dla mik 0,14 mm.). Mineraty barwne 2 do 3 razy
liczniejsze od bezbarwnych. Ws$rod pierwszych dominuje biotyt,
amfibole (gtownie hornblenda zwykla, ale zdarza sie i bazaltowa,
glaukofan, aktynolit).

Do rzadkich nalezy fluoryt.

Wsrod bezbarwnych przewazajg znacznie skalenie. Sg rozne,
zar6wno plagioklazy jak i ortoklaz, mikroklin. Podrzedne —
kwarce i skaleniowce. Akcesoryczne : Tytanit?, anatas ?, cyrkon
(o Slicznych konturach geometrycznych).

Il — (1927) potozenie 20° 05' 05" N.
38" 13 E.
gtebokos$¢ 882 m.

Osad koloru cielisto z6tego, jasny. Przetom na sucho
szorstki, rowny.

Po odszlamowaniu subst. ilastej wida¢, iz szczatki fauny
przewazajg znacznie nad czescig mineralng. Po wytrawieniu HCI
pozostaje residuum ztozone tylko z mineratéw detrytycznych.

Wszystkie ziarna kanciaste, maksymalna wielko$¢ 0,06 mm.,
dla mik 0,12 mm.

Wsréd mineratéw mineraty barwne i bezbarwne sg prawie
rowne co do ilosci, z lekkg przewaga bezbarwnych. Wsréd nich
dominujg skalenie (duzy procent zbliZzniaczonych). Duzo ziarn
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zlekka zwietrzatych, metnych, blizej nieoznaczonych, z tupliwoscig
podiuzng, reliefem silniejszym od skaleni, bezbarwne). W$éréd ko-
lorowych dominujg miki (biotyty) i hornblendy. Miki majg cza-
sami zlekka otarte kontury.

IV — (1925) potozenie 25" N.
39° 01' 30" E.
g-tebokos¢ 740 m.

Osad zo6tto-ochrowy, do bronzoweg-o, nieréwnego natezenia
barwy. Jest to mut wapienno-ilasty drobno pelitowy.

Przy szlamowaniu sptywa niewielka iloS¢ subst. ilastej. Po
wytrawieniu w HCI zostaje residuum stanowigce Kkilka procent
osadu.

W residuum oprécz mineratdw sg i szczatki zwierzece (spi-
kule ggbek—gtéwnie mono i tetractinellidae—zachowane w opalu.

Przewazajg jednak mineraty detrytyczne. Ziarna nie przekra-
czajg naogot. 0,07 mm. (miki osiggaja 0,13 mm.) (w probce dosc
obfitej znalaztem jedno ziarno kwarcu 0,20 mm.).

Mineralny ziarna sa b. $wieze i kanciaste (tylko skalenie
bywajg czasami zmatowiate).

Mineraty barwne sg liczniejsze od bezbarwnych. Dominujg
amfibole, biotyty, pirokseny, skalenie, kwarce. Akcesorycznie
spotykaja sie : kordieryt, szkliwo wulk., spinel ? i kilka nieozna-
czonych.

Il — (1927) potozenie 19™ 49' N.
37° 44" E.
gtebokos¢ 618 m.

Osad wapienny ze znaczng domieszkg subst. ilastej, koloru
brunatno-cielistego, jasny. Po wyschnieciu w przetomie szorstki
i wtedy wida¢ gotym okiem liczne foraminifery.

Po odszlamowaniu sub. ilastej (nizej 0,05 mm.) i wytrawie-
niu kwasem solnym otrzymujemy residuum mineralne stanowigce
mniej niz Vio osadu.

Mineraty kanciaste, bez konturow geometrycznych. Wielko$é
nie przekracza 0,06 mm. (miki do 0,13 mm.). Z wyjatkiem lekko
zmatowiatych niektérych ziarn plagioklazéw, wszystkie ziarna
b. Swieze. Min. barwne troche liczniejsze od bezbarwnych.

Dominuja: hornblenda (inne amfibole do$¢ rzadkie), biotyt,
pirokseny, skalenie, rzadszy — kwarc.
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Akcesorycznie: jaki$ skaleniowiec (min. reg.) cyrkon (ksztatty
geometryczne).

IV — (1927) potozenie 19" 35" N.
370 16' E.
gteboko$é¢ 615 m.

Osad brunatny w tonie cieptym. Przetom (po wyschnieciu)
réwny, mato szorstki, wida¢ na nim zrzadka biate kulki otwornic
i wiékna pteropodow.

Mut wapienno-ilasty.

Po odszlamowaniu subst. ilastej i rozpuszczeniu reszty w HCI
otrzymujemy do$¢ liczne residuum mineralne. Ziarna Kkanciaste,
bezksztattow geometrycznych. Wielko$¢ nie przekracza 0,06 mm.
(miki 0,13 mm). Ziarna $wieze. Mineraty barwne znacznie licz-
niejsze od bezbarwnych.

Dominujg: amfibole (gtéwnie ziel. hornblenda), pirokseny,
biotyty, skalenie, kwarce.

Akcesoryczne: muskowit, fluoryt, kilka min. bezbarwnych
reg. blizej nieoznaczonych.

V — (1927) potozenie 20" 32' N.
390 9 n

gtebokos$¢ 571 m. (albo 560 m.).

Osad wapienno-ilasty do$é¢ grubo ziarnisty, gotem okiem
wida¢ szczatki pochodzenia organicznego. Kolor mutu na sucho
brunatny.

Residuum mineralne po odszlamowaniu subst. ilastej i wytra-
wieniu HCI skiada sie z pewnej ilosci drobnego pytu. Ziarna nie
przekraczajg 0,06 mm wielkosci (tylko miki dochodzg 0,13 mm.).
Mineraly barwne 6 do 7 razy liczniejsze od bezbarwnych.

Dominujag Amfibole, biotyty, pirokseny, skalenie, kwarce.

Akcesoryczne magnetyt (?), rutyl, regularny minerat zielono
zabarwiony (ew. spinel.) i inne. Wszystkie ziarna Kkanciaste,
nawet miki nie majg otartych krawedzi.

Jak zwykle ziarna nie posiadajg ksztattbw geometrycznych.

Wiekszo$¢ ziarn b. Swieza, ale niektdre skalenie sg silnie
zmatowiate.

VI — (1927) potozenie 21 24' N.

39 08' E.
gtebokosé 29 m.
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Osad wapienny, prawie biaty po wyschnieciu (jasno-popie-
laty na mokro), drobno pelitowy, ale suchy w palcach i prawie
bez subst. ilastej.

Po HCI i odszlamowaniu $ladéw subst. ilastej otrzymuje sie
dos¢ znaczne residuum prawie wytacznie mineralne (wielko$¢ maks.
ziarn 0,05—6 mm., tylko miki 0,11 mm.) Kolorowe mineraty sg
znacznie liczniejsze od bezbarwnych. Biotyty majg lekko zaokrag-
lone krawedzie, wszystkie inne ziarna sg kanciaste.

Najliczniejsze sg amfibole, skalenie, biotyty, pirokseny,
rzadsze — kwarce.

VIl — (1928) potozenie 15 29' 00" N.
42 34' 06" E.
gtebokos¢ 28 m.

Osad szary z silnym odcieniem oliwkowym. Po wyschnieciu
w przetamie szorstkawy z widocznemi utamkami ziarn i szczat-
kow organicznych. Mut bardzo stabo wapnisty.

Po odszlamowaniu do$¢ licznej subst. ilastej i wytrawieniu
HCL otrzymujemy residuum gtéwnie mineralne. Sg zrzadka i spi-
kule gabek. Mineraty wszystkie sa kanciaste. Ziarna nie przekra-
czajg 0,06 mm., tylko miki sg wieksze i dochodzg 0,10 mm., ale spo-
tykaja sie b. rzadko. Mineraty barwne sg znacznie liczniejsze od
bezbarwnych. Skiadniki gtdwne : amfibole, pirokseny, skalenie.
Podrzedne skiadniki kwarce i miki. Akcesoryczne — dolomit
(w romboedrach) i inne.

VIII — (1928) potozenie 15 29' 01" N.
42 39' 04" E.
gtebokosé 21 m.

Mut piaszczysto-wapnisty. Osad grubookruchowy z licznemi
utamkami drobnych matzy i innych organizméw wapiennych.
Przy szlamowaniu po wytrawieniu MCI odchodzi sporo subst.
ilastej. Residuum gtownie mineralne skiada sie z ziarn : skaleni,
amfiboli, piroksenu, biotytu i kwarcu. Ziarna kanciaste. Oprécz
mik nie przekraczajg 0,06 mm. Bardzo Swieze. Kolorowe i bez-
barwne min. mniejwiecej jednakowo liczne.

Stacje 15® 28'03" 7V, 42M1'08"fc; gteb. 19 m. i 15»21'00"7V.,

42® 43' 05" E. gteb. 23 m. nie r6znig sie niczem charakterystycz-
nym od stacji poprzednigj.
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IX — (1928) potozenie 15 24' N.
42 42' E
gtebokos¢ 16 m.

Piasek z mutem wapiennym i szczatkami szkieletow. Osad
jasno-szary. Po odszlamowaniu subst. ilastej otrzymuje sie znaczng
ilos¢ pogruchotanych szczatkéw skorup zwierzecych, ktéra prze-
wyzsza iloS§¢ ziarn mineralnych. Ws$rdd szczagtkéw szkieletow
dominujg pteropody. WS$réd materjatu po wytrawieniu HCI wi-
dzimy tylko mineraty detrytyczne.

Ziarna mineralne nie przewyzszajg naogét 0,2 mm. tylko
miki biate osiggaja 0,25 a nawet 0,3 mm. Mineraty barwne plus
minus tak liczne jak i bezbarwne. Ws$réd barwnych dominuja
amfibole (gtéwnie ziel. hornblenda), rzadsze augity. Ws$rdéd bez-
barwnych liczne skalenie (sg pliagioklazy, mikrokliny, ortoklazy)
biata mika, kwarce. Tylko niektore skalenie sg skalenizowane
wiekszos¢ ziarn b. Swieza. Wszystkie kanciaste.

X — (1928) potozenie 15 25' 05" N.
42 42' 04" E.
gtebokos¢ 13 m.

Mut ilasty ze skorupkami wapiennemi. Osad szaro-popielaty.
Przetom b. nieréwny, szorstki, usiany biatemi punktami szczat-
kéw zwierzecych.

Po odszlamowaniu subst. ilastej i wytrawieniu HCI otrzymu-
jemy pewng ilo$¢ residuum mineralnego. Ziarna dwu typéw:
Swieze, kanciaste nie przekraczajagce 0,06 mm. (miki gtownie
muskowit 0,16 mm.) i wieksze dochodgce 0,50 mm. lepiej lub go-
rzej otoczone, czesto porysowane lub matowe na powierzchni,
wsérdd ostatnich dominuje kwarc i skalen. Sg to niewatpliwie
ziarna z abrazji sasiedniego brzegu.

Xl — (1928) potozenie 15 24' 00" N.
42 43' 09" E.
gtebokos$¢ 8,5 m.
Piasek ciemno-szary b. drobny, troche ilasty, prawie bez-
wapienny.
tatwo mozna wyr6znié dwa typy ziarn. Wieksze, wielkosci
do 0,50 mm. obtoczone, porysowane lub zmatowiate na po-
wierzchni. Glownie skiadajgce sie z ziarn kwarcu i skaleni, rza-



Spraw. Tow. Nauk. Warsz. Wydz. Ill. R. 1931. TABLICA I

Mikrofotografie z pylu mineralnego znajdywanego w residuum mutu
z Morza Czerwonego. St. 5, gl. 618 m. pow. 40X. sw. |

Duze ciemne ziarna — biotyty. Male ciemne ziarna — hornblenda.
Wiekszo$6 | ziarn (jasnych) = |Skalenie.
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dziej amfiboli i drobne kanciaste, Swieze nie przekraczajac 0,07
mm. W drugiej grupie min. barwne (amfibole, piroks.) sag licz-
niejsze od bezbarwnych (skaleni, kwarcy).

Grupa duzych ziarn mineralnych, zaokraglonych i poryso-
wanych jest znacznie liczniejsza od grupy ziarn drobnych, kan-
ciastych. Ziarn posrednich prawie niema.

Niewatpliwie pierwszg grupe stanowig mineraty, pochodzace
z abrazji sasiedniego brzegu, drugg prawdopodobnie mineraty,
przyniesione przez wiatry. Sag one identyczne z mineratami wy-
stepujacemi w utworach giebi. (Zaznacza sie tylko w utworach
b. ptytkich ubdstwo lub brak biotytu — jest to pewnie rezulta-

tem roztarcia tego miekkiego mineratu przez poruszany falami
piasek).

Zb. Sujkowski.

The influence of the desert on the Red Sea deposits.

Mémoire présenté par M.J. Lewinski dans la séance du 26 Juin 1931.

Summary.

The influence of a desert may be considered as bringing
positive traces to the deposits. It seems possible to establish
the proximity of a desert on the base of the exploration of the
Red Sea deposits only.

These traces are:

1-the freshness and angularity of detrital grains,

2-their size which does not exceed 0,07 mm.only for mica
0,14 mm.,

3-the characteristic minerai composition with the predomi-
nance:

a-of coloured minerais and
b-of common rock forming minerais,
c-and of easy weathering minerais.
These results are evidently valuable for some particular

condition in which the Red Sea and the naighbouring desert
are to be found.
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M. Kamienski.

Obserwacje catkowitego za¢mienia ksiezyca,
dokonane w dniu 2 Kwietnia 1931 r.w Obserwatorjum
A.stronomicznem Warszawskiem.

Komunikat wygtoszony dn. 26 czerwca 1931 r.

Praca bedzie wydrukowana w ,Pracach Matematyczno-Fizycznych".
Warszawa, 1931.

Observations de I'éclipse totale de la lune faites
le 2 Avril 1931 a I'Observatoire Astronomique
de Varsovie.

Mémoire présenté dans la séance du 26 Juin 1931.

Ce travail vient de paraitre dans les ,Prace Matematyczno-Fizyczne".
Varsovie, 1931.

E. Zaniewska-Chlipalska.

Sktad skaleni pegmatytowych jako kryterjum
wodnego pochodzenia pegmatytow.

Przedstawit St. J. Thugutt na posiedzeniu dn. 26 czerwca 1931 r.

Streszczenie.

Na podstawie zestawienia wynikow analiz skaleni pegma-
tytow i skal magmatycznych stwierdzit prof. St.J. Thugutt 1),
ze skalenie granitow, trachitéw i in.wykazuja normalny stosunek
tlenkéw alkalicznych, glinki i krzemionki, natomiast skalenie
pegmatytowe wykazujg niedob6r krzemionki. Zgadza sie to z wy-
nikiem eksperymentu wspomnianego autora nad rozpuszczalnoscia
ortoklazu w wodzie 2); do roztworu przeszto ciato kwasniejsze,
cze$¢ nierozpuszczalna byta ubozsza w SiO2 od pierwotnego or-
toklazu.

St. J. Thugutt. ,,O pochodzeniu skaleni pegmatytowych", Arch.
Miner. T. N. W., T. I, 1925.
2) Tegoz autora: ,,O rozpuszczalnosci pewnych krzemianéw w wo-
dzie", Spr. T. N. W., 6 (1913), 629.
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W celu potwierdzenia tej zasady dla zjawisk, zachodzacych
w przyrodzie, wykonany zostat rozbiér chemiczny mikroklinu,
wydzielonego z zyly pegmatytowej z Klesowa oraz sanidynu
z Wehr (Eifel). Analizy obu mineratbw wykonane zostaty na
materjale czystym, w jednakowych warunkach i jednakowemi
metodami, z zachowaniem daleko idacych ostroznosci przy przy-
gotowaniu materjatu do analizy; sanidyn wykazat sktad normalny
(122 O: 03:5/00 — 1,0: 1: 6,01), mikroklin natomiast niedobor
krzemionki {R., O: Al. 03:Si O. 1,02: 1:5,91) -).

Przeliczone zostaty (na stosunki tlenkéw alkalicznych do
krzemionki przy glince wzietej za jedno$¢) 44 analizy chemicz-
ne skaleni pegmatytowych, skat magmatycznych i adularéw
(z uwzglednieniem rozbioréw, przytoczonych we wspomnianej pracy
prof. St. J. Thugulla) oraz wykonano wykres, przyczem na
osi rzednych oznaczone byly tlenki alkaliczne, na odcietych krze-
mionka. W $rodku wykresu zaznaczyto sie ,,skupienie” skaleni
pochodzenia ogniowego; skalenie pegmatytowe wykazaly rozpro-
szenie w obszarze, wykazujacym niedob6r Si Oo'") nadmiar na-
tomiast tego tlenku zdajg sie wykazywaé adulary, o ile mozna
byto wnosi¢ z matej ilosci opublikowanych analiz tego mineratu.

Wystepowanie skaleni o skiadzie chemicznym, stale odbie-
gajacym od normy, jest regutg dla pegmatytéw i wskazuje na
wodne pochodzenie tych utworow.

Pracownia Mineralogiczna T. N. W.; czerwca 1931 r.

E. Zaniewska: ,Przyczynek do znajomosci zyt peg”matytowych
w porfirycie klesowskim", Arch. T. N. W., T. I, 1925.

-) Fakt nieznacznego odchylenia od normy wartosci dla Si O, mdgt
by¢ spowodowany wystepowaniem w mikroklinie b, drobnych wtracen
kwarcu, trudnych do oddzielenia mechanicznie.

Analizy przewaznie zaczerpniete z dzieta Doellera ,Handb.
d. Mineralchemie" T. Il, oraz z prac oryginalnych.

Kilka analiz mikroklindw, wykazujacych nadmiar Si O%, jak sie
okazato, wykonane zostato na materjale, wykazujgcym domieszki kwarcu.
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E. Zaniewska-Chlipalska.

Composition des feldspaths alcalins des pegmatites
comme critérium de I'origine aqueuse des pegmatites.
Note présentée par. M. St.J. Thugutt dans la séance du 26 Juin 1931.

Résumé.

M. St. Thugutt a fait voir que lesfeldspaths alcalins
des pegmatites sont sans exception anormaux au point devue
de leur composition chimique, tandis que les feldspaths ignés
représentent des types normaux. Cela est enaccord avec les résul-
tats de I'expérience du méme auteur sur la solubilité de I'orthose
dans ['eau 2).

Dans le présent travail on a pu constater encore une fois
que l'idée de St. J. Thugutt était juste. On a analysé no-
tamment la microcline des pegmatites de Klesowo (Volhynie,
Pologne) et la sanidine de Wehr (Eifel, Allemagne) et calculé
les relations R., O AU 03: Si Oo.

La relation entre [l'alumine et la silice est égale a 1:6
(1:6,01) pour la sanidine; elle n'atteint pas 1:6 pour la micro-
cline (1:5,91); cependant que pour l'adulaire de St. Gotthard”)
elle semble dépasser en générale 1:6.

La composition anormale des feldspaths des pegmatites
suggére l'idée de l'origine aqueuse des filons pegmatiques.

St. J. Thug-utt: ,Sur la g-enese des feldspaths des filons
peg-matiques" Arch. de Minér. de la Soc.d. Se. de Varsovie, Vol.l, 1925,
69—77.

St. J. Thugqull: Sur la solubilit¢ de certains silicates dans
I'eau”. C. R. Soc. Scient, de Varsovie, 6 (1913), 629; voir aussi; Revue de
Géol. Belgique, 1921, No 8, 337.

Analyses citées dans le Il VVol.de ,Handbuch d. Mineralchemie"
de Doeller.
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E. S. Litmanowiczéwna.

O mikroklinie szarego granitytu z Maczulanki
na Wotyniu.

Przedstawit St.J. Thugutt dn. 26 czerwca 1931 r.

Sur le miérocline du granitite gris de Maczulanka
en Volhynie.
Mémoire présenté par M. St. J. Thugutt dans la séance du 26 Juin 1931.
Streszczenie.

W pracy niniejszej poddany byt badaniu mikroskopowemu
z zastosowaniem metody Fedorowa mikroklin szarego gra-
nitytu z Maczulanki na Wotyniu.

Poniewaz mikroklin ten okazat sie mikropertytem, zajetam
sie najpierw sprawg zrostéw mikroklinu z plagioklazem. Badany
mikroklin jest poprzerastany licznemi wkiadkami albitu, rzadko
przekraczajgcemi 0,02 mm. grubosci. Wkiadki te sg utworami
blaszkowemi, rozwinietemi rdéwnolegle do $cian pasa fOIOJ, naj-
czesciej rownolegle do ptaszczyzny b. stromego daszka poprzecz-
nego (hOI)t. j. do ptaszczyzny podzielnosci murchisonitowej.

los¢ albitu w mikroklinie bywa rozmaita; uderzajace jest,
ze w miejscach nagromadzenia wiekszej ilosci albitu wystepuja
skupienia mineratow z grupy mik, epidotu i kaolinu, niewatpliwie
wtdrnego pochodzenia. Ta parageneza rzucita pewne S$wiatto na
powstanie mikropertytu. Z poréwnania pogladéw innych bada-
cz6w nasprawe powstawania pertytow z whasnemi spostrzezeniami
nad mikropertytem 2z Maczulanki, dosztam do wniosku, ze po-
wstal on na skutek albityzacji skalenia sodowo - potasowego.
Albityzacja dojs¢ musiata do skutku za sprawg roztworéw wod-
nych, o czem S$wiadczy obecno$¢ obwddki albitowej w niekto-
rych krysztatach mikroklinu i parageneza albitu z wyzej wymie-
nionemi mineratami z grupy mik, epidotu i kaolinu.

Do zbadania sprawy ustroju zrostéw pertytowych zastoso-
watam mikroskop teodolitowy; wyznaczytam na nim metoda Fe-
d orowa potozenie elipsoidow wspétczynnikowych obu sktadni-
kédw zrostu; poczem elipsoid albitu przeksztatcitam w teoretyczny
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elipsoid mikroiclinu. Przelconatam sie, ze nie zachodzi tu zrost
réwnolegty, a takze ze potozenie albitu i mikroklinu nie Jest
symetryczne wzgledem jakiego$ kierunku krystalograficznego.

Charakter plagioklazu, tworzacego zrost pertytowy, okreslony
zostal posrednio przez pomiar kata osi optycznych na stoliku
Fedorowa metodg Bereka (217= 81"), a takze przez pomiar
katéw znikania S$wiatta na dwuscianie podstawowym i w prze-
kroju J_ a.

Drugag cze$¢ pracy stanowi badanie rodzaju zblizniaczen
mikroklinu z Maczulanki. Wyniki, osiggniete przez zastosowanie
metody Fedorowa, przedstawiajg sie nastepujgco :

Do najpospolitszych nalezg blizniaki wedtug prawa Karls-
badzkiego lub Roc-Tourné, ztozone z dwoéch duzych osobnikéw.
Jest to pierwsza generacja zblizniaczen, wiasciwa symetrji jedno-
skosnej. W drugiej generacji kazdy z dwu duzych osobnikéw
rozpada sie na drobne elementy, o dwdch rdznych orjentacjach;
osobniki te sa zblizniaczone wedtug prawa albitowego. Te
fragmenty dwoch duzych osobnikéw tworzg miedzy sobg blizniaka
wedtug pozostatego prawa danej grupy, mianowicie ;: R.-T. w przy-
padku, jesli duze osobniki tworzg blizniaka karlsbadzkiego, lub
prawo karlsbadzkie — jesli tworza one blizniaka Roc-Tourné.
Spotykajg sie jednak blizniaki, w ktorych zblizniaczeniu drugiej
generacji podlegta jedna tylko potéwka blizniaka — wtedy po-
wstaje blizniak, ztozony 2z trzech osobnikéw, zbiZzniaczonych
wedtug tej samej grupy praw. Jesli zblizniaczenn wtérnej gene-
racji brak zupeinie, wéwczas mamy do czynienia z dwojakiem,
najczesciej karlsbadzkim.

W przypadkach, gdy blaszki zblizniaczenia albitowego byty
b. drobne, stosowatam do wyznaczenia ptaszczyzny i osi bliznia-
czej metode, oparta na zjawisku rownego rozjasnienia, opisang
przez M. Kotaczkowskag.

W koficu pracy staratam sie wnikng¢ w istote struktury
kratkowej, ktéra w badanym mikroklinie rzadko bywa typowa.

Stwierdzi¢ mozna, ze struktura kratkowa badanego mikro-
klinu wywotana jest przez zblizniaczenia drugiej generacji. Z dwu
pogladéw na rodzaj tych zblizniaczen, w badanym przypadku
stuszniejszym wydaje sie poglad Sabersky'ego, niz poglad
Boggilda i innych. Struktura kratkowa mikroklinu tego wy-
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wotana jest obecnoscig frag"mentow jednego tylko zbliZniaczenia
albitowego. Powstaje badz dzieki szczegélnemu ich utozeniu
w szeregi, badz wskutek tego, ze tworzg one blaszki, wydtuzone
w dwdch kierunkach: w kierunku krawedzi [100] i [010]. Jedne
z nich majg ptaszczyzne zrostu (010), drugie za$ ptaszczyzne
z pasa [010[, bliska ptaszczyznie podzielnoSci murchisonitowej.
Blaszki te tworzg kat bliski 90°, tak ze w przekrojach prosto-
padtych do $cian stupa, tworza rodzaj prostokatnej kraty.

Praca niniejsza drukowana bqdzie w catosci w Archiwum Mineralo-
gicznem Tow. Nauk. Warsz. T. VII (1931).
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