
R O Z W I N I Ę C I E N A U Ł A M E K C I Ą G Ł Y 

STOSUNKU 
DWÓCH ZUPEŁNYCH CAŁEK ELIPTYCZNYCH P I E R W S Z E G O I DRUGIEGO GATUNKU 

DRA M . A. B A R A N I E C K I E G O . 

Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa dnia 4 lutego 1875 roku. 

§ 1 

Szereg 

(I) 

przy dowolnych , w ogóle, p a r a m e t r a c h a, [i i y (na k tó rego własności p ierwszy Eule r (*) zwróci ł był 
uwagę) , nazywany bywa szeregiem h y p e r g e o m e t r y c z n y m (**). W p rzypadku , gdy a lub [i jes t całko-
wi t e i o d j e m n e , n p . = — m , p a r a m e t r y nie może m i e ć t ak iego ca łkowi tego o d j e m n e g o znaczenia, 
k tó regoby war tość l iczebna była mniejsza od m ; we wszystkich zaś pozosta łych p rzypadkach y n ie 
może być ani ze rem, ani też liczbą całkowit§ o d j e m n g . Jeżeli a lub 8 m a j ą znaczenie zera lub od-
j e m n e j liczby całkowitój , k tó ra nie jes t j ednocześn ie znaczen iem p a r a m e t r u y, to szereg (1) składa się 
ze skończonej liczby odpowiedn io 1 — a lub 1 — p p ie rwszych jego wyrazów i przeds tawia m n k c y ę 

{*) W przedstawionym w 1778 r. Petersburskiej akademii nauk memuarze Specimen transformationis singulans 
serierum, a wydrukowanym w 1801 r . w XI[-ym tomie Nowa Acta Academioe Impeńalis Petropolitanw. 

(**) W pierwszym Numerze Nachrichten der Kóniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Góttingen z roku 1857, 
w sprawozdaniu o znanej pracy RiEviANN'a (ogłoszonej później w Yllym tomie Abhandlungen tegoż towarzystwa), 
znajdujemy takie objaśnienie tej nazwy : « Tak dziś zwyczajna nazwa : szereg hypergeometryczny była jeszcze przed 
tem zaproponowany przez Jana Fryderyka PFAFF'adla szeregów ogólniejszych, w których stosunek .pewnego wyrazu do 
poprzedzającego jest racyonalna funkcya jego skaźnika miejsca; gdy tymczasem EULER, za przykładem WAixis'a, ro-
zumiał przez ni§ taki szereg, w którym ten stosunek jest całkowita funkcya pierwszego stopnia skaźnika miejsca ». 
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2 PAMIĘTNIK TOWABZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VII. 

racyonaln^. Nakoniec w przypadku, kiedy a = y = — m, lub p = — m, przy m całkowitćm i do-
da tnem, w liczniku i mianowniku wyrazów szeregu (1) będg zachodzić spólne czynniki i skutkiem 
tego, te pa ramet ry a i y , lub p i y, mog§ mieć jakiekolwiek wartości , tak, że w ogóle można przyj^ić, że 
w nieskończonych szeregach hypergeomet rycznych pa ramet r y nie jest ani zerem, ani tśż liczbg, cał-
kowity od jemnę . 

Jeżeli parametry a i fl s§ różne od zera i nie sy liczbami całkowitemi od jemnemi , to wiele prze-
stępnych funkcyj może być wyrażonych za pomoc§ szeregu (1), dopóki on nie przestaje być zbieżnym. 

Stosunek (?n -+-1) wyrazu tego szeregu, do wyrazu poprzedzającego jest 

Gdy wzrasta do nieskończoności , stosunek ten zbliża się do i.x; szereg więc ten jest zbieżnym 
dla wszystkich znaczeń zmiennej x\ których moduł jest mniejszy od jedności . 

Po Eulerze, szczegółowem badaniem własności szeregu hypergeometrycznego zajmował się Gauss (*j. 
Dlatego Niemcy ten szereg nazywają Gauss'owym szeregiem. On także wprowadzi ł powszechnie dziś 
używany symbol P (a, [i, y, x) dla oznaczania tego szeregu, tak że 

(2) 

Ponieważ szereg (1) jest symetryczny względem paramet rów a i fi, to F («, [i, y, a?) = F (B, a, y, .r). 

§ 2 

{m -f- wyraz szeregu (d), t. j . szeregu 

może uledz takiemu przekształceniu : 

(*) Disquisitłones generales circa seriem i7ifinitam i + -h etc. {Commmtationes Góttingensis, tom II, 

Werke, lom III). Tym szeregiem zajmował się jeszcze Gauss w znanej rozprawie o mechanicznych kwadraturacli i po-
śmiertnej pracy : Beterminatio serieinostrce per cequationem etc. {Werke, tom Ill-ci.) 
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tak że 

Lecz 

zatem 

(3) 

To przekształcenie (3) szeregu hypergeomet rycznego podał był K u m m e r w rozprawie « Ueber die 

hypergeometrische Reihe 1 ^ -i- e tc . (*). Aby całka po p rawś j s t ron ie wzoru(3) miała znaczenie i 

mogła być używany, potrzeba, aby liczby p i y — p były d o d a t n e ; jeżeli zaś s^ to liczby złożone 
(kompleksne) , to trzeba, aby ich rzeczywiste części były d o d a t n e m i . Zauważyć należy, że wyrażen ie 
po prawćj s t ronie wzoru (3) nie t rac i znaczenia dla tych war tośc i zmienne j , dla k tó rych szereg po 
lewćj s t a je ' s i ę rozbieżnym. Rozważeniem kwestyi , j ak da się wyrazić funkcya F ( a , [i, y, x) dla zna-
czeń zmiennć j x, k tó rych m o d u ł nie jes t mniejszy od jednośc i , a także, j ak im sposobem wyraz ić t ę 
funkcyę za pomocy całek w przypadku , kiedy p a r a m e t r o m n a d a j e m y takie wartości , że całka, wyp i -
sana we wzorze (3) nie może być użyt^, za jmował się K u m m e r w ty lko co w s p o m n i a n ś j p r a c y . W y -
jaśnienia j e d n a k zupełne daj^ dopiero badania , jak ie prowadzi ł J acob i w m e m u a r z e « Untersuchungen 
iieher die Differenzialgleichung der hypergeometńschen Reihe (**) », a także (choć na całkiem o d m i e n n e j 
drodze) R iemann w « lieitrijege zur Theorie der durch die Gauss'sche Reihe F (a, p, y, x) darstellbareu 
Functionen (***) ». Badania te opar te na rozpat rywaniu znanego r ó w n a n i a różniczkowego " 

k tó rego całk§ szczególny jest szereg ( i ) , jak o t ćm można ła two się przekonać , [za pomocy ca łkowa-
nia równania(4) przez szeregi. 

T u t a j z robimy tylko uwagę , że zachodząca we wzorze (3) całka 

jest summg, funkcy j zmiennć j x, z k tó rych każda jest skończony, ciygły i j ednowar to śc iowa dla 
wszystkich znaczeń zmiennćj Xy za wyłączeniem p e w n ś j , samćj siebie nie przecinajycćj linii , łyczycej 

(*) Journal CRELLE'a, XV tom. 
(**) Journal CRELLE'a, LVI tom, a także JACOBI. Werke, tom III. Rezultaty tych dwóch prac zestawione w pierw-

szych dwóch rozdziałach mojśj rozprawy, drukowanej po rusku p. t. « O hipergeomietriczeskich funkcjach ». Moskwa 
w drukarni uniwersyteckiej, 1873. 

("*) Abhandlungen der Kóniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Góttingen. Tom VII. 
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punkta i i 00, k tóre to punkta , przy n iektórych wartościach wykładnika a, mog§ być punklami rozgałe-
u 

zienia, albo tóż przerwy tych funkcyj . Że zaś całkowanie odbywa się wedługm między granicami Oi 1, 

to - p rzy jmuje ci^g wartości od -ł-1 do oo, tak, że pewna linia, nieprzecinajęca samćj siebie, a łą -

cząca punk t + 1 z 00 , jest geometrycznóm miejscem wszystkich możliwych niekiedy punktów roz-

gałęzienia lub przerwy wszystkich e lementów naszej całki, jeżeli tylko te elementa uważamy jako 

f imkcye zmiennój x. Gałka zatem zawsze jes t juź funkcyę skończony, ci^gł^ i jednowartościow^ dla 

wszystkich punktów płasczyzny zmiennćj za wyłączeniem punktów leżących na pewnćj , samśj 

siebie nieprzecinajęcśj linii, poprowadzonej z punktu + 1 do oo. Jeżeli zaś całkowanie usku-

teczniamy po prostój, to linia ta jest prostki - f - 1 . . . + oo . 

§ 3 

Na mocy oznaczenia (2), możemy wzór (3) tak pisać : 

zkęd 
(3) 

Przyjmując tu 

1 zważywszy, że 

o t r zymujemy: 

(6) 

Czyniąc tćż same założenia w równaniu (4), i zważywszy, że przy nich 

widzimy, że zupełna całka eliptyczna pierwszego gatunku zadosyć czyni równania różniczkowemu 

http://rcin.org.pl



ROZWINIĘCIE NA DŁAILEK CIĄGŁY STOSUNKU DWÓCH ZUPEŁNYCH CAŁEK ELIPTYCZNYCH. 3 

które Briot i Bouąue t w Theońe des foncłions doublement peńodiąues (*) ot rzymują za pomocy dzia-

łań bardzo skomplikowanych. -

Przy jmując we wzorze (o) 

mamy zeń 

O) 

Weźmy 

odejmując drug^j równość odp ie rwszś j , mamy 

to jest 

(») 

zk§d 

(9) 

Tuta j stosunek 

może być według wzoru (9), tak wyrażony 

Postępując takimże samym sposobem, tak ze s tosunkiem : 

(*) § 235. To równanie wyprowadzone jest u LEGE\DBE'a w Traite den fonctiom elliptiques, 1.1, § 46. 
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jak i z każdym po kolei, t ak im sposobem otrzymywanym, z tych wszystkich wyrażeń mamy następu-
jące, podane przez Gauss'a, rozwinięcie na ułamek ciągły: 

(10) 

gdzie 

Jeżeli wciąż dalćj będziemy wyrażać według wzoru (9) k a ż d e t o przy wciąż zwiększającśm 
?n—1 

się n, stosunek 

rozwija się według wzoru (10) na ułamek ciągły skończony tylko w tym przypadku , kiedy albo a, albo 
p, albo Y—a, albo nakoniec y—p są liczbami całkowitemi i od jemnemi . W innych zaś przypadkach, 
przy nieskończenie rosnącćm n, o t rzymujemy nieskończony ułamek ciągły 

k tóry , jak to dowiódł L. Thomć (*), jest u łamkiem zbieżnym i mianowicie zdążającym do stosunku 

(*) Ueber die KettenhruchentwicMung des Gauss'schen Quotienten . Joumał C R E L L E ' A , 

LXVII tom. 
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dla wszystkich wartości zmiennej za wyłączeniem tych , k tóre odpowiadają na płasczyznie zmien-
nćj X punk tom pewnćj , siebie samśj 'n ieprzec ina jycć j linii, poprowadzonej z punktu + l d o c » , 
(porównaj § 2), jak również tych, k tóre przywodzą do zera funkcyę F (a,p, y, x). 

§ 5 

Odejmując znajdziemy w podobny sposób, jak wyżćj wzór (8), 
że 

zkyd 

(11) 

gdzie już s tosunek 

może być dalćj rozwijany na ułamek ciągły według wzoru (lO;. Takim sposobem o t rzymujemy 

(12) 

gdzie 

a w ogóle, przy m większśm od zera, 

Z wyrażenia (H) widoczna, że do rozwinięcia na ułamek ciągły stosunku 

(13) 
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można to odnieść, co w poprzedzającym paragrafie było powiedziane o rozwinięciu na ułamek 

ciygły s tosunku 

tak, że możemy powiedzieć, iż ułamek ciygły we wzorze (12) jest zbieżny i zd§ża do granicy (13), dla 
wszystkicłi wartości zmiennćj x, n ieodpowiadajęcych na jej płasczyznie punktom pewnćj , samćj 
siebie nieprzecinającej linii, poprowadzonćj z punk tu -+-1 do oo ; wyłyczajyc przytćm jeszcze zna-
czenia, dla k tórych F (a, P, Y, CC) ma war tość zero. 

§ 6 

Przypatrując się wyrażeniom (6) i (7), widzimy, że możemy wedhig wzoru (12) rozwinąć stosunek 
zupełnćj całki eliptycznćj pierwszego gatunku do takićjże całki drugiego gatunku na następujący 
ułamek ciągły : 

Ten ułamek ciągły jest szybko zbieżnym i zdąża w granicy do stosunku 

dla wszystkich wartości modułu k, P ^ c z tych, k tóre odpowiadają na jego płasczyznie punktom 

dwóch linij, nieprzecinających tak samych siebie, jak i j edna drugiej , a wyprowadzonych z punk tów 

do X . 
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