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POCEATH] GEORETRY

PRZEZ

A. M. Legendre.

PRZEKEAD Z PIGTNASTLGO WYDANIA FRANCUZKIEGO.

WARSZAWA,

Waktad i druk 8. ORGELBRANDA Esiegarza 1 Typografa
gy ulicy Miodowd] Nr. 496,

1847.
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Wolno drukowat, z warankiem zloZenia W Homitevie
Cenzury po wydrukowaniu, prawem przepisanéj liezby '
exemplarzy. : ; A
Warszawa dofa %3, Marca $847 1.

Cenzor Niezabitowski.
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0D FATNARRA,

Jakkolwiek male sy odmiany wpro-
wadzone do obecnego wydania, prze-
¢iez i takich nie wolno jest ezynié tlu-
maczowi, zwlaszeza w dziele autora,
tak wiclkie jak Legendre majjgeego
imi¢; niegodziloby si¢ przets nie daé
Jjakiege badz z tego pewedu usprawie-
dliwienia. Najwazniejszg ze zmian
lub dedatkéw wprowadzonych, jest r6-
Zny od pedanego w oryginale, wyklad
teoryi linij réwnoleglych. Przedmiot

-ten pomimo pigknego wykladu w dzie-
le Legendre'a, jest dla poczyna;qcych

http://rcin.org.pl



niedostepnym, z powodu dowodzen ro- -
zmaitych prawd, wymagajaecych gle-
bokiéj rozwagi; aby przeto ulaiwié
pojecie téj ezesei geometryi, osmieli-
lem sie podac znany powszuhme
sposob traktowania tego przedmiotu,
ktory bedge prostszym i latwiejszym,
snadnié¢j trafi do przekopania miodo-
cianych umyslow.

T
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ROIBEL PRERWSBH.
Z°ASAD'Y,

e

Opisania.

1. Geometrya jestnauka, majgca za przed-
mjot mierzenie rozcigglosci.

Rozciaglos¢ ma trzy wymiary: dlugosé,
szerokoesc 1 wysokosé, cayli grubosd.

2. Linia jest dlugo$¢ bez szerokosci i wy-
sokosci.

Koice linii nazywaja si¢ punkiami; wige
punkt nie ma rozciagtosci.

3. Liniq prostq nazywa si¢ najkrélsza dro=
ga od jednego punktu do drugiego.

4. Linia, ktéra nie jest prosty i nie sklada
si¢ z linij prostych, nazywa sig linig krzywg.

1
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I'tak (fig. T) linia AB jest linig prosty; ACDB
linig lamang, czyli skladajacy sig z linij pro-
stych; AEB jest linig krzywa.

5. Powierzchnig jest to. co ma dtugos¢ i
szerokos¢ bez wysokosci, czyli gruboci.

6. Plaszcsyzng nazywa sig powierzchnia,
_doktoréj przystaje wcaléi dtugosci linia pro-
sta, laczgca dwa punkta na téj powierzehni
dowolnie obrane. e

1. Powierzchnia, ktéra nie jest plaszczy-
zng 1 nie skladasie zkilku plaszczyzu,nuzyWa
si¢ powierzchnig krzywq.

8. Brylg.lub cialem jest to, co ma lrzy
wymiary rozcigglosei,

9. Jeieli dwie linie proste (fig. 2) AB i
AC przecinaja si¢ z sobg, natenczas ilosé,
o ktorg one, co do poloienia swego, sa od-
dalone od siebie, nazywa cig kqtem; punkt A,
w ktorym dwie linie AB i AC przecinajg sie,
jest wierzcholkiem kata, a linie AB i-AC s
jego ramjonami,

Kat oznacza. si¢ niekiedy jedna tylko glo-
ska A, napisang przy jego wierzcholku; zwy-
kle zas kat wyrazajg trzema gloskami BAG

http://rcin.org.pl
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- \

lub CAB, baczac aby gloska napisana pray
wierzchotku, pomigdzy dwiema ionemi byla
wyméwiona.

Katy, podobnie jak wszelkiego rodzaju
ilosci, moga byé dodawane, odejmowane
mnozone i dzielone, i tak (fig. 20): kat DCE
Jest summg katéw DCB 1 BCE, kat BCD jest
réznicg pomiedzy katami DCE i BCE.

10. Zezeli linia prosta (fig. 3) AB, spoty-
kajac sig zdrugg linig prosta CD, tworzy dwa
katy przylegte BAC i BAD, rowne sobie, na-
tenczas kazdy z tych kqtéw nazywa sig katem
prostym, a linia AB prostopadlg do CD.

11. Wszelki kat (fig. 4) BAC mniejszy od
prostego nazywa si¢ kqtem ostrym, akat DEF
wigkszy od prostego kqtem rozwartym.

12, Liniami réwnoleglemi nazywajy sig
dwie linie proste, lezgce na jednéj plaszczy-
znie, ktére bedac jak najdaléj przedivione,
nigdzie nie mogg spotkac si¢ zsoba, Takie-
mi s3 (fig. 5) linie AB i CD.

13. Figurq plaskq nazywa si¢ pYaszczyzna,
ze wszech stron zamknigta liniami. Miejsce

- zamknigte liniami prostemi nazywa si¢ figurg

http://rcin.org.pl
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prosto-kreslng lub wielokqtem (fig. 6), same
za$ linie razem wziete stanowia obwdd wie-
lokgta, a oddzielnie uwazane sa jego bokami.

14. Wielokat o trzech bokach jest naj-
prostszym ze wszystkich i nazywa si¢ trépkq-
tem; wielokat o czterech bokach néxzywu sig
ezworokglem; o pigciu, pigciokatem; o szesciu,
szesciokatem; 1 t. d. -

15. Trojkat, ktorego wszystkie b3k| sq
sobie rowne (fig. 7), nazywa sie tréjkqtem
réwnobocznym; régkqt réwnoramienny jest
wtenczas, kiedytylko dwa jego boki sa sobie
réwne (fig. 8); trojkqt réinoboczny zas wte-
dy, kledy wszystkie trzy jego boki sg réine
(fig- 9).

- 16. Trojkat, wktérym jeden kat jest pro-
sty, nazywa sig tréjkqtem prostokqtnym. Bok
przeciwlegly katowi prostemu nazywa sig
praeciwprostokqing; i tak (fig. 10) tréjkat ABC
jest prostokgtnym przy A, i hek jego BC jest
przeciwprostokatng.

17. Pomiedzy czworokatami odréiniamy:
 Kwadrat (fig. 11), w ktérym wsaystkie
boki sa sobie rowne i katy proste.

http://rcin.org.pl
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Prostokqt,‘ktéry ma katy proste, lecz boki-
nieréwne (fig. 12).

Rownoleglobok (fig. 13), w ktérym boki
naprzeciw siebie leigce sa rownolegte.

Kwadrat ukosny (fig. 14), w ktorym-boki
sa rowne, lecz katy nie proste.

Nakoniec trapes, wktorym dwa tylko boki
(fig. 15) sa rownolegle do siebie.

18. Przekqing pazywa si¢ linia, laczaca
wierzcholki dwéch katow wielokata nie pray
sobie lezacych; taka jest (fig. 42) linia AG

19. Wielokatem réwnobocznym nazywa sig
wielokat, w ktorym wszystkie hoki sa sobie
rowne; wielokatem réwnokginym nazywa sig
wielokat, ktérego wézystkie katy sa sobie
rowne.

20. Dwa wielokaty sa réwnoboczne pomig-
dzy sobg jeieli boki jednego sa rowne hokom
drugiego wielokata, 1 jeieli sa jednakowo
uloione; t. j. jeieli postepujgc po ich obwo-
~dach w jednakowym kierunku, pierwszy bok
jednego wielokgta bedzie rowny pierwszemu
bokowi drugiego, drugi bok pierwszego ré-

l(
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wny drugiemu drugiego, trzeci bok pierwsze-
go réwny trzeciemu bokowi drugiego, i t.d.
Latwo si¢ domysléé, jakie wielokgty nazywa-
my réwnokgtnems,

W pierwszym boki, a w drugim przypad-
ku katy sobie réwne nazywaja sie odpowie-
dniémi. §

NB. Wiém dzietku méwié bedziemy tyl-

ko o figurach polozonych na pla-
szczyznie..

Objasnienie wyrazéw i znakéw.

Pewnikiem nazywa sig prawda, sama przez
si¢ widoczna.

Twierdzeniem nazywa si¢ prawda, ktora
staje si¢ widoczng w skutek rozumowania,
nazywanego dowodzeniem.

Zagadnienie jest pytanie dane do rozwig-
zamia. " 5 &

Twierdseniem przybraném nazywa sig pra-
wda, uiyta w pomoc dla dowiedzenia twier-
dzenia, lub rozwigzania zagadnienia. ;

Ogoblna nazwa podanie, stosuje sig tak do

http://rcin.org.pl
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twierdzen, ]ako tez zagadnien i tw:erdzen
przybrangch

Whioskiem nazywa si¢ prawda, wynikaja-
ca z jednego, lub kilku podan.

Uwaga czyni si¢ nad jedném lub kilkoma
podaniami poprzedzajgcémi, aby daé pozuaé
ich zwigzek, uiytecznosé 1 stosowanic sig do
niektorych szczegolnych, lub wszystkich pray-
padkow.

ZaloZeniem nz;zywa si¢ przypuszczenie uczy=
nione w wyslowieniu twierdzenia, lub tei
w ciggu dowodzenia,

Znak = oznacza réwnosé; 1 tak wyraienie
A =B ounacza, ie A jest rowne B.

Aby oznaczy¢ e A jest mniejsze od B, pi-
sie si¢ A<7B.

Aby oznaczy¢ ie A jest wigksze od B, pi-
sze sig A > B.

Znak - wymawia sie wiged, i oznacza do-
dawanie, |

Znak — wymawia si¢ mnidj, i oznacza odéj-
mowanie; i tak: A + B oznacza/summe iloscr
AiB; A —DB oznacza ich r(’ﬁnicg, czyli to
co pozostaje po odjgciu B od A; podobnie

http://rcin.ofg.pl
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"A—B 4C, albo A 4 € —B oznacza, ze od
summy ilosci A i C nalezy odjac¢ B.

Znak Y oznacza mnoienie; i tak A X B
wyobraza iloezyn z pomnozenia A przez B.
Zamiast znaku X uiywa si¢ niekiedy krop-
ka, i tak ‘AB jest to samo co A X B; unie-
kiedy iloczyn oznacza sig, piszac obok siebie
ilosci dane do mnozenia bez iaduego znaku,
np. AB; lecz podobny sposéb pisania tylko
wtenczas mozna uzywaé, kiedy wyrazenia AB
nie uiywamy zarazem na oznaczenie linji
prostéj, t. j. odleglosei pomiedzy dwéma
punktami A 1 B. j

Wyraienie A X (B+C-—D) oznacza ile
czyn z A przez ilos¢ B 4 C — D. Jeieliby
potrzeba bylo mnoiy¢ A+-B przez A—B+-C,
iloczyn oznaczylibysmy przez (A +B) X
(A—B+C); Wszy'stko co jest zawarte mig-
dzy nawiasami uwa%a si¢ za jedng iosé.

Liczba polozona przed iloscig, jest mno-
znikiem tejie ilosci; i tak aby oznaczy¢ ze li-
nia AB ma bydz wzigta razy tray, pisze sig
3AB; aby oznaczyé pol kata A, pisze sig 15 A

Kwadrat z linii AB oznacza si¢ przez Ape,

http://rcin.org.pl
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szescian z niéj przez Aps. Na wlasciwém miej-
scu okaiemy wyrainiéj znaczenie kwadratu
i szescianu z linji jakidjkolwiek.

Znak 7 oznacza pierwiastek, ktory nalezy
wyciggnac; tak 172 jest pierwiastkiem kwa-
dratowym z 2; VAXBJ‘M pierwiastkiem
kwadratowym ziloczynu A ¥ B, albo $rednio
jeometrycznie proporcyenalng miedzy A i B.

Pewniki.

1. Dwie ilosci rowne trzeciéj, sa sobie
rowne.

2. Calosé jest wigksza od swojéj czesci.

3. Culosé jest rOwna summie czgsci, na
ktére ja podzielono.

4. Pomigdzy dwéma punktami moina po-
prowaduc tylko jedne linje prosta.

3. Dwie wielkosci, to jest: linje, powierz-
chnie lub bryly, sa sobie réwne, jezeli bedae
potoione na sobie, przystajg do siebie w ca-
Yj rozciaglodci,

R 4
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PODANIE L
Twierdzenie.
Wizystkie katy proste sg sobie réwne.

Niech bedzie (fig. 16) linia CD prostopadta
do AB, i GH prostopadia do EF, méwig ie
katy ACD i EGH sg sobie rowne.

Wizigwszy czesci réwne CA, CB, GE, GF,
linia AB bedzie réwna EF, i linig EF moina
tak polozyé na AB, ie punkt E padnie na A,
i punkt F na B, Te dwie linie, bedae tak
na sobie polozone, przystang do siehie w ca-
1¢j dlugosci; gdyz w razie przeciwnym pomig-
-dzy dwoma punktami A i B moina by bylo
poprowadzi¢ dwie linie proste, co bydi nie-
moze (pew. 4); azalém punkt G, srodek linii
EF, padoie na punkt G, $rodek linii AB.
Przyloiywszy ramie GE do CA, powiadam ie
i rami¢ GH péjdzie po CD; gdyz przypusémy,
ze padnie pa linig CK réing od CD; ponie-
waz podlug przypuszezenia kat EGH=HGF,
przeto i kat ACK—=KCB, ie zas kgt ACK

http://rcin.org.pl
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jest wickszy od ACD, i nadto podlug przy-
puszezenia, kat ACD=BCD, przeto kat ACK
jest wickszy od KCB, a zatém linia GH niemo-
ie pojsé po linii CK, réznéjod CD, lecz proy-
staiie do CD, i kat EGIH przystanie do ACD;
wige wszzstkie katy proste sa sobie rowne.

PODANIE IL
Twierdzenie.

Wszelka linia prosta (fig. 17) CD, spoty-
kajqea si¢ z drugqg AB, tworzy znig dwa kqty
praylegle ACD i BOD, kiérych summa jest ré-
wna dwim kgtom prostym. ‘

Wystawiwszy z punktu C liniag CE prosto-
pad]q do AB, kyt ACD bedzie summa katow
ACE i ECD; wige ACD + BCD jest summa
trzech katow ACE, ECD i BCD, z ktérych
pierwszy jest katem prostym, a dwa pozosta-
e razem stanowia drugi kat prosty BCE;
wige summa dwéch kgtéw ACD, BCD jest
rowna dwom katom prostym.

Whiosek 1. Jeieli jeden z dwéch katow
ACD i BCD jest prosty, i drugi takze musi
by¢ katem prostym.

http://rcin.org.pl
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Whniosek 2. Jeieli linia (fig. 18) DE jest
prostopadta do AB, linia AB bedzic prosto-
padia do DE.

Poniewat linia DE jest prostopadta do AB,

przeto kat ACD jest réwny katowi jemu pray-

legtemu DCB i oba sg proste. Lecz ponie-
wai kat' ACD jest katem prostym, przeto kgt
jemu przylegty ACE jest takie prosty; azatém
kat ACE==ACD, i linia AB jest prostopadla
do DE.

Whiosek 3. Wszystkie katy kolejne (fig. 34)
BAC, CAD, DAE i EAF, utworzone z jednéj
strony linii prostéj, razem wzigte stanowig

dwa katy proste; gdyz summa ich jest réwna |

summie dwoch katow przyleglych BACi CAF.

PODANIE IL

Twierdzenie.
Duwie linie proste majgce wspdlne dwa
punkta, przystajg do siebie w caléj dlugoscii

tworzq jedng linje prostq.
Niech beda (fig. 19) dwa punkta wspolne

|
E |

A i B; dwie linie proste pomigdzy punkta-

http://rcin.org.pl
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mi A iB tworzg jedne linig prosty, gdyz
inaczéj pomiedzy dwéma punktami mozna
by byto poprowadzié dwie linie proste, co
bydz nie moze (pew. 4). Przypusémy ze li-
nje te bedge przediuzone, zaczynaja sig roz-
chodzi¢ w punkcie C, i jedna z nich staje sig
CD, a druga CE; przez punkt C poprowadi-
my linig CF, ktéraby z linig CA utworzyla
kat prosty ACF. Poniewai linia ACD jest
prosta, przeto kat FCD bedzie prosty (pod. 2
wn. I); poniewa linia ACE jest prosta przeto
podobniez kat FCE jest prosty i tém samem
rowny kgtowi prostemu FCD, leczkat FCE,
jako czesé, nie moze byé réwny catosci FCD;
przeto linie majace dwa punkta wspélne nie
moga si¢ nigdzie w przedtuieniu rozchodzié;
a zalém one tworza jedna i tei sama linig
prosta. !

~

PODANIE 1vV.
Twierdzenie.
Ramiona zewngtrzne ACiCB dwéch kqtéw
prayleglych (fig. 20) ACD i DCB, ktdrych sum-
, : : 0
http://rcin.org.pl
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ma jest rowna summie dwdch kqtéw prostych,
slanowiq jedng linig prosiq.

Jeieli bowiem linia\CB nie jest przediuze-
piem AC, niech bedzie niém CE, i wtedy,
poniewai linia ACE jest prosta, przeto sum- :
ma katéw ACD iDCE réwna si¢ dwom katom
prostym (pod. 2). Lecz z przypuszczenia sum-
ma awégll katéw ACD i DCBjest rowna dwom
katom prostym, azatém ACD -+ DCB, rowne
ACD + DCE; odejmujac od obu summ kat
ACD, pozostataby czes¢ DCB réwna calosci
DCE, co bydZ nie moze; a zatém CB jJest
przedluieniem linii prostéj AC.

"PODANIE V.
Twierdzenie.

Kqty wierzcholkiem stykajace si¢ (fig. 21),
“uiworzoneprzez dwie linie proste AB t DE prze-
cinajqce sig, 5¢ sobie réwne.
Poniewaz linia DE jest prosta, przeto sum-
ma katéw ACD i ACE jest réwna dwom k-
tom prostym, i poniewat linia AB jest prosta,

http://rcin.org.pl
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przeto summa katéw ACE i BCE jest rowna
takie dwom kglom prostym; wigc summa
ACD+ACE jest réwna summie ACE4BCE.
Odejmujae od jednéj i 6d drugiéj summy kat
im wspéloy ACE, pozostanie kgt ACD réwny
katowi BCE,

Podobnie moznaby dowies¢, ze kat ACE
jest réwny katowi BCD.

Uwaga. Summa czterech katéw, utworzo-
nych na okolo punktu, przez dwie linie proste
przecinajgce sig, jest rowna summie czterech
katow prostych; gdyzdwa katy ACE 1 BCE, sg
réwne dwom kgtom prostym, i dwa innc katy
ACD i BCD tworzy drugic dwa katy proste.

W ogolnosci, jezeli (fig. 22) ilekolwiek
linij prostych CA, BC, i t.d. przecinasig z sohg
w punkcie €, summa wssiystkich katow ko-
lejnych ACB,BCD, DCE, ECF i FCA bedzie
rowna cztérem katom prostym; gdyi popro-
wadziwszy przez punkt C dwie linie do siebie
prostopadte, przestrzen zajeta przez tak utwo-
rzone cztery katy proste, bedzie tai sama

co przestrzen zajeta przez katy kolejne ACB,
BCD i t. d. :

http://rcin.org.pl
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PODANIE VL

Twierdzenie.

Dwa réjkaty majgee po kqcie réwnym, za-
wartym pomigdsy dwoma bokami odpowiednio
réwnémi, sq sobie réwne. :

Niech bedzie (fig. 23) kgt A rowny kato-
wi D, bok AB réwny BE i bok ACG rowny
DF;powiadam Zze i trojkaty ABC i DEF beda
sobie rowne. W saméj rzeczy jeden z tych
trojkaté~ moina poleiy¢ na drugim tak, ie
przystanie do niego. I tak, przyloiywszy bok
DE do jemu rownego boku AB, punkt D
padnie na A i punkt E na B; poniewai kat
D jest rowny katowi A, wigc jeieli bok DE
bedzie poloiony ma AB, bok DF przysta-
nie do AC. Nadto dla réwnosci bokéw DF
i AC, punkt F padnie na C, i trzeci bok EF
przykryje trzeci bok BC; wige trojkat DEF
jest rowny irjkatowi ABC (pewn. 5).

Whniosek. Ztad ie te dwa tr6jkqty majac
po trzy rzeezy réwne t,j. kat A—D, bok
AB —=DE i bok AC=DF, przystaja do sie-

http://rcin.org.pl
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bie, wynika, ie i trzy pozestale rzeczy jedne-
go sa rowne trzem pozostalym rzeczom dru-
giego trojkata, a mianowicie: kat B=E,
kat C=F i bok BC=—EF.

P/ODANIE ViI.
Twierdzen»ie.

Dwa tréjhqty sq sobie réwne, jezeli majq
po boku réwnym, leigeym przy dwich kqtach
odpowiednio réwnych.

Niech bedzie (fig. 23) bok BC réwny bo-
kowi EF, kat B réwny katowi E, i kat G ré-
wny katowi F, powiadam ie tréjkat*DEF

bedzie réwny tréjkatowi ABC.

- Gdyz przyloiywszy bok EF do réwnego
jemu BC, punkt E padnie na B, i punkt F
na C. Poniewai kat E jest rowny katowi B,
przeto bok ED przystanie do boku BA, a tém
samém punktD padnie na ktérykolwiek punkt

linii BA. Podobniez dla réwnosci kata F

zkatem C, bok FD péjdzie po CA, i punkt

' D padnie gdsiekolwiek na bok CA; wiec punkt’ -

: o

l
k http://rcin.org.pl



18

D ma si¢ znajdowaé na dwéch liniach BA i
CA, azatém padnie na wspélne ich przecie-
cie A; przeto dwa trojkaty ABC i DEF, przy-
staja do siehie i sy sobie réwne.

Whiosek. Zrownosci pomigdzy trzema rze-
czami dwoch tréjkatow. a mianowicie z tego
ze bok BC—=EF, kat B—=E, C=F, moina
whnie$¢ orownosci trzech rzeczy pozostalych,
to jest: ie bok AB—=DE, AC=DF, kat
A=D.

PODANIE VIL
Twierdzenie.
W kazdym tréjkgeie bok ktérykolviek jest
mniejszy od summy dwdich innych bokérw.
Poniewa? (fig. 23) linia prosta BC jest naj-
krotsza droga (opis 3) od punktu B do G, a
zatém BC jest mniejsze od AB 4 AC.

PODANIE IX.
Twier{iie'nie.
Jezeli punkt (ﬁg.;‘.’.%l‘)‘_fO obrany wewnqlrz
tréojkqta ABC, polgezymy = kovicami jakiego-

http://rciniorg.pl
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badt boku BC, liniami prostemi OB i OC,
summa tych liny bedzie mniejsza od summy
pozostatych bokéw AB i AC trijkqta.

Przedtuiywszy BO do przecigeia sie z ho-
kiem AC w D, linia OC bedzie. krétsza od
OD-4- DC (pod 8), dodawszy do kazdéj z tych
ilosci BO, bedzie BO 4 OC<"BO 4 OD
+DC, ezyli BO 4 OC<BD 4 DC.

Podobniez mamy BD << BA + AD; przeto
dodawszy do obu ilosci DC, bedzie BD 4
DC<2BA + AC. Lecz poprzednio znalezlis-
my ze BO 4 OC<ZBD 4 DC, przeto tém
bardziéj BO 4+ OC<ZBA + AC.

PODANIE X.

Twierdzenie,

Jezeli dwa boki AB i AC tréjkqta ABC, (fig.
25,261 27) sq réwne dwém bokom DE i DF,
trijkqta DEF, lecz jezeli kqt BAC, zawarty po-
migdzy bokami piérwszémi, jest wiekszy od kata
EDF utworzonego przez dwa drugie boki, bok
trzeci BC trdjkqta pidrwszego, bedaie wigkszy
od boku trzeciego EF w drugim tréjkqcie.
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Narysowawszy kat CAG =D, wziawszy
AG=—DE i polgezywszy C zG linig prosty
CG, trojkat GAC bedse réwny trojkatowi
" 'DEF; gdyz one z wykreslenia maja po kacie
rownym, objetym bokami réwnemi (pod. 6),
a zatém CG=—EF. Zdarzy¢ si¢ moga tutaj
trzy przypadki: albo punkt G padnie zewnatrz
trojkata ABC, albo na bok jego BC, lub tei
wewnatrz trojkata.

Przypadel» 1. Linia (fig. 25) prosta GG
jest krotsza od GJ + JC, linia prosta AB jest
krotsza od AJ 4 JB; przeto GC 4+ AB <2 GJ
-+ AJ 4 JC + JB, czyli GC 4 AB <<AG +
BC. Odjawszy z jednéj strony AB iz drugiéj
strony jemu rowne AG, pozostanie GC < BC;
poniewaz zas GC=—=EF, przeto EF << BC.

Przypadel 2. Jeieli punkt G (fig. 26) pada
na bok BC, w takim razie widocznie hok GC,
czyli jemu rowny EF, jest mniejszy od BC.

Przypadek 3. Nakoniec, jeieli punkt G
(fig. 27) pada wewnatrz trojkata ABC; podtug
twierdzenia poprzedzaigcego bedzie: AG +
GC<AB 4 BC, Odjawszy od jednéj ztych

4
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ilosci bok AG, a od drugi¢j jemu réwny AB,
pozostanie GC<Z BC, cayli EF << BC.

Uwaga. Odwrotnie, jezeli dwa boki AB i
AC trojkata ABC, sa robwne dwoém bokom
DE i DF trgjkata DEF, a bok trzeci CB
piérwszego, jest wiekszy od boku trzeciego
EF drugiego trojkata, powiadam ze i kat BAC
trojkata piérwszego, bedzie wickszy od kata
EDF drugiego trojkata. Jeieliby bowiem to
zalozenie nie byto prawdziwém,kgt BAC bylby
albo rowny katowi EDF, albo mniejszy od nie-
go; bok CB w })ierwszym przypadku, bylhy
rowny (pod. 6), a wdrugim mniejszy od EF;
lecz jak jedno, tak drugiesprzeciwia sie zaloie-
niu, a zatém kgt BACjest wigkszy od kata EDF.

PODANIE XI.

Twierdzenie.
Dwa tréjkaty sq sobie rowne, jezeli majg
- po trzy boki odpowiednio réwne.
~ Niech bedzie (fig. 23) bok AB=DE,
AC=DF, BC=FF, powiadam ie i kat A
=D, B=E, C=F.
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Jeieliby bowiem kgt A byt wickszym od
kata D, a zzaloienia boki AB i AC, s3 r6-
wne bokom DE i DF, podlug twierdzenia
poprzedzajacego bok BC bytby wigkszym od
EF; jeieliby zas kat A byl mniejszym od kata
D, natenczas bok BC bylby mniejszym od
EF; poniewaiz zas BC jest rowne EF, przeto
kat A nie moze bydz ani wigkszym, ani mniej-
szym, lecz jest rowny kgtowi D. Podobniei
mozna okaza¢ ie kgt B—=E i1 kgt C=F.

Uwaga, Yatwo dostrzeds, ze katy rowne
leia naprzeciw bokdow rownych; 1 tak katy
réwne A i D leig naprzeciw bokéw réwnych
BC i EF.

PODANIE XIL
Twierdzenie.

Wtrdjkacie réwnoramiennym katy, lezqce
naprzeciw bokdw réwnych, sq sobie réwne.

Niech bedzie (fig. 28) bok AB =AC, po-
wiadam ze i kat G=B.

Polaczmy wierzcholek A z punktem D, sro-
dkiem podstawy BC, linja prosta AD; dwa
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trojkaty ABD i ADC maja po trzy boki ré-
wne, a mianowicie: bok AD wspélny, AB
= AC wedlug zaloienia, BD=DC z wy-
kreslenia, przeto podlug twierdzenia poprze-
dzajacego kat B jest rowny katowi C.

Whiosek. W tréjkacie réwnobocznym
wszysthie katy sg sobie réwne, to jest: tréj-
kat réwnoboczny jest rownokatny.

Uwaga. 7 réownosci trojkatow ABD i
ACD wypada, ie kat BAD=CAD, i kat
BDA—ADC, wi¢gc dwa ostatnie katy sg
proste; przeto linia, {gczqca wierzcholek
iréjkqta réwnoramiennego z srodkiem jego
podstawy, jest prostopadia do podstdwy i
dzieli kqt przy wierzcholku na dwie czesci
réwne.

W tréjkacie nierdwnoramiennym moina
dowolnie bok jego ktérykolwiek wzigsé za
podstawe i natenczas wierzcholkiem bedzie
- wierzcholek kata, przeciwlegtego temu bos
kowi; w tréjkacie za$ réwnoramiennym za
podstawe biorg bok réiny od dwdch innych.

e
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PODANIE XIL
Twierdzenie.

Odwrotnie, jezeli dwa kqty w tréjkqcie sq
sobie réwne, natenczas bol\i naprzeciw m'ch
lezqce, sq sobie réwne 1 tro)kqt Jest réwno-
ramienny.

Niech bedzie (fig. 29) kat ABC—=ACB,
powiadam ze i bok AC bedzie rowny boka-
wi AB.

Jeieliby bowiem boki AC i AB nie byly
sobie réwne, jeden z nich, np. AB, bylby
wigkszy od drugiego. Wezimy BD—=AC, i
polaczmy punkta D i C linja prosta DC,
Podlug zaloizenia kat DBC jest rowny kato-
wi ACB, dwa boki DB i BC s3 rowne bokom
AC i CB, wige tréjkat DBC (pod 6) Jest ro-
wny tréjkatowi ACB; lecz czeS¢ nie moze
by¢ réwna calo$ci, a zatém boki AB i AC,
nie moga by¢ nieréwne, itém samém tréjkat
ABC jest rownoramienny.
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PODANIE XIV.

Twierdzenie.

Z dwgch bokéw tréjkata ten jest wickszy,
ktory lezy naprzeciw kqta wigkszego; i od-
wrotnie, z dwdich kqtdw tréjkqta ten jest wig-
kszy, kiory lezy naprzeciw boku wigkszego.

17¢ Niech bedze (fig. 30) kat C>B,
powiadam ie i bok AB, leigey naprzeciw
kata C, bedzie wigkszy od hohu AC. lezgcego
naprzeciw kata B.

Narysujmy kat BCD==B; w tréjkgcie
DBC (poda. 13) -bedzie BD=DC. Lecz
ADH-DC jest wigksze od AC, a AD+DG
= AD+DB==AB, przeto AB jest wicksze .
od AC.

2 Niech bedzie bok AB >AC, powia-v
dam ze i kat C, lezacy naprzeciw bhoku AB,
bedzie wigkszy od kata B, lezgcego naprze-
ciw boku AC.

Gdyi, jezeliby bylo C<ZB, podlug po-
przedzajged] czesci twierdzenia byloby, ie
AB <2 AC, co iest przeciwném zalozeniu.

3
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Jeieliby zas bylo C==B, natenczas (tw.
13) AB byloby rowne AC, co réwniez
sprzeciwia si¢ zalozeniu, a zatém kat C jest
wigkszym od B,

PODANIE XV.
TFwicrdzenie,

Z punkw A (fig. 31), danego nad linjg
prostg DE, moina spuscic tylko jedng pro-
stopadlq do téjze lingi,

Przypusémy ze moina spusci¢ dwie ‘pro-
stopadle AB i AC, jedng¢ z nich AB przedlu-
zmy tak, aby BF bylo réowne AB, i pola-.
czmy punkt F z C linia prosta FC,

Dwa trojkaty CBF i ABC maja katy CBF

i CBA réwne sobie jako proste, bok CB
~ wspélny, i bok BF=—=AB, a zatém s3 sobie
rébwne (pod. 6), z czego wynika, ie kgt
BCF —=BCA. Kat BCA podlug przypuszcze-
nia jest prosty, azatém kgt jemu réwny
BCF jest takie prosty. Lecz jeieli dwa katy
przylegte BCA i BCF razem wzigte s rowne
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dwom katom prostym, linia ACF musi by¢
prosta (pod. 4); z czego wypade ze pomiedzy
dwoéma punktami A i F, moina poprowadzic
dwie linie proste ABF i ACF, co by¢ nie
moie (pew. 4), przeto nie moie by¢ takie,
aieby z jednego punktu moina bylo spuscié
dwie prostopadte na jedng i tez samg linje
prosta.

Uwaga. Rowniez z punkta (fig. 17), da-
nego na linii prostéj AB, nie mozna wypro-
wadzi¢ dwoch prostopadtych do téjze linii;
jezeliby bowiem livie proste CD i CE byly
prostopadte, katy DCB i BCE byliby katami
prostémi i w takim rezie, czgs¢ bylaby ro-
wna calosci.

PODANIE XVIL

Twierdzenie.

Z punkw A (fig. 31), 2lfmego nad linig
prostg DE, spusciwszy do niéj prostopadle
i poprowadziwszy réine pochyle AE, AC,
AD it d. do réinych punkiow té liny,
bedzie : :
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1-¢ prestopadla AB kritsza od wszelkiéy
pochyléy ; »

2-¢ dwie pochyle AL, AE, poprowadzo-
ne z dwéch réinych stron prostopadlé), w o-
dleglosciach BC ¢ BE réwnycic, beda sobie
réwne;

3-e Z dwich pochﬂych AD ¢ AC, lub
AE ¢ AD, jakkolwiek poprowadzonych, ta
bedzie dluzisza, kidra jest bardzié) oddalone
od prostopadlé).

Przediuimy prostopadly AB tak , aby prze-
dtuzenie BF bylo réwne AB, i polacamy
punkt F z punktami C 1 D liniami FC i FD.

"1-e Tréojkat BCF jest rowny trojkatowi
BCA, gdyz kat prosty CBF=—CBA, bok
CB wspolny i bok BF ==BA ; przeto {pod.
6) bok trzeci CF jest rowny bokowi AC,
Linia prosta ABF jest krotsza od linii lama-
néj ACKF; a zatém i AB, jako polowa linii
ABF, jest krotsza od linii AC, polowy linii
- ACF, wige 1-e prostopadia jest krétsza od
wszelkiéj pochyléj.

2-¢ Przypusciwszy ie BE—=BC, ponie-
waz trojkaty CAB i EAB maja bok AB
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wspolny i kat prosty ABE==ABC, (pod 6) wice
boki AE i AC sg sobie rowne, i przeto 2-e
dwie pochyle, rowno oddalone od prostopa-
diéj, sq sobie rowne. _

3-e W trojkacie DFA summa linij ACi
CF, jest mniejsza (pod. 9) od summy bokéw
AD i DF, a t¢m samém i AC polowa linii
- ACF, jest mniejsza od AD, potowy linii
ADF; a zatém 3-¢ pochyle s3 tém dluisze,
im bardziéj sz oddalone od prostopadlé;.

Whniosek 1. Prostopadta bedge krétsza od
kaidéj pochyléj, mierzy odleglosé bunktu
od linii prostéj.

1I. Od punktu do jedndj linii prostéj nie
mozna poprowadzic trzech linij prostych, ré-
woych sobie; gdyi, jezeliby to moglo nastg-
pi¢, dwie pochyle réwne znajdowalyby si¢
z jednéj strony prostopadléj, co by¢ nie mote.

PODANIE XVIL

Twierdzenie,
Jeieli zpunkiu G (fig. 32), srodka linii
prostéj AB, wyprowadszimy prostopadlg EF ~
_ 3+
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do téze linit, mowig ze: l-e kaidy punkt
na prostopadlé) bedzie réwno oddalony od
koncow linii AB; 2-e wszelki punkt, nie le-
Zqey na prostopadlé), znajduje sig w nieje-
dnakowdj odleglosci od kosicéw A i B.

1) Poniewai zakladamy ie AC=—CB,
prieto dwie pochyle AD i DB sa réwno od-
dalone od prostopacltéj, a tém samém 53 50~
bie rowne. Toz samo rozumié¢ o dwoch
pochylych AEIEB, lub AFi FA, i t.d. a za-
tém I-e wszelki punktna prostopadléj lezgcy,
jest rowno oddalony od koicow A i B.

4) Niech bedzie punkt J, znajdujgcy sie
nie na prostopadtéj: jeieli polaczymy go
z koiicami linii AB, liniami prostemi AJ i BJ,
wtenczas jedna z nich przetnie prostopadla
wD, a poprowadziwszy DB, bedzie DB=DA.
Lecz linia prosta JB jest mniejsza od summy
linij JD4-DB, poniewai zas JD-+DB=ID
DA =JA, przeto JB <CJA; wige 2-e wszel-
ki punkt leigey zewnatrz prostopadléj, jest
nierowno oddalony od koncéw A i B.
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PODANIE XVIIL.

 Twierdzenie.

Duwa tréjkaty prostokatne, majgee po prze-
ciwprostokgtné réwné i po jednemu bokowi
réwnemu, albo po przeciwprostokqiné ré-
wnéj & po jednemu kqtowi ostremw réwnemu,
sg sobie réwne. 3

1-e Niech bedzie (fig. 33) przeciwprosto-
katna AC=DF, i bok AB==DE, powia-
dam ze trojkat prostokatny ABC bedzie ro-
wny troikatowi prostokatnemu DEF.

Te dwa trojkaty bytyby widocznie réwne,
gdyby bok trzeci BC byl réway trzeciemu
bokowi EF ; przypusémy, jeieli moina, ie
te boki niesa sobie réwne inadto, e bok BC
jest wigkszy od EF, Wizigwszy BG =EF, po-
taczmy punkt A z G linig prosta AG. Troj-
kat ABG jest rowny trojkatowi DEF, gdyz
Iat | rosty B jest rowny katowi prostemu E,
bok AB=DE i bok BG=EF, a zalém te
dwa trojkaty sa sobie'rowne (pod. 6) zkad
AG =DF; lccz z zaloienia DF=AC, prze-
to AG==AC. Poniewaz zas pochyla AC,
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bedac bardziéj oddalona od prostopadléj, nie
“moi¢ byé réwna pochyléj AG (pod 16),
przeto nie moze by¢ takie, aby BC byto ré-
ine od EF, 4 zatém tréjkat ABC jest rowny
trojkatowi DEF.

2-e Niech bedzie przeciwprostokatna AC
. ==DF i kat ostry C=F, powiadam ze tr6j-

kqty prostokatne ABC i DEF beda sobie
rowne.
- Przeniesmy trojkat DEF na ABC, tak aby
punkt F pddl na C i bok EF poszedt po BC,
dla rownbsci katow Fi C, przeciwprostokgtna
DF pojdzie po AC, iezas one sg sobieréwne,
przeto punkt D padoie na A, a w takim razie
bok DE péjdzie po AB, gdyz inaczéj z pun-
ktu nad linia moinaby bylo spuscié dwie
prostopadte, co by¢ nie moie (pod. 15);- a
tém samém trojkat DEF przystame do troj-
kata ABC.

PODANIE XIX.
Twierdzeaie.
Duwie linie proste AB i CD (fig. 34), pro-
stopadle do linii trzecid) FG, sq wzgledem

/
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siebie réwnolegle, . J. bedqe przedluzone jak
najdaléj, nigdzie nieprzeing si¢ = sobg.

Jeieliby bowiem linic AB i CD przeciely
si¢ z sobg w jakimkolwiek punkcie O, w ta-
kim razie mielibysmy dwie prostopadle OF
1 OG, spuszczone z jednego punktn O na
lini¢ FG, co byé nie moze (pod. 15).

PODARIE XX.

Twierdzenie.

Duwie linie proste, z kidrych jedna AB (fig.
35) jest prostopadla, a druga CD pochyla
wzgledem trzeciée) BC, muszq przecigé sig
z sobg (*). :

Z punktu C wystawmy linie CE prostopa-
dla do B(:, ktora bedzie (pod. 19) réwnole-

(*) ‘Trudnosé dowiedzenia tego podania jest powodem
iZ teorja linij réwnoleglych nie odznacza sie ta $cisto-
Scia, jakaznamionuje Geometrye. WyloZzymy tutaj skré-
cony dowod tego twierdzenia przez Bertrand’a podany,
ktéry ze wszysikich najwigcéj zbliza sie do Scistosei ma-
‘tematycznéj. (Przyp. Tlumacza).
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gla do AB. Latwo jest dostrzedz, ze kat ja-
kikolwiek ECD, wzigty pewnaliczbe razy, be-
dzie wiekszy od kata prostego, niech wigc mie-
sci sig np. 3 razy w kacie ECF, wiekszym od
prostego;plaszczyzna zas nicograniczena ECBA
ilekolwiek razy powtdrzona, nigdy nie zapelni
kata prostego ECL. Odetnijmy nalinii CL, BG
== GH == BC, wystawmy z punktéow G i H,
vrostopadte GJ, HE. Plaszczyzny nicograni-
czone ECBA, ABGJ, JGHK, prazystaja do
siebie, a zatém plaszczyzna nieograniczona
ECBA miesci sig w caléj plaszezyznie nieogra-
niczoné] ECHK razy trzy, ie zas plaszczyzna
nieograniczona ECHK z plaszczyzng nieogra-
niczona ECF ma bok EC i poczgtek C wspolny
@ W niéj sie miesci, przetojest mniejsza od niéj;
a zatém plaszczyzna nie ograniczona ECBA
jest mniejsza od plészczyzuy nieograniczonéj
ECD, atém samém linie CD i AB dostatecz-
nie przedluzone, muszy przecigc si¢ z sohg;
gdyi inaczéj ptaszezyzna nieograniczona ECD
miescitaby si¢ w nieograniczonéj plaszezy-
inie ECBA i tém samém bylaby od niéj
mniejsza, co si¢ sprzeciwia z dowodzeniem.
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Twierdzenie to ma miejsce i wlenczas, kie-
(ﬁ' kat DCB jest rozwarty.

PODANIE XXI

Twierdzenie.

Duwie linie proste AB ¢ CD (fig. 36), pro-
stopadte do dwdch innych liniyj EF ¢ GH, prze-
cinajqcych sig, muszq przecigé si¢ = sobq.

W saméj rzeczy linia AB bedac prostopa-
dta do EF jest pochyta wzgledem GH, gdyz
inaczéj linia GH przecinajac si¢ z linig EF
musiataby by¢ prostopadia do AB, a zatém
21inig EF stanowié jedng linig prosta (pod 15);
skoro wigc linia AB jest pochyla w:gfcdem
GH, przeto musi si¢ przecigé z linig CD do
niéj prosto padly (pod. 20).

POD»ANIE XXII.
Twierdzenie.

Linia AB (fig. 37) prostopadia do jednéj
CD z dwdich linyj 1éwnolegiych, musi byo pro-
stopadita do drugié) EF.
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Gdyby linia AB nie byla prostopadia do
EF, natenczas EF bytaby pochyla wzgledem
AB i (pod. 20) musiataby si¢ przecigé z li-
nig CD, co si¢ sprzeciwia zalozeniu,

PODANIE XXII.
Twizrdzenie. :

Dwie linte réwnolegle AB i CD (fig. 38)
praecigte trzecig EF tworzq: 1-¢ katy naprze-
mianlegle wewnetrane, AGHiDHG rdwne so-
bie; 2-e jednostronne odpowiadajece DHG 1
BGE réwne sobie; 3-e naprzemianlegle ze-
wnetrzne FIIC ¢ EGB réwne sobie; 4-e jedno-
stronne wewnglrzne BGH ¢ DHG, kidryeh
- summa jest réwna dwdm kgtom prostym, 1 na-
koniec 3-¢ jednostronne zewnetrzne BGE 1
DHF, ktérych summa jest réwna dwom kq-
tom prostym.

e 7 punkiu J, srodka linii GH, spusémy
JK prostopadly do AB ktéra bedzie prosto-
padtg do CD (pod. 22). Dwa tréjkaty pro-
stokgtne KJG i HJL,, maja przeciwprosto-
katng GI=HJ, tudziez k3t KIG =HIJL>
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wige sa sobie rowne (pod. 18), azatém kat
KGJ —JHL. :

2-¢ Poniewai kat EGB =AGH (pod. 5),
za$ kat AGH=—GHD , podlug poprzedzaja-
cego dowodzenia, przeto katy jednostronne
odpowiadajace EGB i GHD s3 sobie réwne.

3-¢ Kat CHF = GHD (pod. 5), kat za$
* GHD=—EGB podlug poprzedzajacego do-
wodzenia, przeto katy naprzemianlegle ze~
wiretrzne EGB 1 CHF sg sobie rowne.

4-e Summa katéw przylegtych EGB i BGH
jest rowna dwom katom prostym (pod. 2), ze
za$ kgt EGB = GIID, przeto summa dwoch
katow jednostronnych wewnetrznych BGH i
DHG jest rowna dwom katom prostym.

5-e Summa katoéw przyleglych DHF iDHG
jest rowna dwom katom prostym, ie za$ kg-
ty jednostronne edpowiadajgce DHG 1 BGE
sg sobie rowne, przeto summa katéw jedno-
stronnych zewnetrenych DHF i BGE jest
rowna dwoém katom prostym.

Whiosek. Przez punkt (fig. 39) C dany nad
linig AB, jedne tylko linig DE do niéj réwnole-
gty moina poprowadzi¢. Gdyi poprowadzi-

Ao
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wszy dowolnie lini¢ CF, katy DCF i CFB beda
sobie rowne; gdyby przez punkt C mozna byto
poprowadzi¢ inng linig GHréwnolegly do AB,
kat HCF bytby rowny CFB, a zatém kat
DCF bylby rowny katowi HCF, co by¢ nie
moze.

PODANIE XXIV.
Twierdzenie.

Jezeli dwie linie AB ¢ CD (fig. 38) przecie-
te trzecig EF, tworzq z nig: 1-¢ kqty naprze-
mianlegle wewngtrzne AGH ¢ GHD sobie rd-
wne, albo 2-¢ kqty jednostronne odpowiada-
jace EGB ¢ GHD sobie réwne, albo 3-e kaly
naprzemianlegle zewnelrzne EGB ¢ CHF sobie
rowne, albo 4-e kqty jednostronne wewnetrzne
BGH ¢ DHG, kisrych summa jest réwna
dwém Lqtom prostym, albo nakoniec 5-e kqty
jednosironne zewnglrzne EGB i DHF, ktorych
summa jest réwna dwdm kgtom prostym, dwie
linie AB i CD bedq do siebie réwnolegle.

I-e Ze srodka J linii GH spusciwszy pro-
stopadte JK na AB i przedluiywszy ja do
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«4potkania z linig CD, dwa tréjkaty GKJ i HIL
majg: GJ=1JH, kat GJIK=HIJL (pod. 5),
kat KGJ = JHL z zaloienia, przeto przystaja
do siebie (pod. 7), a zatém kgt HLI==JKG;
ie zas kgt JKG jest prosty, wigc kat jemu ré-
wny JLH jest takie prosty, i dwie linie AB
i CD bedac prostopadle do KL, sa wagledem

» siebie réwnolegle (pod. 19).

2-¢ Poniewai kgt EGB=AGH (pod. 5)
1 kat EGB=—=GHD 2z zaloienia, wigc kat
AGH=GHD a tém samém linie AB i CD
podiug poprzedzajgcego, sg do siebie rowno-
legle. :

3-e Poniewai kgt CHF =GHD (pod. 5)
kat CHF =—=EGB z zaloienia, przeto kat
GHD —EGB, a tém samém podtug poprze-
dzajacego linie AB i CD s3 do siebie ro--
waolegte.

4-e Katy BGE i1 BGH przylegle (pod. 2)
waig dwa katy proste, ze za$ z zalozenia kat
DHG z katem BGH wazga dwa katy proste,
przeto BGE-4-BGH=—=DHG+BGH, odj3-
wszy od obu tych ilosci kat BGH. bedzie kat
BGE =DHG, a tém sawém linie AB i CD,
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podiug drugiéj caesci tego twierdzenia, s do
- siebie réwnolegte:
H-¢ Katy DHF i DHG jako przylegle (pod.
92) waza dwa katy proste, ie zas podtug za-
Yogenia kat DHF z katem BGE waig té2 dwa
katy proste, przeto DHF-+DHG—=DHF 4
BGE, odjawszy kat DHF, pozostanie kat
DHG=—BGE. a zatém linie AB i CD, po-
dltug drugiéj czesci twierdzenia tego, sy ré-
wnclegle do siebie.

PODANIE XXYV.
Twierdzenie.

Duwie linie (fig. 40) AB i CD réwnolegle
do trzecié) EF, sq rownolegle wzgledem siebie.

Poprowadimy sieczng PQR, prostbpadlq
do EF; poniewai linia AB jest rownolegla
‘do EF, pfzeto sieczna PR bedzie prostopa-
dta do AB (podanie 22); podobniei, po-
niewai linia CD jest rownolegta do EF,
przeto sieczna PR bedzie prostopadta do
CD. .A zatém, linie AB i CD, bedac prosto-
‘padte do jednéj i téj saméj linii prostéj PQ,
sa rownolegte wzgledem siebie (pod. 19).
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PODANIE XXVL
Twierdzenie.

Dwie linie réwnolegle sq wszedzie réwno
oddalone od siebie.

Niech beda (fig. 41) dwie linie réwnolegle
AB i CD; jeieli zdwéech dowolnych punktow
wystawimy prostopadte EG i FH do linii AB,
linie EG i FH bedg prostopadle do CD (pod.
22), a nadto réwne pomigdzy soba.

Gdyz, poprowadziwszy GF, katy GFE i
FGH, jako naprzemianlegte wewnetrzne (pod.
24) wagledem linij réwnoleglych AB i CD,
s3 sobie rowne; podobnie, linie EG i
FH, bedac prostopadle do linii AB, sy 16~
woolegle do siebie, a zatém kgty EGF i GFH,
jako naprzemianleglte wewngtrzne wzgledem
tych finij réwnolegtych, s sobie rowne. Dwa
trojkaty EFG 1 FGH, majac po dwa katy
odpowiednio rowne, lezgce na boku dla nich
wspolnym, sq sobie rowne (pod. 7); zkad
bok EG, mierzgcy odleglos¢ dwoch linij ré-
wnolegtych AB i CD w punkcie E, jest ro-

4
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wny bokowi FH, mierzacemu odleglosé
tych samych linij rownoleglych w punkcie F.

PODANIE XXVIL
N

Twierdzenie.

Duwa kqty (fig. 42) BAC i DEF, majgce
ramiona odpowiednio réwnolegle i rozcho-
dzqce sig w jedne strony, sq sobie réwne.

Przediuimy, jezeli tego potrzeba, DE de
przecigcia si¢ z AC w punkcie G, kat DEF
jest rowny katowi DGC, gdyz linia EF jest
réwnolegta do GC (pod. 23); kat DGC jest
rowny BAC, gdyz linia DG jest rownolegla
do AB; a zatém kat DEF jest rowny kato-
wi BAC.

Uwaga. W tém twierdzeniu wprowadzono
warunek , aby bok EF byl skierowany w tgz
sama strone co i hok AC, a ED w te samg
strong co AB, atodla tego, ie przedtuiywszy
bok EF ku H, katy DEH i BAC mialyby bo-
ki rownolegle i nie bylyby réwne, lecz czy-
nilyby summe réwng dwém katom prostym.
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PODANIE XXVIIIL
Twierdzenie.

W réwnolegloboku boki i kqty przeciwle-
gle sq sobie rowne.

Poprowadzimy (fig. 43) przekatng BD, dwa
trojkaty ADB i DBC maja bok BD wspélny,
padto, dla réwnoleglosci bokéw AD i BC,
kat ADB=DBC (pod. 23), i dla réwnole-
glosci bokow AB 1 CD kat ABD =BDC,
przeto one s sobie rowne (pod. 7); zkad
wynika , ie bok AB, leigcy naprzeciw kata
ADB, jest rowny bokowi DC, lezagcemu prze-
ciw kata DBC==ADB; podobniez bok trze-
ci AD jest rowny bokowi trzeciemu BC;
przeto boki przeciwlegle w réwnolegloboku
sa sobie rowne.

Powtére, z rownosci tychze samych (roj-
katow wypada, ze-kat A jest réwny katowi
C, i ie kat ADC, ztoiony z dwéch katow
ADB i BDC, jest rowny katowi ABC, zboio-
nemu z katow, rownych tamtym, DBC i ABD;
przeto katy przeciwlegle w réwnolegtoboku
sa sobie réwne.
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Whiosek. ‘Dwie linie rownoleglte AB i
CD, zawarte migdzy dwiema liniami réwno-
legtemi AD i BC, sy sobie réwne.

PODANIE XXIX.

5

Twierdzenie.

Jezeli w czworokqcie (fig. 43) ABCD boki
przeciwlegle sq sobie rowne, to jest, jeieli
AB=CD iAD =BC, mdwig ze teboki sq ré-
wnolegle do siebie i czworokqt jest réwnole-
globokiem.

Gdj’i poprowadziwszy przekatng BD , dwa
trojkaty ABD 1 BDC, msjac po trzy boki od-
powiednio rowne, sj sobie roéwne; a zatém
kat ADB, leigcy nup}zeciw boku AB, iest
rowny katowi DBC, lezacemu naprzeciw bo-
ku CD réwnego AB, i tém samém (pod. 24)
bok AD jest réwnolegly do BC. Dla podo-
bnéj przyczyny bok AB jest réwnolegly do
CD; a zatém czworokyt ABCD jest rowno-
legtobokiem.
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PODANIE XXX.
Twierdzenie.

Jezeli w czworokqcie dwa boki przeciwlegle
AB i CD (fig. 43) sq sobie réwne i réwnole-
gle, czworokqt ABCD bedzie réwnoleglobokiem.

Niech bedzie przekatna BD; poniewai AB
jest rownolegta do CD, przeto katy naprze-
mianlegte ABD i BDC, sa sobie rowne
(pod. 23), nadto bok AB=DC, i bok DB
jest wspolny, wigc trojkat ABD jest réwny
trojkatowi DBC (pod. 6); a zatém bok AD
=—BC, kat ADB=DBC, i tém samém bok
AD jest rownolegly do BC; przeto czworo-
kat ABCD jest rownolegtobokiem.

PODANIE XXXIL

Twierdzenie.

Duwie przekgtne ACiBD (fig. 44) w réwno-
legloboku , przecinajqc sig, dzielg si¢ wzaje-
mnie na dwie czesct réwne,
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Gdyz dwa tréjkaty ADO i COB, majae
bok AD=CB, kyt ADO=CBO (pod 23)
i kgt DAO = OCB, sq sobie réwne (pod 7);
a ztgd wynika, ze bok AO, leiacy neprzeciw
kata ADO, jest réwny hokowi OC, lezgce-
mu naprzeciw kata OBC, i bok DO= OB.

Uwaga. W praypadku kwadratu uko$ne-
g0, poniewai boki AB i BC sg sobie réwne,
przeto trojkaty AOB i OBC majg po trzy
boki odpowiednio réwne, a tém samém s
sobie réwne, zkad wynika ze kat AOB =
BOC, a tdm samém w kwadracie ukosnym
praekatne sg prostopadle do sichie (opis. 10).

PODANIE XXXII
Twierdzenie.

W kazdym tréjkqeie summa trzech jego
katow jest réwna dwim kqtom prostym.

Przedluiywszy bok AC (fig. 45) i przez
punkt C poprowadziwszy linie CE réwnole-
gla do AB, utworzg si¢ trzy katy DCE, ECB
i BCA, ktorych summa jest réwna dwém
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katom prostym (pod 2, wn.); zezas kat ECB
== CBA, jako kaly naprzemianlegle wewne-
trzne wzgledem linij réwnolegltych AB i CE
i siecznéj BC, a kat DCE=BAC, jako katy
jednostronne odpowiadajgce wzgledem tych
samych rownolegtych i siecznéj AC (pod. 23),
przeto widocznie summa trzech katow BAC,
ABC i ACB trojkgta ABC jest rowna dwom
katom prostym. :

Whiosek 1. Znajac dwa katy tréjkata, al-

bo znajgc ish summe, znajdziemy kat trze-
¢i, odjgwszy summe wiadomych kytow od
dwoch katow prostych.
IL Jeieli dwa katy jednego tréjkgta sg
' rOwne dwom katom drugiego, i trzeci kat
jednego musi bydi rowny katowi trzeciemu
drugiego tréjkata, a tém samém dwa trojka-
ty sarownokatne wzgledem siebie.

III. W tréjkacie nie moie by¢ wigcé) jak
jeden kgt prosty; gdyz jeieliby ich bylo dwa,
kat trzeci musialby byé réwny zeru; tém bar-
dziéj tréjkat nie moie miéé wigcéj jak jeden
kat rozwarty.

IV. W tréojkgcie- prostokatnym summa

AeIYT)
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dwoéch katéw ostrych jest rowna kgtowi
prostemu,

V. W trojkacie réwnobocznym kazdy kat
jest trzecig czeseia dwoch katéw prostych,.
ezyli dwiema trzeciémi kata prostego. Jeieli
zatém kat prosly wyrazimy przez 1, kat troj-
kata réwnobocznego wyrazi sig przez 3.

VI, W kaidym tréjkacie ABC, przedlu-
zywszy bok jego AC ku D, kat zewnetrzny
BCD bedzie réwny summie dwoch katow
wewnetrznych A i B, nie obok niego leig-
cych w trojkgcie: gdyz dodajac jak do kata
BCD, tak do summy katow A+4-C, kat ACB,
otrzymamy summy réwne dwém katom pro-
stym.

PODANIE XXXIL

Twierdzenie.

W wielokqcie sumina kqtéw wewngtrznych
jest rowna dwim kqtom prostym, wziglym ty-
le razy, ile wielokqt ma bokéw mniéj dwa.

Niech bedzie (fig. 46) wielokat ABCD....;
od wierzcholka kata A poprowadziwszy prze-
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katne AC, AD, AE 1 t. d. do wierzcholkéw
wszystkich katow, wielokat o siedmiu bo-
kach zostanie podzielony na pie¢ trojkatow,
wielokgt o osmiu bhokach zostanie podzielony
na szes¢ trojkatow, 1 wogodlnosci wielokat
~ bedzie podzielony na tyle tréjkatow, ile ma
bokow muiéj dwa; gdyi te trojkaty moga
by¢ uwazane jako majace wspolny wierzcholek
w A, aza podstawy wszysthie boki wielokata,
wyjawszy dwa boki, stanowigee kat A. Nadto
summa katow w tych wszystkich trojkatach,
jest réwna summie katow wielokata; a zatém
summa katéw wielokgta jest rowna dwom
katom prostym, wzigtym tyle razy, ile jest
trojkatow, Lo jest: wzietym tyle razy, ile jest
jednosei w liczbie bokow wielokata zmoiej-
szonéj dwoma.

Whniosek 1. Summa katéw czworokata jest
rowna dwom katom proslyin, pomnoionym
przez 4 — 2, to jest: calérem katom pro-
stym. Jezeli wigc wszystkie katy w czworo-
kacie sy sobie réwne, kaidy z nich jest
katem prostym; co sprawdza opis, w ktérym

]
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powiedziano ie w prostokgcie i kwadracie
wszystkie kaly sa proste.

Il Summa katéw w picciokgcie jest ro-
wna dwom kgtom prostym, pomnoionym
przez 3 — 2, to jest szesciu katom prostym.
Jeieli wige pigciokat jest réwnokgtny, to jest,
jeieli jego katy sy sobie rowae, kaidy z nich
jest pigta czescig szeSciu katow prostych,
czyli § kgla prostego.

II. Summa kgtow szesciokgta jest 2(6—2),
czyli 8 katow prostych; a zatém w szescio-
kacie rownokatnym, kazdy kat jest §, czyli
4 kata prostego.

Uwaga. Jeieliby checiano to podanie za-
stosowaé¢ do wielokgta majacego jeden lub
kilka katow wklestych (fig. 47), naleialoby
uwaza¢ kaidy kat wklesty, jako wigkszy od
dwoch katéw prostych. Lecz dla uniknienia
tego, uwaza¢ bedziemy tylko wielokqly wy-
pukle. Wielokat jest wypuklym, jeieli linia
prosta, jakkolwiek poprowadzona, nie moze
przecigé si¢ z obwodem jego wigcéj jak
w dwoch punktach.

s =PI O
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RIABEL BREBA,

0 KOLE I MiERZENTU KATOW.

A

Opisania.

1. Olkrgg kola jest linia krzywa, kiéré;
wszystkie punkta sa rowno oddalone od pun-
ktu znajdujacego si¢ wewngtrz, ktory sie
nazywa srodkiem (fig. 48). Kolem nazywa sie
plaszczyzna zamknieta przez te linie krzywa.

NB. Mowia niekiedy kolo zamiast okrqg ko-

ta, lecz nie trudno przywrécié seistosé
wyraienia, pamietajgc, ie kolo jest pta-
szezyzna majqcq dlugosé i szerokosé, a
okrag jest linia.

2. Wszelka linia prosta CA, CE, CD i t.
d. poprowadzona od srodka do okregu kola
nazywa si¢ promieniem; wszelka za$ linia -
prosta AB, przechodzgeca przez srodek i koii-
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czyca si¢ z obu stron na okregu kola, nazy-
wa sie srednicg.

Podlug opisu kola, wsaystkie promienie
jego sy sobie rowne, 1 wszystkie srednice ta-
kie sa sobie rowne, a nadto kaida $rednica
jest dwa rozy wigksza od promienia,

3. Czgsc okregu kola FHG nazywa sig
tukiem. :

Cigeiwog jest linia prosta FG, laczgca oba
konce luku.

4. Odcinkiem jest plaszezyzna, czyli czgsé
kota, zawarta pomiedzy tukiem i cigeiwg.

NB. Jednéj i téj saméj cieciwie F(x odpo-

wiadaja dwa luki FHG i FEG, a tém sa-
mém i dwa odcinki; lecz zawsze, jeieli
nie ma wzmianki o wigkszym, naleiy do-
myslaé sig ie idzie o ten, ktéry jest
mniejszy.

5. Wycinek jest czesé kota, zawarta po-
migdzy tukiem DE i dwoma promieniami CD
i CE, przechodzacemi przez konce tegoi
tuku.

6. Linia AB kornczaca si¢ z obu stron na
okregu nazywa sig wpisang w kolo (fig. 49).
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Kqtem wpisanym nazywa si¢ kat BAC,
utworzony przez dwie cigciwy, schodzace sig
z soba na okregu.

Tropkgtem wpisanym nazywa si¢ (rojkat
BAC, ktérego wszystkie trzy katy maja swo-
je wierzcholki na okregu.

I w ogélnosci wielokgtem wpisanym nazy-
wa si¢ wielokat, ktorego wszystkie katy majq
swoje wierzcholki na okregu; w tym przy-
padku méwi si¢ takze ie kolo jest opisane na .
wielokgcie.

1. Sieczng nazywa sig¢ linia prosta, kiéra
przecina okrag w dwoch punktach, np. linia
AB (fig. 50).

8. Styczna jest linia prosta, majgca tylko
jeden punkt wspélny z okregiem kola; taka
jest linia CD.

Punkt M, wspéloy dla stycznéj i okregu
kola, nazywa si¢ punkiem zetkniecia.

9. Dwa okregi kot, majace jeden tylko
punkt wspélny, nazywaja si¢ stycznémi. -

10. Wielokat, ktorego wszystkie boki s3
stycznémi do okregu kola, nazywa sig wielo-

5*
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kgtem opisanym na kole; w tym przypadku
moéwi si¢ takie ie kolo jest wpisane w wie-
lokjt.

PODANIE 1L
Twierdzenie.

Wszelka srednica (fig. 51) AB dzieli kolo
i jego okrag na dwie czesci réwne.

- Jeieli bowiem praylozymy figure AEB do
AFB, pozostawiajac srednice AB wspélng,
linia krzywa AEB przystanie do AFB; gdyi
inaczéj punkta ich nie byliby jednakowo od-
dalone od srodka, coby sie sprzeciwialo
opisowi kola.

PODANIE IL

Twierdzenie.

Cigciwa jest zawsze mniejsza od srednicy
(fig. 51).

Jeieli bewiem przez konce cigciwy AD
poprowadzimy promienie ACG i CD, bedue
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linia prosta AD < AC+4CD, czyli AD <
AC 4+ CB, czyli AD < AB.

Whiosek. Srednica jest najwigksza ze
wsaystkich linij, ktore mozna wpisac w kolo.

PODANIE IIL

Twierdzenie.

Linia prosta tylko w dwéeh punktach mo-
ie przecigc okrag kola. :

Jeieliby linia prosta przecinala sie z oLre-
giem kofa w trzech punktach, natenczas one
znajdujac si¢ na okregu, bylyby jednakowo
oddalone od $rodka; moglibySmy zatém od
punktu do jednéj linii prostéj poprowadzié
trzy linie proste rowne sobie, co by¢ nie mo-

ze (ks. 1, pod. 16).

PODANIE 1V.
Twierdzenie.

W kole lub w kolach réwnych, tuki réwne
g podparte pizes cigeiwy rowne, i odwrolnie
eigeiwy réwne podpiérajg fuki réwne.
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Jeieli promien AC (fig. 52) jest réwny
promicniowi EO, i tuk AMD réwny tukow:
ENG; powiadam ie cigciwa AD, bedzie ro-
wna cieciwie EG.

" Poniewaz srednica AB jest réwna sredni-
cy EF, przeto moina polkole AMDB przyto-
y¢ do polkola ENGF tak, ze linia krzywa
AMDB przystanie do linii krzywéj ENGF;
lecz praypuszczamy ie czes¢ AMD jest ro-
wna czesat ENG, przeto punkt D padnie na
punkt G, a tém samém cigciwa AD przysta-
nie do cigciwy EG i jest jéj rowna.

Odwrotnie, pzzypusciwszy ze promien AC
—EO, i cigciwa AD =EG, tuk AMD ma
byé rowny tukowi ENG.

Poprowadziwszy promienie CD, OG, dwa
trojkaty ACD, EOG, miéc¢ beda po trzy bo-
ki odpowiednio rowne, a mianowicie AC=
EO, CD=0G i AD =—EG; przcto te dwa
trojkaty beda sobie rowne (pod. 11, ks. 1),
azatém kgt ACD =—=EOG. Przenioslszy pol-
kole ADB na jemu réwne EGF, poniewaz
kst ACD=—EOG, promien CD padnie na
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promieri OG i punkt D pa G; a zatém luk
AMD jest rowny fukowi ENG.

PODANIE V.
Twierdzenie.

W kole lub w dwéch kolach réwnych, cig-
ctwa wicksza podpidra tuk wigkszy 1 odwro-
tnie; lecs tuki majq byc zawsze mniejsze od
polowy okregu kola.

Niech bedzie (fig. 52) tuk AH wigkszy od
tuku AD, poprowadimy cieciwy AD i AH,
i promienic CD 1 CH; dwa boki AG i CH
trojkata ACH sa réwne bokom AC i CD
trojkata ACD, leez kgt ACH jest wigkszy od
kata ACD, przeto (pod. 10, ks. 1) bok trzeci
AH jest wiekszy od boku trzeciego AD; wige :
cigciwa wieksza podpiéra tuk wigkszy.

Odwrotnie, zatoiywszy ie cigciwa AH jest
wieksza od AD, moina bedzie waiesé z tych
samych trojkatow, ze kat ACH jest wigkszy
od kata ACD, i ie tém samém fuk AH jest
wigkszy od AD.

Uwaga. Zakladamy ie tuki, o ktérych mo-

http://rcin.org.pl



98

wa, s3 mniejsze od polowy okregu kotla; je-
zeliby zas luki byly wicksze od pélowy okre-
gu kola, natenczas w miare powickszania sig
tuku, cigciwa by si¢ zmniejszala i odwrotuie:
tak, ze jezeli luk AKBD jest wigkszy od
AKBH, cigciwa AD piérwszego tuku, jest
mniejsza od cigciwy AH drugiego luku.

PODAN!IE VL
Twierdzenie.

Promien (fig. 53) GG prostopadly do cig-
ciwy AB. dzieli te cicciwe ¢ tuk przez nig
podparty AGB na dwie czgsei rowne.

1-e Promienie CA 1 CB, sy dwie pochyle
sobie rowne, wzgledem prostopadiéj CD, prze-
to odleglosci ich od prostopadiéj sa sobie
rowne (pod. 16, ks. I); t. j. AD=DBj a
zatém cigeiwa AB jest podzielona w punkcie
D na dwie czesci rowne.

2-e Poniewai AD=—DB, przeto CG jest
prostopadia do linii AB, wystawiona z jéj
srodka, wige (pod. 17, ks, I) wszelki punkt
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na prostopadléj CG jest réwno oddalony od
konicow A i B linii AB. Poniewai za$ punkt
G jest jednym z punktow prostopadléj, prze-
to odleglosci jego AG i GB od koncow linii
AB sa sobie rowne. = Skoro cigciwa AG jest
rowna cigciwie GB, tuk AG musi by¢ ro-
wny lukowi GB (pod. 4); wige promiei CG,
prostopadly do cigciwy AB, dzieli tuk do niéj
nalezacy w punkcie G na dwie czesci rowne.

Uwaga. Srodek C kola, srodek D cigci-
wy AB i srodek G luku, podpartego przez
te cieciwe, leia na jedné] linii prostéj pro-
stopadiéj do cigCiwy; pobniewai zas dla ozna-
czenia linii prostéj dosc jest mie¢ dwa pun-
kta, przeto wszelka linia poprowadzon/a
przez ktorekolwiek dwa punkta z trzech wy-
mienionych, przejdzie i przez trzeci i bedaie
prostopadta do cigciwy.

Ztad wynika takie ie, prostopadla do cig-
awy, ze srodka jé wyprowadzona, przecho-
dzi przes srodek kola i srodek {ukw podpar-
tego przez cigciwe. Gdyz ta prostopadla sta-
nowi jedno z prostopadly spuszczong ze $ro-
dka kola na cigciwg; bo obie przechodzg
przez srodek cigciwy.
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PODANIE VII.-
Twierdzenie.

Przez trzy punkta (fig, 54) A, B 1 C nie
na linii prostdj leiqee, zawsze moina po-
prowadzi¢ okrqg kola, lecz nic wigeé) jak
tylko jeden. ’

Podzieliwszy na dwie czesci rowne kaida
z linij prostych AB i BC, 1gczgcych punkt B
z punktami A 1 C, z punktéw podzialow
wystawmy do nich linie prostopadte DE i
FG, ktore przetng sig z sobg w jakimkolwiek
punkcie O (pod. 21, ks. I).

Punkt O, lezgc na linii DE, prostopadléj
do AB 1 wyprowadzonéj z jéj Srodka, znajdu-
je si¢ w jednakowéj odlegloiei od punktow
A1 B (pod. 1T ks. I); tenze punkt O, leige
na FG prostopadlé) do BC, jest jednakowo
oddalony od punktéw B i C; wigc trzy linie
proste OA, OB i OC sq sobie réwne, przeto
okrag kota opisany ze srodka O promieniem
OB, przejdzie przez irzy punkta dane A,B i C.

Dowiedziono wigc, ze przex trzy punkia,

http://rcin.org.pl



61

nie leigce na jednéj linii prostdj, zawsze mo-
ina poprowadzi¢ okrag kola; pdzos‘taje jesz=
cze okazaé, ie tylko jeden okrgg kola moie
prz;:z nic przechodzi¢. Jeizeliby moina bylo
przez trzy punkts dane A, B i C poprowa-
dzi¢ inny okrag kola, wowezas srodek jego
musialby si¢ znsjdowac na linii DE, gdyz
inaczé¢j on bylby nieréwno oddalony od pun-
ktéw A i B (pod. 17, ks, I); dla podobnéj
przyezyny on znalazlby si¢ na linii FG; prze-
to srodek bylby i palinii DE i na- FG; po-
niewai zas dwie linie proste przecinaja sie
zsobg tylko w jednym punkeie, wige srod-
kiem nowego okregu kola hytby punkt O; a
zatém preez trzy punkta dane nie pa linii
prostéj, moina poprowadzi¢ tylko jeden
okrag kola.

"Wniosek. Okregi dwoch kél przecinajg -
si¢ z sobg tylko w dwoch punktach; gdyz
jeieliby one mialy trzy punkta wspélne, na-
tenczas miatyby wspdlny srodek i stanowi-
lybj/ jeden okrag kola.

5
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PODANIE VIIL
Twierdzenie.

Duwie cigciwy réwne sg réwno oddalone od
srodka kola; z dwich zas cigciw nierbéwnych
mniejsza jest wicedj oddalona od srodka kola.

1-e Niechbedzie eigciwa (fig. 55) AB=DE;
prostopadlémi CF i CG, spuszczonemi na nie
ze srodka kola, podzielmy je na dwie réwne
czgsci i poprowadimy. promienie CA i CD,

Trojkaty prostokatne CAF i DCG maja
przeciwprostokgtne CA i.CD réwne, nadto
bok AF, hedacy potowa AB, jest rowny
bokowi DG, ktéry jest pélowa cigciwy DE;
wigc pomienione dwa (réjkaty s3 sobie ro-
" woe (pod. 18, ks. I), a tém samém bok trze-
ci CF jest rowny bokowi trzeciemu Chj
przelo dwie cieciwy rowne AB 1 DE, s3 r6-
wno oddalone od $rodka kola.

-e Niech bedzie cigeiwa AH wigksza od
DE, tuk AKH bedzie wigkszy od tuku DME
(pod. 5); na luku AKH odcigwszy czesc
ANB —=DME, poprowadimy cigciwg AB,

/
5.
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spusémy CF piostopadla na te cigciwe i CJ
prostopadly do AH; linia CF, jest dtuisza od
- €O, i linia CO wicksza od CJ (pod. 16 ks. I),
wige tém bardziéj CF > CJ. Lecz CF'=CG,
bo cieciwy AB i DE s3 sobie rowne, wige
takie CG > CJ; przeto z dwoch cigeiw nie-
réwnych mniejsza jest bal‘dlléj oddalona od
srodka kota.

PODANIE [X.
Twierdzenie,

Prostopadta BD (fig. 56) do promienia
CA, s koiica jego wystawiona, jest stycing
z okregiem kola.

Wszelka pochyta CE jest dluisza od pro-

,stopadléj CA (pod. 16 ks. 1), a zatém punkt
E znojduje si¢ zewngtiz kota; wige linia-BD
ma tylko jeden punkt A wspéluy z okregiem
kola, a tém samém jest (opis. 8) styezng do
niego. *

Uwaga. Przez punkt A dany na okregu
kola tylko jedng styczng moina poprowadzié;
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jeteiiby bowiem moina bylo poprowadzic
druga, ta nie bylaby prostopadla do promie-
nia CA, i promien bytby wzgledem niéj linia
pochyla; przeto prostopadta, spuszczona ze
sérodka na nowq styczng, bylaby krétsza od
promienia AC, a tém samém druga styczna
przeciglaby okrag kota i bylaby sieczng.

PODANIE X
Twierdzenie.

Luki (fig. 57) MN ¢ PQ, odcigte na okregu
kola przes dwie linie réwnolegle AB ¢ DE
sq sobie rdwne,

Moga si¢ zdarzy¢ trzy przypadki:

1-e Jeieli dwielinie rownolegle sa sieczne-
mi, natenczas poprowadziwsty promien CH
prostopadly do cigciwy MP, onbedzie prosto-
padly i do cicciwy NQ, réwnolegléj do MP
(ks. I, pod. 22); a zatém punkt H bedzie
$rodkiem lukéw MEP i NHQ (pod. 6); wige
mamy luk MH=—HP i luk NH=HQ,
zkgd wypada MH —NH=—HP — HQ, czyli
MN=PQ. -
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2-e Gdy jedna AB z dwéch linij rownole-
glych (fig. 58) jest cieczng,-a druga DE sty-
czng; natenczas promien CH, poprowadzony
przez punkt H, zetknigcia si¢ stycznéy DE
2 okregiem kola, bedzie prostopadly (pod. 9)
do stycznéj i do cigciwy MP z nig réwnole-
gléj.- Poniewaz promiei jest prostopadly do
cigciwy MP, przeto punkt H jest srodkiem
luku MiiP, a tém samém ltuki MH i HF,
odcigte przez linie rownolegte AB i DE, s3
sobie rowne. ‘ »

3-¢ Nokoniec kiedy obie linie rownolegle
DE i JL sq stycznemi, jedna w punkcie H, a
drugs w K, poprowadziwszy sieczng AB ré-
wnolegty do nich, podiug tego co dowie-
dziono otrzymamy, MH—HP i MK—=KP,
przeto MH+4-MK=HP -+ KP, czyli HMK=
HPK. Nadto widzimy, ze kazdy z tych tukéw
jest polokregiem kola,

PODANIE XI

Twierdzenie.

Linia proste, {gczgea srodki dwich okrg-
- 2 6.
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gow kol praecinajqeych sig z soba, jest prosto-
padla do cigciwy, lgczqced) dwa punkta wy-
nikle z praecigeia, 4 dzieli 1@ na dwie czgsci
réwne. s

Gdyz linia (ig. 591 60) AB, lacz3ca pen-
kta przccigeia, jest cigciwa wspdlng dla obu
kot, przeto linia prostopadte, wystawiona
z j6j érodka, musi priejsé przez srodki G i D
tychie kot (pod. 6 uw.). Lecz mi¢dzy dwoma
punktomi moina poprowadsi¢ tylko jedng
lini¢ prosta, wiec linia prosta, przechodzgca
przez srodki, jest prostopadla do cigciwy
wspoluéj i dzieli jg na dwie czgsci réwne,

PODANIE XXIL
Twierdzenie.
Jezeli odleglos¢ srodkéw dwdch Fol jest
mnigjsza od summy ich premieni, a promien
wigkssy jest mniejszy od summy promienia

mniejszego + odleglosci srodkéw, natenczas
dwa lola przetng sig z sobg.

i Widorymie ze aby okregi dwoch kol prze-
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cigly si¢ z sobg, powinien micé miejsce troj-
kat CAD (fig. 591 60), a zatém potrzeba aby
bylo CD << ACHAD, i aby promien wigkszy
AD << ACH-CD. Przeto skoro mozna nary-
sowac trojkat CAD, okregi dwéch kéi, opi-
sane ze Srodkéw Ci D , przetna sig z sobg
w jakichkolwiek puntach A i B.

PODANIE XIIIL.
Twierdzenie.

Jezeli odleglos¢ CD (fig. 61) srodkéw dwéeh
kol jest réwna summie ich promieni CA i AD,
kota bedg wzgledem siebie slycznem'i ze-
wnelrznie.. :

Kola takie widocznie nie bedy mialy ia-
dnego punktu wspoluego précz A: bo aby
mialy drugi punkt wspélny, potrzeba aby
odleglosé ich srodkéw byla muiejsza od sum-
my profaieni. '

-
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|
PODANIE XIV.

L}

Twierdzenie.

Jeicli odleglosé CD (fig. 62) srodliw
dwoch kbt jest réwna réinicy micdzy ich
promicniami DA i AC, kola bedg stycznemi
wewnelrznie. ~

Widoczng jest rzeczy, ze kola takie nie
bedg mialy zadnego punktu wspélnego procz
A; bo aby mialy drugi puskt wspolny, po-
trzeba ieby promien wickszy AD byl mniej~
szy od summy promienid mniejszego CA 1
odleglosci srodkéw CD (pod. 12), co miej-
sca nie ma. : :

Whiosek. Prieto jeieli dwa kola sg sty-
czne do siebie, bgdi to zewnetrznie, badi
wewnetrzoie, srodki ich i punkt zetknigcia
lezg na jednéj linii prostdj.

Uwcga. Wszystkie kola majgee srodki
swoje na linii prostéj CD (fig. 61 i 62) i
przechodzgce przez punkt A, sy styczne do
siebie, to jest: maja jeden tylko punkt wspél-
ny A. Linia AE prostopadia do CD, wypro-
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wadzona z punktu A, bedzie do wszystkich
két styczna. ¥

PODANIE XV.
Twierdzenie. 7

Kqty ACB i DCE (fig. 63) rdwne schie, ma-
Jace wierzcholli swoje w srodku jednego kola,
lub w srodkach két réwnych, obejmujg ramio-
nami swémi na okregach tuki AB @ DE réwne.

Odwrotnie, tuki rowne AB ¢ DE sq za-
warle miedzy ramionami kglow rownych
ACB i DCE. Sy

. Gdyz 1-e, jezeli katy ACB i DCE sa sobie
réwne, jeden z nich mozna poloiyé na dru-
gim tak, ie punkt A padnic na D i B na E;
-w takim razie i luk AB przystanie do luku
DE; jeieliby bowiem te luki nie przystaly
do siebie, natenczas punkta ich nie bylyby
jednakowo oddalone od srodka, co byé nie
moze, a zatém luk AB =DE.

2-¢ Zaloiywszy ie tuk AB=—DE, mowig
ze bedzie kgt ACB=DCE; gdyz jeieli te
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katy nie sg sobie rowae, niech bedzie kat ACB
wigkszy od DCE; nakrésliwszy kat ACI=
DCE, podlug tego co dowiedziono, bytby luk
AJ=DE, lecz podlug zatoienia tuk AB=—=DE,
przzto otraymaliby$my ie cze$é AJ jest ro-
wna calosci AB, co by¢ nie moze 3 zatém kat
ACB—=DCE.

PODANIFE XVL
Twierdzenie. v

Jezeli dwa kqty ACB i DCE (fig. 64), kts-
rych wierzcholki sg w srodku jednego kola,
lub w srodkach kot réwnych, majq si¢ do sicbie
jak dwie liczby cale, natenczas i tuki AB i DE,
zawarte migdzy ich ramionami, miéc sic be-
dq jak te same licsby, a tém samém stosunek
katéw bedzie rowny stosunkowi {ukiéw, to
Jjest bedate :
kat ACB : kata DCE == tuk AB : luku DE.

Przypusémy ze katy ACB i DCE majg sig
do siebie jak dwie liczby T i 4; albo co jest
to samo, zaléimy ie kat M, bedaey ich
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wsp6lng miarg, miesei si¢ w kacie ACB ra-
2y T, a w kycie DCE razy 4. Poniewai katy
czgstkowe ACm, mCn, nCp i t. d., DCz,
zCy 1 t. d. sg sobie rowne, przeto i luki
ezgstkowe Am, mn, np i t. p., Do, ay i t. d.
takie sy sobie réwné (pod. 15); a zatém luk
AB tak sig ma do DE, jak 7 do 4. Widocang
jest rzeczy, ie rozumowanie bedzie toz samo,
Jezeli na miejsce liczb 7 i 4 podstawimy ja-
kickolwiek inne liczby; przeto jezeli stosunek
katow ACB i DCE moie byé wyrafony w li-
czbach catkowitych, luki AB i DE mieé sig
bedg do sichie, jak katy ACB i DCE.

Uwaga. Odwrotnie, jeieli tuki AB i DE
majg si¢ do sichie jak liczby cale, i katy ACB
i DCE mie¢ si¢ bedg do siebie jak tez same
liczby, i zawsze bedzie/ACB: DCE=—AB :DE;
gdyz jezeli tuki ezgstkowe Am, mn,it. d.
Dz, xy, i t. d. bedq sobie rowne, i katy czg-
stkowe ACm, mCn, i t. d., DCzx, «Cy, i L.
d. takie beda sobie réwne.
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PODANIEXWL
Twierdzenie.

Dwa kqty ACB i ACD (fig. 65) majqec sig
do siebie w jakimkolwiek stosunku, zawsze
miec si¢ bedg do siebie jak tuki AB 1 AD, za-
warte migdsy ich ramionami, i opisane z ich
wierzcholkéw, jako ze srodkiw, jednakowémi
promieniami.

’ Przypusémy e kat mniejszv jest poloiony
na wigkszym. Jeieli twierdzenie nie jest pra-
“dzme, kat ACB tak si¢ ma do kgta ACD
jak luk AB do luku wigkszego lub mniejsze-
go od AD, przypuscm) do tuku wigkszego
AO, to jest:

kat ACB: kata ACD=luk AB: luku AO.

Wyobrazmy sobie, ie luk AB podzielono
na ilekolwiek czgsci réwnych, z ktérych kaida
jest muiejsza od DO, w takim razie przynaj=
mniéj jeden punkt podzialu padnie miedzy
punktami D i O, niech tym punktem bedzie
J; poprowadziwszy CJ, luki AB i AJ beda si¢
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mialy do siebie jak hezdy cale, a zatém po-
dtug twierdzenia poprzedzajacego Ledzie:
kgt ACB: kata ACJ=luk AB: luku AJ.

‘Poniewaz w tych dwch proporcyach po-
przedniki sa sobie rowne, przeto nastepniki
stanowig proporeye:

kat AED: kata ACJ =tuk AO: ltuku AJ,

Poniewaz tuk AO jest wickszy od luku AJ,
przeto aby ta proporcya mogla mie¢ miejsce,
a tém somém aby przypuszczenie bylo pra-
wdziwe, potrzeba ieby kgt ACD byl wiekszy
od kata ACJ; lecz kat ACD jest mniejszy od
ACJ, przeto by¢ nie moie aby kat ACB miat
sie do kgta ACD, jak si¢c ma tuk AB do luku
wiekszego od AD.

Droga podobnego rozumowania moinaby
okazac, ze czwarly wyraz proporcyi zaloio-
néj wtwierdzeniu, nie moie bydz mniejszy
od AD; przeto moze bydz nim tylko AD, i
tém samém mamy proporeya: ;

kat ACB: kata ACD = tuk AB: luku AD.

Whniosek. Poniewaz kat majacy swoj wie-
rzcholek w$rodku kola i luk na okregu te-
goz kola, zawarty pomigdzy ramionami kata,
' 1
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maja tuk Scisly z sobg zwigzek, e w miarg
powigkszenia lub zmniejszenia si¢ jednego
znich w jakimkolwiek stosunku, i drugi w tym
ze samym stosunku powigksza si¢ lub zmiej-
sza; przeto jedng z tych wielkosci mozna wzigsé
za miare drugidj,, i tak za miare kata ACB
zawsze bra¢ bedziemy luk AB. Leez uwaza¢
naleiy, aby tuki brane za miary katéw, poro-
wnywanych pomiedzy soba, byly opisane
promieniami jednakowémi; cosmy w saméj
rzeczy zakladali we wszystkich wyzdj przy-
toczonych twierdzeniach. ‘
Uwaga. Zdaje sie, ie wlasciwiéj hyloby
mierzy¢ wiclkoser, zapomocg wielkosci tegoz
samego gatunku; podiug téj zasady wypadato-
by wszystkie katy odnosi¢ do kata prostego,
w takim razie wzigwszy kat prosty za jednosé,
katy ostre wyrazilibySmy liczbami” zawartemi
miedzy 11 2. Lecz ten sposéb wyrazania k-
{OW w uiyciu nie jést dogodnym i znaleziono,
ie daleko jest prosciéj wyrazaé katy lukami
kola; gdyz latwo nakresli¢ tuk réwny lukowi
danemu i dla wielu innych przyczyn. Nadto
chociaz sposob mierzenia katéw lukami nie
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zdaje si¢ by¢é w pewnym wagledzie prostym,
jednak latwo jest przej$é od téj miary, do
minry kgtow prostéj i bezwglednéj; gdyz po-
r()wnawsiy tuk; sluzgey za miarg kata danego,
z czwarty czgscia okregu kola, otrzymamy
stosunek tegoz kata do kata prostego, a to jest
miarg kata bezwzgledng.
Uwaga 2. Wszystko co dowiedziono
w trzech ostatnich podaniach o stosunkach
katéw do tukow, rozeigga si¢ i na wycinki
poréwnywane z fukami; gdyz wycinki sg so~
bie rowne, jeieli ich katy sa sobie réwne, i
wogolnosci one sg proporcycnalne katom;
przeto dwa wycinki ACB i ACD (fig. 65), je-
dnega kola, lub dwéeh kit réwnych, majg sig
do siebie jak tuki AB i AD, bedgce ich podsta-
wami. 3
7tad widzimy ze luki kola, ktére stuig za
miarg¢ kalow, moga takie by¢ uzyte do mierze-
nia wycinkow jednego kola !uh kot rownych.

PODANIE  XVIIL

Twierdzenie.
Miarg kqla wpisanego BAD (fig. 66 1 67)
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jest polowa tulku BD, zawartego migdsy jego
ramionama, ‘ :

Przypusémy na 1-6d ie Srodek kola znaj-
duje si¢ migdzy ramionami kata BAD (fig. 66);
poprowadimy srednice AE i promienie CB 1
CD. Kat BCE, bedac zewnetrznym wagle-
dem trojkata ABC, jest rowny summie jego
katow wewnetrznych CAB i ABC (pod. 32
wni. 6, ks, I); poniewaz za$ trojkat BAG jest
réownoramienny, przeto kat CAB=—=ABC, i
tém somém kat BCE jest dwa razy wiekszy
od kata BAC. Kat BCE, ktorego wierzcho-
lek jest w srodku, ma za miarg tuk BE, prze-
to miarg kata BAC jest polowa luku BE.
Droga takiego samego rozumowania znajdzie-
my, ie miary kata CAD jest pélowa tuku ED;
azatém summa katow BAC i CAD, czyli kat
BAD ma za miar¢ pélowe sumrﬁy tukéw BE
1 ED, czyli polowe tuku BD.

Przypusémy po 2-re, ze srodek kola C (fig.

" 67) znajduje si¢ zewnatrz kata BAD; popro-
wadziwszy srednicg AE, miarg kata BAE bedzie
polowa tuku BE, amiarg kata DAE pélowa
tuku DE; azatém miarg roinicy tych dwoéch
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katéw, t. j. kata BAD, bedzie pélowa tuku
BE zmniejszona pétowa tuku DE, czyli polo-
wa tuku BD.

Wigc miarg wszelkiego kata wpisanego
w kolo jest pétowa tuku, zawartego miedzy
jego ramionami.

Whiosek 1. Wszystkic katy BAC, BDC i
t.d. (fig. 68), wpisane w jeden odcinek sa
sobie réwne; gdyi wspélng ich miarg jest
potowa tuku BOC.

il. Wszelki kgt BAD (fig. 69), wpisany
wpalkole jest prosty, gdyz miara jego jest
polowa potokregu BOD, t, j. czwarta czgsé
okregu kola.

Aby to dowies¢ innym sposobem, popro-
wadimy promien AC; trojkat BAC jest ro-
wnoramienny, przeto kgt BAC==ABC; trojkat
CAD jest takie rownoramicnny, azatém kat
CAD =ADC, wi¢gc BAC + CAD, czyli BAD
==ABD + ADB. Lecz poniewai w tréjkacie
summa dwoéch katow B i D jest rowna trze-
ciemu BAD, a summa wszystkich trzech czy-
ni dwa katy proste, przeto kat BAD musi byé
kalem prostym.

7t
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III. Wszelki kat BAC (fig. 68) wpisany
w odcinek wigkszy ol polkola, jest ostry; gdyz
ma za miar¢ pbélowe luku BOC mniejszego
od pélokregu.

Kazdy kat BOC, wpisany wodcinek mniej-
szy od potkola, jest rozwarty, bo ma za mia-
re potowe tuku BAC wigkszego od polokregu.

IV. W czworokgcie wpisanym ABCD (fig.
70) dwa katy przeciwlegte A i G, razem wzig-
te, stanowia dwa katy proste; gdyz kat BAD
ma za miare pol luku BCD, a miarg kgta BCD
jest pot fuku BAD; wiec miarg summy katow
BAD i BCD jest pét okregu, a zatém oba sta-
nowig dwa katy proste.

PODANIE XIX.

Twierdzenie.

Miarqg kqta-BAC (fig, 71) sawartego mie-
dzy cigciwg 1 slyczng, poprowadzong przes
ktorykolwiek koniec cigciwy, ‘jest polowa lulu
AMDC, podpartego przes cigciwe.

Przez punkt A zetkniecia stycznéj z okre-

http://rcin.org.pl



79

giem, poprowadimy $rednice AD, kat BAD
jest prosty (pod. 9), a wiec ma za miare potowe
pélokregu AMD, miarg zas kata DAC jest
potowa luku DC (pod. 18), przeio miarg
BAD + DAC, t.]. kata BAC jest pétowa tuku
AMD wigeéj potowy tuku DC, czyli pélowa
calego luku AMDC.

“Podobnie mozna dowies¢, ie miarg kata
CAE jest potowa luku AC.

-

PODANIE XX
Twierdzenie.

Miarg Lqta ABC (fig. 72), majgeego wierz-
cholel migdny srodkiem a okregiem kola, jest
polowa tuku AC zawartego miedzy jego ra-
mionami, powigkszona pétowg tuku DE zawar-
tego miedsy przedtuzeniami tychze ramion.

Przez punkt E poprowadzmy lini¢ EF ro-
wnolegta do DG, ktéra odetnie na okregu tuk
CF=DE (pod. 10). Miarg kata AEF (pod.
18) bedzie pélowa tuku AC, czyli 1 AG +
3 CF, czyli  AG+ 1 DE; zeza$ kat AEF jest
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rowny katowi ABC (pod. 23 ks. L), przeto
miarg kata ABC jest L AC 4 1 DE.

PODANIE XXI.
Twierdzenie,

Miarq kqta ABC(fig. 73), majacego wierz-
cholek za okregiem kola jest potowa luku AG
zmniejszona potowq fuku DE.

Prez punkt E poprowadimy linie EF ro-
wnolegla do AB, kidra odetnie na okregu tuk
AF:=DE (pod. 10). Miarq kyta FEC jest
pétowa tuku FC (pod. 18); ie za$ luk FC=
AC — AF, czyli tuk FC =AC — DE, przeto
JFC=1AC— 1 DE, a tém samém miarg
kata FEC jest 1 AC — 1 DE; aze kgt FEC—=
ABC (pod. 23, ks. I.), wicc miarg kata ABC
jest 3 AC— 1 DE.

AP Ge-
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KTORYCH ROZWIAZANIE POLEGA NA
WIADOMOSCIACH OBJETYCH W DWOCH
PIERWSZYCH KSIEGACH.

ZAGADNIENIE L

Dang lini¢ prostq AB (fig. T4) podzieli¢c na
dwie czgsci réwne,

Zkoticow A i B, jako ze srodkbow, pro-
mieniami rownémi, lecz wigkszémi od polo-
wy AB, opiszmy luki, ktore przetng sie z sobg
w punkeie D, k't()ry bedzie sig anajdowal
w jednakewéj odleglosci od punktéow A i B;
takim samym sposobem ponizé; linii AB ozna-
czmy punkt E, rowno oddalony od jéj koticow,
i polaczmy punkt D z E linia prosta DE;
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powiadam , ie linia AB w punkcie €, wyni-
kajacym z przeciecia si¢ linii DE z livia AB,
bedzie podzielona na dwie cagsci réwne,

Poniewai punkta D i E s3 réwno oddalo-
ne od koficow linii AB, przeto one winny
si¢ znajdowac na linii prostopadléj do AB, z j¢j
srodka wystawionéj;_ te zas pomigdzy dwéma
punktami moina poprowadzi¢ tylko jedng
linig prosty, wige linia DE jest prostopadla
do AB i dzieli ja na dwie czgsci réwne.

ZAGADNIENIE I,

Z punkiu A (lig. 75) danego na linii AB,
wystawid prostopadly do téze linit,

Obierzmy na danéj hinii punkta B 1 G ré-
wno oddalone od A, i ztych punkiow, jake
ze srodkéw, promieniami réwnémi, lecz wig=
kszémi od BA, zakrésimy tuki kiore si¢ prze-
tng w D, a linia DA, laczgca puvkt D z A,
bedzie igdang prostopadia. ?

Punkt D, bedac rowno oddalony od B i
C, leiy na prostopadiéj wyprowadzonéj do
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linii BC 2 jéj srodkas o zatém AD jest prosto-

. padla zadana.

Uwaga. To samo wykreslenie stuiy do
nakréslenia kata prostego BAD, przy punk-
cie A na linii danéj BC, :

ZAGADNIENIE [IL-

Z punkiu A (fig, 76), danego nad linig
BD, - spuscic prostopadly do téjze linii.

Z puktu A, jako ze $rodka, opiszmy pro-
mieniem dostatecznie wielkim tuk, ktéryby
przecigt linig BD w dwéch punktach B i D;
nastgpnie oznaczmy punkt E, réwho oddalo-
ny od B i D, alinia AE, lgczgca punkte AiE

' bedzie zadang prostopadig.

Linia AE dla tego jest prostopadta do BD,

e dwa punkta A i E, na niéj lezace, s ro-

wno oddalone od koncow lini/i BD.
ZAGADN]EN]H} IV.

Przy punkeie A (fig. 77), na linii AB na-
kréstié kat, réwny kqtowi danemu K.
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Z wierzcholka kata K, jako ze srodka;upo-
dobanym promieniem KJ, opiszmy {uk JL,
koriczacy si¢ na ramionach kyta; z punktu A
takim sat~m promieniem opiszmy luk nie-
ograniczony BOj; z punktu B, jako ze $rodka,
promieniem' réwnym cigciwic LI opiszmy tuk,
ktoryby sie przecigl z tukiem niégraniczonym
BO w punkecie D, a polaczywszy Dz A linig
prosta AD, otrzymamy kat DAB rowny kgto-
wi danemu K. Gdyz dwa tuki BD i LJ, jako
opisane promieniami rownémi i podparte przez
cigciwy rowne, sa sobie rowne (pod. 4 ks. II),
a tém samém kat BAD —= JKL.

ZAGADNIENIE V.

Podzielic kqt, lub tuk dany na dwie czesci
réwne. : '

I-e Aby luk dany AB (fig. 78) podzielié
na dwie czedci rowne, zakréélﬁfﬁ;;,punktéw
A i B, jako ze srodkéw, promienizimi réwné-
mi dwa tuki, ktoreby si¢ przeciely w D; przez
D i srodek kola C poprowadimy lini¢ prosta
CD, a ta podzieli fuk AB na dwie czgscirowne.
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Kaidy z dwoch punktow CiD jest réwno
oddalony od koricow A i B cieciwy AB, przeto
. livia €D jest prostopadla do 1éj cigeiwy i
przechodzi przez jéj srodek; poniewai linia
CD, jest to samo co promien prostopadly do
cigeiwy AB (pod. 6, ks. il), przeto dzieli luk
AB w punkcie E na dwie czgsci rowne,

2-¢ Aby podzieli¢ kat ACB na dwie cae-
sci rowne, votrzeba z wierzcholka jego C, ja-
ko ze $rodka, episa¢ jakimkolwick promie-
niem tuk AB, i postepujac daléj jak wyiéj,
ajdziemy livie CD, ktéra podzichi luk AB a
tém saméir kat ACB na dwie czeSci rowne,

Uwaga. Za pomoca takiego samego v/vy-
kréslenia, moina kaidg polowe AE i EB po-
dzieli¢ na dwie czesci rowne, i postepujge
¢a'éj mezna bedzie tuk, lub kgt dany podzie-
lic na 4, 8, 16, 32 i t. d. czesci réwaych.

ZAGADNIENIE VL
Pizez punkt dany A (lig. 19) poprowadzic
linig réwnoleglg do linii dané) BC,
8.
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Z punktwe A, jako ze srodka, promieniem
dostatecznie wielkim opiszmy luk nicogra-
niczony EO, z punktu E, jako ze srodka,
opiszmy takim samym promienicm ltuk AF,
weimy ED =—=AF, a linia AD, laczgea punkt
A 2D, bedzie zgdana réwnolegla.

Polaczywszy punkt A z E linig prosty AE,
bedy katy naprzemianlegte AEF 1 FAD so-
bie rowne; a zatém linie AD i EF sg ré-
wnolcgte do siebie (pod. 24, ks, I).

ZAGADNIENIE VIL.

Majqc dane dwa katy A i B (fig. 80) trdj-
kqgta, znalezé kqt jego trzeci.

Poprowadziwszy lini¢ nieograniczong DEF
i nakresliwszy przy E kat DEC==A i kat
CEH=ZE, pozostaly kat HEF bedzie katem
' szukanym ; gdyz te trzy kgty razem waigte
€zynig summg, roéwny dwém katom prostym.

- ZAGADNIENIE VIIL.

HMajqe wiadome dwa boki Bi C (fig. 81) ¢
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kat pomédzy niémi zawarty A, nakréslic
tro;kqt. '

Poprowadziwszy lini nieograniczong DE,
nakresliwszy na niéj, przy punkecie dowolnym
D, kgt EDF rowny katowi danemu A, i wzig-
wszy DG==B i DH=C, p6prowadimy GIH,
a otrzymamy trojkat DGH zadany.

ZAGADNIENIE, 1X.

Nakréslic tréjhgt, majge dany bok jego &
dwa kqty. :

Albo oba katy dane beda przylegle bo-
kowi, albo jeden bedzie przylegtym a drugi
fnaprzeciw niego lezgeym; w drugim praypa-
dku znalsa}szy kat trzeci (zag. 7), bedg wia-
dome dwa kaly majgee lezéé przy boku da-
nym. To zatozywszy, poprowadimy linie pro-
sty DE (fig. 52) réwng bokowi dancmu) i
na niéj przy punkcie D nakréslmy kgt EDF
rowany jc\dnemu, a pray punkcie E kat DEG
rowny drugicmu katowi majgcemu lezéé na
DE; dwie linie DF i EG przetng si¢ z sobg
w punkcie H i dadzg trojkat 2gdany DEH.
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ZAGADNIENIE X.

Nalréstic  trojket, majge wiadome (rzy
boki jego A, B i C (fig. 83). ?

Poprowadzmy DE == A z punktu E, jake
ze Srodka, promieniem réwnym bokowi dru-
giemu B, opiszmy luk, z punktu D jake ze
srodka promieniem, rownym bokowi trzecie-
mu C, opiszmy tuk, kiory przetnie sig z tam-
tym w punkcie F; poprowadsiwszy DF 1 EF,
trojkat DEF bedzie iadany.

Uwaga. Jeieliby jeden z danych bokéw
byt wigkszym od summy dwoch innych, na-
tenczas tuki nie przecielyby sie z soba i za-
gadnienie byloby niepodobne do rezwigza-
nia; zawsze zas mMoOIna bedzie rozwigzaé to
zagadnienie, jeicli tylko summa dwéch kié-
rychkolwiek bokéw danych jest wigksza od
trzeciego.

ZAGADNIENIE XI.

Nakréslic tréjkqt, majge dane dwa boks
A iBilkgt C praeciwlegly bekowi B,
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Moga si¢ zdarzyé dwa przypacki:

1-e Jeieli kat C (fig: 84) jest prosty lub
rezwarty, nakréslmy kat EDF'=C, odetnij-
my DE==A iz punktu E, jako ze srodka,
promicniem réwnym drugiemu bokowi B,
opiszmy tuk, kiéry si¢ przetnie z linig DF
w punkcie F3 polaczywszy F z E linia EF,
otrzymamy trojkat zadany DEF.

W tym przypadku potrzeba, aby bok B
byl wigkszy od boku A; kat bowiem C, jako
prosty, lub rozwarty, jest najwigkszy z pomig-
dzy kgtow trojkata, azatém i bok jemu prze-
cm]egl) powinien by¢ najwickszy.

-e Jezeli kat C (fig. 85) jest otry, a bok
B JLst wigkszy od A, za pomacy podohnego -
wykreslenia, znajdziemy trojkat DEF iadany.

Jeieli za$ kgt C (fig. 86) jest ostry, a bok
B jest mniejszy od A, natenczas luk opisany
z punktu E, jako ze sSrodka, promicniem
EF =B, przetnie si¢ z linig DF w dwéch
punktach F i G, poloionych z jednéj strony
punkin D, a zatém otrzymamy dwa trojlgty
DEF i DEG, ktore odpomada]q ua zaga-
duoienie,

8h
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Uwaga. Zagadniente hyloby niepodobne
do rozwigzonia, gdyby bok B byl mniejszy
od prostopadté] spuszczonéj z punktu E na
lini¢ DF.

ZAGADNIENIE XIL

Nakrésliéc réwnoleglobok (fig. 87), majqe
wiawome dwa jego boki przy sobie lezqee A ¢
B i kqt C, przez nie ulworzony.

Poprowadimy lini¢ DE==A, przy pun-
keie D nakréslmy kgt FDE=C, odetnijmy
DF==B; opisawszy dwa luki, jeden ze
srodka F promieniem FG=DE; adrugi ze
srodka E promieniem EG =—DF, i punkt
G, w ktorym te fuki przetng si¢ z sobg, po-
1gczywszy 2 F i E liniami FG i EG, otrzyma-
my réwnoleglobok igdany DEFG., Gdyi po-
dlug wykréslenia boki przeciwlegle sa sobie
réwne, przeto czworokyt jest réwnoleglobo-
kiem (pod. 29, ks. I); nadto w sklad tego
rownolegloboku wehodzg boki i kat dany.

Witiosel. Jeieli kat dany jest prosty, fi-
gura bedzie prostokatem ; jeieli nadto boki
dace 53 sobie réwne, otrzymamy kwadrat,
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ZAGADNIENIE X0II.

Znalésé srodel kota, lub tuku danego.

Obrawszy na okregu trzy punkta dowolne
(fig. 88) A, B i € i polaczywszy je liniami
prostemi AB i BC, podzielmy kazdg 2 nich na
dwie czgsci rowae, i ze srodkow tych linij
wystawmy do nich prostopadia DE1 FG, kté-
re przetng sigz sobg w punkcie szukanym O,

Uwaga. Tox samo wykreslenie stuzy do
poprowadzénia przez dane trzy punkta A, B
i € okregu kolu i do opisania keta na danym
trojkgcie ABC.

ZAGADN]ENIE X1v.

Pr punkt dany poprowadm styczng do
kola.

Jezeli punkt dany A (fig. 89) jest na okre-
gu, poprowadimy prostopadly AD do pro-
mienia CA, a AD bedzie styczng 23dang (pod
9 ks. 10).

Jezeli punkt dany A (fig. 90) jest za okre-
giem, polaeimy go ze srodkiem danego kola G
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linig prosty AC; podzielmy linig AC na dwie
czesci rowns w punkcie O, i z punktu O, jako
ze.srodka, promieniem OC, opiszmy okrag,
ktéry z okregiem danym przetnie si¢ w pun—
ktach B i D; linie AB i AD, lyezace punkta B
iD zA, beda stycznemi i)danevm

Gdyz katy CBA i CDA, jako wpisane w pol-
kole, s3 proste (pod. 18 ks. If), a zatém linie
AB i AD sg prostopadle do promieni i prze-
chodzg przez ich kotce, a tém scmém sq sty-
czne z kolem. ;

Uwaga. Przez punkt A dany za kofem,
zawsze moina poprowadzi¢ dwie styrzne AB
i AD rowne sobie; bo tréjkaty prostokjtne
CBA i CDA, majac przeciwprostokatng wspél-
na i bok CB== CD, s3 sobie réwne (pod. 18
ks.I); przeto AD=—=AB.

ZAGADNIENIE XV.

W dany tréjkat ABC wpisac kolo (fig: 91).
Podzielmy katy A i B na dwie czesci w6~
wne liniami’prostemi AO i BO, ktore sie zej-
dg w punkcic O; z punktu O spusémy prosto-
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‘padte OD, OE, OF sa boki tréjkata, powiadam
Ze trzy prostopadle sg sobie réwne; gdyz po-
dlug wykrésienia kyt DAO == OAF, wigc dwa
trojkaty prostokgtne ACGD 1 AOF majac prze-
ciwprostokatng AO wspilug 1 po dwa katy
przy niéj leigce odpowiednio réwne,sg sobie
réwne; a zatém DO == OF. Podobnie mo-
inaby okazaé, ie trf\jkqt}' BOD i BOE s3 so-
‘bie réwne, atém samém ie OD=O0E; wicc .
trzy. prostopadte  OD, OE i OF sy sobie
réwne.

Jezeli wige zpunkta O, jako ze Srodka,
promieniem OD opiszemy okrag kola wide-
cznie on bedzie wpisany w trojkat ABC; gdyz
bok AB, bedac prestopadly do promienia i
przechoezge przez koniec jego jest stycznym
z okregiem; toi samo ma miejsce z bokami
BC i AC.

Uwaega. Tray linie proste, dzielgce katy
trojkata na dwie czesci rowne, schodzg sie
1 sobg w jeduym punkcie.
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ZAGADNIGNIE XVIL

Na danéj lnii prosté) AB (fig. 921 93)
episac laki odcinck, aby kaidy kqt w niego
wpisany, byt réwny katowi danemu C.

Przedluimy AB ku D, i przy punkcie B
nakréslmy kgt DBE==C, poprowadimy li-

“ni¢ BO prostopadta do BE i ze $rodka linii
AB wystawmy linie GO do niéj prostopadla,
ktora z linig BO przetuie si¢ w punkeie O ;
z punktu O, jako ze $rodka, promieniem
OB opiszmy kolo, a odeinkiem 7gdanym be-
duie AMB.
 Poniewai linia BF jest prostopadia do
promienia OB i przechodzi przez koniec je-
g0, przeto”jest stvezna, a kat ABF ma za

- miarg polowg tuku AKB (pod. 19 ks.1I};

nadto kgt AMB, jako wpisany, ma takie za
miarg potowe luku ABK, wiec kgt AMB=

ABF=EBD==C; precto. wszystiie katy

wpisane w odcinek AMB sy rowne kgtowi

danemu C

Uwaga. Gdyby kat dany byt prosty, naten-
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czas odcinek szukany bylby polkolem, opi-
saném ua sSrednicy AB. ' '

ZAGADNIENIE XVIL

Znales¢ stosunele liczebny pomigdzy dwie-
ma liniami prosiemi A3 i CD (fig. 94), ma-
jacemi wspélng miare.

Pizeniesmy linig CD na linig wicksza AB
i przypusémy ze w niéj si¢ miescei dwa razy
z reszty BE.

Reszte BE przeniesmy na linie CD i przy-
pusémy ie miesci sie w niéj raz jeden z re-
sztg DF, : 1

Przeniesmy resmte druga DF na pierwszy
BE, i dajmy ie sie wniéj miesei raz jeden

zreszia BG,

Przeniesmy trzecig reszta BG na drugy DF
tyle razy, ile razy si¢ w niéj mi#Sci.

I'tak daléj postepujmy dopoty, dopéki nie
dojdziemy do reszly, ktéra bedzie si¢’ zupel-
Die miescila pewng liczbg razy w reszcie po-
przedz.qucéj

Oslatnia reszta bedzle wspb6lng miarg linij

.
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danych, uwaiajge zas jy za jednosé, latwo
znaléi¢ wartosci (wyraiene w iéj jedunesci)
reszt poprzedzajacyeh i nakoniec linij danych,
zkad wyprowadzi si¢ stosunck liczebny tych-
ie linij, : . ‘ :

Naprzyklad, przypuseiwszy ie BG miesci
sig' W FD razy dwa bez resaly, wspolog mia-
rg limj danych bedzie BG. Niech bedzie
BG:=1,. prezeto FD=2; lecz EB=FD
4+ BG. wicc EB=3; CD=—=EB+FD,
wiec CD == 5; aakonies AB miesci w sobie
CD dwa razy ! EB, wige AB==13; przeto
~ stosunek linij AB 1 CI) jest réwny stosunko-
wi lieczb 13 i 5. Wzigwsay liuig CD za je-
dnos¢, linia AB bylaby %, a wzigwszy AB
za jednosc, linia CD bylahy 5.

Uwaga. Ten sposch wynajdywania wspél-
néj miary dwoch linij jest taki, jaki daje aryt-
metyka na:zualezienie wspélnego dzielnika
~dwéch licib; a tém samém on uie potrzebu-
je oddzielnege dowodzenia,

Moie si¢ zdarzy¢ ie posunawszy najdaléj
dzialanie, nigdy nie dojdziemy do reszty, kté-
raby si¢ zupelnie miescila w reszcie poprze-
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dzajacéj. Natenczas dwie linie dane nie ma-
ja wspdlndj miary | nazywajg si¢ nietbspol-
iernemi; 'przyklad takich linij napotkamy
pozniéj na przekatnéj i boku kwadratu.
W takim wige przypadku nie moina znalésé
Seislego stosunku liczebuego; lecz niezwa-
iajac na ostatnig reszte, znajdziemy stosunek
mniéj lub bardziéj przyblizony, w miare tego
jok daleko dzialanie posuniemy.

ZAGADNIENIE XVIIIL

Majqc dane dwa kqty A i B (fig. 95) zna-
les¢ ich wspdlng miare. jezeli one majqg ta-
kowa, 1 ztqd oznaczyé stosunek ich w liczbach.

Promieniami réwnemi z wierzchotkéw kg-
téw opiszmy luki CD i EF, ktére mierzg
katy A i B; z fukami CD i EF tak postepuj-
my, jak w zagadnicniu poprzedzajgcém po-
stepowalismy z liniami prostemi; gdyz luk
jeden moie by¢ przeniesiony na luk drugi
jednakowego z nim promienia, podobnie jak

linia prosta na drugg linie prostg. Takim
3 9
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sposobem dojdziemy do wspélng; miary tu-
kow CD i EF, jezeli one majg takowa, i do
stosunku ich liczebnego; ten za$ stosunek
jest stosunkiem pomigdzy kgtami danémi
(pod. 17, ks II), i jeieli luk DO jest wspél-
ng miarg tukéw CD i EF, kat DAO bedzie
wspolna miarg katéw A i B.

Uwaga. Takim sposobem moznaby znalezé
wartos¢ bezwzgledng kata, poréwnywajgc
* luk, stuigey mu za miarg, z calym okregiem
kota; np. jeieli luk CD ma si¢ do okregu
kola, jak si¢ ma 3 do 25, kat A bedzie %
cztérech katdw prostych, czyli 12 kata.
prostego. :

Moie si¢ zdarzyé ze Ruki poréwnywane
nie majy wspolnéj miary; w takim przypadku
otrzymamy stbsgnek katow mniéj lub wiecéj
przyblizony w miarg tego, jak daleko dziala-
nie posuniemy.
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RITBBALA BRBBERA,

0 PROPORCYONALNOSCI FIGUR.

SRR
Opisania.

1. Figury, ktérych powierzchnie s3 sobie
rowne, nazywajg si¢ réwnowaznemi.

Dwie figury réine co do ksztalta moga
by¢ réwnewaine; np. kolo moie by¢ rowno-
waine z kwadratem, tréjkatem, prostoka-
tem i t, d.

Nazwisko figur réownych -zostaje zacho-
wane dla tych, ktére po przyloieniu pray-
staja do siebie we wszystkich punktach; ta-
kiemi s3: dwa kola opisane réwnemi pro-
mieniami, dwa tr6jkaty majgce po trzy boki
odpowiednio réwne i t. d.
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2. Dwie figury majace katy odpowiednio
réwne i boki odpowiednic proporcyonalie s3
sobie podobne. Bokami odpowiedniémi na-
zywaja sie boki jednakowo polozone w obu
figurach, albo boki lezgce pray katach ré-
woych, Takie za$ kaly nazywajy sig kglami
odpowiedniémi.

Dwie figury réwne zawsze s3 sobie podo-
bne; lecz dwie figury podobne moga byé
nierowne.

3. W dwoéch kolach réinych, fukami po-
dobnemi, wycinkami podobnémi, odcinkami
podobnémi nazywaja si¢ tuki, wycinki, odcin-
ki odpowiadajgce kgtom rownym, majjcym
swoje wierzcholki w srodkach tychze két.

I tak jeieli kat A (fig. 96) jest réwny kg~
towi O, tuk BC bedzie podobny lukowi DE,
wycinek ABC podobny wycinkowi ODE i . d.

4, Wysokoscig rownolegtoboku jest pro-
stopadla EF, spuszczona z punktu obranego
na jedoym jego boku na bok przeciwlegly,
wzigty za podstawe (fig. 97).

5. Wysokoscig trojkata jest prostopadia
AD (fig. 98), spuszczona z wierzcholka kto-
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‘regokolwiek kata A na bok jemu przeciwle-
gly BC, wziety za podstawe.

6. Wysokoscig trapeza jest prostopadla
EF (fig. 99); poprowadzona do dwbch jego
bokéw AB i CD réwnoleglych.

NB. Dla zrozumienia téj ksiegi nalezy miéé
obecng w pamigci teorya proporcyj, po ktérg
odsytamy do zwyeczajnych wyktadéw arytme-
tyki lub algebry. Zrobimy tylko uwage, kté-
ra jest waing dla nalezytego zrozumienia
proporeyj i dla ulatwienia pojecia badz to wy-
raien, badz dowodzen. :

Wiémy ze w kazdéj proporcyi A:B=C:D,
iloczyn wyrazéw skrajnych AXD jest rowny
iloczynowi wyrazéw srednich B X C.

Ta prawda jest niezaprzeczony dla liczb,
lecz taka jest i dla wielkosci jokichkolwiek,
byleby one byly oznaczone liczbami, lub téz
byleby wyobrazano sobie, ze one sg tak wy-
raione, co zawsze moina przypuscic. Jezeli
np. A, B, C, D s3 liniami, moina wyobrazi¢
sobie ze jedna z tych linij, albo te7 jakakol-
wiek piata, uzyta za miare dla wszystkich, jest
wzigta za jednosc¢; natenczas kaida z linij A,
B, C, D przedstawia pewng liczbe ]ednosc1‘
calkomtq fub ufamkowg, wspéltmierng lub
niewspolmierng, i proporcya migdzy liniami
A,B, C, D staje si¢ proporcya mledzy li--
czbamx. 9
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Iloczyn z linij A i D, ktéry nazywa sig
takze prostokatem z tych linij, oznacza liczbg
jednosci podtuinych zawartych w A, pomno-
zong przez liczbe jednosci podtuinych zawar-
tych w B; pojmujemy ze ten iloczyn jest i
powinien by¢ réwny iloczynowi wypadajgce-
mu z pomnoenia linij B i C przez siebie.

Dwie wielkosci A i B moga by¢ jednego
gatunku, np. liniami, a dwie drugie wielko-
Sci G 1 D innego gatunku, np. powierzchnia-
mi; natenczas naleiy uwaia¢ te wielkosci
jako liczby, A 1B beda wyrazone w jedno-
$ciach podtuinych, a C i D w jednosciach
powierzchni, 1 iloczyny AXD 1 BXC be-
da liczbami. :

W ogélnosci we wszystkich dziataniach,
ktore odbywamy z proporcyami, naleiy uwa-
2aé wyrazy proporeyi za liczby, z ktérych katdy
ma byé wlasciwego jemu gatunku; w takim
razie nie bedziemy mieli zadnéj trudnosci
w pojeciu dzialan i wypadkéw, jakie ztad
wynikaja. ;

Winnismy takie uprzedzié, e wiele do-
wodzen przez nas uzywanych, opiéra si¢ na
niektorych prawdach najprostszych, wzigtych
z algebry, ktore znowu zasadzajy si¢ na pe-
wnikach wiadomych: i tak, maiae A—=B 4G,
jeieli kaidg strong pomnozymy przez M, be-
dzie AXM=B X M-+ C X M; podobnie
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jeieli mamy A==B+4C i D==E —C, do-
dawszy te ilosci do siebie i w summie dru-
giéj opusciwszy +C i — C, ktére niszezg sie
wzajemnie, otrzymamy A+D—B+4E it.d.
Wszystko to jest samo przez si¢ widoczne,
lecz w razie trudnosci naleiy poradzi¢ sig
dziel algebry i lgtzyé takim sposobem nauke
algebry i geometryi.

PODANIE L

Twierdzenie.

Dwa réwnolegloboki, majgce podstawy ¢
wysokosci rowne, sq sobie réwnowazne.

Niech bedzie (fig. 100) AB podstawa wspol-
ng dwoch rownolegtobokéw ABCD i ABEF,
ktére majgc jednakowy wysoko$é, beda mialy
podstawy gérne DC i EF na jednéj linii ré-
wnolegléj do AB, Z wlasnosci réwnoleglo-
bokow mamy AD =BC i AF =—BE; dla t¢}-
ze pr'zyczyny jest DC=AB i FE—=AB, a
tém samém DC=FE; wigc odjawszyod li-
nii DE raz DC i drugi raz FE, otrzymamy
reszty CE i DF rowne sobie.
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Ztad wynika ze trojkaty DAF i CBE maja
boki rowne, a tém samém s réwne sobie.

Jeizeli od czworokata ABED odéjmiemy
trojkat  ADF, pozostanie réwnoleglobok
ABEF, odjawszy zas od tegoi czworokata tréj-
kat CBE, pozostanie réwnolegtobok ABCD;
wigc dwa réwnolegloboki ABCD i ABEF,
majace podstawy i wysokosci réwne, 53 ro-
wnowaine,

Whniosek. Rownolegtobok (fig. 101) ABCD
jest fé\s'now'air:y prostokgtowi ABEF, majg~
cemt z nim jeduakowy podstawe i wysokosé.

PODANIE IL

Twierdzenie.

Wszelli tréjkqt ABC (fig 102) jest pélo-
wq réwnolegloboku ABCD, majqcego z nim
ednakowg podstawe i wysokosé.

~ Gdyz dwa trojkaty ABC i ACD, majac bok
AC wspolny, bok AD =BC (pod. 28 ks, I),
bok AB=—CD, sy schie rowne; a zatém
trojkat ABG jest poltowa réwnolegloboku
ABCD. ‘ :
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Whnioeek 1. Trojkat ABC jest polowy pro-
stokata BCEF, majgcego.z nim wspélng pod-
stawg BC 1 wysokos¢ AO; gdyi prostokat
BCEF jest rownowainy z rownolegtobokiem
ABCD. : .

1L Wszystkie tréjkaty, majace podstawy i
wysokosci réwne, s3 sobie réwnowaine.

PODANIE IIL
Twierdzenie.

Dwa prostokaty majgce réwne wysokoset,
sq do siebie w stosunku swoich podstaw.

Niech beda (fig. 103) ABCD i AEFD dwa
prostokaty, majace wspélng wysokosé AD,
mowig, ie one miéc sig' bedg do siebie jak
ich podstawy.

Przypusé¢my naprzod, ie podstawy AB i
AD sa wspolmierne, i ze majj sie do siebie
w stosunku liczb 7 1 43 podzieliwszy AB
na T cigsci rownych, AE bedzie miescila
w sobie takich czeSci 4; wyprowadziwszy
z punktéw podzialéw prostopadle do pod-
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sfawy, piérwszy prostokat zostanie podzielo-
ny na 7 prostokatow czastkowych réwnych,
a prostokat drugi na 4 takich samych pro-
stokgtow czgstkowych; a zatém prostokat
ABCD tak si¢ ma do prostokgta AEFD , jak
7 do 4, czyli jak AB do AE. Toi samo ro-
zumowanie moinaby powtérzy¢ przy kaidym
innym stosunku podstaw; a tém samém, sko-
ro podstawy sa wspotmierne, bedzic:
ABCD: AEFD — AB: AE.

Przypusémy po 2-e, ie podstawy AB i
AE (fig. 104) sa mewspotmxeme mowie ie
bedzie takie:

ABCD: AEFD —AB: AE.

Jeieli bowiem ta proporcya nie jest pra-
wdziwa, trzy pierwsze jéj wyrazy moga po-
zosta¢, lecz wyraz czwarty powinien byé albo
wigkszy, albo mniejszy od AE. Przypusémy
ie powinien by¢ wiekszy, a w takim razie
bedzie:

ABCD; AEFD = AB:AO.

Podsiclmy lini¢ AB na czesci réwne mniej-
sze od EO; w takim razie przynajmniéj jeden
punkt podzialu J przypadnie migdzy Ei O;
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z punktu J wyprowadzmy lini¢ JK prostopa-
dla do AJ. Podstawy AB i AJ bedg wspol-
mierne, a tém somém , podlug tego co jui
dowiedziono, bedzie :

ABCD :AJKD=AB : AJ,
lecz z przypuszezenia mamy,

ABCD:AEFD —=AB:AOQ;
poniewai poprzedniki w tych proporcyach s
sobie rowne, wigc ich nastepniki stanowia
proporcye:

AJKD:AEFD=AIJ: AO.

Poniewaz AO jest wicksze od AJ, wige,
aby ta proporcya byla dobrg, potrzeba ze-
by prostokat AEFD byt wigkszy od AJKD,
ie zas on jest mniejszy, przelo proporcya
przypuszczona nie moze miéc miejsca; a tém
samém nie moize sig mié¢ ABCD do AEFD,
jak si¢ ma AB do linii wickszé] od AE.

Podobniei moznaby okaza¢ ze czwarty wy-
raz proporcyi zalozondj nie moie by¢ mniej-
szy od AE; a tém samém on jest rowny AE.

A zatém, jakikolwiek jest stosunek pod-
staw, dwa prostokaty ABCD i AEFD , maj3-
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ce jedoakowe wysokosci, maja si¢ do siebie
juk podstawy AB i AE.

.PODA‘NIE 1Vv.
Twierdzenic.

Duwa prostokqty ABCD i AEGF jakickol-
wiek (fig. 105) majg si¢ do siebie jak tloczy-
ny z ich podstaw przez wysokosci; to jest:

ABCD : AEGF==ABXAD :AEXAF.

Postawiwszy te dwa prostekgty tak, aby
katy przy A byly wierzchotkiem stykajgcémi
si¢, przedluimy boki GE i CD do spotkania
sie z sobg wH. Dwa prostokaty ABCD i
AEHD, majac wspblng wysokosé AD, maja
sig do sichie jak ich podstawy AB i AE; po-
dobniez dwa prostokaty AEHID i AFGE, ma-
jac wspblng wysokosé AE, majg si¢ do sie-
bie jak ich podstawy AD i AF, azalém mamy:

- ABCD:AEHD=—AB:AE,
AEHD: AEGF ==AD : AF.

Pomnoiywszy przez sichie wyrazy odpo-
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wiednie tych proporcyj i w otrzymanéj pro-
porcyi opusciwszy czynnik AEHD, wspélny
dla obu wyrazéw piérwszego jéj stosunku,
bedzie: .

ABCD: AEGF=—=AB X AD : AE X AF.

Uwaga. Podlug tego za miarg powierz-
chni prostokata moina wzigs¢ iloczyn z jego
podstawy praez wysoko$é; rozumiejge przez
to iloczyn zdwéch liczb, z ktérych jedna jest
liczbg jednosei podluznych zawartych w pod-
stawie, a druga liczba takich samych jedno-
$ci zawartych w ;vysokos'ci. :

Ta miara pie jest bezwzgledna, lecz sto-
sunkowa; przypuszczamy bowiem, ie podo-
bniez obliczono powierzchui¢ innego prosto-
kata, mierzac podstawe i wysokosé jego za
pomocy takiéj saméj jednosci podtuinéj; po-
mnozywszy przez siebie dwie liczby ztad
wypadle , otrzymamy drugi iloczyn, a slosu-
nek takich dwoch iloczynéw jest réwny sto-
sunkowi prostokgtow, podlug twierdzenia
poprzednio dowiedzionego. .

~ Naprzykiad, jeieli wysokosé prostokgta A
} zawiéra 3 jednosci-a podstawa 10, prostokat’
| it 10
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wyrazi si¢ iloczynem 3% 10, t. j. liczbg 30;
ta liczba oddzielnie uwazana nic nie wyraza.
Lecz powierzchnia drugiego prostokata B,
ktorego podstawa zawiera 12 a wysokosé 7
jednosci, wyrazi sig przez 12X 7, czyli 84;
ztad wniesiemy, ie proslokqty‘A i B majg sig
do siebie, jak 30 do 84; jeieliby wige zgo-
dzono si¢ wzigs¢ prostokat A za jednos¢ mie-
rzenia powierzchni, natenczas bezwzgledna
miara powierzchni prostokata B bylaby ré-
vna §3, to jest: on zawieralby w sobie &
jednosci miar powierzchni takich jak A.

Zwykle i to jest daleko. prosciéj, biorg za
jednosé do mierzenia powierzechni kwadrat,
ktérego bok jest rowny jednosci miary po-
dluinéj; natenczas misra, ktérag uwazalismy
za stosunkowy, staje si¢ "bezwzgledng; np.
liczba 30, za pomoca ktoréj mierzylismy pro-
stokagt A, przedstawia 30 jednosci miar po-
wierzchni, albo 30 kwadratoéw, z ktérych ka-
idego hokiem jest jednosé; fig. 106 przed-
stawia to najwidoczniéj.

W geomelryi czgsto ioczyn dwéch linij
biorg za prostokqt z tychie linij; to wyraie-
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nie uiywa si¢ nawet w arytmetyce dla ozna-
caenia iloczynu z dwoch liczb nierownych;
podobuie uiywa si¢ wyrazmu kwadrat, dla
oznaczenia iloczynu z liczby przez nig samg.

Kwadraty liczb 1, 2,3 it. d. sa 1,4,9
it d. Itak (fig. 107) widzimy 7e kwadrat
z linii 2 razy wickszéj od danéj, jest & razy
wickszy od kwadratu z linii danéj; kwadrat
2 linii 3 razy wigkszéj, jest wiekszy 9 razy
it d

PODANIE V.
; Twierdzenie.

Powierzchnia jakiegokolwiek réwnoleglobo-
ku jest réwna iloczynowi z]ego podslawy
przez wysokosc. :

Gdyz réwnolegtobok ABCD (fig. 101) jest
réwnowainy z prostokatem ABEF, majacym
tez samg podstawe AB i wysokos¢ BE (pod. 1
wn.); poniewaz zas powiérzchnia prostokata
jest réwna AB X BE (pod. 4) zatém i po-

wierzchnia réwnolegtoboku z nim réwnowa- -

inego, jest rowna AB X BE.

o
/
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Vniosek, Rownolegloboki majace réwne
podstawy maja si¢ do siebie w stosunku
swoich wysokosci, a majace rowne wysoko-
$ci maja si¢ jak podstawy; gdyz jezeli mamy
trzy jakiekolwiek wielkosci A, B i C, zawsze

bedzie AX C:BX C=A:B.

PODANIE VL
Twierdzenie.

Powierzchnia tréjkata jest réwna iloczy-
nowi z jego podstawy przez poél wysokosei.

Gdyz trojkat ABC (fig. 108) jest polowa
réwnolegtoboku ABCE, majscego z nim-
wspblng podstawe BC i wysokos¢ AD (pod.
2); ie za$ powierzchnia réwnolegloboku
=—BC X AD (pod. 5), przeto powierzchnia
trojkata = IBCX AD, albo BCX jAD.

Whniosek. Dwa tréjkaty, majgce réwne
wysokosci, sa do siebie wstosunku swoich
podstaw, a tréjkaty majace réwne podstawy,
majq si¢ do siebie jak wysokosci.
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PODANIE VIIL
Twierdzenie‘.

Powierschnia trapeza ABCD (fig. 109) jest
réwna jego wysokosci EF , pomnozond przez
polowe summy bokéw réwnoleglych AB i CD.

Przez srodek J boku CB, peprowadimy
linie KL réwnolegla do boku przeciwlegte~
go AD, i przedluimy DC do spotkania sig
z KL. ,‘

Trojkaty JBL i JCK majg bok JB=1JC
z wykréslenia, kgt LIB—CJK, i kat JBL
= JCK, bo linie CK i BL s3 réwnolegle
(pod. 23 ks. I); wigc te tréjkaty si sobie ré=

~wne (pod. 7 ks. I) i tém samém trapez ABCD

jest rownowainy z réwnolegtobokiem ADKL,
a tém samem jego powierzchnia == EF X AL.

Lecz mamy AL=—DK, a dla réwnosci
trojkatow JBL 1 KCJ, bok BL=CK, wigc
AB4-CD =AL-+DK==2AL; i tak AL jest
pétowa summy podstuw AB 1 CD; wiec na-
koniec powierzchnia trapeza ABCD jest ro-
wna wysokosci EF, pomnoiondj przez pb=

: ’ 10?
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towe snmmy podstaw AB i CD, co da sig

AB4CD
tak wyrazic ABCD-—EFX( + :

Uwaga. Przez punkt J, ktory Jest srod-
kiem boku CB, poprowadziwszy lini¢ JH ré-
whnolegty do podstawy AB, punkt H bedzie
$rodkiem boku AD; gdyz tzworokaly AHJL
i DHIK, majac boki przeciwne réwnole-
gle, sa rownolegtobokami; a zatém mamy
HA=IJL i DH=JK, e zas JL==JK prze-
to AH—DH. :

Latwo dostrzedz ie linia HI=—AL=—
AB-+CD

, a zatémpowierzchuie trapeza mo-

zna wyrazi¢ przez EF X HJ, to jesi: powierz-
chnia trapeza’ takie jest rowsna ilocgynowi
% wysokosci przez linig lgczqeq srodki dwéch
bolcow nierdwnoleglych.

PODANIE VIL
Twierdzenie.

Podzieliwszy linig AC (Gg. 110) na duwie
exgsci AB i BC, kwadrat z calgj linii AC
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bedzie miescil w sobie: kwadrat z czgsci AB,
kwadrat z drugiéj czesci BC ¢ dwa prosto-
katy z czesci jedné] przez druga; to jest:
AC2, albo

(AB4BC)%==AB2 4 BC2 4 2.ABXBC.

- Wiystawmy kwadrat ACDE, odetnijmy
AF == AB, poprowadimy FG réwnolegla do
AC, 1 BH rownolegly do AE.

Kwadrat ACDE podzielil si¢ na 4 czesci:
pierwsza z nich ABJF jest kwadratem z linii
AB, gdyz wziglo AF =—=AB; cz¢s¢ druga
JGDH jest kwadratem z linii BC, gdyz ma-
my AC—AE i AB—AF, a tém samém i
roinica AC —AB jest rowna réinicy AE
~ AF, ciyli BC-=EF; lecz dla réwnoleglo-
$ci, JG ==BC i DG=EF=BC(, przeto cawo-
rokat JGDH jest kwadratem z linii BC. Od-
jawszy te dwie esgSci od cale"o kwadratu,
pozostang dwa prostokaty BCGJ i EFJI,
z ktorych kazdy ma za miare ABXBG; przeto
kwadrat z linii AG i t. d.

Uwaga. To podanie jest to samo, co twier-
dzenie dowiedzione w algebrze, o skladzie
kwadratu z dwumianu, to jest:

(a-+4b)2=a2+b2+4.2ab.
http://rcin .org .pl
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3
PODANIE IX.
. Twierdzenie.

Jezeli linia AC (fig. 111) jest rézinicq dwdch
liny AB @ BC, kwadrat wyslawiony na niéj
bedsie réwny: kwadratowi s AB, wiged) lwa-
dratem 5 BC, mnidj dwa razy wziety prostolqt.
" wystawiony na liniach AB i BC; to jest: AC2,
czyli (AB—BC)2== AB2+BC2— 2.AB X BC.

Wrystawmy kwadrat ABJF, weimy AE
=—AC, poprowadzmy linig CG. rownolegla
do BJ i HK réwnolegly do AB i wystawmy
kwadrat EFLK. :

Kaidy z prostokgtéow CBIG i GLED ma
za miarg ABXBC; jeieli je 6dejmiemy od
caléj figury ABJLKEA, kiéra znaczy AB2
+BC2, pozostanie kwadrat ACDE, to jest
kwadrat z AC; prazeto i t. d. L

Uwaga. To podanie sprowadza si¢ do for-
muly algebraicndj : '

- (a—b)2==2a%+4-b? — 2.ab,
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PODANIE X

Twierdzenie,

Prostokat majqey za podstawe summe a za
wysokosc réznice dwich linij, jest réwny ré-
znicy kwadratow z tychie liny, t. j. (AB4
BC)X (AB — BC) = AB2 — BC?, (fig.112.)

Na liniach AB i AC wystawmy kwadraty
ABJF i ACDE, przedluimy AB tak, aby
przedluzenie BK bylo réwne BC, i wystaw-
my prostokat AKLE,

Podstawa AK prostokgta AKLE jest ré-
wna summie linij AB i BC, a jego wysokosé
AE jest réinicg tychie samych linij; przeto
prostokat AKLE == (AB+BC)X (AB—BC).
Lecz ten prostokat sktada sie z dwoch czesci:
ABHE i BHLK, cz¢s¢ BHLK jest rowna
prostokagtowi EDGF, gdyi BH—=DE i BK -
=—FF; wicc AKLE==ABHE+EDGF. Ze
zas te dwic czedci stanowiy kwadrat ABJF
zmuiejszony czworokgtem DHIG, ktéry jest
kwadratem z linii ' BC; przeto nakoniec

(AB4-BC) X (AB -— BC) —AB? — BC2.
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Uwaga. To twierdzenie jest wystowieniem
wzoru algebraicznego 2

(a+b)(a —b)=a% —b2

"PODANIE XIL
Twierdzenie.

W tréjkgceie prostokatnym kwadrat z prze-
ciwprostokainé) jest réwny summie kwadratéw,
wystawionych na ramionach kqla prostego.

Niech bedzie (fig. 113) ABC tréjkat pro-
stokatny przy A, wystawiwszy na kaidym
boku jego iwadrat, z wierzcholka kata pro-
stego spusémy prostopadly AD na przeciw-
prostokatng, i przedluimy jg do przecigcia
si¢ z FG w punkcie E, nastepnie poprowadz-
my przekatne AF 1 CH.

Kat ABF sklada sie z kata ABC i kata pro-
stego CBF, kat CBH sklada sie z tego: sa-
mego kata ABC i z kata prostego ABH;
przeto kat ABF —=HBC. Lecz nadto AB=
"~ BH, jako boki jednego kwadratu, i BF==BG
dla téj saméj przyczyny; zatém trojkaty ABF i
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HBC, majac po kycie réwnym, utworzonym
przez boki odpowiednio réwne, s3 sobie
rowne.

Trojkat ABF jest polowa prostokgta DEFB,
majacego z nim wspolng podstawe BE i je-
dnakowg wysokos¢ BD (pod. 2). Podobniei
trojxat HBC jest pélowa kwadratu ABHL;
gdyz, poniewaz katy BAC i BAL sg proste,
linie AC i AL stanowig jedna linie prosta,
réwnolegty do HB; zatém trojkat HBC, ma-
jae wspélng podstawe BH i wysokosé AB
z kwhdratem ABHL, jest jego polowa.

Jui dowiedziono , ie tréjkat ABF jest ro-
wny trojkatowi HBC; a zalém prostokat
BDEF, dwa razy wickszy od tréjkqta ABF,
jest réwnowainy z kwadratem ABUL, dwa
razy wickszym od trojkagta HBC. Pedobnie
mozna dowies¢, ie prostokat CDEG jest réo-
wnowazny z kwadratem ACJK. Lecz dwa
prostokaty BDEF i CDEG stanowia kwadrat
BCGF; przeto kwadrat BCGF, wystawiony -
na przeciwprostokglnéj, jest réwny summie
kwadratow ABHL i ACIK, wystawionych na
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ramionach kata prostego, czyli BC2—AB?

+ AC2,

Whiosek 1.-Wigce kwadrat z ktéregokol-
wiek ramienia kgta prostego jest rowny kwa-
dratowi z przeciwprostokatnéj, zmniejszone-
mu kwadratem z drugiego ramienia kgta
prostegos t. j. AB2==BC2—AC2.

- 1. Niech bedzie kwadrat ABCD (fig, 122),
i AC jego przekatna; poniewai trojkgt ABG
jest prostokatny i réwnoramienny, przeto
AC2—AB24BC2 =2.AB2, t. . kwadrat
z praekqiné kwadratu, jest dwa razy wickszy
od tego kwadratu.

Te wlasnos¢ kwadrata damy pownaé wi-
docznidj, poprowadsiwszy przez punkta A i
C lipie rownolegte do BD 1 przez penkta B
i D linie rownolegte do AC; takim sposobem
utworzy si¢ nowy kwadrat EFGIE, ktory
bedzie kwadratem z AC. Whdzimy Ze kwa-~
dratEFGH zawiera w sobie o$m trojkatow
rownych ABE, a kwadrat ABCD miesci ich
tylko cztéry; przeto kwadrat EFGII jest dwa
razy wigkszy od kwadratu ABCD.

http://rcin.org.pl



121

Poniewaz AC2:AB3=2:1, przeto wy-
ciggngwszy pierwiastki kwadratowe z wyra-
26w 6] proporcyi, bedgjie AC:AB=V/2:1;
a zatém, pizekqina kwadratu i bok jego sq
linie niewspdélmierne.

Obszerniéj to rozwiniemy na inném miejscu,

HIL. Dowiedziono wyiéj, ze kwadrat ABHL
jest rownowainy z prostokgtem BDEF; dla
wspoludj wysokosci BF, kwadrat BCGF tak
si¢ ma do prostokgta BDEF, jak podstawa
BC do podstawy BD; a zatém

BC2:AB2=BC:BD,
wige, kwadrat z przeciwprostokatné) tak sig
ma do kwadratu z ramienia kqla prostego,
jak sig ma przeciwprostokqina do odcinka,
przyleglego temuz ramieniowi, Odcinkiem
nazywa si¢ kazda z dwéch czesci, na ktore
przeciwprostokatna zostala podziclona przez
prostopadlg, spuszezong na nig z wierzcholka
kata prostego; i tak: BD jest odcinkiem
przylegtym ramieniowi AB, a DC jest od-
cinkiem przyleglym ramieniowi AC. Podo-
baie otrzymalibysmy:

BC2:AC2=BC: CD. -
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IV. Prostokgty BDEF i DCGE, majac
wspolng wysokos¢ DE, maja si¢ do sichie
jak podstawy BD i CD; poniewai zas te pro-
stokaty sa rownowazne z kwadratami ABHL
i ACJK, wiec bedzie :

AB2:AC2=BD:DC.
Przeto, kwadraty z ramion kqla prostego
majq si¢ do siebie, jak odeinki przeciwpro-
stokqtnéy , przylegle tymie ramionom.

PODANIE XIL
Twierdzenie.

W tréjlqcie ABC (fig. 114), z wierzeholka
A spusciwszy prostopadlq AD na bok prze-
ciwlegly BC, kwadrat z boku AB, praeciw-
leglego kqtowi ostremu G, jest réwny sum-
mie kwadratéw z dwdch innych bokdw AC @
BC mniéj dwa razy wziglym prostokqlem z boku
BC, na kiéry spussczono prostopadla, przez -
“sego odcinel DG, praylegly kqlow: osiremu G
to jest bedzie: : ’

AB2=AC2+BC2—2.BCX CD.
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Tutaj by¢ moga dwa przypadki:

1. Kiedy prostopadta pada wewnatrz tréj-
kata ABC, wtedy BD=BC—CD, a zatém -
(pod. 9) BD2=BC2+CD2—2.BCXCD,
Dodajac do kaidéj z tych ilosci AD2 i uwa-
zajac ie trojkaty prostokatne ABD i ACD da-
ja: AD24-BD2==AB2 i AD24-DC2=A(?,
bedzie AB2=BC2-+AC2— 2.BCXCD.

2. Jeizeli prostopadla AD pada zewngtrz
tréjkata ABC, bgdzie BD —=CD—BC, i zalém
(pod. 9) BD2=CD?+ BC2—2.CD X BC.
Dodajac do kazdéj strony AD? i postepujac
jak wyiéj, otrzymamy:

AB2=BC2++A(2—2.BCX CD.

PODANIE XIIIL
: Twierdzenie.

W tréjkqcie rozwartokginym ABC (fi. 115)
z wierscholka A spusciwszy prostopadly AD
na bok przeciwlegly CB, kwadrat z boku
AB, przeciwleglego kglowi rozwarlemu G,
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jest réwny summie kwadraldw wyslawionych
na ramionach kqta rozwartego C, wigeés
dwéma prostokgtami z boku BC na ktéry
spuszczono prostopadlg + odeinka CD, t. 7.
bedzie :
AB2= AC2+BC2+2.BCXCD.

Prostopadla AD nie moie upasé wewnalrz
trojkata; gdyi jezeliby ona przeszta np. przez
punkt E | trojkyt ACE mialby jeden kat pro-
sty E i drugi rozwarty G, co by¢ nie moie
(pod. 32, ks. I), a zatém prostopadtla pada ze-
wnatrz i mamy BD =BC+-CD, zkad wyni-
ka (pod. 8) BD2=BC24CD2+42.BCXCD.
Dodajgc do kazdéj strony AD? i uwaiajge ie
w tréjkacie ABD, BD2 4+ AD?=—AB?, a
w trojkacie ACD, AD24DC2=AC2, otrzy-
mamy:

AB2—BC2+4+AC2+2.BCXCD.

Uwaga. Tylko w tréjkgeie prostokgtnym
summa kwadratow z dwéch jego bokow jest
réwna kwadratowi z boku trzeciego; glyi, je-
ieli kgt pomiedzy dwoma bokami zawarty jest
ostry, summa 'lwadratéw wystawionych na
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tychie bokach jest wigksza, jeieli zas kat jest
rozwarty, summa kwadratéw z ramion jego
jest mniejsza od kwadratu z boku trzeciego.

PODANIE XIV.

Twierdzenie.

W jakimkolwiek trdjkqcie ABC (fig. 116),
polaczywszy wierzcholek jego ze srodkiem
" podstawy linig AE, bedzie:

AB24-AC2=2.AE2+2.BE3.

Spusémy prostopadty AD na podstawg BG,

trojkat AEG (pod. 12) da:
AC2=AE2+EC? —2ECXED.

Z trojkata ABE. (pod. 13) otrzymamy:
AB2—AE24 EB24 2.EBXED,
Dodawszy do sichie otrzymone wyraienia, i

pamigtajae e EB=EC, bedaie:
AB24AC2—2AE?+}2EB2.

Whriosek. Zatém, w kaidym réwnoleglo-
boku summa kwadratéw = bokéw jest réwna
summie kwadratéw z prsekatnych.

: 5 &y
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Poniewai przekgtne AC i BD (fig. 117)
dziely si¢ wzajemnie nadwie czgsci réwne w
punkcie E (p. 31 k. 1), wige trojkat ABC daje:

AB24BC2-=2AE2+2BE2.

Podobniet trojkat ADC daje :

AD2+4+DC2==2AE22DE2

Dodajae strony odpowiednie tych wyraien
i pamigtajgc ie BE = DE, bedzie:
AB24+BC2-+AD2+DC2 == 4.AE24+4.DE2.

Ze 25 4.AE? jest kwadratem z 2.AE czy- -
li z AC, a 4.DE? jest kwadratem z 2.DE
czyli z BD, przeto:

AB2+BC2+AD2--DC2==AC24-BD2
t. j. summa kwadratéw z bokéw réwnoleglo-
boku jest réwna summie kwadratow z jego
przekytnych.

PODANIE XV.
“Twierdzenie.

Linia DE (fig. 118), réwnolegla do pod-
stawy (réjkata ABG, dsieli jego boki AB i
AC na czgsci proporcyonalne, t. j. AD: DB
—AE:EC.
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Polaczmy punkt B z E i D z C liniami pro-
stemi BE i DC; dwa trojkaty BDE i DEC
maja wspolng podstawe DE, poniewaz zas
ich wierzcholki B i € leig na linii rownole-
gtéj do podstawy, przeto maja wysokosci
réwne i sg sobie rownowaine (pod. 2 w. 2).

Trojkaty ADE i BDE, majge wspélny
wierzchctek E, a podstawy na jedndj linii
prostéj, majg wspolug wysokosé, a tém sa-
mém mojy si¢ do siehie jok ich podstawy
AD i DB (pod. 6), t. ].

ADE:BDE = AD: DB.

Tréjkaty ADE i DEG, ktérych wspélnym
wierzcholkiem jest D, a podstawy leig na
jednéj linii prostéj, maja jednakowa wyso-
kosé, 1 tém samém sy do siebie w stosunku
~swoich podstaw AE i EC, to jest:

ADE:DEC =AE:EC.

Ze za$ trojkat BDE=—DEC, wiec te
dwie proporcye, dla wspéloego stosunku
ADE :DEC, dsja,

AD:DB=AE:EC.

Whiosek 1. Z 1éj proporcyi wypada

AD+DB :DB —"AE+EC:EC,
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czyli AB:DB=—AC:EC, i takie AB: AD
=—ACG:AE.

II. Linie réwnolegte (fig. 119) AC, EF
GH, BD i t.d., przecinajgc dwie jakiekolwiek
inie AB i GD, podzelg je na czgsci pro-
ljorcyonalhe,, i bedzie AE:CF=FEG:Fil
=GB : HD. 3

Gdyz niech bedzie O punktem przecigeia
si¢ linij AB 1 CD; wtréjkacie OEF, linia
AC jest rownoleglta do podstawy EF, a tém
samém OE: AE—=—OF :CF, albo OE:OF
—AE:CF. W trojkacie OGH podobniez
OE:EG=OF:FH czyli OE:OF—=EG:
FH, a zatém, dla stosunku wspolnego OE:
OF, te dwie propoicye daja AE: CF—EG:
“FH. Takim samym sposobem moizna okazaé
ze EG :FH =GB : HD, i tak daléj; o zatém
linie AB i CD sa podzielone przez linie ro-
wnolegle AC, EF, GH, i t. d. na cz¢sci pro-
porcyonalne.

PODANIE XIV.

Twierdzenie.
Odwrotnie, jezeli boki AB ¢ AC (fig. 120)
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tréjkata ABC przes linig DE sq podziclone
na czesci proporcyonalne, tak ze mamy AD ;
DB —AE : EC, méwie ze linia DE jest ro-
wnolegla do podstawy CB.

Jeicli bowiem linia DE nie jest réwnole-
gla do BC, przypusémy ic- jest taky linia
DO; wéwezas podlug twierdzenia poprzedza-
jacego ; bedzie AD : DB=—AOC: OC. Ze 225
podlug zaloienia mamy AD: BD = AE:EC,
azatém bylaby proporcya AO: OC—=AE:EGs
ktéora nie moie miéé miejsea, gdyi poprze-
dnik pierwszy AO jest mniejszy od drugicgo
poprzednika AE, a mastgpnik pierwszy OG
jest wigkszy od nastepnika drugiego EG;
zatém linia rownolegta do BC, przez punkt
D poprowadzonu, nic moie si¢ roinic od
DE, i tém samém DE jest rownolegla do BC.

Uwaga. Takiz sam wniosek uczynilibysmy
majac proporeye AB:AD=—=AC:AE, gdyz
ta proporcya dalaby AB— AD: AD=—=AC
— AE:AE, czyli BD:AD—=CE: AE.
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PODANIE XVIL
Twierdzenie.

Linia AD (fig. 121), dsielgea kqt BAG
trépkala na dwie czesci réwne dzieli bok jemu
przeciwlegly BC na dwa odeinki BD 1 DG,
proporcyonalne bokom AB i AC przyleglym
tymze odcinkom, 1 bedzie BD: DC=—=AB:AC.

Przez punkt C poprowadimy linig CE ré-
wnolegla do AD i przedluimy ja do spotka-
nia si¢ z przedluzeniem boku B\

- W tréjkacie BCE jest linia AD réwnole-
gla do podstawy CE, przeto (pod. 15):
BD:DC=—AB:AL.
Lecz trojkat ACE jest réwnoramienny; gdyz
dla rowaoleglosci linij AD i CE, kat ACE=
DAC i kqgt AEC=BAD (pod. 23, ks. I},
ie za$ z zalozenia kat DAC=—BAD, wigc
kat ACE—AEC i tém samém AE=—AC
(pod. 13, ks. I); a zatém, podstawiwszy w po-
preedzajacéj proporcyt AC na miejsce AE,
olrzymamy,
BD:DC=AB:AC.
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PODANIE XVII.

Twierdzenie.

Duwa tréjkqty réwnokqtne majg boki od-
~ powiednie proporcyonalne i sq sobie podobne.
Niech beda dwa trojkaty ABC i CDE (fig.
123). majace katy odpowiednie réwne, a
mianowicie: kat BAC—=CDE, ABC=DCE,
1 ACB=DBEC, powiadam ze boki odpowie-
doie, t. j. boki leigce naprzeciw kytoéw r6-
wnych, bedg proporcyonalne, i bedzie BC:CE
=AB:DC—=—AC:DE.

Ustawmy dwa trojkaty tak, aby one, majge
wspolny jeden wierzcholek, misly boki od-
powiednie skierowane w jedne strony, i prze-
dtuzmy boki AB i ED do spotkaxia si¢ z so-
by w punkcie F.

Poniewaz BCE jest linig prosty, a kat
BCA =CED, przeto (pod. 24, ks. I) linia AC
jest rownolegta do EF; dla podohnéj przy-
czyny linia DC jest réwnolegla do BF, przeto
czworokat ACDF jest rownoleglobokiem,

Poniewas w trojkacie BFE linia AC jest
réwnolegta do podstawy FE, przeto mamy
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BC:CE=BA : AF (pod. 15). Podstawiwszy
CD zamiast jemu réwnego AF, bedzie,
BC: CE—=BA : CD. .

W tymie, tréjkacie BFE, uwaiajae BF za
podstawe , linia CD jest réwnolegta do pod-
stawy i mamy proporeye BC: CE—=FD:DE.
Podstawiwszy AC w miejsce FD, bedzie,

BC:CE =—=AC:DE.

Nakoniec z tych dwéch proporeyj, maja-

cych stosunek wspolny BC: CE, wypada:
AC:DE =BA:CD.

A zatém, trojkaty ABC i CDE majgce kg-
ty rowne, maja boki odpowiednie propor-
cyonalne; ze zas, podlug opisu 2, dwa wie-
lokaty, majgce katy odpowiednie réwne i
boki odpowiednie proporcycnalne, s3 sobie
podobne, przeto tréjkaty BAC i CDE sa so-
bie podobne.

Whniosek. Dla podobieristwa trojkatow do-
sy¢ jest, aby mialy po dwa katy odpowiednie
rowne; gdyi w tokim razie i trzeci kgt je-
dnego bedzie rowny trzeciemu katowi dru-
giego trojkata (pod. 32, wn. 2, ks, I), i dwo
trojkaty bedg rownokgtne, a (ém samém so-
bie podobne.
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Uwaga. W trojkgtach podobnych hoki od-
powiednie lezg naprzeciw katéw rownych, i
tak jezeli kat ACB jest rowny DEC, bok AB
jest odpowiedni bokowi DC; podobniez boki
AC i DE, joko leigce naprzeciw kygtow ABG
i DCE rownyeh, sg sobie odpowiednie.. Roz-
poznawszy boki odpowiednie, moina z nich
‘uloiy¢ proporeye,

ADS Ch==AC " DE=BE:CF:

PODANIE XIX.
Twierdzenie,

_Dwa wéjkqty, majgece boki odpowiednie
proporcyonalne, sq rdwnokqtne i 1ém samém
pudobne sobie.

* Przypusémy ie jest (fig. 124) BC:EF =
AB:DE=—=AC:DF, powiadam ic trojkaty
ABC i DEF bedj mialy katy réwne, a mia-
nowicie kat A—D, B =E, C=F.

Przy punkcie E nakréslmy kgt FEG =B,

1 przy punkecie G kgt EFG=C, kgt trzeci -

G bedzie réwny ‘katowi A, i dwa trijkaty.
12
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ABC i EFG bedg rownokatne, a zatém, po-
dlug twierdzenia poprzedzajgcego, bedzie
BC:EF ==AB:EG; ic zas podlug zaloie-
pia mamy BC:EF=—AB:DE, przeto EG
—DE. Podlug tegoz samego Llwierdzenia
bedzie, BC:EF=AC:FG, ie zas podlug
zalozenia BC: EF =AC: DF, przeto FG—=
DF 3 wiec dwa trojkaty EGF i DEF, majac
bok DE=—EG, DF=FG i box EF wspol-
ny, sa sobie réwne (podanie 11, ksiega I) Ze
zas podiug wykreslenia trojkat EGF jést ro-
wnokatny z tréjkgtem ABC, przeto dwa troj-
katy DEF i ABC s3 réwnokatne i podobne
sobie.

Uwaga 1. Ostatnie dwa twierdzenia dajg
poznac', e w trojkgtach rownosc katow spro-
wadza proporcyalnesé bokéw, i odwrotnie;
tak ie dosc jest jednego z tych warunkoéw,
aby by¢ pewnym ie trojkgty sg sobie podo-
bne. Lecz nie tak jest z wielokgtami o wig-
ksz¢j licabie bokow; gdyi w czworokacie, nie
zmieniajgc jego katow, moina zmienic sto-
sunek pomigdzy bokami, a zalém réwnosé
katéw nie pocigga za sobg proporcyonalnosci
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bokéw, i proporcyonalnosé bokéw nie spro-
wadza réwnosci katow. Widzimy np. (fig.
125) ie w czworokgcie ABCD poprowa~-
dziwszy linie EF rownolegly do BC. otrzy-
mamy czworokat AEFD , ktorego katy sa
réwne katom danego czworokata, lecz stosu-
nek pemigdzy bokami jest inny; poedobniez,
nie zmieniajac bokow AB, BC, CD i AD,
moina punkt B przyblizy¢é albo oddali¢ od
D, co znowu wplynie na zmiang kgtow.

II. Dwa ostatnie pedania, ktére wiasci-
wie stanowia jedno, lgcznie z twierdzeniem
o kwadracie z przeciwprostokgtnéj sy najwa-
iniejsze w geometryi i najobfitsze w zastoso-
wania: one same wystarczaja do rozwigzania
niemal wszystkich zagadoien ; wszystkie al-
bowiem wielokaty moina pedzieli¢ na tréj-
katy, a kaidy trojkat na dwa irjkaty prosto-
katne, A zatém ogodlue wiasnosci trojkatow
mieszczy w sobie wlasnosei wszysikich wie-
lokatow."
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PODANIE XX.

Twicrdzenie.

Dwa tréjkaty, majqgce po kacie réwnym,
ulworzonym przez boki ndpowiednio propor-
cyonalne , sq sobie podobne.

Niech bedzie kgt A=D, i AB:DE=
AC:DF (fig. 126). méwie e tréjkat ABG
jest podobny trojkatowi DEF.

Weimy AG=DE, i poprowadimy linig
GH, réownoleglta do BC: kst AGH bedzie
rowny ABC (pod. 23, ks. I), i tréjkat AGH
bedzie réwnokatny a tém samém, podobny
trojkatowi ABCK, wigc bedzie AB:AG=—
AC:AH; ze za$ podlug przypuszezenia AB:
DE =—AC: DF, a podlug wykréslenia AG =
DE, przeto AH==DF. Dwa tréjkaty AGH
i DEF, moja wige po kacic rownym, utwo-
rzonym- przez boki odpowiednio réwine, a
zatém sy sobie réwne; poniewaz zas trojkat
AGI jest podobny trojkatowi ABC, przeto i
jemurowny trojkgt DEF jest takie podobny
tréjkatowi ABC.
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PODANIE XXIL

Twierdzenie,

Dwa tréjkqty sa sobie podobne, kiedy bo-
ki jednego sa réwnolegle, albo prostopadie
do bokéw drugiego trijkqta.

Gdyz, 1 jezeli bok AB (fig. 127) jest
rownoleglty do DE, a bok BC de EF, bedzie
kat ABC=DEF (pod. 27, ks. I); jeieli nad-
to bok AC jest rownolegly do DF, kat ACB
bedzie réwny DFE i BAC rowny EDF; prze-
to dwa tréjkaty ABC i DEF, bedae z sobg
 rownokatne, s sobie podebne.

2" Niech bedzie bok DE (fig. 128) pro-
stopadly do AB, bok DF prostopadly do AC;
w czwerokacie AJDH dwa katy Ji H sg pro-
ste, ze zas summa wszystkich katow jego jest
rowna cztérem katom prostym (pod. 33, k. I),
przeto dwa pozostale JAH i JDH czynig:
summe rowng dwém katom prostym. Lecs
dwa katy EDF i JDH takie skladaja dwa
katy proste; przeto kat EDF jest réwny JAH,

albo katowi BAC. Jeieli trzeci bok EF jest
12*
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prostopadly do'BC, podobnie dowiedziemy
2e kat DFE=—=C, i DEF ==B; przeto dwa
trojkaty, majace boki wzajemnie prostopadle,
sa rownokatne, a tém samém podobne sobie.
Uwaga. "N przypadku réwnoleglosci bo-
"kow trojkatéw, boki réwnolegle sa sobie
odpowiednie,, w przypadku zas ich prostopa-
dlosci, boki- prostopadle sa odpowiednie,
I tak wdrugim przypadku bokami odpowie-
dniémi sa: DE 1 AB, DF 1 AC, EF i BC.
Kiedy boki dwoch trojkatéw sa do siebie
wzajemnie prostopadle, mogloby si¢ zdarzyé,
ze poloienie wzgledne dwich trojkgtéw by-
toby réine-od tego, jakie przypuscilismy
na fig. 128; lecz zawsze moinaby dowiesé
rowrodci katéw odpowiednich, albo za pemo~
¢q cxworokatéw takich jak AJDH, w ktérym
dwa katy sa proste, albo téz poréwnywajac
dwa trojkaty, ktéreby razem z katami wierz-
chotkami stykajacemi sie, mialy po kacie
prostym; z resztg zawsze moina przypuseié,
ze wewnatrz trojkata ABC wystawiono tréj-
kat DFF, ktérego boki sg réwnolegte bokom
trojkata poréwnywanego z ABC, i natencsas
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dowodzenie zostanie sprowadzone do tego,
jakie podano na fig, 128.

PODANIE XXIIL
Twierdzenie.

Linie AF, AG, it. d. (fig. 129) jakkolwiek
poprowadzone przez wierzcholek tréjkata,
dzielg jego poastawe BC i linig do niéj réwno-
legla DE na czesci proporcyonalne | tak ze
bedzie: DY :BF = JK : FG—KL:GH i t. d.

Poniewai linia DJ jest réwnolegla do BF,
przeto trojkaty ADJY i ABF sj réwnokatne i
tém samém mamy proporcye DJ:BF=AJ
:AF; podobnie, poniewai linia JX jest ré-
wnolegla do FG, przeto AY:AF=JK:FG;
dla stosunku AJ: AF wspalnego, bedzie DJ:
BF —=JK:FG. Podobnie znajdziemy JK:
FG=—=KL:GH i t, d.; przeto linia DE jJest
podzielona w punktach J, K, L. na czeSci pro-
porcyonalne czesciom podstawy BC, poduzie-
lonéj w punktach F, G, H.

Whiosek, Jeieli wige linia BC jest po-
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dzielona w punktach F, G i H na czesel ro-
wne, linia do ni¢j rownolegta DE bedzie
takie podzielona w punktach J, K i L na
czesci rowne sobie.

PODANIE XXIL
Twierdzenie.

W tréjkacie prostokatnym, spusciwszy
z wierzcholka kata prostego A (fig. 130)
prosiopadlq na przeciwprostokqing:

1-e dwa tréjkqty czastkowe ABD i ADC
bedg podobne sobie i calemu tréjkqtows ;

9-e kaidy zbokéw AB i AC bedzie srednio
geomelrycznie proporcyonalny migdzy prae-
ciwprostokqing BC i odcinkiem jemu przyle-
glym BD, albo DC:

3-e prostopadla AD bedzie srednio geome-
trycsnie. proporcyonalna micdzy dwéma od-
cinkami BD i DC przeciwprostokaing.

Gdyz 1-6d trojkaty BAD i BAC maja kat
B wspolny, nadto kat prosty BDA jest réwny
katowi prostemu BAC, a zalém trzeci kat
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BAD jednego jest rowny trzeciemu katowi C
drugiego tréjkata; wige te trojkaty sa réwno-
katne i podobne sobie. Pedebnie moina do-
wiesé, e trojkat DACG jest podobny trojkato-
wi BAC; wigc wszystkie trzy trojkaty sa
sobie podobue,

2-e Dwa trojkaty BAD i BAC, bedac so-
bie podobne, maja boki odpowiednie pro-
porcyonalne. Bok BD trojkata mniejszego
jest odpowiedni bokewi BA wigkszego troj-
kata, bo lezg naprzeciw kgtéw réwnych BAD
1 BCA; przeciwprostokgtna BA mniejszego,
jest odpowiednia przeciwprostokatnéj BC
wigkszego trojkgta; przeto moina uloiyé
proporcye BD :BA =—BA:BC. Podobnie
otrzymalibysmy DC:AC==AC:BC; przeto
2-¢ kaidy z bekéw AB i AC jest srednio
geometryczmie proporcyonaluy miedzy prze-
ciwprostokateq i odeinkiem jemu przylegtym.

3-e ‘Nakonicc dwa tréjkaty podobne ABD
1 ADC daja proporcye BD:AD=—=AD:DC;
wige, 3-¢ prostopadla AD jest érednio ‘geo-
melrycznie proporcyonalna migdzy odcinkami
BD i DC przeciwprostokatnéj.
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- Uwaga. Z proporcyi BD:AB=—AB:BC
mamy AB2==BD X BC; z proporcyi DC:AC
=—AC:BC mamy AC2=DCXBC, wicc
dodawszy do siebie te dwa wypadki, be-
dzie AB2+ AC2=BD X BC + DC X BC;

druga strona téj réwnosci jest to samo co
(BD4DC)XBC, czyli BCXBC, albo BC2
‘azatém AB24-AC2=BC2; przeto kwadrat
2 przeciwprostokatné) BC jest rowny summie
kwadratow z ramion AB i AC kata prostego.
Dochodzimy wiee znowu do twierdzenia o
kwadracie z przeciwprostokatnéj drogy réing
od té], jaky postepowalismy poprzednio; 2tad
widzimy ie twierdzenie o kwadracie z prza-
ciwprostokatnéj wypada z proporcyonalnosei
bokéw w trojkatach rownokatnych. A zatém
glowie twierdzenia geometryi sprowadzajy
sig, ze tak powiem, do tego jednego, ie
trojkaty rownokgtne maja boki odpowieduie
preporcyonalne,

Czesto sig zdarza, jak tego dopxéro napo-
tkalismy przyklad, e wyprowadzajge wnioski
z jednego lub kilku twierdzen, natrafiamy na
podania jui dowiedzione popr‘zednio. W ogol-
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nosci Igczac z sobg jakimkolwiek sposobem
twierdzenia geometryczne, byleby rozumowa-
nie nie bylo fulszywe, dojdziemy zawsze do
wypadkow prawdziwychy to jest cechy od-
znaczajgeyd lw'ierdzeniab geomelryi i sluiy za
niezbity dowdd ich prawdziwosei. Nie tak
by si¢ rzecz miala, jezeliby nicktore twier-
dzenia byly zupelnie falszywe, lub tez pra-
wdziwe na szczegélne, przypadki; w takim
razie taczenie Lwierdzenn pomiedzy soba po-
wigkszaloby bledy i czyniloby je widocznémi,
Widzielismy tego prayhlady we wszystkich
dowodzeniach. w ktrych uiywalismy falszy-
wego zatozenia, Jeieli w podobnych dowo-
dzeniach mamy na celu okazaé, ze dwie ilo-
sci sg sobie rowne: staramy sie daé poznaé
ie jezeliby te ilosci .nie byly rc')wne‘, naten-
czas doszlibysmy przez szereg rozumowan do
wypadku widocznie falszywego; a ztgd wnie-
slibysmy ie te dwie ilosci musza by¢ sobie -
réwne,

Whiosek, Jeieli przez punkt A (fig. 131)
obrany na okregu kola poprowadzimy dwie
¢igeiwy AB i AC do koticow $rednicy BC,
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tréjkat BAC bedzie prostokatny przy A (pod.
18, ks. II); i tém samém: 1-e prostopadla AD
bedzie srednio geometrycznie proporeyonalna
wigdzy dwéma odcinkami 8D ¢ DC srednicy,
alho co jest to samo AD2==BD X DC.

2) Cigeiwa AB jest srednio geometrycznie
proporeyonalna migdzy srednicq BC t odcin-
kiem BD przyleglym téze cieciwie, czyli co.
jest to samo AB2=BD X BC. Podobnie ma-
my AC2=CDXBC; a zatém AB2:AC2=—
BD :DC: a porownawszy AB2 ¢ ECZ, wypada
AB2:BC2==BD:BC, podobnie: AC2:BC2
—DC:BC. Te stosunki pomiedzy kwadra-
tami z ramion kata prostego poréwnywanémi
badz to pomigdzy sobg, badi z kwadralem
z przeciwprostokatnéj, jui byly podane we
wn. 3 i 4 pod. IL

PODANIE XXIV.

Twierdzenie.

Dwa tréjkqty majgce po kqcie réwnym
majg si¢ do siebie, jak prostokqty z bokdiw
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obegmujqcych te kqty; t. j. (fig. 132) trdgkqt
ABC ma sig do tréjlkqta ADE, jak prostokqt
‘ABXAC do prostokgta ADX AE.
Poprowadimy BE; dwa trojkaty ABE i
ADE, majace wspolny wierzcholek E i pod-
stawy na jedndj linii prostéj, maja wspélng
wysokosé., a tém samém maja si¢ do siebie
w stosunku swoich podstaw AB i AD (pod.
6), wicc ABE:ADE—AB:AD.
Dla téjze przyczyny mamy:
ABC: ABE—=AC: AE,
Pomnoiywszy wyrazy odpowiednie tych
-proporcyj przez siebie i opusciwszy czynnik
ABE, wspolny dla wyrazéw piérwszego sto-
sunku , bedzie: :
ABC:ADE — ABX AC: AD X AE.
Whniosek, Dwa trojkaty ABC i ADE (fig.
133) byltyby sobie réwnowaine, gdyby pro-
stokat ABX AC byt réwny-prostokatowi AD
XAE, albho jeieliby bylo AB:AD —AE:
AC, co wtenczas mogloby nastgpi¢, kiedy-
by linia DC byla réwnolegta do BE.
13

* http://rcin.org.pl



146

P OED ANIE XXV.
Twierdzenie.

Dwa tréjkqty podobne majq si¢ do siebie
jak kwadraty z bokéw odpowiednich.

Niech bedzie (fig. 126) kat A=—D i kat
B =E; dla réwnosci katéw A i D, podlug
podania poprzedzajacego, bedzie,

ABC : DEF=ABXAC:DE XDF.

7. podobienstwa trojkatow wypada,
AB:DE=AC:DF;
pomnoiywszy wyrazy (éj proporcyi przez wy-

razy odpowieduie proporeyi
AC:DF=AC:DF,
bedzie,
ABXAC:DEXDF —AG2: DF%
a zatém ,
ABC:DEF = AC2: DF2

Przeto dwa tréjkaty ABC 1 DEE maja sig
do siebie, jak kwadraty z bokéw odpowie-
dnich AC i DF, albo téz jak kwadraly z kt6-
rychkolwiek bokéw odpowiednich.
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PODANIE XXVL
Twierdzenie.

Dwa wielokqty podobne skladaja si¢ z je-
dnakowéj liczby tréjkqtéw odpowiednio po-
dobnych i podobnie ulozonych.

W wielokacie ABCDE (fig. 134) popro-
wadimy przekatne AC i AD, od wierzchotka
kata A do wierzcholkéw innych katow.
W drugim- wielokacie FGHJK poprowadimy
przekatne FH 1 FJ, od wierzchotka kata F,
odpowiedniego katowi A, do wierzcholkéw
innych katow. 3

Dla podobienstwa wielokatéw, kat ABC
jest rowny katowi FGH (op. 2), i boki AB
1 BC s3 proporeyonalne bokom FG i GH, to
jest: AB:FG=BC:GH; ztagd wypada, ze
trojkaty ABC i FGH, majac po kacie ré-
wnym, utworzonym przez boki proporcyo-
nalne, s3 sobie podobne (pod. 20); a zatém
kgt BCA jest rowny katowi GHF. Od katéw
rownyeh BCD i GHJ odjawszy katy réwne
BCA i GHF, pozostamy reszty ACD i FHJ
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rowne sobie; za zas dla podobienstwa trojka-
tow ABC i FGH, jest AC: FH==BC:GH, a
dla podobienstwa wiclokatow BC:GH =
CD:HJ, zatém AC:FE=CD:HJ; wicc
dwa trojkaty ACD i FilJ, majac po kacie
réwnym olworzonym przez boki proporcye-

nalne, s3 sobie podobne, Podobniei dowie-

dlibysmy podobienstwa innych tréjkatéw, ja-
kokolwiekby byla liczba bokéow wielokatow
danych; wige dwa wielokaty podobne skia-
daja sie z jednakowdj liczby trojkatéw odpo-
wiednio podobnych i podobnie utoionych..
Uwaga. Rownie jest sprawiedliwe twier-
dzenie odwrotne: Jezeli kazdy z dwéch wie-
lokgtow , sklada si¢ z jednakowéy liczby trij-
kaqléw. odpowiednio podobnych i podobnie
uloZonych, dwa wielokaty sa sobie podebne.
Gdyz dla podobienstwa trojkalow mamy: kgt
ABC=—=FGH, BCA=GIIF, ACD =FHJ
it.d.; wiege BCD=GHJ, CDE—=HIJK i t.
d. Nadto bedzie AB :FG=BC: GH=AC:
FH=CD:HJ it d., wiec dwa wiclokaty,
maja katy rowne i boki odpowiednie propor-
cyenalne, a tém samém s3 sobie podobne.

http://rcin.org.pl



149

PODANIE XXVIIL
Twierdzenie.

- Obwody dwdéch wielokgtéw podobnych ma-
Ja sie do siebie, jak boki odpowiednie a ich
powierzchnie, jak kwadraty z tychie bokiw.

Gd__vi,‘ 1-e z podobienstwa wielokatow ma-
my (fig. 134): AB:FG=BC: GH=CD:HJ,
it d. aztego szeregu stosunkéw réwnych
mozna wyprowadzi¢: jak si¢ ma summa po-
przednikow AB4+BC—+CD--i t. d., czyli ob-
wod pierwszego wielokata, do summy na-
stepnikéw FG-+GH4-HJ i t. d., czyli da
obwodu drugiego wielokgta, tak si¢ ma kto-
rykolwiek poprzednik do swego nastepnika, -
czyli np. bok AB jednego wielokata, do boku
jemu odpowiedniego FG w drugim wielokaeie.

2-e Poniewai trojkaty ABG 1 FGH s3 so-
bie podobne, wigc ABC: FGH —BC2:GH%
podobnie dwa trojkaty podobne ACD i FHI
daja: ACD: FHJ = CD2 : HJ?%; trojkaty podo-
bne ADE i FKJ dajg: ADE: FKJ==DE2: JK?
ie zas dla podobienstwa wielokatéw mamy:

13*
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BC:GH=CD:HJ=DE:JK, i tém samém
BC?:GH2= CD2:HI2=DE2: JK?, przeto
dla réwnosci stosunkéw drugich w przyto-
czonych proporcyach, otrzymamy: ABC : FGH
—ACD : FHI = ADE: FJK.

W szeregu stosunkow rownych mamy:
tak sie ma summa poprzednikow ABC 4
ACD +ADE, czyli wielokgt -ABCDE, do
summy nastepnikow FGHA4-FHIH-FIK, czy-
li do wielokgta FGHIK, jak si¢ ma poprze-
dnik ABC do swego nastepnika” FGH, cayli
jak si¢ ma AB2 do F-Ez; wige powierzchnie
dwéch wielokatow podobnych majy sie do
sichie, jak kwadraty z bokéw odpowiednich.

Whiosek. Nakrésliwszy tray wielokaty po-
dobne, ktorychby boki odpowiedaie byly ré-
wne bokom tréjkata prostokatnego, wielokat
nakreslony na boku najwigkszym bedzie réwny
summie dwoch innych; gdyz te trzy wielo-
katy moja sie¢ do siebie jok kwadraty z bokéw
odpowiednich, ze zas kwadrat z przeciwpro-
stokglnéj jest rowny summie kwadratéw
z dwoch innych bokéw tréjkqta prosteka=<
tnego, wigc i t. d.
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PODANIE XXVIIL
Twierdzenie.

Czesci dwdch cigciw AB 1 CD (fig. 1353),
przecinajgeysh sig w kole, sq sobie odwrotnie
proporcyonalne, to jest: AO:DO=CO: OB.

Polaczmy punkta A i C tudziez B i D li-
niami AC i BD, dwa trojkaty ACO i BOD
maja katy przy O, joko wierzcholkiem sty-
kajace sig, rowne sodie; kat A jest rowny
katowt D, gdyi oba sa wpisane w jeden od-
cinek (pod. 18 ks. II); dla téjie przyczyny
kat C=B; wiec te trojkaty sa sobie podo-
bne, i boki ich odpowiednie stanowia pro-
porcye, AO:DO —CO : 0B.

Whniosek. Z té] proporeyi ‘wypada AOX
OB=DO XCO; t. j. prostokat wystawiony
na czesciach jedné) cigeiwy, jest rowny pro-
stokgtowl z czgSei cigeiwy drugié).

PC DANIE L

Twierdzenie.

Jezeli z punkiu O (fig. 136), wzictego za
kolem, poprowadzimy siecine OB i QU ko~
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czqce si¢ na tuku wkleslym, cale sieczne bedg
odwrotnie proporcyonalne czesciom ich zewng-
tranym, . j. bedzie: OB : OC=0D: OA.

Gdyz, polaczywszy Az G, i B z D linia-
mi prostemi AC i BD, dwa trojkaty OAC 1
OBD, majac kat O wspéloy, kat B=C (po.
18, ks. I}, sa sobie podobne i tém samém
ich boki odpowiednie stanowig proporeye:

OB:0C=0D:0A.

Wniosek, Wigc prostokat OAX OB jest
rowny prostokatowi GCX OD.

Uwaega. Tatwo dostrzeds, ie to twierdze-
nie wiele ma podobienstwa z poprzedzaja-
cém, 1 tém tylke roini si¢ od niego, iz
dwie cigciwy AB i CD , zamiast przecinaé sig
wewnatrz, przecinajy sig zewngtrz kota.
Twierdzenie nastepujace takie moze byé
uwaiane, jako przypadek szczegdlny tego sa-
mego twierdzenia.

PODANIE XXX
Twierdzenie.

Przez punkt O ([ig. 137), wzisty za kotem,

http://rcin.org.pl



153

poprowadziwszy styczng OA- 1 siecang OC,
stycana bedzie srednio geomelrycanie propor-
eyonalna miedzy calg sieczng i czescig jé ze-
wnqlrz kola lezqeq, t. ). bedzie:
0C:0A=0A:0D.

Gdyi polaezywszy punkta A1 D, tudziei
Ai C liniami AD i AG, trojkaty OAD i
OAC maja kat O wspélny; nadto kat OAD
utworzony przez styczne i1 cieciwe, ma za
miarg potowe tuku AD,’i kgt C ma za miarg
potowe tegoi tuku, wiec kgt OAD=C,a
tém samém tréjkaty sa sobie podobne i boki
ich daja proporeye:

€O :O0A=—0A:0D.

Wniosek. Wigc kwadrat z OA, jest rowny
prostokatowi COX OD.

PODANIE XXXIL
Twierdzenie.

W tréjkgeie ABC (fig. 138) podsieliwszy
kat A linig prosig AD na dwie ezesci réwne,
Prostokgt z bokéw AB i AC bedzie réwny
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prostokqtowi z odcinkéw BD i DC, wiged
kwadratem 3 sieezné) AD.

Przez trzy punkta A, B i C poprowadzmy
okrag kola, przedluimy AD do przeciecia sig
z nim i polgczmy punkt C z E linig pro-
sta CE.

Trojkat BAD jest - podobny trojkatowi
EAC; gdyi, podlug przypuszczenia kat BAD
= EAC, i nadto kgt B==E, bo kaidy z nich
ma za miarg pétowe tuku AC; wige te troj-
katy sa sobie podobne i boki ich ‘odpowie-
dnie daja proporcye: BA:AE=—AD:AC,
zkad wypada BAXAC=—AEXAD; lecz
AE=—AD4DE, wicc BAXAC=(AD+
DE)XAD —AD2 4+ DEXAD; ie za$ AD
XDE=BD X DC (pod. 28), wi¢c nakoniec,

BAXAC=AD2+BDXDC.

PODANIE XXXII.
Twierdzenie.

W kaidym tréjkqcie ABC (fig. 139) pro- .
stokqt z dwéch jego bokdw AB ¢ AC jest ri-
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wny prostokglowi wystawionemu na srednicy
€E, kola opisanego na trdjkqcie, i na pro-
stopadléy AD, spuszczoné na bok jego
trzect BC.

Gdyz polaczywszy pankta Ai E, trojkaty
ABD i AEC sg prostokatne, jeden przy pun-
kcie D a drugi przy A, nadto kat B=E;
wige te trojkaty sa sobie podobne i daja
proporeye AB: CE==AD :AC zkgd ABXAC
= CEXAD.

Whniosek. Pomnoiywszy kaidg z tych ilo-
sci rownych przez BC, otrzymamy ABXAC
XBC=CEXADXBC. Ze zas ADXBC
jest dwa razy wrzieta powierzchnia trojkata
(pod. 6), przeto iloczyn =z trzech bokédw tréj-
kata, jest réwny iloczynowi z jego powiers-
chni przez dwa razy wzigty srednice kola na
nim opisanego. .

Uwaga. Mozna téi dowies¢, ie powierz-
chnia tréjkqta jest réwna iloczynowi z jego
obwodu przes pélowe promienia kola wpi-
sanego.

Gdyi trojkaty (fig. 87) AOD, BOC i AOC
majac wspolny wierzcholek w punkcie O,
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majy za wspolng wysokos¢ promien kola wpi-
sanego ie zas summa powierzchni tych tréj-
katéw jest rowna iloczynowi z summy ich
podstaw AB, BC i AC przez pél premienia
OD, wigc powierzchuia tréjkgta ABC jest
réwna iloczynowi z jego obwodu przez pét
promienia kola wpisanego. #

PODAN]E XXXIIIL
Twierdzenie.

W czworokqcie wpisanym ABCD (fig. 139)
prostokat z przekgtnych AC i BD, jest réwny
summie prostokqtéw z bokow przeciwleglych,
to jest: ACXBD=ABXCD-+4ADXBC.

Weimy luk CO==AD, i poprowadimy
linig. BO, ktéra przetnie przekqmq AG
w punkeie J.

- Kat ABD=CBJ; gdyz pierwszy ma za
miarg pol luku AD, a drugi pél tuku CO,
réwnego AD; kat ADB =BCJ, gdyi oba sa
wpisane w odcinek AOB; wigc trojkat ABD
jest podobny trojkatowi JBC, a tém samém
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mamy proporeye: AD:CJ=—=BD:BC: zkad
ADXBC=CJXBD. Powiadam nadto, ze
trojkat ABJ jest.podobny tréjkatowi BDC;
gdyi, jezeli do kaidego z lukéw rownych AD
1 CO dodamy tuk OD, bedzie luk AO=DC,
a zalém kat'ABJ == DBC; nadto kat BAJ =
BDC, juko katy wpisane w jeden odcinek ;
wige trojky'y ABJ i DBC sg sebie podobne i
ich boki odpowiednie daja proporcye, AB:
BD—AJ:CD; zkad wypada ABXCD =
AJ X BD. :

Dodajge do siebie dwa znalezione wypa-
dki, i uwazajgc ze AJXBD -4 CIXBD =
(AT 4 CJ) X BD=—=ACXBD, otrzymamy
AD X BC+ABX CD=ACXBD.

Uwaga, Takim samym sposobem moina
dowies¢ jeszcze innego twierdzenia o czwo-
rokacie wpisanym w kole.

Tréjkaty podobne ABD i BJC dajg proper-
cye BD:BC=—AB:BJ, zkad BIJXBD=—
BCXAB. Pol.qczywszy punkta Ci O, utwe-
rzy sie trojkat JOC podobny ABJ, ktéry be-
duie podobny tréjkgtowi BDC, a tém samém

14
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BD:CO=DC:0J; zkad OJ X BD=CO X
DC, albo, poniewaz CO ==AD, bedzie 0J %
BD = AD X DC. Dodajac do siebie dwa wy-.
padki znalezione i uwazajac ie BJXBD+-
OJXBD sprowadza sie do BOX BD, bedzie,
BOXBD=—=ABXBC~AAD XDC.

Weigwszy BP=—=AD, i poprowadziwszy

CKP znaleilibysmy za pomoca podobnego
rozumawania:
' CPX CA=ABXAD-+4+BCXCD,

Lecz poniewai tuk BP jest réowny CO,
wigc dodawszy do kaidego z nich BC, bedzie
tuk CBP—=BCO, azatém cieciwa CP jest
réwna cigciwie BO, i nastgpnie prostokaty
BOXBD i CPX CA majy si¢ do siebie jak
BD do CA; wiec BD:CA=—ABXBC+AD
XDC:ADXAB-4BCXCD.

A zatém, dwie przekgine czworokqta wpi-
sanego w kolo, majq sig do siebie, yak summy
prostokqtéw z bokéw dotykajgeych koricéw
praekginych. :

Te dwa twierdzenia mogg stuiyé do zna-
lezienia przekatoyeh, majac wiadome boki
czworokgtow.
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PODANIE XXXIV.

Twierdzenie.

Niech bedzie punkt F (fig. 141), dany we-
wnqtrz kola na promieniu AC, na przediuze-
niu zewnelrzném promienia obierzmy punkt
Q w takié) odleglosci, aby bylo CP:CA=—
CA : CQ; jezeli jakikolwiek punkt M obrany
na okregu polqczymy z punktami P ¢ Q U-
niami MP 1 MQ, méwig Ze stosunek pomig-
dzy temi liniami wszedzie jest jednakowy, ¢
bedzie MP :MQ=—AP:AQ.

Gdyi podlug przypuszezenia mamy CP: CA
=CA:CQ; podstawiwszy CM zamiast CA,
bedzie CP:CM=—CM:CQ; wicc (rojkaty
CPM i COM majg kat C wspdlny, utworzony
przez boki proporcyonalne, a zalém s3 sobie
podobne (pod. 20), wige trzeci bok MP ma
si¢ do trzeciego boku MQ jak CP do CM albo
do CA. Ze za$ proporcya CP:CA==CA:CQ
doje, CP:CA=—CA—CP:CQ— CA-czyh
CP:CA=AP:AQ, wiec MP:MQ=AP:AQ.

——

http://rcin.org.pl



ZAGADNIENIA
DO KSIEGI TRZECIEJ.

PRS-

ZAGADNIENIE L

Dang liniz prostg podzielic na ilekolwiek
czgses réwnych, albo na ezpsci proporcyonal-
ne danym liniom.

1. Niech bedzie dana linia AB (fig. 142),
do podzielenia na 5 cagsci rownych; przez
punkt A poprowadimy lini¢ nicograniczona
AG i wzigwszy dowolna wielko$é AC, prze-
niesmy ja na linie AG razy pieé. Polaeamy
ostatni punkt podzialu G z koncem B linig
BG, i poprowadimy do niéj réwnolegly CJ;
a powiadam, ze AJ beduie piata czedeia linii
AB, i ie tém samém przeniostszy AJ na AB
- razy pigc, linia AB zostanie podzielona na
pieé czesci rownyeh.
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Gdyt, linia CJ réwnolegta do GB dzieli boki -
AB i AG na czesci proporcyonalne w pun-
ktach CiJ (pod. 13); e zas AC jest piatq
czgseig AG, wiee AJ jest piate czescig linii AB.

2. Niech bedzie dana linia AB (fig. 143)
do podzielenia na czesei propdrcyonalue li-
niom P, Q i R. Przez koniec A poprowadi-
my linig nicograniczong AG i weZmy na ni¢j
AC=P, CD=Q, DE=R,- polgezmy
konce E i B liniag prosta EB, a przez punkta
C i D poprowadimy linie CJ i DK réwnole-
gte do EB; méwie ie linia AB bedzie podzie-
lona na czesci AJ, JK i KB, proporcyonalne
liniom danym P, Q i R. :

Gdyz, dla réwnolegtosci linij CJ, DK i
EB, czesci AJ, JK i KB sa proporcyonalne
czgsciom AC, CD i DE (pod. 15), ktore po-
dtug wykvéslenia sa rowne liniom danym P,

QiR
ZAGADNIENIE 1L
Do trzech linij danych A, B i C znales¢
czwarlg geomelrycsnie proporcyonalng.

14

http://rcin.org.pl



162

Poprowadzmy dwie linie nicograniczone
DE i DF (fig. 144), ktéreby czynily z sobg
kat jakikolwiek. Na linii DE odetnijmy czgs¢
DA=—A i DB==B, na DF weimy DC=C,
potaczmy punkt A z C, a przez punkt B po-
prowadimy lini¢ BX réwnolegly do AC; mo-
wie ie DX bedzie czwarta proporcyonalng
izdana; gdyz linia BX jest réwnolegta do
A€, wiec DA:DB=DC:DX; poniewai
zas trzy pierwsze wyrazy téj proporcyi s ro-
wne trzem liniom danym, przeto DX jest ia-
dana linig.

Whiosek. Podobniei moina znalesé trze-
cig geometrycznie proporcyonalng Jo dwéch
linij A i B; gdyz ena bedzie to samo, co
czwarta geometrycznie proporcyonalna do
trzech linij A, B i1 C.

ZAGADNIENIE IH.

Znalésé srednio geometryeznie proporeyo-
nalng do dwdch danych linii A i B.

Na linii nieograniczonéj DF (fig. 145) we-
imy DE==A i EF =B; na cal¢j linii DF,
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jako na Srednicy, opiszmy pélokrag DGF,
z punktu E wystawmy liniec EG prostopadia
do srednicy, ktéra przetnie si¢ z okregiem
w punkcie G; powiadam ie EG bedzie sre-
dnio geometrycznie proporcyonalng iadang.
Gdyz prostopadta GE, spuszczona na sre-
dnice z puiiktu G, obranego na okregu kola,
jest srednio geometrycznie proporcyonalaa
migdzy dwéma odcinkami DE i EF $rednicy
(pod. 13), rownémi danym liniom A i B.

ZAGADNIENIE 1V.

Dang linig AB (fig. 146) podzieli¢ na takie
dwie czgsci, aby czesé wigksza byla srednio
geometrycznie proporeyonalna migdzy calg
linig 1 czescig )¢ mniejszq.

Z konica B linii AB wystawmy do nigj
prostopadla BC, réwng polowie linii AB;
2z punktu C jako ze srodka, promieniem BC
opiszmy okrag kola, poprowadimy lini¢ AC,
ktora przetnie sie z okregiem w punkcie D,
a wzigwszy na danéj linii AF =—=AD, moéwig
i¢ linia AB w punkcie F bedzie podzielona
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w sposob igdany, to jest, ze bedzie AB:AF
=AF:FB.

Linia AB, jako prostopadla do promienia
BC, przechodzgca przez koniec jego, jest sty-
czng x kolem; wigc przedtuiywszy AC do
przecigcia si¢ z okregiem w E, hedzie: AE:
AB=—AB:AD, i AE—AB:AB=—AB—
AD:AD. Ze za$ promiei BC jest polowg li-
nii AB, wige srednico DE jest réwna linii
AB, itém samém AE —AB=—AD —=AF;
poniewai AF=—AD, przéte AB— AD —=FB;
a zatém mamy AF:AB=—=FB:AF, i odmie-
piwszy porzadek miedzy wyrazami, bedaie
AB:AF —AF:FB.

Uwaga. Ten sposéh dzielenia linii AB na-
zywa si¢ dzieleniem jéj w stosunku srednim
i skragnym; péiniéj poznamy jego zastosowa-
nia. Mozna dostrzédz, ie sieczna AE w pun-
kcie D jest podzielona w stosunku srednim
i skrajnym; gdyz dla rownosci AB i DE, ma-
my AE:DE=DE: AD.
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'ZAGADNIENIE V.

Przez punkt A, dany miedzy ramionami
kqta BCD (fig. 147), poprowadzi¢ linig pro-
stq, ktoréby czesei AB i AD, zawarte mig-

sy punktem A i ramionami kqta, byly so-
bie réwne.

Przez punkt A poprowadzmy lini¢ AE ré-
wnolegly do CD, odetnijmy BE = CE, a li-
nia BAD, poprowadzona przez punkta B 1
A, bedzie zadana. § :

Gdyz, dla rownoleglesci AE i CD, mamy
BE:EC=BA:AD; ie za5 BE —=EC, prze-
to BA=AD.

ZAGADNIENIE VI.

Wystawic kwadrat réwnowainy z réwnole-
globokiem , lub tréjkgtem danym.

1. Niech bedzie dany réwnoleglobok
ABCD (fig. 148), ktorego podstawg jest AB,
a wysokcscia DE; znajdimy srednio geome-
trycznie proporcyonalng XY migdzy AB1 DE
(2ag. 3); méwie, ic kwadrat wystawiony na
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linii XY, bedzie réwnowainy z rownolegtobo-
kiem ABCD. Gdyi z wykréslenia mamy AB:
XY=XVY:DE; wicc XY2—=ABXDE; ie
zas ABX DE jest miarg danego prostokata, a
XY?2 znalezionego kwadratu, przeto znalezio-
ny kwadrat jest réwnowainy z prostokatem
danym.

2. Niech bedzie dany trojkgt ABC (fig.
149), ktorego podstawg jest BC, a wysoko-
scia AD; znajdimy srednio geometrycznie
proporcyonalng XY migdzy BC i pélowa AD;
mowie ze kwadrat wystawiony na linii XY,
bedzie rownowainy z trojkatem ABC.

Gdyz z proporeyi BC:XY=XY:3AD
wypada XY2=—=BCX zAD; przeto kwadrat
z XY jest rownowainy trojkatowi ABC.

ZAGADNIENIE VIL

Na linii danéj AD (fig. 150) wystawic pro-
stokqt ADEX réwnowainy z proslokqtem da-
nym ABFC.

Wynajdimy czwarty geemetrycznie pro-
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porcyonalng AX do trzech linij AD, AB i AG:
méwie ie prostokgt wystawiony na liniach
AD i AX, bedzie réownowainy prostokqtowi
ABFC.

Gdyz z proporcyi AD:AB=AG:AX wy-
pada AD X AX=—ABXAC; wicc prostokat
ADEX jest réwnowainy prostokatowi ABFC,

ZAGADNIENIE VIIL

Znalésé w liniach stosunek prostokqta
z dwich danych linig A ¢ B (fig. 153), do
prostokgta = dwdch innych linij Gt D.

Niech bedzie X czwartg geometrycznie pro-
porcyonalng do trzech linij B, G i D, a mé-
wic, ie stosunek linii A i X bedzie rowny
stosunkowi pomigdzy prostokatami AXB 1
(i Vg § st

Gdyz z proporcyi B:C=D:X wypada
CXD=BXX, a zatém AXB:CXD=
AXB:BXX=A:X.

Whniosek. Wigc aby mié¢ stosunek po-
miedzy kwadratami z linij A i C, naleiy zna-
lesé trzecig geometrycznie proporcyonalng X
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do dwéch Iinij A i C, tak aby bylo A:C=
C:X, a bedzie A2:C2—A:X.

<

ZAGADNIENIE IX.

Znales¢ w liniach stosunck tloczynu z trzech
linij A, B i C (fig. 154); do iloczynu = trzech
innych linij P, Q i R. Gh

Znajdimy czwarty geometrycznie propor-
cyenalng X do trzech linij P, A i B, do trzech
linij G, Q i R znajdimy takie czwarty geo-
metrycznie proporcyonalng Y; a dwie linie
X i Y mieé si¢ beda do siebic jak iloczyny
AXBXCiPXGXR.

Gdyi z proporeyi P:A=B:X, wypada
AXB=PXX; pomnoiywszy obie ilosci
przez G, bedzie AXBX C=CXPXX. Po-
dobniei z proporeyi C:Q=R:Y, wypada
QOXR=CXY, a pomnoiywszy obie ilosci
przez P bedzie, PX QX R=PX CXY; wicc
iloczyn AXBXC tak siec ma do PXQXR
jak CXPXX do PXCXY, ezyli jak si¢ ma
X doV.
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'ZAGADNIENIE X.

Znalesé tréjkqt réwnowainy danemu wie-
lokqtewt.

Niech bedzie dany wielokagt ABCDE (fig.
150); poprowadimy przekatng CE, ktora
oddzieli trojkat CDE ; przez punkt D prze-
ciggnijmy DF rownolegta do CE, ktéra spotka
si¢ z przedluieniem boku AE w punkcie F;
polaczmy punkta € 1 F, a wielokat dun}
ABCDE bedzie rownowainy z wielokgtem
ABCF, ktéry ma mniéj jednym bokiem od
niego. :

Gdyz tréjkaty CDE 1 CFE, majac wspélng
podstawe CE, maja takie wspolng wysokosé,
bo wierzcholki ich P i F leig na linii pro-
stéj DF rownolegtéj do podstawy; wigc s
sobie réwnowaine. Dodajge do kaidego
z tych trojkatéw wielokat ABCE, otrzymamy
wielokaty ABCDE i ABCF sobie réwnowazne.

Podobniez na miejsce tréjkgta ABC, mo-
ina otrzymac tréjkat jemu rownowainy AGC,
1 takim sposobe’m pigciokat ABCDE zamieni
si¢ na tréjkat GCF, z nim réwnowainy.

15
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_ Toi samo postepowanie moinaby zastoso-
wa¢ do kaidego innego wielokata; bo otrzy-
mujgc za kaidém dzialaniem, wielokat majacy
mnié¢j jednym bokiem od poprzedzajacego,
dojdziemy nakoniec do tréjkata réwnowa-
inego z danym wielokgtem.

Uwaga. Widzielismy juz ze kaidy trojkat
mozna zamieni¢ na kwadrat jemu réownowa-
iny (zag. 6); wiec zawsze moina otrzymaé
kwadrat rOwnowainy jakiemubadz wielokg-
towi prostokréslnemu: co nazywa si¢ kwa-
draturg wielokatéw prostokrésinych.

Zadanie kwadratury kola ma na celu, zna-
lezienie kwadratu réwnowainego z kolem
danéj $rednicy.

ZAGADNIENIE XI. :
Znales¢ kwadrat rowny summie lub réznicy
dwdéch kwadratéw danych.
Niech beda A i B boki kwadratéw danych.
1-e Jeieli mamy znales¢ kwadrat réwny
semmie tych kwadratéw, poprowadimy dwie
linie nicograniczone {fig. 151)ED i EF, pro-
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stopadle do siebie, odetnijmy ED=—=A i EG
=B, a linia prosta DG, l3czaca punkta D i
G bedzie bokiem zgdanego kwadratu,

Gdyz w trojkacie prostokatnym DEG kwa-
drat z DG jest réwny summie kwadratéw
z ramion kata prostego ED i EG.

2-e Podobniei jezeli mamy znalesé kwa-
drat réwny réznicy dwoch kwadratow danych,
nakreslmy kat prosty FEH, odetnijmy GE
rowne bokowi mniejszemu z dwéch danych,
1 promieniem GH, réwnym drugiemu boko-
Wi, opiszmy 7 punktu G, jako ze $rodka, tuk
ktéryby si¢ przecigl z EH w punkcie H; mé-
wi¢ ie kwadrat wystawiony ra EH, bedzie
rowny roézinicy kwadratéw z linij danych
AiB.

Gdyi trojkat GEH jest prostokatny, jego
przeciwprostokatna GH==A, i bok GE=
B; wige kwadrat wystawiony na EH i t. d.

Uwaga. Tym sposobem mosna otrzymaé
kwadrat rowny summie ilukolwick kwadra-
tow; gdyz wykreSlenie, ktore stuiy do za-
miany dwéch na jeden, doprowadzi téz do
dwoch kwadratéw na miejsce trzech, i do
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otrzymania jednego na miejsce dwoéch osta-
tuich kwadratéw; toz samo rozumiéé o wie-
kszéj ich liczbie. Podobniez postepowaliby-
smy, gdyby potrzeba bylo odja¢ kwadrat
ktorykolwiek od summy innych.

ZAGADNIENIE Xil.

Znalesé kwadrat, ktéryby sie miat do kwa-
dratu danego ABCD, jak si¢ ma linia- M do
linii N (fig. 155). _

Na linii nicograniczoné] EG weimy EF—
M i FG=N; na EG jako na sredniry, opi-
szmy pélkole, i z punktu F wystawmy pro-
stopadia FH db srednicy. Przez punkt H po-
prowadimy cieciwy HG i HE, weimy na
piérwszéj z nich HK, rowne bokowi AB da-
nego kwadratu; przez punkt K poprowadi-
my lini¢ KJ réwnolegla do EG, a HJ bedaie
bokiem kwadratu szukanego.

Gdyz dla réwnoleglosci linij K¥ i GE,
mamy: HJ: HK=—HE:HG, i tém samém
HJ2: HK2=—HE?: HG2; a e w tréjkgcie
prostokgtnym EHG (pod. 23) HE2:HG2=
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EF:GF, cnyli HE2: HG2=M:N, wigc
HI2:HK2=M:N; ie 1as HK = AB, prze-

to kwadrat z HJ tak si¢ ma do kwadratu
z AB, jak M do N. /

ZAGADNIENIE XTI

Na boku FG (fig. 134) odpowiednim bo-
kowi AB, nakrésli¢ wielokgt podobny wielo-
kqtowi danemu ABCDE.

W wielokgcie danym poprowadimy prze-
katne AC i AD: na boku FG, przy punkcie

"F pakreslmy kat GFH=BAGC, i przy pun-
keie G kat FGH=—ABC; linie FH i GH
przetna si¢ zsoba w punkeie H i dadza trijkat
FGH, podobny tréjkatowi ABC: podobniez
na boku FH odpowiednim bokowi AC, wysta-
wmy trojkat FJH podobny tréjkgtowi ADG,
ina boku FJ odpowiednim AD, wystawmy
tréjkat FIK podobny ADE. Wielokat FGHJK
bedzie wielokgtem zgdanym, podobnym wie-
lokgtowi ABCDE; gdyi te dwa wiclokaty

15*

http://rcin.org.pl



174

sktadeja si¢ z jednakowéj liczby tréjkatéw
podobnych i podobnie utozonych (pod. 26).

ZAGADNIENIE XI1V.

Majge dane dwa wielokqgty podobne, wysta-
wic trzeci podobny kaidemu, i@ réwny ich
summie, lub réznicy. '

Niech beda A i B boki odpowiednie dwéch
wielokatéw danych, znajdimy bok X kwa-
dratu réwnego summie, lub réinicy kwadra-
tow wystawionych na A i B: a X bedzie bo-
kiem wielokata szukanego, odpowiednim bo-
kom A i B wielokgtéw danych. Sam zas
wielokgt nakreslimy podlug 7agadn|ema po-
przedzajgcego.

Gdyi wielokaty podobne maja sig do sie-
bie, jak kwadraty z bokow odpowiednich; ze
za$ kwadrat z boku X jest rowny summie,
albo réinicy kwadratow z linij A i B, przeto
wielokat z boku X jest rowny summie, albo
réznicy wielokatéw jemu podobnych, wysta-
wionych na bokach A 1 B,
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ZAGADNIENIE XYV.

Wysiawi¢ wielokgt podobny wielokqtows
danemu, kiéryby sic mial do niego, jak sig
ma M do N.

Niech bedzie A bokiem wielokata danego,
a X bokiem jemu odpowiednim w wielokacie
szukanym ; potrzeba aby si¢ mial kwadrat
z X do kwadratu z A, jak si¢ ma M do N
(pod. 27); 2najdziemy X za pomocy zaga-
dnienia XII, a znajac X, uskutecznimy resztg
podiug zagadnienia XIIL

ZAGADNIENIE XVL

Wystawi¢ wielokqt podobny wielokgtowi

P i réwnowainy z wielokatem Q (fig. 156).
- Znajdzmy bok M kwadratu réwnowainego
z wielokagtem P, i bok N kwadrata rowno-
wainego .z wielokatem Q. Niech bedzie X
czwarty geometrycznie proporcyonalng ‘do
trzech linij danych M, N i AB; a wiclokat
podobny wielokatowi P, wystawiony na boku
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X, odpowiednim bokowi AB, bedzie réwno-
wainy 2 wielokatem Q.

Gdyi oznaczywszy przez Y wielokgt wy-
stawiony na X', hedzie P: Y=AB2:X2% ie
za$ podlug wykreslenia AB:X=—M:N, al-
bo AB2:X2—=M2:N2, wigc P:Y=M2:N2
A ie podtug wykreslenia mamy, M2—=P i
N2=Q, przeto P Y=P:Q; kad' Y220,
i tém samém wiclokgt Y jest podobny wielo-
katowi P i rownowainy z wielokatem Q.

" ZAGADNIENIE XVIL

Wystawic prostokqt réwnowainy z danym
kwadratem G, kréregoby boki przylegle ezy-
nily summe dang AB (fig. 157).

Na AB jako na $rednicy, opiszmy polo-
" krag kota; w odleglosci: AD réwnéj bokowi
danego kwadratu G, poprowadimy linie DE
rownolegla do srednicy. Z punktu E, w kté-
rym réwnolegta przecina okrag, spusémy
prostopadla EF na srednicg: AF i FB beda
bokami szukanego prostokatu.

Gdyz summa tych hokéw jest réwna AB,
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a prostokat z nich AFXFB jest rowny kwa-
dratowi z EF (pod 25), czyli kwadratowi
2 AD; przeto prostokat AF XFB jest rowno-
wainy zkwadratem danym C.

Uwaga. Aby zagadnienie bylo podobne do
rozwigzania, potrzeba zeby odleglos¢ AD nie
byla wieksza od promicnia, to jest: aby bok
kwadratu C nie byl wickszy od polowy li-
nii AB. '

ZAGADNIENIE XVIII.

Wystawi¢ prostokgt réwnowainy z kwa-
dratem C (fig. 158), aby réznice miedzy jego
bokami przylegtémi byla vréwna AB.

Na linii danéj AB, jako na srednicy, opi-
szmy okrag kola, przez koniec $rednicy po-
prowadimy styczne AD réwna bokowi kwa-
dratu C, przez punkt D i srodek O popro-
wndz’my sieczng DF; powiadam ie DE i
DF beda bokami przylegtémi igdapego pro-
stokgta.

Gdyz 1-e, réznica pomigdzy témi bokami
jest réwna $rednicy EF, czyli AB; 2-e pro-
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w
stokat DE X DF, bedae réwny AD2 (pod. 30),
jest rownowainy 2 kwadratem danym C.

ZAGADNIENIE XIX.

Znalesé wspélng miare, jezeli takowa znaj-
duje sig, miedzy przekqing i bokiem kwadratu.

Niech bedzie jakikolwiek kwadrat ABCG,
i jego przekgtna AC (fig. 159).

Aby rozwigza¢ zagadnieaie, potrzeba prze-
nies¢ CB na CA tyle razy, ile razy moina to
uskuteczni¢ (zag. 17, ks. IT), i dla tego niech
bedzie poét-kole DBE opisane promieniem
CB ze $rodka C: wiémy ze CB zawiera sie
w AC raz jeden z reszty AL, wypadkiem
wigc pierwszego dzialania jest iloraz 1 z re-
sztg AD, ktorg nalezy porownaé z BC, albo
jemuréwném AB. :

Moina odcigé AF=—=AD, i przenies¢ AF
na bok AB, znalezlibySmy e miesci si¢ w nim
dwa razy zresaty; poniewa za$ ta reszta i po
niéj nastepujgce , coraz bardziéj zmniejszajac
sig, dla swéj malosci uchodzilyby naszéj uwagi,-
przeto podobne postgpowanie byloby niedo-
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kladném dzialaniem mechaniczném, ktére nie
datoby poznac, ezyli linie AC i CB maja, lub
nie maja wspolnéj miary; lecz nastreeza sig
tutaj bardzo prosty sposéb uniknienia linij
zmniejszajaeych sie, podtug ktérego bedzie-
my mieli do czynienia z lnmaml jednakowéj
wielkosci.

I tak, jeieli kat ABC jest prosty, hinia AB
jest styczna, 1 AE sieczng, ie zas obie prze-
chodzg przez jeden punkl, przeto mamy (pod.
30) AD:AB—AB:AE., W drugiém wiec
dzialaniu, w ktérém idzie o pordwnanie AD
2 AB, moina wzigs¢ stosunek AB do AE, za-
miast stosunku AD do AB; ze za$ AB, albo
jemu réwne CD, miesci si¢ w AE dwa razy
zreszta AD. przeto w wypadku z drugiego
dziatania bedzie iloraz 2 z reszta AD, ktorg
polrzéba poréwnywac z AB.

Dzialanie trzecie, w ktorém potrzeba po-
réownywa¢ AD z AB, sprowadzi si¢ do po-
réwnywania AB, albo jemu réwnego CD,
tAE, i otrzymamy w ilorazie 2 i na re-
szlg AD.

Ve
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Ztad widzimy, ze dzialanie nigdy si¢ nie
skoriczy, i Ze tém samém przekatna i bok
kwadratu nie maja wspolnéj miary; ta pra-
wda, wiadoma juz z arytmetyki (gdyi te
dwie linie majg si¢ do siebie jak V'2:1) (pod.
11), staje si¢ widoczniejsza przez rozwigza-
nie geometryczne,

Uwaga. Nie moina wigc Scisle oznacayé
stosunku liczcbnego miedzy przekatng i bo-
kiem kwadratu, lecz moina go uczyni¢ tyle
przyblizonym do prawdziwego , ile si¢ podoe
ba, i wyrazié za pomocy ulamku ciaglego,
Pierwsze dziatanie dato na iloraz 1, drugie
i kaide % nastepujgeych ai do nieskorczono-
$ci dajg 2; a zatém w mowie bedacy ula-
mek jest:

Wi,
"Z“‘['x
E+%+ i t, d. do nie-
skonczonosci. :

Naprzyklad, obliczywszy ten utamek ai
do czwartego wyrazu wlgcznie, znajdujemy e
jego warto$é jest: 32, czyli 41; tak ie przy-
blizony stosunek sreduicy kola do boku kwa-
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drata wpisanego, jest =41:29. GdybySmy
obliczyli wickszg licibe wyrazéw powyistego
utomku ciaglego, zna'eilibysmy stosunek
bard.iéj przybliieny do prawdziwego,

SGEDDe-

16
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0 WIELOKATACH FOREMNYCH®
1 O MIERZENIU KOZA.

—> ) T

Opisy.

Wielokat majgey wszystkie katy i boki so-
bie rowne, nazywa si¢ wielokgtem foremnym.

Wielokatami foremnémi mogg by¢ wszyst-
kie wielokaty. Trojkat réwnobocerny, jest wie-
lokgtem foremnym o trzech bokach; kwadrat,
jest czworokgtem foremnym,
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PODANIE L

Twierdzenie.

Dwa wiclokqty foremne o jednakowdj li-
czbie bokdw, sg sobie podobne.

Niech bgda np. dwa szesciokgty foremre
ABCDEF i abedef (fig. 160); summa katow
w obu wiclokgtach jest jednakowa, i w ka-
idym z nich réwna osmiu katom prostym
(pod. 28, ks. I). Kat A réwnie jak i kat a,
jest sz6stq czescia té) summy, azatém katy A
i @ sa sobie rowne; toz samo rozumiéé o ka-
tachBib, Cie,it d

Nadto, poniewaz z opisu wielokatéw fore-
maych beki AB, BC, CD, i t. d. sa sobie
réwne, i boki ab, be, ¢d i t. d. takie s3 so-
bie réwne, przeto widocznie mamy proporcye:
AR:ab=BC:be=CD.cd i t. d. Wiec dwa" -
wielokaty w mowie bedace, maja katy rowne
1 boki odpowiednie proporcyonalne, a tém
samém sg sobie podobne (opis. 2, ks. IiI).

Whniosek. Obwady dwéch wielokatow fo-
remoych o jednakowéj liczbie bokéw, maja

http://rcin.org.pl



© 184

‘sig do siebie jak boki odpowicdnie, a ich po-
wierzchnie jok kwadraty z .l)'chie_bok()w
(pod. 27, ks. IIY). e
Uwaga. Kat wielokgta foremnego moina
f o;uaﬁzyé, podobnie jak kgt wiclokgta réwno-
katnego (pod. 20, ks. 1), majac wiadomy li-
ezbg jego bhokéw.

PODANIE IL
Twier'dzenie.

Kaidy wielokqt foremny woze byé wpisany.
t opisany na kole.

1-e Niech bedzie ABCDE... wiclokat o
ktérym mowa (fig. 161): wystaswmy sobie ie
przez trzy punkta A, B i € poprowadzono
okrag kola, ktérego Srodkiem jest punkt O,
ze $rodka spusémy prostopadly OP na bok
BC, ktora go podzieli na dwie ezesci rowne;
polaczmy punkt AzO 1 O z D. :

Dwa czworokgty OPCD i OPBA przystana
do siebie: gdyz w rzeczy saméj bok OP jest
wsp6lny-dla obu, kat OPCz=0PB jako pro-
ste, przeto bok PC pojdzie po boku PB, i
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punkt C padnie na B. Nadlo w wielokgcie
foremnym kgt PCD == PBA, a zatém bok CD
pojdzie po BA, a poniewa: CD —=BA, prze-
to punkt D padnie na A, i dwa czwerokaty
przystang do siebie, a tém samém OD=
AO ; poniewaz wiec odleglosé¢ OD jest ré-
wna odlegtosci OA, zatém okrag kola; prze-
chodzaey przez trzy wierzcholki wielokata
A, B C, przejdzie i przez czwarty D :«drogy
podobnego rozumowania okaiemy, ie okrag
kola przechodzacy przez trzy wierzcholki B,
G i D, praejdzie przez E, i t. d.; wige okrag
kola poprowadzeny -przez trzy wierzcholki
A, B i G, przejdzie przez wszystkie inne, i
wielokgt bedzie wpisany w kote.

2-e Wszystkie boki AB, BC, CD, i t. d.
jake cigciwy rowne, s3 réwno oddalene od
srodka kola opisanego na danym wielokacie
(pod. 8, ks. II); wigc okrag kela opisany
z punktu O, joko ze srodka promieniem QP, °
zetknie si¢ z bokiem BC i z kaidym innym
w srodku jego, a tém samém kolo bedaie
wpisane w wielokat, czyli wiclokat_ opisany
na kole. : : e
16*
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siv@waga I. Punkt ktéry jest srodkiem kola
Skpisanego i opisanego na wielokacie, moie
byéuwaiany joko sSrodek wielokata; aztad
" degtemsrodkowym wielokata nazywa sie kat
AOB) utworzony przez dwa promienie po-
- prowadzone do koncéw boku AB.
orPonibwai wszystkie cieciwy AB, BC i t.
«d; s3> sobie réwne, przeto wszystkie katy
Srodkowe takie s sobie réwne; ie zas sum-
anal wszysthich katéw Srodkowych jest rowna
.Gatérent -katom prostym, wiec znajdziemy
~wartosé kaidego z nich, dzielge catery katy
iprosteiprzez liczbe bokoéw wielokata.
i « ol Aby'w dane kolo wpisa¢ wielokat fo-
remny o jakidjkolwiek liczbie bokéw, potrze-
ba okrag kola podzielié na tyle czeSci ré-
Swoychiilesma miéé bokéw wielokat wpisany;
" ogdyi jetelictoki beda réwne i cieciwy AB,
BC, CD:fwt. d. (fig. 161) podpierajace je,
bedgrtakie rowne sobie; ze zas tréjkaty
- “ABO, BGC,.COD i t. d. majac boki rowne, s3
'sobié réwney przeto wszystkie katy ABC,
7BCD;.CDEvi . d. beda sobie réwne; i wie-
lokat ABCDE... bgdzie foremny.

AN
o1
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o "Ponnnm 1.
Zagadmeme

Wdanc koto wpnsac kwadrat
, Poprowadzmy (fig. 162) dwie érednice AC
.‘1 BD prostopadh do siebie, polgczmy z soba
konce A B, Ci D, aczworokat ABCD be-
dzie kwadratem wpisanym; gdyz katy AOB,
BOC i t. d. jako proste s3 sobie rowne, a
zatém luki AB, BC i t. d. i tém samém cie-
ciwy AB, BC 1t. d. sy sobie réwre.

Uwaga. Pomcwaz trQ]th BOC jest pro-
stokatny 1 rownordmlumy, przeto mamy
(pod. 11, ks. 1ll) BC:BO==V2:1; a za-
tém, bok kwadraiu wpisanego w kolo tck sig
ma do promienia s jak pierwiaste’ kwadrato-
wy £ 2 do 1.

PODANIEIV.
- Zagadnienie.
W dane kolo wpisac s.zes'a:okqt foremny

¢ iréjkqt réwnoboczny.
-
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Przypusémy ie zagadnienie jest rozwijza-
ne, i ie bokiem szeiciokata foremnego wpi-
~ sanego (fig. 163) jest AB; poprowadziwszy
promienie AO i OB, méwig ze tro;kqt AOB
bedzie rownoboczny,

Gdyz kgt AOB jest szésty czescig eztérech
katéw prostych; wzigwszy zatém kat prosty
1a jednosé, bedzie AOB=—2%=—3: dwa inne
katy ABO i BAC razem wzigte, waig 2 — 32,
czyli ¥, a poniewaz one sy sobie réwne,
przeto kazdy z nich == 2 wige trojkat ABO
majac wszystkie katy rowne, jest rownoboezny,
i tém samém bok szeSciokata foremnego
wpisanago w kolo, jest réwny promieniowi.

Ztad wypada, ze ahy w dane kolo wpisaé
szesciokat foremny, naleiy praenies¢ promien
szes¢ razy na okrag, a dojdziemy do tego sa-
mego punktu, od ktjrego podzial 7aczellsmy
uskuteczniac.

Majac wplsany szesciokat foremny ABCDEF,
otrzymamy trojkgt rownoboczny wpisany, je-
ieli polgezymy pierwszy wierzcholek 2 trze-
cim i pigtym, a pigty z trzecim w:exzcboll.xem
szesciokgta.
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Uwaga. Caworokat ABCO jest kwadra-
tem ukosnym, gdyi AB==BC=C0=A0,
przeto summa (pod. 14, ks. IIT) kwadratéw
x przckqtny‘ch 'AC2--BO? jest rowna summie
kwadratow z bokéw: 47\_1‘32, czyli 4BO?; od-
jawszy z jednéj i z drugiéj strony BO?, zo-
stanie AC2==3B02, przeto AC2:BO?=
3:1, exyli AC:BO=V3:1; wigc bok
tréjkgta réwnobocznego wpisanego w kole,
tak sie ma do promienia tegoi kola, jak pier-
wiastek kwadratowy z 3 do 1.

PODANIE V.
Zagaduienie.

W dane kelo wpisac daziesicciokat foremny,
@ nastepnie pigciokqt i piginastokat.

Podzielmy promieni AO (fig. 164) w sto-
sanku $rednim i skrajoym w punkeie M (zag.
4 ks. III), weimy cigciwe AB réwna czgsei
wigksz6j OM premienia, a ona bedzie bokiem
dziesigeiokata foremnego wpisanego; ktorg
potrzeba przenies¢ na okrag razy daiesigé.

&
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Gdyz polgczywszy B z M, wamy podlng
wykreslenia, AO : OM=—=OM: AM, a ponie-
waz AB==OM, przeto AO: AB=AB: AM;
wiee trojkaty ABO 1 ABM, majac kat wspdl-
ny, utwerzony przez boki proporcyonaine, sg
sobie podobne; ie zas trojkat OAB jest ré-
wnoramienny, przeto i w trojkacie AMB ma-
my AB==BM; ie za$ AB=—=OM, wi¢cc MB
=OM i trojkgt BMO jest réwnoramienny.

‘th AMB, zewnetrzny wzgledem tréjkata
rownoramiennego BMO, jest dwa razy wie-
kszy od kagla wewnetrznego O (pod. 32 k. I);
e zas kat AMB==MAB, wiec w tréjkgeie
OAB kaidy zkatow OAB 1 OBA, jest dwa
razy wickszy od kata przy wierzcholku O, a
zatéin (rzy kqty tréjkata AOB waig pieé ka-
tow O, | tém samém kgt O jest pigta dwdch,
cayli driesigty czgscia czlérech kgtow pro-
stychs a zatém tuk AD jest dziesiata czescig
okregu kola, a cigciva AB jest bokiem dzie-
sigciokata foremnego.

Whaiosek 1. Polaczywszy wierzcholek piér-
wszy.z trzecim, trzeci z pigtym, piaty z si6-
dmym, siodmy z driewiatym i daiewigty
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z pierwszym wierzcholkiem dziesieciokgta fo-
rem‘nc‘go 5 olrzymémy picciokat- foremny
ACEG]J.

il. Jeieli AB jest bokiem dziesi¢ciokata
foremnego, niech bgdzie AL bokiem szescio=
kata, natenczas luk BL=1— =%
okr¢gn kola, wige cigciwa BL jest bokiem
pietnastokata foremnego wpisanego w kolo.
Widzimy zarazem, ie luk CL jest trzecig
czgscig luku CB, a zatém jego cigciwa jest
bokiem trzydziestokata foremnego, wpisane-
go w kolo.

Uwaga. Jeicli kazdy z lukéw, podpartych
przez hoki wielokgta foremnego, wpisanego
w koto. podzielimy na dwie czesci rowne, i
punkta pedzialow polaezymy liniami proste-
mi, natenczas otrzymamy wielokat foremny
wpisany w kolo o dwa razy wigkszéj liczbie
bokéw od danego: widzimy przeto, ie kwadrat
moie postuiy¢ do wpisania w kolo wielokg-
tow foremnych o 8, 16, 32, 64 i t. d. bo-
kach. Podobniei szesciokat postuiy do wpi-
sania wiclokglow foremnych o 12, 24, 48,
1t d, bokach; dziesigcioagt, ¢ 20, 40, 80
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it d., a pigtnastokgt o 30 , 60, 120 i t, d.
bokach (%),

PODANIE VL
Zagadnienie.

Na daném kole (fig. 165) opisac wielokqt
foresmny, pedobny danemu wielokgtowi fore-
mnemu ABCD... wpisanemu w kolo.

Przez $rodek T luku AB peprowadimy
styczne GH, ktora bedzie rownolegla do cig-
ciwy AB (pod. 10, ks. II), podobniez przez
srodek kazdego innego luku BC, €D i t. d.
poprowadimy slycane, a one przecinajc sig

(*) Dtugi czas mniemano, ie za pomocg
sposobéw znanych w geometryi elementarnéj,
albo co jest to samo, przez rozwigzanie ro-
wnan stopnia pierwszego i drugiego, moina
_ wpisaé i opisaé na kole tylko wyzéj wyliczo-
ne wielokaty; lecz Gauss w dziele: Disquisi-
tiones arithmeticae, Lipsiae 1801, dowi6dl,"ze
podobna droga moina wpisaé wielokat o sie-
démnastu bokach, i w ogélnosci o 241 bo-
kach, byleby 2" -1 bylo liczbg pierwsza.
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wydadzg wielokat opisany GHIK... podobhy
wielokgtowi wpisanemu,

Latwo destrzedz, 7e trzy punkta O, B+ H
leig w linii prostéj: trojkaty OTH i OHN
majge przeciwprostokging OH wspolng 1 bok
OT==ON, s3 sobie rowne (pod. 18, ks. I),
a zatém kgt TOH=—=IION, i (ém samém li-
nia OH przechodzi przez srodek B luku TN;
dla podobnéj przyezyny punkt J znojduje sig
na przedluieniu OC, i t. d. Poniewaz linia
GH jest réwnolegla do AB, a IIJ do BC,
przeto kat GHJ=—=ABC (pod. 27. ks. I); pe-
dobniei kat HIK=—=BCD, i t. d.; wigc katy
wielokgta opisanego s rowne kalom wielo=-
kata wpissnego, i tém samém sg réwne po-
migdzy sebg. - Nadto dla réwnoleglosci tych
samych linij, mamy: GH:AB=—OH:0B i
HJ:BC=0H: OB, wi¢c GH:AB:=HJ:BC,
ie zas AB=—=BGC, przeto GH=HJ. Dla
podobnéj przyezyny HI=JK, i t. d.; wige
boki wielckgta opisanego sa sobie rowne, a
1atém ten wielokgt jest foremnym i podo-
bnym wiclokgtowi wpisanemu,

Whriosek 1. Odwrotnie, jeieliby potrzeba

17
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bylo, wpisa¢ w kolo wielokat ABC..., majac
wielokgt na niém opisany GHJK..., bytoby do-
- stateczném polyezyé wierzcholtki G, H, J, K...
wielokgta danego z srodkiem kola liniami OG,
OH, i t. d., ktoreby si¢ prazecigly z okregicm
w punktach A, B, C..., a poprowadziwszy
cieciwy AB, BC i t. d. olrzymalibySmy wie-
lokat zgdany. Mozna takie wtym przypadiu
polaczy¢ zsoba punkta zetknigeia T, N, P, i
t. d. liniami TN, NP i t. d., a zlad wyniknie
wielokat wpisany podobny opisanemu,

II. Ztyd wyunika, ze na daném kole moina
opisa¢ wielokaty foremne takie, jakie umié-
my wpisywac.

PODANIE YII
Twierdzenie,

Powierzchnia wielokqta foremnego jest ri-
wna iloczynowi z jego obwodu przez psl pro-
mienia lkola wpisanego.

Niech bedzie (fig. 165) wielokgt
foremny GHIK..., powierzchnia tréjkala
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GOH=GHX ZO0T, pewierzchnia trojkata
OHJ=HIX ;ON, ze zas ON== 0T, wicc
powierzchnia obu trijkatow —(GH-4HJ)
X zOT. Postepujac tak samo z innémi (roj-
katami, znajdziemy, ze powierzchnia suinmy
wszystkich tréjkatow, czyli powierzchnia ca-
tego wielokata, jest rowna iloczynowi z sum-
my podstaw GH, BJ, JKit. d., czyli z ebwo-
du wielokata przez 7 OT, to jest: przez pol
promienia kola wpisanego., '

PODANIE VIL

Twierdzenie,

Obwody dwévch wielokqtéw foremnych 0 je-
dnakowé) liczbie bol:éw, majg si¢ do siebie,
Jak promienie kol opisanych, albo jak pro-
mienie kél wpisanych; a ich powierzchnie jak
kwadraty z tyeh samych promieni,

Niech bedzie AB (fig. 166) bokiem jedne~
go z wielokatéw w mowie bedacych, punkt
O jego srodkiem, a tém samém AO promie-
niem kola opisanego, a linia OD, prostopadta
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do AD promieniem kola wpisanego; podobniei
niech bedzie ab bokiem drugiego wielokata po-
dobnego tamtemu, o jego srodkiem, oa pro-
mieniem kola opisanego i od promieniem kola
wpisanego. Obwodydwéch wielokatow podo-
boych majg si¢ do siebie jak boki AB i abj ie.
zas katy A1 a sg sobie rdwne, juko polowy ka-
tow w wielokgtach, podobniei katy B i b sg so-
bie rowne, wige trojkaty ABO i abo réwnie
‘jak i tréjkaty ADO i ado sy sobie podehne;
" wiec AB:ab=—AO:a0=—0D: od; azatém
obwody wielokgtow foremnych maja sie do sie<
bie, jak promienie AO 1 ao k¢l opisanych, alho
jak promienie OD iod két w nie wpisanych.

Powierzchnie tych samych wielokatéw ma-
ja sie do sicbie, jak kwadraty z bokéw od-
powiednich AB i b a tém samém one maja
sic do siehie, jak kwadraty, z promieni OD
1 od kot WPISB}IY h, albo jak kwadraty z pro-
mieni AO i-ao kol na nich opisanych.

PODANIE IX
Twiefdzenie.v

Wszelka linia krzywa, albo lamana otacza-
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Jaca od jednego korea dv drugiego linig wy-
puklg AMB, jest dluisza od linit oloczondf
AMB (fig. 167).

Jui wyiéj powiedziano, ze linia wypukla
nazywamy lini¢ krzywy, albo lamang, lub téz -
w czesci krzywa a w czeSci lamona, = ktorg

-

linia prosta przecina si¢ tylko w dwich nun-
ktach, Jeieliby linia AMB miala wklestosci,
natenczas nie bylaby wypukla; gdyz latwo
dostrzedz, ze linia prosta moglaby ja prze-
cigé wigedj jak w dwéch punktach. Fuki kot
sa wypukle; lecz podanie obecne rozcigga
si¢ na linie jakiekolwiek, ktdre czyniy zado-
sy¢ wspomnionemn warunkowi.

To zaloiywszy, jezeliby linia AMB nie by-
la mniejsza od kaidéj ja otaczajacéj linii, na-
tenczas pomigdzy ostatniemi bylaby jedna
krétsza od innych, i zarazem mniejsza od
AMB, albo prazynajmniéj jéj rowna. Niech
takg linig bedzie ACDEB ; pomigdzy liniami
 AMB i ACDEB poprowadimy gdziekolwiek
linig prosty PQ, kiéra nie przecina linii AMB,
lub jest do niéj styczna; linia prosta PQ jest
moiejsza od PCDEQ, a zatém podstawiwszy
Zamiast czgsci PCDEb linig prosta PQ otrzy-

L a
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mamy linic ebejmujaca APQB mniejsza od
APDQB. Ze za$ podlug przypuszezenia linia
APDQB miata byé najkrotsza ze wszystkich
linij otaczajacjch, przeto to przypuszczenie
nie moie mié¢ miejsca i tém samém kaida
linia otaczajaca jest diuisza od AMB.

Uwaga. Zupeloie takim samym sposobem
dowiedziemy, ze wszelka linia wypukla i
zamkoigta AMB (fig. 168) jest krétsza od
kazdéj linii ze wszech stron ja otaczajacdj,
badz to linia olaczajaca. FGH dotyka sig liaii
AMB w jedoym, lub kilku punktach, bad téi
nie dotykajc si¢ ja otacza.

PODA 3{1 E X.
Twierdszenie. przybrane.

Majge dane dwa kola spélsrodkowe , za-
wsze moina w wigksze wpisaé wielokqt fore-
mny, kiérego boki nie bedg dotykaly okregu
kola mniejszego, i na mniejszém moina opisac
wielokat foremny, kirego boki nie bedg prae-
¢inaly okregu kola wigkszzgo; to .jcsl tck
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w jednym jak w drugim przypadlu, boki wie-
lokgta bedg zawarte migdsy dwéma okregu- -
mi kot.

Niech bedq (fig. 169) CA i CB promicnie
danyeh két spétsrodkowych. Przez punkt A
poprowadimy “stycang, koliczgeg si¢ w pun-
ktach D'i E na okregu wiekszym. Wpiszmy
w koto wigksze jeden z wielokatow, jakie po-
przedaio nauczylismy sig wpisywac, podziel-
my nastepnie wszysthie tuki podparte przez
boki wiclokgta wpisanego, na dwie czesel rb-
wne, i poprowadimy cie\ciwy tukow wyni-
ktych z podzialu, a olrzymamy wielokat fore--
mny wpisany o dwa razy wicksz¢] liczbie
bokéw od poprzeduiego. Dzielenie tukéw na
dwie czgéci réwne posuwajmy, dopoki nie
dojdziemy do tuku mniejszego od DBE: Niech
takim tukiem bedzie MBN (przypuszezamy te
jego $rodkiem jest B), widocznie, ie cieciwa
MN jest bardziéj oddalona od srodka jok DE,
ide tém samém wielokgt, ktorego bokiem
jest MN, nie moze spotkaé okregu kola za--
kréslonego promieniem CA.

Toz samo zaloiywszy, polagezmy punkt G
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zM i N liniami CM i CN, ktére przetng sig -
ze styczna w punktach P i Q; PQ bedzie
bokiem wielokata opisanego na mniejszym
okregu kotla, i ten wielokgt bedzie vpodobuy
wielokytowi wpisanemu w koto wigksze, kté-
rego bokiem jest MN. Poniewaz CP jest
mniejsze od CM, przeto wielokat opisany ni-
gdzie bokami swémi nie spotka sig z okre-
giem wigkszym.

A zalém za pomocy jednego wykréslenia,
mozna doj5¢ do wielokata wpisanego w kolo
wigksze, 1 wielokgta opisanego na kole
mniejszém, ktorych obwody beda zawarte
migdzy okregami dwoch kol spolsrodkowych.

Uwaga. Mojyc dwa wycinki spétsrodkowe
FCG 1 JCH, moina w wigkszy z nich wpisac
czgs¢ wielokgta foremnego, albo téi na mniej-
szym opisaé “czes¢ wielokgia foremnego, tak
ie obwody obu czesci beda zawarte migdzy
dwéma okregami: dla tego dos¢ bedzie dzie-
li¢ tuk na 2, &, 8 i t. d. czesci réwnych, dopo-
ki nie dojdziemy do cz¢sci mniejszéj od DBE.

Czescig, albo wucinkiem wielokgta foremne-
go nazywamy figure ograniczona szeregiem
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cieciw rownych, wpisanych wlu FG od je-
dnego korea jego do drugiego. Ta czes¢é ma
glowne wlasnosci wspdlne z wielokatami fo-
remnémi: katy, a takie i boki jéj sa sobie
rowne, moina ja wpisad i opisa¢ na kole;
wszakie ona w Scislém znaczeniu wyrazu, nie
stanowi pewnéj czesei wielokgta foremnego,
wyjawszy jeieliby tuk przez jéj bok podpar-
ty, byt jakgbadi czgscig calego okregu kola,

PODANIE XI.
Twierdzenie.

Okregi kil majq sig do siebie jak ich pro-
mienie , a powterzchnie jak kwadraty z tychie
promien. o :

Dla skricenia, oznaczmy przez okr. CA (fig.
170), okrgg kola, ktérego promieniem jest
CA; méwie, ie bedzie: okr. CA:okr. OB =
CA:OR. | '

Jeieliby bowiem ta proporcya nie miala
miejsca, natenczas mialoby si¢ CA do OB,
jak sie ma okr. CA do wyrazu czwartego, wie-

\

http://rcin.org.pl



202

kszego, lub inniejszego od okr.OB; przy-
pusémy, ie wyraz czwarly powinien byé
moiejszy, i dajmy na to ie jest: CA: OB =
okr.CA: okr.OD. Wpiszmy w kolo opisane
promieniem OB, wielokat foremny EFGELE,
ktoregoby boki nie dotykaly okregu opisane-
go promieniem OD (ped. 10, a w kolo, kté-
rego promieniem jest CA, wpiszmy wielokgt
MNPSTM podobny tamtemu.

To zalozywszy, poniewai wielokaty s3 po-
dobne, przeto ich ohwody majg sie do siebie
jak promienie CA i OB ké! na nich opisa-
nych (pod. 8),1 bedzie MNPSTM : EFGKLE
—CA:0B; ie zas podlug przypuszezenia
Jest CA: OB = okr.CA : okr.OD, wice

MNPSTM : EFGKLE == okr.CA : okr. OD.
Lecz ta proporeya nie moie miéé miejsca,
gdyz ebwéd MNPSTHM jest mniejszy od okr.
CA (pod. 9), a obwod EFGKLE jest wigkszy
od okr.DO ; azatém nie moie byé, aby si:
mialo CA do OB, jak si¢ ma okr.CA do
okregu muiejszego od ¢kr. OB, czyli méwige
~ 0gb6iniéj , nie moie byc¢, aby si¢ mial jeden
-promien do drugiego, jak si¢ ma okrag opi-
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sany pierwszym promieniem, do okregu
kola episanego promieniem mniejszym “od
drugiego.

Z'ad wnosz¢, ic takie nie moze si¢ miéé
CA do OB, jak okr.CA do okregu wigksze-
go od-okr, OB ; gdyi jeieliby taka proporcya
miala miejsce, zmieniwszy porzgdek miedzy
wyrazami, olrzymalibysmy e tak sig.ma OB .
do CA, jak okrag kota wigckszy od okr. OB
do okr. CA;‘ o zalém mialby si¢ promien do
drugiego promienia, juk okrag kola opisany
pierwszym promieniem do okregu kola opi-
sanego promienicm mniejszym od drugiego,
co byé nie moze jak to wyiéj dowiedziono.

Poniewai czwarty wyraz proporeyi CA:
OB =¢kr.CA:X. ric moie by¢ ani wighszy
od okr. OB, ani muiejszy od niego, praelo
okregi kol maja sig do siehie w slosurku
swoich promieni.

Rozumowanie 1 wykréslenie zupeluie po-
dobne posluiyloby do okazania, ze powierz-
chnie kol majy sie do siebie, jak kwadraty
zich promieni.

Nie wejdziemy w dalsze szczegély osta-

-~
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tniego twierdzenia, ktére jest woioskiem
z lwierdzenia nastepujgeego.

Whiosek. Luki podobne (fig. 171) AB i
DE maja si¢ do siebie,-jak promienie AC i
DO, a wycinki podobne ACB i DOE majy
si¢ do siebie, juk kwadraty z tych samjch
promieni.

Gdyi, dla podobienistwa tukow kat C jest
rowny kgtowi O (opis. 3, ks. IIT),, a zatém
tak sie ma kat C do cztérech katéw prostych,
jok sie ma luk AB do calego okregu kota,
opisanego promieniem AG (pod. 17, ks. II),
1 tak sie ma kat O do cztérech katé pro-
stych, jak siec ma luk DE do calego okregu
kola, opisanego promieniem OD; poniewai
za$ tuki AB i DE maja si¢ do siebie jak
okregi kol ktéryeh one sa czesciami, a okre-
gi kol majy si¢ do siebie juk ich ‘promicuie,
przete {uk AB :fuk. DE—=AC:DO.

Dla téj saméj przyczyny wycinki ACB 1
DOE majg si¢ do siebie jak cale kola, a kota
jok kwadraty z promieni, przeto wyc. ACB:

wye. DOE=AC2?:DO2
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PODANIE XII
- Twierdzenie.

Powierzchnia kola jest réwna iloczynows
z jego okregu przes pét promienia.

Oznaczmy przez pow. CA (fig. 172) po-
wierzchni¢ kola opisanego promieniem CA;
méwie ie pow. CA =75 CAX okr. CA.

Jeieli bowiem %CAXokr.CA nie jest
miary powierzchni kola, ktérego promieniem
jest CA, nutenczas ta ilos¢ bedzie miarg kola
wigkszego, lub mniejszego. Przypusémy ie
jest miarg kola wigkszege i niech bedaie, je-
ieli to byé moie; 2 CAXokr.CA :poio.CB.

Na kole ktérego promieniem jest CA, opi-
szmy wielokat foremny DEFG..., ktéregoby
boki nie przecinaty okregu kola opisanego
promieniem GB (po. 10); powierzchnia wielo-
kata jest rowna jego obwodowi DE4EF+4-
FG4 it d., pemnozonemu przez 7AC (po. 7),
ie zas obwod wxelol\qta jako linia otaczajg~
ca, jesl wn@luszy od okregu kola wen wpisa- -
nego, przeto miara powierzchui vnelokqtn_

18
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DEFG .. jest wi¢ksia od iloczynu 7 ACX
okr.AC, ktory podlug przypuszczenia, jest -
miarg kola opisanego promieniem CB; wigc
wielokat bylby wiekszy od kola opisanego pro-
mieniem BC, gdy tymczasem przeciwnie on
jest mniejszy, bo jest w niém zavﬁarty. Wiec
byé nie moie, aby %CAXol:r.CA bylo wigksze
od pow. CA, czyli inaczéj, nie moze by¢, aby
iloczyn 2 okregu kola przez p6l promienia
byt miarg powierzchni kota wigkszege.

Powiadam daléj, ie tenie iloczyn nie mo-
e by¢ miarg powierzchni kola mniejszego:
aby zas nie zmieniaé figury, przypuszczam ie
mamy kolo, ktérego promieniem jest CB,
potrzeba okazaé e 7 CBX okr.CB nie moze
by¢ miarg powierzchni kola mnicjszego. np.
kota o promieniu CA. W saméj rzeczy niech
bedzie, jeieli to byé moize, z CBXokr.CB
—pow. CA.

Uskuteczniwszy tokie same wykreslenie
jak wyiéj, miarg powierzchni wielokata
DEFG... bedzie (DE4+EF4FG+ it d)X
£ CA; poniewai za$ obwod DE4EF4FG
=i t. d. jest mniejssy od okr. CB, przeto
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-

powierzchnia wielokata jest mniejsza od
1 CAXokr.CB, Ze za$ ostatnia ilosé podlug
przypuszezenia, jest miarg powierzchni kola
o promieniu CA, przeto powierzchnia wielo-
kata bylaby mniejsza od kola wen wpisanego,
co by¢ nie moze; nie moie by¢ przeto, aby
iloczyn z okregu kola przez pol jego promie-
nia, stuiyl za miar¢ powierzchni kola mniej-
szego.

Wige nakonies iloczyn z okregu kola
przez pol promienia jest miarg powierzchni
tegoi samego kota.

Whniosek 1. Powierzchuia wycinka kolo-
wego jest rowna iloczynowi z tuku ; stuzace-
go mu za podstawe przez pol promienia.

Gdyi wycinek (fig. 173) ACB ma si¢ do
calego kota, jek luk AMB do okrggu ADBA
(pod. 17, ks, 1), lub jak AMBX:zAGC do-
ABDAX:AC. Ze za$ powierzchnia kola
‘==ABDAX:AC, przeto i miarg ’powierz-
chni wycinka ACB jest AMBX % C.

II. Oznaczmy gloska 7 okrag kola, kté-
rego srednica jest réwna jednosci; poniewai
okregi k6l majg si¢ do siebie jak promienie,
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lub jak srednice, przeto moina uloiyc pro-
porcye, tak si¢ ma srednica 1 do okregu
kota =, jak s$rednica 2.CA do okregu kola
opisznego promieniem CA, t.j. li7==2.CA
2okr. CA, zkad okr.CA=—2.7 X CA. Po-
munoiywszy obie strony t4j rOwnoSci przez

3CA, bedsie 3CA X okr.CA==n X CA?,
czyli pow. CA= X CA?, a zatém powierz-
ehnia kola jest réwna iloczynow: z kwadratu
promienia przes liezbe stalg =, kiéra ozna-
¢za okrag kola w przypuszezeniu Ze sredni-
ea réwna 1, czyli wyraia stosunck okregu
kola do srednicy.

Podobniez powierzchnia kola, ktérego
promieniem jest OB, bedzie réwna nxb‘—()z,;
wige 72X CA2: 72X BO2==CA2: BO?, a za-
tém powierzchnie kol majq sie do siebie, jak
kwadraty z ich promieni, co si¢ zgadza
z twierdzeniem poprzedzajgeém.

Uwaga. Jui wyiéj nadmieniono, ie zaga-
doienie kwadratury kola ma za przedmiot
wyszukanie kwadratu réwnego co do powierz-
chni z kolem, kiérego” promien wiadomy; a

3
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* poniewa wyiéj okazano, ze hoto jest ré-
wnowaine z prostokatem z ekregu kola |
pélowy promienia, a ten prostokat moina
zamieni¢ na kwadrat z nmim réwnowainy, bio-
rac $rednio geometrycznie proporcyenalng
.miedzy dwoéma jego wymiarami (pod. 6, ks.
Iil); przeto zadanie kwadratury kota spro-
wadza si¢ do znalezienia okregu majac wia-
domg Srednice, do czego dosé jest mie¢ wia-
domy stosunek okregu kola do $rednicy.
* Dotad oznaczono pomieniony stosunek spo-
sobem przyblizonym, lecz prayblizenie po-
sunigto do tego stopnia, ze wynalezienie sto-
sunku Scistego nie stanowiloby zadnéj ko=
rzysci. A nawet przedmiot ten, nad ktérym
wiele pracowali geometrowie w czasach, kie-
dy sposoby-wyszukania przyblizonych warto-
sci byty mniéj wiadome, dzisiaj pozostawidno
w liczbhie tych pytan, ktére moga stanowié
zatrudnienie ludzi, posiadajacych zaledwie
poczgtkowe wiadomosci geometryi,
Archimedes okazal, ze stosunek okregu
kota do srefdmcy miesci si¢ miedzy 319 1
31%; takim sposobem 31, albo %2 jest bar-
18*
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dzo przyblizong wartoscig liczby, ktérgsmy
oznaczyli przez 7; ta wartos¢ dla swéj pro-
stosci uzywa sie najezgsciéj. Metius znalazt
wartos¢ 7 nieréwnie bardziéj przybliiong
$35. Nakoniec wartos¢ m, znaleziona przez
innyeh uczonych w cyfrach dziesigtnyeh, jest
3,1415926535897932..., a nawet nie za-
brakto cierpliwosci niektérym na wyszukanie
stu dwudziestu siedmiu i stu cztérdziestn
cyfr daziesigtnych. Widoczng jest r.zeczq, ie
podobue przyblizenie nie ustepuje zupelndj
dokladnosci, 1 ze nie lepi¢j nam sy znane
pierwiastki poteg miezupelnych.

W nastepujacych zagadnieniach bedy wy-
Yozone dwa najprestsze sposoby elementarne,
wyszukania przyblizonego stosunku okregu
kola do srednicy.

PODARIE XIIL
Zagadnienie,

Majge wiadomg powierzchnie wielokqta fo-
remncgo wpisanego 1 wielokqla foremnego,
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podobnego tamtemu, opisanego na kole, zna-
lei¢ powierzchnig wielokqta foremnego wpi-
sanego i opisanego o dwa razy wickszg li-
czbie bokdw. g

Niech bedzie (fig. 174) AB bokicm danego
wielokgta foremnego wpisanego, bok EF
rownolegly do AB, bokiem wiclokata podo-
bnego opisanego, i C srodkiem kota; popro-
/wadziwszy cieciwe AM i styczne AP i BQ,
piérwsza bedzie bokiem wielokyta foremnego
wpisanego w kote o podwéjnéj liczbie bokéw
wrzgledem danego, a dwie drugie bokami
wielokata jemu podobnego opisanego (pod.
6). To zaloiywszy poniewaz toz samo wy-
kreslenie miatoby miejsce w innych katach,
réWnych katowi ACM, przeto dos¢ bedzie
uwaiaé kgt ACM, a trojkaty w nim znajdu-
jace sig mié¢ sig beda do siebie jak wieloka-
ty ktorych one sa czgsciami. Niech bedzie A
powierzchnia wielokata, ktorego bokiem jest
AB; B powierzchnia wielokata jemu podo-
bnego opisanego: A/ powierzchnia wielokata,
'ktérego bokiem jest AM; B’ powierzchuia
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wielokata podobnego opisanego; A i B s
wiadome, mamy oznaczyé Al i B/, :

1. Trojkaty ACD i ACM majac wspblny”
wierzcholek ‘A, majy si¢ do- siebie jak ich
podstawy CD i CM; précz tego te trojkaty
maja si¢ do siebie jak wielokgty, ktorych one
" sy ciresciami, a zatém A:A’=—CD:CM.
Trojkaty CAM i CME majae wspoloy wierz-
cholek M, maja sic do siebie w stosunku
swoich podstaw CA i CE, ie za$ trojkaty
CMA i CME majg si¢ do siebie jak wielokaty
Ali B, ktorych one sy czesciami, przeto
A’:B==CA:CE. Ze za$ dla réwnoleglo$ci
linij AD i ME, jest CD : CM==CA : CE, wi¢c
A:A'=A’:B; a zatém A/, to jest jeden !
z wielokgtow szukanych, jest srednio geome-
trycznie proporcyonalny miedzy wielokgtami
danémi A i B, a (ém samém mamy :

Ar=V'AXB.

2. Tréjkaty CPM i CPE majac wspolng
wysokos¢ CM, maja sie do siebie jak podsta-
wy PM i PE; ic zas linia CP dzieli kat MCE
na dwie czesci réowne, przeto (pod. 17, ks.
II) PM:PE=CM:CE=CD:CA=A:A/;

http://rcin.-org.pl



213

wigc CPM : CPE ==A : A/. i nastepnie CPM:
CPM+CPE albo CME==A : A+AL Ze za3
CMPA, czyli-2.CMP i CME maja sie do sie-
bie jak wielokaty B/ i B, ktorych one sa
czeSeiami, przete B/:B—=2A :A}- A/, Po-
przednio jui znaleilismy A’, a z ostatniéj
proporeyi znajdziemy: B/== T

za pomocy wielokatéw A 1 B, latwo jest
oznaczy¢ wielokaty A’ i B/, majgce dwa razy
wigedj bokéw od tamtych.

; wiec

PODANIE XIV..
Zogadnienie.

znaczyc prayblizony stosunek okregu ko-
a do- srednicy.

Niech bedzie promien kola =i, bok
kwadratu w nie wpisanego bedzie = )/2
(pod. 3), a bok kwadratu spisanego bedzie
'réwny srednicy 23 a zatém powierzchnia
kwadratu wpisanego =2, a powierzchnia
kwadratu opisanego ==4. Wiedzac, ie
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A==2 i B==4, podlug zagadaienia po-
przedzajacego znajdziemy, ie powierzchnia
osmiokgta wpisanego A’::V/8=2,8284271
i powierzchnia osmiokyta opisanego B'=—

__19—~—3 ,3137085.  Znajac osmiokat

24178

wpisany i opisany, znajdziemy powierzchaie
wielokatéw o dwarazy wigkszéj liczbie bokéw:
dla tego uczynmy znowu A==2,8284271 i
B=—3,3137085, aznajdziemy A=V "AXB
—3,0614674, i B'= 2" __3 1825070,

ARSI drea S T\ L et

Nastepnie wielokaty o 16 bokach postuia
do obliczenia wielokatow o 32 bokach, 1

tok daléj postepujmy, dopéki nie otrzy-
mamy dla wielokgta wpisanego i opisane-
go wartosei nie roéinigeych sie pom(igdzy
soba wtyla cyfrach dziesigtaych, wilu ra-
chunek uskuteczniono, a w przykladzie obe-
cnym w siedmiu cyfrach. Doszedlszy do te-
go wniesiemy, ze powicrzchnia kola jest ré-
wna ostatniemu wypadkowi; gdyz kolo zawsze
jest wigksze od ww!okqta W nie wpisanego a

mniejsze od wielokata na niém opisanego;
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jeieli wige wiclokaty nie réinig sig od siebie
w pewndj liczbie cyfr dzesigtoych, tém bar-
dziéj powierzchnia kola nie bedzie sie roinié
od powierzchni ktéregokolwiek wiclokata, w
téj samdy liczbie cyfr dziesigtnych wyrazonéj.

Oto sa wypadki z obliczenia wielokgtow
doprowadzone do takich, ktore nie roznig
si¢ od siebie w siedmiu cyfrach dziesigtnych.

Licz: bokéw. Wiel. wpisany. Wiel. opisany.

Tiah
R

16 .

32 .
64, ..
(DT G
956 °. .
5125
1024 . .
2048 . .
4096 .
8192 . .
16384 . .
39368

2,0000000 . .
2,8284271 . .
. 3,0611674 . .
3,1214451 , .
3,1365485 . .
3,14033i1 . .
3,1412772 . .
3,1415138 . .
3,1415729 . .
31415877 . .
. 3,1415914 . .
3,1415923 . .
3,1415025 .
3,1415926 .

4,0000000
3,3137085
3,1825079
3,1517249
3,1441184
2,1422236
3,1417504
3,1416321
3,1416025
3,1415951
3,1415933
3.1415928

. 3,1415927
. 3,1415926
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7tad wnosze, ze powierzchnia kola, kto-
rego promien =1, jest ==3,1415926. Dla
btedu, ktéry moglt powstaé od opuszczonych
cyfr dziesigtnych, meinaby by¢ w niejakidj
watpliwosci co do ostatnid} cyfry dziesietndj;
lecz rachunek wykonano z 8 cyframi dziesie-
tnemi, aby by¢ pewnym dokladnosci wszyst-
kich cylr dziesigtnych w wartosciachi przy-
wiedzionych, : |

Poniewaz powierzchnia kola jest réwna
iloczynowi z polowy okregu przez pro-
mien, a promien jest I, ‘przeto potokrag
=3,14159.6; jeich zas $rednica rowna j 4
okrag kola ==3,1415926 ; a zatém stosunck
okregu kota do srednicy, ktéry oznaczylismy

wyié) przez 7 =3,1415926.

PODANIE XV.
Twiecdzenie przybrane..

Tréjkqt (fig. 175) CAB jest réwnowciny
tréjkqlowi réwnoramiennemu DCE, majqcemu
z nim kqt C wspélny & kiérego bok CE ré-
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wny CD, ‘jest srednio geometrycznie propor-
cyonalny migdzy CA ¢ CB. Nadio jezeli kqt
CAB jest prosty, prostopadla CF spuszczona
na podstawe tréjkqta réunoz'amiennego, be-
dzie srednio geomelryc:me proporcyonalna
migdzy bokiem CA pdolowg summy bokéw
CA i CB.

1. Gdyi dla kgta wspélnego C, trojkat
ABC tak si¢ ma do tréjkgta réwnoramienne-
go DCE, juk ACXCB do DCX CE, czyli do
]3_(.]2; pr'zeyto te trojkaty sa z sobg réwnowa-
ine, jeieli DC2==ACXBC, czyli jeieli hok
DG jest srednio geomelrycznie proporcyo-
neloy migdzy AC 1 BC.

2. Poniewai prostopadta CGF dzieli kat
ACB na dwie czesci rowne, przeto AG:GB
—AC:Cb, zkad AG:AGH4+GB=AC:AC
+CB; ie zas AG tak si¢ ma do AB, jak
trojkat  ACG do trojkata ACB, albo do
2.CDF; jezeli nadto kgt A jest prosty, troj-
katy prostokatne ACG i CDF beda podobne
i dadzg ACG: CDF==AC2: CF2, wige AC2:
2.CB:Z=AC:AC+CB. Pomnoiywszy wy-

: 19

http://rcin.org.pl



218

razy stosunku d‘rugiego przez AG, poprze-
dniki bedg sobie réwne, a tém samém
9.CF2=—ACX(AC+CB), cnyli CF2=ACX
AC+-CB '
(=
sty, prostopadla CF begdzie $rednio geome-

); wige 2 jezeli kat A jest pro-

trycznie proporcyonalna miedzy AC 1 pilowg
summy bokéw AC 1 CB. o

PODANIE XVL
Zagaduienie. |

Znales¢ kolo, kiéreby od wielokqta da-
nego réimio sig tak malo, jak sig podoba.

Niech bedaie np. kwadrat BUNP (lig. 176);
ze srodka C spusémy prostopadty CA na bok
MB i polgezmy punkta G i B linig prosta CB.

Kolo zakresione promieniem CA bedzie
wpisane w kwadrat, a kolo zakreélone pro-
mieniem CB bedzie opisane na tym samym
kwadracie; pierwsze mniejsze, a drugie wig-
ksze od kwadratu, idzie zas o to, aby je
zblizy¢ do siebie.
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Weimy CD i CE réwne srednio geome-
trycznie proporcyonalnéj migdzy GA i CB, i
poprowadimy ED; tréjkat réwnoramienny
CDE bedzie réwnowainy z trojkatem CAB
(yod. 15); uskuteczniwszy toz samo dla ka-
idego z osmiu trojkatow sktadajgcych kwa-
drat, utworzy si¢ osmiokgt foremny, rowno-
wainy z kwadratem BYMNP. Kolo zakreslone
promieniem CF, ktory jest srednio geometry-
' CA-CB

9 b

cznie proporcyonalny migdzy CA i
bedzie/wpisane w o$miokat, a kolo zakreslo-
ne promieniem CD bedzie na nim - opisane.
A zatém kolo pierwsze bedzie mniejsze a
drugie wicksze od kwadratu danego.
Podobniei zamieniwszy trojkat prosteka-
tny CDF na tréjkat réwnoramienny z nim ro-
‘wnowainy, otrzymamy szesnastokgt foremny
réwnowainy z kwadratem danym. Koto wpi-
sane w ten wielokat bedzie mniejsze, a kolo
na nim opisane hedzie wigksze od kwadrata
danego. ; :
I tak daléj moina postepowac, dopoki sto-
sunek migdzy promieniem kola wpisanego i
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promieniem kola opisanego nie bedzie roinit
si¢ tak malo ‘od rownodci, ile sig podoba. Na-
tenczas jedno lub drugie kolo, bedzie mozna
“uwaia¢ jako rownowaine z danym kwadratem.

Uwaga. Oto jest sposéb obliczania pro-
mieni po sobie idgeych. Niech bediie a pro-
mien kola wpisanego w jeden z wielokét(}\v'
znalezionych, b promien kola opisanego na
-tymie wielokgcie; niceh beda a’ i b promie-
pie kola wpisanego i opisanego na wielokgcie
o podwéjnéj liczbie bokéw wizgledem tam-
tego. Podiug tego co okazano, b/ jest sre-
dnio geometrycznie proporcyonalne migdzy
aib,aal jestsrednio geometrycznie pro-

4 . a+b
porcyonalne miedzy ax-—;— tak ze mamy

b':V&—I}, i a/ V ) prze-

to majac wiadome promienie a i b dla jedne-

g0 wielokata, tatwo znales¢ promienie a! i
b’ dla wielokata nastepujacego, i tak be-
dziemy postepowali, dop6ki réinica micdzj
témi promieniami nie stanie sie dostatecznie
molg, a wtedy jeden lub drugi bedzie pro-
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mieniem kola réwnowainego z kwadratem, lub
jakimkolwiek danym wiclokalem foremnym,

Sposéb ten jest latwy w uiyciu na li-
niach, gdyz sprowadza si¢ do wynalezienia
nastepnych srednio geometrycznie proporeyo-
naloych miedzy liniomi wiadomemi, lecz
Jeszcze latwié) moie byé zastosowany do
liczb; ten spos6b jest jednym z najdogodniej-
szych, jakie geometrya elementarna moie
podaé na szybkie'obliczenic przyblizonego
stosunku okregu kota do srednicy. Niech
bedzie bok kwadratu =—=2, promien pier-
wszy CA kola wpisanego bedzie 1, a pier-
wszy promiefi CB kota opisanego bedzie
V2, cayli 1,4142136. Uczyniwszy zatém
a=1. 1 b=1,4142136, znajdziemy: b'=
1,1892071 i a’=1,0986841. Te liczby
postuzg do obliczenia nastepujacych promieni.

Oto wypadek rachunku z sicdmioma, lub
osmioma cyframi diiesietnemi, uskute-
cznionego za pomocg tablic logarytméw
awyczsjoych,

19*
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Promienic kol opis.  Promienie kol wpis.
1,4142136 . . 1;0000000
1,1892071 . . 1,0986841
1,1430500 . . 1,1210863
1,1320149 . . 1,1365639
1,1292862 . . 1,1279257
1,1286063 . . 1,1282657

Poniewai piérwsza pélowa cyfr w warto-
$ciach obu promieni jest jednakowa, przeto
zamiast srednio geomelrycznie proporcyo-
naloych moina wzigsé $rednie arytmetycznie
proporcyonalne , ktore réinia sie od tamtych
tylko cyframi nastepujacemi. Takim sposo-
bem rachunek bardzo sig skroci 1 olrzyma-
my wypadki:
~ 1,1284360 1,1283508

1,1283934 1,1283721
- 1,12838217 1,1283774
1,1283801 1,1283787
1,1283794 1,1283791
1,1283792 1,1283792 .

Przeto 1,1283792 jest przybhzona war-
toscia promienia kola rownowaznego z kwa-
dratem, ktorego bok ==2. Ztad latwo ozna-
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czyé prayblizony stosunek okregu kola do
srednicy: gdyi okazano, ie powierachnia ko-
ta jest rowna kwadratowi z promienia po-
muozonemu przez liczhe 73 jeieli wige
podzielimy powierzchnie 4, przez kwedrat
z 1,1283792, otrzymamy z; wykonawszy
dzialanie znajdziemy 7=3,1415926..., co
jui otrzymalismy poprzednio.

-+333Q0ECE
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DODATEK DO KSIEGI IV.

0 NAJWIEKSZYCH 1 NAJMNIEJSZYCH ILOSCIACH.

O pis.

Figurami réwnoobwodowemi nazywajg si¢
figury, ktorych obwody sa sobie réwne.

PODANIE I
Twierdzenie.

Z pomigdzy swsazystkich trijkqtow, majqeych
réwne obwody i wspélng podstawe, ten jest
 najwigkszym, kiérego dwa inne boki sq so-
bie réwne. 5

Niech bedzie (fig. 177) AC=CB i AM+-
- MB=—=AC+CB, powiadam, %e trojkat ré-
wnoramienny ACB jest wigkszy od trojkata
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AMB, majacego jednakowy z nim obwéd 1
wspblng podstawe.. :

Z punktu C jako ze Srodka, promieniem
AC=BC opiszmy okrag kola, kiéry prze-
tnie sie z przedluieniem AC w punkcie D,
polaczmy punkt D z punktem B, a kat DBA
wpisany w polkole bedzie prosty (pod. 15,4
ks.IT). Przedluzmy linie DB kn N, uczyiimy
MN=—=MB, i poprowadimy AN, nakoniec
z punktéw M i G spusémy prostopadie MP 1
CG na DN. Poniewai CB==CD i MN=
MB, przeto AC4CB=—AD, i AM|-MB=
AM+MN. Ze 28 ACH+CB=—AM-4}MB,

~wige AD==AM--MN i ém samém AD>

AN; poniewaz pochyla AD jest dluisza od
AN, przeto BD > BN (pod. 12, ks. I), wiec
BG jako polowa linii DB, bedzic wicksza od
BP pélowy linii BN. Trojkaty ABC i ABM
majace wspélng podstawe AB, maja sig do
siebie jak ich wysokosci BG i BP, ie za$ BG
> BP, wige tréjkat réwnoramienny ABC
jest wigkszy od trojkata nieréwnoramienne-
go AMB, majjcego takiz sam obwod 1 wspol-
D3 z nim podstawe. { §
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PODANIE IIL
Twierdzenie.

Wielokqt réwnoboczny  jest najwickszy
z vomigdzy wielokqtéw réwnoobwodowych.

Gdyi niech bedze (fig. 178) wielokat
najwickszy ABCDEF; jeieli bok jego BC nie
jest rowny CD, wystawmy na BD tréjkat
rownoramienny BOD réwnoohwodowy zBCD:
trojkat BOD bedzie wigkszy.od BCD {pod. 1),
a nastepnie wielokagt ABODET wickszy od
ABCDEF; przeto ostatni nic bylby naj‘wie-
kszy ze wszystkich, majgeych jednakowy z nim
obwéd i jednakowa liezbe bokdw, co sig sprze-
ciwia zalozeniu. Powinno wigc by¢ BC=CD,
dla téj saméj przycayny bedzie: CD=—DE,
DE=—EF i t. d.; wiec wszystkie boki wielo-
kata najwiekszego sy sobie rowne,

PODANIE ML
Twierdzenie.

Z pomigdzy wszystkich réjkqtéw, w kig+
- rych dwa dane boki worzag kgt upodobany,
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najwickszy jest ten, w kiérym te dwa boki
czyniq kqt prosty.

Niech beda trojkaty BAC i BAD (fig. 179)
majace bok AB wspélny i hok ACG=AD;
moéwie ze jeieli kat BAC jest prosty, trojkat
BAC bedaie wickszy od trojkata BAD, w kté-
rym kat A jest ostry, lub rozwarty.

Poniewai podstawa AD jest wspdlna
przeto trojkaty BAC-i BAD majg si¢ do sie-
bie w stosunku swoich wysokosci AC i DE;”
ie za$ prostopadta DE jest krétsza od po-
chyléj AD; czyli j& rownéj AC, przeto trdj-
kat BAD jest mniejszy od trojkata BAC.

»

PODANIE IV.
Twierdzenie.

Z pomigdzy wszystkich wielokqléw ograni-
czonych przes boki dane 1 ostaini dowolny,
ten jest najwickszy, kidrego wszystkie wierz-
cholki sq na polokregu kola majgeego za
Srednicg bpk nicoznaczony.,

Niech bedzie wielokat ABCDEF (fig. 180)
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najwiekszy z pomigdzy wielokatow utworzo-
nych przez boki dane AB, BC, CD, DE i
EF, i ostatni dowolny AF; przeciggnijmy
przekatne AD i1 DF. Jeizeliby kat ADF nie
byl prosty, natenczas uczyniwszy kat ADF
prostym moinaby bylo podlug twierdzenia po-
priedzajacego, powiekszy¢ trojkgt ADF, przez
co powigkszytby sie 1 wielokgt ABCDEF; ic
zas zatoiono, ie wielokat ABCDEF doszedl
do swojéj najwigkszosci 1 ie tém samém po-
wigkszy¢ si¢ nie moze, przeto kat ADF jest
prosty, a jego wierzcholek D znajduje sig na
p(’)lokregﬁ, ktorego srednicy jest AF, Toi
samo rozumié¢ o katach ABF, ACF 1 AEF;
wige wszysikie wierzchotki A, B, C, D, E i
F wielokgta najwieksz;ego, najduja si¢ na
polokregu kota, ktérego Sredvica jest bok
nieoznaczony AF. :
Uwaga. To twierdzenie nastrecza pyta-
nie: czyli majge dane wszystkie boki préez
oslvatniego, ktory jest niewiadomy, moina
z nich kilkoma sposobami utworzy¢ wielokat
- taki, aby ostatni bok byt srednicg pélkola,
* w ktéreby inne boki byty wpisane. Wprzod
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nim rozwigiemy to pytanie nwaimy, ie je-
zcli jedna i ta sama cieciwa AB (fig. 181)
podpiéra tuki opisane roinémi promieniami
AC1AD, natenczas z pomiedzy katow opartych
ramionami o t¢ cieciwe, a majacych wierz-
cholki w $rodkach két, ten bedzie mwiejszy,
ktory sie znajduje w kole opisaném promie-
niem wigkszym, t. j. ACB <7 ADB. W saméj
rzeczy kat ADO =—=ACD-+CAD (pod. 32,
ks. I), przeto ACD <ZADO, pomnozywszy
obie ilosci przez 2, bedzie ACB<ADB.

PODANIE V.
Twierdzenie.

Majqe dane boki wielokqta 1 ostaini nie-
. wiadomy, majgcy by¢ srédnicg potkola, w kid-
reby inne boki byly wpisane, tylko jednym
sposobem moina z nich wlworzyc wielokqt
ABCDEF. W
Przypuscmy (fi. ]80) albowiem, ie znale-
ilismy kole, ktére odpowiada na zagadnicenie;
jeieliby wzigto kolo wigksze, cieciwy AB,
20
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BC, CD i t. d. odpowiadalyby kgtom $rodko-
wym muiejszym; a zalém summa kgtéw Srod-
kowych. bylaby mniejsza od dwéch katow
prostych, i tém ssmém konce bokéw danych
nie schodzilyby si¢ z koncami srednicy. Prze-
ciwna niedorzeeznos¢ mialaby miejsce, gdyby
wzigto kolo muiejsze; a zatém w mowie be-
dacy .wielokgt moze byé tylke wjedno kolo
wpisany. ; :

Uwaga. Moina podlug upodobania zmie-
nia¢ porzadek miedzy bokami AB, BC, CD
i t. d., lecz srednica kola i powierzchnia
wieiok‘qta zawsze pozostang tei same; gdyz
jakikolwiek bedzie porzgdek lukéw AB, BC
1t d., jeieli tylko ich summa stanowi pél
okregu, wielokat miec bedzie jednakowg po-
wierzchnig, ktéra jest rowna potkolu zmniej-
szonemu odeinkami AB, BCi t. d., kiérych
powierzchnia zawsze bedzie jednakewa.

PODANIE VL
Twierdzenie.

Z pomigdzy wielokqtéw utworzonych przez
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boli dane, ten jest najwigkszy, kiéry moze
byé wpisany w kols.

Niech bedy wielokaty ABCDEF (fig. 182)
i abedef utworzone przez boki dane, z kté-
rych pierwszy moie, a drugi nie moie byé
'Wpisuny w kolo; méwig, ie wielokgt pier-
wszy jest wiekszy od drugiego.

Poprowadimy sSrednice EM, polaczmy
punlt M z A i B liniami AM i MB, na ab=—
AB nakreslmy trojkat abm réwny ABM i
poprowadimy em,

Na zasadzie pod/ania IV, wielokat EFGAM
jest wickszy od efgam, jeieli ten ostatni nie
mote by¢ wpisany w potkole, ktérego Sre-
dnicg jest bok em, w przypadku za$ przeci-
wnym dwa wielokaty poditug pod. V, bylyby
sobie rowre. Dla podobnéj przyczyny wielo-
kat EDCBM jest wiekszy od edchm, 1 wa-
runkiem podobnym poprzedniemu, w braku
ktérego dwa wielokaty bytyby sobie réwne.
Azatém caly wielokat EFGAMBCDE je:elinie
jest rowny, musi by¢ wickszy od efgambede;
ie za$ wielokaly EFGAMBCDE i efgambede
uie sg sobic réwne, gdyi jeden z nich jest
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wpisany w kolo, a drugi podtug zaloienia nie
moie by¢ wpisany; azatém wielokgt pierwszy
jest wigkszy od drugiego. Odjawszy z obu
stron trojkaty rowne ABM i abm, pozostanie
wielokgt wpxsanv ABCDEFG meks:y od wie-
lokata abcde[g, ktérego wpisa¢ nie moina.

Uwaga. Podobnie jak w pod. V moina
okazac, ze jedno jest tylko kolo, i tém sa-
mém jeden wielokat najwigkszy, ktory czyni
zadosy¢ pylaniu; powie.rzchnia zas tego wie-
lokata pozostalaby zawsze jednakowa, jaki-
kolwiek zachowanoby perzadek migdzy jego
bokami.

PODANIE VIIL
Twierdzenic;

Z pomiedzy wielokgtéw réwnoobwodowych,
mdjqqch jednakowq liczbe bokdw, wielokqt
foremny jest najwickszy.

Gdyi podlug twierdzenia If, bokl wielo-
kata najwigkszego sg sobie réwne, a podlug
twierdzenia poprzedzajicego on moie byé

http://rcin.org.pl



233

wpisany w kolo, przeto wielokat foremny
jest najwickszy.

PODANIE VI
Twierdzenie.

Duwa kqty, majqre wierzcholli w srodkach
két réoinych, majg sig¢ do siebie, jak tuki
zawarle migdzy ich ramionami, podzielone
przez promienie tychie kil

To jest: tak si¢ ma kgt C (fig. 183) do kata
O jak stosunek %?] do storsunku ]I—))g Z pun-
ktu O promieniem OF réownym AC, opiszmy
ok FG, zawarly miedzy przedluzonemi ra-
mionami OD i OE ; poniewai promienie' AG
1 OF sg sobie rowne, bedzie C: O=AB:FG

AB PG . ,
(pod. 17, ks. II), czyli -—XE o Ze 1as
luki FG i DE s3 sobie podobne, przeto (pod.

FG
Il) FG:DE=FO0:D0; wigc stosunek 7o

20*
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f : . DE
jest rowny stosunkowi 5o’ * tém samém

C. O__AB _DE
mamy: : _.KE.D——O

PODANIE IX.

Twierdzenie.

Z dwich wielokqtéw réwnoobwodowych fo-
remnych_ten jest wigkszy, kiéry ma wigkszqg
liczbe bolkéw. :

Niech bedzie DE (fig. 184) polowq boka
jednego z dwéch wielokgtéw, a O jego $ro-
dkiem i OE promieniem kola wen wpisane-
-go; niech bedzie AB pélowg boku drugiego
wielokata, C jego srodkiem i CB promieniem
kola wen wpisanego. Zakladamy ie érodki
01 C 33 wdowolnéj odlegltosci od siebie, a
promienie kot wpisanych OE i CB leig
w linii prostéj OC, tak ze koty DOE i ACB
s3-polowami katow srodkowych wielokgtéw;
poniewai zas te kaly nie sg sobie réwne,
linie CA i OD bedae przedluione, przetng sig
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2 s0bg gdziekolwiek, np. w punkcie F; z te-
go punktu spusémy prostopadla FG na OC,
z punktow O i C jako ze srodkéw, opiszmy
tuki GJ i GH, konczace sie na-bokach OF
i CF.

To zalozywszy podlug twicrdzenia poprze-
dzajycego ‘bedzie 0:C= g:;]%-[g
DE tak si¢ ma do obwodu pierwszego wie-
lokata, jak kat O do cztérech ‘katdw pro-
stych, przeto dla rownosci ohwodow wielo-
katéw, bedzie DE :AB=—=0:C, czyli DE:

B:%:%%; pomnoiywszy poprzedniki
przez OG a nastepniki przez CG, bedzie: DE
XOG:ABXCG=GJ;GH. Lecz trojkaty
podobne ODE i OFG dsja OE:O0G=—=DE:
FG, zkgd DEXOG=0EXFG; pedobnie -
znajdziemy ABXCG=—=CBXFG; a zatém
OEXFG:CBXFG=GJ:GH, czyi OL:
CB=—GJ:GH. Jeieli.wiec okaiemv, ie luk
GJ jest wiekszy od G, to ztad wypadnie
ie OF jest wigksze od CB.

'Z drugi¢j strony boku CF pakrésimy fi-

3 ie zas
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gure CKz réwng figurze CGr, gdzie CK =
CG, kgt HCK =HCG, i luk Kz=2G; li-
nia krzywa KaG otoczy tuk KHG i zatém
bedzie wigksza od niego (pod. 9); wiec po-
lowa téj krzywéj, to jest: Gz, jest wicksza
od GH pélowy luku GHK, i tém bardzié;
GJ jest wigksze od GIl.

Ztad wynika ze OE jest ’wie:ksze od CB,
ie za$ dwa wielokaty, majace rowne obwody,
majg si¢ do sichie jak promienie kél wpisa-
nych (pod. T), przeto wielokat, ktérego po-
lowa boku jest DE, jest wiekszy od wielo-
kata , ktérego pélowa boku jest AB; ie za$
piérwszy ma wigcéj bokdw, gdyi jego kat
srodkowy jest mniejszy, przete nakoniec
z dwéch wielokatéw réwnoobwedowych fo-
remnych ten jest wickszy, kiéry ma wieksza
liczbe bokéw.

Kolo jest wigksze od wszelkiego wielokgla
z niém réwnoobwodowego.,

Jui dowiedziono, ie z pomiedzy wielokg-
tow réwnoobwodowych o iednakowéj liczbie
bokéw, wielokgt foremny jest najwiekszy, a
2atémyidzie jui tylko o poréwnanic kela z ja-
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kimbgdz wielokatem fo;cmnjm z niém rb- -
wnoobwodowym. Niech bedzie (fig. 185)
AJ potowa boku tego wieiokata, a C jego
$rodek” Niech bedzie w Lkole réwnoobwo-
dowém kgt DOE == ACJ, a tém samém luk
DE réwny AJ. Wielokgt P tak sie. ma do
kola C jak tréjkat ACJ do wycinka ODE; a
zatém bedzie-P: C =2z AJX CJ: zDEX OE
= CJ: OE. Przez punkt L poprowadimy sty-
czng EG, ktora przetnie si¢ z przedluieniem
OD w punkeie Gj trojkaty podobne ACJ i
GOE dadzg proporcye: CIJ:OE=—=AJ, czyli
LE:GE, wigc P:C=DE:GE, albo jak
- sig¢ ma DEX £ OE, ktore jest miarg wycinka
DOE, do GEXZOE, ktére jest miarg
trojkata GOE ; ie za$ wycinek jest muiejszy
od trojkata, przeto P jest muiejsze od C:
wigc kolo jest wigksze od wszelkiego wie-
lokata z niém réwnoobwodowego.
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BLEDY DOSTRZELONE.

stron: wiersz zamiast poprawié
EE Dl 46
11 .6 wszzstkie wszystkie
12 11 34 17
50 8 Lkatéw katéw
T - luk fuk

— 18 po wyrazie: zawartemi, dodaé: mie-
dzy @i 1, a katy rozwarte
* liczbami zawartemi migdzy

80 8 prez - przez

91 7 prostopadla  prostopadle
101 -4 y

104 17 ednakowg Jednakowgq

105 17 AD AE

128 5 inie linie «
130 4 po wyrazie réwne poloiyé przecinek
133 20 G Fx

151 19 Podanie I Podanie XXIX.
156 10 fig. 139 fig. 140

164 15 sposéb rodzaj

169 4i) fig. 150 fig. 152

192w przypisku wiersz 9, po wyrazie w ogal-
" nosci 0, powinno byé 2°4-1; toi samo
w wierszu ostatnim po wyrazie byleby.
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