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OD TŁUMACZA. 

Jakkolwiek małe s% odmiany wpro-
wadzone do obecnego wydania, prze-
cież i takich nie wolno jest czynić tłu-
maczowi , zwłaszcza w dziele autora, 
tak wielkie jak Legend?e mającego 
imię; niegodziłoby się przeto nie dać 
jakiego bądź z tego powodu usprawie-
dliwienia. Najważniejszą ze zmian 
lub dodatków wprowadzonych, jest ró-
żny od podanego w oryginale, wykład 
teoryi linij równoległych. Przedmiot 
ten pomimo pięknego wykładu w dzie-
le Legendrća, jest dla poczynających 
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niedostępnym, z powodu dowodzeń ro-
zmaitych prawd, wymagających głę-
bokiej rozwagi; aby przeto ułatwić 
pojęcie tej części geon>etryi, ośmieli-
łem się podać znany powszechnie 
sposób traktowania tego przedmiotu, 
który będąc prostszym i łatwiejszym, 
snadniej trafi do przekopania młodo-
cianych umysłów. 

J 7 & 
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Z A S A D Y . 

O p i s a n i a . 

1. Geometrya jest nauka, mająca za przed-
miot mierzenie rozciągłości. 

Rozciągłość ma trzy wymiary: długość, 
szerokość i wysokość, czyli grubość. 

2. Linia jest długość bez szerokości i wy-
sokości. 

Końce linii nazywają się punktami; więc 
punkt nie ma rozciągłości. 

3. Linią prostą nazywa się najkrótsza dro-
ga od jednego punktu do drugiego. 

4. Linia, która nie jest prostą i nie składa 
się z linij prostych, nazywa się linią krzywą. 

1 
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I tak (fig. I) linia AB jest linią prostą; ACDB 
linią łamaną, czyli składający się z liuij pro-
stych; AEB jest linrą krzywą. 

5. Powierzchnią jest t o . co ma długość i 
szerokość bez wysokości, czyli grubości. 

6. Płaszc zyzną nazywa się powierzchnia, 
do której przystaje w cale] długości linia pro-
sta , łącząca dwa punkta na tej powierzchni 
dowoluie obrane. 

7. Powierzchnia, która nie jest płaszczy-
zną i nie składa się z kilku płaszczyzn, nazywa 
się powierzchnią krzywą. 

8. Bryłą lub ciałem jest t o , co ma trzy 
wymiary rozciągłości. 

9. Jeżeli dwie linie proste (fig. 2) AB i 
AG przecinają się z sobą, natenczas ilość, 
o którą one , co do położenia swego, są od-
dalone od siebie, nazywa się kątem; punkt A, 
w którym dwie linie AB i AC przecinają się, 
jest wierzchołkiem kąta, a linie AB i AG są 
jego ramionami. 

Kąt oznacza się niekiedy jedną tylko gło-
ską A, napisaną przy jego wierzchołku; zwy-
kle zaś kąt wyrażają trzema głoskami BAG 
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lub CAB, bacząc aby głoska napisana prxy 
wierzchołku, pomiędzy dwiema innemi była 
wymówiona. 

Kąty, podobnie jak wszelkiego rodzaju 
ilości, mogą być dodawane, odejmowane 
mnożone i dzielone, i tak (fig. 20): kąt DCE 
jest summą kątów DCB i BCE, kąt BCD jest 
różnicą pomiędzy kątami DCE i BCE. 

10. Jeżeli linia prosta (fig. 3) AB, spoty-
kając się z drugą li-nią prostą CD, tworzy dwa 
kąty przyległe BAC i BAD, równe sobie, na-
tenczas każdy z tych kątów nazywa się kątem 
prostym, a linia AB prostopadłą do CD. 

11. Wszelki kąt (fig. 4) BAC mniejszy od 
prostego nazywa się kątem ostrym, a kąt D E F 
większy od prostego kątem rozwartym. 

12. Liniami równoległemi nazywają sig 
dwie linie proste, leżące na jednej plaszczy-
znie, które będąc jak najdalej przedłużone, 
nigdzie nie mogą spotkać się z sobą. Takie-
mi są (fig. 5) linie AB i CD. 

13. Figurą płaską nazywa się płaszczyzna, 
ze wszech stron zamknięta liniami. Miejsce 
zamknięte liniami prostemi nazywa się figurą\ 
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prosto-kreslną lub wielokątem (fig. 6), same 
zaś linie razem wzięte stanowią obwód wie-
lokąta, a oddzielnie uważane są jego bolcami. 

14. Wielokąt o trzech bokach jest naj-
prostszym ze wszystkich i nazywa się trójką-
tem; wielokąt o czterech bokach nazywa się 
czworokątem; o pięciu, pięciokątem; o sześciu, 
szesciokątem', i t. d. 

15. Trójkąt, którego wszystkie boki są 
sobie równe (fig. 7), nazywa się trójkątem 
równobocznym$ trójkąt równoramienny jest 
wtenczas, kiedy tylko dwa jego boki są sobie 
równe (fig. 8); trójkąt różnoboczny zaś wte-
dy, kiedy wszystkie trzy jego boki są różne 
(fig. 9). 

16. Trójkąt, w którym jeden kąt jest pro-
sty, nazywa się trójkątem prostokątnym. Bok 
przeciwległy kątowi prostemu nazywa się 
przeciwprostokątną; i tak (fig. 10) trójkąt ABC 
jest prostokątnym przy A, i bok jego BC jest 
przeciwprostokątną. 

17. Pomiędzy czworokątami odróżniamy: 
Kwadrat (fig. U ) , w którym wszystkie 

ł)oki są sobie równe i kąty proste. 
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Prostokąt, który mą kąty proste, lecz boki 
nierówne (fig. 12). 

Równoległobok (fig. 13), w którym boki 
naprzeciw siebie leżące są rownoległe. 

Kwadrat ukośny (fig. 14), w którym boki 
są równe, lecz kąty nie pioste. 

Nakoniec trapez, w którym dwa tylko boki 
(fig. 15) są równoległe do siebie. 

18. Przekątną nazywa się linia, łącząca 
wierzchołki dwóch kątów wielokąta nie przy 
sobie leżących; taką jest (fig. 4 2 ) linia AG. 

19. Wielokątem równobocznym nazywra się 
wielokąt, w którym wszystkie boki są sobie 
równe; wielokątem równokątnym nazywa się 
wielokąt, którego wszystkie kąty są sobie 
równe. 

20 . Dwa wielokąty są równoboczne pomię-
dzy sobą jeżeli boki jednego są równe bokom 
drugiego wielokąta, i jeżeli są jednakowo 
ułożone; t . j. jeżeli postępując po ich obwo-
dach w jednakowym kierunku, pierwszy bok 
jednego wielokąta będzie równy pierwszemu 
bokowi drugiego, drugi bok pierwszego ró-

r 
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wny drugiemu drugiego, trzeci bok pierwsze-
go równy trzeciemu bokowi drugiego, i t. d. 
Łatwo się domyśleć, jakie wielokąty nazywa-
my równokątnemi. 

W pierwszym boki, a w drugim przypad- . 
Łu kąty sobie równe nazywają się odpowie-
dnie mi. 

NB. Wtćm dziełku mówić będziemy tyl-
ko o figurach położonych na pła-
szczyznie. 

Objaśnienie wyrazów i znaków. 

Pewnikiem nazywa się prawda, sama przez 
się widoczna. 

Twierdzeniem nazywa się prawda, która 
staje się widoczną w skutek rozumowania, 
nazywanego dowodzeniem. 

Zagadnienie jest pytanie dane do rozwią-
zania. „ • 

Twierdzeniem przybranem nazywa się pra-
wda, uiyta w pomoc dla dowiedzenia twier-
dzenia, lub rozwiązania zagadnienia. 

Ogólna nazwa podanie^ stosuje się tak do 
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twierdzeń, jako też zagadnień i twierdzeń 
przybranych. 

Wnioskiem nazywa się prawda, wynikają-
ca z jednego, lub kilku podań. 

Uwaga czyni się nad jednem lub kilkoma 
podaniami poprzedzającymi, aby dać poznać 
ich związek, użyteczność i stosowanie się do 
niektórych szczególnych, lub wszystkich przy-
padków. 

Założeniem nazywa się przypuszczenie uczy-
nione w wysłowieniu twierdzenia, lub też 
w ciągu dowodzenia. 

Znak r r oznacza równość; i tak wyrażenie 
A z : B oznacza, że A jest równe B. 

Aby oznaczyć że A jest mniejsze od B, pi-
sze się A < B . 

Aby oznaczyć że A jest większe od B, pi-
*sze się A > B . 

Znak -j- wymawia się więcej, i oznacza do-
dawanie. 

Znak — wymawia się mniej, i oznacza odej-
mowanie; i tak; A -}- B oznacza summę ilości* 
A i B; A — B oznacza ich różnicę, czyli to * 
co pozostaje po odjęciu B od A; podobnież 
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A — B -f- C, albo A -f- C — B oznacza, że od 
summy ilości A i C należy odjąć B. 

Znak X oznacza mnożenie; i tak A X B 
wyobraża iloczyn z pomuożenia_ A przez B. 
Zamiast znaku X używa się niekiedy krop-
k a , i tak AB jest to samo co A X B; nie-
kiedy iloczyn oznacza się, pisząc obok siebie 
ilości dane do mnożenia bez żadnego znaku, 
np. AB; lecz podobny sposób pisania tylko 
wtenczas można używać, kiedy wyrażenia AB 
nie uiywamy zarazem na oznaczenie linji 
prostćj , t. j. odległości pomiędzy dwóm a 
punktami A i B. 

Wyrażenie A X (B + C — D ) oznacza ilo 
czyn z A przez ilość' B -J- C — D. Jeżeliby 
potrzeba było mnożyć A-f-B przez A — B + C, 
iloczyn oznaczylibyśmy przez (A + B) X 

— B + C); wszystko co jest zawarte mię-
dzy nawiasami uważa się za jedną ilość. 

Liczba położona przed ilością, jest mno-
żnikiem tejże ilości; i tak aby oznaczyć że li-
nia AB ma bydź wzięta razy trzy, pisze się 
3AB; aby oznaczyć pół kąta A. pisze się y 2 A. 

Kwadrat z linii AB oznacza się przez ab'-, 
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sześcian z niój przez ab3- Na właściwym miej-
scu okażemy wyraźniej znaczenie kwadratu 
i sześcianu z linji jakiejkolwiek. 

Znak \ / oznacza pierwiastek, który należy 
wyciągnąć; tak f / 2 jest pierwiastkiem kwa-
dratowym z 2; V \ ys u jest pierwiastkiem 

kwadratowym z iloczynu A X B, albo średnio 
jeometrycznie proporcyonalną między A i B. 

Pewniki. 

1. Dwie ilości równe trzeciej, są sobie 
równe. 

2. Całość jest większa od swojej części. 
3. Całość jest równa summie części, na 

które ją podzielono. 
4. Pomiędzy dwoma punktami można po-

prowadzić tylko jednę linję prostą. 
5. Dwie wielkości, to jest: linje, powierz-

chnie lub bryły, są sobie równe, jeżeli będąc 
położone na sobie, przystają do siebie w ca-
łej rozciągłości'. 
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P O D A N I E I . 

Twierdzenie. 

Wszystkie lcąly proste są sobie równe. 

Niech będzie (fig. 16) linia CD prostopadła 
do AB, i GH prostopadła do EF, mówię że 
kąty ACD i E G H są sobie równe. 

Wziąwszy części równe CA, CB, GE, GF, 
linia AB będzie równa EF, i linią E F można 
tak położyć na AB,'że punkt E padnie na A, 
i punkt F na B. Te dwie linie, będąc tak 
na sobie położone, przystaną do siebie w ea-
Ićj długości; gdyż w razie przeciwnym pomię-
dzy dwóma punktami A i B można by było 
poprowadzić dwie linie proste, co bydź nie-
moie (pew. 4); a zatem punkt G, środek linii 
EF , padnie na punkt G, środek linii AB. 
Przyłożywszy ramię GE do CA, powiadam że 
i ramię GII pójdzie po CD; gdyż przypuśćmy, 
źe padnie na linią CR różną od CD; ponie-
waż podług przypuszczenia kąt EGIFrrHGF, 
przeto i kąt A C K — K C B , że zaś kąt ACK 
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jest większy od ACD, i nadto podług przy-
puszczenia, kąt ACDmBCD, przeto kątACK 
jest większy od KCB, a zatem linia Gil niemo-
że pójść po linii CK, różnej od CD, lecz przy-
stanie do CD, i kąt EGII przystanie do ACD; 
więc wszzstkie kąty proste są sobie równe. 

P O D A N I E I I . 

Twierdzenie. 

Wszelka linia prosta (fig. 17) CD, spoty-
kająca się z drugą AB, tworzy z nią dwa kąty 
przyległe ACD i BCD, których summa jest ró-
wna dwóm kątom prostym. 

Wystawiwszy z punktu C linią CE prosto-
padłą do AB, kąt ACD będzie summą kątów 
ACE i ECD; więc ACD -J- BCD jest summą 
trzech kątów ACE, ECD i BCD, z których 
pierwszy jest kątem prostym, a dwa pozosta-
łe razem stanowią drugi kąt prosty BCE; 
więc summa dwóch kątów ACD, BCD jest 
równa dwóm kątom prostym. 

Wniosek 1. Jeżeli jeden z dwóch kątów 
ACD i BCD jest prosty, i drugi także musi 
być kątem prostym. 
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Wniosek 2 . Jeżeli linia (fig. 18) I )E jest 

prostopadła do AB, linia AB będzie prosto-

padła do DE. 
Ponieważ linia DE jest prostopadła do AB, 

przeto kąt ACD jest równy kątowi jemu przy-
ległemu DCB i oba są proste. Lecz ponie-
waż kąt ACD jest kątem prostym, p r z e t o kąt 
jemu przyległy ACE jest także prosty; a zatem 
kąt ACE = ACD, i linia AB jest prostopadła 
do DE. 

Wniosek 3. Wszystkie kąty kolejne (fig. 34) 
BAC, CAD, DAE i E A F , utworzone z jednej 
strony linii proste j , razem wzięte stanowią 
dwa kąty proste; gdyż summa ich jest równa 
summie dwóch kątów przyległych BAC i CAF. 

P O D A N I E I I I . 

Twierdzenie. 

Dwie linie proste mające wspólne dwa 
punkta, przystają do siebie w całej długości i 
tworzą jednę linję prostą. 

Niech będą (fig. 19) dwa punkta wspólne 
A i B; dwie linie proste pomiędzy punkta-
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mi A i B tworzą jednę linią prostą , gdyż 
inaczej pomiędzy dwóma punktami można 
by było poprowadzić dwie linie proste, co 
bydź nie może (pew. 4) . Przypuśćmy że li-
nje te będąc przedłużone, zaczynają się roz-
chodzić w punkcie C, i jedna z nich staje się 
CD, a druga CE; przez punkt C poprowadź-
my linią CF, któraby z linią CA utworzyła 
kąt prosty ACF. Ponieważ linia ACD jest 
prosta, przeto kąt FCD będzie prosty (pod. 2 
wn. I); ponieważ linia ACE jest prosta przeto 
podobnież kąt FCE jest prosty i tem samem 
równy kątowi prostemu FCD, lecz kąt FCE, 
jako część, nie może być równy całości FCD; 
przeto linie mające dwa punkta wspólne nie 
mogą się nigdzie w przedłużeniu rozchodzić; 
a zatem one tworzą jedną i tęż samą linią 
prostą. 

P O D A N I E I V . 

Twierdzenie. 
* . • 

Ramiona zewnętrzne AC i CB dwóch kątów 
przyległych (fig. 20) ACD i DCB, których sum-

2 
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ma jest równa summie dwóch kątów prostych, 
stanowią jednę linią prostą. 

Jeżeli bowiem linia CB nie jest przedłuże-
niem AG, niech będzilj nićm CE, i wtedy, 
ponieważ linia ACE jest prosta, przeto sum-
ma kątów ACD i DCE równa się dwóm kątom 
prostym (pod. 2). Lecz z przypuszczenia sum-
ma dwóch kątów ACD i DCBjest równa dwóm 
kątom prostym, a zatem ACD -f- DCB, równe 
ACD + DCE; odejmując od obu summ kąt 
ACD, pozostałaby część DCB równa całości 
DCE, co bydź nie może; a zatem CB jest 
przedłużeniem linii prostej AC. 

P O D A N I E V . 

Twierdzenie. 

Kąty wierzchołkiem stykające się (fig. 21) , 
utworzone przez dwie Unie proste AB i DE prze-
cinające si§, są sobie równe. 

Ponieważ linia DE jest prosta, przeto sum-
ma kątów ACD i ACE jest równa dwóm ką-
tom prostym, i ponieważ linia AB jest prosta, 
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przeto summa kątów ACE i BCE jest równa 
także dwóm kątom prostym; więc summa 
ACD-{-ACE jest równa summie A C E - f B C E 
Odejmując od jednej i ód drugiej summy kąt 
im wspólny ACE, pozostanie kąt ACD równy 
kątowi BCE. 

Podobnie możnaby dowieść, że kąt ACE 
jest równy kątowi BCD. 

Uwaga. Summa czterech kątów, utworzo-
nych na około punktu, przez dwie linie proste 
przecinające się, jest równa summie czterech 
kątów prostych; gdyż dwa kąty ACE i BCE, są 
równe dwóm kątom prostym, i dwa inne kąty 
ACD i BCD tworzą drugie dwa kąty proste. 

W ogólności, jeżeli (fig. 22) ilekolwiek 
linij prostych CA, BC, i t. d. przecina się z sobą 
w punkcie C, summa wszystkich kątów ko-
lejnych ACB,BCD, DCE, ECF i FCA będzie 
równa czterem kątom prostym; gdyż popro-
wadziwszy przez punkt C dwie linie do siebie 
prostopadłe, przestrzeń zajęta przez tak utwo-
rzone cztery kąty pros te , będzie taż sama 
co przestrzeń zajęta przez kąty kolejne ACB, 
BCD i t. d. 
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P O D A N I E XXVIII. 

Twierdzenie. 

Dwa trójkąty mające po kącie równym, za-
wartym pomiędzy dwoma bokami odpowiednio 
równemi, są sobie równe. 

Niecli będzie (fig. 23) kąt A równy kąto-
wi D, bok AB równy DE i bok AC równy 
DF;powiadam że i trójkąty ABC i DEF będą 
sobie równe. W samej rzeczy jeden z tych 
trójkątów można połcfżyć na drugim tak, że 
przystanie do niego. 1 tak, przyłożywszy bok 
DE do jen iu równego boku AB, punkt D 
padnie na A i punkt E na B; ponieważ kąt 
D jest równy kątowi A , więc jeżeli bok DE 
hędzie położony na AB, bok DF przysta-
nie do AC. Nadto dla równości boków DF 
i AC, punkt F padnie na C , i trzeci bok E F 
przykryje trzeci bok BC; więc trójkąt DEF 
jest równy trójkątowi ABC (pewn. 5). 

Wniosek. Ztąd że te dwa trójkąty mając 
po trzy rzeczy równe t. j . k ą t A r r z D , bok 
AB = DE i bok AC = DF, przystają do sie-
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bie, wynika, że i trzy pozostałe rzeczy jedne-
go są równe trzem pozostałym rieczom dru-
giego trójkąta , a mianowicie: kąt B z : E , 
k ą t C = F i bok B C r z E F . 

P O D A N I E VI I . 

Twierdzenie. 

Dwa trójkąty są sobie równe, jeżeli mają 
po boku równym, leżącym przy dwóch kątach 
odpoiuiednio równych. 

Niech będzie (fig. 23) bok BC równy bo-
kowi EF, kąt B równy kątowi E , i kąt C ró-
wny kątowi F , powiadam że trójkąt DEF 
będzie równy trójkątowi ABC. 

Gdyż przyłożywszy bok E F do równego 
jemu BC, punkt E padnie na B , i punkt F 
na C. Ponieważ kąt E jest równy kątowi B, 
przeto bok ED przystanie do boku BA, a tem 
samem punktD padnie na którykolwiek punkt 
lin ii BA. Podobnież dla równości kąta F 
z kątem C, bok FD pójdzie po CA, i punkt 
D padnie gdziekolwiek na bok CA; więc punkt' 

o* 
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D ma się znajdować na dwóch liniach BA i 
CA, a zatćm padnie na wspólne ich przecię-
cie A; przeto dwa trójkąty ABC iDEF, przy-
stają do siebie i są sobie równe. 

Wniosek. Z równości pomiędzy trzema rze-
czami dwóch trójkątów, a mianowicie z tego 
że bok BC = EF, k ą t B = E, C = F , można 
wnieść o równości trzech rzeczy pozostałych, 
to jest: że bok AB = D E , A C = ; D F , kąt 
A = D. 

P O D A N I E VIII. 
Twierdzenie. 

W każdym trójkącie bok którykolwiek jest 
mniejszy od summy dwóch innych boków. 

Ponieważ (fig. 23) linia prosta BC jest naj-
krótszą drogą (opis 3) od punktu B do C, a 
zatem BC jest mniejsze od AB + AC. 

P O D A N I E I X , 

Twierdzenie. 

Jeżeli punkt (fig. 24) O obrany wewnątrz 
trójkąta ABC, połączymy z końcami jakiego-
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bądź boku BC, Uniami proslemi OB i OC ł 

summa tych Hnij będzie mniejsza od summy 
pozostałych boków AB i AC trójkąta. 

Przedłużywszy BO do przecięcia się z bo-
kiem AC w D, linia OC będzie krótszą od 
OD-f - DC (pod 8), dodawszy do każdćj z tych 
ilości B O , będzie B 0 + 0 C < B 0 + 0 1 ) 
H-DC, czyli BO + O C < B D + DC. 

Podobnież mamy BD < ; B A + AD; przeto 
dodawszy do obu ilości D C , będzie BD -f-
D C < ^ B A + AC. Lecz poprzednio znaleźliś-
my że BO + OC < BD + DC, przeto tem 
bardzićj BO - f O C < B A + AC. 

P O D A N I E X . 

Twierdzenie. 

Jeżeli dwa boki AB i AC trójkąta ABC, (fig. 
25 , 26 i 27) są równe dwóm bokom DE i DF, 
trójkąta DEF, lecz jeżeli kąt BAC, zawarły po-
między bokami pierwszemu jest większy od kąta 
EDF utworzonego przez dwa drugie boki, bok 
trzeci BC trójkąta pierwszego, będzie większy 
od boku trzeciego E F w drugim trójkącie. 
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Narysowawszy kąt CAG = D , wziąwszy 
A G r z D E i połączywszy C z G linią prostą 
CG, trójkąt GAC bidzie równy trójkątowi 
DEF; gdyż one z wykreślenia mają po kącie 
równym, objętym bokami równemi (pod. 6), 
a zatem C G z z E F . Zdarzyć się mogą tutaj 
trzy przypadki: albo punkt G padnie zewnątrz 
trójkąta ABC, albo na bok jego BC, lub też 
wewnątrz trójkąta. 

Przypadek 1. Linia (fig. 25) prosta GC 
jest krótsza od GJ -j- JC, linia prosta AB jest 
krótsza od AJ + JB; przeto GC - f AB < GJ 
+ AJ - f JC + JB, czyli GC + AB < A G + 
BC. Odjąwszy z jednej strony AB i z drugiej 
strony jemu równe AG, pozostanie G C < B C ; 
ponieważ zaś GC = EF, przeto E F < ^ B C . 

Przypadek 2 . Jeżeli punkt G (fig. 26) pada 
na bok BC, w takim razie widocznie bok GC, 
czyli jemu równy EF, jest mniejszy od BC. 

Przypadek 3. Nakoniec, jeżeli punkt G 
(fig. 27) pada wewnątrz trójkąta ABC; podług 
twierdzenia poprzedzającego będzie: AG -f-
G C < A B - j - B C , Odjąwszy od jednej z tych 
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ilości bok AG, a od drugiej jemu równy AB, 
pozostanie G C < B C , czyli E F < B C . 

Uwaga. Odwrotnie, jeżeli dwa boki AB i 
AG trójkąta ABC, są równe dvvóm bokom 
DE i DF trójkąta D E F , a bok trzeci CB 
pierwszego, jęst większy od boku trzeciego 
E F drugiego trójkąta, powiadam że i kąt BAC 
trójkąta pierwszego, będzie większy od kąta 
EDF drugiego trójkąta. Jeżeliby bowiem to 
założenie nie było prawdziwem,kątBAC byłby 
albo równy kątowi EDF, albo mniejszy od nie-
go; bok CB w pierwszym przypadku, byłby 
równy (pod. 6), a w drugim mniejszy od EF ; 
lecz jak jedno, tak drugie sprzeciwia się założe-
niu, a zatem kąt BAC jest większy od kąta EDF. 

P O D A N I E XI. 

Twierdzenie. 

Dwa trójkąty są sobie równe, jeżeli mają 
po trzy boki odpowiednio równe. 

Niech będzie (fig. 23 ) bok A B = D E , 
AC = DF, BC — EF, powiadam że i kąt A 
= D, B — E, C — F. 
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Jeżeliby bowiem kąt A był większym od 
kąta D ; a z założenia boki AB i AC, są ró-
wne bokom DE i DF, podług twierdzenia 
poprzedzającego bok BC byłby większym od 
EF; jeżeliby zaś kąt A był mniejszym od kąta 
D, natenczas bok BC byłby mniejszym od 
EF; ponieważ zaś BCjest równe EF, przeto 
kąt A nie może bydź ani większym, ani mniej-
szym, lecz jest równy kątowi D. Podobnież 
można okazać że kąt B zz: E i kąt C = F. 

Uwaga. Łatwo dostrzedz, że kąty równe 
leżą naprzeciw boków równych; i tak kąty 
równe A i D leżą naprzeciw boków równych 
BC i E F . 

P O D A N I E X I I . 

Twierdzenie. 

W trójkącie równoramiennym kąty, leżące 
naprzeciw boków równych, są sobie równe. 

Niech będzie (fig. 28) bok AB = AC, po-
wiadam że i kąt C ~ B . 

Połączmy wierzchołek A z punktem D, śro-
dkiem podstawy BC, linją prostą A D ; dwa 
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trójkąty ABD i ADC mają po trzy boki ró-
wne, a mianowicie: bok AD wspólny, AB 
n A C według założenia, B D m D C z wy-
kreślenia, przeto podług twierdzenia poprze-
dzającego kąt B jest równy kątowi C. 

Wniosek. W trójkącie równobocznym 
wszystkie kąty są sobie równe , to jes t : trój-
kąt równoboczny jest równokątny. 

Uwaga. Z równości trójkątów ABD i 
ACD wypada, że kąt BAD = CAD, i kąt 
BDAzz:ADC, więc dwa ostatnie kąty 
proste; przeto linia, łącząca wierzchołek 
trójkąta równoramiennego z środkiem jego 
podstawy, jest prostopadła do podstawy i 
dzieli kąt przy wierzchołku na dwie części 
równe. 

W trójkącie nierównoramiennym można 
dowolnie bok jego którykolwiek wziąść za 
podstawę i natenczas wierzchołkiem będzie 
wierzchołek kąta, przeciwległego temu bo* 
kowi; w trójkącie znś równoramiennym za 
podstawę biorą bok różny od dwóch innych. 
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P O D A N I E XXVIII. 

Twierdzenie. 

Odwrotnie, jeżeli dwa kąty w trójkącie są 
sobie równe, natenczas boki naprzeciw nich 
leżące, są sobie równe i trójkąt jest równo-
ramienny. 

Niech bgdzie (fig. 29) kąt ABC ACB, 
powiadam że i bok AC będzie równy boko-
wi AB. 

Jeżeliby bowiem boki AC i AB nie były 
sobie r ó w n e , jeden z n ich, np. A B , byłby 
większy od drugiego. Weźmy B D : z r A C , i. 
połączmy punkta D i C linją prostą DC. 
Podług założenia kąt DBC jest równy kąto-
wi ACB, dwa boki DB i BC są równe bokom 
AC i CB, więc trójkąt DBC (pod 6) jest ró-
wny trójkątowi ACB; lecz część nie może 
być równa całości, a zatem boki AB i A C , 
nie mogą być nierówne, i tem samem trójkąt 
ABC jest równoramienny. 
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P O D A N I E XXVIII. 

Twierdzenie. 

Z dwych boków trójkąta ten jest większy, 
który leży naprzeciw kąta większego; i od-
wrotnie, 5 dwóch kątów trójkąta ten jest wię-
kszy, który leży naprzeciw boku większego. 

l " c Niech będzie (fig. 30) kąt C > B , 
powiadam że i bok AB , leżący naprzeciw 
kąta C, będzie większy od boku AC. leżącego 
naprzeciw kąta B. 

Narysujmy kąt B C D z u B ; w trójkącie 
DBC (poda. 13) będzie B D = D C . Lecz 
A D - f D C jest większe od AC, a AD + DG 
= A D + D B = : A B 5 przeto AB jest większe 
od AC. 

2rp Niech będzie bok A B > A C , powia-
dam że i kąt C , leżący naprzeciw boku AB, 
będzie większy od kąta B , leżącego naprze-
ciw boku AC. 

Gdyż, jeżeliby było C < ^ B , podług po-
przedzającej części twierdzenia byłoby, że 
A B < ^ A C , co iest przeciwnem założeniu. 

3 
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Jeżeliby zaś było C z l ^ B , natenczas (tw. 
13) AB byłoby równe A C , co również 
sprzeciwia się założeniu, a zatem kąt C jest 
większym od B. 

P O D A N I E X V . 

Twierdzenie. 

Z punktu A (fig. 31 ) , danego nad linją 
prostą D E , można spuścić tylko jedną pro-
stopadłą do tejże linji. 

Przypuśćmy że można spuścić dwie pro-
stopadłe AB i AC, jednę z nich *\B przedłu-
żmy tak , aby BF było równe AB, i połą-
czmy punkt F z C linią prostą FC. 

Dwa trójkąty CBF i ABC mają kąty CBF 
i CBA równe sobie jako proste , bok CB 
wspólny, i bok B F r z r A B , a zatem są sobie 
równe (pod. 6), z czego wynika, że kąt 
BCF = BCA. Kąt BCA podług przypuszcze-
nia jest prosty, a zatćm kąt jemu równy 
BCF jest także prosty. Lecz jeżeli dwa kąty 
przylegle BCA i BCF razem wzięte są równe 
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dwóm kątom prostym, linia ACF musi być 
prosta (pod. 4); z czego wypada że pomiędzy 
dwóma punktami A i F , można poprowadzić 
dwie linie proste ABF i ACF, co być nie 
może (pew. 4), przeto nie może być także , 
ażeby z jednego punktu można było spuścić 
dwie prostopadłe na jedną i tęż samą linję 
prostą. 

Uwaga. Również z punktu (fig. 17), da-
nego na linii prostej AB , nie można wypro-
wadzić dwóch prostopadłych do tejże linii; 
jeżeliby bowiem linie proste CD i CE bj ty 
prostopadle, kąty DCB i BCE byliby kątami 
prostemi i w takim razie, część bałaby ró-
wna całości. 

P O D A N I E X V I . 

Twierdzenie. 

Z punktu A (fig. 31) , danego nad linią 
prostą D E , spuściwszy do nićj prostopadłą 
i poprowadzitcszy różne pochyłe A E , AC 9 

AD i t. d. do różnych punktów tej Unji, 
bidzie: 
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1-e prostopadła AB krótszą od wszelkiej 
pochyłej; 

2-e dwie pochyle AC, AE, poprowadzo-
ne z dwóch różnych stron prostopadłej, w o-
dległościach BC i BE równych, będą sobie 
równe; 

3-e Z dwóch pochyłych Al) i AC, lub 
AE i A D , jakkolwiek poprowadzonych, ta 
będzie dłuższa, która jest bardziej oddalona 
od prostopadłej. 

Przedłużmy prostopadłą AB tak , aby prze-
dłużenie BF było równe A B , i połączmy 
punkt F z punktami C i D liniami FC i FD. 

1-e Trójkąt BCF jest równy trójkątowi 
BCA , gdyż kąt prosty. CBF = CBA, bok 
CB wspólny i bok B F ~ B A ; przeto (pod. 
6) bok trzeci CF jest równy bokowi AC. 
Linia prosta ABF jest krótsza od linii łama-
nej ACF; a zatćm i AB, jako połowa linii 
A B F , jest krótsza od linii AC, połowy linii 
A C F , wigc 1-e prostopadła jest krótsza od 
wszelkiej pochyłćj. 

2-e Przypuściwszy ż e B E : = B C , ponie-
waż trójkąty CAB i EAB m«iją bok AB 
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wspólny i kąt prosty ABErzABC, (pod C) więc 
boki AE i AG są sobie równe, i przeto 2-e 
dwie pochyłe, równo oddalone od prostopa-
dłej , są sobie równe. 

3 - e W trójkącie DFA summa linij AC i 
C F , jest mniejsza (pod. 9) od summy boków 
AD i D F , a tćm samćm i AC połowa linii 
ACF, jest mniejsza od A D , połowy linii 
A D F ; a zatem 3-e pochyłe są tem dłuższe, 
im bardziej są oddalone od prostopadłej. 

Wniosek l. Prostopadła będąc krótszą od 
każdej pochyłej, mierzy odległość punktu 
od linii prostej. 

II. Od punktu do jednej linii prostej uie 
można poprowadzić trzech linij prostych, ró-
wnych sobie; gdyż, jeżeliby to mogło nastą-
pić, dwie pochyłe równe znajdowałyby się 
z jednćj strony prostopadłej, co być nie może. 

P O D A N I E X V I I . 

Twierdzenie. 

Jeżeli z punklu C (fig. 32), środka linii 
prostej AB, wyprowadzimy prostopadłą EF 

3* 
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do tejże linii, mówię że: 1 -e każdy punkt 
na prostopadłej będzie równo oddalony od 
końców linii AB; 2 -e wszelki punkt, nie le-
żący na prostopadłej, znajduje się w nieje-
dnakowej odległości od końców A i B. 

1) Ponieważ, zakładamy że A C r z r C B , 
przeto dwie pochyłe AD i DB są równo od-
dalone od prostopadłej, a tern samćm są so-
fcie równe. Toż samo rozumieć o dwóch 
pochyłych A E i E B , lub A F i FA, i t .d . a za-
t ć m l - e wszelki punkt na prostopadłej leżący, 
jest równo oddalony od końców A i B. 

4) Niech będzie punkt J , znajdujący się 
nie na prostopadłej: jeżeli połączymy go 
z końcami linii AB, liniami prostemi AJ i BJ, 
wtenczas jedna z nich przetnie prostopadłą 
w D , a poprowadziwszy DB. będzie DB—DA. 
Lecz linia prosta JB jest mniejsza od summy 
linij JD-j-DB, ponieważ zaś JD + D B = J D 
-J-DAzz: JA, przeto JB < JA; więc 2-e wszel-
ki punkt leżący zewnątrz prostopadłej, jest 
nierówno oddalony od końców A i B. 
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P O D A N I E XXVIII. 

Twierdzenie. 

Dwa trójkąty prostokątne, mające po prze-
ciwprostokątnej równej i po jednemu bokowi 
równemu, albo po przeciwprostokątnej ró-
wnej i po jednemu kątowi ostremu równemu, 
są sobie równe. 

1-e Niech będzie (fig. 33) przeciwprosto-
kątna AC r r D F , i bok A B r z D E , powia-
dam że trójkąt prostokątny ABC będzie ró-
wny trójkątowi prostokątnemu DEF. 

Te dwa trójkąty byłyby widocznie równe, 
gdyby bok trzeci BC był równy trzeciemu 
bokowi E F ; przypuśćmy, jeżeli można, że 
te boki nie są sobie równe i nadto, że bokBC 
jest większy od^EF. Wziąwszy B G r = E F , po-
łączmy punkt A z G linią prostą AG. Trój-
kąt ABG jest równy trójkątowi D E F , gdyż 
kąt^prosty B jest równy kątowi prostemu E , 
bok AB s k D E i bok BG = E F , a zatem te 
dwa trójkąty są sob ;e*równe (pod. 6) zkąd 
AG = DF; Iccz z założenia D F = AC, prze-
to AG = AC. Ponieważ zaś pochyła AC, 
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będąc bardziej oddalona od prostopadłej, nie 
-może być równa pochyłej AG (pod 16), 

przeto nie może być także, aby BC było ró-
żne od E F , a zatem trójkąt ABC jest równy 
trójkątowi DEF. 

2-e Niech będzie przeciwprostokąlna AC 
i r r D F i kąt ostry C m F , powiadam że trój-
kąty prostokątne ABC i D E F będą sobie 
równe. 

Przenieśmy trójkąt DEF na ABC, tak aby 
punkt F padł na C i bok E F poszedł po BC, 
dła równości kątów F i C, przeciwprostokątna 
DF pójdzie po AC, że zaś one są sobie równe, 
przeto punkt D padnie na A, a w takim razie 
bok DE pójdzie po AB, gdyż inaczej z pun-
ktu nad linią możnaby było spuścić dwie 
prostopadłe, co być nie może (pod. 15);- a 
tćm samem trójkąt DEF przystanie do t rój-
kąta ABC. 

P O D A N I E X I X . 

Twierdzenie. 

Dwie linie prosie AB i CD (fig. 34) , pro-
stopadłe do, linii trzeciej F G , są względem 
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siebie równolegle. I. j. będąc przedłużone jak 
najdalej, nigdzie nieprzetną się s sobą. 

Jeżeliby bowiem linie AB i CD przecięty 
sig z sobą w jakimkolwiek punkcie O , w ta-
kim razie mielibyśmy dwie prostopadle OF 
i OG, spuszczone z jednego punktu O na 
linię FG, co być nie mośe (pod. 15) . 

P O D A N I E X X . 

Twierdzenie. 

Dwie linie proste, z których jedna Ali (fig. 
35) jest prostopadła, a druga CD pochyla 
względem trzeciej BC, muszą przeciąć się 
z sobą (*). 

Z punktu C wystawmy linię CE prostopa-
dłą do BC, która będzie (pod. 19) równole-

(*) Trudność dowiedzenia tego podania jest powodem 
iz teorja linij równoległych nie odznacza się tą ścisło-
ścią, jaka znamionuje Geometryę. W y ł o ż y m y tutaj skró-
eony dowód tego twierdzenia przez Bertrand'a podany, 
który ze wszystkich najwięcej zbliża się do ścisłości ma-
tematycznej. (Przyp. Tłumacza). 
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gła do AB. Łatwo jest dostrzedz, że kąt ja-
kikolwiek ECD, wzięty pewną liczbę razy, bę-
dzie większy od kąta prostego, niech więc mie-
ści się np. 3 razy w kącie ECF, większym od 
prostegojpłaszczyzna zaś nieograniczona ECBA 
ilekolwiek razy powtórzona, nigdy nie zapełni 
kąta prostegoECL. Odetnijmy na linii CL, BG 
rz rGH ~ B C , wystawmy z punktów G i II, 
prostopadłe GJ, t lK. Płaszczyzny nieograni-
czone ECBA, ABGJ, JGHK, przystają do 
siebie, a zatem płaszczyzna nieograniczona 
ECBA mieści się w całej płaszczyźnie nieogra-
niczonej ECHK razy trzy, że zaś płaszczyzna 
nieograniczona ECIIK z płaszczyzną nieogra-
niczoną ECF ma bok EC i początek C wspólny 

w niej się mieści, przetojest mniejsza od nićj; 
a zatem płaszczyzna nic ograniczona ECBA 
jest mniejsza od płaszczyzny nieograniczonej 
ECD, atem samem linie CD i AB dostatecz-
nie przedłużone, muszą przeciąć się z sobą; 
gdyż inaczej płaszczyzna nieograniczona ECD 
mieściłaby się w nieograniczonej płaszczy-
źnie ECBA i tera samćm byłaby od niej 
mniejsza, co się sprzeciwia z dowodzeniem. 
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Twierdzenie to ma miejsce i wtenczas, kie-
dy kąt DCB jest rozwarty. 

P O D A N I E X X I . 

Twierdzenie. 

Dwie linie prosie AB i CD (fig. 36) , pro-
stopadłe do dwóch innych linij EF i GH, prze-
cinających się, muszą przeciąc się z sobą. 

W samej rzeczy linia AB będąc prostopa-
dła do EF jest pochyłą względem G i l , gdyż 
inaczej linia GH przecinając się z linią EF 
musiałaby być prostopadła do AB , a zatem 
zliniąEFstanowić jednąlinię prostą (pod.15); 
skoro więc linia AB jest pochyła względem 
G H , przeto musi się przeciąć z linią CD do 
nićj prosto padłą (pod. 20). 

P O D A N I E X X I I . 

Twierdzenie. 

Linia AB (fig. 31) prostopadła do jednej 
CD z dwóch linij równoległych, musi byc pro-
stopadła do drugiej EF. 
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Gdyby linia AB nie była prostopadła do 
E F , natenczas EF byłaby pochyłą względem 
AB i (pod. 20) musiałaby się przeciąć z li-
nią CD, co się sprzeciwia założeniu. 

P O D A N I E X X I I I . 

Twierdzenie. 

Dwie linie równoległe AB i CD (fig. 38) 
przecięte trzecią EF tworzą: 1-e kąty naprze-
mianhgle wewnętrzne, AGH i DIIG równe so-
bie; 2-e jednostronne odpowiadające DHG i 
BGE równe sobie; 3 - e naprzemianlegle ze-
wnętrzne FIIC i EGB równe sobie; 4-e jedno-
stronne wewnętrzne BGH i D H G , który eh 
summa jest równa dwóm kątom prostym, i na-
koniec 5 - e jednostronne zewnętrzne BGE i 
D H F , których summa jest równa dwóm ką-
tom prostym. 

1-e Z punktu J, środka linii G1J, spuśćmy 
JK prostopadłą do AB która będzie prosto-
padłą do CD (pod. 22). Dwa trójkąty pro-
stokątne KJG i HJL , mają przeciwprosto-
kątną GJ = I1J, tudzież kąt KJG = HJL > 
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więc są sobie równe (pod. 18) , azatóm kąt 
KGJ — JBL. 

2-e Ponieważ kąt EGB AGH (pod. 5) , 
zaś kąt A G H = : G H D , podług poprzedzają-
cego dowodzenia, przeto kąty jednostronne 
odpowiadające EGB i GHD są sobie równe. 

3 -e Kąt C H F ^ G H D (pod. 5 ) , kąt zaś 
G H D ~ E G B podług poprzedzającego do-
wodzenia, przeto kąty naprzemianległe ze-» 
wirętrzne EGB i CHF są sobie równe. 

4-e Summa kątów przyległych EGB i BGH 
jest równa dwóm kątom prostym (pod. 2), że 
zaś kąt EGB = GHD, przeto summa dwóch 
kątów jednostronnych wewnętrznych BGH i 
DUG jest równa dwom kątom prostym. 

5-e Summa kątów przyległych DHF i DUG 
jest równa dwóm kątom prostym, ie zaś ką-
ty jednostronne odpowiadające DHG i BGE 
są sobie równe, przeto summa kątów jedno-
stronnych zewnętrznych DHF i BGE jest 
równa dwóm kątom prostym. 

JVniosek. Przez punkt (fig. 39) C dany nad 
linią AB, jednę tylko linię DE do niej równole-
głą można poprowadzić. Gdyż poprowadzi-

4 
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wszy dowolnie linię CF, kęty DCF i CFB będą 
sobie równe; gd}by przez punkt C można było 
poprowadzić inną linię GH równoległą do AB, 
kąt I iCF byłby równy C F B , a zatćm kąt 
DCF byłby równy kątowi HCF, co być nie 
może. 

P O D A N I E X X I V . 

Twierdzenie. 

Jeżeli ducie linie AB i CD (fig. 38) przecię-
te trzecią EF, tworzą z nią: 1 -e kąty naprze-
mianległc wewnętrzne AGH i GIID sobie ró-
wnealbo 2 - e kąty jednostronne odpowiada-
jące EGB i GHD sobie równe, albo 3-e kąty 
naprzemianległe zewnętrzne EGB i CHF sobie 
równe, albo 4-e kąty jednostronne wewnętrzne 
BGH i D I I G , których summa jest równa 
dwóm kątom prostym, albo nakoniec 5-e kąty 
jednostronne zewnętrzne EGB i DHF, których 
summa jest równa dwóm kątom prostym, dwie 
linie AB i CD będą do siebie równoległe. 

1-e Ze środka J linii GH spuściwszy pro-
stopadłe JK na AB i przedłużywszy ją do 
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spotkania z linią CD, dwa trójkąty GKJ i HJL 
mają: G J = : J H , kąt GJK = IIJL (pod. 5), 
kąt KGJ = JHL z założenia, przeto przystają 
do siebie (pod. 7), a zatćm kąt H L J n z J K G ; 
że zaś kąt JKG jest prosty, więc kąt jemu ró-
wny JLII jest takie prosty, i dwie linie AB 
i CD będąc prostopadle do RL, są względem 
siebie równoległe (pod. 19). 

2-e Ponieważ kąt E G B = A G H (pod. 5) 
i kąt EGB = GHD z założenia, więc kąt 
AGH = GHD a tem samem linie AB i CD 
podług poprzedzającego, są do siebie równo-
ległe. 

3-e Ponieważ kąt CHF = GHD (pod. 5) 
kąt C I I F n r E G B z założenia, przeto kąt 
GHD = EGB , a tem samćm podług poprze-
dzającego linie AB i CD są do siebie ró-
wnoległe. 

4 - e Kąty BGE i BGH przyległe (pod. 2) 
ważą dwa kąty proste, że zaś z założenia kąt 
DHG z kątern BGH ważą dwa kąty proste, 
przeto B G E + B G H = DHG- | -BGH, odją-
wszy od obu tych ilości kąt BGH, będzie kąt 
BGE = DHG, a tem samćm linie AB i CD, 
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podług drugiej części tego twierdzenia, są do 
siebie równoległe. 

5-e Kąty DHF i DHG jako przyległe (pod. 
2) ważą dwa kąty proste, że zaś podług za-
loienia kąt DHF z kątem BGE ważą też dwa 
kąty proste, przeto DHF-}-DHG = DHF -f-
BGE, odjąwszy kąt D H F , pozostanie kąt 
DHG = BGE. a zatem linie AB i CD, po-
dług drugiej części twierdzenia tego, są ró-
wnoległe do siebie. 

P O D A N I E X X V . 

Twierdzenie. 

Dwie linie (fig. 40) AB i CD równoległe 
do trzeciej E F , są równoległe względem siebie. 

Poprowadźmy sieczną P O R , prostopadłą 
do E F ; ponieważ linia AB jest równoległa 
do E F , przeto sieczna PR będzie prostopa-
dła do AB (podanie 22) ; podobnież, po-
nieważ linia CD jest równoległa do E F , 
przeto sieczna PR będzie prostopadła do 
CD. .A zatem, linie AB i CD, będąc prosto-
padłe do jednej i tój samój linii prostej P Q , 
są równoległe względem siebie (pod. 19). 
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P O D A N I E XXVIII. 

Twierdzenie. 

Dwie linie równoległe są wszędzie równo 
oddalone od siebie. 

Niech będą (fig. 41) dwie linie równolegle 
AB i CD; jeżeli z dwóch dowolnych punktów 
wystawimy prostopadłe EG i FH do linii AB, 
linie EG i F i l będą prostopadłe do CD (pod. 
22) , a nadto równe pomiędzy sobą. 

Gdyż, popi owędziwszy G F , kąty GFE i 
FGH, jako naprzemianległe wewnętrzne (pod. 
2 4 ) względem linij równoległych AB i CD, 
są sobie równe ; podobnie, linie EG i 
F H , będąc prostopadłe do linii AB, s^ ró-
wnoległe do siebie, a zatem kąty EGF i GFH, 
jako naprzemianległe wewnętrzne względem 
tych linij równoległych, są sobie równe. Dwa 
trójkąty EFG i F G H , mając po dwa kąty 
odpowiednio równe, leżące na boku dla nich 
wspólnym, są sobie równe (pod. 7 ) ; zkąd 
bok E G , mierzący odległość dwóch linij ró-
wnoległych AB i CD w punkcie E , jest ró-

4* 
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wny bokowi F H , mierzącemu odległość 
tych samych linij równoległych w punkcie F. 

P O D A N I E X X V I I . 
X 

Twierdzenie. 

Dwa kąty (fig. 42) BAC i D E F , mające 
ramiona odpowiednio równolegle i rozcho-
dzące się ic jedne strony, są sobie róicne. 

Przedłużmy, jeżeli tego potrzeba,' DE do 
przecięcia się z AC w punkcie G , kąt DEF 
jest równy kątowi DGC, gdyż linia EF jest 
równoległa do GC (pod. 2-3); kąt DGC jest 
równy BAC, gdyż linia DG jest równoległa 
do AB; a zatem kąt DEF jest równy kąto-
wi BAC. 

Uwaga. W t e m twierdzeniu wprowadzono 
.warunek, aby bok E F b j ł skierowany w tęż 
samą stronę co i bok AC, a ED w tę samą 
stronę co AB, a to dla tego, że przedłużywszy 
bok E F ku H , kąty DEH i BAC miałyby bo-
ki równoległe i nie byłyby równe , lecz czy-
niłyby summę równą dwóm kątom prostym. 
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P O D A N I E XXVIII. 

Twierdzenie. 

W równoległoboku boki i kąty przeciwle-
głe są sobie równe. 

Poprowadźmy (fig. 43) przekątną BD, dwa 
trójkąty ADB i DBC mają bok BD wspólny, 
nadto, dla równoległości boków AD i BC, 
kąt ADB = DBC (pod. 23) , i dla równole-
głości boków AB i CD kąt ABD — BDC, 
przeto one są sobie równe (pod. 7 ) ; zkąd 
wynika, że bok AB, leżący naprzeciw kąta 
ADB, jest równy bokowi DC, leżącemu prze-
ciw kąta DBCzz:ADB; podobnież bok trze-
ci AD jest równy bokowi trzeciemu BC; 
przeto boki przeciwległe w równoległoboku 
są sobie równe. 

Powtóre, z równości tychże samych trój-
kątów wypada, że kąt A jest równy kątowi 
C, i że kąt ADC, złożony z dwóch kątów 
ADB i BDC, jest równy kątowi ABC. złożo-
nemu z kątów, równych tamtym, DBC i ABD; 
przeto kąty przeciwległe w równoległoboku 
są sobie równe. 
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Wniosek. Dwie linie równolegle AB i 
CD, zawarte między dwiema liniami równo-
legtemi AD i BC, są sobie równe. 

P O D A N I E X X I X . 

Twierdzenie. 

Jeżeli w czworokącie (fig. 43) ABCD boki 
przeciwległe są sobie równe, to jest, jeżeli 
A B z r C D i AD = BC,móio/gże te boki są ró-
wnoległe do siebie i czworokąt jest równole-
globokiem. 

Gdyż poprowadziwszy przekątną B D , dwa 
trójkąty ABD i BDC, mając po trzy boki od-
powiednio równe , są sobie równe; a zatem 
kąt ADB, leżący naprzeciw boku AB, iest 
równy kątowi DBC, leżącemu naprzeciw bo-
ku CD równego AB, i tem samem (pod. 24) 
bok AD jest równoległy do BC. Dla podo-
bnej przyczyny bok AB jest równoległy do 
CD; a zatem czworokąt ABCD jest równo-
ległobokiem. 
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P O D A N I E X X X . 

Twierdzenie. 

Jeżeli w czworokącie dwa boki przeciwległe 
AB i CD (fig. 4 3 ) są sobie równe i równole-
głe, czworokąt ABCD będzie równoleglobokiem. 

Niech będzie przekątna BD; ponieważ AB 
jest równoległa do CD, przeto kąty naprze-
mianległe ABD i BDC, są sobie równe 
(pod. 23) , nadlo bok AB = DC, i bok DB 
jest wspólny, więc trójkąt ABD jest równy 
trójkątowi DBC (pod. 6 ) ; a zatćm bok AD 
— BC, kąt A D B m D B C , i tem samem bok 
AD jest równoległy do B C ; przeto czworo-
kąt ABCD jest równoleglobokiem. 

P O D A N I E X X X I . 

Twierdzenie. 

Dwie przekątne AC i BD (fig. 44) w równo-
ległoboku, przecinając się, dzielą się wzaje-
mnie na dwie części równe. 
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Gd)i dwa trójkąty ADO i COB, mając 
bok AD — CB, kąt ADO = CBO (pod 23) 
i kąt DAO = OCB, są sobie równe (pod 7); 
a ztąd wynika, że bok A O , leżący naprzeciw 
kąta ADO, jest równy bokowi OC, leżące-
mu naprzeciw kąta OBC, i bok D O = O B . 

Uwaga. W przypadku kwadratu ukośne-
go , ponieważ boki AB i BC są sobie równe, 
przeto trójkąty AOB i OBC mają po trzy 
boki odpowiednio równe, a tem samem są 
sobie równe , zkąd wynika że kąt AOB = 
BOC, a tem samem w kwadracie ukośnym 
przekątne są prostopadłe do siebie (opis. 10). 

P O D A N I E X X X I I . 

Twierdzenie. 

W każdym trójkącie summa trzech jego 
kątów jest równa dwóm kątom prostym. 

Przedłużywszy bok AC (fig. 45) i przez 
punkt C poprowadziwszy linię CE równole-
głą do AB, utworzą się trzy kąty DCE, ECB 
i BCA, których summa jest równa dwóm 
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kątom prostym (pod 2 , wn.); że zaś kąt ECB 
rzrCBA, jako kąty naprzemianległe wewnę-
trzne względem linij równoległych AB i CE 
i siecznej BC, a kąt D C E r z B A C , jako kąty 
jednostronne odpowiadające względem tych 
samych równoległych i siecznej AC (pod. 23) , 
przeto widocznie summa trzech kątów BAC, 
ABC i ACB trójkąta ABC jest równa dwóm 
kątom prostym. 

Wniosek I. Znając dwa kąty trójkąta, al-
bo znając ii«h summę, znajdziemy kąt trze-
ci, odjąwszy summę wiadomych kątów od 
dwóch kątów prostych. 

II. Jeżeli dwa kąty jednego trójkąta są 
równe dwóm kątom drugiego, i trzeci kąt 
jednego musi bydź równy kątowi trzeciemu 
drugiego trójkąta, a tem samem dwa trójką-
ty sąrównokątne względem siebie. 

III. W trójkącie nie może być więcej jak 
jeden kąt prosty; gdyż jeżeliby ich było dwa, 
kąt trzeci musiałby być równy zeru; tem bar-
dziej trójkąt nie może mióć więcćj jak jeden 
kąt rozwarty. 

IV. W trójkącie prostokątnym summa 
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dwóch kątów ostrych jest równa kątowi 
prostemu. 

V. W trójkącie równobocznym każdy kąt 
jest trzecią częścią dwóch kątów prostych, 
czyli dwiema trzeciemi kąta prostego. Jeżeli 
zatem kąt prosty wyrazimy przez 1 , kąt trój-
kąta równobocznego wyrazi się przez | . 

V! W każdym trójkącie ABC, przedłu-
żywszy bok jego AC ku D , kąt zewnętrzny 
BCD będzie równy summie dwóch kątów 
wewnętrznych A i B , nie obok niego leżą-
cych w trójkącie: gdyż dodając jak do kąta 
BCD, tak do summy kątów A-f-C, kąt ACB, 
otrzymamy summy równe dwóm kątom pro-
stym. 

P O D A N I E X X X I I I . 

Twierdzenie. 

W wielokącie summa kątów wewnętrznych 
jest równa dwóm kątom prostym, wziętym ty-
le razy, ile wielokąt ma boków mniej dwa. 

Niech będzie (fig. 46) wielokąt ABCD....; 
cd wierzchołka kąta A poprowadziwszy prze-
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kątue AC, A D , AE i t. d. do wierzchołków 
wszystkich kątów, wielokąt o siedmiu bo-
kach zostanie podzielony na pięć trójkątów, 
wielokąt o ośmiu bokach zostanie podzielony 
na sześć trójkątów, i w ogólności wielokąt 
będzie podzielony na tyle trójkątów, ile ma 
boków mniej dwa; gdyż te trójkąty mogę 
być uważane jako mające wspólny w ierzchołek 
w A, a za podstawy wszystkie boki wielokąta, 
wyjąwszy dwa boki, stanowiące kąt A. Nadto 
summa kątów w tych wszystkich trójkątach, 
jest równa summie kątów wielokąta; a zatem 
summa kątów wielokąta jest równa dwóm 
kątom prostym, wziętym tyle razy, ile jest 
trójkątów, to jest: wziętym tyle razy, ile jest 
jedności w liczbie boków wielokąta zmniej-
szonej dwóma. 

Wniosek I. Summa kątów czworokąta jest 
równa dwóm kątom prostym, pomnożonym 
przez 4 — 2 , to j e s t : czterem kątom pro-
stym. Jeżeli więc wszystkie kąty w czworo-
kącie są sobie równe , każdy z nich jest 
kątem prostym; co sprawdza opis, w którym 
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powiedziano że w prostokącie i kwadracie 
wszystkie kąty są proste. 

II. Summa kątów w pięciokącie jest ró-
wna dwom kątom prostym, pomnożonym 
przez 5 — 2 , to jest sześciu kątom prostym. 
Jeżeli więc pięciokąt jest równolcąlny, to jest, 
jeżeli jego kąty są sobie równe, każdy z nich 
jest piątą częścią sześciu katów prostych, 
czyli | kąta prostego. 

III. Summa kątów sześciokąta jest 2(6—2), 
czyli 8 kątów prostych; a zatem w sześcio-
kącie równokątnym, każdy kąt jest f , czyli 
| kąta prostego. 

Uwaga. Jeżeliby chciano to podanie za-
stosować do wielokąta mającego jeden lub 
kilka kątów wklęsłych (fig. 47 ) , należałoby 
uważać każdy kąt wklęsły, jako większy od 
dwóch kątów prostych. Lecz dla uniknienia 
tego , uważać będziemy tylko wielokąty wy-
pukłe. Wielokąt jest wypukłym, jeżeli linia 
prosta, jakkolwiek poprowadzona, nie może 
przeciąć się z obwodem jego więcej jak 
w dwóch punktach. 
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O ROLE I MIERZENIU KATÓW. 

O p i s a n i a . 

1. Okrąg koła jest linia krzywa, kłórćj 
wszystkie punkta są równo oddalone od pun-
ktu znajdującego się wewnątrz, który się 
nazywa środkiem (fig. 48). Kołem nazywa się 
płaszczyzna zamknięta przez tę linię krzywą. 

NB. Mówią niekiedy koło zamiast okrąg ko-
ła, lecz nietrudno przywrócić ścisłość 
wyrażenia, pamiętając, że koło jest pła-
szczyzną mającą długość i szerokość, a 
okrąg jest linią. 

2. Wszelka linia prosta CA, C E , CD i l. 
d. poprowadzona od środka do okręgu koła 
nazywa się promieniem; wszelka zaś linia 
prosta AB, przechodząca przez środek i koń-
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cząca się z obu slron na okręgu koła, nazy-
wa się średnicą. 

Podług opisu koła, wszystkie promienie 
jego są sobie równe, i wszystkie średnice ta-
kże są sobie równe, a natUo każda średnica 
jest dwa razy większa od promienia. 

3. Część okręgu kola FHG nazywa się 
łukiem. 

Cięciwą jest linia prosta F G , łącząca oba 
końce łuku. 

4. Odcinkiem jest płaszczyzna , czyli część 
koła , zawarta pomiędzy łukiem i cięciwą. 

NB. Jednej i tej samej cięciwie FG odpo-
wiadają dwa łuki FHG i; FEG, a tem sa-
mćm i dwa odcinki: lecz zawrsze, jeżeli 
nie ma wzmianki o większym, należy do-
myślać się że idzie o ten , który jest 
mniejszy. 

Wycinek jest część koła , zawarta po-
między łukiem DE i tdwóma promieniami CD 
i C E , przechodzącemi przez końce tegoż 
łuku. 

6. Linia AB kończąca się z obu stron na 
okręgu nazywa się wpisaną w koło (fig. 49). 
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Kątem wpisanym nazywa się kąt BAC, 
utworzony przez dwie cięciwy, schodzące się 
z sobą na okręgu. 

Trójkątem wpisanym nazywa się trójkąt 
BAC, którego wszystkie trzy kąty mają swo-
je wierzchołki na okręgu. 

I w ogólności wielokątem wpisanym nazy-
wa się wielokąt, którego wszystkie kąty mają 
swoje wierzchołki na okręgu; w tym przy-
padku mówi srę także że koło jest opisane na 
wielokącie. 

7. Sieczną nazywa się linia prosta, która 
przecina okrąg w dwóch punktach, np. linia 
AB ( f i g . 50). 

8. Styczna jest linia prosta, mająca tylko 
jeden punkt wspólny z okręgiem koła ; taką 
jest linia CD. 

Punkt M, wspólny dla stycznój i okręgu 
koła , nazywa się punkiem zetknięcia. ! 

9. Dwa okręgi k ó ł , mające jeden tylko 
punkt wspólny, nazywają się stycznemu 

10. Wielokąt , którego wszystkie boki są 
stycznymi do okręgu koła , nazywa się wielo-

5* 
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kątem opisanym na kole; w tym przypadku 
mówi się także ie koło jest wpisane w wie-
lokąt. 

P O D A N I E I . 

Twierdzenie. 

Wszelka średnica (fig. 51) AB dzieli koło 
i jego okrąg na dwie części równe. 

Jeżeli bowiem przyłożymy figurę AEB do 
A F B , pozostawiając średnicę AB wspólną, 
linia krzywa AEB przystanie do AFB; gdyż 
inaczej punkta ich nie byliby jednakowo od-
dalone od środka, coby się sprzeciwiało 
opisowi koła. 

P O D A N I E I I . 

Twierdzenie. 

Cięciwa jest zawsze mniejsza od średnicy 
(fig. 51). 

Jeżeli bcwiem przez końce cięciwy AD 
poprowadzimy promienie AG i CD, będzie 
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linia prosta AD < A C + C D , czyli AD < 
AC + CB, czyli A D < A B . 

Wniosek. Średnica jest największa ze 
wszystkich linij, które można wpisać w koło. 

P O D A N I E I I I . 

Twierdzenie. 

Linia prosta tylko w dwóch punktach mo-
że przeciąć okrąg koła. 

Jeżeliby linia prosta przecinała się z okrę-
giem koła w trzech punktach, natenczas ona 
znajdując się na okręgu, byłyby jednakowo 
oddalone od środka; moglibyśmy zatćm od 
punktu do jednój linii prostej poprowadzić 
trzy linie proste równe sobie, co być nie mo>-
że (ks. 1, pod. 16). 

P O D A N I E IV. 
Twierdzenie. 

W kole lub w kołach równych, luki równe 
są podparte przez cięciwy równe, i odwrotnie 
cięciwy równe podpierają łuki równe. 
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Jeżeli promień AC (fig. 52) jest równy 
promieniowi E O , i łuk AMD równy lukowi 
ENG; powiadam że cięciwa A D , będzie ró-
wna cięciwie EG. 

Ponieważ średnica AB jest równa średni-
cy E F , przeto można półkole AMDB przyło-

- / żyć do półkola ENGF tak, że'linia krzywa 
AMDB przystanie do linii krzywej ENGF; 
lecz przypuszczamy że część AMD jest ró-
wna części ENG, przeto punkt D padnie na 
punkt G , a tćm samem cięciwa AD przysta-
nie do cięciwy EG i jest jej równa. 

Odwrotnie, pzzypuściwszy że promień AC 
= E O , i cięciwa A I ) = E G , łuk AMD ma 
być równy łukowi ENG. 

• Poprowadziwszy promienie C D , OG, dwa 
trójkąty ACD, E O G , mieć będą po trzy bo-
ki odpowiednio równe, a mianowicie A C z = 
E O , CD = OG i A D r r E G ; przeto te dwa 
trójkąty będą sobie równe (pod. 11, ks. 1), 
a zatćm kąt ACD EOG. Przeniósłszy pół-
kole ADB na jemu równe E G F , ponieważ 
kąt A C D = E O G . promień CD padnie na 
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promień OG i punkt D na G ; a zatem luk 
AMD jest równy łukowi ENG. 

P O D A N I E V. 

Twierdzenie. 

W kole lub w dwóch kołach równych, cię-
ciwa większa podpiera łuk większy i odwro-
tnie ; lecz łuki mają być zawsze mniejsze od 
połowy okręgu koła. 

Niech będzie (fig. 52) łuk AH większy od 
łuku A D , poprowadźmy cięciwy AD i A H , 
i promienie CD i CH; dwa boki AC i OH 
trójkąta ACH są równe bokom AC i CD 
trójkąta ACD, lecz kąt ACH jest większy od 
kąta ACD, przeto (pod. 10, ks. 1) bok trzeci 
AH jest większy od boku trzeciego AD; więc 
cięciwa większa podpiera łuk większy. 

Odwrotnie, założywszy że cięciwa AH jest 
większa od AD, można będzie wnieść z tych 
samych trójkątów, że kąt ACH jest większy 
od kąta ACD, i że tem samem łuk A H jest 
większy od AD. 

Uwaga. Zakładamy że łuki, o których rao-
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wa, są mniejsze od połowy okręgu koła; je-
żeliby zaś łuki były większe od połowy okrę-
gu koła, natenczas w miarę powiększania się 
łuku, cięciwa by się zmniejszała i odwrotnie: 
tak , że jeżeli łuk AKBD jest większy od 
AKBH, cięciwa AD pierwszego łuku, jest 
mniejsza od cięciwy Al i drugiego łuku. 

P O D A N I E VI. 

Twierdzenie. 

Promień (fig. 53) CG prostopadły do cię-
ciwy AB. dzieli tę cięciwę i łuk przez nuj 
podparty AGB na dwie części równe. 

1-e Promienie CA i CB, są dwie pochyłe 
sobie równe, względem prostopadłej CD, prze-
to odległości ich od prostopadłej są sobie 
równe (pod. 16, ks. I); t. j. A D = : D B ; a 
zatem cięciwa AB jest podzielono w punkcie 
D na dwie części równe. 

2-e Ponieważ A D r r D B , przeto CG jest 
prostopadła do linii AB, wystawiona z jej 
środka, więc (pod. 17, ks. I) wszelki punkt 
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na prostopadłej CG jest równo oddalony od 
końców A i B linii AB. Ponieważ zaś punkt 
G jest jednym z punktów prostopadłej, prze-
to odległości jego AG i GB od końców linii 
AB są sobie równe. Skoro cięciwa AG jest 
równa cięciwie GB, łuk AG musi być ró-
wny łukowi GB (pod. 4 ) ; więc promień CG, 
prostopadły do cięciwy AB, dzieli łuk do niej 
należący w punkcie G na dwie części równe. 

Uwaga. Środek C koła, środek D cięci-
wy AB i środek G łuku , podpartego przez 
tę cięciwę, leżą na jednej linii prostćj pro-
stopadłej do cięciwy; ponieważ zaś dla ozna-
czenia linii prostej dość jest mieć dwa pun-
kta , przeto wszelka linia poprowadzona 
przez którekolwiek dwa punkta z trzech wy-
mienionych, przejdzie i przez trzeci i będzie 
prostopadła do cięciwy. 

Ztąd wynika także że, prostopadła do cię-
ciwy, ze środka jej wyprowadzona, przecho-
dzi przez środek kola i środek łuku podpar-
tego przez cięciwę. Gdyż ta prostopadła sta-
nowi jedno z prostopadłą spuszczoną ze śro-
dka koła na cięciwę; bo obie przechodzą 
przez środek cięciwy. 
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P O D A N I E VII. 

Twierdzenie. 

Przez trzy punkta (fig, 54) A , B i C nie 
na linii prostej leżące, zawsze można po-
prowadzić okrąg kola, lecz nie więcej jak 
tylko jeden. 

Podzieliwszy na dwie części równe każdą 
z linij prostych AB i BC, łączących punkt B 
z punktami A i C, z punktów podziałów 
wystawmy do nich linie prostopadłe DE i 
F G , które przetną się z sobą w jakimkolwiek 
punkcie O (pod. 21, ks. I). 

Punkt O , leżąc na linii D E , prostopadłej 
do AB i wyprowadzonej z jej środka, znajdu-
je się w jednakowej odległości od punktów 
A i B (pod. 17 ks. 1); tenże punkt O , leżąc 
na FG prostopadłej do BC, jest jednakowo 
oddalony od punktów B i C ; więc trzy linie 
proste OA , OB i OC są sobie równe, przeto 
okrąg koła opisany ze środka O promieniem 
OB, przejdzie przez trzy punkta dane A,B i C. 

Dowiedziono więc, że przez trzy punkta, 
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nie leżące na jednej linii prostój, zawsze mo-
żna poprowadzić okrąg kola $ pozostaje jesz-
cze okazać, że tylko jeden okrąg kola może 
przez nie przechodzić. Jeżeliby można b j ło 
przez trzy punkta dane A, B i C poprowa-
dzić inny okrąg koła, wówczas środek jego 
musiałby się znajdować na linii D E , gdyż; 
inaczćj on byłby nierówno oddalony od pun-
któw A i B (pod. 17, ks. I ) ; dla podobnój 
przyczyny on znalazłby się na linii F G ; prze-
to środek byłby i na linii DE i na F G ; po-
nieważ zaś dwie linie proste przecinają się 
z sobą tylko w jednym punkcie, więc środ-
kiem nowego okręgu koła byłby punkt O; a 
zatem prrez trzy punkta dane nie na linii 
prostćj, można poprowadzić tylko jedea 
okrąg koła. 

Wniosek. Okręgi dwóch kół przecinają 
się z sobą tylko w dwóch punktach; gdyż 
jeżeliby one miały trzy punkta wspólne, na-
tenczas miałjby wspólny środek i stanowi-
łyby jeden okrąg koła. 

6 
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P O D A N I E VIII. 

Twierdzenie. 

Dwie cięciwy równe są równo oddalone od 
środka koła; z dwóch zaś cięciw nierównych 
mniejsza jest więcej oddalona od środka koła. 

1-e Niech będzie cięciwa (fig. 55) A B m D E ; 
prostopadlemi GF i CG> spuszczonemi na nie 
ze środka koła, podzielmy je na dwie równe 
części i poprowadźmy promienie CA i CD. 

Trójkąty prostokątne CAF i DCG mają 
przeciwprostokątne CA i CD równe, nadto 
bok AF , będący potową AB, jest równy 
bokowi D G , który jest polową cięciwy D E ; 
więc pomienione dwa trójkąty są sobie ró-
wne (pod. 18, ks. 1), a tem samćm bok trze-
ci CF jest równy bokowi trzeciemu CG; 
przeto dwie cięciwy równe AB i DE, są ró-
wno oddalone od środka koła. 

2 - e Niech będzie cięciwa AH większa od 
D E , łuk AKH będzie większy od łuku DME 
(pod. 5 ) ; na łuku AKH odciąwszy częśc 
A N B z = D M E , poprowadźmy' cięciwę AB, 

/ 
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spuśćmy CF prostopadłą na tę cięciwę i CJ 
prostopadłą do AM; linia CF, jest dłuższa od 
CO, i linia CO większa od CJ ('pod. 16 ks. I), 
więc tem bardziej C F > C J . Lecz C F = C G , 
bo cięciwy AB i DE są sobie równe , więc 
tak/e C G > C J ; przeto z dwóch cięciw nie-
równych mniejsza jest bardziej oddalona od 
środka koła. 

P O D A N I E IX. 

Twierdzenie. 

Prostopadła BD (fig. 56) do promienia 
CA, z końca jego wystawiona, jest styczną 
z okręgiem koła. 

Wszelka pochyła CE jest dłuższa od pro-
stopadłej CA (pod. 16 ks. I ) , a zatćm punkt 
E znajduje się zewnątrz koła; więc linia BD 
ma tylko jeden punkt A wspólny z okręgiem 
kola, a tem samćm jest (opis. 8 ) styczną do 
niego. ^ 

Uwaga. Przez punkt A dany na okręgu 
koła tylko jedną stycinę moina poprowadzić; 

6 
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jeżeliby bowiem można było poprowadzić 
drugą, ta nie byłaby prostopadła do promie-
nia CA, i promień byłby względem niej linią 
pochyłą; przeto prostopadła, spuszczona ze 
środka na nową styczną, byłaby krótsza od 
promienia A C , a tem samem druga styczna 
przecięłaby okrąg koła i b} laby sieczną. 

P O D A N I E X . 

Twierdzenie. 

Łuki (fig. 57) MN i PQ, odcięte na okręgu 
hola frzez dwie linie równolegle AB i DE 
są sobie równe. 

Mogą się zdarzyć trzy przypadki: 
l«e Jeżeli dwie linie równoległe są sieczne-

mi, natenczas poprowadziwszy promień CH 
prostopadły do cięciwy MP, on będzie prosto-
padły i do cięciwy NQ, równoległej do MP 
(ks. I, pod. 22); a zatćm punkt H będzie 
środkiem łuków MKP i NIIQ (pod, 6); więc 
mamy łuk M H = H P i łuk NH = HQ, 
zkąd wypada MH — NH = IIP — HQ, czjli 
MN = PQ. 
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2-e Gdy jedna AB z dwóch linij równole-
głych (fig. 58) jest sieczną, a druga DE sty-
czną; natenczas promień CH, poprowadzony 
przez punkt II, zetknięcia się stycznćj DE 
z okręgiem koła, będzie prostopadły (pod. 9) 
do stycznej i do cięciwy MP z nią równole-
głej. Ponieważ promień jest prostopadły do 
cięciwy MP, przeto punkt H jest środkiem 
łuku M B P , a tem samćm łuki MH i HP, 
odcięte przez linie równoległe AB i D E , są 
sobie równe. 

3-e Nakoniec kiedy obie linie równoległe 
DE i JL są stycznemi, jedna w punkcie H, a 
druga w K, poprowadziwszy sieczną AB ró-
wnoległą do nich, podług tego co dowie-
dziono otrzymamy, MfI = HP i MK = KP, 
przeto M H + M K = H P + K P , czyli H M K r r 
HPK. Nadto widzimy, że każdy z tych łuków 
jest półokręgiem koła. 

P O D A N I E X I . 

Twierdzenie. 

Linia prosta, łącząca środki dwóch olcrę-
6* 
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góto kół przecinających się z sobą, jest prosto-
padła do cięciwy, łączącej dwa punkta %vy-
nikłe z przecięcia, i dzieli ią na dwie części 
równe. 

Gdy/. linia (lig. 59 i 60) AB, łącząca pnu-
kta przecięcia, jest cięciwą wspólną dla obu 
k ó ł , przeto linia prostopadła, wystawiona 
z jej środka, musi przejść przez środki C i D 
tychże kół (pod.6uw.). Lecz między dwóma 
punktami można poprowadzić tylko jedną 
linię prostą, więc linia prosta, przechodząca 
przez środki , jest prostopadła do cięciwy 
wspólnej i dzieli ją na dwie części równe. 

P O D A N I E XXII. 

Twierdzenie. 

Jeżeli odległość środków dwóch ból jest 
mniejsza od summy ich promieni, a promień 
większy jest mniejszy od summy promienia 
mniejszego i odległości środków, natenczas 
dica koła przetną się z sobą. 

Widocznie że aby okręgi dwóch kół prze-
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cięły się z sobą, powinien mieć miejsce trój-
kąt CAD (fig. 59 i 60), a zatem potrzeba aby 
b j ł o CD < AC-j-AD, i aby promień większy 
A D < ^ A C + CD. Przeto skoro można nary-
sować trójkąt CAD, okręgi dwóch ko l , opi-
sane ze środków C i D , przetną się z sobą 
w jakichkolwiek puntach A i B. 

P O D A N I E X I I I . 

Twierdzenie. 

Jeżeli odległość CD (fig. 61) środków dwóch 
kół jest równa summie ich promieni CA i AD, 
koła będą względem siebie stycznemi ze-
wnętrznie.. 

Koła takie widocznie nie będą miały ża-
dnego punktu wspólnego prócz A; bo aby 
miały drugi punkt wspólny, potrzeba aby 
odległość ich środków była mniejsza od sum-
my promieni. 
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P O D A C I E XIV. 

Twierdzenie. 

Jeżeli odległość CD (fig. 62) środków 
dwóch kół jest równa różnicy miedzy ich 
promieniami DA i A C , koła będą slycznemi 
wewnętrznie. 

Widoczną jest rzeczą, że koła takie nie 
będą miały żadnego punktu wspólnego prócz 
A ; bo aby miały (j/ugi punkt wspólny, po-
trzeba żeby promień większy AD był mniej-
szy od summy promienia mniejszego CA i 
odległości środków CD (pod. 12 ) , co miej-
sca nie ma. 

Wniosek. Przeto jeżeli dwa koła są sty-
czne do siebie, bądź to zewnętrznie, bądź 
wewnętrznie, środki ich i punkt zetknięcia 
leżą na jednej linii prostej. 

Uwaga. Wszystkie koła mające środki 
swoje na linii prostej CD (fig. 61 i 62) i 
przechodzące przez punkt A , są styczne do 
siebie, to jest: mają jeden tylko punkt wspól-
ny A. Linia AE prostopadła do CD, wypro-
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wodzona z punktu A , będzie do wszystkich 
kół styczną. 

P O D A N I E X V . 

Twierdzenie. 

Kąty ACB i DCE (fig 63 ) równescbie, ma-
jące wierzchołki swoje w środku jednego kołaf 

lub w środkach kół równych, obejmują ramio-
nami swemi na okręgach łuki AB i DE równe. 

Odwrotnie, łuki równe AB i DE są za-
warte między ramionami kątów równych 
ACB i DCE. 

Gdyż 1-e, jeżeli kąty ACB i DCE są sobie 
równe , jeden z nich można położyć na dru-
gim tak , że punkt A padnie na D i B na E; 
w takim razie i łuk AB przystanie do łuku 
D E ; jeżeliby bowiem te łuki nie przystały 
do siebie, natenczas punkta ich nie byłyby 
jednakowo oddalone od środka, co być nie 
może, o z;;tem łuk A B = r : D E . 

2 - e Założywszy że łuk AB = DE, mówię 
że będzie kąt ACB=z:DCE; gdyż jeżeli te 
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kąty nie są sobie równe, niech będzie kąt ACB 
większy od DCE; nakreśliwszy kąt A C J m 
DCE, podług tego co dowiedziono, byłby łuk 
AJ—DE, lecz podług nałożenia łuk A B — DE, 
przeto otrzymalibyśmy że część AJ jest ró-
wna całości AB, co być nie może; zatćm kąt 
ACB — D C E . 

P O D A N I E XVI. 

Twierdzenie. 

Jeżeli dwa kąty ACB i DCE (fig. 64), któ-
rych wierzchołki są w środku jednego koła, 
lub w środkach kół równych, mają się do siebie 
jak dwie liczby całe, natenczas i łuki AB i DE, 
zawarte między ich ramionami, mieć się bę-
dą jak te same liczby, a lem samem stosunek 
kątów będzie równy stosunkowi łuków, to 
jest będzie : 

kąt AGB : kąta DCE — łuk AB : łuku DE. 

Przypuśćmy że kąty ACB i DCE mają się 
do siebie jak dwie liczby 7 i 4 ; albo co jest 
to samo, załóżmy że kąt M , będący ich 
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wspólną miarą, mieści się w kącie ACB ra-
zy 7 , a w kącie DCE razy 4 . Ponieważ kąty 
cząstkowe ACm , mCn, nCp i t. d . , D C # , 
xCy i t. d. są sobie r ówne , przeto i łuki 
cząstkowe Am, mn, np i t. p., Da?, xy i t. d. 
także są sobie równe (pod. 15) ; a zatćm łuk 
AB tak się ma do DE, jak 7 do 4. Widoczną 
jest rzeczą, że rozumowanie będzie toż samo, 

» * 

•jeżeli na miejsce liczb 7 i 4 podstawimy ja-
kiekolwiek inne liczby; przeto jeżeli stosunek 
kątów ACB i DCE może być wyrafony w li-
czbach całkowih ch , luki AB i DE mieć się 
będą do siebie, jak kąty ACB i DCE. 

Uwaga. Odwrotnie , jeżeli łuki AB i DE 
mają się do siebie jak liczby całe, i kąty ACB 
i DCE mieć się będą do siebie jak też same 
liczby, i zawsze będzie ACB; DCE = AB : DE; 
gdyż jeżeli łuki cząstkowe A m , mn, i t. d. 

xy, i t. d. będą sobie równe, i kąty czą-
stkowe A Cm, mCn, i t. d . , DGc , xC y, i t . 
d. takie bgdą sobie równe. 
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P O D A N I E XVII. 

Twierdzenie. 

Dwa kąty ACB i ACD (fig. 0 5 ) mające się 
do siebie w jakimkolwiek stosunku, zawsze 
mieć się będą do siebie jak łuki AB i AD, za-
warte między ich ramionami, i opisane z ich 
wierzchołków, jako ze środków. jednakowemi 
promieniami. 

Przypuśćmy że kęt mniejszv jest położony 
na w iększym. Jeżeli twierdzenie nie jest pra-
wdziwe , kąt ACB tak się ma do kąta ACD 
jak luk AB do łuku większego lub mniejsze-
go od AD, przypuśćmy do łuku większego 
AO, to j e s t : 

kąt ACB: kąta ACD == łuk AB: łuku AO. 

Wyobraźmy sobie, że łuk AB podzielono 
na ilekolwiek części równych, z których każda 
jest mniejsza od DO, w takim razie przynaj-
mniej jeden punkt podziału padnie między 
punktami D i O, niech tym punktem będzie 
J; poprowadziwszy CJ, łuki^AB i AJ będą się 
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miały do siebie jak liczby całe, a zatem po-
dług twierdzenia poprzedzającego będzie: 

kąt ACB: kąta ACJ — ł u k AB; łuku AJ. 
Ponieważ w tych dwóch proporcyach po-

przedniki są sobie równe , przeto następniki 
stanowią proporcję: 

kąt ACD: kąta A C J ~ ł u k AO: łuku AJ. 
Ponieważ łuk AO jest większy od łuku AJ, 

przeto aby ta proporcja mogła mieć miejsce, 
a tem samem aby przypuszczenie było pra-
wdziwe, potrzeba żeby kąt ACD był większy 
od kąta ACJ; iecz kąt ACD jest mniejszy od 
ACJ, przeto być nie może aby kąt ACB miał 
się do kąta ACD, jak się ma łuk AB do łuku 
większego od AD. 

Drogą podobnego rozumowania możnaby 
okazać, że czwarty wyraz proporcji założo-
nej w twierdzeniu, nie może bydź mniejszy 
od AD; przeto może bydź nim biko AD, i 
tem samem mamy proporcyą: 

kąt ACB: kąta ACD — łuk AB: łuku AD. 
Wniosek. Ponieważ kąt mający swój wie-

rzchołek w środku kola i łuk na okręgu te-
goż koła. zawarty pomiędzy ramionami kąta, 

7 
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mają tak ścisły z sobą związek, że w miarę 
powiększenia lub zmniejszenia się jednego 
z nich w jakimkolwiek stosunku, i drugi w tym 
że samym stosunku powiększa się lub zmiej-
sza; przeto jedną z tych wielkości można wziąść 
za miarę drugićj,, i tak za miarę kąta ACB 
zawsze brać będziemy luk A B . Lecz uważać 
należy, aby łuki brane za miary kątów, poró-
wnywanych pomiędzy sobą , były opisane 
promieniami jednakowymi; cośmy w samej 
rzeczy zakładali we wszystkich wyżej przy-
toczonych twierdzeniach. 

Uwaga. Zdaje się, że właściwiej byłoby 
mierzyć wielkości, zapomocą wielkości tegoż 
samego gatunku; podług tej zasady wypadało-
by wszystkie kąty odnosić do kąta prostego, 
w takim razie wziąwszy kąt prosty za jedność, 
kąty ostre wyrazilibyśmy liczbami zawartemi 
między 1 i 2 . Lecz ten sposób wyrażania ką-
tów w użyciu nie jest dogodnym i znaleziono, 
że daleko jest prości-ćj wyrażać kąty lukami 
koła ; gdyż łatwo nakreślić łuk równy łukowi 
danemu i dla wielu innych przyczyn. Nadto 
chocia>. sposób mierzenia kątów łukami nie 
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zdaje się być w pewnym względzie prostym, 
jednak łatwo jest przejść od tej miary, do 
miary kątów prostej i bezwględnej; gd}ż po-
równawszy luk, służący za miarę kąta danego, 
z czwartą częścią okręgu koła, otrzymamy 
stosunek tegoż kąta do kąta prostego, a to jest 
miarą kąta bezwzględną. 

Uwaga 2 . Wszystko co dowiedziono 
w trzech ostatnich podaniach o stosunkach 
kątów do łuków, rozciąga się i na wycinki 
porównywane z łukami; gdyż wycinki są so> 
bie równe, jeżeli ich kąty są sobie równe, i 
w ogólności one są proporcyonaine kątom; 
przeto dwa wycinki ACB i ACD (fig. 65 ) , je-
dnego koła, lub dwóch kół równych, mają sic 
do siebie jak łuki AB i AD, będące ich podsta-
wami. t 

Ztąd widzimy że łuki koła, które służą za 
miarę kątów, mogą także być użyte do mierze-
nia wycinków jednego koła lub kół równych. 

P O D A N I E XVIII. 
Twierdzenie. 

Miarą hąla wpisanego BAD (fig. 66 i 67 ) 
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jest polowa łuku BD, zawartego między jego 
ramionami. 

Przypuśćmy na 1 -ód że środek kola znaj-
duje się między ramionami kąta BAD (fig. 66); 
poprowadźmy średnicę AE i promienie CB i 
CD. Kąt BCE, będąc zewnętrznym wzglę-
dem trójkąta ABC, jest równy summie jego 
kątów wewnętrznych CAB i ABC (pod, 32 
wni. 6, ks. I) ; ponieważ zaś trójkąt BAC jest 
równoramienny, przeto kąt C A B ~ A B C , i 
tćm samem kąt BCE jest dwa razy większy 
od kąta BAC. Kąt BCE, którego wierzcho-
łek jest w środku, ma za miarę łuk BE, prze-
to miarą kąta BAC jest połowa łuku BE. 
Drogą takiego samego rozumowania znajdzie-
my, że miarą kąta CAD jest polowa łuku ED; 
azatćrn summa kątów BAC i CAD, czyli kąt 
BAD ma za miarę połowę summy łuków BE 
i ED, czyli połowę łuku BD. 

Przypuśćmy po2- re , że środek koła C (fig. 
67 ) znajduje się zewnątrz kąta BAD; popro-
wadziwszy średnicę AE, miarą kąta BAE będzie 
połowa łuku BE, a miarą kąta DAE połowa 
łuku DE; a zatem miarą różnicy tych dwóch 
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kątów, t. j . kąta BAD, będzie polowa łuku 
BE zmniejszona połową łuku DE, czyli poło-
wa łuku BD. 

Więc miarą wszelkiego kąta wpisanego 
w koło jest połowa łuku , zawartego między 
jego ramionami. 

Wniosek I. Wszystkie kąty BAC, BDC i 
t. d. (fig. 68) , wpisane w jeden odcinek są 
sobie równe ; gdyż wspólną ich miarą jest 
połowa łuku BOC. 

II. Wszelki kąt BAD (fig. 69), wpisany 
wpółkole jest prosty, gdyż miarą jego jest 
połowa półokręgu BOD, t. j . czwarta część 
okręgu koła. 

x\by to dowieść innym sposobem, popro-
wadźmy promień AC; trójkąt BAC jest ró-
wnoramienny, przeto kąt B A C = A B C ; trójkąt 
CAD jest takie równoramienny, a zatem kąt 
CAD—ADC, więc BAC - f CAD, czyli BAD 
r r A B D + ADB. Lecz ponieważ w trójkącie 
summa dwóch kątów B i D jest równa trze-
ciemu BAD, a summa wszystkich trzech czy-
ni dwa kąty proste, przeto kąt BAD musi być 
kątem prostym. 

7* 
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III. Wszelki kąt BAC (fig. 68) wpisany 
w odcinek większy o i półkola, jest ostry; gdyż 
ma za miarę połowę łuku BOC mniejszego 
od półokręgu. 

Każdy kąt BOC, wpisany w odcinek mniej-
szy od półkola, jest rozwarty, bo ma za mia-
rę p o ł o w ę łuku BAC większego od półokręgu. 

IV. W czworokącie wpisanym ABCD (fig. 
70) dvya kąty przeciwległe A i C, razem wzię-
te, stanowią dwa kąty proste; gdyż kąt BAD 
ma za miarę pół łuku BCI), a miarą kąta BCD 
jest pół łuku BAD; więc miarą summy kątów 
BAD i BCD jest pół okręgu, a zatem oba sta-
nowią dwa kąty proste. 

P O D A N I E X I X . 

Twierdzenie. 

Miarą kąta BAC (Tig, 71) zawartego mię-
dzy cięciwą i styczną, poprowadzoną przez 
którykolwiek koniec cięciwy, jest połowa luku 
AMDC, podpartego przez cięciwę. 

Przez punkt A zetknięcia stycznej z okrę-

http://rcin.org.pl



87 

giem, poprowadźmy średnicę A D , kąt BAD 
jest prosty (pod. 9), a więc ma za miarę połowę 
półokręgu AMD, miarą zaś kąta DAC jest 
połowa łuku DC (pod. 18J, prze*o miarą 
BAD + DAC, t . j . kąta BAC jest połowa łuku 
AMD więcej połową łuku DC, czyli połowa 
całego łuku AMDC. 

• Podobnie można dowieść, że miarą kąta 
CAE jest połowa łuku AC. 

P O D A N I E X X . 

Twierdzenie. 

Miarą kąta ABC (fig. 72), mającego wierz-
chołek między środkiem a okręgiem koła, jest 
połowa łuku AC zawartego między jego ra-
mionami, powiększona połową łuku DE zawar-
tego między przedłużeniami tychże ramion. 

Przez punkt E poprowadźmy linię E F ró-
wnoległą do DC, która odetnie na okręgu łuk 
C F = D E (pod. 10). Miarą kąta AEF (pod. 
18) będzie połowa łuku AC, czyli | AC -f-
^ C F , czyli \, A C + 1 DE; że zaś kąt AEF jest 
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równy kątowi ABC (pod. 2 3 ks. I.), przeto 
miarą kąta ABC jest * AC + j DE. 

P O D A N I E XXI. 

Twierdzenie. 

Miarą kąta ABC (fig. 73), mającego wierz-
chołek za okręgiem koła jest połowa łuku AC 
zmniejszona połową łuku I)E. 

Prez punkt E poprowadźmy linię E F ró-
wnoległą do AB, która odetnie na okręgu łuk 
A F : = D E (pod. 10). Miarą kąta FEC jest 
połowa łuku FC (pod. 18); że zaś łuk F C ~ 
AC — A F , czyli łuk F C — A C — D E , przeto 
^ FC izr i AC — | DE, a tem samem miarą 
kąta FEC jest ] AC — | DE; a że kąt FEC — 
ABC (pod. 23, ks. I.)? wiec miarą kąta ABC 
jest \ AC — \ DE. 
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KTÓRYCH ROZWIĄZANIE POLEGA NA 

WIADOMOŚCIACH OBJĘTYCH W DWÓCH 

PIERWSZYCH KSIĘGACH. 

Z A G A D N I E N I E I. 

Daną linię proslą AB (fig. 74) podzielić na 
dioie części równe. 

Z końców A i B, jako ze środków, pro-
mieniami równemi, lecz \viększemi od poto-
wy AB, opiszmy luki, które przetną się z sobą 
w punkcie D , który będzie się znajdował 
w jednakowej odległości od punktów A i B; 
takim samym sposobem poniżej linii AB ozna-
czmy punkt E, równo oddalony od jej końców, 
i połączmy punkt D z E linią prostą DE; 
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powiadam, że linia AB w punkcie C, wyni-
kającym z przecięcia się linii DE z linią AB, 
będzie podzielona na dwie części równe. 

Ponieważ punkta D i E są równo oddalo-
ne od końców linii AB, przeto one winny 
się znajdować na linii prostopadłej do AB, z jćj 
środka wystawionej; że zaś pomiędzy dwóma 
punktami można poprowadzić t j lko jedną 
linię prostą, więc linia DE jest prostopadła 
do AB i dzieli ją na dwie części równe. 

ZAGADNIENIE II. 

Z punktu A (lig. 75) danego na Unii AB, 
wystaujić prostopadłą do tejże linii. 

Obierzmy na danej linii punkta B i G ró-
wno oddalone od A, i z tych punktów, jako 
ze środków, promieniami równemi, lecz wię-
kszemi od BA, zakreślmy luki, które się prze-
tną w D, a linia DA, łącząca punkt D z A, 
będzie żądaną prostopadłą. 

Punkt D , będąc równo oddalony od 3 i 
C, leży na prostopadłej wyprowadzonej do 

http://rcin.org.pl



83 

linii BC z jej środka; o zatem AD jest prosto-
v padłą żądaną. 

Uwaga. To samo wykreślenie służy do 
nakreślenia kąta prostego BAD, pr^y punk-
cie A na linii danćj BC. 

Z A G A D N I E N I E III. 

Z punktu A (fig. 76), danego nad linią 
BD. 

spuscić prostopadłą do tejże linii. 
Z puktu A, jako ze środka, opiszmy pro-

mieniem dostatecznie wielkim łuk, któryby 
przeciął linię BI) w dwóch punktach B i D; 
następnie oznaczmy punkt E, rówlio oddalo-
ny od B i D, a linia AE, łącząca punkta A i E 
będzie żądaną prostopadłą. 

Linia AE dla tego jest prostopadła doBD, 
że dwa punkta A i E, na niej leżące, są ró-
wno oddalone od końców linii BD. 

Z A G A D N I E N I E I V . 

Przy punkcie A (fig. 77), na linii AB na-
kreślić kąt, równy kątowi danemu K. 
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Z wierzchołka kąta K, jako ze środka,-upo-
dobanym promieniem K.T, opiszmy tuk JL, 
kończący się na ramionach kąta; z punktu A 
takim sar~*m promieniem opiszmy łuk nie-
ograniczony BO; z punktu B, jako ze środka, 
promieniem równym cięciwie LJ opiszmy łuk, 
któryby się przeciął z łukiem niegraniczonym 
BO w punkcie D, a połączywszy D z A linią 
prostą AD, otrzymamy kąt DAB równy kąto-
wi danemu K. Gdyż dwa łuki BD i LJ , jako 
opisane promieniami równemi i podparte przez 
cięciwy równe, są sobie równe (pod. 4 ks. II), 
a tćm samem kąt BAD rzz JKL. 

. ZAGADNIENIE V. 

Podzielić kąt, lub luk dany na ducie części 
równe. 

] - e Aby łuk dany AB (fig. 78) podzielić 
na dwie części równe, zakreślmy z punktów 
A i B, jako ze środków, promieniami równć-
mi dwa łuki, któreby się przecięły w D; przez 
D i środek koła C poprowadźmy linię prostą 
CD, a ta podzieli łuk AB na dwie części równe. 
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Każdy z dwóch punktów C i D jest równo 
oddalony od końców A i B cięciwy AB, przeto 

„ linia CD jest prostopadła do tej cięciwy i 
przechodzi przez jćj środek; ponieważ linia 
CD, jest to samo co promień prostopadły do 
cięciwy AB (pod. 6, ks. I I) , przeto dzieli łuk 
AB w punkcie E na dwie części równe. 

2-e Aby podzielić kąt ACB na dwie czę-
ści równe, potrzeba z wierzchołka jego C, ja-
ko ze środka, opisać jakimkolwiek promie-
niem łuk AB, i postępując dalej jak wyżćj, 
znajdziemy linię CD, która podzieli łuk AB a 
tem samem kąt ACB na dwie części równe. 

Uwaga. Za pomocą takiego samego -wy-
kreślenia, można każdą połowę AE i EB po-
dzielić na dwie części równe, i postępując 
aa'ćj mężna będzie łuk, lub kąt dany podzie-
lić na 4, 8, 16, 32 i t. d. części równych. 

t i 

Z A G A D N I E N I E V I . 

Przez punkt dany A (fig. 79) poprowadzić 
Unię równoległą do linii danej BC. 

8 
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Z punktu A , jako ze środka, promieniem 
dostatecznie wielkim opiszmy łuk nieogra-
niczony E O , z punktu E , jako ze środka, 
opiszmy takim samym promieniom łuk AF, 
weźmy E D r r r A F , a linia AD, łącząca punkt 
A z D , będzie żądana równoległa. 

Połączywszy punkt A z E linią prostą AE, 
będą kąty naprzeroianległe AEF i EAD so-
bie równe; a zatćm linie AD i E F są ró-
wnoległe do siebie (pod. 24, ks. I). 

Z A G A D N I E N I E V I I . 

Mając dane dwa kąty A i B (fig. 80 ) trój-
kąta, znaleźć kąt jego trzeci. 

Poprowadziwszy linię nieograniczoną DEF 
i nakreśliwszy przy E kąt DECzzrA i kąt 
C E H = B, pozostały kąt DEF będzie kątem 
szukanym; gdyż te trzy kąty razem wzięte 
czynią summę, równą dwóm kątoin prostym. 

Z A G A D N I E N I E VI I I . 

Mając wiadome dwa loki B i C (fig. 81 ) i 
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kąt pomiędzy nićmi zawarły A , nakreślić 
trójkąt. 

Poprowadziwszy linif nieograniczoną DE, 
nakreśliwszy na nićj, przy punkcie dowolnym 
D, kąt EDF równy kątowi danemu A, i wzią-
wszy D G ^ z B i DH = C, poprowadźmy GH, 
a otrzymamy trójkąt DGH żądany. 

Z A G A D N I E N I E . I X . 

Nakreślić trójkąt, mając dany bok jego i 
dwa kąty. 

Albo oba kąty dane będą przylegle bo-
kowi, albo jeden będzie przyległym a drugi 

3naprzeciw niego leżącym; w drugim przypa-
dku znalazjszy kąt trzeci (zag. 7), będą wia-
dome dwa kąty m&jące leżćć przy boku da-
nym. To założywszy, poprowadźmy linię pro-
stą DE (fig. 82) równą bokowi danemu, i 
na niej przy punkcie D nakreślmy kąt E D F 
równy jednemu, a przy punkcie E kąt DEG 
równy drugiemu kątowi mającemu leżeć na 
D E ; dwie linie DF i EG przetną się z sobą 
w punkcie H i dadzą trójkąt żądany DEH. 
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ZAGADNIENIE XIII. 

Nakreślić trójkąt, mając wiadome trzy 
boki jego A , B i C (fig. 83). 

Poprowadźmy DE n r A ; z punktu E , jak© 
ze środka, promieniem równym bokowi dru-
giemu B, opiszmy ł u k , z punktu D jako ze 
środka promieniem, równym bokowi trzecie-
mu C, opiszmy łuk, który przetnie się z tam-
tym w punkcie F ; poprowadziwszy DF i EF, 
trójkąt DEF będ?ie żądany. 

Uwaga. Jeżeliby jeden z danych boków 
był większym od summy dwóch innych, na-
tenczas łuki nie przecięłyby się z sobą i za-
gadnienie byłoby niepodobne do rozwiąza-
nia ; zawsze zaś można będzie rozwiązać to 
zagadnienie, jeżeli tylko summa dwóch któ-
rychkolwiek boków danych jest większa od 
trzeciego, 

Z A G A D N I E N I E X i . 

Nakrśślic trójkąt, mając dane dwa bok* 
A i B i kąt C przeciwległy bokowi B. 
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Mogą się zdarzyć d w a przypatki: 
1-e Jeżeli kąt C (fig. 84) je . t prosty l u b 

rozwarty, nakrćślmy kąt E D F = G, odetnij-
my D E r z A i z punktu E , jako ze środka, 
promieniem równym drugiemu bokowi B, 

.opiszmy łuk , łjJtóry się przetnie z linią D F 
w punkcie F ; połączywszy F z E linią E F , 
otrzymamy trójkąt żądany DEF. 

W tym przypadku potrzeba, aby bok B 
był większy od boku A ; kąt bowiem C, jako 
prosty, lub rozwarty, jest największy z pomię-
dzy kątów trójkąta, a zatćm i bok jemu prze-
ciwległy powinien być największy. 

2 - e Jeżeli kąt C (fig. 85) jest otry, a bok 
B jest większy od A, za pomocą podobnego 
wykreślenia, znajdziemy trójkąt DEF żądany. 

jeżeli zaś kąt C (fig. 86) jest ostry, a bok 
B jest mniejszy od A , natenczas łuk opisany 
z punktu E , jako ze środka, promieniem 
E F " 1), przetnie się z linią DF w dwóch 
punktach F i G, położonych z jednej s t r o n y 
punktu D , a zatem otrzymamy dwa trójkąty 
DEF i DEG, które odpowiadają na x a g a -
dnienie. 

8* 
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Uwaga. Zagadnienie 1>\toby niepodobne 
do rozwiązania, gdyby bok B był mniejszy 
od prostopadłej spuszczonćj z punktu E na 
linig DF. 

Z A G A D N I E N I E X I I . 

Nakreślić równoległobok (fig. 87 ) , mając 
wiadome dwa jego boki przy sobie leżące A i 
B i kąt C , przez nie utworzony. 

Poprowadźmy linię D E r ^ z A , przy pun-
kcie D nakreślmy kąt F D E r r G , odetnijmy 
D F B; opisawszy dwa łuki , jeden ze 
środka F promieniem FG = D E ; a drugi ze 
środka E promieniem E G = D F , i punkt 
GT, w którym te łuki przetną się z sobą, po-
łączywszy z F i E liniami FG i EG, otrzyma-
my równoległobok żądany DEFG. Gdyż po-
dług wykreślenia boki przeciwległe są sobie 
równe, przeto czworokąt jest równoległobo-
kiem (pod. 29 , ks. I ) ; nadto w skład tego 
równoległoboku wchodzą boki i kąt dany. 

Wniosek. Jeżeli kąt dat.y jest prosty, fi-
gura będzie prostokątem ; jeżeli nadto boki 
dane są sobie równe, otrzymamy kwadrat. 

http://rcin.org.pl



91 

ZAGADNIENIE XIII. 

Znaleśc środek koła, lub łuku danego. 
Obrawszy na okręgu trzy punkta dowolno 

(lig. 88) A, B i G i połączywszy, je liniami 
prostemi AB i BC, podzielmy każdą z nich aa 
dwie części równe, i ze środków tych linij 
wystawmy do nich prostopadła DE i FG, któ-
re przetną się z sobą w punkcie szukanym O. 

Uwaga. Toż samo wykreślenie służy do 
poprowadzenia przez dane trzy punkta A, B 
i C okręgu koła i do opisania koła na danym 
trójkącie ABC. 

Z A G A D N I E N I E X I V . 

Przez punkt dany poprowadzić styczną do 
koła. 

Jeżeli punkt dany A (fig. 89) jest na okrę-
g u , poprowadźmy prostopadłą AD do pro-
mienia CA, a AD będzie styczną żądaną (pod. 
9 ks.II) . 

Jeżeli punkt dany A (fig. 90) jest za okrę-
giem, połączmy go ze środkiem danego koła C 
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linię prostą AC; podzielmy linię AC na dwie 
części równe w punkcie O, i z punktu O, jako 
ze środka, promieniem O C , opiszmy okrąg, 
który z okręgiem danym przetnie się w pun-
ktach B i D; linie AB i AD, łączące punkta B 
i D z A , będą stycznemi żądanemi. 

Gdyż kąty CBA i CDA, jako wpisane w pół-
kole, są proste (pod. 18 ks. II), a zatórn linie 
AB i AD są prostopadle do promieni i prze-
chodzą przez ich końce, a tern scmćm są sty-
czne z kołem. 

Uwaga. Przez punkt A dany za kołem, 
zawsze można poprowadzić dwie s tyzne AB 
i AD równe sobie; bo trójkąty prostokątne 
CBA i CDA, mając przeciwprostokątną wspól-

• ną i bok CB^l: CD, są sobie równe (pod. 18 
ks.I); przeto A D r r A B . 

ZAGADNIENIE XV. 

Wdany trójkąt ABC wpisać kolo (fig. 91). 
Podzielmy kąty A i B na dwie części ró-

wne liniami^proslemi AO i BO, które się zej-
dę w punkcie O ; z punktu O spuśćmy prosto-

http://rcin.org.pl



93 

padłe OD, OE, OF na boki trójkąta, powiadam 
źe trzy prostopadłe są sobie równe; gdyż po-
dług wykreślenia kątDAO ~ O A F , więc dwa 
trójkąty prostokątne A O D i AOF mając prze-
ciwprostokątną AO wspólną i po dwa kąty 
przy niej leżące odpowiednio równe, są sobie 
równe; a zatćm DO s r : OF. Podobnie mo-
żnaby okazać, że trójkąty BOD i BOE są so--^ 
bie równe, a tem Famem że O D r r , O E ; w i ę c , 
trzy prostopadłe OD, OE i OF są sobie 
równe. 

Jeżeli więc z*punktu O, jyko ze środka, 
promieniem OD opiszemy okrąg koła wido-
cznie on będzie wpisany w trójkąt ABC; gdyż 
bok AB, będąc prostopadły do promienia i 
przechoeząe przez koniec jego jest stycznym 
z okręgiem; toż samo ma miejsce z bokami 
BC i AC. 

Uwaga. Trzy linie proste, dzielące kąty 
trójkąta na dwie części r ówne , schodzą się 
i sobą w jednym punkcie. 
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ZAGADNIENIE XIII. 

Na danłj linii prostej AB (fig. 92 i 93) 
opisać laki odcinek, aby każdy kąt w niego 
wpisany, był równy katowi danemu C. 

Przedłużmy AB ku D , i przy punkcie B 
nakrćślmy kąt D B E m C , poprowadźmy li-
nię BO prostopadłą do BE i ze środka linii 
AB wystawmy linię GO do nićj prostopadłą, 
która z linią BO przetnie się w punkcie O ; 
z punktu O , jako ze środka, promieniem 
OB opis;:my kolo, a odcinkiem żądanym bę-
dzie AMB. 

Ponieważ linia BF jest prostopadła do 
promienia OB i przechodzi przez koniec je-
g o , przeto^jest styczną, a kąt ABF ma za 
miarę połowę łuku AKB (pod. 19 ks. I I ) ; 
nadto kąt AMB, jako wpisany, ma także za 
miarę połowę luku ABR, więc kąt AMBii^ 
A B F = E B D m C ; przeto wszystkie kąty 
wpisane w odcinek AMB są równe kątowi 
danemu C 

Uwaga. Gdyby kąt dany b}l prosty, naten-
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czas odcinek szukany byłby półkolem, opi-
sanym na średnicy AB. » 

Z A G A D N I E N I E X V I I . 

Znaleśc stosunek liczebny pomiędzy dwie-
ma liniami prostemi A 8 i CD (fig. 94) , ma-
jącemi wspólną miarę. 

Przenieśmy linię CD na linię większą AB 
i przypuśćmy że w nićj się mieści dwa razy 
z resztą BE. 

Resztę BE przenieśmy na linię CD i przy-
puśćmy że mieści się w nićj raz jeden z re-
sztą DF. i ~ . 

Przenieśmy resztę drugą DF na pierwszą 
BE, i dajmy się w nićj mieści raz jeden 
z reszją BG, 

Przenieśmy trzecią resztą BG na drugą DF 
tyle razy, ile razy się w niej mifści. 

I tak dalej postępujmy dopóty, dopóki nie 
dojdziemy do reszty, która będzie się-1 zupeł-
nie mieściła pewną liczbę razy w reszcie po-
przedzającej. 

Ostatnia reszta będzie wspólną miarą linij 
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danych, uważając zaś ją za jedność, łatwo 
znalćźć wartości (wyrażone w tej jedności) 
reszt poprzedzających i nakoniec linij danych 
zkąd wyprowadzi się stosunek liczebny tych-
że linij. 

Naprzyktad, przypuściwszy że BG mieści 
się w FD razy dwa be? reszty, wspólną mia-
rą linij danych będzie BG. Niech będzie 
BG:nr 1 , przeto F D n = 2 ; lecz E B = : F D 
+ B G , więc EB — 3 ; CD = EB + F D , 
więc CD rrz 5 ; aakoniec AB mieści w sobie 
CD dwa razy i EB, więc AB 13 ; przeto 
stosunek linij AB i CD jest równy stosunko-
wi liczb 13 i 5. Wziąwszy linię CD za je-
dność, linia AB byłaby \ 3 , a wziąwszy AB 
za jedność, linia CD byłaby -j5

3. 

Uwaga. Ten sposób wynajdywania wspól-
nej miary dwóch linij jest taki, jaki daje aryt-
metyka na-znalezienie wspólnego dzielnika 
dwóch Jickb; a tćm samem on nie potrzebu-
je oddzielnego dowodzenia. 

Może się zdarzyć że posunąwszy najdalej 
działanie, nigdy nie dojdziemy do reszty, któ-
raby się zupełnie mieściła w reszcie poprze-
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dzajćjcój. Natenczas dwie linie dane nie ma-
ją wspólnej miary i nazywają się nietispół-
miernemij przjkład takich linij napotkamy 
później na przekątnej i boku kwadratu. 
W takim więc przypadku nie można znaleść 
ścisłego stosunku liczebnego; lecz niezwa-
iając na ostatnią resztę, znajdziemy stosunek 
mniej lub bardziej przybliżony, w miarę tego 
jak daleko działanie posuniemy. 

Z A G A D N I E N I E X V I I I . 

Mając dane dwa kąty A » B (fig. 95) zna-
leść ich wspólną miarę, jeżeli one mają ta-
kową, i ztąd o znaczy c stosunek ich w liczbach. 

Promieniami równemi z wierzchołków ką-
tów opiszmy łuki CD i E F , które mierzą 
kąty A i B ; z łukami CD i E F tak postępuj-
my, jak w zagadnieniu poprzedzającem po-
stępowaliśmy z liniami prostemi; gdyż łuk 
jeden może być przeniesiony na łuk drugi 
jednakowego z nim promienia, podobnie jak 
linia prosta na drugą linię prostą. Takim 

9 
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sposobem dojdziemy do wspólnej miary ł u -
ków CD i E F , jeżeli one mają takową, i do 
stosunku ich liczebnego; ten zaś stosunek 
jest stosunkiem pomiędzy kątami danemi 
(pod. 17, ks II), i jeżeli luk DO jest wspól-
ną miarą łuków CD i E F , kąt DAO będzie 
wspólną miarą kątów A i B. 

Uwaga. Takim sposobem możnaby znaleźć 
wartość bezwzględną ką ta , porównywając 
łuk , służący mu za miarę, z całym okręgiem 
koła; np. jeżeli łuk CD ma się do okręgu 
koła , jak się ma 3 do 2 5 , kąt A będzie 
cztćrech kątów prostych, czyli kąta 
prostego. 

Może się zdarzyć że łuki porównywane 
nie mają wspólnćj miary; w takim przypadku 
otrzymamy stosunek kątów mnićj lub więcój 
przybliżony w miarę tego, jak daleko działa-
nie posuniemy. 

-•lOto-
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O PROPOąCYONALNOŚCI FIGUR. 

O p i s a n i a . 

1. Figury, których powierzchnie są sobie 
równe, nazywają sig równoważnemi. 

Dwie figury różne co do kształtu mogą 
być równoważne; np. koło może być równo-
ważne z kwadratem, trójkątem, prostoką-
tem i t. d. 

Nazwisko figur równych zostaje zacho-
wane dla tych, które po przyłożeniu przy-
stają do siebie we wszystkich punktach; ta -
kiemi s ą : dwa koła opisane równemi pro-
mieniami, dwa trójkąty mające po trzy boki 
odpowiednio równe i t. d. 
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2. Dwie figury mające kąty odpowiednio 
równe i boki odpowiednie proporcyonalne są 
sobie podobne. Bokami odpowiedniemi na-
zywają 9«ę boki jednakowo położone w obu 
figurach, albo boki leżące przy kątach ró-
wnych. Takie zaś kąty nazywają się kątami 
odpowiedniemi. 

Dwie figury równe zawsze są sobie podo-
bne ; lecz dwie figury podobne mogą być 
nierówne. 

3. W dwóch kołach różnych, łukami po-
dobnemi, wycinkami podobnemi, odcinkami 
podohiemi nazywają się łuki , wycinki, odcin-
ki odpowiadające kątom równym, mającym 
swoje wierzchołki w środkach tychże kół. 

I tak jeżeli kąt A (fig. 96) jest równy ką-
towi O . łuk BC będzie podobny łukowi DE, 
wycinek ABC podobny wycinkowi ODE i i. d. 

4. Wysokością równoległoboku jest pro-
stopadła E F , spuszczona z punktu obranego 
na jednym jego boku na bok przeciwległy, 
wzięty za podstawę (fig. 97). 

5. Wysokością trójkąta jest prostopadła 
AD (Gg. 9 8 ) , spuszczona z wierzchołka któ-
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r ? g o k o I w i e k kąta A na bok jemu przeciwle-
gły BC, wzięty za podstawę. 

6. Wysokością trapeza jest prostopadła 
EF (fig. 9 9 ) ; poprowadzona do dwóch jego 
boków AB i CD równoległych. 

NB. Dla zrozumienia tćj księgi należy mićć 
obecną w pamięci teoryą proporcyj, po którą 
odsyłamy do zwyczajnych wykładów arytme-
tyki lub algebry. Zrobimy tylko uwagę, któ-
ra jest ważną dla należytego zrozumienia 
proporcyj i dla ułatwienia pojęcia bądź to wy-
rażeń, bądź dowodzeń. 

Wićmy że w każdćj proporcyi A: BuzC: D, 
iloczyn wyrazów skrajnych A X D jest równy 
iloczynowi wyrazów średnich B X C. 

Ta prawda jest niezaprzeczoną dla liczb, 
lecz taką jest i dla wielkości jakichkolwiek, 
byleby one były oznaczone liczbami, lub tć i 
byleby wyobrażano sobie, że one są tak wy-
rażone, co zawsze można przypuścić. Jeżeli 
np. A, B, C, D są liniami, można wyobrazić 
sobie że jedna z tych linij , albo też jakakol-
wiek piąta, użyta za miarę dla wszystkich, jest 
wzięta za jedność; natenczas każda z linij A, 
B, C, D przedstawia pewną liczbę jedności 
całkowitą lub ułamkową, współmierną lub 
niewspółmierną, i proporcja między liniami 
A , - B , C , D staje się proporcyą między li-
czbami. 9* 
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Iloczyn z linij A i D , który nazywa się 
także prostokątem z tych linij, oznacza liczbę 
jedności podłużnych zawartych w A, pomno-
żoną przez liczbę jedności podłużnych zawar-
tych w B ; pojmujemy że ten iloczyn jeśt i 
powinien być róvyny iloczynowi wypadające-
mu z pomnożenia linij B i G przez siebie. 

Dwie wielkości A i B mogą być jednego 
gatunku, np. liniami, a dwie drugie wielko-
ści C i D innego gatunku, np. powierzchnia-
mi ; natenczas należy uważać te wielkości 
jako liczby, A i B będą wyrażone w j e d n o -
ściach podłużnych, a C i D w jednościach 
powierzchni, i iloczyny A X D i B X C bę-
dą liczbami. 

W ogólności we wszystkich działaniach, 
które odbywamy z proporcyami, należy uwa-
żać wyrazy proporcji za liczby, z których kaidy 
ma być właściwego jemn gatunku; w takim 
razie nie będziemy mieli żadnej trudności 
w pojęciu działań i wypadków, jakie ztąd 
Wynikają. 

Winniśmy także uprzedzić, że wiele do-
wodzeń przez nas używanych, opiera się na 
niektórych prawdach najprostszych, wziętych 
z algebry, które znowu zasadzają się na pe-
wnikach wiadomych: i tak, mając A n B + C, 
jeżeli każdą stronę pomnożymy przez M, bę-
dzie A X M = B X M + C X M ; podobnie 
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jeżeli mamy A:=r B- f C i D r r ^ E — C, do-
dawszy te ilości do siebie i w summie dru-
giej opuściwszy -f-C i — C, które niszczą się 
wzajemnie, otrzymamy A + D r r B + E i t. d. 
Wszystko to jest samo przez się widoczne, 
lecz w razie trudności należy poradzić się 
dzieł algebry i łątzyć takim sposobem naukę 
algebry i geometryi. 

P O D A N I E I . 

Twierdzenie. 

Dwa równoległobohi, mające podstawy i 
wys-okości równe, są sobie równoważne. 

Niech będzie (fig. 100) AB podstawą wspól-
ną dwóch równoległoboków ABCD i ABEF, 
które mając jednakową wysokość, będą miały 
podstawy górne DC i EF na jednej linii ró-
wnoległej do AB. Z własności równoległo-
boków mamy AD " B C i AF = B E ; dla tćj-
że przyczyny jest DC — AB i F E z z z A B , a 
tem samem D C r r F E ; więc odjąwszy od li-
nii DE raz DC i drugi raz F E , otrzymamy 
reszty CE i DF równe sobie. 
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Ztąd wynika że trójkąty DAF i CBE mają 
boki równe, a tem samem są równe sobie. 

Jeżeli od czworokąta ABED odójmiemy 
trójkąt ADF, pozostanie równoległobok 
ABEF, odjąwszy zaś od tegoż czworokąta trój-
kąt CBE, pozostanie równoległobok ABCD; 
więc dwa równolegfoboki ABCD i ABEF, 
mające podstawy i wysokości równe , są ró-
wnoważne. 

Wniosek. Równoległobok (fig. 101) ABCD 
jest równoważny prostokątowi ABEF, mają-
cemu z nim jednakową podstawę i wysokość. 

P O D A N I E II. 

Twierdzenie. 

Wszelki trójkąt ABC (fig 102) jest polo-
wą równolegloboku ABCD, mającego z nim 
ednakową podstawę i wysokość. 

Gdyż dwa trójkąty ABC i ACD, mając bok 
AC wspólny, boK AD ™ B C (pod. 28 ks. I), 
bok AB = C D , są sobie równe; a zatćm 
trójkąt ABG jest połową równoległoboku 
ABCD. 
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Wnioeek I. Trójkąt ABC jest potową pro-
stokąta BCEF, mającego z nim wspólną pod-
stawę BG i wysokość A O ; gdyż prostokąt 
BCEF jest równoważny z równoległobokiem 
ABCD. 

II. Wszystkie trójkąty, mające podstawy i 
wysokości równe, są sobie równoważne. 

P O D A N I E I I I . 

Twierdzenie. 

Dwa prostokąty mające równe wysokości', 
są do siebie w stosunku swoich podstaw. 

Niech będą (fig. 103) ABCD i AEFD dwa 
prostokąty, mające wspólną wysokość AD, 
mówię, że one mieć się będą do siebie jak 
ich podstawy. 

Przypuśćmy naprzód, że podstawy AB i 
AD są współmierne, i że mają się do siebie 
w stosunku liczb 7 i 4 ; podzieliwszy AB 
na 7 cżęści równych, AE będzie mieściła 
w sobie takich części 4 ; wyprowadziwszy 
z punktów podziałów prostopadłe do pod-
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stawy, pierwszy prostokąt zostanie podzielo-
ny na 7 prostokątów cząstkowych równych, 
a prostokąt drugi na 4 takich samych pro-
stokątów cząstkowych; a zatćm prostokąt 
ABCD tak się ma do prostokąta AEFD, jak 
7 do 4 , czyli jak AB do AE. Toż samo ro-
zumowanie możnaby powtórzyć przy każdym 
innym stosunku podstaw; a tem samćm, sko-
ro podstawy są współmierne, będzie: 

ABCD: AEFD = AB: AE. 
Przypuśćmy po 2 - e , te podstawy AB i 

AE (fig. 104) są niewspółmierne, mówię że 
będzie także; 

ABCD : AEFD r r AB : AE 
Jeżeli bowiem ta proporcya nie jest pra-

wdziwa, trzy pierwsze jej wyrazy mogą po-
zostać, lecz wyraz czwarty powinien być albo 
większy, albo mniejszy od AE. Przypuśćmy 
że powinien być większy, a w takim razie 
będzie : 

ABCD; AEFD = AB :AO. 
Podzielmy linię AB na części równe mniej-

sze od E O ; w takim razie przynajmniej jeden 
punkt podziału J przypadnie migdzy E i O ; 
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z punktu J wyprowadźmy linię JK prostopa-
dłą do AJ. Podstawy AB i AJ będą współ-
mierne, a tćm samćm, podług tego co już 
dowiedziono, będzie: 

ABCD : AJKD = AB ; A J , 

lecz z przypuszczenia mamy, 

ABCD: AEFD == AB : A O ; 

ponieważ poprzedniki w tych proporcyach są 
sobie równe, więc ich następniki stanowią 
proporcyę: 

AJKD: AEFD == A J : A O. 

Ponieważ AO jest większe od A J , więc, 
aby ta proporcya była dobrą, potrzeba że-
by prostokąt AEFD był większy od AJKD, 
że zaś on jest mniejszy, przeto proporcya 
przypuszczona nie może mieć miejsca; a tóm 
samem nie może się mieć ABCD do AEFD, 
jak się ma AB do linii większej od AE. 

Podobnież możnaby okazać że czwarty wy-
raz proporcyi założonój nie może być mniej-
szy od AE; a tem samem on jest równy AE. 

A zatćm, jakikolwiek jest stosunek pod-
staw, dwa prostokąty ABCD i A E F D , mają-
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ce jednakowe wysokości, mają się do siebie 
jak podstawy AB i AE. 

P O D A N I E IV. 

Twierdzenie. 

Dwa prostokąty ABCD i AEGF jakiekol-
wiek (fig. 105) mają się do siebie jak iloczy-
ny z ich podstaw przez wysokości; to jest; 

ABCD : A E G F = A B X A D : A E X A F . 

Postawiwszy te dwa prostokąty tuk, aby 
kąty przy A były wierzchołkiem stykającymi 
się, przedłużmy boki GE i CD do spotkania 
się z sobą w H. Dwa prostokąty ABCD i 
AEIID, mając wspólną wysokość A D , mają 
się do siebie jak ich podstawy AB i AE; po-
dobnież dwa prostokąty AEIID i AFGE, ma-
jąc wspólną wysokość A E , mają się do sie-
bie jak ich podstawy AD i AF, azalćm mamy: 

ABCD; AEHD AB : A E , 
AEHD: AEGF =± A D : AF. 

Pomnożywszy przez siebie wyrazy odpo-
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wiednie tych proporcyj i ^ otrzymanej pro-
porcyi opuściwszy czynnik AEHD, wspólny 
dla obu wyrazów pierwszego jćj stosunku, 
będzie: 

ABCD: AEGF = AB X AD : AE X AF. 
Uwaga. Podług tego za miarę powierz-

chni prostokąta można wziąść iloczyn z jego 
podstawy przez wysokość; rozumiejąc przez 
to iloczyn z dwóch liczb, z których jedna jest 
liczbą jedności podłużnych zawartych w pod-
stawie, a druga liczbą takich samych jedno-
ści zawartych w wysokości. 

Ta miara nie jest bezwzględną, lecz sto-
sunkową; przypuszczamy bowiem, że podo-
bnież obliczono powierzchnię innego prosto-
kąta, mierząc podstawę i wysokość jego za 
pomocą takiej samej jedności podtużnćj; po-
mnożywszy przez siebie dwie liczby ztąd 
wypadłe, otrzymamy drugi iloczyn, a stosu-
nek takich dwóch iloczynów jest równy sto-
sunkowi prostokątów, podług twierdzenia 
poprzednio dowiedzionego. 

Naprzykład, jeżeli wysokość prostokąta A 
zawićra 3 jedności a podstawa 1 0 , prostokąt 
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wyrazi się iloczynem 3 X ^ 0 , t. j. liczbą 30; 
ta liczba oddzielnie uważana nic nie wyraża. 
Lecz powierzchnia drugiego prostokąta B, 
którego podstawa zawiera 12 a wysokość 7 
jedności, wyrazi się przez 1 2 X 7 , czyli 8 4 ; 
ztąd wniesiemy, że prostokąty A i B mają się 
do siebie, jak 30 do 8 4 ; jeżeliby więc zgo-
dzono się wziąść prostokąt A za jedność mie-
rzenia powierzchni, natenczas bezwzględna 
miara powierzchni prostokąta B by tuby ró-
wna , to jest: on zawierałby w sobie -f * 
jedności miar powierzchni takich jak A. 

Zwykle i to jest duleko prościćj, biorą za 
jedność do mierzenia powierzchni kwadrat, 
którego bok jest równy jedności miary po-
dłużnej; natenczas miara, którą uważaliśmy 
za stosunkową, staje się bezwzględną; np. 
liczba 3 0 , za pomocą którćj mierzyliśmy pro-
stokąt A, przedstawia 30 jedności miar po-
wierzchni, albo 30 kwadratów, z których ka-
żdego bokiem jest jedność; fig. 106 przed-
stawia to najwidoczniej. 

W geometryi często iloczyn dwóch linij 
biorą za prostokąt z tychże linij; to wyrażę-
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nie używa się nawet w arytmetyce dla ozna-
czenia iloczynu z dwóch liczb n ierównych;-
podobnie używa się wyrazu kwadrat, dla 
oznaczenia iloczynu z liczby przez nią samą. 

Kwadraty liczb 1, 2, 3 i t. d. są 1 , 4 , 9 
i t. d. I tak (fig. 107) widzimy że kwadrat 
z linii 2 razy większej od danćj , jest 4 razy 
większy od kwadratu z linii danćj ; kwadrat 
z linii 3 razy większej, jest większy 9 rszy 
i t. d. 

P O D A N I E V . 

Twierdzenie. 

Powierzchnia jakiegokolwiek równoleglobo-
7:u jest równa iloczynowi z jego podstawy 
przez wysokość. 

Gdyż równoleglobok ABCD (fig. 101) jest 
równoważny z prostokątem ABEF, mającym 
tęż samą podstawę AB i wysokość BE (pod. 1 
wn. ) ; ponieważ zaś powierzchnia prostokąta 
jest równa AB X BE (pod. 4) zatóm i po-
wierzchnia równolegloboku z nim równowa-
żnego, jest równa AB X BE. 

/ « 
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Wniosek. Równoległoboki mające równe 
podstawy mają się do siebie w stosunku 
swoich wysokości, a mające równe wysoko-
ści mają się jak podstawy; gdyż jeżeli mamy 
trzy jakiekolwiek wielkości A, B i C, zawsze 
będzie A X C: B X C = A : B. 

P O D A N I E VI. 

Twierdzenie. 

Powierzchnia trójkąta jest równa iloczy-
nowi z jego podstawy przez pół wysokości. 

Gdyż trójkąt ABC (fig-. 108) jest polową 
równoległoboku ABCE, mającego z nim 
wspólną podstawę BC i wysokość AD (pod. 
2) ; że zaś powierzchnia równoległoboku 
z = B G X AD (pod. 5), przeto powierzchnia 
trójkąta = ^ B C X A D , albo BCX jAD. 

Wniosek. Dwa trójkąty, mające równe 
wysokości, są do siebie w stosunku swoich 
podstaw, a trójkąty mające równe podstawy, 
mają się do siebie jak wysokości. 
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P O D A N I E VII. 

Twierdzenie. • i 

Powierzchnia Irapeza ABCD (fig. 3 0 9 ) / « ć 
równa jego wysokości E F , pomnożonej przez 
połowę summy boków równoległych AB i CD. 

Przez środek J boku CB, poprowadźmy 
linie KL równoległą do boku przeciwległe-
go AD, i przedłużmy DC do spotkania sie 
z KL. 

Trójkąty JBŁ i JCK mają b o k J B ^ r J C 
z wykreślenia, kąt LJB = CJK, i kąt JBL 
r z J C K , bo linie CK i BL są równoległe 
(pod. 23 ks. I); wiec te trójkąty są sobie ró-
wne (pod. 7 ks. I) i tem samóm trapez ABCD 
jest równoważny z równoJegłobokiem ADKL, 
a tem samem jego powierzchnia = z E F X A L . 

Lecz mamy A L : z = D K , a dla równości 
trójkątów JBL i KCJ, bok BL = CK, wiec 
AB + CD = A L + D K — 2 A L ; i tak AL jest 
połową summy podstaw AB i CD; wiec na-
koniec powierzchnia trapeza ABCD jest ró-
wna wysokości E F , pomnożonej przez pó-

10* 
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Iowę snmmy podstaw AB i CD, co da się 

tak wyrazić ABCD 

Uwaga. Przez punkt J , który jest środ-
kiem boku CB, poprowadziwszy linię JH ró-
wnoległą do podstawy AB, punkt H będzie 
Środkiem boku AD; gdyż fczworokąty AIIJL 
i DHJK, mając boki przeciwne równole-
gle, są równoległobokami; a zatćm mamy 
H A r r J L i DH = JK, że zaś JL = JK prze-
to A H = D H . 

Łatwo dostrzedz że linia H J z z A L n 

a zatem powierzchnię trapeza mo-

żna wyrazić przez E F X H J > to jest : powierz-
chnia trapeza także jest równa- iloetynowi 
z wysokości przez linię łączącą środki dwóch 
hoków nierównoległych. 

P O D A N I E VIII. 

Twierdzenie. 

Podzieliwszy linię AC (fig. 110) na dwie 
części AB i BC, kwadrat z całej linii AC 
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będzie mieścił w sobie: kwadrat z części AB, 
kwadrat z drugiej części BC » dwa prosto-
kąty z części jednej przez drugą; to jest: 

albo 

Wystawmy kwadrat ACDE, odetuijmy 
A F : r : A B , poprowadźmy FG równoległą do 
AC, i Bil równoległą do AE. 

Kwadrat ACDE podzielił się na 4 części; 
pierwsza z nich ABJF jest kwadratem z linii 
A B , gdyż wzięto AF = AB; część druga 
JGDH jest kwadratem z linii BC, gdyż ma-
my ACrzr AE i AB z r AF , a tem samćm i 
różnica A C — A B jest równa różnicy AE 
— A F , czyli B C r z z E F ; lecz dla równoległo-
ści, JG — BC i D G ^ : E F = B C , przeto czwo-
rokąt JGDII jest kwadratem z linii BC. Od-
jąwszy te dwie części od całego kwadratu, 
pozostaną dwa prostokąty BCGJ i E F J I I , 
z których każdy ma za miarę ABxBC; przeto 
kwadrat z linii AC i t. d. 

Uwaga. To podanie jest to samo, co twier-
dzenie dowiedzione w algebrze, o składzie x 

kwadratu z dwumianu, to jes t ; 
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P O D A N I E IX. 

Twierdzenie. 

Jeżeli linia AC (fig. 11 i) jest różnicą dwóch 
linij AB i BG, kwadrat wystawiony na niej 
będzie równy: kwadratowi z AB, więcej kwa-
dratem z BC, mniej dwa razy wzięty prostokąt 

wystawiony na liniach AB i BC; to jest: 

czyli i 

Wystawmy kwadrat ABJF, weźmy. AE 
z n A G , poprowadźmy linię CG równoległą 
do BJ i HK równoległą do AB i wystawmy 
kwadrat EFLK. 

Każdy z prostokątów CBJG i GLKD ma 
za miarę A B X B C ; jeżeli je odejmiemy od 
calćj figury ABJLKEA, która znaczy 

pozostanie kwadrat ACDE, to jest 
kwadrat z AC; przeto i t. d. 

Uwaga. To podanie sprowadza się do for-
muły algebraicznej: 
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P O D A N I E VII. 

Twierdzenie. 

Prostokąt mający za podstawę summę a za 
wysokość różnicę dwóch linij, jest równy ró-
żnicy kwadratów z tychże linii, t. j. 

( f i g . 1 1 2 . ) 
Na liniach AB i AC wystawmy kwadraty 

ABJF i ACDE, przedłużmy AB tak, aby 
przedłużenie BK było równe BC, i wystaw-
my prostokąt AKLE. 

Podstawa AK prostokąta AKLE jest ró-
wna summie linij AB i BC, a jego wysokość 
AE jest różnicą tychże samych linij; przeto 
prostokąt AKLE == (AB + BC)X(AB—BC) . 
Lecz ten prostokąt składa się z dwóch części: 
ABHE i BI1LK, część BHLK jest równa 
prostokątowi EDGF, gdyż B H ~ D E i BK 
= E F ; więc A K L E A B H E + EDGF. Że 
zaś te dwie części stanowią kwadrat ABJF 
zmniejszony czworokątem DHJG, który jest 
kwadratem z linii BC: przeto nakoniec 
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Uwaga. To twierdzenie jest wysłowieniem 
wzoru algebraicznego : 

P O D A N I E X I . 

Twierdzenie. -

W trójkącie prostokątnym kwadrat z prze-
ciwprostokątnej jest równy summie kwadratów, 
wystawionych na ramionach kąta prostego. 

Niech będzie (fig. 113) ABC trójkąt pro-
stokątny przy A, wystawiwszy na każdym 
boku jego kwadrat, z wierzchołka kąta pro-
stego spuśćmy prostopadłą AD na przeciw-
prostokątną, i przedłużmy ją do przecięcia 
się z FG w punkcie E , następnie poprowadź-

' my przekątne AF i CH. 
Kąt ABF składa się z kąta ABC i kąta pro-

stego C B F , kąt CBH składa się z tegoż sa-
mego kąta ABC i z kąta prostego ABH; 
przeto kąt ABF = HBC. Lecz nadto AB = 
B H , jako boki jednego kwadratu, i B F m B G 
dla tój samćj przyczyny; zatćm trójkąty ABF i 
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HBC, mając po kącie równym, utworzonym 
przez boki odpowiednio równe , są sobie 
równe. 

Trójkąt ABF jest połową prostokąta DEFB, 
mającego z nim wspólną podstawę BF i j e -
dnakową wysokość BD (pod. 2) . Podobnież 
trójkąt HBC jest połową kwadratu ABHL; 
gdyż, ponieważ kąty BAC i BAL są pros te , 
linie AC i AL stanowią jedną linię prostą, 
równoległą do HB; zatem trójkąt HBC, ma-
jąc wspólną podstawę BH i wysokość AB 
z kwadratem ABHL, jest jego potową. 

Już dowiedziono , że trójkąt ABF jest ró-
wny trójkątowi HBC; a zatem prostokąt 
BDEF, dwa razy większy od trójkąta ABF, 
jest równoważny z kwadratem ABHL, dwa 
razy większym od trójkąta HBC. Podobnie 
można dowieść, że prostokąt CDEG jest ró-
wnoważny z kwadratem ACJK. Lecz dwa 
prostokąty BDEF i CDEG stanowią kwadrat 
BCGF; przeto kwadrat BCGF, wystawiony 
na przeciwprostokątnej, jest równy summie 
kwadratów ABHL i ACJK , wystawionych na 
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ramionach kąta prostego, czyli 

Wniosek I. Więc kwadrat z któregokol-
wiek ramienia kąta prostego jest równy kwa-
dratowi z przeciwprostokątnej, zmniejszone-
mu kwadratem z drugiego ramienia kąta 

prostego; t. j . 

- II. Niech będzie kwadrat ABCD (fig. 122), 
i AC jego przekątna; ponieważ trójkąt ABC 
jest prostokątny i równoramienny, przeto 

t. j. kwadrat 

z przekątnej kwadratu, jest dwa razy większy 
od tego kwadratu. 

Tę własność kwadratu damy poznać wi-
doczniej, poprowadziwszy przez punkta A i 
C linie równoległe do BD i przez punkta B 
i D linie równoległe do AC; takim sposobem 
utworzy się nowy kwadrat E F G H , który 
będzie kwadratem z AC. Widzimy że kwa-
drat EFGH zawiera w sobie ośm trójkątów 
równych ABE, a kwadrat ABCD mieści ich 
tylko cztery; przeto kwadrat EFGH jest dwa 
razy większy od kwadratu ABCD. 
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Ponieważ przeto wy-
ciągnąwszy pierwiastki kwadratowe z wyra-
zów tćj proporcji , będzie 
a zatem, przekątna kwadratu i bok jego są 
linie niewspółmierne. 

Obszerniej to rozwiniemy na innćm miejscu. 
III. Dowiedziono wyżćj, że kwadrat ABIIL 

jest równoważny z prostokątem BDEF; dla 
wspólnej wysokości BF, kwadrat BCGF tak 
się ma do prostokąta B D E F , jak podstawa 
BC do podstawy BD; a zatem 

więc, kwadrat z przeciwprostokatnej lak się 
ma do kwadratu z ramienia kąta prostego, 
jak się ma przeciwproslokątna do odcinka, 
przyległego temuż ramieniowi. Odcinkiem 
nazywa się każda z dwóch części, na które 
przeciwproslokątna została podzielona przez 
prostopadłą, spuszczoną na nią z wierzchołka 
kąta prostego; i tak; BD jest odcinkiem 
przj ległym ramieniowi A B , a DC jest od-
cinkiem przyległym ramieniowi AC. Podo-
bnie otrzymalibyśmy: 

11 
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IV. Prostokąty BDEF i DCGE, mając 
wspólną wysokość D E , mają się do siebie 
jak podstawy BD i CD; ponieważ zaś te pro-
stokąty są równoważne z kwadratami ABHL 
i ACJK , więc będzie : 

Przeto, lcwadraly z ramion kąta prostego 
mają się do siebie, jak odcinki przcciwpro-
Hokątnejy przylegle tymże ramionom. 

P O D A N I E X I I . 

Twierdzenie. 

W trójkącie ABC (fig. 114), s wierzchołka 
A spuściwszy prostopadłą AD na buk prze-
ciwległy B C , kwadrat z boku AB, przeciw-
ległego kątowi ostremu C, jest równy sum-
mie kwadratów z dwóch innych boków AC i 
BC mniej dwa razy wziętym prostokątem z boku 
BC, na który spuszczono prostopadłą, przez • 
iego odcinek DC, przyległy kątowi ostremu C; 
to jest będzie: 
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Tutaj być mogą dwa przypadki: 
1. Kiedy prostopadła pada wewnątrz trój-

kąta ABC, wtedy a zatóm 

(pod. 9) 

Dodając do każdej z tych ilości i uwa-
żając że trójkąty prostokątne ABD i ACD da-

ją ' 

będzie 
2. Jeżeli prostopadła AD pada zewnątrz 

trójkąta ABC, będzie BD = CD—BC, i zatem 

(pod. 9) 

Dodając do każdćj strony i postępując 
jak wyżćj, otrzymamy: 

P O D A N I E XIII. 

Tv*ierdzenie. 

W trójkącie rozwartokątnym ABC (fi. 115) 
z wierzchołka A spuściwszy prostopadłą AD 
na bok przeciwległy CB, kwadrat z boku 
AB, przeciwległego kątowi rozwartemu G , 
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jest równy summie kwadratów wystawionych 
na ramionach kąta rozwartego C, więcej 
dwóma prostokątami z boku BG na który 
spuszczono prostopadłą i odcinka CD, t. j. 
będzie : 

Prostopadła AD nie może upaść wewnątrz 
trójkąta; gdyż jeżeliby ona przeszła np. przez 
punkt E , trójkąt ACE miałby jeden kąt pro-
sty E i drugi rozwarty C, co być nie może 
(pod. 32, ks. I), a zatem prostopadła pada ze-
wnątrz i mam) BD = BC + CD, zkąd wyni-

ka (pod. 8) 

Dodając do każdćj strony i uważając że 

w trójkącie ABD, , a 

w trójkącie ACD, otrzy-

mamy: 

Uwaga. Tylko w trójkącie prostokątnym 
summa kwadratów z dwóch jego boków jest 
równa kwadratowi z boku trzeciego; gJyż, j e -
żeli kąt pomiędzy dwóma bokami zawarty jest 
ostry, summa "kwadratów wystawionych na 
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tychże bokach jest większa, jeżeli zaś kąt jest 
rozwarty, summa kwadratów z ramion jego 
jest mniejsza od kwadratu z boku trzeciego. 

P O D A N I E X I V . 

Twierdzenie. 

W jakimkolwiek trójkącie ABC (fig. 116) , 
połączywszy wierzchołek jego ze środkiem 
podstawy linią A E , będzie: 

Spuśćmy prostopadłą AD na podstawę BC, 
trójkąt AEC (pod. 12) d a : 

Z trójkąta ABE (pod. 13) otrzymamy: 

Dodawszy do siebie otrzymane wyrażenia, i 
pamiętając że E B z = E C , będzie: 

Wniosek. Zatćm, w każdym równoległo-
boku summa kwadratów z boków jest równa 
summie kwadratów z przekątnych. 

11 
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Ponieważ przekątne AG i BD (fig. 117} 
dzielą się wzajemnie na dwie części równe w 
punkcie E (p. 31 k. I), więc trójkąt ABC daje: 

Podobnież trójkąt ADC da je : 

Dodając strony odpowiednie tych wyrażeń 
i pamiętając że BE = D E , będzie: 

Że z"ś jest kwadratem z 2.AE czy-

li z AC, a jest kwadratem z 2 .DE 

czyli z BD , przeto: 

t. j. summa kwadratów z boków równoleglo-
boku jest równa summie kwadratów z jego 
przekątnych. 

P O D A N I E X V . 

Twierdzenie. , 

Linia DE ( f i g . 1 1 8 ) , równoległa do pod-
stawy trójkąta ABC, dzieli jego boki AB i 
AG na części proporcyonalne, t. j. AD: DB 
= A E : E C . 
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Połączmy punkt B z E i D z C liniami pro-
stcmi BE i DC; dwa trójkąty BDE i DEC 
mają wspólną podstawę D E , ponieważ zaś 
ich wierzchołki B i C leżą na linii równole-
głej do podstawy, przeto mają wysokości 
równe i są sobie równoważne (pod. 2 w. 2). 

Trójkąty ADE i B D E , mając wspólny 
wierzchołek E , a podstawy na jednćj linii 
prostej, mają wspólną wysokosć , a tćm sa-
móm mają się do siebie jak ich podstawy 
AD i DB (pod. 6), t. j. 

ADE : BDE r z AD : DB. 
Trójkąty ADE i D E C , których wspólnym 

wierzchołkiem jest D , a podstawy leżą na 
jednaj linii prostej, mają jednakową wyso-
kość, i tem samem są do siebie w stosunku 
swoich podstaw AE i EG, to j e s t : 

A D E : DEC — A E : EC. 

Że zaś trójkąt BDE = D E C , więc te 
dwie proporcye, dla wspólnego stosunku 
A D E : DEC, dają, 

A D : DB = A E : EC. 
Wniosek 1. Z tćj proporcji wypada 

AD-fDB : DB = ' A E + E C : E C , 
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czyli A B : D B = A C : E C f i takie A B : AD 
= A C : A E . 

11. Linie równoległe (lig. 119) AC, E F , 
GH, BD i t. d., przecinając dwie jakiekolwiek 
inie AB i C D , podzielą je na części pro-
porcyonalne, i będzie AE : CF EG : F H 
= G B : H D . 

Gdyż niech będzie O punktem przecięcia 
się linij AB i CD; w trójkącie O E F , linia 
AC jest równoległa do podstawy EF, a tem 
samćm O E : AE = O F : C F , albo OE : OF 
r = A E : C F . W trójkącie OGH podobnież 
O E : E G = O F : F H czyli O E : O F = E G : 
F H , a zatem, dla stosunku wspolnego O E : 
O F , te dwie proporcje dają A E : C F = E G : 
F H . Takim samym sposobem można okazać 
że EG : F1I — GB : HD , i tak dalćj; a zatćm 
linie AB i CD są podzielone przez linie ró-
wnoległe AC, EF, GH, i t. d. na części pro-
porcjonalne. 

P O D A N I E X I V . 

Twierdzenie. 

Odwrotnie, jeżeli boki AB i AC (fig. 120) 
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trójkąta ABC przez linię DE są podzielone 
na części proporcjonalne, tak że mamy AD ; 
DB = A E : E C , mówię że linia DE jest ró-
wnoległa do podstawy CB. 

Jeżeli bowiem linia DE nie jest równole-
gła do BC, przypuśćmy że jest taką linia 
D O ; wówczas podług twierdzenia poprzedza-
jącego 4 będzie AD : DB = AO: OC. Że zaś 
podług założenia mamy AD : BD : r r AE: EG, 
a zatćm byłaby proporeya AO: O G m AE:EC» 
która nie może mieć miejsea, gdyż poprze-
dnik pierwszy AO jest mniejszy od drugiego 
poprzednika A E , a następnik pierwszy OG 
jest większy od następnika drugiego E G ; 
zatem linia równoległa do BC, przez punkt 
D poprowadzona, nie może się różnić od 
DE, i tem samem DE jest równoległa do BC. 

Uwaga. Takiż sam wniosek uczynilibyśmy 
mając proporcję AB : AD m AC : AE , gdyż 
ta proporeya dałaby AB — AD : AD m AG 
— A E : A E , czyli BD : AD = C E : AE. 
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P O D A N I E X V I I . 

Twierdzenie. 

Linia AD (fig. 121) , dzieląca kąt BAC 
trójkąta na dwie części równe dzieli bok jemu 
przeciwległy BC na dwa odcinki BD i DC, 
proporcyonalne bokom AB i AC przyległym 

«• tymże odcinkom, i będzie BD : DC r z AB: AC. 
Przez punkt C poprowadźmy linię CE ró-

wnoległą do AD i przedłużmy ją do spotka-
nia się z przedłużeniem boku BA. 

W trójkącie BCE jest linia AD równole-
gła do podstawy CE, przeto (pod. 15): 

BD : D C z z A B : A E . 
Lecz trójkąt ACE jest równoramienny; gdyż 
dla równoległości linij AD i CE, kąt A C E z z 
DAC i kąt A E C z z B A D (pod. 2 3 , ks. I), 
że zaś z założenia kąt D A C z z B A D , więc 
kąt A C E z z AEC i tóm samem A E z z A C 
(pod. 13, ks. I); a zatem, podstawiwszy w po-
przedzającej proporcyi AC na miejsce AE, 
otrzymamy, 

B D : D C = AB :AC. 
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P O D A N I E X V I I I . 

Twierdzenie. 

Dwa trójkąty równokąłne mają boki od-
powiednie proporcyonalne i są sobie podobne. 

Niech będą dwa trójkąty ABC i CI)E (fig. 
123 ) . mające kąty odpowiednie równe, a 
mianowicie: kąt B A C = : CDE, ABC = DCE, 
i ACB — D E C ^ powiadam że boki odpowie-
dnie, t. j . boki leżące naprzeciw kątów ró-
wnych, będą proporcj onalne, i będzie BC:CE 
= A B : D C = AC:DE. 

Ustawmy dwa trójkąty tak, aby one, mając 
wspólny jeden wierzchołek, miały boki od-
powiednie skierowane w jedne strony, i prze-
dłużmy boki AB i ED do spotkania się z so-
bą w punkcie F . 

Ponieważ BCE jest linią prostą, a kąt 
BCA — CED, przeto (pod. 24, ks. I) linia AC 
jest równoległa do E F ; dla podobnej przy-
czyny linia DC jest równoległa do BF, przeto 
czworokąt ACDF jest równoległobokiem. 

Ponieważ w trójkącie BFE linia AG jest 
równoległa do podotawy F E , przeto mamy 
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B C : CE m BA : AF {pod. 15). Podstawiwszy 
CD zamiast jemu równego AF, będzie, 

BC: CE B A : CD. 
YV tymże, trójkącie B F E , uważając BF za 

podstawę, linia CD jest równoległa do pod-
stawy i mamy proporcyę BC : C E m F D : DE. 
Podstawiwszy AC w miejsce FD , będzie, 

B C : CE m AC: DE. 
Nakoniec z tych dwóch proporcyj, mają-

cych stosunek wspólny BC: CE, wypada: 
A C : D E = B A : C D . 

A zatćm, trójkąty ABC i CDE mające ką-
ty równe , mają boki odpowiednie propor-
cjonalne; że zaś, podług opisu 2 , dwa wie-
lokąty, mające kąty odpowiednie równe i 
boki odpowiednie proporcyonalne, są sobie 
podobne, przeto trójkąty BAC i CDE są so-
bie podobne. 

Wniosek. Dla podobieństwa trójkątów do-
syć jest, aby miały po dwa kąty odpowiednie 
równe ; gdyż w takim razie i trzeci kąt je-
dnego będzie równy trzeciemu kątowi dru-
giego trójkąta (pod. 32, wn. 2, ks. I), i dwa 
trójkąfy będą równokątne, a tem samćm so-
bie podobne. 
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Uwaga. W trójkątach podobnych boki od-
powiednie leżą naprzeciw kątów równych, i 
tak jeżeli kąt ACB jest równy DEC, bok AB 
jest odpowiedni bokowi DC; podobnież boki 
AC i DE, jako leżące naprzeciw kątów ABC 
i DCE równyth, są sobie odpowiednie. Roz-
poznawszy boki odpowiednie, można z nich 
ułożyć proporcję , 

A B : C D = A C : D E = B C : C & 

P O D A N I E X I X . 

Twierdzenie. 

Dwa trójkąty, mające boki odpowiednie 
proporcyonalne, są równokątne i lem samem 
podobne sobie. 

Przypuśćmy że jest (fig. 124) B C . E F = : 
A B : D E ~ A C : D F , powiadam że trójkąty 
ABC i D E F będą miały kąty równe , a mia-
nowicie kąt A r r D , B C = F . 

Przy punkcie E nakreślmy k ą t F E G ~ B , 
i przy punkcie G kąt EFG = C , kąt trzeci 
G będzie równy kątowi A , i dwa trójkąty. 

12 

http://rcin.org.pl



134 

ABC i EFG będą równokątne, n zatćm, po-
dług twierdzenia poprzedzającego, będzie 
B G : E F z = A B : E G ; że zaś podług założe-
nia mamy B C : E F = A B . D E , przeto EG 
r r : D E . Podług tegoż samego twierdzenia 
będzie, B C : E F = A C : F G , że zaś podług 
założenia B C : E F = AC: D F , przeto FG = 
D F ; więc dwa trójkąty EGF i D E F , mnjąc 
bok DE = E G , D F r r F G i bok E F wspól-
ny, są sobie równe (podanie 11, księga I) Ze 
zaś podług wykreślenia trójkąt EGF jóst ró-
wnokątny z trójkątem ABC, przeto dwa trój-
kąty DEF i ABC są równokątne i podobne 
sobie. 

Uwaga I. Ostatnie dwa twierdzenia dają 
poznać, że w trójkątach równość kątów spro-
wadza proporcyalność boków, i odwrotnie^ 
tak że dość jest jednego z tych warunków, 
aby b\ć pewnym że trójkąty są sobie podo-
bne. Lecz nie tak jest z wielokątami o wię-
kszej liczbie boków; gdyż w czworokącie, nie 
zmieniając jego kątów, można zmienić sto-
sunek pomiędzy bokami, a zalćm równość 
kątów nie pociąga za sobą proporcjonalności 
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boków, i proporcjonalność boków nie spro-
wadza równości kątów. Widzimy np. (fig. 
125) że w czworokącie ABCD poprowa-
dziwszy linię EF równoległą do BC, otrzy-
mamy czworokąt A E F D , którego kąty są 
równe kątom danego czworokąta, lecz stosu-
nek pomiędzy bokami jest inny; podobnież, 
nie zmieniając boków A B , BC, CD i A D , 
można punkt B przybliżyć albo oddalić od 
D , co znowu wpłynie na zmianę kątów. 

II. Dwa ostatnie podania, które właści-
wie stanowią j edno , łącznie z twierdzeniem 
o kwadracie z przeciwprostokątnej są najwa-
żniejsze w geometryi i najobfitsze w zastoso-
wania: one same wystarczają do rozwiązania 
niemal wszystkich zagadnień; wszystkie al-
bowiem wielokąty można podzielić na trój-
kąty, a każdy trójkąt na dwa trójkąty prosto-
kątne. A zatem ogólne własności trójkątów 
mieszczą w sobie własności wszystkich wie-
lokątów. 
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P O D A N I E XX. 

Twierdzenie. 

Dwa trójkąty, mające po kącie równym, 
utworzonym przez boki odpowiednio propor-
cyonalne, są sobie podobne. 

Niech będzie kąt A r r D , i AB:.DE = 
A C : DF (fig. 126). mówię że trójkąt ABC 
jest podobny trójkątowi DEF. 

Weźmy AG — D E , i poprowadźmy linię 
G H , równoległą do BC; kąt AGH będzie 
równy ABC (pod. 23, ks. I ) , i trójkąt AGH 
będzie równokątny a tem samćm podobny 
trójkątowi ABC, więc będzie A B r A G r r : 
A C : A H ; ze zaś podług przypuszczenia AB: 
DE — A C : D F , a podług wykreślenia A G r r 
D E , przeto AH = DF. Dwa trójkąty AGH 
i D E F , mają więc po kącie równym, utwo-
rzonym przez boki odpowiednio rów.ne, a 
zatem są sobie równe; ponieważ zaś trójkąt 
AGH jest podobny trójkątowi ABC, przeto i 
jemu równy trójkąt DEF jest także podobny 
trójkątowi ABC. 
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P O D A N I E X X I . 

Twierdzenie. 

Dwa trójkąty są sobie podobne, kiedy bo-
ki jednego sa równolegle, albo prostopadłe 
do boków drugiego trójkąta. 

Gdy ż , l o d jeżeli bok AB (fig. 127) jest 
równoległy do D E , a bok BC do E F , będzie 
kąt ABC = DEF (pod. 27, ks. I); jeżeli nad-
to bok AC jest równoległy do DF, kąt ACB 
będzie równy D F E i BAC równy EDF; prze-
to dwa trójkąty ABC i DEF, będąc z sobą 
równokątne, są sobie podobne. 

2re Niech będzie bok DE (fig. 128) pro-
stopadły do AB, bok DF prostopadły do AC; 
w czworokącie AJDH dwa kąty J i H są pro-
ste, że zaś summa wszystkich kątów jego jest 
równa czterem kątom prostym (pod. 33, k. I), 
przeto dwa pozostałe JAH i JDH czynią 
summę równą dwóm kątom prostym. Leci 
dwa kąty EDF i JDH także składają dwa 
kąty proste; przeto kąt EDF jest równy JAH, 
albo kątowi BAC. Jeżeli trzeci bok E F jest 

12* 
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prostopadły do BC, podobnie dowiedziemy 
i e kąt DFE ™ C , i DEF = B ; przeto dwa 
trójkąty, mające boki wzajemnie prostopadłe, 
są równokątne, a tem samćm podobne sobie. 

Uwaga. W przypadku równoległości bo-
ków trójkątów, boki równoległe są sobie 
odpowiednie, w przypadku zaś ich prostopa-
dłości, boki prostopadłe są odpowiednie. 
i tak w drugim przypadku bokami odpowie-
d n i m i są: DE i AB, DF i A C , E F i BC. 

Kiedy boki dwóch trójkątów są do siebie 
wzajemnie prostopadłe, mogłoby się zdarzyć, 
ze położenie względne dwóch trójkątów by-
łoby różne od tego, jakie przypuściliśmy 
na fig. 128 ; lecz zawsze możnaby dowieść 
równości kątów odpowiednich, albo za pomo-
cą czworokątów takich jak AJDII, w którym 
dwa kąty są proste, albo też porównywając 
dwa trójkąty, któreby razem z kątami wierz-
chołkami stykającemi s ię . miały po kącie 
prostym; z resztą zawsze można przypuścić, 
że wewnątrz trójkąta ABC wystawiono trój-
kąt. DFF, którego boki są równoległe bokom 
trójkąta porównywanego z ABC, i natenczas 
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dowodzenie zostanie sprowadzone do tego , 
jakie podano na fig, 128. 

P O D A N I E XXII. 

Twierdzenie. 

Linie AF, AG, i t. d. (fig. 129) jakkolwiek 
poprowadzone przez wierzchołek trójkąta, 
dzielą jego podstawę BC i Unię do niej równo-
ległą DE na części proporcyonalne, tak że 
będzie: DJ : BF = JR : FG = KL : GH i t. d. 

Ponieważ linia DJ jest równoległa do BF, 
przeto trójkąty Al)J i ABF są równokątne i 
tem samem mamy proporcję D J : B F m A J 
: A F ; podobnie, ponieważ linia JK jost ró -
wnoległa do FG, przeto A.T: AF = JK :FG ; 
dla stosunku A J : A F wspólnego, będzie D J : 
B F z z = J K : F G . Podobnie znajdziemy J K : 
FG — K L : GH i t. d . ; przeto linia DE jest 
podzielona w punktach J, K, L na części pro-
porcyonalne częściom podstawy BC, podzie-
lonej w punktach F , G, H. 

Wniosek, Jeżeli więc linia BC jest po-
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dzielona w punktach F , G i H na części ró-
wne , linia do niej równoległa DE będzie 
także podzielona w punktach J , R i L na 
części równe sobie. 

P O D A N I E X X I I I . 

Twierdzenie. 

W trójkącie prostokątnym, spuściwszy 
z wierzchołka kąta prostego A (fig. 130) 
prostopadłą na przeciwprostokątną: 

1-e dwa trójkąty cząstkowe ABD i ADG 
będą podobne sobie i całemu trójkątowi; 

2-e każdy z boków AB i AG będzie średnio 
geometrycznie proporcyonalny między prze-
ciwprostokątną BC i odcinkiem jemu przyle-
głym BD, albo D C ; 

3-e prostopadła AD będzie średnio geome-
trycznie proporcyonalna między dwóma od-
cinkami BD i DC przeciwproslokątnej. 

Gdyż 1-ód trójkąty BAD i BAC mają kąt 
B wspólny, nadto kąt prosty BDA jest równy 
kątowi prostemu BAC, a zatem trzeci kąt 
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BAD jednego jest równy trzeciemu kątowi C 
drugiego trójkąta; więc te trójkąty są równo-
kątne i podobne, sobie. Podobnie moina do-
wieść, że trójkąt DAC jest podobny trójkąto-
wi BAC; więc wszystkie trzy trójkąty są 
sobie podobne. 

2 -e Dwa trójkąty BAD i BAC, będąc so-
bie podobne, mają boki odpowiednie pro-
porcjonalne. Bok BD trójkąta mniejszego 
jest odpowiedni bokowi BA większego trój-
kąta, bo leżą naprzeciw kątów równych BAD 
i BCA; przeciwprostokątna BA mniejszego, 
jest odpowiednia przeciwprostokątnej BC 
większego trójkąta; przeto można ułożyć 
proporcję BD : BA = BA : BC. Podobnie 
otrzymalibyśmy DC:AC=z= A C : B C ; przeto 
2-e każdy z boków AB i AC jest średnio 
geometryczaie proporcyonalny między prze-
ciwprostokątsą i odcinkiem jemu przyległym. 

3-e Nakoniec dwa trójkąty podobne ABD 
i ADC dają proporcyę BD : AD = AD: DC ; 
więc, 3 - e prostopadła AD jest średnio geo-
metrycznie proporcyonalna między odcinkami 
BD i DC przeciwprostokątnej. 
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Uicaga. Z proporcji BD : AB = AB : BC 

mamy . z proporcyi DC: AC 

r z AC : BC mamy więc 
dodawszy do siebie te dwa wypadki, bę-

dzie 
druga strona tej równości jest to samo co 

(BD + D C ) X B C , czyli B C X B C , a i b o 

a zatem przeto kwadrat 
z przeciwprostokątnej BC jest równy summie 
kwadratów z ramion AB i AC kąta prostego. 
Dochodzimy więc znowu do twierdzenia o 
kwadracie z przeciwprostokątnej drogą różną 
od tej, jaką postępowaliśmy poprzednio; ztąd 
widzimy że twierdzenie o kwadracie z prze-
ciwprostokątnej wypada z proporcyonalności 
boków w trójkątach równokątnych. A zatóm 
główne twierdzenia geometryi sprowadzają 
się, że tak powiem, do tego jednego, że 
trójkąty równokątne mają boki odpowiednie 
proporcjonalne, 

Często się zdarza, jak tego dopiero napo-
tkaliśmy przykład, że wyprowadzając wnioski 
z jednego lub kilku twierdzeń, natrafiamy na 
podania już dowiedzione poprzednio. W ogól-
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ności łącząc z sobą jakimkolwiek sposobem 
twierdzenia geometryczne, byleby rozumowa-
nie nie było fałszywe, dojdziemy zawsze do 
wypadków prawdziwych; to jest cechą od-
znaczającą twierdzenia geomelryi i służy za 
niezbity dowód ich prawdziwości. Nie tak 
by się rzecz miała , jeżeliby niektóre twier-
dzenia by ty zupełnie fałszywe, lub też pra-
wdziwe na szczególne, przypadki; w takim 
razie łączenie twierdzeń pomiędzy sobą po-
większałoby błędy i czyniłoby je widocznymi. 
Widzieliśmy lego przykłady we wszystkich 
dowodzeniach, w których używaliśmy fałszy-
wego założenia. Jeżeli w podobnych dowo-
dzeniach mamy na celu okazać, że dwie ilo-
ści są sobie równe : staramy się dać poznać 
że jeżeliby te ilości nie były równe, naten-
czas doszlibyśmy przez szereg rozumowań do 
wypadku widocznie fałszywego; a ztąd wnie-
ślibyśmy że te dwie ilości muszą być sobie 
równe. 

Wniosek. Jeżeii przez punkt A (fig. 131) 
obrany na okręgu kola poprowadzimy dwie 
cięciwy AB i AC do końców średnicy BC, 
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trójkąt BAC będzie prostokątny przy A (pod. 
18, ks. II); i lóra samćm: 1-e prostopadła AD 
będzie średnio geometrycznie proporcyonalna 
między dwóm a odcinkami BD i DC średnicy, 

albo co jest to samo 
2) Cięciwa AB jest średnio geometrycznie 

proporcyonalna między średnicą BC i odcin-
kiem BD przyległym tejże cięciwie, czyli co 

jest to samo Podobnie ma-

my a zatem 

BD:DC: a porównawszy wypada 

podobnież 
z z D C . B C . Te stosunki pomiędzy kwadra-
tami z ramion kąta prostego porównywanymi 
bądź to pomiędzy sobą, bądź z kwadratem 
z przeciwprostokątnój, już były podane we 
wu. 3 i 4 pod. II. 

P O D A N I E X X I V . 

Twierdzenie. 

Dwa trójkąty mające po kącie równym 
mają się do siebie, jak prostokąty z boków 
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obejmujących te kąty; U j. (fig, 132) trójkąt 
ABC ma się do trójkąta A D E , jak prostokąt 
A B X AC do prostokąta A D X A E . 

Poprowadźmy B E ; dwa trójkąty ABE i 
ADE, mające wspólny wierzchołek E i pod-
stawy na jednej linii prostej, mają wspólną 
wysokość, a tem samćm mają się do siebie 
w stosunku swoich podstaw AB i AD (pod. 
6) , więc ABE: ADE — A B ; AD. 

Dla tejże przyczyny mamy: 

ABC: A B E — A C : AE, 

Pomnożywszy wyrazy odpowiednie tych 
proporcyj przez siebie i opuściwszy czyntiik 
ABE, wspólny dla wyrazów pierwszego sto-
sunku , będzie : 

ABC: ADE = AB X A C : AD X AE. 
Wniosek. Dwa trójkąty ABC i ADE (fig. 

133) byłyby sobie równoważne, gdyby pro-
stokąt A B X A C był równy prostokątowi AD 
X A E , albo jeżeliby było A B : A D = A E : 
AC, co wtenczas mogłoby nastąpić, kiedy-
by linia DC była równoległa do BE. 

11 
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P 0 ; D A N I E X X V . 

Twierdzenie. 

Dwa trójkąty podobne mają się do siebie 
jak kwadraty z boków odpowiednich. 

Niech będzie (fig. 126) kąt A = D i kąt 
B ~ E ; dla równości kątów A i D , podług 
podania poprzedzającego, będzie, 

ABC : DEF = AB X AC: DE X DF. 
Z podobieństwa trójkątów wypada , 

AB: DE = A C : DF; 
pomnoży wszy wyrazy tój proporcyi przez wy-
razy odpowiednie proporcyi 

będzie, 

a zatem, 

Przeto dwa trójkąty ABC i DEE mają się 
do siebie, jak kwadraty z boków odpowie-
dnich AC i D F , albo też jak kwadraty z któ-
rychkolwiek boków odpowiednich. 
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P O D A N I E X X V I . 

Twierdzenie. 

Dwa wielokąty podobne składają się z je-
dnakowej liczby trójkątów odpowiednio po-
dobnych i podobnie ułożonych. 

W wielokącie ABCDE (fig. 134) popro-
wadźmy przekątne AC i AD, od wierzchołka 
kąta A do wierzchołków innych kątów. 
W drugim wielokącie FGHJK poprowadźmy 
przekątne F H i F J , od wierzchołka kąta F, 
odpowiedniego kątowi A , do wierzchołków 
innych kątów. 

D!a podobieństwa wielokątów, kąt ABC 
jest równy kątowi FGH (op. 2), i boki AB 
i BC są proporcyonalne bokom FG i GH, to 
jes t : AB: FG BC: G H ; ztąd wypada, że 
trójkąty ABC i F G H , mając po kącie ró-
wnym, utworzonym przez boki proporcyo-
nalne, są sobie podobne (pod. 2 0 ) ; a zatóm 
kąt BCA jest równy kątowi GHF. Od kątów 
równych BCD i GHJ odjąwszy kąty równe 
BCA i G H F , pozostaną reszty ACD i F H J 
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równe sobie; za zaś dla podobieństwa trójką-
tów ABC i FGII, jest AC: FH — BC: GH, a 
dla podobieństwa wielokątów BC : GH z r 
CD. H J , zatem AC : F E r r CI) : IIJ i więc 
dwa trójkąty ACD i F I J J , mając po kącie 
równym utworzonym przez boki proporcjo-
nalne, są sobie podobne. Podobnież dowie-
dlibyśmy podobieństwa innych trójkątów, ja- »-
kakolwiekby była liczba boków wielokątów 
danych; więc dwa wielokąty podobne skła-
dają się z jednakowej liczby trójkątów odpo-
wiednio podobnych i podobnie ułożonych. 

Uwaga. Równie jest sprawiedliwe twier-
dzenie odwrotne: Jeżeli każdy z dwóch wie-
lokątów , składa się z jednakowej liczby trój-
kątów odpowiednio podobnych i podobnie 
ułożonych, dwa wielokąty są sobie podobne. 

Gdyż dla podobieństwa trójkątów mamy: kąt 
A B C — F G H , B,CA — GI1F, A C D — F H J 
i t. d.; więc BCD = GHJ, C D E — H J K i t. 
d. Nadto będzie AB : FG BC : GH = AC: 
F H = CD : IIJ i t. d., więc dwa wielokąty, 
mają kąty równe i boki odpowiednie propor-
cyonalne, a tem samóm są sobie podobne. 
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P O D A N I E XXVII. 

Twierdzenie. 

Obwody dwóch wielokątów podobnych ma-
ją się do siebie, jak boki odpowiednie a ich 
powierzchnie, jak kwadraty z tychże boków. 

Gdyż, 1-e z podobieństwa wielokątów ma-
my (fig. 134): AB: F G = B C : GII = CD: HJ, 
i t. d. a z tego szeregu stosunków równych 
można wyprowadzić: jak się ma summa po-
przedników AB-fBC-j-CD-t- i t. d., czyli ob-
wód pierwszego wielokąta, do summy na-
stępników FG + G H + H J i t. d., czyli do 
obwodu drugiego wielokąta, tak się ma któ-
rykolwiek poprzednik do swego następnika, 
czyli np. bok AB jednego wielokąta, do boku 
jemu odpowiedniego FG w drugim wielokącie. 

2-e Ponieważ trójkąty ABC i FGH są so-
bie podobne, więc ABC: F G H 
podobnie dwa trójkąty podobne ACD i FHJ 
dają: A C D : F H J trójkąty podo-

bne ADE i FKJ dają: ADE: FKJ 
że zaś dla podobieństwa wielokątów mamy: 

13* 

http://rcin.org.pl



150 

i tćm samćm 
, przeto 

dla równości stosunków drugich w przyto-
czonych proporcyacb. otrzymamy: ABC :FGH 
= ACD : FHJ r z ADE: FJK. 

W szeregu stosunków równych mamy: 
tak się ma summa poprzedników ABC + 
ACD + A D E , czyli wielokąt ABCDE, do 
summy następników FGII + FHJ + FJK, czy-
li do wielokąta F G H J K . jak się ma poprze-
dnik ABC do swego następnika F G H , czyli 
jak się ma więc powierzchnie 

dwóch wielokątów podobnych mają się do 
siebie, jak kwadraty z boków odpowiednich. 

Wniosek. Nakreśliwszy trzy wielokąty po-
dobne, którychby boki odpowiednie były ró-
wne bokom trójkąta prostokątnego, wielokąt 
nakreślony na boku największym będzie równy 
summie dwóch innych; gdyż te trzy wielo-
kąty mają się do siebie jak kwadraty z boków 
odpowiednich, że zaś kwadrat z przeciwpro-
stokątnej jest równy summie kwadratów 
z dwóch innych boków trójkąta prostoką-
tnego , więc i t. d. 
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P O D A N I E X X V I I I . 

Twierdzenie. 

Części dwóch cięciw AB i CD (fig. 135), 
przecinającyśh się w kole, są sobie odwrotnie 
proporcyonalne, to jest: A O : DO r = CO : OB. 

Połączmy punkta A i C tudzież B i D li-
niami AC i BD, dwa trójkąty ACO i BOD 
mają kąty przy O , jako wierzchołkiem sty-
kające się, równe sobie; kąt A jest równy 
kątowi D , gdyż oba są wpisane w jeden od-
cinek (pod. 18 ks. II); dla tejże przyczyny 
kąt C = B; więc te trójkąty są sobie podo-
bne , i boki ich odpowiednie stanowią pro-
porcyę, A 0 : I ) 0 — CO : OB. 

Wniosek. Z tej proporcyi wypada A O X 
OB = D O X C O ; t. j. prostokąt wystawiony 
na częściach jednej cięciwy, jest równy pro-
stokątowi z części cięciwy drugiej. 

P O D A N I E I . 

Twierdzenie. 

Jeżeli z punktu O (fig. 136), wziętego za 
holem, poprowadzimy sieeine OB i QC, koń-
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czące się na łuku wklęsłym, całe sieczne będą 
odwrotnie proporcyonalne częściom ich zewnę-
trznym, t.j. będzie: OB : O C n OD : OA. 

Gdyż, połączywszy A z C , i B z D linia-
mi prostemi AC i BD, dwa trójkąty OAC i 
OBD, mając kąt O wspólny, kąt B r : C (po. 
18, ks. II), są sobie podobne i tem samem 
ich boki odpowiednie stanowią proporcrę: 

OB : OCrrz: OD : OA. 
Wniosek. Więc prostokąt O A X O B jest 

równy prostokątowi O C X O D . 
Uwaga. Łatwo dostrzedz, że to twierdze-

nie wiele ma podobieństwa ż poprzedzają-
cym, i tem tylko rożni się od niego, iż 
dwie cięciwy AB i CD , zamiast przecinać się 
wewnątrz, przecinają się zewnątrz koła. 
Twierdzenie następujące także może być 
uważane, jako przypadek szczególny tego sa-
mego twierdzenia. 

P O D A N I E X X X . 

Twierdzenie. 

Przez punkt O (fig. 1-31), wzięty za kołem, 
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poprowadziwszy styczną O A i sieczną OC, 
styczna będzie średnio geometrycznie propor-
cyonalna między całą sieczną i częścią jej ze-
wnątrz koła leżącą, t. j. będzie : 

Gdyż połączywszy punkta A i D , tudzież 
A i C liniami Al) i AC, trójkąty OAD i 
OAC mają kąt O wspólny; nadto kąt OAD 
utworzony przez stycznę i cięciwę, ma xa 
miarę połowę łuku AD,"i kąt C ma za miarę 
połowę tegoż ł u k u , więc kąt O A D r z C , a 
tóm samem trójkąty są sobie podobne i boki 
ich dają proporcj ę : 

CO : O A m O A : OD. 

Wniosek. Więc kwadrat z OA, jest równy 
prostokątowi C O X O D . 

O C : O A = O A : O D . 

P O D A N I E X X X I 

Twierdzenie. 

W trójkącie ABC (fig. 138) podzieliwszy 
kąt A linią prostą AD na dwie części równe, 
prostokąt z boków AB i AC będzie równy 
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prostokątowi z odcinków BD i DC, więcej 
kwa dra tem z sieczn ej A D. 

Przez trzy punkta A , B i C poprowadźmy 
okrąg kola, przedłużmy AD do przecięcia się 
z nim i połączmy punkt C z E linią pro-
stą CE. 

Trójkąt BAD jest podobny trójkątowi 
EAC; gdyż, podług przypuszczenia kąt BAD 
m E A C , i nadto kąt B r E , bo każdy z nieb 
ma za miarę połowę łuku AC; więc te t rój-
kąty są sobie podobne i boki ich odpowie-
dnie dają proporcyę: B A : A E = A D : A C , 
zkąd wypada B A X AC = A E X A D ; lecz 
A E r z A D + D E , więc B A X A C = (AD + 

DE) X AD r r : AD2 + DE X AD ; że zaś AD 
X D E z = B D X D C (pod. 28), więc nakoniec, 

P O D A N I E X X X I I . 

Twierdzenie. 

W każdym trójkącie ABC (fig. 139) pro-
stokąt z dwóch jego boków AB i AC jest ró-
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wny prostokątowi wystawionemu na średnicy 
CE, kola opisanego na trójkącie, i na pro-
stopadłej A D , spuszczonej na bok jego 
trzeci BC. 

Gdyż połączywszy punkta A i E , trójkąty 
ABD i AEC są prostokątne, jeden przy pun-
kcie D a drugi przy A , nadto kąt B = E; 
więc te trójkąty są sobie podobne i dają 
proporcję A B : Ć E c = A D : A C zkąd A B X A C 
= C E X A D . 

Wniosek. Pomnożywszy każdą z tych ilo-
ści równych przez BC. otrzymamy A B X A G 
X B C — C E X A D X B C . Że zaś A D X « C 
jest dwa razy wzięta powierzchnia trójkąta 
(pod. 6), przeto iloczyn z trzech boków trój-
kąta , jest równy iloczynowi z jego powierz-
chni przez dwa razy wziętą średnicę koła na 
nim opisanego. 

Uwaga. Można też dowieść, że powierz-
chnia trójkąta jest równa iloczynowi z jego 
obwodu przez połowę promienia kola wpi-
sanego. 

Gdyż trójkąty (fig. 87) AOD, BOC i AOC 
mając wspólny wierzchołek w punkcie O, 
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mają za wspólną wysokość promień kola wpi-
sanego; że zaś summa powierzchni tych trój-
kątów jest równa iloczynowi z summy ich 
podstaw AB, BC i AC przez pół promienia 
O D , więc powierzchnia trójkąta ABC jest 
równa iloczynowi z jego obwodu przez pól 
promienia koła wpisanego. 

P O D A N I E X X X I I I . 

Twierdzenie. 

W czworokącie wpisanym ABCD (fig. 139) 
prostokąt z przekątnych AC i BD,jest równy 
summie prostokątów z boków przeciwległych, 
to jest: A C X B D ~ A B X C D + A D X B C . 

Weźmy łuk C O — A D , i poprowadźmy 
linię B O , która przetnie przekątną AC 
w punkcie J. 

Kąt ABD — CBJ; gdyż pierwszy ma za 
miarę pół łuku A D , a drugi pół łuku CO, 
równego AD; kąt ADB — BCJ, gdyż oba są 
wpisane w odcinek AOB; więc trójkąt ABD 
jest podobny trójkątowi JBC, a tem samóm 
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mamy proporcją: AD : C J m B D : BC: zkąd 
A D X B C z r : C J X B D . Powiadam nadto, że 
trójkąt ABJ jest podobny trójkątowi BDC; 
gdyż, jeżeli do każdego z łuków równych AD 
i CO dodamy łuk OD, będzie luk AO = DC, 
a zatem kąt A B J — D B C ; nadto kąt BAJ = 
BDC, jako kąty wpisane w jeden odcinek; 
więc trójką'y ABJ i DBC są sobie podobne i 
ich boki odpowiednie dają proporcję , A B : 
BD n z A J : CD ; zkąd wypada A B X C D = 
AJ X BD. 

Dodając do siebie dwa znalezione wypa-
dki, i uważając że A J X B D - f C J X B D = 
(AJ -f- CJ) X BD — A C X B D , otrzymamy 
a d x b c + a b x c d = a c x b d . 

Uwaga, Takim samym sposobem można 
dowieść jeszcze innego twierdzenia o czwo-
rokącie wpisanym w koło. 

Trójkąty podobne ABD i BJC dają propor-
cję BD : BCzrr AB : B J , zkąd B J X B D = 
BCXAB. Połączywszy punkta C i O, utwo-
rzy się trójkąt JOC podobny ABJ, który bę-
dzie podobny trójkątowi B D C , a tem samóm 

11 
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BD; CO n r DC: O J ; zkąd O J X B D = C O X 
DC, albo, ponieważ CO n r A D , będzie O J X 
B D r r A D X D C . Dodając do siebie dwa wy-v 

padki znalezione i uważając że B J X B D 4 ~ 
O J X B D sprowadza się do B O X B D , będzie, 

B O X B D r = A B X B C + A D X D C . 
Wziąwszy B P r r r A D , i poprowadziwszy 

CKP znaleźlibyśmy za pomocą podobnego 
rozumowania: 

CP X C A m AB X a d + B C x CD. 
Lecz ponieważ luk BP jest równy CO, 

więc dodawszy do każdego z nich BC, będzie 
łuk C B P r r r B C O , a zatćm cięciwa CP jest 
równa cięciwie B O , i następnie prostokąty 
B O X B D i C P X C A mają się do siebie jak 
BD do CA; więc BD: CA n r A B X B C + A D 
X D C : AD X AB - f BC X CD. 

A zatćm, dwie przekątne czworokąta wpi-
sanego w koło, mają się do siebie, jak summy 
prostokątów z boków dotykających końców 
przekątnych. 

Te dwa twierdzenia mogą służyć do zna-
lezienia przekątnych, mając wiadome boki 
czworokątów. 
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P O D A N I E X X X I V . 

Twierdzenie. 

Niech będzie punkt F (fig. 141), dany we-
wnątrz koła na promieniu AC, naprzediuże- , 
niu zewnętrznem promienia obierzmy punkt 
Q w takiej odległością aby było CP: C A r r : 
CA : CQ; jeżeli jakikolwiek punkt M obrany 
na okręgu połączymy z punktami P t Q li-
niami MP i M Q , mówię ze stosunek pomię-
dzy temi liniami wszędzie jest jednakowy, i 
będzie M P : M Q = A P : A Q . 

Gdyż podług przypuszczenia mamy C P : CA 
— CA: CQ ; podstawiwszy CM zamiast CA, 
będzie C P : C M = C M : C Q ; więc trójkąty 
CPM i CQM mają kąt C wspólny, utworzony 
przez boki proporcjonalne, a zatem są sobie 
podobne (pod. 20) , więc trzeci bok MP ma 
się do trzeciego boku MQ jak GP do CM albo 
do CA. Że zaś proporcya CP : C A r z C A : CQ 
doje, C P : C A = CA — C P : C Q — CA czyli 
C P : C A = A P : A Q , więc xMP:MQ=AP:AQ. 

-•iOtc-
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D O K S I Ę G I T R Z E C I E J . 

Z A G A D N I E N I E I . 

Daną linię prostą podzielić na ilekolmek 
części równych, albo na części proporcyonał-
ne danym liniom. 

1. Niech będrie dana linia AB (fig, 142) , 
<io podzielenia na 5 części równych ; przez 
punkt A poprowadźmy linię nieograniczoną 
AG i wziąwszy dowolną wielkość AC, prze-
nieśmy ją na linię AG razy pięć. Połączmy 
ostatni punkt podziału G z końcem B linią 
BG, i poprowadźmy do niej równoległą C J ; 
a powiadam, że AJ będzie piątą częścią linii 
AB, i że tem samćm przeniósłszy AJ na AB 
rczy pięć, linia AB zostanie podzielona na 
pięć części równych. 
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Gdyi, linia CJ równoległa do GB dzieli boki 
AB i AG na części proporcjonalne w pun-
ktach C i J (pod. 15) ; że zaś AC jest piątą 
częścią AG, wiec AJ jest piąt? częścią linii AB. 

2. Niech będzie dana linia AB (fig. 143) 
do podzielenia na części proporcjonalne li-
niom P , Q i R. Przez koniec A poprowadź-
my linie nieograniczoną AG i weźmy na nićj 
AC n r P , C D r = Q , D E r r r R , połączmy 
końce E i B linią prostą E B , a przez punkta 
C i D poprowadźmy linie CJ i DK równole-
głe do EB; mówię że linia AB będzie podzie-
lona na części AJ, JK i KB, proporcyonalne 
liniom danym P , Q i R. 

Gdyż, dla równoległości linij CJ , DK i 
EB, części A J , JK i KB są proporcyonalne 
częściom AC, CD i DE (pod. 15), które po-
dług wykreślenia są równe liniom danym P , 
Q i R. 

Z A G A D N I E N I E I I . 

Do trzech linij danych A , B i C znaleśó 
czwartą geometrycznie proporcyonalną. 

14* 
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Poprowadźmy dwie linie nieogrsmiczone 
DE i DF (fig. 144) , któreby czyniły z sobą 
kąt jakikolwiek. Na linii DE odotnijmy część 
DA = A i DB = B, na DF weźmy DC = C, 
połączmy punkt A z C , a przez punkt B po-
prowadźmy linię BX równoległą dó AC; mó-
wię że DX będzie czwartą proporcjonalną 
iądaną; gdyż linia BX jest równoległa do 
A G , więc D A : D B = D C : DX; ponieważ 
zaś trzy pierwsze wyrazy tćj proporcyi są ró-
wne trzem liniom danym, przeto DX jest żą-
daną.linią. 

Wniosek. Podobnież można znaleść trze-
cią geometrycznie proporcyonalną Jo dwóch 
linij A i B ; gdyż ena będzie to samo, co 
czwarta geometrycznie proporcyonalna do 
trzech linij A, B i C. 

Z A G A D N I E N I E III. 

Znaleść średnio geometrycznie proporcyo-
nalną do dwóch danych linii A i B. 

Na linii nieograniczonej DF (fig. 145) we-
źmy DE = A i EF = B ; na całćj linii DF, 
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jako na średnicy, opiszmy pótokręg D G F , 
z punktu E wystawmy linię EG prostopadłą 
do średnicy, która przetnie się z okręgiem 
w punkcie G; powiadam że EG będzie śre-
dnio geometrycznie proporcyonalną żądaną. 

Gdjż prostopadła GE, spuszczona na śre-
dnicę z punktu G, obranego na okręgu koła, 
jest średnio geometrycznie proporcyonalna 
między dwóma odcinkami DE i E F średnicy 
(pod. 13), równćmi danym liniom A i B. 

Z A G A D N I E N I E I V . 

Daną linię AB (fig. 146) podzielić na takie 
dwie części, aby część większa była średnio 
geometrycznie proporcyonalna między całą 
linią i częścią jej mniejszą, 

Z końca B linii AB wystawmy do niej 
prostopadłą B C , równą połowie linii AB; 
z punktu C jako ze środka, promieniem BC 
opiszmy okrąg koła , poprowadźmy linię AG, 
która przetnie się z okręgiem w punkcie D, 
a wziąwszy na danej linii A F z r z A D , mówię 
że linia AB w punkcie F będzie podzielona 
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w sposób żądany, to j e s t , że będzie A B : A F 
= A F : F B . 

Linia AB, jako prostopadła do promienia 
BC, przechodząca przez koniec jego, jest sty-
czną z kołem; więc przedłużywszy AC do 
przecięcia się z okręgiem w E , będzie : AE : 
ABrz :AB: A D , i AE — AB : AB = AB — 
AD: AD. Ze zaś promień BC jest połową li-
nii AB, więc średnica DE jest równa linii 
A B , i tem samem AE — AB = AD = AF; 
ponieważ A F m A D , przeto AB —AD :rzFB; 
a zatem mamy A F : AB r r : F B : A F , i odmie-
niwszy porządek między wyrazami, będzie 
A B : A F = A F : F B . 

Uwaga. Ten sposób dzielenia linii AB na-
zywa się dzieleniem jej to stosunku średnim 
i skrajnym; późni-ej poznamy jego zastosowa-
nia. Można dostrzćdz, że sieczna AE w pun-
kcie D jest podzielona w stosunku średnim 
i skrajnym; gdyż dla równości AB i DE, ma-
my A E : D E = : D E : A D . 
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Z A G A D N I E N I E V. 

Przez punkt A, dany między ramionami 
kąta BCD (fig. 147) , poprowadzić linię pro-
stą, którejby części AB i AD, zawarte mię-
dzy punkiem A * ramionami kąta, były so-
bie równe. 

Przez punkt A poprowadźmy linię AE ró-
wnoległą do GD, odetnijmy B E r r r C E , a li-
nia B A D , poprowadzona przez punkta B i 
A, będzie żądaną. ' 

Gdyż, dla równoległości AE i CD, mamy 
B E : E C = B A : A D ; że zaś B E n = E C , prze-
to BA — AD. 

Z A G A D N I E N I E V I . 

Wysławić kwadrat równoważny z równole-
globokiem, lub trójkątem danym. 

1. Niech będzie dany równoległobok 
ABCD (fig. 148), którego podstawą jest AB, 
a wysokością D E ; znajdźmy średnio geome-
trycznie proporcyonalną XY między AB i I)E 
(zaS« 3) ; mówię, że kwadrat wystawiony na 

http://rcin.org.pl



106 

linii XY, będzie równoważny i równoległobo-
kiem ABCD. Gdyż z wykreślenia mamy AB : 

XY = X Y : D E ; więc że 

zaś A B X D E jest miarą danego prostokąta, a 

XY2 znalezionego kwadratu, przeto znalezio-
ny kwadrat jest równoważny z prostokątem 
danym. 

2. Niech będzie dany trójkąt ABC (fig. 
149) , którego podstawą jest BC, a wysoko-
ścią AD; znajdźmy średnio geometrycznie 
proporcjonalną XY między BC i polową AD; 
mówię że kwadrat wystawiony na linii XY, 
będzie równoważny z trójkątem ABC. 

Gdyż z proporcji 
wypada przeto kwadrat 
z XY jest równoważny trójkątowi ABC. 

Z A G A D N I E N I E V I I . 

Na linii danej AD (fig. 150) wystawie pro-
stokąt ADEX równoważny z prostokątem da-
nym ABFC. 

Wyuajdźmy czwartą geometrycznie pro-
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porcyonalną AX do trzech linij AD, AB i AG: 
mówię ie prostokąt wystawiony na liniach 
AD i A X , będzie równoważny prostokątowi 
ABFC. 

Gdyż z proporcyi A D : AB AC: AX wy-
pada A D X A X = A B X A C ; więc prostokąt 
ADEX jest równoważny prostokątowi ABFC. 

Z A G A D N I E N I E V I I I . 

Znalesc w liniach stosunek prostokąta 
z dwóch danych linij A i B (fig. 153) , do 
prostokąta z dwóch innych linij C i D. 

Niech będzie X czwartą geometrycznie pro-
porcyonalną do trzech linij B, C i D , a mó-
wię, że stosunek linii A i X będzie równy 
stosunkowi pomiędzy prostokątami A X B i 

C X D . 
Gdyż z proporcyi B : C = D : X wypada 

C X D = B X X , a zatćm A X B : C X D = 
A X B : B X X = A : X . 

Wniosek. Więc aby mieć stosunek po-
między kwadratami z linij A i C, należy znn-
leść trzecią geometrycznie proporcjonalną X 
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do dwóch I nij A i C, tak aby by?o A : C m 
C : X , a będzie 

ZAGADNIENIE IX. 

Znaleść w liniach stosunek iloczynu z trzech 
linij A, B i C (fig. 154), do iloczynu z trzech 
innych linij P, Q i R. 

Znajdźmy czwartą geometrycznie propor-
cycuialną X do trzech linij P, A i B, do trzech 
linij C, Q i R znajdźmy także czwartą geo-
metrycznie proporcjonalną Y; a dwie linie 
X i Y mieć się będą do siebie jak iloczyny 
A X B X C i P X Q X R . 

Gdyż z proporcyi P : A = : B : X , wypada 
A X B = P X X ; pomnożywszy obie ilości 
przez C, będzie A X B X C = C X P X X . Po-
dobnież z proporcyi C : Q n : R : Y , wypada 
Q X R = G X Y , a pomnożywszy obie ilości 
przez P będzie, P X Q X R = P X C X Y ; więc 
iloczyn A X B X C tak się ma do P X Q X R 
jak C X P X X do P X C X Y , czyli jak sig ma 
X do Y. 
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Z A G A D N I E N I E X . 

Znaleśr trójkąt równoważny danemu wie-
lokątowi. 

Niech będzie dany wielokąt ABCDE (fig. 
1 5 0 ) ; poprowadźmy przekątną CE, która 
oddzieli trójkąt CDE; przez punkt D prze-
ciągnijmy DF równoległą do CE, która spotka 
się z przedłużeniem boku AE w punkcie F ; 
połączmy punkta C i F, a wielokąt dany 
ABCDE będzie równoważny z wielokątem 
ABCF, który ma mniej jednym bokiem od 
niego. 

Gdyż trójkąty CDE i CFE, mając wspólną 
podstawę CE, mają także wspólną wysokość, 
bo wierzchołki ich J) i F leżą na linii pro-
stćj D F równoległej do podstawy; w>ięc są 
sobie równoważne. Dodając do każdego 
z tych trójkątów wielokąt ABCE, otrzymamy 
wielokąty ABCDE i ABCF sobie równoważne. 

Podobnież na miejsce trójkąta ABC, mo-
żna otrzymać trójkąt jemu równoważny AGC, 
i takim sposobem pięciokąt ABCDE zamieni 
się na trójkąt GCF, z nim równoważny. 
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Toż samo postępowanie możnaby zastoso-
wać do każdego innego wielokąta; bo otrzy-
mując za każdem działaniem, wielokąt mający 
raniej jednym bokiem od poprzedzającego, 
dojdziemy nakoniec do trójkąta równowa-
żnego 7. danym wielokątem. 

Uwaga. Widzieliśmy już że każdy trójkąt 
można zamienić na kwadrat jemu równowa-
żny (zag. 6) ; więc zawsze można otrzymać 
kwadrat równoważny jakiemubądź wieloką-
towi prostokreślnemu: co nazywa się kwa-
draturą wielokątów prostokrćślnych. 

Zadanie kwadratury koła ma na celu, zna-
lezienie kwadratu równoważnego z kołem 
danej średnicy. 

Z A G A D N I E N I E X I . 

Znalesc kwadrat równy summie łub różnicy 
dwóch kwadratów danych. 

Niech będą A i B boki kwadratów danych. 
1-e Jeżeli mamy znaleść kwadrat równy 

summie tych kwadratów, poprowadźmy dwie 
linie nieograniczone (fig. 151 j ED i E F , pro-
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stopadłe do siebie, odetnijmy E D z r A i EG 
a linia prosta DG, łącząca punkta D i 

G będzie bokiem żądanego kwadratu. 
Gdyż w trójkącie prostokątnym DEG kwa-

drat z DG jest równy summie kwadratów 
z ramion kąta prostego ED i EG. 

2-e Podobnież jeżeli mamy znalcść kwa-
drat równy różnicy dwóch kwadratów danych, 
nakreślmy kąt prosty F E H , odetnijmy GE 
równe bokowi mniejszemu z dwóch danych, 
i promieniem GH, równym drugiemu boko-
wi, opiszmy z punktu G , jako ze środka, łuk 
któryby się przeciął z EH w punkcie H; mó-
wię że kwadrat wystawiony na E H , będzie 
równy różnicy kwadratów z linij danych 
A i B. 

Gdyż trójkąt GEH jest prostokątny, jego 
przeciwprostokątna G H r z A , i bok G E z r : 
B; więc kwadrat wystawiony na EH i t. d. 

Uwaga. Tym sposobem można otrzymać 
kwadrat równy summie ilukolwiek kwadra-
tów; gdyż wykreślenie, które służy do za-
miany dwóch na jeden , doprowadzi tćż do 
dwóch kwadratów na miejsce t rzech, i do 
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otrzymania jednego na miejsce dwóch osta-
tnich kwadratów; toż samo rozumióć o wię-
Itszćj ich liczbie. Podobnież postępowaliby-
śmy, gdyby potrzeba było odjąć kwadrat 
którykolwiek od summy innych. 

Z A G A D N I E N I E X I I . 

Znaleśó kwadrat, któryby się miał do kwa-
dratu danego ABCD, jak się ma linia M do 
linii N (fig. 155). 

Na linii nieograniczonej EG weźmy E F r r 
M i FG = N ; na EG jako na średnky, opi-
szmy półkole, i z punktu F wystawmy pro-
stopadłą FH d6 średnicy. Przez punkt H po-
prowadźmy cięciwy HG i H E , weźmy na 
pierwszej z nich H K , równe bokowi AB da-
nego kwadratu; przez punkt E poprowadź-
my linię KJ równoległą do EG, 4 IIJ będzie 
bokiem kwadratu szukanego. 

Gdyż dla równoległości linij KJ i GE, 
mamy: H J : H K = H E : H G , i tem samem 

a że w trójkącie 

prostokątnym EHG (pod. 2 3 ) 
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E F : G F , czyli więc 

że zaś HK = AB, prze-

to kwadrat z HJ tak się ma do kwadratu 

z AB, jak M do N. 

- - • - ' y • 
Z A G A D N I E N I E X I I I . 

Na boku FG (fig. 134) odpowiednim bo-
kowi AB , nakreślić wielokąt podobny wielo-
kątowi danemu ABCDE. 

W wielokącie danym poprowadźmy prze-
kątne AC i AD: na boku F G , przy punkcie , 
F nakreślmy kąt GFH = BAC, i przy pun-
kcie G kąt FGH = ABC ; linie FH i GH 
przetną się z sobą w punkcie H i dadzą trójkąt 
F G H , podobny trójkątowi ABC; podobnież 
na boku FH odpowiednim bokowi AC, wysta-
wmy trójkąt FJH podobny trójkątowi ADC, 
i na boku FJ odpowiednim AD, wystawmy 
trójkąt FJK podobny ADE. Wie loką tFGHJK 
będzie wielokątem żądanym, podobnym wie-
lokątowi ABCDE; gdyż te dwa wielokąty 

15* 
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składają się i jednakowej liczby trójkątów 
podobnych i podobnie ułożonych (pod. 2 6 ) . 

Z A G A D N I E N I E X I V . 

Mając dane dwa wielokąty podobne, wysta-
wie trzeci podobny każdemu, i równy ich 
summie, lub różnicy. 

Niech będą A i B boki odpowiednie dwóch 
wielokątów danych, znajdźmy bok X kwa-
dratu równego summie, lub różnicy kwadra-
tów wystawionych na A i B: a X będzie bo-
kiem wielokąta szukanego, odpowiednim bo-
kom A i B wielokątów danych. Sam zaś 
wielokąt nakreślimy podług zagadnienia po-
przedzającego. 

Gdyż wielokąty podobne mają się do sie-
bie, jak kwadraty z boków odpowiednich 5 że 
zaś kwadrat z boku X jest równy summie, 
albo różnicy kwadratów z linij A i B , przeto 
wielokąt z boku X jest równy summie, albo 
różnicy wielokątów jemu podobnych, wysta-
wionych na bokach A i B. 
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Z A G A D N I E N I E X V . 

Wystawie wielokąt podobny wielokątowi 
danemu, któryby sic miał do niego, jak się 
ma M do N. 

Niech będzie A bokiem wielokąta danego, 
a X bokiem jemu odpowiednim w wielokącie 
szukanym; potrzeba aby się miał kwadrat 
z X do kwadratu z A , jak się ma M do N 
(pod, 2 7 ) ; znajdziemy X za pomocą zaga-
dnienia XII, a znając X , uskutecznimy resztę 
podług zagadnienia XIII. 

Z A G A D N I E N I E X V I . 

Wystawie wielokąt podobny wielokątowi 
P i równoważny s wielokątem Q (fig. 156) . 

Znajdźmy bok M kwadratu równoważnego 
z wielokątem P, i bok N kwadratu równo-
ważnego z wielokątem Q. Niech będzie X 
czwartą geometrycznie proporcjonalną do 
trzech linij danych M , N i A B ; a wielokąt 
podobny wielokątowi P, wystawiony na boku 
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X, odpowiednim bokowi AB, będzie równo-
ważny h wielokątem Q. 

Gdyi oznaczywszy przez Y wielokąt wy-
stawiony na X\ będzie że 
zaś podług wykreślenia A B : X : r = M : N , al-
bo , więc 
A że podług wykreślenia mamy, i 

, przeto P : Y = P : Q ; zkąd Y = Q, 
i tóm samćm wielokąt Y jest podobny wielo-
kątowi P i równoważny z wielokątem Q. 

\ Z A G A D N I E N I E X V I I . 

Wysławić prostokąt równoważny z danym 
kwadratem C, hóręgoby boki przyległe czy-
niły summę daną AB (fig. 157). 

Na AB jako na średnicy, opiszmy póło-
krąg koła; w odległości AD równćj bokowi 
danego kwadratu C, poprowadźmy linię DE 
równoległą do średnicy. Z punktu E , w któ-
rym równoległa przecina okrąg, spuśćmy 
prostopadłą E F na średnicę: AF i FB będą 
bokami szukanego prostokątu. 

Gdyż summa tych boków jest równa AB, 
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a prostokąt z nich A F X F B jest równy kwa-
dratowi z E F (pod 2 5 ) , czyli kwadratowi 
z AD ; przeto prostokąt A F X F B jest równo-
ważny z kwadratem danym C. 

Uwaga. Aby zagadnienie było podobne do 
rozwiązania, potrzeba żeby odległość AD nie 
była większa od promienia, to jes t : aby bok 
kwadratu C nie był większy od połowy li-
nii AB. 

Z A G A D N I E N I E X V I I I . 

Wystawić prosiokąt równoważny z kwa-
dratem C (fig. 153), aby różnica między jego 
bokami przyległymi była równa AB. 

Na linii danćj AB, jako na średnicy, opi-
szmy okrąg koła, przez koniec średnicy po-
prowadźmy stycznę AD równą bokowi kwa-
dratu C, przez punkt D i środek O popro-
wadźmy siecznę D F ; powiadam że DE i 
DF będą bokami przyległćmi żądanego pro-
stokąta. 

Gdyż 1-e , różnica pomiędzy tómi bokami 
jest równa średnicy EF, czyli AB; 2-e pro-
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s t o k ą t D E X D F , będąc równy (pod. 30), 
jest równoważny z kwadratem danym C. 

Z A G A D N I E N I E X I X . 

Znaleśc wspólną miarę, jeżeli takowa znaj-
duje się, między przekątną i bokiem kwadratu. 

Niech będzie jakikolwiek kwadrat ABCG, 
i jego przekątna AC (fig. 159) . 

Aby rozwiązać zagadnienie, potrzeba prze-
nieść CB na CA tyle razy, ile razy można to 
uskutecznić (zag. 17, ks. II), i dla tego niech 
będzie pół-kole DBE opisane promieniem 
CB ze środka C: wiemy że CB zawiera się 
w AC raz jeden z resztą A D , wypadkiem 
więc pierwszego działania jest iloraz 1 z re -
sztą AD, którą należy porównać z BC, albo 
jemu^Tównem AB. 

Można odciąć AF — A D , i przenieść AF 
na bok AB, znaleźlibyśmy że mieści się w nim 
dwa razy zresztą; ponieważ zaś ta reszta i po 
niej następujące, coraz bardzićj zmniejszając 
się, dla swej małości uchodziłyby naszćj uwagi,-
przeto podobne postępowanie byłoby niedo-
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kładnćm działaniem meohanicznem, które nie 
dałoby poznać, czyli linie AG i CB maję, lub 
nie mają wspólnćj miary; lecz nastręcza się 
tutaj bardzo prosty sposób uniknienia linij 
zmniejszających s ię , podług którego będzie-
my mieli do czynienia z liniami jednakowćj 
wielkości. 

I tak, jeżeli kąt ABC jest prosty, linia AB 
jest styczną, i AE sieczną, że zaś obie prze-
chodzą przez jeden punkt, przeto mamy (pod. 
30 ) AD : AB AB : AE. W drugiem więc 
działaniu, w którćm idzie o porównanie AD 
z AB, można wziąść stosunek AB do AE, za-
miast stosunku AD do AB; że zaś AB, albo 
jemu równe CD, mieści się w AE dwa razy 
z resztą AD . przeto w wypadku z drugiego 
działania będzie iloraz 2 z resztą A D , którą 
potrzeba porównywać z AB. 

Działanie trzecie, w którćm potrzeba po-
równywać AD z AB, sprowadzi się do po-
równywania A B , albo jemu równego CD, 
* A E , i otrzymamy w ilorazie 2 i na re-
sztę AD. 

4. - - -
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Ztąd widzimy, że działanie nigdy się nie 
skończy, i że tem samóm przekątna i bok 
kwadratu nie mają wspólnćj miary; ta pra-
wda , wiadoma już z arytmetyki (gdyż te 
dwie linie mają się do siebie jak V 2 :1) (pod. 
I ł ) , staje się widoczniejszą przez rozwiąza-
nie geometryczne. 

Uwaga. Nie można więc ściśle oznaczyć 
stosunku liczobnego między przekątną i bo-
kiem kwadratu, lecz można go uczynić tyle 
przybliżonym do prawdziwego, ile się podo-
ba, i wyrazić za pomocą ułamku ciągłego. 
Pierwsze działanie dało na iloraz 1 , drugie 
i każde z następujących aż do nieskończono-
ści dają 2 ; a zatćm w mowie będący uła-
mek j e s t : 

i t. d. do nie-
skończoności. 

* 

Naprzykład, obliczywszy ten ułamek aż 
do czwartego wyrazu włącznie, znajdujemy że 
jego wartość jest: czyli tak że przy-

bliżony stosunek średnicy koła do boku kwa-
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dratu wpisanego, jest = 4 1 : 29. Gdybyśmy 
obliczyli wiVk«zą lic/.bę wyrazów powyższego 
ułamku ciągłego, zna'eźlibyśmy stosunek 
bard/iój przjbli/ony do prawdziwego, 
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O WIELOKĄTACH FOREMNYCH 

I O MIERZENIU KOŁA 

O p i s y . 

Wielokąt mający wszystkie kąty i boki so-
bie równe, nazywa się wielokątem foremnym. 

Wielokątami foremnómi mogą być wszyst-
kie wielokąty. Trójkąt równoboczny, jest wie-
lokątem foremnym o trzech bokach; kwadrat, 
jest czworokątem foremnym. 
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P O D A N I E I . 

Twierdzenie. 

Dwa wielokąty foremne o jednakowej li-
czbie boków, są sobie podobne. 

Niech będą np. dwa sześciokąty foremne 
ABCDEF i abcdef(fig. IGO); summa kątów 
w obu wielokątach jest jednakowa, i w ka-
żdym z nich równa ośmiu kątom prostym 
(pod. 28, ks. I) . Kąt A równie jak i kąt a, 
jest szóstą częścią tój summy, a zatćm kąty A 
i a są sobie równe; toż samo rozumieć o ką-
tach B i 6 , C i c , i t. d. 

Nadto, ponieważ z opisu wielokątów fore-
mnych boki AB, BG, CD, i t. d. są sobie 
równe, i boki ab, bc, cd i t. d. także są so-
bie równe, przeto widocznie mamy proporcje: 
AB: ab z=r BC: bc zzz CD . cd i t. d. Więc dwa 
wielokąty w mowie będące, mają kąty równe 
i boki odpowiednie proporcyonalne, a tem 
samćm są sobie podobne (opis. 2, ks. III). 

Wniosek. Obwody dwóch wielokątów fo-
remnych o jednakowćj liczbie boków, mają 
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się do siebie jak boki odpowiednie, a ich po-
wierzchnie jak kwadraty z tychże boków 
(pod. 27, ks. II!). 

Uwaga. Kąt wielokąta foremnego można 
oznaczyć, podobnie jak kąt wielokąta równo-
kątnego (pod. 20 , ks. 1), mając wiadomą li-
czbę jego boków. 

P O D A N I E II . 

Twierdzenie. 

Każdy wielokąt foremny woże być wpisany 
i opisany na kole. 

1-e Niech będzie ABCDE... wielokąt o 
którym mowa (fig. 161): wystawmy sobie że 
przez trzy punkta A , B i C poprowadzono 
okrąg kola, którego środkiem jest punkt O, 
ze środka spuśćmy prostopadłą OP na bok 
B C , która go podzieli na dwie części równe; 
połączmy punkt A z O i O z D. 

Dwa czworokąty OPCD i OPBA przystaną 
do siebie: gdyż w rzeczy samćj bok OP jest 
wspólny dla obu, kąt OPC:= : OPB jako pro-
s te , przeto bok PC pójdzie po boku P B , i 
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punkt C padnie na B. Nadto w wielokącie 
foremnym kąt PCD=r :PBA, a zatćm bok CD 
pójdzie po BA, a ponieważ CD = BA, prze-
to punkt D padnie na A , i dwa czwerokąty 
przystaną do siebie, a tóm samóm OD = 
A O ; ponieważ więc ędległość OD jest ró-
wna odległości O A , zatem okrąg koła, prze-
chodzący przez trzy wierzchołki wielokąta 
A, B i C, przejdzie i przez czwarty D : drogą 
podobnego rozumowania okażemy, że okrąg 
koła przechodzący przez trzy wierzchołki B, 
C i D, przejdzie przez E , i t. d.; więc okrąg 
koła poprowadzony przez trzy wierzchołki 
A, B i C, przejdzie przez wszystkie i nne , i 
wielokąt będzie wpisany w koło. 

2-e Wszystkie boki AB, B C , CD, i t. d. 
jako cięciwy równe, są równo oddalone od 
środka koła opisanego na danym wielokącie 
(pod. 8 , ks. I I ) ; więc okrąg koła opisany 
z punktu O, jako ze środka promieniem OP, 
zetknie się z bokiem BC i z każdym innym 
w środku jego , a tćm samem koło będzie 
wpisane w wielokąt, czyli wielokąt opisany 
na kole. 

1 6 * 
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sh f fwhga T. Punkt który jest środkiem koła 
opisanego i opisanego na wielokącie, może 
być cuwfażany jako środek wielokąta; a ztąd 

' itątem środkowym wielokąta nazywa się kąt 
AGBJ utworzony przez dwa promienie po-
prowadzone do końców boku AB. 
: (Ponieważ wszystkie cięciwy AB, BC i t . 
d„.:są sobie równe, przeto wszystkie kąty 
środkowe także są sobie równe; że zaś sum-
m a wszystkich kątów środkowych jest równa 
cztćrem kątom prostym, więc znajdziemy 
Wartość każdego z nich, dzieląc cztery kąty 
proste przez liczbę boków wielokąta. 
» II. Aby w dane koło wpisać wielokąt fo-

remny o jakiejkolwiek liczbie boków, potrze-
b a okrąg koła podzielić ńa tyle części ró-
wnych, ile ma mieć boków wielokąt wpisany; 
gdyż jeżeli łuki będą równe i cięciwy A B , 
BC, CD i t. d. (fig. 161) podpierające je , 
będą także równe sobie; że zaś trójkąty 

~ ABO, BOC, COD i t. d. mając boki równe, są 
śobie równe , przeto wszystkie kąty ABC, 
BCD, CDE i t. d. będą sobie równe; i wie-
lokąt ABCDE... będzie foremny. 
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s 31 P O D A N I E III. 

y : ^ Zagadnienie. 

W dane koło icpisac kwadrat. ~ 
Poprowadźmy (fig. 162) dwie średnice AC 

i BD prostopadłe do siebie, połączmy z sobą 
końce A, B, C i D , a czworokąt ABCD bę-
dzie kwadratem wpisanym; gdyż kąty AOB, 
BOC i t. d. jako proste są sobie równe , a 
zatem łuki AB, BC i t. d. i tćm samóm cię-
ciwy AB, BC i t. d. są sobie równe. 

Uwaga. Ponieważ trójkąt BOC jest pro-
stokątny i równoramienny, przeto mamy 
(pod. 11, ks. III) BC: BO — V i : I ; a za-
tóm, bok kwadratu wpisanego w koło tak się 
ma do promienia, jak pierwiastek kwadrato-
wy z 2 do 1. 

P O D A N I E I V . 

Zagadnienie. 

Wdane kolo wpisać szeiciokąt foremny 
* trójkąt równoboczny. 
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Przypuśćmy że zagadnienie jest rozwiąza-
ne, i że bokiem sześciokąta foremnego wpi-
sanego (fig. 163) jest AB; poprowadziwszy 
promienie AO i OB, mówię że trójkąt AOB 
będzie równoboczny, 

Gdjż kąt AOB jest szóstą częścią czterech 
kątów prostych; wziąwszy zatem kąt prosty 
»fi jedność, będzie A O B = | = j : dwa inne 
kąty ABO i BAC razem wzięte, waią 2 — | , 
czyli | , a ponieważ one są sobie równe, 
przeto każdy z nich = | ; więc trójkąt ABO 
mając wszystkie kąty równe, jest równoboczny, 
i tem samem bok sześciokąta foremnego 
wpisanego w koto, jest równy promieniowi. 

Ztąd wypada, że aby w dane kolo wpisać 
sześciokąt foremny, należy przenieść promień 
sześć razy na okrąg, a dojdziemy do tego sa-
mego punktu, od którego podział zaczęliśmy 
uskuteczniać. 

Mając wpisany sześciokąt foremny ABCDEF, 
otrzymamy trójkąt równoboczny wpisany, je-
żeli połączymy pierwszy wierzchołek z trze-
cim i piątym, a piąty z trzecim wierzchołkiem 
sześciokąta. 
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Uwaga. Czworokąt ABCO jest kwadra-
tem ukośnym, gdyż AB ± z B C = COrn: AO, 
przeto summa (pod. 1 4 , ks. III) kwadratów 

i przekątnych jest równa summie 

kwadratów z boków: i czyli od-

j ą w s z Y z j e d n a j i z d r u g i e j strony zo-

stanie przeto 
czyli więc bok 

trójkąta równobocznego wpisanego wkohy 

tak się ma do .promienia tegoż koła, jak pier- i 
tciastek kwadratowy z 3 do I . 

P O D A N I E V . 
Zagadnienie. 

Wdane koło wpisać dziesięciokąt foremny, 
ą następnie pięciokąt i piętnastokąt. 

Podzielmy promień AO (fig. 164) w sto-
sunku średnim i skrajnym w punkcie M (zag. 
4 ks. III), weźmy cięciwę AB równą części 
większej OM promienia, a ona będzie bokiem 
dziesięciokąta foremnego wpisanego; którą 
potrzeba przenieść na okrąg razy dziesięć. 
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Gdyż połączywszy B z M , mamy podług 
wykreślenia, A O : O M n O M : A M , a ponie-
waż AB = OM, przeto AO : AB = AB : AM; 
więc trójkąty ABO i ABM, mając kąt wspól-
ny, utworzony przez boki proporcyonalne, są 
sobie podobne; że zaś trójkąt OAB jest ró-
wnoramienny, przeto i w trójkącie AMB ma-
my AB ~ B M ; że zaś AB OM, więc MB 
= OM i trójkąt BMO jest równoramienny. 

Kąt AMB , zewnętrzny względem trójkąta 
równoramiennego BMO, jest dwa razy wię-
kszy od kąta wewnętrznego O (pod. 32 k. I); 
że zaś kąt A M B m M A B , więc w trójkącie 
OAB każdy z kątów OAB i OBA, jest dwa 
razy większy od kąta przy wierzchołku O, a 
zateiii irzy kąty trójkąta AOB ważą pięć ką-
tów O, i tem samem kąt O jest piątą dwóch, 
czyli dziesiątą częścią cztórech kątów pro-
stych; a zatem łuk AB jest dziesiąte! częścią 
okręgu koła, a cięciwa AB jest bokiem dzie-
sięciokąta foremnego. 

Wniosek I. Połączywszy wierzchołek pier-
wszy z trzecim , trzeci z piątym, piąty z sió-
dmym, siódmy z dziewiątym i dziewiąty 
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z pierwszym wierzchołkiem dziesięciokąta fo-
remnego , otrzymamy pięciokąt foremny 
ACEGJ. 

II. Jeżeli AB jest bokiem dziesięciokąta 
foremnego, niech będiie AL bokiem sześcio-
ką ta , natenczas luk 
okręgu kola , więc cięciwa BL jest bokiem 
piętnastokąta foremnego wpisanego w kolo. 
Widzimy zarazem, że luk CL jest trzecią 
częścią luku CB, a zatem jego cięciwa jest 
bokiem trzydziestokąta foremnego, wpisane-
go w koło. 

Uwaga. Jeżeli każdy z luków, podpartych 
przez boki wielokąta foremnego, wpisanego 
w koło. podzielimy na dwie części równe, i 
punkta podziałów połączymy liniami proste-
mi t natenczas otrzymamy wielokąt foremny 
wpisany w koło o dwa razy większej liczbie 
boków od danego: widiimy przeto, że kwadrat 
może posłużyć do wpisania w kolo wieloką-
tów foremnych 0 8 , 16, 32, 6 4 i t. d. bo-
kach. Podobnież sześciokąt posłuży do wpi-
sania wielokątów foremnych o 1 2 , 2 4 , 4 8 , 
i t. d, bokach; dziesięcio*ąt, o 2 0 , 4 9 , 80 
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i t . d,, a piętnastokąt o 3 0 , CO, 120 i t, d. 
bokach (*). 

P O D A N I E V I . 
/ ' i , Ą -7- • At...-

Zagadnienie. 

Na danem kole (fig. 165) opisać wielokąt 
foremny; podobny danemu wielokątowi fore-
mnemu ABCD... wpisanemu w koło. 

Przez środek T łuku AB poprowadźmy 
stycznę GH, która będzie równoległa do cię-
ciwy AB (pod. 10, ks. II) , podobnież przez 
środek każdego innego łuku BC, CD i t. d. 
poprowadźmy styczne, a one przecinając się 

(*) Długi czas mniemano, że za pomocą 
sposobów znanych w geometryi elementarnśj, 
albo co jest to samo, przez rozwiązanie ró-
wnań stopnia pierwszego i drugiego, można 
wpisać i opisać na kole tylko wyżej wyliczo-
ne wielokąty; lecz Gauss w dziele: Disquist-
tiones arithmeticae, Lipsiae 1801, dowiódł, i e 
podobną drogą można wpisać wielokąt o sie-
demnastu bokach, i w ogólności o 2 ' 4-1 bo-
kach, byleby było liczbą pierwszą. 
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wydadzą wielokąt opisany GI1JK... podobny 
wielokątowi wpisanemu. 

Łatwo destrzedz, że trzy punkta O , B i II 
leżą w liriii prostej : trójkąty OTII i OHN 
mając przeciwprostokąlną 011 wspólną i bok 
OT = ON, są sobie równe (pod. 18 , ks. I), 
a zatem kąt T O I I ™ I ION, i lem samdm li-
nia 011 przechodzi przez środek B luku TN; 
dla podobnej przyczyny punkt J znajduje się 
na przedłużeniu O C , i t. d. Ponieważ linia 
GH jest równoległa do AB , a HJ do BC, 
przeto kąt GOJ — A B C (pod. 27. ks. I); po-
dobnież kąt H X R = : B C D , i t. d.; więc kąty 
wielokąta opisanego są równe kątom wielo-
kąta wpisanego, i tem samem są równe po-
między s©bą. Nadto dla równoległości h c h 
samych linij, mamy: GH: AB — OH : OB i 
H J : B C — O H : OB, więc G1I: A B — I I J : B C , 
ie zaś AB — B C , przeto GII — IIJ. Dla 
podobnej przyczyny HJ — J K , i t. d.; więc 
boki wielokąta opisanego są sobie równe , a 
zatćm ten wielokąt jest foremnym i podo-
bnym wielokątowi wpisanemu. 

Wniosek I. Odwrotnie , jeżeliby potrzeba 
17 
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było, wpisać w kolo wielokąt ABC..., mając 
wielokąt na nićm opisany GHJK..., byłoby do-
statecznem połączyć wierzchołki G, II, J, K... 
wielokąta danego z środkiem koła liniami OG, 
OH, i t. d., któreby się przecięły z okręgiem 
w punktach A , B, C..., a poprowadziwszy 
cięciwy AB, BC i t. d. otrzymalibyśmy wie-
lokąt żądany. Można także w tym przypadku 
połączyć z sobą punkta zetknięcia T, N y P, i 
t. d. liniami TN, NP i t. d., a zląd wyniknie 
wielokąt wpisany podobny opisanemu. 

II. Ztąd wynika, że na danem kole można 
opisać wielokąty foremne takie, jakie umie-
my wpisywać. 

P O D A N I E VI I . 

Twierdzenie. 

Powierzchnia wielokąta foremnego jest ró-
wna iloczynowi z jego obwodu przez pól pro-
mienia koła wpisanego. 

Niech będzie (f ig. 1 6 5 ) wielokąt 
foremny GHJK... , powierzchnia trójkąta 
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powierzchnia trójkąta 
że zaś ON — OT, więc 

powierzchnia obu trójkątów r r z (GH- f -HJ ) 
Postępując tak samo z innemi trój-

kątami, znajdziemy, że powierzciinia summy 
wszystkich trójkątów, czyli powierzchnia ca-
łego -wielokąta, jest równa iloczynowi z sum-
my podbtaw GH, HJ, JK i t. d., czyli z obwo-
du wielokąta przez to j e s t : przez pół 
promienia koła wpisanego. 

P O D A N I E VIII . 

Twierdzenie. 

Obwody dwóch wielokątów foremnych o je-
dnakowej liczbie boków, mają się do siebie, 
jak promienie kół opisanych, albo jak pro-
mienie kół wpisanych; a ich powierzchnie jak 
kwadraty z tysh samych promieni. 

Niech będzie AB (fig. 160) bokiem jedne»-
go z wielokątów w mowie będących, punkt 
O jego środkiem, a tóm samćm AO promie-
niem koła opisanego, a linia OD, prostopadła 
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do AB promieniem koła wpisanego; podobnież 
niecb będzie ab bokiem drugiego wielokąta po-
dobnego tamtemu, o jego środkiem, oa pro-
mieniem koła opisanego i od promieniem koła 
wpisanego. Obwody dwóch wielokątów podo-
bnych mają się do siebie jak boki AB i a&; że 
zaś kąty A i a są sobie równe, jako polowy ką-
tów w wielokątach, podobnież kąty B i 6 są so-
bie równe, więc trójkąty ABO i abo równie 

i trójkąty ADO i ado są sobie podobne; 
więc AB: ab — k.0 : aozzz OD : od; a zatem 
obwody wielokątów foremnych mają się do sie-
bie, jak promienie AO i ao kół opisanych, albo 
jak promienie OD i od kół w nie wpisanych. 

Powierzchnie tych samych wielokątów ma-
ją się do siebie, jak kwadraty z boków od-
powiednich AB i hb\ a tern samem one mają 
się do siebie, jak kwadraty, z promieni OD 
i od kół wpisanyih, albo jak kwadraty z pro-
mieni AO \~tcb kół na nich opisanych. 

P O D A N I E I X . 

Twierdzenie. 

Wszelka Unia krzywa, albo łamana otacza-
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jąca od jednego końca do drugiego linię wy-
pukłą AMB, jest dłuższa od linii otoczonej 
AMB ( f i g . 107). 

Ju i wyżej powiedziano, ż.e linią wypukłą 
nazywamy linię krzywą, albo łamaną, lub tćż -
w części krzywą a w części łamaną, z którą 
linia prosta przecina się tylko w dwóch pun-
ktach. Jeżeliby linia AMB.miała wklęsłości, 
natenczas nie byłaby wypukłą; gdyż łatwo 
dos t rzedz , ie linia prosta mogłaby ją prze-
ciąć więcej jak w dwóch punktach. Łuki kół 
są wypukłe; lecz podanie obecne rozciąga 
się na linie jakiekolwiek, które czynią zado-
syć wspomnionemu warunkowi. 

To założywszy, jeżeliby linia AMB nie by-
ła mniejsza od każdej ją otaczającej linii, na-
tenczas pomiędzy ostatniemi byłaby jedna 
krótsza od innych, i zarazem mniejsza od 
AMB, albo przynajmniej jej równa. Niech 
taką linią będzie ACDEB ; pomiędzy liniami 
AMB i ACDEB poprowadźmy gdziekolwiek 
Imię prostą PQ, która nie przecina linii AMB, 
lub jest do niej styczną; linia prosta PQ jest 
niniejsza od P C D E Q , a zatćm podstawiwszy 
zamiast części PCDEQ linię prostą PQ otrzy- * 
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mamy linię obejmującą APQB mniejszą od 
APDQIJ. Ze zaś podług przypuszczenia linia 
APDQB miała być najkrótszą ze wszystkich 
linij otaczających, przeto to przypuszczenie 
nie może mieć miejsca i tem samem każda 
linia otaczająca jest dłuższa od AMB. 

Uwaga. Zupełnie takim samym sposobem 
dowiedziemy, że wszelka linia wypukła i 
zamknięta AMB (fig. 168) jest krótsza od 
każdej linii ze wszech stron ją otaczającej, 
bądź to linia otaczająca FGH dotyka się linii 
AMB w jednym, lub kilku punktach, bądź też 
nie dotykając się ją otacza. 

P O D A N I E X . 

Twierdzenie przybrane. 

Mając dane dwa hola spółśrodkowe, za-
wsze można w większe wpisać wielokąt fore-
mny, którego boki nie będą dotykały okręgu 
koła mniejszego, i na mniejszem można opisać 
wielokąt foremny, którego boki nie będą prze' 
cinały okręgu koła większsgo; to jest talt 
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to jednym jak w drugitn przypadku, boki wie-
lokąta będą zawarte między dwoma okręga-
mi kół. 

Niech będą (fig 169) CA i CB promienie 
danych kot spółśrodkowycli. Przez punkt A 
poprowadźmy stycinę, kończącą się w pun-
ktach D i E na okręgu większym. Wpiszmy 
w koło większe jeden z wielokątów, jakie po-
przednio nauczyliśmy się wpisywać, podziel-
my następnie wszystkie łuki podparte przez 
boki wielokąta wpisanego^ na dwie części ró-
wne, i poprowadźmy cięciwy łuków wyni-
kłych z podziału, a otrzymamy wielokąt fore- ' 
mny wpisany o dwa razy większej liczbie 
boków od poprzedniego. Dzielenie łuków na 
dwie części równe posuwajmy, dopóki nie 
dojdziemy do łuku mniejszego od DBE. Niech 
takim łukiem będzie MBN (przypuszczamy ie 
jego środkiem jest B) , widocznie że cięciwa 
MN jest bardziej oddalona od środka jak DE, 
i ie tćm samem wielokąt, którego bokiem 
jest MN, nie może spotkać okręgu koła za-
kreślonego promieniem CA. 

Toż samo założywszy, połączmy pun£t C 
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z M i N liniami CM i CN, które przetną się 
ze styczną w punktach P i Q ; PQ będzie 
bokiem wielokąta opisanego na mniejszym 
okręgu kola , i ten wielokąt będzie podobny 
wielokątowi wpisanemu w kolo większe, któ-
rego bokiem jest MN. Ponieważ CP jest 
mniejsze od CM, przeto wielokąt opisany ni-
gdzie bokami swemi nie spotka się z okrę-
giem większym. 

A zalćm za pomocą jednego wykreślenia, 
można dojść do wielokąta wpisanego w koto 
większe, i wielokąta opisanego na kole 
mniejszćm, których obwody bfdą zawarte 
między okręgami dwóch kół spólśrodkowych. 

Uwaga. Mając dwa wycinki spóiśrodkowe 
FCG i JCH, można w większy z nich wpisać 
część wielokąta foremnego, albo tćż na mniej-
szym opisać część wielokąta foremnego, tak 
że .obwody obu części będą zawarte między 
dwóma okręgami: dla tego dość będzie dzie-
lić łuk na 2. 4, 8 i t. d. części równych, dopó-
ki nie dojdziemy do części mniejszej od DBE. 

Częścią, albo wycinkiem wielokąta foremne-
go nazywamy figurę ograniczoną szeregiem 
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cięciw równych, wpisanych w lu?: FG od je-
dnego końca jego do drugiego. Ta część ma 
główne własności wspólne z wielokątami fo-
remnemi: kąty, a także i boki jej są sobie 
równe , można ją wpisać i opisać na kole; 
wszakże ona w ścisłem znaczeniu wyrazu, nie 
stanowi pewnej częśc< wieUkąta ferernnego, 
wyjąwszy jeżeliby łuk przez jej bok podpar-
ty, był jakąbądź częścią całego okręgu koła. 

p o d a n i e X I . 

Twierdzenie. 

Okręgi kół mają się do siebie jak ich pro-
mienie , a powierzchnie jak kwadraty z tychże 
promieni. 

Dla skrócenia, oznaczmy przez okr. CA (fig. 
170), okrąg koła , którego promieniem jest 
CA; mówię, że będzie: okr. CA: okr. OB r r 
CA: OB. 

Jeżeliby bowiem ta proporeya nie miała 
miejsca, natenczas miałoby się CA do OB, 
jak się ma okr. CA do wyrazu cz.wartego, wię-
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kszogo, lub mniejszego od okr. OD; przy-
puśćmy, że wyraz czwarty powinien być 
mniejszy, i dujmy na to że jest: C A r O B r z : 
okr. GA: okr. OD. Wpiszmy wkoło opisane 
promieniem OB, wielokąt foremny EFGKLE, 
któregoby boki nie dotykały okręgu opisane-
go promieniem OD (pod. 10), a wkoło, któ-
rego promieniem jest CA, wpiszmy wielokąt 
MNPSTM podobny tamtemu. 

To założywszy, ponieważ wielokąty są po-
dobne, przeto ich obwody mają się do siebie 
jak promienie CA i OB kół na nich opisa-
nych (pod. 8), i będzie MNPSTM: EFGKLE 
z = C A ; O B ; że zaś podług przypuszczenia 
jest CA : OB r r okr. CA : okr. OD , więc 

MNPSTM : EFGKLE = okr. CA : okr. OD. 
Lecz ta proporcya nie może mieć miejsca, 
gdyż obwód MNPSTM jest mniejszy od okr. 
CA (pod. 9), a obwód EFGKLE jest większy 
od okr. D O ; a zatem nie może być , aby si<? 
miało CA do OB, jak się ma okr. CA do 
okręgu mniejszego od okr. OB, czyli mówiąc 
ogóinićj, nie może być, aby się miał jeden 
promień do drugiego, jak się ma okrąg opi-
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sany pierwszym promieniem, do okręgu 
kola opisanego promieniem mniejszym od 
drugiego. 

Ztąd wnoszę, że także nie może się mieć 
CA do OB, jak okr. CA do okręgu większe-
go od o kr. OB ; gdyż jeżeliby taka proporcya 
miała miejscey zmieniwszy porządek między 
wyrazami, otrzymalibyśmy że tak się ma OB 
do CA, jak okrąg koła większy od o Ar. OB 
do okr. CA; a zatem miałby się promień do 
drugiego promienia, jak okrąg koła opisany 
pierwszym promieniem do okręgu koła opi-
sanego promieniem mniejszym od drugiego, 
co być nie może jak to wyżej dowiedziono. 

Ponieważ czwarty wyraz proporcyi CA: 
OB — okr. CA: X , nie może być ani większy 
od okr. OB, ani mniejszy od niego, prieto 
okręgi kół mają się do siebie w stosunku 
swoich promieni. 

Rozumowanie i wykreślenie zupełnie po-
dobne posłużyłoby do okazania, że powierz-
chnie kół mają się do siebie, jak kwadraty 
z ich promieni. 

Ńie wejdziemy w dalsze szczegóły osta-
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tniego twierdzenia, które jest wnioskiem 
i twierdzenia następującego. 

Wniosek. Łuki podobne (fig. 171) AB i 
DE mają się do siebie.-jak promienie AG i 
D O , a wycinki podobne ACB i DOE mają 
się do siebie, jak kwadraty z tych samjch 
promieni. 

Gdyż, dla podobieństwa luków kąt C jest 
równy kątowi O (opis. o, ks. I I I ) , a zatem 
tak się ma kąt C do czterech kątów prostych, 
jak się ma luk AB do całego okręgu koła, 
opisanego prpmieniem AC (pod. 17, ks. II), 
i tak się ma kąt O do czterech kątów pro-

" stych, jak się ma łuk DE do całego okręgu 
koła, opisanego promieniem O D ; ponieważ 
zaś łuki AB i DE mają się do siebie jak 
okręgi kół, których one są częściami, a okrę-
gi kół mają się do siebie jak ich promieiiie, 
przeto łuk AB : luk. DE = AC: DO. 

Dla tej samej przyczyny wycinki ACB i 
DOE mają się do siebie jak całe koła, a koła 
jak kwadraty z promieni, przeto tcyc. ACB: 

http://rcin.org.pl



205 

P O D A N I E X I I . 

Twierdzenie. 

Powierzchnia hola jest równa iloczynowi 
z jego okręgu przez pół promienia. 

Oznaczmy przez pow. CA. (fig. 172) po-
wierzchnię kota opisanego promieniem CA; ' 
mówię że 

Jeżeli bowiem nie jest 
miarą powierzchni koła, którego promieniem 
jest CA, natenczas ta ilość będzie miarą koła 
większego, lub mniejszego. Przypuśćmy i e 
jest miarą kola większego i niech będzie, je-
żeli to być może', 

Na kole którego promieniem jest CA, opi-
szmy wielokąt foremny DEFG..., któregoby 
boki nie przecinały okręgu koła opisanego 
promieniem CB (po. 10); powierzchnia wielo-
kąta jest równa jego obwodowi 

' ?, d., pomnożonemu przez (po. 7), 
że /aś obwód wielokąta, jako linia otaczają-
c a , jest większy od okręgu koła weń wpisa-
nego, przeto miara powierzchni wielokąta 

18 
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DEFG .. jest więlfsza od iloczynu 
okr. AG, który podług przypuszczenia, jest * 
miarą koła opisanego promieniem CB; więc 
wielokąt byłby większy od koła opisanego pro-
mieniem BC, gdy tymczasem przeciwnie on 
jest mniejszy, bo jest w niem zawarty. Więc 
być nie może, aby było większe 

od poic. CA, czyli inaczej, nie może być, aby 
iloczyn z okręgu koła przez pół promienia 
był miarą powierzchni koła większeg®. 

Powiadam dalćj, że tenże iloczyn nie mo-
że być miarą powierzchni koła mniejszego: 
aby zas nie zmieniać figury, przypuszczam że 
mamy koło , którego promieniem jest CB, 
potrzeba okazać ie nie może 

być miarą powierzchni koła mniejszego, np. 
koła o promieniu CA. W samej rzeczy niech 
będzie, jeżeli to być może, 

Uskuteczniwszy takie same wykreślenie 
jak wyżej , miarą powierzchni wielokąta 
DEFG... będzie (DE + E F - f F G + i t. d . )X 
| C A ; ponieważ zaś obwód DE + EF + FG 
+ i t. d. jest mniejszy od okr. CB, przeto 

http://rcin.org.pl



207 

powierzchnia wielokąta jest mniejsza od 
Że zaś ostatnia ilość podług 

p m puszczenia , jest miarą powierzchni kola 
o promieniu CA, przeto powierzchnia wielo-
kąta bjłaby mniejsza od koła weń wpisanego, 
co być nie może; nie może być przeto, aby 
iloczyn z okręgu koła przez pół jego promie-
nia, służył za miarę powierzchni koła mniej-
szego. 

Więc nakonieo iloczyn z okręgu koła 
przez pół promienia jest miarą powierzchni 
tegoż samego koła. 

Wniosek I. Powierzchnia wycinka koło-
wego jest równa iloczynowi z łuku służące-
go mu za podstawę przez pół promienia. 

Gdyż wycinek (fig. 173) ACB ma się do 
całego koła,.jak łuk AMB do okręgu ADBA 
(pod. 17, ks. II) , lub jak do 

Że zaś powierzchnia koła 
przeto i miarą powierz-

chni wycinka ACB jest 
II. Oznaczmy głoską n okrąg koła, któ-

rego średnica jest równa jedności; ponieważ 
okręgi kół mają się do siebie jak promienie, 
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lub jak średnice, przeto można ułożyć pro-
porcję , tak się ma średnica 1 do okręgu 
koła jak średnica 2.CA do okręgu koła 
opisanego promieniem CA, t. j. 1 2.CA 
: okr. CA, zkąd okr. C\z=z 2 . n X CA. Po-
mnożywszy obie strony tej równości przez 

będzie 

Cćyii pow. , a zatem powierz-
chnia kola jest równa iloczynowi z kwadratu 
promienia przez liczbę stałą n, która ozna-
cza okrąg koła w przypuszczeniu że średni-
ca równa 1 , czyli wyraża stosunek okręgu 
koła do średnicy. 

Podobnież powierzchnia kota, którego 

promieniem jest OB, będzie równa 

więc a za-
tem powierzchnie kół mają się do siebie, jak 
kwadraty z ich promieni, co się zgadza 
z twierdzeniem poprzedzającem. 

Uwaga. Już wyżej nadmieniono, że zaga-
dnienie kwadratury kota ma za przedmiot 
wyszukanie kwadratu równego co do powierz-
chni z kołem, którego promień wiadomy; a 
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4 ponieważ wyżej okazano, że koło jest ró-

wnoważne z prostokątem z okręgu koła i 
połowy promienia, a ten prostokąt można 
zamienić na kwadrat z nim równoważny, bio-
rąc średnio geometrycznie proporcyonalną 

* między dwóma jego wymiarami (pod. 6, ks. 
I i i ) ; przeto zadanie kwadratury koła spro-
wadza się do znalezienia okręgu mając wia-
domą średnicę, do czego dość jest mieć wia-
domy stosunek okręgu koła do średnicy. 

Dotąd oznaczono pomieniony stosunek spo-
sobem przybliżonym , lecz przybliżenie po-
sunięto do tego stopnia, że wynalezienie sto-
sunku ścisłego nie stanowiłoby żadnej ko-
rzyści. A nawet przedmiot t en , nad którym 
wiele pracowali geometrowie w czasach, kie-
dy sposobywyszukania przybliżonych warto-
ści były mniej wiadome, dzisiaj pozostawiono 
w liczbie tych pytań, które mogą stanowić 
zatrudnienie ludzi, posiadających zaledwie 
początkowe wiadomości geometryi. 

Archimedes okazał, że stosunek okręgu 
koła do średnicy mieści się między i 
3^®-; takim sposobem 3 } , albo 2

T
2 jest bar-

18* 
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(ho przybliżoną wartością liczby, którąśmy 
oznaczyli przez n \ ta wartość dla swej pro-
stości używa się najczęściej. Metius znalazł 
wartość n nierównie bardziej przybliżoną 
f i l * Nakoniec wartość n , znaleziona przez 
innych uczonych w cyfrach dziesiętnych, jest 
3 ,14159205-35897932. . . , a nawet nie za-
brakło cierpliwości niektórym nu wyszukanie 
stu dwudziestu siedmiu i stu czterdziestu 
cyfr dziesiętnych. Widoczną jest rzeczą, że 
podobne przybliżenie nie ustępuje zupełnej 
dokładności, i że nie lepiej nam są znane 
pierwiastki potęg niezupełnych. 

W następujących zagadnieniach będą wy-
łożone dwa najprostsze sposoby elementarne, 
wyszukania przybliżonego stosunku okręgu 
koła do średnicy. 

f - + 

P O D A N I E X I I I . 
Zagadnienie. 

Mając wiadomą powierzchnię wielokąta fo-
remnego wpisanego i wielokąta foremnego, 

http://rcin.org.pl



211 

podobnego tamtemu, opisanego na hole, zna-
leźć powierzchnię wielokąta foremnego wpi-
sanego i opisanego o dwa razy większej li-
czbie boków. 

Niech będzie (fig. 174) AB bokiem danego 
wielokąta foremnego wpisanego, bok E F 
równoległy do A B , bokiem wielokąta podo-
bnego opisanego, i C środkiem koła; popro-

wadziwszy cięciwę AM i styczne AP i BQ, 
pierwsza będzie bokiem wielokąta foremnego 
wpisanego w koło o podwójnej liczbie boków 
względem danego, a dwie drugie bokami 
wielokąta jemu podobnego opisanego (pod. 
6). To założywszy ponieważ toż samo wy-
kreślenie miałoby miejsce w innych kątach, 
równych kątowi ACM, przeto dość będzie 
uważać kąt ACM/ a trójkąty w nim znajdu-
jące się mieć się będą do siebie jak wieloką-
ty których one są częściami. Niech będzie A 
powierzchnia wielokąta, którego bokiem jest 
AB; B powierzchnia wielokąta jemu podo-
bnego opisanego: X' powierzchnia wielokąta, 
którego bokiem jest AM; B ' powierzchnia 
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•wielokąta podobnego opisanego; A i B są 
wiadome, mamy oznaczyć A ' i B' . 

1. Trójkąty ACD i ACM mając wspólny 
wierzchołek A , mają się do siebie jak ich 
podstawy CD i CM; prócz tego te trójkąty 
mają się do siebie jak wielokąty, których one 
są częściami, a zatem A : A ' — CD: CM. 
Trójkąty CAM i CME mając wspólny wierz-
chołek M, mają się do siebie w stosunku 
swoich podstaw CA i CE, że zaś trójkąty 
CMA i CME mają się do siebie jak wielokąty 
A ' i B , których one są częściami, przeto 
A ' : B — C A : CE. Ze zaś dla równoległości 
linij AD i ME, jest CD : C M ~ C A : CE, więc 
A : A ' : r r A ' : B ; a zatem A', to jest jeden 
z wielokątów szukanych, jest średnio geome-
trycznie proporcjonalny między wielokątami 
danemi A i B, a lem samem mamv: j 

2. Trójkąty CPM i CPE mając wspólną 
wysokość CM, mają się do siebie jak podsta-
wy PM i P E ; że zaś linia CP dzieli kąt MCE 
na dwie części równe , przeto (pod, 17, ks. 
III) P M : P E — CM:CE = CD:CA=z:A:A>; 
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więc CPM : CPE ==A : A', i następnie CPM: 
CPM + CPE albo CME = A : A + A ' . Że zaś 
CMPA, c/.yli 2.CMP i CME maj? się do sie-
bie jak wielokąty B ' i B , których one są 
częściami, przeto" Po-

przednio juz znaleźliśmy A ' , a z ostatniej 

proporcji znajdziemy: ; więc 

za pomocą wielokątów A i B , łatwo jest 
oznaczyć wielokąty A ' i B', mające dwa razy 
więcej boków od tamtych. 

P O D A N I E X I V . 

Zagadnienie. 

Oznaczyć przybliżony stosunek okręgu ko-
la do- średnicy. 

Niech będzie promień kola zrz 1, bok 
kwadratu w nie wpisanego będzie 
(pod. 3 ) , a bok kwadratu opisanego będzie 
równv średnicy 2 ; a zatem powierzchnia 
kwadratu wpisanego z z : 2 , a powierzchnia 
kwadratu opisanego = 4 . Wiedząc, że 
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A i B z z : 4 , podług zagadnienia po-
przedzającego znajdziemy, że powierzchnia 
ośmiokąta wpisanego 
i powierzchnia ośmiokąta opisanego 

» 
Znając ośmiokąt 

w p i s a n y i opisany, znajdziemy powierzchnie 
wielokątów o dwa razy większej liczbie boków: 

dla tego uczyńmy znowu 
a znajdziemy 

Następnie wielokąty o 16 bokach posłużą 
do obliczenia wielokątów o 32 bokach, i 
tak dalej postępujmy, dopóki nie otrzy-
mamy dla wielokąta wpisanego i opisane-
go wartości nie różniących się pomiędzy 
sobą w tylu cyfrach dziesiętaych, w ilu ra-
chunek uskuteczniono, a w prz)kładzie obe-
cnym w siedmiu cyfrach. Doszedłszy do te -
go wniesiemy, źe powierzchnia koła jest ró-
wna ostatniemu wypadkowi; gdyż koło zawszs 
jest większe od wielokąta w nie wpisanego a 
mniejsze od wielokąta na nićm opisanego; 
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jeżeli więc wielokąty nie różnią się od siebie 
w pewnej liczbie cyfr dziesiętnych, tern bar-
dziej powierzchnia kola nie będzie się różnić 
od powierzchni któregokolwiek wielokąta, w 
tej samej liczbie cyfr dziesiętnych wyrażonćj. 

Oto są wypadki z obliczenia wielokątów 
doprowadzone do takich, które nie różnią 
się od siebie w siedmiu cyfrach dziesiętnych. 

Licz: boków7. Wiel . wpisany. Wiel . opisany. 

4 . . 2 , 0 0 0 0 0 0 0 . . 4 , 0 0 0 0 0 0 0 
8 . . . 2 , 8284271 . . 3 , 3 1 3 7 0 8 5 

16 . . 3 , 0 6 1 4 6 7 4 . . 3 , 1 8 2 5 9 7 9 
3 2 / . 3 , 1 2 1 4 4 5 1 . . 3 ,1517249 
64 . . 3 , 1 3 6 5 4 8 5 . . 3 , 1 4 4 1 1 8 4 

128 . . 3 , 1403311 . . 3 ,1422236 
256 . . 3 , 1412772 . . 3 ,1417504 
5 1 2 . . 3 , 1415138 . . 3 , 1 4 1 6 3 2 1 

1024 . . 3 , 1 4 1 5 7 2 9 . . 3 , 1 4 1 6 0 2 5 
2048 . . 3 , 1 4 1 5 8 7 7 . . 3 , 1 4 1 5 9 5 1 
4096 . . 3 , 1 4 1 5 9 1 4 . . 3 , 1 4 1 5 9 3 3 
8 1 9 2 . . 3 , 1 4 1 5 9 2 3 . . 3 . 1415928 

16384 . . 3 , 1 4 1 5 9 2 5 . . 3 ,1415927 
32768 . . 3 , 1 4 1 5 9 2 6 . . 3 ,1415926 
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Ztąd wnoszę, że powierzchnia kolo, któ-
rego promień ~ 1 , jest 1415926. Dla 
błędu, który mógł powstać od opuszczonych 
cyfr dziesiętnych, możnab'v być w niejakiej 
wątpliwości co do ostatniej cyfry dziesiętnej; 
lecz rachunek wykonano z 8 cyframi dziesię-
tnemi, aby być pewnym dokładności wszyst-
kich cyfr dziesiętnych w wartościach przy-
wiedzionych. 

J 

Ponieważ powierzchnia koła jest równa 
iloczynowi z połowy okręgu przez pro-
mień, a promień jest 1, przeto półokrąg 
= 3 , 1 4 1 5 9 - 6 ; jeżeli zaś średnica rów na 1, 
okrąg kola 14 15926 ; a zatem stosunek 
okręgu koła Jo średnicy, który oznaczyliśmy 
wyżej przez n — 3 ,1415926 . 

P O D A N I E X V . 

Twierdzenie przybrane. 

Trójkąt (fig. 175) CAB jest równoważny 
trójkątowi równoramiennemu DCE, mającemu 
x nim kąt C wspólny i którego bok CE ró~ 
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wny CD, jest średnio geometrycznie propor-
cyonalny między CA i CB. Nadto jeżeli kąt 
CAB jest prosty, prostopadła CF spuszczona 
na podstawę trójkąta równoramiennego, bę-
dzie średnio geometrycznie proporcyonalna 
między bokiem CA i połową summy boków 
CA i CB. 

1. Gdyż dla kąta wspólnego C, trójkąt 
ABC tak się ma do trójkąta równoramienne-
go D C E , juk A C X C B do D C X C E , czyli do 

przeto te trójkąty są z sobą równowa-

żne, jeżeli czyli jeżeli bok 
DC jest średnio geometrycznie proporeyo-
dpIiit między AC i BC. 

2. Ponieważ prostopadła CGF dzieli kąt 
ACB na dwie części równe, przeto AG: GB 
rm AC : CB , zkąd AG : AG + G B r = A C : AC 
+ CB; że zaś AG tak się ma do AB , jak 
trójkąt ACG do trójkąta ACB, albo do 
2 .CDF; jeżeli nadto kąt A jest prosty, t rój-
kąty prostokątne ACG i CDF będą podobne 

i dadzą A C G : C D F więc 

AC:AC- | -CB. Pomnożywszy wy-
19 
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razy stosunku drugiego przez AC, poprze-
dniki będą sobie r ó w n e , a tem samem 

cz>Ii w 

więc 2 jeżeli kąt A jest pro-

sty, prostopadła CF będzie średnio geome-
trycznie proporcyonalna między AC i połową 
summy boków AC i CB. 

\ 

P O D A N I E XVI. 

Zagadnienie. 

Znaleść koło, któreby od wielokąta da-
nego różniło się tak mało, jak się podoba. 

Niech będzie np. kwadrat BMNP (fig. 176); 
ze środka C spuśćmy prostopadłą CA na bok 
MB i połączmy punkta C i B linią prostą CB. 

Koło zakreślone promieniem CA będzie 
wpisane w kwadrat , a kolo zakreślone pro-
mieniem CB będzie opisane na tym samym 
kwadracie; pierwsze mniejsze, a drugie wię-
ksze ud kwadra tu , idzie zaś o t o , aby je 
zbliżyć do siebie. 
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Weźmy CD i CE równe średnio geome-
trycznie proporcjonalnej między CA i CB, i 
poprowadźmy E D ; trójkąt równoramienny 
CDE będzie równoważny z trójkątem CAB 
(i od. 15) ; uskuteczniwszy toż samo dla ka-
żdego z ośmiu trójkątów składających kwa-
drat , utworzy się ośmiokąt foremny, równo-
ważny z kwadratem BMNP. Koło zakreślone 
promieniem CF, który jest średnio geometry-

cznie proporcyonalny między CA 

będzie wpisane w ośmiokąt, a koło zakreślo-
ne promieniem CD będzie na nim opisane. 
A zatem koło pierwsze będzie mniejsze a 
drugie większe od kwadratu danego. 

Podobnież zamieniwszy trójkąt prostoką-
tny CDF na trójkąt równoramienny z nim ró-
wnoważny, otrzymamy szesnastokąt foremny 
równoważny z kwadratem danym. Koło wpi-
sane w ten wielokąt będzie mniejsze, a koło 
na nim opisane będzie większe od kwadratu 
danego. 

1 tak dalćj można postępować, dopóki sto-
sunek między promieniem koła wpisanego i 
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• promieniem koła opisanego nie będzie różnił 
się tak mało od równości, ile się podoba. Na-
tenczas jedno lub drugie koło, będzie można 
uważać jako równoważne z danym kwadratem. 

Uwaga. Oto jest sposób obliczania pro-
mieni po sobie idących. Niech będzie a pro-
mień koła wpisanego w jeden z wielokątów 
znalezionych , b promień koja opisanego na 
tymże wielokącie; niech będą a ' i bf promie-
nie koła wpisanego i opisanego na wielokącie 
o podwójnej liczbie boków względem tam-
tego. Podług tego co okazano, bl jest śre-
dnio geometrycznie proporcyonalne między 
o i 6 , a a ' jest średnio geometrycznie pro-

porcjonalne między tak że mamy 

prze-

to mając wiadome promienie a i b dla jedne-
go wielokąta, łatwo znaleść promienie af i 
br dla wielokąta następującego, i tak bę-
dziemy postępowali, dopóki różnica między 
temi promieniami nie stanie sig dostatecznie 
małą , a wtedy jeden lub" drugi będzie pro-
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mieniem kola równoważnego z kwadratem, lub 
jakimkolwiek danym wielokątem foremnym. 

Sposób ten jest łatwy w użyciu na li-
niach, gdyż sprowadza się do wynalezienia 
następnych średnio geometrycznie proporcyo-
nalnych między liniami wiadomemi, lecz 
jeszcze łatwiej może być zastosowany do 
liczb; ten sposób jest jednym z najdogodniej-
szych, jakie geometrya elementarna może 
podać na szybkie obliczenie przybliżonego 
stosunku okręgu koła do średnicy. Niech 
będzie bok kwadratu = 2 , promień pier-
wszy CA koła wpisanego będzie 1, a pier-
wszy promień CB koła opisanego będzie 

czyli 1 ,4142136. Uczyniwszy zatóra 
a = l , i 6 = 1 , 4 1 4 2 1 3 6 , znajdziemy: & ' = 
1 ,1892071 i a ' = 1 ,0986841. Te liczby 
posłużą do obliczenia następujących promieni. 

Oto wypadek rachunku z siedmioma, lub 
ośmioma cyframi dziesiętnemi, uskute-
cznionego za pomocą tablic logarytmów 
zwyczajnych. 

16* 
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Promienie kół opis. Promienie kół wpis. 
1 ,4142136 . . 1 ,0000000 
1 ,1892071 . . 1 , 0986841 
1 ,1430500 . . 1 ,1210863 
1 ,1320149 . . 1 ,1365639 
1 ,1292862 . . 1 ,1279257 
1 ,1286063 . . 1 , 1282657 

Ponieważ pierwsza połowa cyfr w warto-
ściach obu promieni jest jednakowa, przeto 
zamiast średnio geometrycznie proporeyo-
nalnych można wżiąść średnio arytmetycznie 
proporcyonalne, które różnią się od tamtych 
tylko cyframi następującemi. Takim sposo-
bem rachunek bardzo się skróci i otrzyma-
my wypadki: 

1 ,1284360 1 ,1283508 
1 ,1283934 1 ,1283721 
1 ,1283827 1 ,1283774 
1 ,1283801 1 , 1 2 8 3 7 8 7 
1 ,1283794 1 ,1283791 
1 ,1283792 1 ,1283792 , 

Przeto 1 ,1283792 jest przybliżoną war-
tością promienia koła równoważnego z kwa-
dratem, którego bok = 2 . Ztąd łatwo ozna-
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"czyć przybliżony stosunek okręgu kola do 
średnicy: gdyż okazano, że powierzchnia ko-
ła jest równa kwadratowi z promienia po-
mnożonemu przez liczbę n \ jeżeli więc 
podzielimy powierzchnię 4 , przez kwadrat 
z 1 , 1 2 8 3 7 9 2 , otrzymamy n' , wykonawszy 
działanie znajdziemy ~ 3 ,1415928 . . . , co 
już otrzymaliśmy poprzednio. 

- « J-JCjOc-t-̂ " 
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DODATEK DO KSIĘGI IV. 

O NAJWIĘKSZYCH I NAJMNIEJSZYCH ILOŚCIACH. 

O p i s . 
• • i 

Figurami równoobwodowemi nazywają się 
figury, których obwody są sobie równe. 

P O D A N I E I . 

Twierdzenie. 

Z pomiędzy wszystkich trójkątów, mających 
równe obwody i wspólną podstawę, ten jest 
największym, którego dwa inne boki są so-
bie równe. t 

Niech będzie (fig. 177) AC = CD i AM-f-
MD = AC + CB, powiadam, że trójkąt ró-
wnoramienny ACB jest większy od trójkąta 
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AMB, mającego jednakowy z nim obwód i 
wspólną podstawę. 

Z punktu C jako ze środka, promieniem 
A C r ^ B C opiszmy okrąg ko la , który prze-
tnie się z przedłużeniem AC w punkcie D, 
połączmy punkt D z punktem B, a kąt DBA 
wpisany w półkole będzie prosty (pod. 15, 
k s . I I ) . Przedłużmy linię DB ku N, uczyńmy 
MN — M B , i poprowadźmy AN, nakoniec 
z punktów M i G spuśćmy prostopadłe MP i 
CG na DN. Ponieważ C B = r C D i MN = 
MB, przeto AC + C B = A D , i A M + M B = 
AM + MN. Że zaś AC-j-CB = AM + MB, 
więc A D — A M + M N i tem samćm AD^> 
A N ; ponieważ pochyla AD jest dłuższa od 
AN, przeto B D > B N (pod. 12, ks. i ) , więc 
BG jako potowa linii DB, będzie większa od 
BP polowy linii BN. Trójkąty ABC i ABM 
mające wspólną podstawę AB, mają się do 
siebie jak ich wysokości BG i BP, że zaś BG 
> B P , więc trójkąt równoramienny ABC 
jest większy od trójkąta nierównoramienne-
go AMB, mającego takiż sam obwód i wspól-
ną z nim podstawę. 

http://rcin.org.pl



226 

P O D A N I E II . 

Twierdzenie. 

Wielokąt równoboczny jest największy 
z pomiędzy wielokątów równoobwodowych. 

Gd}ż niech będzie (fig. 178) wielokąt 
największy ABCDEF; jeżeli bok jego BG nie 
jest równy CD, wystawmy na BD trójkąt 
równoramiennyBOD równoobwodowy zBCD: 
trójkąt BOD będzie większy od BCD (pod. I), 
a następnie wielokąt ABODEF większy od 
ABCDEF; przeto ostatni nie byłby najwię-
kszy ze wszystkich, mających jednakowy z nim 
obwód i jednakową liczbę boków, co się sprze-
ciwia założeniu. Powinno więc być BCcnCD, 
dla tćj samćj przyczyny będzie: C D z r r D E , 
D E z z r E F i t. d.; więc wszystkie boki wielo-
kąta największego są sobie równe. 

P O D A N I E I I I . 

Twierdzenie. 

Z pomiędzy wszystkich trójkątów, to któ* 
rych dwa dane boki iworzą kąt upodobany, 
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największy jest len, w którym te dwa boki 
czynią kąt prosty. 

Niech będą trójkąty BAC i BAD (fig. 179) 
mające bok AB wspólny i bok AC==zAl); , 
mówię że jeżeli kąt BAC jest prosty, trójkąt 
BAC będaie większy od trójkąta BAD, w któ-
rym kąt A jest ostry, lub rozwarty. 

Ponieważ podstawa AB jest wspólna 
przeto trójkąty BAC-i BAD mnją się do sie-
bie w stosunku swoich wysokości AG i DE; 
że zaś prostopadła DE jest krótsza od po-
chyłej AD, czyli jej równćj AC, przeto trój-
kąt BAD jest mniejszy od trójkąta BAC. 

> • ' « 

P O D A N I E IV. 

Twierdzenie. 

Z pomiędzy wszystkich wielokątów ograni-
czonych przez boki dane i ostatni dowolny, 
ten jest największy, którego wszystkie wierz-
chołki są na półokręgu koła mającego za * 
średnicę bok nieoznaczony. 

Niech będzie wielokąt ABCDEF (fig. 180) 

http://rcin.org.pl



228 

największy z pomiędzy wielokątów utworzo-
nych przez boki dane AB, BC, CD, DE i 
E F , i ostatni dowolny AF; przeciągnijmy 
przekątne AD i DF. Jeżeliby kąt ADF nie 
był prosty, natenczas uczyniwszy kąt ADF 
prostym możnaby było podług twierdzenia po-
przedzająoego, powiększyć trójkąt ADF, przez 
co powiększyłby się i wielokąt ABCDEF; że 
zaś założono, ie wielokąt ABCDEF doszedł 
do swojej największości i że tem samem po-
większyć się nie może, przeto kąt# ADF jest 
prosty, a jego wierzchołek D znajduje się na 
półokręgu, którego średnicą jest AF. Toż 
samo rozumieć o kątach ABF, ACF i AEF; 
więc wszystkie wierzchołki A, B, C, D, E i 
F wielokąta największego, znajdują się na 
półokręgu koła , którego średnicą jest bok 
nieoznaczony AF. 

Uwaga. To twierdzenie nastręcza pyta-
nie: czyli mając dane wszystkie boki prócz 
ostatniego, który jest niewiadomy, można 
z nich kilkoma sposobami utworzyć wielokąt 
taki, oby ostatni bok był średnicą półkola, 
w któreby inne boki były wpisane. Wprzód 
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nim rozwiążemy to pytanie nważmy, że j e -
żeli jedna i ta sama cięciwa AB (fig. 181) 
podpiera łuki opisane różnemi promieniami 
AG i AD, natenczas z pomiędzy kątów opartych 
ramionami o tę cięciwę, a mających wierz-
chołki w środkach kó ł , ten będzie m»iejszy, 
który się znajduje w kole opisanem promie-
niem większym, t. j . W samćj 
rzeczy kąt ADO — ACD + CAD (pod. 3 2 , 
ks. I), przeto pomnożywszy 
obie ilości przez 2 , będzie 

P O D A N I E V. 

Twierdzenie. 

Mając dane boki wielokąta i ostatni nie-
wiadomy, mający hyc średnicą półkola, w któ-
reby inne boki były wpisane, tylko jednym 
sposobem można z nich utworzyć wielokąt 
AB CDE F. 

Przypuśćmy (fi. 180) albowiem, że znale-
źliśmy koło, które odpowiada na zagadnienie; 
jeżeliby wzięto koło większe, cięciwy AB, 

20 
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BC, CD i t. d. odpowiadałyby kątom środko-
wym mniejszym; a zatćra summa kątów środ-
kowych byłaby mniejsza od dwóch kątów 
prostych, i tem samćm końce boków danych 
nie schodziłyby się z końcami średnicy. Prze-
ciwna niedorzeczność miałaby miejsce, gdy by 
wzięto kolo mniejsze; a zatćm w mowie bę-
dący-wielokąt może być tylko w jedno kolo 
wpisany. 

Uwaga. Można podług upodobania zmie-
niać porządek między bokami AB, BC, CD 
i t. d., lecz średnica koła i powierzchnia 
wielokąta zawsze pozostaną też same; gdyż 
jakikolwiek będzie porządek łuków A B , BC 
i t. d., jeżeli tylko ich summa stanowi pół 
okręgu, wielokąt mieć będzie jednakową po-
wierzchnię, która jest równa półkolu zmniej-
szonemu odcinkami AB, BC i t. d., których 
powierzchnia zawsze będzie jednakowa. 

P O D A N I E VI . 

Twierdzenie. 

Z pomiędzy wielokątów utworzonych przez 
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boki dane, ten jest największy, który może 
hyc wpisany w koło. 

Niech będą wielokąty ABCDEF (fig. 182) 
i abedef utworzone przez boki dane , z któ-
rych pierwszy może, a drugi nie może być 
wpisany w k o ł o ; mówię, ie wielokąt pier-
wszy jest większy od drugiego. 

Poprowadźmy średnicę E M , połączmy 
punkt M z A i B liniami AM i MB, na ab=z 
AB nakreślmy trójkąt abm równy ABM i 
poprowadźmy 4m, 

Na zasadzie podania IV, wielokąt EFGAM 
jest większy od efgam, jeżeli ten ostatni nie 
mo/e być wpisany w półkole, którego śre-
dnicą jest bok ero, w przypadku zaś przeci-
wnym dwa wielokąty podług pod. V, byłyby 
sobie równe. Dla podobnćj przyczyny wielo-
kąt EDCBM jest większy od edcbm, z wa-
runkiem podobnym poprzedniemu, w braku 
którego dwa wielokąty byłyby sobie równe. 
Azatóm cały wielokąt EFGAIUBCDE jeżeli nie 
jest równy, musi być większy od efgambcde'} 

ie zaś wielokąty EFGAMBCDE i efgambcde 
me są sobie równe, gdyż jeden z nich jest 
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wpisany w koto, a drugi podług założenia nie 
może być wpisany; a zatćm wielokąt pierwszy 
jest większy od drugiego. Odjąwszy z obu 
stron trójkąty równe ABM i abm, pozostanie 
wielokąt wpisany ABCDEFG większy od wie-
lokąta abcdefg, którego wpisać nie można. 

Uwaga. Podobnie jak w pod. V można 
okazać, że jedno jest tylko kolo, i lem sa-
mem jeden wielokąt największy, który czyni 
zadosyć pytaniu; powierzchnia zaś tego wie-
lokąta pozostałaby zawsze jednakowa, jaki-
kolwiek zachowanoby porządek między jego 
bokami. 

P O D A N I E V I I . 

Twierdzenie. 

Z "pomiędzy wielokątów równoobwodowych, 
mających jednakową liczbę boków, wielokąt 
foremny jest największy. 

Gdyż podług twierdzenia I I , boki wielo-
kąta największego są gobie równe , a podług 
twierdzenia poprzedzającego on może być 
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wpisany w k o l o , przeto wielokąt foremny 
jest największy. 

P O D A N I E V I I I . 

Twierdzenie. 

Dwa kąty, mająre wierzchołki w środkach 
kół różnych, mają się do siebie, jak łuki 
zawarte między ich ramionami, podzielone 
przez promienie tychże kół. 

To jest: tak się ma kąt C (fig. 183) do kąta 

O jak stosunek do stosunku Z pun-

ktu O promieniem OF równym AC, opiszmy 
luk FG, zawarty między przedłużonemi ra -
mionami OD i O E ; ponieważ, promienie AC 
i OF są sobie równe, będzie C : Orz :AB : F G 

(pod. 17, ks, II), czyli Że zaś 

luki FG i DE są sobie podobne, przeto (pod. 

II) F G : D E = F O : D O ; więc stosunek 

16* 
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jest równy stosunkowi a tóm samćm 

mamy: 

P O D A N I E I X . 

Twierdzenie. 

Z dwóch wielokątów równoobwodowych fo-
remnych_ ten jest większy, który ma większą 
liczbę boków. 

Niech będzie DE (fig. 184) polową boku 
jednego z dwóch wielokątów, a O jego śro-
dkiem i OE promieniem koła weń wpisane-
g o ; niech będzie AB połową boku drugiego 
wielokąta, C jego środkiem i CB promieniem 
koła weń wpisanego. Zakładamy że środki 
O i C są w dowolnej odległości od siebie, a 
promienie kół wpisanych OE i CB leżą 
w linii prostej OC, tak że kąty DOE i ACB 
są połowami kątów środkowych wielokątów;" 
ponieważ zaś te kąty nie są sobie równe, 
linie CA i OD będąc przedłużone, przetną się 
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z sobą gdziekolwiek, np. w punkcie F ; z te-
go punktu spuśćmy prostopadłą FG na O C , 
z punktów O i C jako ze środków, opiszmy 
łuki GJ i G H , kończące się na-bokach OF 
i CF. 

To założywszy podług twierdzenia poprze-

dzającego będzie że zaś 
v » 

DE tak się ma do obwodu pierwszego wie-
lokata, jak kąt O do cztćreeh kątów pro-
stych , przeto dla równości obwodów wielo-
kątów, będzie D E : A B = 0 : C , czyli D E : 

; pomnożywszy poprzedniki 

przez OG a następniki przez CG, będzie: DE 
X O G : A B X C G = G J : G H . Lecz trójkąty 
podobne ODE i OFG dają O E : O G = D E : 
F G , zkąd D E X O G — O E X F G ; podobnie 
znajdziemy A B X GG:rr C B X E G ; a zatem 
O E X F G : C B X F G = r G J : G H , czyli OE: 
C B u z G J i G H . Jeżeli .więc okażemy, że łuk 
GJ jest większy od GII , to ztąd wypadnie 
że OE jest większe od CB. 

Z drugiej strony boku CF nakreślmy fi-

* 
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gurę CK# równą figurze CGx, gdzie CK = 
CG, kąt HCK = HCG, i łuk Kx = a:G; Ii-
nia krzywa Ka?G otoczy łuk KIIG i zatóm 
będzie większa od niego (pod. 9); więc pó-
łowa tej krzywój, to jest: G^ , jest większa 
od GH polowy łuku G H K , i tem bardzićj 
GJ jest większe od GIT. 

Ztąd wynika że OE jest większe od CB, 
że zaś dwa wielokąty, mające równe obwody, 
mają się do siebie jak promienie kół wpisa-
nych (pod. 7), przeto wielokąt, którego po-
lową boku jest D E , jest większy od wielo-
ką ta , którego pólową boku jest AB; że zaś 
pierwszy ma więcej boków, gdyż jego kąt 
środkowy jest mniejszy, przeto nakoniec 
z dwóch wielokątów równoobwodowych fo-
remnych ten jest większy, który ma większą 
liczbę boków. 

Kolo jest większe od wszelkiego wielokąta 
s niem równoobwodowego. 

Już dowiedziono, że z pomiędzy wieloką-
tów równoobwodowych o iednakowój liczbie 
bokówr, wielokąt foremny jest największy, a 
zatem idzie już tylko o porównanie koła z ja-
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kimbądź wielokątem foremnym z niem ró- -
wnoobwodowym. Niech będzie (fig. 185) 
AJ potowa boku tego wielokąta, a C jego 
środek. Niech będzie w kole równoobwo-
dowćm kąt D O E z r r A C J , a tćm samćm luk 
DE równy AJ. Wielokąt P tak się mą do 
kola C jak trójkąt ACJ do wycinka ODE; a 
zatem będzie 
r r : CJ : OE. Przez punkt L poprowadźmy sty-
czną E G , która przetnie się z przedłużeniem 
OD w punkcie G ; trójkąty podobne ACJ i 
GOE dadzą proporcyę: C J : O E = AJ, czyli 
B E : GE, więc P : C = D E : G E , albo jak 
się ma które jest miarą wycinka 
D O E , do które jest miarą 
trójkąta G O E ; że zaś wycinek jest mniejszy 
od trójkąta, przeto P jest mniejsze od G : 
więc koto jest większe od wszelkiego wie-
lokąta z nićm równoobwodowego. 

K O N I E C 
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Hii księgami . . . I 8t 

KSIĘGA III. O proporcyonalności figur . . . . . 99 

Zagadnienia 160 

KSIĘGA IV. O wielokątach foremnych i o mierze-

niu koła 182 

Dodatek do księgi czwartej , o największych i naj-

mniejszych ilościach 2Zi 

• ' * 
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BŁĘDY DOSTRZEŻONE. 

stron: wiersz zamiast poprawie 

5 U 42 46 
U 6 wszzstkie wszystkie 
12 11 34 17r 
50 8 katów kątów 
74 7 luk łuk 
— ,18 po wyrazie: zawartemi, dodać: mię-

dzy 0 i 1, a kąty rozwarte 
liczbami zawartemi między 

80 8 prez przez 
91 7 prostopadła prostopadłe 

101 4 ; 
104 17 ednakową jednakową 
105 17 AD AE 
128 5 inie linie 
130 4 po wyrazie równe położyć przecinek 
133 20 G F * 
151 19 Podanie! . Podanie XXIX. 
156 10 fig. 139 fig. 140 
164 15 sposób rodzaj 
169 4 i 5 fig. 150 fig. 152 
192 w przypisku wiersz 9, po wyrazie w ogól-

ności o, powinno być 2" 4 - 1 ; toż samo 
w wierszu ostatnim po wyrazie byliby. 
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