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Vorrvede.

%[us einem dbnlichen Vediirfniffe, toie Ddiefe deutfche
WBearbeitung de8 Navier'fdyen Lehrbuds, ift aud) die als
Anbang diefem iveiten Vande beigefiigte Abhandlung Dher=
vorgegangen, in weldyer id) dem miv geduferten Wunfdye
su entfprechen gefudyt habe, den Scbiilern der Diefigen polp=
tedynifchen Schule eine moglichft flave und einfacde Einlei=
tung in dag Verftandnif der Methode der Eleinften Quadrate
darsubieten. Mian findet Hier im Wefentlichen eine elemen=
tave Jeproduction dev urfpritmglidhen Darftellung ded be=
rithmten Erfinders der Methode, tvelde in den Sdriften
enthalten ift :

Gauss, theoria motus corporum coelestium. 1809.

Lib. II. Sect. IIL,
Gauf, BVeftimmung der Genauigleit der Veobadytun=
gen (in der Beitfhrift fitv Aftvonomie, Mdry und
April 1816),
unter Jugichung der AGHandlung von Ende in den Ver=
liner aftronomifchen Jahrbitdern filv 1834. 1835. 1836,
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und mit Ausfchliefung aller derjenigen vein theovetifchen
Speculationen pon Gaup, Laplace w A. fiber das Bor=
fommen der Beobadytungsfehler, mwelde die Geftalt bder
Function vollfommen unbeftimmt [affen, durd) deven Hiilfe
die Wabhrfdeinlichfeit eines Weobacdhtungsfehlers in ibrer
AbDangigPeit von diefem Beobadytungsfehler audgedritcft
wird. Jtur in Vegiehung auf die Grundlegung der Me=
thode Dabe id) e8 vorgesogen, den Gang de8 Erfindersd ju
verlaffen und mich an die Sdyrift zu halten:

vagen, Grundsiige der Wabrfdyeinlidfeitsrechnung,

1837,
wad i) glaube bier mit einigen Worten rechtfertigen zu
mitffen. ‘

So lange man den Sap vom avithmetijhen Miittel
alg ein Ariom dev Methode der Eleinften Quadrate jum’
Grunde legt, fo Dat man damit fireng genommen nicdhts
andered audgefagt, al8 dag in allen Gattungen von BVeob=
adtungen, in denen man bei der Aufjuchung einev eingigen
unbefannten Gonftante aud beobadyteten Werthen Dderfelben
fidy ded avithmetifchen Miitteld jur BVeftimmung ded mwalhr=
fdheinlichften LWerthed diefer Conftante bedient, die Unwen=
dung der Methode der Eleinfien Duadrate aud) auf alle
complicivteven Aufgaben gevedytfectigt iff, mweldye die Be=
flimmung beliebig vieler unbefannten Conftanten aus den
bepbachteten Werthen von beliebigen Functionen diefer Con=
ftanten fordern. Die Juldffigteit der Methode dev Eleinjten
Quadrate jur BVeftimmung der Werthe unbeFannter Con=
ftanten wird alfo in jedem eingelnen Falle abbhingig gemadyt
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pon der Juldffigleit eined gewiffen befondeven Falled bdiefer
Methode, weldyer Fall gwar der einfachite unter allen miog=
lichen ift, fitr deffen Buldffigkeit felbft jedod) Feinerlei Avt
pon Kritevium gegeben wird, fondern lediglich dem NMeinen
und Dafiirhalten die Entfdheidung an[)ehﬁgeﬁeﬂt bleibt, Man
Fann gugeftehen, dag dem Grfinder der Methode eine folde
Juritdfithrung ihrer Anwendbarfeit bei dev evften Darftel=
fung feiner Grfindung vollfommen frei ftand; wurde ja
damit dic Methode felbft twenigftend vorldufig fidyer geftellt,
ndamlich auf eine Thatfache geftitpt, der man im tdglichen
Leben, wenn aud) obne ein deutlidhed BVewuPtfein ded Grun=
bed, die Unerfennung niemald verfagt. Aber offenbar war
Diedurd) die Jrage nady der VWegriindung ded Safed pom
avithmetifchen Miittel Feinedivegd evledigt, fondern nuv erft
pertagty O. b. e8 blieb nod) die Forderung offen, duvd tie=
fere8 Gingeben auf die Natur und die Entjtehung der (u=
falligen) Weobadytungsdfehler eine fo allgemeine Grundlage
per Methode der Fleinften Quadrate ju Tage ju fordern,
paf davin gleihmdpig die einfachften ftoie die vevwiceltften
Aufgaben, welde man diefer Wethode unterlegen mag, die
Sphare ihrer Suldffigleit geseidhnet finden. Soldbes {dyeint
mir auf eine hHochit einfacde Weife dev von Hagen einge=
fdlagene Weg ju leiften, mweldyer fih auf die Annahme
ftitgt : »Der Veobadytungsfehler ift die algebraifdye Summe
au8 einer unendlidy grofen ngahl elementaver Sebler, die
alle gleidy groff find, und von denen jeder eingelne eben fo
leidyt pofitiv, wie negativ fein Fann.” Mt anderen Worten
die Anwendung der Methode der Fleinfien Quadrate Fur
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Beftimmung unbefannter Conftanten wicd itbevall gevedht=
fertigt fein, wo die Diev ausgefprodyene Annabme tber die
Natur dev Veobadytungsfehler ald juliffig angefehen werden
darf; ober bielmelhr fie wird (da fireng genommen diefer
Annahme niemals Geniige gefhehen Faun) defio melr ge=
vedytfertigt fein, je ndaber in dem eingelnen Falle diefe An=
nahme mit dev Natur der vorhandenen Veobad)ytungsfehler
sufammenitimmt.  Hievin liegt mithin dag Kenngeichen fitv
die Aniwendbarfeit dev Methode der Eleinfien Quuadrate aus=
gedritt, weldhes aller numerifhen Redynung voraufgehen
muf, und tweldyes, wie man leidyt fieht, immer nody wenig=
fteng die MiglichPeit offen [Gft, daf aud) der Sap vom
avithmetifchen Mittel vielleidht nidht in allen denfbaren
Fillen gulaffig fei, wie man jonft anjunehmen geneigt ift.

Es fann nidyt in Abvede genommen werden, daf die
Hagen’ {de Hopothefe, fo toie fie hier benupt mworden ift,
nod) gegritndete Bedenfen guldft und da ihrve vorzitglid)jte
Cigenfchaft eben nur davin befteht, daf fie die einfadyfte ift,
weldhe man madyen Fann, und die auf ihv berubende NRedy=
nung fidy fo aufevordentlich cinfady geftaltet. Eine ticfete
und erfdydpiendere Vehandlung ded fraglidhen Gegenftanded
bat {ibvigens, in gleicher Anerfennung der in der Theorie
geblicbenen Liife, BWeffel in einer Abhandlung geliefert
(Aftronom. Nadyrichten 1838, Wand XV. Nfr. 358. 359.),
welche ebenfalls von der Vorausfepung ausgeht, daf eine
grofe Angahl von Wrfaden jur Hervorbringung ded Beob=
~adhtungsfehlerd jufammenivirfen, daneben aber die Gefepe,
nad) weldyen die eingelnen Fehlerurfadhen tvivken, vollfoms=
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men unbeftimmt [t und nur die Annabme madyt, daf
unter den aud den eingelnen Urfadyen hevvorgehenden mitt=
Teven Fehlevn Feinevr die itbrigen betvddtlich {ibertreffe.
A8 Grgebnif der Unterfudhung findet fidy hiev wieder das=
felbe Gefep fitr die Wabrfdheinlichfeit der Weobadytungs=
fehler, von weldhem Gaup suerft gezeigt Dat, daff e3 dad
von der BVorfchrift ded avithmetifchen Mitte(d geforderte ift.
Mian fieht leicht, in tie fern diefe Veffel’fdye Unterfu=
dung einen Sdyritt tiefer auf da8 Wefen der Sadye ein=
gebt alg Ddiejenige Hagen’s, indem namlicdy dev von Hagen
fogenannte elementave Sebler hier nidt wie eine alg ge=
geben voraudzufeende Grife erfdeint, fondern nur als
mittlever Fehler gedadyt wird, bervorgebend aus einer Feller=
urfache, deven WirFungdgefels vollfommen unbeftinunt ge=
[affen wird. €8 muf indeffen geniigen , alle diejenigen
Lefer, deven theovetifches BVediirfnif iber die Grangen der
bier gelieferten A0handlung hinaudgeht, auf die angegeigte
Unterfudyung BVeffel’8 aufmerffam gemadit ju Daben, da
der Gang Oerfelben {id) nidyt twohl gu einer elementaren
AWiedergabe eignet.

SdlieBlidy bemerfe idy, daf id) in BVejug auf die
Sdydrfe dev Wegriffsbeftimmungen einer Abhandlung von
Reufd e itber die Miethode der Eleinften Quadrate, in
Grelle’s Journal 1843. Vand XXVL $eft 4., wefentlidye
Dienfte verdanfe.

Hannover im Januar 1849,
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Jur jweiten Anflage.

@[eic{)mie in dem erften Wande, {ind auc) dem Terte
ded gtweiten Vande§ in diefer neuen Auflage hin und ieder
fleine YAnmerfungen und Jufipe eingefdyoben worden, fo=
wohl in dem Lehrbuche feldft, al8 audh in dem Anhange
itber dic Methode der Fleinften Quadrate. Jd) hoffe, dap
dadurdy iitbevall das Berftandnif gefordert fein mioge. Dem
Anbhange eine gropeve AusfithrlichPeit su geben alg bigher,
namentlich in der Jahl Dder beizufitgenden Veifpiele, habe
idy indeffen Bedenfen getragen, toeil dadurd) der Umfang
deafelben obne Werhaltnif wiivde angervad)fen fein.

Hannover im October 1854.
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Diffevential - und Jutegralvedinung.

XXX. DBeftimmte JIntegrale. Differentiation und JIntegration
unter dem Jeidhen [

§. 342, Gin Dbeftimmtes JIntegral hat die Geftalt

b
f fle) da,
a

wo o die Verdnderliche Degeichnet, f(a) irgend eine Function
von «, und @ und b swei Conftanten. Wermige deffen,
was im XXVIIL Abfdnitte gefagt mworden ift, bat diefer
Ausdrud im allgemeinen einen beftimmten conftanten Werth;
und will man fih) von demfelben cin geometrifches Bild
machen, o Fann man ihn tie die Darftellung der Flade
ciner Gurve anfeben, deren Abfeifle o und deven Ordinate
f() ift, welde Flache durdy die Abfriffenacyie, die Curve
und diejenigen beiden Ordinaten begrinst twird, denen die
Abfeiffen « =a und «=1>= zugehdren. Wian Fann den
Werth jened Ausdrudsd immer entweder genau oder ange-
ndbert angeben, mit Ausdnahme der Fiille, wo die Ordinate
f(@) filv einen oder mebrere Werthe von e innerhalb der
Grangen @ und b unendlidy grof wird; diefe Fille erfordern
qrotentheil8 eine eigene Unterfudyung.

§. 343. Diefer Auffafjung gegenitber fann man dic
Betracdhtung ded beftimmten JIntegrals unter cinen allgemei-

Navier, Diff.= und Sutegratr. I, Band. 1
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2 XXX. Abfdnitt.

neven Gefidyt8punft bringen, wenn man annimmt, da die
mit f(o) begeichnete Function eine Veranderlide = in fic
entalte.  Addann hirt der obige Ausdruct auf, eine Con=
ftante gu bedeuten 3 er wird eine Function der Vevdanderlidyen
2, und der Werth diefer Function hiangt ab von der Form
der Function f(o) und von den Gringen a und b Denn
wenn man die angegeigte beftimmte Integration i Begug
auf a audgefithrt hat, fo ift die Grofe o verjdywunden,
und e8 bleibt nur nody eine JFunction, welde die ecingige
Berianderlidie = entbhdlt,

Die Vevdanderlidye  fann aud) in dem Ausdrude der
Grangen, welde mit @ und b begeicdynet worden {ind, ent=
balten fein.  Der allgemeine Ausddrvud eined beftinunten In=
tegral8, weldyes eine Function von 2 darftellt, ift jodann

o
X=/ f(z, a) do.
J gz

§. 344.  Hievan fdyliet fich die Aufgabe, diefe neue
Art von Function gu differentiiven, d. h. die Junahme dX
gu finden, welde der unendlid)y Eleinen Junabhme dz dev
LBevdanderliden @ entfpridht.  Mimmt man 3uerit an, die
®rdngen Ded beftimmten Jntegrald feien die Conjtanten a
und 4, fo hat man

b
ki, f da [f(a:, o)t ‘E%‘_"dw]

und

ax_ 7 dfa e
dat CTing 3 e A T i &
Wenn man ferner die beiden Junctionen @z und Yz

al8 Grangen anfiebt, fo erbilt man

./ http://rcin.org.ph "



Beftimmte Integrale, 3
d.yx
11’37 + W d g
X+ dX= dao [/‘(z, o) rd'/(;; i d.rl

dq):r

x+dx—f dulf(z o) 4 L4z J
— | f@, g + L2000 4, ]" "y
+| 16, xpw)+d“"“’”d o |4t d

und daraus odurd) Vernadyldffigung der unendlidy Fleinen
Girdfen dev jmweiten Ordnung
VT
dX = d(l. 'i_/(-’; o
oz dr

de — f(x, gz) . g{—;dx

+ [z, vz) . 2 4
folglid)

s
%’f=f do SL8 ) fiz,02). L L i) E0T 7

(P.T

§. 345. Das vorftehende Refultat wird anfdaulid),
wenn man fidy dag befimmte Jnteqral

Yz
N f flz, @) da
Gz

ie den Ausdrud der Jlade PHNQ, Fig. 54, einer Gurve
MN denft, deven Ordinate flw, ) ift, indem diefe Fladye
stvifchen den ‘)(bfmﬂ'en oP = @z und oQ@=1vz genommen
5 £

ol o A
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i XXX. Abfdynitt.

wird. - 1) Burd) die alleinige Aende=
tung von 2 in f(z, o) wird die Curve
nad)y mn verlegt, und die Flace wdadit
um  den Raum MmaN, der durd)

VT
f do., de auggedriict tird.
¢r g

2) Durdy die alleinige Aenderung von
in der unteren Grange @z vermindert fich die Flade um

den Raum PMP, der durd) flz, ¢gx) d—l';if dx ausgedriidt
wird. 3) Endlid) durd) die alleinige Wenderung von « in
der oberen Gringe Y2 vergrofert fidy die Fldche um den

Raum QNQ', der durd) f(z, Yhz) ‘%f dz auggedriidt

witd. Die gleidhzeitige Aenderung von @ in den drei Fune=
tionen f(z, ), gz und P verwandelt itberdies die Fldde
PUNQ in PHN Q. Die vollftindige Aenderung diefer
Bliade twird alfo durd) die drei Theile der obigen Formel
audgedriit, wenn man die Raume MmM und NaN' ver=
nadyldffigt, weldye unendlid) Fleine Gvofen Dder zweiten
Ordnung find.

§. 346. Man erfennt aus dem WVorigen, daf man
aud ter Gleidung

. b
b 25 f flz, o) de,

o die Gringen @ und & conftant angenommen werden,
das Differentialverhiltnif der erfien Orduung von der Func=
tion X erhdlt, renn man unter dem Jeiden S ftatt der
Function flz, @) dag Diffeventialverdiltnif der erften Ord-
nung von diefer Junction, in Vegug auf 2 genommen, an
bie Stelle fept. €8 ift leicht bieraus su fdyliefen, daf, wenn

http://rcin.org.pl



Beftimmte Integrale. 5

man beide Seiten der namliden Gleichung mit dz multi=
plicivt und fodann integrivt, man erhalten wird

b
fXda:_—_-f da .ff(a:, o) da.

Diefe Diffeventiationen und Integrationen unter dem Inte=
gralzeichen des beftimmten Jntegrald geben ein Miittel ab,
die Werthe getiffer JIntegrale hevzuleiten, indem man von
den Werthen andever beveitd LeFannten Integrale audgeht.

Herleitung einiger beftimmten Jntegrale.

§. 347. Die Herleitung der Werthe der beftimmten
Sntegrale, und die Nadyweifung der Begiehungen, teldye
unter diefen Werthen ftattfinden, Daben die Mathematifer
vielfad) befdydftigt. Hier Fonnen {iber diefen Gegenftand
nur einige Eingelheiten mitgetheilt twerden.

Bunid)jt bemerfe man, daf fdhon die Gleidyung des
§. 304

Ty z, T
f, f(@)do= ﬁ f(z) dz+ L f(@)dw

Diufig sur Bereinfacdyung und felbft jur Auffindung des
beftimmten Jntegrald fithren Fann. €8 fei ndmlid) #, dad
avithmetifche Mittel bon z, und 2., und die Function f(x)
fei von der Wefdyaffenbeit, daf fie su beiden Seiten Diefed
Mitteld paartveife gleidye Werthe von gleidem Borgeichen
liefert, fo merden die eiden Jntegrale

z, T
[ fix)dz und f fla) dz
J Ty Zy

cinander gleidy fein, und man hat

To z,
[ fle)de =2 f(z) dx.
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6 XXX, Abfdynitt.

Man Dat alfo nur nidthig, das eine diefer beiden JIntegrale
ju berechnen und feinen Werth ju verdoppeln. J. B.

b1 4 n

r'g v
/ coszdr =2 j cos xdr
D 0

n
2

T

o
2
f sin:l:zdw=2f sinz?duw.
0 0

Wenn pon dem Werthe ==, aus die Function flw)
gleidhe abjolute Werthe, aber entgegengefepte Vorzeidyen be=
fibt, fo find die beiden JIntegrale

z; T
: [ f(x)dz und / flz)dx
J %o J T

gletcdhfalld einander entgegengefebt, unt man hat folglid)

a‘ﬁ)
/ f(z) dz=0.
& Ty .
14
f cosz dz =0,
0

§. 348. Am einfadyften findet man tmmer ein vorge-
legted Deftimmtes Jntegral, wenn die unbeftimmte Integra=
tion der Function, welde unter dem Jeidyen S freht, aus=
gefithrt twerden fann.  Ginige BVeifpiele werden bieriiber
binveichen.

Man hat, (mit Weglaffung der Conftante)
™t
m-4-1".
folglidy, wenn der Erponent m pofitiv und grofer als die
Cinleit vorausgefest wird,

) zmd$=
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Beftimmte Integrale. 7

: 1 'ld:v
T A S R e R — ]
3 x d.v—m_H, ﬁ Zn = 00

Aug dem ‘erﬁeu diefer beiden Jntegrale folgt, vermidge Dded
vorigen Paragraphen

1
2
f_lw d:z?=m—_{_—1 oper-==1,

je nadydem m gerade oder ungerade ift.
§. 349. Berner Dat man die Gleichungen

~

o ; are tang —

attz? ia
'z il
———— =5 ANCSI--
Vaz_.mz a

ar
/‘eaz dp = ¢ ¥
2 a

aus denen folgt

X et s 1
0o @fa? " 2
f S
o or—52 42

00 o g

ar Gl N R e i

arid dz.=,00, a oif do = —-

Die Integration durdy Theile gibt

fdz.a" e =—2""e "+ (a—1) fdp.a" e
folglich mird, wenn @ eine pofitive gange Jabl ift

Q0
& el B g o b Bl Bk

Yy Man fehe den Sujag I am Schlufje viefes BVandes, wo diefes
Jutegral ausfithrlicher betvadhtet yoird.
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8 XXX, Abjdnitt.
§. 350. Die Gleihungen
jd:v sin ar = — @SM fd.v cosax__.s_'w

aeben

11 e y
$ 1 —cosax sin an
dz .sinax = ——, dr.cos gx =— ——.
0 a 0 @

Alfo ift der Werth des erften Jntegrals gleid) %, wenn a

eine ungevade gange 3abl ift, dagegen gleich Vtull, wenn
a cine gerade gange abl ift. Das ziveite Integral hat
immer den Werth Null, wenn @ eine gange Jabl ift.

§. 351. Die Gleidhungen
fda: ks zcosa_a: + sinazr

Z sinax
fda: x COsar =

aelen, wenn a cine gange 3abl 1ft

11
. I COS dTv
Ao DRIDOT = pon v
0 a
n
cos art — |
dx . x cos ax = —
0 a?

Folglidy wird das erfte Integral, je nadydem a ungerade
oder gerade ift, enttveder - —:-ober— %; und das jweite

cos ax

Sntegral entweder — 12 oder 0.
a

§. 352. Aus den Gleidyungen
. fd.l} SII] gt 2 smi;os:t_!__;a;

SinZ cos T
22— 1
fd.l) cos o 1Y
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Beftimmte JIntegrale. 9

erhdlt man

n T
2 2 n
dz . sin 2% = dz.cos 2 = —,
0 0 4

Allgemein geben die Reductiondformeln des §. 294
fdx sin g™ = — sing™* cow-—{—m_—lfdw sin Zy*

m

—1
smzcosz m—i
fdx cos z™ /dw cos 2™ °

folgende Refultate: 1) ﬂBum m eine gembe gange 3abl ift

11

! A
5 i ) 1.3.5...(m—1) n

D b Loy W T )

/; dz . sin g™ = % dz . cosz 2.4.6..m 2

2) Wenn m eine ungerabe gange 3abl ift

N 2.4.6...(m—1)
L/; dx .sin o ﬁ dx.cos z™ =zrrm

€8 liegt in der Natur der Sadye, daf die Werthe ber
beftimmten Jntegrale

n

n
e Y
ﬂ dz . sinz™ und /0 dz.cos 2™

Eleiner und Fleiner werden, mwenn die Jahl m gunimmt, mag
diefe Jabl {ibrigend gerade oder ungerade fein. Bejeidhnet
man alfo mit 2n ecine gevade 3alhl, fo erhalt man durd
LBergleichung dreier auf einander folgenden Werthe jener
Jntegrale die Relation

2.4.6...2n—2) ~ 1.35.2m—1) n > 2.4.6...2n

38T, (2n—1) 2.4.6..2n 2 3.5.7..(2n-+1)"
woraud man {dylieft

_<224466 (2n—2)2m
2 N 1.3355.7..Qn—1)2n—1)

http://rcin.org.pl



10 XXX. Abfdynitt.

und
_:r:_>2=2.4.4.6.6...2n .
2 7 1.3.3.5.5.7.02n—1)(2n+}1) .’
und da die Differeny diefer beiden leften Werthe, mit wad=

fenbem m, Eleiner wird ald jede angebbave 3abl, fo hat man
endlidh), als Gringe,

n_ 2:24.4.6.688...
2 S 1308 10005 it

Dicfen  Demerfendierthen Auddrud fiir die ahl x Dhat
QWhallis gegeben.

§. 353. Die Gleidhungen .

g 1 O —az @sin bz +-bcosbx
fda:.e “sinbr= —e u"‘-_&ﬁlﬂ_ﬂ

fda:. 6= cos b g—0% acosbr — bsin bz

a?-}-b?
weldye aud §. 292 folgen, geben

i ax b ax b a
38 3 emaal AL o PRI
; dv.e™" sinbz=_; el dz.e” % cosbr=— rl

e niber die Grofe @ dem Werthe Rull gebradyt wird, defto
mebr ndbern fid) diefe beiden Ausdriidfe vefp. den Gringen

—1— und 0. Nidhts defto weniger find die Werthe dev beiden
Jntegrale

0 @ 9]
f dz.sin bz und h dr.cos bx
0

nothwendig unbeftimmt.

§. 354. @8 mwiirde uberflitflig fein, diefe BVeifpiele ju
vermehren, weil in dhnlicdhen Fillen die Auffucdhung der in
SRede ftehenden Werthe niemald Sdywierigfeiten haben Fann.
Aber man hat aud) felbft in folden Jillen, wo die Funcs
fion unter dem Jeichen [ nicdht inteqrivt mwerden Fann, die
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Beftimmte JIntegrale. 11

Werthe von einer grofen Anzahl beftimmter Integrale er=
mittelt, Die Methoden, toelche ju diefem Jiele fithren, be=
fteben Dauptfachlidy darin: 1) die Werthe der gefuchten In=
tegrale aus andern fchon beFannten Jntegralen herzuleiten,
durd) Differentiation oder Integration unter dem Jeidyen f'5
2) ifdyen der Function, elde dad vorgelegte Integral
darftellt, und ihren Differentialen Veziehungen aufzufudyen,
aud denen man auf die Natur jener Function uriidid)liefen
Fanns 3) von veellen usdritden ju imagindrven Ausdritden
itbevgugeben.  Die Vetvadytung der doppelten IJntegrale hat
gleidfalie zu der Auffindung melhrever widtigen Refultate
gefitbrt.  ©Oie nadyfolgenden BVeifpiele mogen von den hier
angegeigten Miethoden einen Vegriff geben.
§. 355. Wenn man in der Gleihung ded §. 348

1
/ wm—-l doy = _1/
AR oy

indem man m groger al8 Eing vovausfept, aufbeiden Seiten
mit dm multiplicict und fodann von m=n anfangend in=
tegrirt, fo erhdlt man, gemdf dem §. 346

§. 356. Die Gleichungen ded §. 353

R —az b x —ar a
¥ dr.e Slnb.’l):m, 5 dx.e COS[).’L'ZW

geben, wenn man mit de multiplicict und fodann in BVejug
auf @, von a=-c anfangend, integrirt,

m e""ﬂl ot e“aI { a
dz . ~——sin bz =arctang — — arc tang
0 x b

e

welang O
== alrcC (¢ _———
® h2t-ac’
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12 XXX. Abfdynitt.

*00 —cx —ax 2.1 p2
S vl B R e
/0 dz. . cosbr=11 R

§. 357. ept man ¢=0 und a=00, fo wird aus
diefen lepten Gleichungen

Q0 . (6 ¢)
. sinbz n cos bz
/; de. —= = 3, ﬂ) dz . =00,

€8 ift bemerfensiwerth, daf dad erfte diefer beiden JIntegrale
unablingig von der 3ahl b wird. IJn der That, wenn man

(0 ) .
darin z = % fet, fo vermandelt fidy dasfelbe ili/(; dz. 22

z

wo b verfdhyrounden ift.
§. 358. €8 fei Da8 JIntegral borgelegt

2
Ao %
=fel)

Miultiplicivt man dasdfelbe mit einem anderen gleidyen Inte=
gral, in weldyem y ftatt 2 gefdyrieben twerden mag, fo hat man

00 "00 00 00 L
[ dy.e7Y, / de.e ™ =f dyf dz.e~ @19,
A0 Ak 0 0

Man febe y==u=t, wo ¢ eine neue Veranderliche begeichnet.
Biir jeden Wertl), weldyen 2 innerhalb der Grangen 0 und
00 annehmen mag, twerden den Werthen von 0 bi8 OO
filr y gleihfalls Werthe von 0 bi§ OO fitr ¢ entfpredyen;
und fiberdies wird man haben dy=adt. Der vorftehende
Augdrud vertwandelt fidy alfo in

Q0 0
/ d‘[ dz. ze— %,
Jo gy

Fithrt man guerft die JIntegration in BVesug auf @ aus, fo
erhdlt man
W

§ 2 e St LSS
b i e
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Beftimmte JIntegrale, 13

dt : sl
und bafm=arclangt, folglidy T % ;o
erhdlt man fdlielid) fiir da8 Quadrat ded Jntegrald

00
/0 dz.e ™ ben Werth % Alfo ift

N o st v
dz.e " =17,
; 0

eldyer bemerfendmwerthe Ausdrud vielfadye Anmwendung findet.
Man fann daraus mwie im §. 347 {dliefen

0 , 2
dz.e " =V'x.
J —Q00

§. 359. Man betradyte dasd Integral

m 3,
U= § dz.cosrz.e” v,

Differentiict man in Vesuq auf r, fo findet man
U "0 . g
— = — dz .z sinrx.e
dr 0

Aber die Integration duvd) Theile gibt

5 e 1 A S
/d:t.xsmrx.e “”=—§—, sinrz.e ”’—{— jda: cosrz, e~

und da dag Glied auBerhalb ded Jeichens [ fiir die beiden
Grdngen 0 und 0O ju Null wird, {o erhdlt man

dU r

dr = .. 202
Diefe Gleichung [aft die Natur der Function U erfennen,
roeldye nothwendig fein mug*)

a’z?*

*) Man vergleidye unten §. 385.
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14 XXX Abfdynitt.

r?

r )
e 348y,

o A cine Gonftante begeichnet.  Man Hat alfo

o0 o8

S 5 B

/ do.cosrx.¢”%% = de **.
() 3

1m die Gonftante 4 ju befiimmen, fepe man r==0,
weldyed aibt s

)C\:‘ 2,2
/ R R
4 d

<)

m —
Aber aug dev @lcidmng/o di.e ™= 1) x des vori

gen Parvagrapben exhalt man, wenn man = az fept,

>

0 —a’s? 1 = e
l/O dr.e = i—a-VItg
mithin wird flieflich dev Ansdrud des vorgelegten Integrals
00 e _i’
jo dz .cos rz.e " = L K oodilic

2a
§. 360. €8 fei dad Jntegral vorgelegt .
00
cos ar
‘/(; dx 3 mz.

Mian nehme anfangs zur oberen (S'jrﬁn@e?-;—kﬂ, o k eine gange
Babl bedeutet, und fepe

2kn
a
¥ ., ¢cos az
v l —ﬁ) dw.1+—wz.

Differentiict man iweimal nad)y einander in BVegug auf a
nady BVorfdyrift des §. 344, fo Fommt
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Beftimmte Integrale. 15

2kn
{ll[_ iy % e  sin ax Uk
M 0 C a2 a? -} 4k? n?
kn
BU 22 cos ux 4kna

—— = — de. 1+4a? P (@ - 4k2 n2)?
0

da?

und davaud erhdlt man
B

U—f—U= y dx cosaz—-—““————-a
da? 0 " (a? - 4k 22

oder, da dag Jntegral auf der vedyten Seite diefer Gleidyung
den Werth Null bat,
U—ﬂ e 4fra
da? (@ 4ktnt)z"
Nimmt man nun an, k fei unendlich grof, fo wird der
WVetrag auf der redyten Seite Ddiefer Gleichung verfdymwinden.

Bedeutet alfo jept U dad gegebene Integral, fo hat man
y= 7
da?’

Diefe Gleidhung beftimmt die Natur der Junction U,

deven allgemeinfter Ausdrud ift*)
Ae™ " + Bes,

wo 4 und B zwei Conftanten bedeuten. Man evfennt aber
leiht, Daf Dier B=0 fein muf, mweil der Werth des vor-
gelegten Jntegrals nicht mit der Jabl @ unbeqrinst wadjen
Fann. Man Dat alfo nur

(5 3,
cos ar
/0 dz . T‘-—;T =A s,

) Man fehe unten §. 435
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XXX. 2Abfdnitt.

1lm die Conftante 4 ju beftimmen, fee man @ =0,
0

dz™ T 5

und da man fodann I)atr f BargT A, fo wird

16

fhTieglich

de l}‘gs(lﬂf_‘__ﬂ v P
. - AT

§. 361. Sept man in diefer Gleidyung %ﬂatt 2z und

sugleidy ma ftatt @, fo erhilt man
mdw CO8 87 i1 Tivimé,
Jo ‘m:t-2? 2m

Daraud folgt teiter, durd) Differentiation in Vegug auf @,
das nicdht minder bemerfensmwerthe NRejultat:

mdr Tsinar ol ie"""’
0 R N 2 Y

§. 362. 1m an einem Veifpicle die Anwendung ded
Smagindren gu geigen, ei gegeben

QO .
dr.cosirx.e " .
— 0

Sept man fiiv cos 2rz feinen Ausdrud duvd) imagindre
Grponentialgrifen, fo vermandelt fich diefes Integral in

2oz V 1 2_orr |

*e y — —2 =2z} —1

Py e +4 |7 da.e :
« J =00

.8
— Q0
oder, twenn man mit e~" multiplicitt und dividirt, wm die
Grponenten von e unter dem Jeihen [ in voljtindige

Quabdrate ju vermwandeln,
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Beftimmte Integrale. A7 -

: 00 b 00 S

—00 J —o00
Aber nady §. 358 hat man

60 s
/ dz.e=" =V'n.
/ — Q0

100! b (78
dz.e T =Vx,
s A

fitv jeden Dbelicbigen Werth der Gonftante b. Sept man
alfo b=+l =1, fo wird der Ausdruc des vorgelegten
Jntegrald

00 ] el 2
/ de.cos2rz.e ™ =)/ nw.e .
J. —00
Darvausd folgt fogleich

00
/ e CoR2rmsest = 1/2—; e
g g 1

welded Nefultat mit demjenigen ded §. 359 iibereinflimmt.

folglich aud

XXXI1. Qntegration der Diffeventialfunctionen der evften Ord:
nung von mehreren unabhangigen BVevdnderliden, Bedingungen
ber Integrabilitdt,

§. 363. Wenn ecine Differentialfunction von einer ein=
sigen Verdnderlichen gegeben ift, fo muf diefelbe unter die
Navier, Diff.- uud Jutegralr. I1. Band. 2
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18 XXXIL Afdynitt.

Form Xdz fallen, o X eine Junction begeichnet, weldye die
QBerdnderlidhe 2 nebjt belicbigen Conftanten in fidh enthdlt,
Die Function Xde Fann fodann immer wie dad Differential
einer gemwiffen Function von z angefehen werden, Tenn
enttoeder ift Xdz dad Differential einer befannten Function
von &, und in diefem Falle (iRt fid) die JIntegration un=
mittelbar ausfithren, oder man Fann wenigftens diefe Jnte=
gration dadurd) ju Stande bringen, da man die Function
X in eine nady gangen Potengen der Wevdnderliden z fort=
fdyveitende Neihe entroicelt und von jedem Gliede dasd IJn-
tegral nimmt. ;
§. 364. €8 fei dagegen eine Differentialfunction der
evften Ordnung von 3wei Vevdnderlidgen @ und y gegeben,
o tird diefelbe die Sovm Hhaben Pdz - Qdy, wo Pund Q
gioei Deliebige Functionen von @ und y OLedeuten. Eine
foldye Function fann nidt allgemein wie dad Differen=
tial einer Sunction von z und y angefeben terden;
diefes wird nur dann der Fall fein, wenn die beiden Gri=
fen P und Q einer gewiffen Wedingung Geniige leiften.
Denn e8 fei U ivgend eine Function von = und y, fo wird
dag volljtindige Diffevential von U, d. b, diejenige Sunabme
von U, toeldhe den gleidyzeitigen Sunafhmen daz und dy von
z und y entjpridht, nad) den Entwidelungen des 1V. 0=
fdnitts ausgedriidt durd

U dU
dU av : ) : i o .
wo - uubE refp. die Diffeventialverhiltniffe der Function

U in Besug auf # allein, und in Begug auf y allein, be=
deuten.  Soll alfo die gegebene Junction Pdz 4 Qdy aus
der Tiffeventiation irgend ciner Function U hervorgegangen
jein, fo mug man fepen Eonnen

P=dU avu

a1 gy
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Functionen von mehreven Vevdnderliden. 19

21 A
Aber nad S 69 ift ftets drdy :yw, mithin muf man
gleidyfnll8 Hoben
1
dy ~ dz'

weldye Gleidyung die Relation ausdriidt, die unter der Func=
tion P und Q beftebent muf, wenn dev Ausddrud Pde+ Qdy
dag Diffevential einer Junction von 2z und y fein foll.

§. 865. ®ie gegebene Function fei Pdw 4 Qdy 4 Rdz,
wo P, O, R ivgend welche Functionen von den BVerdnderlidyen
T, Y, % bedeuten. LBevfteht man unter U eine Junction
von z, ¥, z, fo hat man

au

dUu
dU =% do 5 dy—{——lz

und iiberdies
a:U au d2U daxUu axy azU
azdy-=dym" drds ™ dzdz’ dydz dzdy’
Mithin Fann die gegebene Function nur dann dag Viferen=
tial ciner gewiffen Function von z, y, z fein, twenn die
Grifen P, -Q, R den BVedingungen geniigen
P d0 ar dR  d0Q dR
&y dr' &z dx' &= dy’

Aehnliche Wedingungen findet man fitr eine grifeve
Angabl von BVerdnderlichen. '

§. 366. Wenn die gegebenen Tiffeventialfunctionen
den biev aufgeftellten Bedingungen der Integrabilitit Geniige
leiften, fo erbdlt man ihr JIntegral auf folgende Weife.

€8 fei gegeben

dU=Pdz - Qdy,
fo muf dag Jntegral U nothwendig von der Form fein
U='(Pilx+ ¥,
wo ¥ eine Function bedeutet, welcdhe allein von der Ver=
dnderlichen y abbdangig ift. Um diefe Bunction u finden,
sieht man aus der [epteren Gleichung
: 9+
http://rcin.org.pl



20 XXXI. Abfdnitt.
av dP ay
o =) iy Ty
und da diefe Grofe gleid) O fein muf, fo hat maw

r— C-]-fdy (0— %’d:»).

Dasd gefuchte Integral ift aljo*)

U=C+f]’d:z:+fdy<0— g;d:::)

§. 367. ©8 lapt fidy leidyt eigen, daf die Ausfiihr= -
barfeit diefer Jntegration dasd BVorhandenfein der im §. 364
angeseigten Bedingung vorvaudfept. Lenn damit die Grofe

dar ; - : s B
O—I@ dz eine Junction von y allein fei, ift e8 noth=

wendig, dap dad Differential derfelben in BVejug auf = den
Werth Null habe, d. h. dap
o dP _
T
§. 368. 8 fei 3. B. die Differentialfunction gegeben
ydr —axdy
oy

woraud

Da man hat
d y 2oghlyd g2y si—98.
71? (z’+y’> W ) A R
Fo) 2y —z2r _ at—y?
dz w"+y’> T @y @y
fo geniigt die vovgelegte Function den Vedingungen der
Sutegrabilitit. Ferner gibt die angegeigte Viethode

") Wenn P nur Function von 2, alfo audy Q nur Function von
y ift, fo wird einfad

U=C+ [ Pdo+ [ Qdy.
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Functionen von mehreven BVevanderlidyen. 21

_ [ ydz e o8 &
U == IT7-+ Y—alctang»;—{—Y
und
dUu )
4= vt

beer bie Bergleidypung mit der gegebenen Function lehrt,
baﬁ glmd) Null fein mup. Jolglidy ift dag gefudyte
Sutegrar nue

U=C+ arc langTZ.

§. 369. €8 fei dasd Diffevential gegeben
o aytyr Cde  dy
W= "ty (7_7>'

Die BVedingung der Integrabilitit mird exfiillt; denn man hat

P dQ _ ar—y*

dy — dz @y
Man fept alfo

@ +Jy+y
U_f T @y

=jdw.(m+;)+Y
=.arc tangi;-—{—l:v—{— X

Daraus folgt tweiter
av

o= T T
und durd) Wergleichung mit dem gegebenen Diffevential
_:t‘—{—z*y-l—y’_ e, +dY
(@ Hyty — 2 T ody
folglidy
‘;:——-———;, Y=C-——ly
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22 XXXI, %bidynitt.

Mithin wird das gejudyte JIntegral
x x
= C - arc tang g —}—ly
8. 370. Diefelben Betradytungen laffen fid) aud) auf
diejenigen Diffeventialfunctionen itbertragen, weldye drei oder
mebr Verdnderlide enthalten. €8 fei
dU = Pdx + Qdy + Rdz
ein gegebened Diffevential, mweldes den Vebdingungen der
Jntegrabilitdt, §.365, Geniige leifte. Das JIntegral Umup
nothwendig die Form DHaben
U= [Pz +} 7,
o ¥ eine Function der beiden Vevdnderlidhen y und z be-
deutet. Diefe Gleidyung qidbt, wie cben,

dU apP ay
& o ot
und da diefe Grife gleidy @ fein muf, fo hat man
ay ar dP

wo Z eine Function der Werdnderliden z allein bedeutet.
Man hat aljo jept

U=dex+/;ly<()—f§§dz‘>—i—Z.

Diefe Gleicbung gibt toeiter

gg=fgd$+fdy< jdydz >+d’

und da diefe lepte Grioge gleid) R fein muf, fo wird die
Bunction Z beftimmt durd) die Gleidyung

d*P
‘—_RJ dx—ﬁy( - dydzdw>

fworausd
Z= c+[d IR_f‘”d _[d <"f dydszn)]
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Functionen von mehreven Vevdanderlidhen. 23
Mithin ift endlid) dad gefudyte JIntegral
Pt ) [Pd.v+/a’y (()_ ——dx) i

Y D d:pP
s G e = (= o) |
§. 371, Man Fann aud) biev leidyt nadyeifen, daf
diefe Entwidelung ded8 Jntegrald dad Worhandenfein dev

im §. 365 angegeigten Wedingungen der Jntegrabilitit
voraugfept. Damit ndmlidy die Grige
Q— %’dx
eine Function von y und z allein fei, muf ibr Diffevential
in VWezug auf o genommen den Werth Null haben, d. D.
o _dr_ .
dz'” Ydy ¥ "
Damit ferner die Grofe

d:P
—_— da:—fd ( o d;)

eine Junction von z allein fei, miiffen ihre Diffeventiale in
WBesug auf z und in Vezug anf y genommen, eingeln gleid
Null fein, O. [)

aRaidB s /‘ o

dz (dzdz d/dz>

dR azp d2P

@_fdydz dz e+ T =9
Diefe beiden [epten Gleidyungen reduciven ficdy, mit Suziehung
der obigen Gleidyung

dQ dar
ds N
auf
dR dpP dR dQ

i w = dy T T
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24 XXXI. Abfdynitt.

und in diefen drei Gleidhungen find die WVedingungen des
§. 365 wieder enthalten.
§. 372. G8 {ei 3. B. gegeben
T L 2(yr—z?) gt | 2z
W= ot ™t oty Y= oa &
Diefe Function entfpricht den Vedingungen der JIntegrabi=
[itdt; denn man Dat
dP__d0__  4zy dP_dR__ 43z d0__ dR
&y~ dr @y & dz @' dz dy
Man wird alfo fepen
a(y*—=z?)
U’_’_fdx Jn_}_yz Iz_J‘_Zz) i
= Jte (=5 )+
—I(@yY) — l@*43) + X,
Diefer Ausdrud gibt meiter

dU 2y
By = oty Ty’

und aus oder Qielg[mdmng btefee Werths mit der gegebenen

Function erfennt man, baﬁ = g[etd) Null fein muf. Aljo

fann ¥ nur nody die Werdnderliche z enthalten.  Man [)at
aber

B
und aus der Wergleihung diefes Werths mit der gegebenen
Function fiebt man, daf aud Zzy gleidy Null fen mug,
Dag gefudyte JIntegral ift alfo

o4y?
U=C-+ lzurzz

§. 373. €& fei ferner gegeben
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Functionen von mehreven BVevdanderlidyen, 25

dU— 22—y? —2? dx+w2+ y—z)2 dj_i_mL}—y’—zl dz

% ‘;zq_yz_'{’_zz T Iz+yz+zz a2 yifz? 2
ydz
oy }3'

Ten Vedingungen der Integrabilitit gefchieht Geniige, da
man Dat

dqr .. .au day aP__di, -+ dxz
dy —dz T @y e & dr @y
dQ = dB e i e 1
&z dy (e ozt

Man fept alfo, gemaﬁ der vorigen NMethode,
zﬁ_yﬂ_zz
0 m # wr Y
— [t o~ apmm )Y
=lz — I (2>+y*+2%) 4 1.

Darvaug erhilt man

AP la L. B 'LY
dy artyiter
und die Vergleihung mit dem gegebenen CDiﬁcrentia[ gibt
b . o) A +
@ty 22z $’+y’+z"‘
woraus
dY 1 8 TRy,
e g R

Man Hat alfo jeht
=lz—1l(aty =) +L 42

Hievausd folgt mweiter
av 2% y
&= " ofyge o T &
und durdy BVergleidyung mit dem gegebenen Diffevential

http://rcin.org.pl



26 XXXIL Abjdynitt.

W tdastoy Syundog v @6 St g0 48
@Fyrfarz,. 22 LB rrhyrided a2 ' odz!
worausd
dzZ

1 1 1
PRt G Ay o Sl
Das gefudhte Integral wird alfo
1

Yy
U=Cot T $z+yz+zz + ;< ¥

§. 374. @8 ift Faum ndthig ju bemerfen, daf man_
g dem namlidyen Refultate gelangen muf, mit meldyer von
den BVevanderlidyen man audy die Integration beginnen mag.
Wollte man in dem vorigen BWeifpicle mit der Verdnderlidyen
= den Anfang machen, fo witrde man fepen

o fu b )
=f"‘(‘ﬂy‘wﬁ+ ol i)‘”
= — Ity i+ L+ X,

wo X eine Junction bon z und y bebeutet. Mian evhlt
daraus
av P2 X
T e T
und die BVergleihung mit der gegebenen Junction gibt
R Y ,‘_|_ g2
@yt iR dz’
0. D.
= figing = Ly

dr =

.

o ¥ eine Function von y allein bedeutet. Man hat aljo jept

U= — b bk L — b ot
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Daraus folgt weiter
S (S0 Ry

1 dY
R T

und durd) BVergleihung mit der gegebenen Junction findet
man, daf 'Zyi den Werth Jull hat, oder daf ¥ fidh auf

cine Gonftante veducirt. Der volljtindige Werth) von U
wird alfo twie oben

§. 375. Wenn in der Gleidyung
dU = Pdz + Qdy
die rechte Seite ein genaued Diffevential ift, fo ift U eine
Bunction der Leiden unabhiangigen Verdnderlichen & und y.
Jn der Geometrie betrachtet man diefe Function mwie die
Ordinate einer Fladye, die redhtivinflig auf devjenigen Ghene
evricdytet toird, in meldyer die beiden Abfeiffen 2 und y ge=
3a0It werden.  Aber e8 verhalt fidh nidyt mebr ebenfo, wenn
die Differentialfunction Pdz + Qdy nidyt den BVedingungen
der Jntegrabilitdt Geniige leiftet. Jn diefem Falle hat die
vbige Gleichung feinen Sinn mebr, weil man fie nidyt mebr
wie abgeleitet aud einer analytifdyen Relation anfehen Fann,
die unter den drei Grifen U, x, y ftattfindet, Bill man
der Gleichung in diefem Falle einen Sinn beifegen, fo Fann
dieg nuv dadurd) gefchehen, daf man eine gemwifie Relation
gioifdhen Den beiden Verdnderlichen z und y feftitellt, die als=
dann aufhoren Deide unabhdangig von cinander ju fein,
Sept man 3. B. y = @(2), wo ¢ eine vollfommen will=
- Fiirlidye Sunction bedeutet, fo nimmt die vorgelegte Gleidung
die Fovrm an
dU = Mdzx,
oo M eine Function von 2 allein ift, und die willitrlide
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Function @(2) nebft dem Diffeventialverhiltnif dev erflen
Ordung von diefer Function in fid) enthilt. Diefe Glei=
dung dU = Mdz fann immer integrivt werden. Die Func=
tion U, welde man durd) die Integration findet, ftellt die
Ordinate einer Curve dar, deren Projection auf die Chene
ay durd) die Gleidung y = ¢(x) gegeben ift; und e ift
flav, daf bei der Unbeftimmtheit der Function ¢ fid) eine
unendlidy groge Angahl verfchicdener Curven angeben [ift,
denen fammtlid) die Ordinate U angehren Fann.

Diefe Wetradhtungen find leiht auf diejenigen Fille -
ju itbertragen, wo die gegebene Differentialfunction eine-
grogere Angahl von Werdnderlidyen enthalt.

XXXIL  Diffeventialgleidungen dex erjten Ordnung zwifden
swei BVerdanderlidyen.

§. 376. lUnter der obigen Wenennung begreift man
itberhaupt alle Gleidhungen von der Jorm

dy
f x,Y, 3};} e 01
wo « toie die unabhiangige Vevdnderliche angefehen wird,
i : d . : &
y wie eine Function von z, und d—yz bag Differentialverhilt=

nif der erften Ordnung von y, in Bejug auf 2 genommen,
d. i. das Werhiltnif der gleidhzeitigen Junalhmen der beiden
Bevdanderliden & und y begeichnet.  Eine folde Gleidyuny
ftellt auf eigenthiimliche Weife sifdyen den beiden BVerdnder=
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Diffeventialgleidhungen mit zwei Veranderliden. 29

lidyen eine JRelation feft, von der man fid) auf folgende
Weife einen Vegriff madyen Fann.
“Man bmfe fi)y die Jegebmt Gleidung aufgeldft in

Besug auf d = {o bnﬁ man bat

= ¢(z, ),

wo dag Jeidhen ¢ eine Function angeigt, weldye im allge=
meinen entweder cinen oder mebhrere Werthe befipt. ©8 fei
erftens diefe Function von foldyer Vejdaffenheit, daf fie nur
einen eingigen Werth Hat, und ju grogerer Veranjdauli=
dung denfe man fidhy & toie eine Abjcifle und y wie die ju=
geborige Ordinate, fo daf die gegebene Gleihung einer
ebenen Gurve angehoren muB. Wenn man den Berdnder=
lihen @ und y refp. die beiden willfiitlichen Werthe @ und

b beilegt, fo gibt die vorftehende Gileidyung fiir ‘—Z—— einen De=

fimmten Werth, mit deffen Hiilfe man, fobald man z von
dem Werthe @ aud um eine fehr Eleine Grife wadyfen vder
abnehmen [agt, die entfprechende Aenderung ded8 y von dem
Werthe & aus fennen lernen fann.  Denn begeichnet Az
eine febr fleine 3unahme von 2, fo Dat man fehr nabe

M= gzy—Az. ®ibt man fodann den Vervdanderlidyen # und
y in der vorftehenden Gleidhung vefp. die beiden Werthe
a + Az unb b —I—%y- Az, fo liefert die Gleichung einen newen

Werth bon me[cber auf diefelbe Weife dazu dienen Fann,

ein neued spaar von Werthen der beiden Werdnderliden z
und y hevzujtellen.  Fabrt man fo fort, fo exhalt man einen
aus fehr Eleinen geraden Linien jufammengefepten Jug, weldyer
defto mebr mit einer getviffen Gurve jufammenfallen toird, je
Fleineve Werthe man den Junabmen Az beigelegt hat. Die
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wabre Vedeutung der gegebenen Gleidung ift aljo die, daf
fie die Geftalt einer gewiffen Gurve  feftlegt, von welder
man ivgend einen Punft willfiiclihy annehmen Fann,

Re nach der Wahl, weldhe man fitr den erften Punft
derjenigen Guvve trifft, die auf die angegebene Weife mit
itlfe der vorgelegten Gleichung confivuivt werden Fann,
wird nidht nur die Lage, fondern im allgemeinen aud) die
Geftalt dev Curve eine andeve werden.  Nichts defto weniger
baben alle diefe Gurven einen gemeinfdhaftliden EhHavafter,
deffen Matur durd) die gegebene Diffeventialgleichung aud=
gefbrochen wird. Oderaud), diefe Diffeventialgleichung drirct-
cine Gigenfchaft aus, weldye einer unendlidyen Anzahl von
Gurven, die man ficy in einer Ghene gegeichnet denfen Fann,
gemeinfam angehort,  Tiefe Eigenfdiaft befteht in der An=
gabe der Meigung der Tangente irgend eined Punfts alg
Function der Coordinaten Ddiefed Punfts ; fie Dbietet das
Mittel dar, die gange Curve 3u conftvuiven, fobald irgend
ein Punft diefer Curve feftgeftellt mworden ift.

MWian fann ibrigend bemerfen, daf die Audwabhl einer
beliebigen aud Odev unendlid) grogen Anzahl von Curven,
denen die gegebene Diffeventialgleichung angebivt, nur von
einer eingigen williitlichen Gonftante abhingt. 8 geniigt
3. B, den Werth von @ feftzuftellen, mwelder dem Werthe
y =10 zugehorven foll. Denn man muf immer die ndmn=
lidde Gurve toiederfinden, weldhen Punft diefer Curve man
audy) al8 gegeben anfeben mayg,

§. 377.  Man nebme gweitend an, die Gleidyung
dy
liefere meDreve berfdyiedene Werthe fitr das Diffeventialver=
baltnip f%. Nan Fann fodann jeden diefer Werthe fiir fid

betradyten und davauf dasjenige anwenden, fwad im vovigen
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Paragrapben gefagt worden ift.  Die gegebene Diffevential=
gleidyung gehort alfo in diefem Salle, wie man leidyt exfennt,
mehreven Spftemen von Curven an, Oie in einer Elbene
liegen und einander mannichfady durchEreugen. Diefe Glei=
chung drit€t Gigenfhaften aug, weldye vefp. der unendlid
grofen Amabl von Curven gemein find, die jedem eingelnen
tiefer Spfteme angehiven 5 Eigenfaften, duvdy weldye die
Meiguny der Tangente eined belicbigen Punfts diefer Curven
ald Function der Coordinaten diefes Punftd beftimmnt ift,
fo daf diefe Cuvven mit Hitlfe dev gegebenen Gleidhung con=
fhenivt wevden fonnen, fobald einer ibrer Puntte grgeben wird.

§. 378. Aus dem WVorftebenden ift leicht gu erfennen,
mwad man unter der primitiven Gleichung oder dem
Sutegral der gegebenen Diffeventialgleicdyung ju verfteben
Dat. Diefe primitive Gleichung muf, wenn fie diefelbe A=
aemeinbeit roie die gegebene Diffeventialgleichyung befien foll,
jede der Gurven in fich begreifen, telche mit Hitlfe dicfer
Gleidyung conftruirt werden Eonnen.  Alfo 1) muf fie sine
willfitrlidhe Gonftante enthalten, verfdhieden von denjenigen
Gonftanten, weldye ettva fhon in der gegebenen Differential=
gleichung vorfommen. Die Unbefiimmtbeit diefer willBiirlicdyen
Gonftante wird dem NRefultate die ndthige AlUgemeinleit
geben, Ctamit dasfelbe dag gange Spftem der Gurven dar=
ftelle, denen die gegebene Gleidyung angehvrt.  Aber aud)
2) muf diefe primitive Gleidhung der gegebenen ifferen=
tialgleichung Geniige leiften, ©. . e8 miiffen die Werthe
ven y und -»Z-i—, tweldhe aud dev primitiven Gleihung und
ihrer Diffeventialgleichung folgen, in die gegebene Gleichung
fubffituivt, diefelbe entveedev identifdy madyen, vder e8 muf
die Glimination der willfiirlichen Conftante aus dev primi-

tiven Gleichung und ibrer Diffeventialgleichung die gegebene
Gleichung wicder Dervorgeben laffen.
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§. 379. Qede Gleihung in endliden Ausdriiden,
weldhe einer gegebenen Diffeventialgleidhung Geniige leiftet
und eine willfiirlide Conftante enthilt, ift das8 allgemeine
Integral bdiefer Diffeventialgleihung.  Aus diefem all=
gemeinen Jntegrale gehen die befondeven Jntegrale
Dervor, wenn man davin der willfiicliden Conftante ver=
fdyiedene befondere Werthe beilegt.

€8 gibt DHaufig primitive Gleidhungen, weldye einer ge=
gebenen Differentialgleidyung Geniige leiften, ohne jedod) eine
willficliche Conftante ju enthalten. Jumeilen {ind diefe Glei=
dyungen befondere Jntegrale, in denen die willfiirliche Conz
ftante dadurd) verfdytounden ift, dap man ihr einen gewifjfen
befondeven Werth, wie 3. BW. 0 oder 0O, beigelegt hat. JIn
anderen Fillen dagegen fonnen die in NRede ftehenden pri=
mitiven Gleidhungen durdy Feine Annahme befondever Werthe
fitr die toilEiiclidye Conftante aud dem allgemeinen IJIntegrale
abgeleitet werden; fie befiben einen eigenthitmlichen Chavafter,
und erfordern eine WVetvacdytung fitr fidh. Primitive Glei=
dyungen Ddiefer lepten Art werden befondeve Aufldfun=
gen genannt, die man alfo nicht mit den befondeven Jnte=
gralen verwed)feln darf. Won den befondeven Aufldjungen
wird am Sdyluffe diefed Abfchnittd die Jfede fein.

§. 380. Bur Erliuteruny der vorftebenden Betrad)=
tungen mige die Differentialgleidyung dienen

R

Man erbalt darausd

dy y—b

iz~ =z '
und auf dem oben angegeigten Wege erfennt man leidt,
dafy diefe Gleidhung einer jeden gevaden Linie angehirt,
weldye durd) den Punkt geht, deffen Coordinaten find z=10
und y==. Das allgemeine Integral ijt
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o ibiga, 1 b)),

Penn dicfe primitive Gleihung leiftet der gegebenen Diffe-
ventialgleidyung Geniige, weil die Werthe y = az 4 b und
%: a, weldye aus ihr hervovgehen, diefe Diffeventialgleidyung
identifh madyen; und iiberdied enthalt fie die mwillfitrliche
Gonftante @, welde nidyt in der gegebenen Gleidung vor=
Fommt. Lt man diefe Conftante fid) dandern, fo werden
die Dadurd) hervorgehenden befondeven JIntegrale alle gevaden
Linien darftellen, weldye, bei verfchiedenen Neigungen gegen
die Adfe der @, einander in der Adyje der y in einem Ab=
ftande b vom Anfangspuntte durd)jdmneiden.

§.381. €8 fei ferner die Diffeventialgleidyung gegeben

dy

@-—a—&r:ﬂ, oder dy — (a2x) de=0),

deven primitive Gleidyung it

Yy —awy —z* -+ b=20, -
wo b die willfiirlidhe Conjtante bedeutet. Diefe primitive
Gleidhung ftellt eine Pavabel dav, deven Adyfe pavallel jur

Adyfe der y liegt, in einem Abjtande — % von diefer Adyfe.

Die Curve fhneidet die Achfe der y in dem Abftande — b
vom Anfangspunfte. Mm alle Curven zu erbhalten, denen
die gegebene Differentialgleidhung angehirt, geniigt ed alfo
die Gonftante & in der primitiven Gleichung alle Werthe
von — QO bi8 4 00 durd)laufen ju laffeny oder, fwad auf
dasfelbe hinausfommt, die Pavabel parvallel jur Ad)fe der y
gu verfdyieben, ohne die Lage ihrer Adyfe zu dndern.

€o mwie die Diffeventialgleichung Z—i —a—2x=0 ju

der primitiven Gleidyung y — ax — 22+ b=0 fiibrt, in

weldyer & die willfiitlidye Conftante ift, fo fann man aud

eine andere Differentialgleidyung angeben, weldye ju dev
Navier, Diff.- nud Sntegrale. 1. BVand. 3
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namlidyen primitiven Gleidyung fihrt, jo dag a ald will=
fiitliche Gonjtante erfcheint.  Diefe Differentialgleichung er=
DAl man unmittelbar, wenn man die primitive Gleichung
fo einvidytet, dag die Conftante a durd) Differentiation ver=
fbtoinden muf; d. h. mwenn man fie fiir diefe Conftante
aufléft, wodurdy man erhalt

S— ]
WA ity
T

Differentiivt man und unterdritt den gemeinfhaftlichen

dactor ——1 fo Fommt
dy
y— B_i+w’+b—0'

Man fann diefe Viffeventialgleihung aber aud) finden, obhne
die primitive Gleihung in Vesug auf a aufzuldfen, wenn
man ndamlid) diefe (Sonftante aug der primitiven Gleidyung

und der (Sjlud)ung e —2x=0, die durd) Differen=

tiation aud ibr [)erbmgt[)t, eliminivt, Die gulept gefundene
Differentialgleidyung, in weldyer die Conjtante @ verfdyunden
ift, gehort ebenfo toie die primitive Gleichung, in weldyer @
wie die willfitrlidhe Conftante angefehen wird, allen Pava-
beln an, deren Achfe pavallel gur Adfe der y liegt und die
diefe Adyfe in einem Abftande — b vom Anfangspuntte der
Goordinaten durd)fdyneiden.

Wire iibrigens die Gleichung y — ac - + z22+b=0
die gegebene gewefen, fo hatte man baraus md)t unmittelbar
die primitive Gleidjung berleiten Fonnen, aus teldyer fie

entftanden ift; denn die linfe Seite dicjer Gleidyung ift Fein
genaued Diffevential von einer Function dev BVerdnderlidyen

7 ; 1
z und y. Sie wird e8 aber, wenn man den Factor 7
wieder bevftellt.
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§. 382, 2Wenn die gegebene Viffeventialgleichung ift

dy \? 3
(d_.;) — a = 0,

ilz—-ia.

dr

Bolglid) gehort diefe Gleidyung swei Spitemen von geraden
Linien an, weldye mit der Adyfe der @ Winkel einfd)licfen,
deren trigonometrijhe Tangenten refp. @ und — a find.
Jhr allgemeines Jntegral ift die Gleicdyung

Y2 —a*xr — 2by 4 b2 =0,
welde aus der Multiplication der beiden Gleichungen
y+ar—b=0 und y—ar—b=0 entftelt, dic refp.,
wegen der willfiivliccen Gonftante b, irgend ciner unter den
gevaden Linien de einen obder ded andeven Spjtems ange-
boren.  Differentiivt man diefe Gleichung, fo erhdlt man

dy dy

L e A2 b ==
Sy o bggies B

und durd) Elimination von b aud diefen beiden Gleidungen
ergibt {id)y mwicder die gegebene Gleichung.

§. 383. QWenn allgemein eine  primitive Gleidyung
gegeben ift, weldye die beiden Weviinderlidyen & und y nebit
mebreren Gonftanten @, b, ¢, 2. enthilt und welde man
begeichnen Fann mit

Flr, . 4::b, ¢, 20.) ==k,
fo. witd die Gleihung, tvelde man daraud ummittelbar
durd) Diffeventiation erhalt, namlid)
d¥ | dFdy
dr ' dy dz
gugleid) mit jener primitiven Gleidyung Giltigleit hHaben.
Mian Fann alfo diefe beiden Gleidyungen auf beliebige Weife
mit einander combiniven; dad Refultat witd tmmer gleid)=
3 *

fo erhilt man

ar dF
=0, obey (de+ﬁdy— 0,
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fallg cine gitltige Gleichung fein. €8 ift modglidy, daf fdyon
die Differentiation eine der Conftanten @, b, ¢, 2. jum
Verfdywinden gebradyt bat, weldher Fall eintritt, wenn diefe
Gonftante nur in einem Gliede vorfommt, weldyes weder =
nody y enthdlt. Mian Fann aber audy cine beliebige Con=
ftante eliminiren, die fich gugleid) in beiden Gleichungen
porfindet. - Man Fann gleichfalld eine getwiffe Function von
o und » eliminiven, die in einigen ®liecdern enthalten ift.
Gndlidy ift e8 midglidy, daf alle Glieder der Differential=
gleihung mit einer  gemwiffen Function von @ wnd y alg .
Factor behaftet erfdyeinen, . weldhe hinwegfillt, fobald man
die Summe Ddicfer Glicder gleid) Jull fept.

©8 ift Dievaus leicht u iiberfeben, daf man aud einer
und derfelben primitiven Gleichung im allgemeinen duvd
verfdyiedene Operationen mebreve Viffeventialgleichungen ber=
leiten Eann, die gdanglid) pon einander verfdhieden find, und
man begreift davaus die Sdywierigheit der umgefehrten Auf=
gabe, weldye davin befteht, von einer beliebigen vorgelegten
Differentialgleichung dag JIntegral ju finden. Viefe Aufgabe
wird Dier jept sumddyft innerhalb der durd) die Ueberfdyrift
diefed AOTdnitts angeseigten Gringen behandelt werden.

Differentialgleichungen der erfien Ordnung, in denen das Differentialver-
baltnip nur in der erfien Poteng vorfommt.  Tremmung der BVevanderlidyen.

§. 384. 8 mige eine gegebene Diffeventinlgleichung
der erften Ovdnung betradytet werden, in weldyer das Diffe=

rcntfn[vrr[ﬂiltniﬁ% nur in der exften Poteny vorfommt und
weldye demnady die Form Dat
P oY 0, ober Pdr{ Qdy'=0,

wo P und Q ivgend welche ‘z?unttiontjn von z und  bedeuten.
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€8 ift fogleidy Flar, daf, wenn die Function Pdz+-Qdy
ein genaued ‘Differential von ciner gewiffen Function von
z und y ift, 0. h. wenn fie den im §. 364 angezeigten Ve=
dinqungen der Integrabilitit Geniige leiftet, man nuv ndthig
bat gemdB den im vovigen Abfchnitte gegebenen NRegeln il
Sutegral gur nehmen.  Tiefed Integral wird, vervollftindigt
durd) eine wilfiirlidye Conftante und davauf gleid) Null ge=
febt, dag gefudite Jntegral darftellen. Diefer befondere Fall
Fann indeffen nur dann eintveten, wenn die gegebene Diffe=
ventialgleichung das unmittelbare Refultat der Viffeventiation
der primitiven Gleidhung ift, mweldye leptere man guvor auf
eine foldye Fovm gebracht Hat, daf die willkiliche Sonftante
in cinem Gliede vorfommt, weldyes weder @ nod) y enthalt,
und mithin durdy die Differentiation verfibwinden Fann.

§. 385.  Tie gegebene Differentinlgleidiung (gt ficd
immer integriven oder wenigftens auf die Jntegration von
Qiffeventialfunctionen von einer eingigen BVerdnderlidhen ju=
vitcfitbren, wenn eine Trennung der Bevdindevlichen
ftattfindet, d. b. mwenn die gegebene Gleichung die Form Hat

Xdx ++ Ydy = 0,
wo X eine Function von @ allein, und ¥ eine Junction
von y allein bedeutet.  IJn diefem Falle wird ndmlidy dag
allgemeine JIntegral™)
JXdx + [Ydy -+ C=0,

wenn man_mit € die willfiirliche Conftante begeichnet.

Die Jrennung der Verdnderlichen ift augenfdyeinlich
vorhanden, fenn die Aufléfung ter Gleidhung in Beguy

atdy 1y
auf o gibt
dy
o - . i y
dr e
denn man erhalt jodann

') Man fehe die Note S. 20.
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‘? — Xde =10, tooraus j f”g -jxdz' +C=0.
§. 386. Butweilen fann man die Trennung der Ver=

dnderfidyen durd) eine Umformung oder durc) Einfithrung

einer neuen Lerdnderlichen Dhevbeifithren. Dasd bemerfensd=

werthejte Beijpiel diefer Avt bietet die Gleichung
gi+Py+ 0=0, odex dy-+ Pydr—+ Qdr=0,

in foelcher P und QO Functionen von @ allein {ind. Man
nennt diefe Gleidyung eine linedve Gleidyung von dex evjten
Ordnung, oder eine Gleidhung vom erften Grade und von
der erften Ovdnung, teil fie nur die evften Potengen von

der Function y und ihrem Differentialverhiltnifje ‘% der

erften Ordnung enthilt. Sept man davin
y=Xt, woraud dy= tdX -} Xdt,
indem man mit X eine Function von z, und mit £ eine
tpeue LVerdnderliche begeichnet, fo gibt die Subftitution in
die gegebene Gleidyung
tdX + Xdt + PXtdz + Qdx = 0.
- Da die Junction X vollfommen unbeftimmt geblieben ift,
fo fann man fie durd) die Wedingung beftimmen, daf die
vorftehende Gleidjung in die beiden folgenden gerfallen foll
tdX+ Qdz=0, und dt 4 Pldz=0.

Jn der giweiten Gleidyung find die Verdnderlichen getrennt,
und man erhdlt daraus

%—t'=——Pdw, It=— [Pda:, t=e"/t%,

Dicfer Werth von ¢ gibt, in die erfte Gleidyung gefept,

D L dXes e, 08T X0~ (dui Dt

Aus beiden Werthen fitr X und ¢ folgt endlid), mwegen
y=2X,
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g FRRNE LU 'l Q™
alg allgemeines JIntegral der gegebenen Gleicdhung, n el=
dem C die willFirliche Conftante bedeutet.
§. 387.  Auf diefelbe LWeife Fann man alle Gleidyungen
von der Form
y" ' dy + Py" dx + Qde =0
integriven, wo Pund Q gleid)fal(8 jrvei beliebige Functionen
ven z bedeuten. Denn diefe lepte Gleichung verwandelt
fi) twieder in die frithere, wenn man y™ = z fept.
§. 388. Die Trennung der BVevdnderlichen ift gleid)=
falls erveichbar in einer Gleichung von der Form

dy Y Phe
£
| Lt o witd gt und % =t 2 ;
Denn man fege ~=1, o wird y=af und 7 = +w dz’

folplidy vermwandelt fih die Gleidhing in folgende
dt dt dr
t4-z o 4 (=0, obder t_+7(7)+ =0 . o

=
in weldyer die Wevdnderliden getvennt find.

Bom integrirenden Factor.

§. 389. ol cine Differentialgleichung
Pdz + Qdy = 0
die Form eined genauen Tiffeventiald von einer Function
der beiden Wervdnderlidhen & und y befiben, fo ift jundadife
nothmwendig, daf diefe Gleidhung ald. umittelbares Refultat
aus der Differentiation der primitiven Gleihung bervorges
gangen fei.  Aber felbft wenn diefe Wedingung erfiillt ift,
fo Dat dennod) die Differentialgleidyung nidyt immer die Form
eined genauen Differentials, weil die Diffeventiation sumweilen
cinen  gemeinfchaftlichen Factor in fammtliche Glieder ein-
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fithvt, der mithin durd) tag Nullfepen deg Diffeventials
verfdytoindet. €8 fei 3. B. die primitive Gleichuny

Y — a/
o
fo ift das. i@lﬁerenhal der [infen Seite ——.1— und wenn
man diefe Grife gleich Jull febt, fo erhalt man blof
wdy — ydx = 0, "

und die linfe Seite diefer Gleihung ift Fein genaued Diffe=
vential mebhr.  Gin dbnlidyer Fall  Fam am Sdluffe desd
§. 381 vor.

§. 390. Wie aber aud) eine gegebene Viffeventialglei=
dung entftanden fein mag, fo (it fid) berweifen, daf e8
tmmer einen integrivenden Factor geben miiffe, durd)
deffen Miultiplication mit der gegebenen Gleidhung ein ge=
naued Diffevential ju Stande fommt, Man denfe fich ju
dem Gnde die gegebene Gleichung auf die Jorm gebracht

Wiy,

o ¥ irgend eine Function pon & und y beseidynet. Das
allgemeine Jntegral diefer Gleidung bat auf feiner linfen
Seite eine gewiffe Function von &, y und einer willfitcliden
Conftante @, die in dev Diffeventialgleidyung nidyt vorfomnt.
- Oenft man fid) alfo diefed allgemeine Jntegral in Wezug
auf @ aufgeldft und mithin auf die Fovrm gebradyt

. Uie= g,

fo wird U eine Junction von = und y fein.  Tie Diffe-
rentiation diefer Gleidyung gibt

N dU
dUu au dy | y
;}1+d—y*d—z—-—0, oder + dU —0,
dy
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welde Gleichung die Conjtante @ nidyt mebr enthilt, und
mithin mit der gegebenen Diffeventialgleichung identifeh fein
mug. Man muf alfo haben

dU
dy __dy dr
wt V=t e
dy.
and darvausd
dr au dy
( > m+@ﬁ
dU dy .. e
Nun ift ble Grife -f-—}——gi die volftindige Ddirivirte

Function von U. Folglid) mwird dadfelbe bon der Grife

s : . 4 av
dyE -+ V gelten, {obald man bdiefe mit dem Factor W

multiplicivt hat.

Durd) das Vorftehende ift man von der Eriften eines
integrivenden Factord verfidyert, mit weldyem die gegebene
Gleidyung multiplicivt werden muf, um unmittelbar inte=
arirt erden ju fonnen. 1leberdied fieht man, daf diefer
Factor befannt fein wird, fobald die primitive Gleichung
befannt ift.

§. 391. 8 fei 3 B. bie primitive Gleichung

y*—2a (z+y)=0.
Die Diffeventiation derfelben gibt

ydy — a (dz + dy) =0,
und wenn man aud beiden Gleidyungen die Conftante
eliminivt, fo exhdalt man die Diffeventialgleichung

(x4 y) dy — ydoe =
Die linfe Seite diefer Gleichung geniigt nicht den Bebdin-
gungen der JIntegrabilitit. Vringt man defhalb nady Vo=
fehrift Des vorigen Paragrapben, die primitive Gleidyung
auf die Form
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yﬂ
—_—
2z 4 y) §
fo wird die devivivte Function der linfen Seite, in Bejug

2 2z " ” £
auf y genommen, g(j+y)y2. Bringt man ferner die Diffe=

ventialgleihung auf die Form

. IR 5 VRRTLD
iz~ 2ty '
und multiplicivt diefelbe mit dem Factor y’jﬁ{y fo findet
Az 4y
man
y2 1Ry Y a4 y? & o
Ar+y)? dz 2Ar+-y)p
oder

Y2 +-2ay)dy—y2dr 0
Az+-y)? Eigi
I diefem Ausdrude erfennt man aber fefort das volljtin=

, : : " v : !
dige Differential der Junction TrE und feitet davaus

mithin unmittelbar die primitive Gleidyung rieder Der.
§. 392. Aus der Gleichung desd §. 390

av , dU dy

dy __dz Vdy daz
& Vg
dy

lapt fich ferner jchliefen, daf aufer dem %attvr%einc un=
endlidhe Menge anderer Factoren angegeben werden Fann,
weldye fammtlid) die Gigenjd)aft befilen, die Function %—}— 4

s einem genauen Diffevential 3u madyen.  Wenn man nam=
lidy unter @(U) ecine Deliebige Function von U verfteht, jo
wird die Gripe
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o). (Gt 5 o
die vollftindige devivivte Function von einer gewiffen Func=
tion von U fein, die mit ®(U) beseidynet twerden mag.
Wenu man alfo die linfe Seite dev vorjtehenden Gleidyung
mit dem Factor

aUu

U).—

*(0) - 35
multiplicivt, fo mwird fie gleidifall su einer genauen devivirten
Bunction von einer gemwiffen Function vou z und y werden;

. D). der Ausdrud ¢(V) g;«] wird cinen integrivenden Factor

der gegebenen Diffeventialgleidyung abgeben, wie man aud)
die vollfommen willfiiclidhe Function ¢ fejtjtellen mag.

Dag Jntegral diefer Junction, nad Einfilhrung des
genannten Factor§, ift aber identifh mit der fo eben durd
P(U) begeichneten Function, fo daf man ald allgemeined
Sntegral erhilt

®(U)=2C,
wo C eine willfiirlide Gonftante bedeutet.  Davausd folgt
unmittelbar
Uie= C,

o C toieder eine willfiirliche Conftante bedeutet.  Diefe
lepte Gleidyung ift aber dag Jntegral der gegebenen Glei=
dhung, und mithin fithren alle Factoren, weldse in dem Aus=

drude (V) %] enthalten find, sulept su dem namlichen IJn=
tegrale.
§. 393. €8 ergab fid) im §. 396 aud der Gleidyung

in welder P und Q Functionen von z allein find, das
Sntegral

y = e/ (0 L T dr Qe
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o € die willfinlide Conftante bedeutet, Moy dem Vo=
ftebenden witd man diefeg Jntegral auf die Fovm bringen
CL s QMR ULy TR Y
und der Factor, mit weldem man die Diffeventialgleichung
multipliciven muf, um fie integrivbar ju machen, wird alfo

' dU "Pdx
nady §. 390 fein ‘E:e“’".

Man fann died audy divect nadyweifen. €8 fei ndm=
fich p der unbefannte integrivende Factor, Dder mwie eine
Function von @ allein angefeben twerden mag. Fithrt man
denfelben in die Diffeventialgleichung ein, fo wird dag Glied

wQdz integvirbar fitr {id), und e8 handelt ficdh nur nody dar=
um, p durdy) die Wedingung gu beftimmen , daf die Grope

ndy + p Py de
ein genaued Diffevential werde.  Wan mup alfo Haben

dpi v py 1hi
e P, obder it Pdz, mworaug p=e

§. 394. Wollte man dicfed lehte Verfabren allgemein
antvenden, fo titrde man al8 gegebene Gleidhung angufeben
haben

S Pdx

Pdx + Qdy =0,
wo P und Q irgend beliebige Sunctionen bon z und y be=
deuten. - Begeicdhynet man den integrivenden Factor diefer
Gleichung mit p, fo muf die Junction p augenjdeinlid
der Wedingung geniigen

dpP _ dpQ
T de
0. b
a0 pdn 5
) i Qd.z‘_{—u(@ Frg) bt ¢

Aber diefe Gleidyung ift beinabe immer fdywicriger su be=
bandeln al8 die gegebene Gleihung felbft.
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§. 395, Man fann nody bemerfen, daf fid)y in allen
Fillen, wo man duvdy eine Transformation: der Gleidyung
Pdz + Qdy =0
eine Tvennung der BVevdnderlichen Derbeigefithrt hat, aud
unmittelbar der integrivende: Factor angeben [dft, weldyer
die Ordfe Pdr 4 Qdy ju einem genauen Diffevential madt.

Nimmt man namlid) an, e8 feien ftatt der Werdnder=
liden @ und y die neven Vevanderlichen s und ¢ eingefiibut,
fo wird die gegebene Gleichung ficd) verwandelt Haben in

Mds - Ndt =0,
wo M und N Functionen ven s uud £ find. Der BVoraus=
febung gemdp muB e8 nun eine Function ¥V von s und ¢
geben, fo Defdhaffen, dap die Divifion der lepten Gleidhung
durd) diefe Function eine Trennung der Vevdnderlidhen her=

o " ; : i
beifithrt, d. . daB - eime Function von s allein, unb%

: y . X ; Y. | N
eine Function von ¢ allein wird. Die Grife 3 ds +5 dt

ift alfo dann ein genaued Tiffevential geworden. Sept man
aber in diefer Grofe fitr s und ¢ ihre Ausdriice durd) z und

y gurii, fo falt fie mit der Grofe % dx —|—%dy gufammen,
wo man in ¥V gleihfalld fitr s und ¢ ihre Ausdriice durd)
@ und y gefebt denfen muf. Jolglidy wird audy %d:v - %dy
nothiwendig ein genaued Diffevential fein.

§. 396. A8 Veifpiel fitr die Trennung der BVerdn-
derlidyen blente im §. 388 bdie Gleidyung

f( )derdy-—O

oclde durdy die Subftitution y = 2, worausé dy = tde
—+ adt, fid) verwandelt in

[+ f(0] de 4 wdt =0,
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und in eldyer die Verdanderlidyen getrennt roerden, menn
man durd) 2[¢ - f(6)] dividivt.  Nad) dem vorigen Para=
graphen muf alfo die gegebene Gleidhung integrivt werden

Fonnen, toenn man fie mit dem Factor multiplicirt,

1
z{+/0))
nadydem man in Liefemn Factor fir ¢ feinen Werth durd) =
und y an tie Stelle gefept hHat; d. . der integrivende Jac=

tor der gegebenen Gleidung muf fein "'_y : N &
o| 3+
Wirklich erbalt man durd) Multiplication mit diefem Factor

f(y) dz 4 dy

L]

welded man leidt auf die Jorm bringt
dy ydz‘

”+f() !

und diefe Gleidyung Fann integrivt werden, da ,4?——

ydx
z*

dag Bifferential von L |ﬂ

Homogene Differentialgleichungen.

§.397. Untereiner huvmogewen JFunction verjteht
man jede Function, twelde aus Gliedern jujammengefept ift,
in denen die Summe Oder Erponenten der Werdnderlidien
einen conftanten Werth) Hat. €8 fei U eine homogene Func=
tion von mebreven Verdnderlichen @, y, 2c.  Sept man in
derfelben z an die Stelle von @, fy an die Stelle von ¥, 2c.,
fo verwandelt fidy die Function in *U, wenn n die Swmme
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dev: Erponenten der Werdnderlidien in jedem Gliede bejeidy=
net. Die Jabl z Dheit ter Grad der homogenen Function,

Sept man t=1-g¢, oder wad auf dasfelbe hinaus=
fommt, £4-gz an die Stelle von z, y4gy an die Stelle
von y, 2¢., fo erhdlt man durd) Anmwendung des Taplor’-
fchen Lebriaged (§. 138)

(19U —U+y<dz +ZU_7/—|—2E>

VAl U
T 2+2dey y+%yz+”'>
-+ 2.,
und wenn man die linfe Seite nady der binomifden Reibe
entreicelt, und die mit gleichen Potengen der unbeftimmten
Groe g Dehafteten Glicder rinmlber gleidy fept, fo Fommt

dU + A

n("—i) U_ d 1 2+ dl‘dy +dyz yz + 20
20,

Diefe Vegiehungen pilegt man unter dem Namen ded
Zehriaped von den homogenen Functionen gu=
fammengufafjen.

§.398. Die Betradytung der vorftehenden Veziehungen
erleidytert gutveilen die Jutegration der Viffeventialfunctionen
von mebreven LVevdanderlidhen.  Wenn namlidy eine Function
homogen ift, fo wird diefe Cigenfchaft durd) Differentiation
der. Junction nidt aufgehoben.  Folglich wenn wmgebelhrt
eine homogene Differentialfunction

Pdz + Qdy + 1.

gegeben ift, teldhe den Wedingungen der JIntegrabilitit
Geniige leiftet, fo Dat man unmittelbar, wenn man mit U
ibr Jutegral begeichnet, fo wie mit n den Grad diefes IJIn=
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tegralg, der immer den gemeinfdyaftlichen Grad der Fune=
tionen P, 'Q, 2. um eine Ginheit iibertrifft, nady dem vori=
gen Paragraphen
nlU = Pz -+ Qy + 1. 4 C.
§. 399. Wenn in der Differentialgleichung
Pdz 4 Qdy =0

die Functionen P und @ der Wervdanderlihen = und y ho=
mogen {ind, fo laffen fich diefe Verdnderlidhen leicht trennen,
und die Gleidhung wird mithin unmittelbar integrivbar.
Man fepe namlid) y=af, fo nehmen die Functionen P und
Q die Geftalten an pz" und ¢a”, wo p und ¢ Junctionen
von ¢ allein find, und = die Summe der Erponenten von
@ und y in den Gliedern dev gegebenen Gleidyung bedeutet.
Diefe Gleichung wird alfo

dz | gdi —0

’

(p+ gf) do+ godt=0, ober 4 o=

wo die Vevdnderlichen getvennt {ind. Die Integration gibt
l P T
& +f p-qt fo

in weldyer Gleidung man, nad) Ansfithrung der angeseigten

Sntegration, fitv £ feinen Wertl % su fepen Dat.

§. 400. ©8 fei 3. V. die Gleichung gegeben
(& — 2y) de - ydy =0,
in welder P= 2z — 2y und Q =y homogene Sunctionen
vom erften Grade find. Duvch die. Subftitution y = xt
vertoandelt fidy diefe Gleihung in

~

dx s 1dt g
x 12402

deren JIntegral ift
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o4 I(l— 0 +5=¢
wo C die willfitlide Conftante bedeutet. Seht man fitr ¢
feinen Werth "’;, fo erbdlt man

Uz —y) + x’”_y= e

mwofitt man audy {dreiben fann

z

Ly = C.e—"‘-",
indem C jebt eine andere Gonftante bedeutet.

§. 401. @8 fei ferner die Gleidyung gegeben
(z* oy = 2Y*) de + (y* — 3a?) dy =0,
in weldyer P = 22 4 oy — 2y? und Q0 = y? — 322 homo=
gene Functionen bom giweiten Grade find. Die Subftitu=
tion y = @t gibt ;
dz (12—3)dt
T P2f—2 L 0.
Der Brud). auf der linfen Seite diefer Gleidhung, mwelder
mit dt multiplicivt ift, [@Bt {id) nad) den Miethoden des
XXIV. Abfdynittd in Partialbriiche zerlegen, wodurd) man
evhalt
r—3 1 2 7— V5 4-v5
820211 5(F1) " 5(2t—3— 1/5) . 5QRt—341/5)"
Mithin wird die vorige Gleichung
dr 2 dt —V5 dt 7 5 dt
T BiHL g 5V 2:_3—V5+ +5V ATV
und ihr Integral fird
lo — 2 (t41) + & (e—3641) + ﬁgl ﬂ—fﬁ:l&
Statt diefer Gleidhung Fann man endlid) {dreiben
Navier, Diff.= und Integrale. II, Band. 4

http://rcin.org.p!



50 XXXII 2Abfdynitt.

1

2 2 7004 5 2y

(4 g7 3y 4 o (BSEVNE
§. 402, Die Diffeventialgleichung ded §. 399
Pdr + Qdy =0,

weldye ald Homogen vorausgefept wird, und in welder »
den gemeinfdaftlidhen Grad der Functionen P und @ be=
seichnet, verwandelt fidy durd) die Annahme y = ¢ in

(pa" 4 ga™) do + qa"t' dt =0,
und DHievin roerden die Verdnderlichen getrennt, wenn man
durd) @' (p 4 ¢t) dividirt. Davaud aber folgt vermige

it L e LR : A
ded §. 395, dap der Ausdrud (gt ein integrivender

Bactor der gegebenen Gleidhung fein muf, wenn man in
demfelben fitv ¢ feinen Wertlh guriicjepts d. D. diefer inte=

grivende Factor wird fein Mithin ift die Function

Pdz4-Qdy
Pr+-Qy

Dies Fann man aud) diveet nachiveifen. ©8 fei p der
unbefannte integrivende Factor dev Funftion Pdr - dy,
weldher al8 eine homogene Junction von 2 und y vorans=
gefept werden mag.  Mian Fann fodann fefen

pPde + pQdy = dv,

o U eine Function von 2 und y bedeutet, Darausd folgt
nach) §. 398

|
Pz—+-Qy
nothwendig ein genaued Diffevential.

whr + uQy = kU,
wenn man unter & den um eine Einbeit vergriferten ge=
meinfdyaftlichen Grad der Functionen pP und pQ verfredt.
Lividivt man diefe beiden Gleidhungen duvd) einander, fo
Fommt ;
Pdr+4-Qdy  dU
Prd-0y TRV
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Nun iftZ—g ein genaues Differential; folglidy gilt dasfelbe

pon der linfen Seite diefer Gleichung.
§. 403. o twird in dem Weifpiele des §. 400 die
Gleidyung '
(# — 2y) dz + ydy = 0
vermdge de8  Bovigen integrivbar werden durdy Multipli=

: : 1 ’ 1 w
cation mit dem Factor @2yt b. i. P Man erhialt

fodann niiin[id) die Gleidyung
(2—2y)do+ydy
(B9 i
wofilr man fehreiben Fann
dz—dy ady—ydzr
z-—y T =

0

’

oder aud
d. Uos—y) 4+ d. <;f»y> —0,

und Dievaud ergibt fid) unmittelbar dad oben gefundene
Jutegral.

Differentialgleichungen der erflen Ordbnung, in demen Ddie weite Poteny
ober hihere Potenzen des Differentialverhdltnifjes entbhalten find.

§. 404. TWenn eine gegebene Differentialgleichung Ho=
Dere Potengen ded Diffeventialverhiltnifies % in fid) ent=

Dalt, o fann man {id)y diefelbe in Wegug auf diefed Diffe=

rentialverhaltnif, al8 Unbefannte, aufgeloft denfen. Seft

man fodann die Factoven, weldhe den Wurgeln Ddiefer Glei=

dung entfpredyen, eingeln gleid) Null, fo erhdlt man eben
dy

fo viele Differentialgleidyungen, in denen - nur in der er=
4 *
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ften Poteng vorfommt; man Eann alfo die Integrale dicfer
Gleidyungen nehmen, wobei man jedem eingelnen eine will=
fiinlidye Gonjtante beigufitgen Dhat. Dad Product diefer
verfchiedenen JIntegrale wivd dad allgemeine Jntegral der
vorgelegten Gleichung geben.

Die Allgemeinbheit diefed Integrald tird iibrigensd nidyt
permindert, wenn man annimmt, daf die willfiivlide Con=
flante in allen Factoven Ddiefelbe fei. Demmnac) Dat jede
Differentialgleidhung der erften Ordnung, twelde die nte

Poteny ded Differentialverhaltnifjes gi— in fidh enthdlt, su

irem Jntegral cine primitive Gleihung, in weldyer die
willfitclidhe Conftante gur Poteny = erhoben vorfommt.
Gin WBeifpiel gibt §. 382.

§. 405. Die algebraifdhe Aufléfung der gegebenen
Gleihung ift indeflen Daufig nicht moglich, und mithin
wird fodann dag angeseigte Verfahren unausfithrbar. Man
gelangt Dagegen sutveilen jur Jntegration der in NRede
febenden Gleidhungen, wenn man eine foldye Gleidyung
guvor auf die Jovm bringt

y=1L,
two L eine Function von = und :—i bedeutet.  Jur AO6Fr=

sung fepe man ¥ ftatt %. Die Differentiation diefer Glei=

dyung gibt fodann
)y dL dL dy
| Y i -
weldyes eine Differentialgleidung der erfen Ordnung jwifdyen
¥ und z ift. Kann diefelbe integrirt werden, fo erhilt man
eine Gleichung jwifdhen y' und & nebft einer willfiirlichen
Gonftante; und ‘durdy Elimination von y' aus diefer und
der gegebenen Gleihung findet fid)y das gefudyte Integral.
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§. 406. Die vorftehende Miethode ift anwendbar auf
die Gleidyung
y=Mr—+N,

wo M und N Functionen von gy; oder y bedeuten {ollen.

Diefe Gleihung gibt namlid), in Vesug auf @ differentiirt,

dM dy | dN dy
ek B —_—k7+d_] dx

oder
(M—J)dx-}—J; d + rdy—O

und falt mitbin unter die in ben §§. 38() und 393 betrad)=
tete Form. Sie wird alfo integrivbar, wenn man fie mit

fﬂldi’y

dem- Factor e multiplicivt, und ihr Jntegral wird

dM',
cae M_”<c+ Sy ‘f”_)_o

wo € die willfiirlidhe Conftante ift. Sdlielid) hHat man
fodann nod) ' aug diefer und der gegebenen Gleichung
i eliminiven,

§. 407. Befondere Weadhtung verdient nud) der Fall,
o man in der vorigen Gleidyung hat M —y , alfo die
Gleidyung wird

y=y x4 N.
Mian exhdlt fodann durd) Differentiation

<J:+ %D dy =0,

weldye Gleichung in die beiden folgenden gerfallt
dN ;
. z 4 W= 0, und dy =0.
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Die Gleidung =z + gg = 0 gibt einen Werth fiir y, wel=

der, in die gegebene Gleihung fubftituivt, ju einer primi=
tiven Gleidyung fithrt, die feine willfiiclidhe Conftante ent=
halty diefe primitive Gleidhung ift nad §. 379 eine befon=
dere Auflsfung der gegebenen Gleidung. Die Gleidung
dy’ = 0 dagegen gibt integuirt
v,

wo C die mlﬂfurhd)e Gonftante ift; und diefer Werth liefert,
wenn man ihn in der gegebenen Gleihung an die Stelle
von ¥ fept, dad gefuchte allgemeine Jntegral. Diefes In-
tegral ift die Gleihung einer gevaden Linie, deven Neigung
gegen die Acdhfe der & durd) den Werth der Conftante €
feftgeftellt wird.

Bejondere Auf(dfungen der Diferentialgleihungen der erften Orduung
swifdhen wei BVerdnderlidyen.

§. 408. €8 ift im §. 379 bemerft worden, daf e8 ju-
weilen primitive Gleidyungen gibt, eldye einer gegebenen
Differentialgleidyung Geniige leiften, obhne jedoc) in dem
allgemeinen Jntegrale diefer Gleihung enthalten it
fein,  Gleidhungen Ddiefer 2Avt, welde befondeve Auflo=
fungen genannt twerden, seidynen fidh auptfadylich dadurdy
aud, Odaf fie feine willfiirlide Conjtante enthalten, deren
Gegentwart das  wefentlidie Kenngeidhen ded  allgemeinen
Qutegrals ift. 1leber die Matur diefer befonderen Aufli-
fungen erhdlt man auf folgende Weife Austunit.

¢8 fei

Fz,y,a) =0 (h
dad allgemeine Jntegral der Differentialgleichung
f"vyldz.)_o (2)
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Diefe lepte Gleihung ift fodann dag Rejultat der Elimi=
nation der Conftante @ aud der Gleichung (1) und deven
unmittelbavem @iffmntia[ namlid)

ar dy

+d dz: 4
und fiberdied Fann umn uad) §. 376 2., bie Gleidungen
(1) und (2) wie die analptifhen Ausdriide cinesd Syftems
von einer unendlid) grofen Anzabl von Curven anfehen,
welde fih nur in den verfdyiedenen %ertl)cn der Gonftante
a von einander unterfdeiden.

Mean nehme an, ed fei in der (Silnrbung (1) der Gon=
ftante a ein beftimmter Werth beigelegt worden, und man
Betradyte die Gurve, weldye diefem Werthe entfpricht. Wenn
fobanu, von dem genannten Werthe audgehend, a um tie
unendlidy fleine Grife da junimmt, fo verandelt {id) die
Gleidyung (1) in

P49 da =0,
Diefe Gleihung gedhort einer goeiten Curve an, weldye dev
erften unendlid) nabe liegt; und die Werthe von z und y,
weldye gleidhzeitig den beiden Gleichungen Geniige leiften

F=0 wund F—]—%da:ﬂ,
oder, wad auf dasfelbe hinausfommt, die beiden Gleidyungen

dF
i) und B 0,

gehoven folglid) dem Durdyfdynitespuntte diefer beiden Cur=
ven an.

§. 409. Man eliminive die Conftante a aus den bei-
den Gleidhyungen

F=0 und Z§= 0.
Dad NRefultat diefer EGlimination wird eine primitive Glei-
dung zwifden 2 und g fein, weldye der Linie angehirt,

die der geometrifdhe Orvt der Durdifchnittepuntte aller i
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dem allgemeinen Jntegrale enthaltenen, und fih nur durd
die verfihiedenen Werthe der Conftante @ von einander un=
terfdheidenden Curven ift.  Diefe Linie wird augenjdheinlic
von allen in Rede ftebenden Gurven bevithrt, und fithrt den
Mamen der einbhitllenden Curve. Die gefundene Glei=
dyung aber, weldye feine willfiirlidhe Conftante entbhalt, ift

die befondeve Aufldfung der Gleidyung f(w,y,z-i>=0,
der fie offenbar Geniige leiften muf, teil der Werth von

ap's L AL \
d% in jedem Punfte der einbiillenden Curve beiden- Curven

gemeinfdyaftlich angehort, ndmlicy diefer einhitllenden Curve
und devjenigen in dem allgemeinen Jutegvale enthaltenen
Gurve, die fie in jenem Punfte bevithrt. Man fieht alfo,
dag die Auffudyung der befonderen Aufldfung einer gegebenen
Diffeventialgleidung jufammenfillt mit dem geometrifdyen
$Problem, die einbitllende Curve angugeben, tweldye dem durd
jene Diffeventialgleihung , oder durd) dad allgemeine In=
tegral derfelben dargeftellten Syfteme von Curven entfpridt.

Man muf iibrigend bemerfen, daf die in einer Diffe=
rentialgleichung und dem allgemeinen Jntegrale derfelben
enthaltenen Gurven, d. b. die Gurven, tweldye den befonderen
Sntegralen jener Differentialgleichung angebiren, nidt im=
mer eine einbitllende Gurve Defipen; oder daf e8 nicdht im=
mer borfommt, daf bdiefe CGurven eine gewiffe Linie von
einer bon der ihrigen verfdyiedenen BWefdhaffenbeit beriihren.
Jn diefem Falle gibt e8 aud) feine bejondeve Aufldfung.
Wian erfennt leidyt, daf eine befondere Aufldfung nidyt exi-

tict, toenn die Gleidyung ;g = 0 fiir die Conftante a Feinen
Ausdrud durd) = und y liefert; oder genauer, twenn man
nicdht aug den Gleihungen F = 0 und Zf=0 durd) Elimi=

nation von a eine Gleidhung jwifden 2 und y erbalt,
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welde nidt fhon in dem allgemeinen Jntegrale als bejon=
dever Fall enthalten ift.

§.410. @8 [ift fidh) aud) divect und ohne geometrifdye
Sitlfabetrachtungen nadyweifen, daf die Auffudyung dev be=
fondeven Auflofung, d. h. einer Gleidhung, welde, ohne die
Conftante @ ju enthalten, der Diffeventialgleichung (2) Ge=
niige leiftet, durd) Elimination von @ ausd den Gleihungen

(1) und gg=0 g Stande gebracht werden mup, Um ndm=

lidy die in Mede ftebende Gleihung gu finden, Fommt e8
allein davauf an, fiir @ in der Gleichung (1) eine angemefien
beftimmte Function von @ und y an die Stelle ju fepen.
Man nehme defhalb an, diefe Subftitution fei ausdgefiihrt,
und betrachte demgemdf e wie eine Function von z und y.
Unter diefer WVorausfepung erhilt man aus der Gleichung
(1) durd) unmittelbare Differentiation die Gleidyung
dF dy | dF da
ik 1193, w5, Al
Aber nady der anfanglidhen BVorausfepung ift die Gleidyung
(2) durd) Glimination der Grife @, weldhe al8 conftant
gedadht wurde, aus der Gleidhung (1) und ihrer Diffeven=
tialgleicdhyung Dervorgegangen, und diefe Differentialgleidyung
war in diefem Falle
aF | dF dy
dz dy dr =
Soll alfo audy in dem Falle, wo a verdanderlich und eine
Sunction von z und y ift, dasfelbe NRefultat exfcheinen,
fo veicdht e8 Dhin, diefe %unrtiou a durd) die WVedingung u

Deftimmen, daf das Gﬁ[wb vnfd)mmben foll5 denn alg=

dann terden .die beiden (jlud}ungen, aus Odenen die Elimi-
nation vorzunehmen ift, in beiden Fillen Ddiefelbe fein, und
folglidy audy diefelbe Gleidyung (2) als Rejultat ergeben.
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Nun Fann man dad in Rebde ftehende Glied auf doppelte
Weife jum BVerfdywinden bringen; ndmlicd)y entroeder wenn

da % Y 24
man fept A 0, mwodurd) man e gleid) einer beliebigen

Gonftante findet und mithin ieder ju dem Falle ded allge=
meinen Jntegrald guviidgefiihrt wivd; oder wenn man fefst

dFr : " it : i
:E_O' und im Fall fid) hierausd fiiv @ eine Function von

z und y ergibt, fo wird deven Subftitution in die Gleichung
(1) oder F==0 3u einer primitiven Gleichung fithrven, welde,
ohne eine willfirlide Conftante ju enthalten, dev Differen=
tialgleichung ®eniige leiftet, und mithin die gefuchte befon=
dere Aufldfung fein toivd.

§. 411. Nacdh) dem BVorhergehenden Fann man immer
die befondere Aufléfung finden, fobald man das allgemeine
Jntegral fennt.  Die bejondere Auflofung Fann aber aud
aud der Tiffeventialgleidyung felbjt abgeleitet werden.

Man betradyte ndmlidy eine von den Gurven, welde in
dem allgemeinen Jntegrale enthalten find, entfpredyend einem
beftimmten Werthe @ der Conftante.  Dicfe Curve wird ju=
gleidy gefcynitten und bevithrt duvd) die unendlic) nabe lie=
gende Gurve, weldhe dem Werthe a+-da der Confiante gu=
gebort, und dev beiden gemeinfhaftliche Punft ift jugleid
ein Punft der einbitllenden Linie, deven Gleihung die be=
fondere Aufldfung ift. Aber die ndmlide dem Werthe «
der Gonjtante entfprecdhende Curve wivd nidyt mehr berithrt,
fondern blof gefdynitten durch alle iibrigen Gurven, welde
Werthen der Conftante gugehdven, die von @ um eine end=
lidhe Grofe verjdhieden find. Daraus vagt, dap die Gleidyung

3 f(‘rl./ld‘t

wenn man fie nu J— auﬂmr im allgemeinen zioei oder mel=
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veve verfchiedene Werthe fiir diefes Tifferentialverhiltnif
liefern mug, fobald man fitv @ und y vollfommen belicbige
Werthe an die Stelle fept. Wenn man aber fiir 2 und y
folchye Werthe annimmt, tweldye Punften der einbitllenden
Linie angehoven, d. h. tweldye der Oefondeven Anflifung
Geniige leiften, die die Gleihung diefer einbiillenden Linie

{ { . d
ift, fo mug e8 wenigftens jtwei Werthe von ;f; aeben, toeldye

einander gleic) werden. Alfo mup die bejondere Auflfung
der doppelten Fovderung entfpredien: 1) der gegebenen
Differentialgleidyung

f(xyy)=0
(wo gur AbFiirgung y' ftattj—‘z gefebt worden ift) Geniige

su leiften, und 2) wenigftend ztvei unter den Werthen von
y, die tiefer Gleidhung Geniige leiften, einander gleich su
madyen.  Jun wird die Eyifteny grveier oder mehrever glei=
den Werthe von g, welde durdy die vorftehende Gleidung
gegeben mwerden, audgedritct duvch die BVedingung

dy
moraud folgt, daf die Climination von y ausd den beiden
Gleidyungen .

2 S df—
f(@,yy)=0 und t—iy—,_o

die gefudhten befonderen Aufldfungen, fails e8 deren gibt,
liefern muf.

§. 412. Mian findet bdie befondere Aufldfung audy auf
folgende LWeife.

Mian  denfe fid) die gegebene Differentialgleichung
f(@ y,y) =0 aufgeldft in Vezug auf ¥, und unter die
Form gebradyt

¥+ V=0,
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wo ¥V eine Function von a und y ift.  Da die Curven,
welde duvc) die befondeven Jntegrale davgeftellt werden, im
allgemeinen einandev fdyneiden, und nur in folden Puntten
cinander gugleid) beriihren und {dneiden, weldye der einbiil=
[enden Gurve angehoven, fo muf die Function — V, weldye
den Werth von y' darftellt, im allgemeinen wenigftens jei
verfchiedene Werthe fitr diefe Grofe gebens dagegen fobald
man fitv @ und y folche Werthe febt, mweldye dev einhiillen=
den Gurve angehoren, fo toerden gioei bon den Werthen der
Sunction — ¥V einander gleid)y mwerden. Nun Fann man
fiy — V toie die vertifale Ordinate einer Frummen Fldcde
denfen, deren Horigontale Abfeiffen find z und y; und diefe
Flahe muf nad) dem Vorigen eine foldye Geftalt haben,
daf die vertifale Ovdinate fie im allgemeinen wenigftens in
gwei Punften fdyneidet, und fie nur dann in einem eingigen
Punfte trifft, wenn die ALfeiffen z und y der befonderen
Auflofung angehvren. Lavaud folgt, daf die in Rede fte=
Dende Bliche (falld fie Feine Unterbrechung der Continuitdt
erfeidet) durd) den vertifalen Gylinder berithrt wird, deflen
WVafig die einbitllende Curve ift, d. h. die Curve, tweldye die
befondere Aufldfung u ibrer Gleihung hat; und bieraus
Lift fid) leicht {chlieBen, daf filr folche Werthe von z und
y, die der Defonderen Auflofung angehidven, man ju gleidyer
3eit haben mup

Ak - dv

dr 00, dy . 0
folglich aud) ?

W, &y

e (¢ OF = 00.

Diefe Bedingungen [liefern alfo die befondeve Aufldfuny,
fall8 tine folche eriftivt.

§. 413. Man Eann {iberdies bemerfen, daf man durd
“Differentiation dev gegebenen Gleidyung

http://rcin.org.pl



Befondere Auflofungen. 61

M f(xl Y, ?I') =0
evhalt
df | df dy | df dy
wtayawtay ="
Da hier der Factor %, ded8 lepten Gliedes, nad)y §. 411,

fitv alle Werthe von z und y, welde der befonderen Auf-
[dfung angehven , den Werth Jtull befiht, fo wird man
fdlicBen, daf der Werth des TVifferentialverhiltniffed der
gioeiten. Ordnung % =3 Z—Z, weldyen diefe Gleidyung gibt,
unbeftimmt bleiben, d. §. daf die Gleidyung fitr jeden Wert,
den man fiir da8 in Rede ftehende Differentialverhiltnif
fepen mag, Giiltigfeit bebalten muB. Ebenfo wird es fidh
fodann mit den Differentialverhiltniffen aller hisheren Ord=
nungen verhatten. Diefer Umftand Hat darin feinen Grund,
daf jeder Punft dev einhitllenden Curve ju drei verfdyiedenen
Gurven gehort, die mit einander eine Werithrung der erften
Ordnung eingebhen, oder fitr welche dad Differentialverhilt=

nif der erften Qrbmmg% cinen gemeinfdhaftlicdyen LWerth

befipt; ndmlid) den beiden Curven, welde durd) die befon=
deren Jntegrale gegeben mwerden, die den Werthen a und
a—da der willfiiclidhen Conftante ent{predyen, und der ein=
hitllenden Curve felbft, die gleichfalls in der Diffevential=
gleidung enthalten ift. Aber die Werthe der Diffevential=
verhaltniffe der Hoheven Ordnungen find im allgemeinen fiir
diefe verfchiedenen Curven verfchieden; und da die Gleidyun=
gen, von denen diefe Differentialverhiltniffe abhiangen, nur
einen eingigen Werth liefern Fonnen, fo [oft die Redynung
diefen Widerfprud) dadurdy), dap fie diefen Werth unbeftimmt
werden [aft.  Wenn man alfo ausd der gegebenen Diffeven=
0 day

tialgleichung den Ausdrud fiir %—=Ea entwidelt, und
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Babler und Nenner desfelben eingeln gleid) Null fept, fo
erhilt man gwei Gleidyungen, welde jugleid) mit der gege=
benen (S[eid)ung fitr Ddiejenigen Werthe von z und y be=
fehen miiffen, die der befonderen Aufldfung angehiven.
Gliminirt man ¥ gwifden jeder diefer beiden Gleidyungen
und der gegebenen, fo mwird, wenn die Refultate diefer Cli=
minationen einen gemeinfd)aftlichen Factor befien, bdiefer
Bactor die gefuchte befondere Aufléfung fein. Wenn da=
gegen diefe Tefultate nidht mit einander beftehen Fonnen,
fo wird man davaus fdliefen, daf e8 feine befondere Auf=
[bfung gibt.

§. 414, Wenn man dasd BVorhergehende auf die Diffe=

rentialgleidyung

z % —y+5b6=0
anwendet, twelde im §. 380 betvachtet murde und deren
allgemeines Jutegral ift

y—axr —b=0,
o a die fillEiirlide Conftante bedeutet, fo findet man ald
befondere Aufldfung dad8 Sphjtem Dder Werthe # =10 und
y=2>5, weldhe dem gemeinfdajtlichen Durcdhfchnittapuntte
aller gevaden Linien angehven, die durd) das allgemeine
Sutegral davgeftellt werden.

§. 415. Wenn man dagegen ebenfo die Gleidyung
Y d—2w=0
behandelt, toelde im § 381 betrachtet wurde und deren
allgemeined Jntegral ift
y—ar—z:+b=0,

wo b die willkirlide Conftante bedeutet, fo findet man Fein
Refultat. 8 Faun hier ndmlid) Feine befonderve Auflifung
- geben, weil die Gurven, welde durd) diefe Gleidyungen dar=
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geftelltt werden, Feine einbiillende Gurve befipen.  Ebenfo
verhilt e8 fidy mit der Gleidyung des §. 382.
§. 416. Man betradyte die Gleidyung
y=az + br
welde einer gevaden Linie angehvrt, deven Lage duvd) die

Werthe der Conftanten @ und b beftimmt ift. Der Abftand
diefer Linie pom Anfangspuntte der Coordinaten hat den

usdrud ———. Gliminitt man alfo & aus der vorigen
Va’—}—l
Gleidyung und der Gleidyung
b
g = i

wo = eine Conftante bedeutet, fo tird die entftehende Glei-
dung -
y=azx4+rVa 1
einer geraden Linie angehoven, mwelde einen Kreid vom
Halbmeffer r, Odeffen Mittelpunft im Anfangdpuntte der
Goordinaten liegt, berithrt und mit der Acdyfe der @ einen
Winfel cinfdylieft, deffen trigonometrifche Langente gleid)
a ift.

Differentiivt man diefe Gleichung, und eliminivt mit
iilfe der Differentialgleichung die Conjtante a, fo erhalt

man, wenn man y ftatt Z—Z fehreibt,

y=azy +rVy*+1
Aus der Cntftehung diefer Gleidyung toird man fodann
fdyliegen, daf das allgemeine Jntegral derfelben die primi=
tive Gleidyung ift

y=ar+rVa +1,
in weldyer @ die willfinliche Conftante bedeutet, und weldye
gleid) mwie die Differentialgleidyung dem Spfteme aller gera=
den Linien angehirt, die einen Abftand r vom Anfangé=
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punfte der Coordinaten befigens fo wie ferner, daf fie als
befondere Auflofung die Gleidhung Hat
x? + yr='re,
welche den Kreid darftellt, der durd) alle diefe geraden Linien
berithrt wird und der geometrijdye Ort ibrer unendlid) nabe
auf einander folgenden Durchfdynittspuntte ift.
Wenn man nun aber die Differentialgleicdyung
y=ay +rVy:+1

al8 gegeben anfehen und nad) den vorhin entwicdelten Nie=
thoden behandeln will, fo wird man jundad)ft bemerfen, daf
fie unter den Fall des §.407 fallt. Man findet alfo un=
mittelbar nad) diefem Paragraphen y = ax 4-r Va2 41
alg allgemeined Jntegral, in mweldem @ die willkiirliche

Gonftante ift.  Ferner wivd Dder Factor 2 -|—3—;Y Dier

WTTy-}-T Sept man denfelben gleid) Mull, fo erhlt

man § = — —o—, und diefer Wertl), in Ddie gegebene
Vre—gz2
Differentialgleidung fubftituirt, gibt y=1"r2—a2, weldes
die Defondere Auflofung ift.
Will man nady §. 409 die befondeve Aufldfung aus
dem allgemeinen Jntegrale
y=ax+r V a2 —+1
Derleiten, fo hat man a gu eliminiven ans diefer Gleidyung
und ibrer devivirten in Wejug auf e, nimlid
0=+ -2
A Va+1
Dag Refultat diefer Elimination ift aber augenfdyeinlid
wieder dad obige.

WIll man die befondere Aufldfung aus der gegebenen
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Differentialgleihung herleiten, fo hat man nady §. 411 ¢
su eliminiven aud den beiden Gleidhungen

y—azy —rVy?+1=0 und :v—|—7# =0
wodurd) fid) mieder dasdfelbe NRefultat ergiebt.
Nach) §. 413 hat man die gegebene Gleicdyung
y—ay —r Vi F1=0
dy

u Diffeventiiven, um daraus den Werth von " obder -

Devzuleiten; died gibt

Die Gleihung liefert in dem Dhier vorliegenden Falle Fei-
nen allgemeinen Ausdrud von y” durd) =, y und ¥, wel=
ched Ddarin feinen Grund bat, daf der Werth von y” fiir
die Defondeven: Jntegrale, tweldye gevade Linien darftellen,
ftet8 Mull ift. Aber die Gleidyung LBt fich in die beiden
Bactoren jerlegen

it vy

Yy =0 und $+ Vy—,z_{_—l=0,
und da die in Rebde fiehende Methode fordert, daf der Werth
von 3’ vollfommen unbeftimmt bleiben muf, fo wird man
fdyliefen, daf Ddie exfte diefer Leiden Gleidyungen dem allge=
meinen Jntegrale, die iweite dagegen der Defondeven Auf=
[ofung angehort.

Gndlich wenn man nad) §. 412 die gegebene Differen=
tialgleidhyung in Vegug auf y’ aufldf, um fie auf die Form
y -+ V=0 su bringen, fo findet man

¥ +zvi-rV$’+y’ R Sy

r: — g2

Man fieht, daf diefe Gleidhung im allgemeinen fiir y e
Navier, Diff.= und Integrale. T1. Band. 5
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verfdyicdene Werthe gibt, entfprechend denjenigen beiden Tan=
genten Ded Kreifed, weldye fid) in dem Puntte durcyfchneiden,
den die willfiivlid) angenommenen Werthe von z und y fejt=
ftellen. Aber die Werthe von 3 werden einander gleid),
wenn die Wurgelgrofe in der porftehenden (Sjleid)ung Jtull
mxrb 0. h. wenn & und y der Gleihung geniigen
24y —-—r=0,

und mithin ift dieg die bejondere Aufldfung. Die BVedingung
weldye die Geiden Werthe von ¥ einander gleid) madyt, er=
gab ficdh hier unmittelbar; indeffen witvde fid) aud) leicht nady=
weifen laffen, baﬁ di.felbe Wedingung ausd den Gleidhungen
3'/ o0 unb = 00 [ervorgeht.

§. 417. SDw Dier betradytete Tifferentialyleidyung ift
ein befonderer Fall der Gleihung des §. 407.

y=uay + N,

in welder NV eine beliebige Function von o' bedeutet. Aus
dem Worigen ift flav, daf das allgemeine IJIntegral diefer
Gleihung einem Shfteme von geraden Linien angehirt,
deren Gleidyungen man ausd der gegebenen Gleichung erbiilt,
wenn man darin fitr ¥ eine willtinlide Conftante an die
Stelle fept. Berner toerden alle diefe gevaden Linien dieje-
nige Gurve berithren, deren Gleidyung man erbilt, wenn
wman ¥ aud den beiden Gleihungen eliminirt

=ay +Nund —|——Z§=0.
§. 418,  Hinfichtlichy der allgemeinen Gleihung des
§. 406
y= Mz 4 N,
in welder M und N Junctionen von g allein {ind, it das

allgemeine JIntegral bereitd in dem angeseigten Paragraphen
angegeben.  Die befondere Aujldfung, d. §. die Gleidyung
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derjenigen Gurve, twelde von allen Gurven berithrt wird, die
den Defonderen Jntegralen entfprechen, erbdlt man durd)
Climination von g aus den Gleichungen

_f.lll——y

y=Mx 4+ N und e &= 03
von denen die lefstere einerlei ift mit %= (o of

§. 419. @8 liegt sutveilen die Aufgabe vor, ein Sy=
ftem von Gurben einer gegebenen Art fo ju legen, daf die-
felben {ammtlid)y Tangenten an einer andeven gleichfalld ge=
gebenen Gurve mwecden.  Drefe Aufgabe Fommt darauf hin=
aud, eine primitive Gleidhung, deven allgemeine Form gege=
ben ift, fo gu beftimmen, dap ibhrer derivirten Gleidyung eine
gegebene Gleichung ald befondeve Aufldjung sugehort. €8
fei allgemein

F(x, 9y, a0 2)=0
eine Gleidyung, in welder @, b, 2c. Gonftanten find. Man
fordert, daf das Spftem der Curven, weldye in diefer Glei-
dung enthalten fein Ednnen, indem man die Conftanten fid)
dndern [ift, eine anbdere duvdy die Gleichung
® (2,9 = 0

dargeftellte Gurve berithre, oder was dasfelbe fagt, su ibrer
einhitllenden Gurve Dhabe.

Durd) Differentiation der beiden gegebeuen Gleidhungen
findet man g

dF dy ad | d® dy ;
St mE=0 Gt G a=05
unt enn man EE aug diefen beiden Gleicdhungen eliminirt,

fo wird die entftehende Gleidung, nimlid)
Wb driv
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die Vedingung ausddritden, daf die duredy die gegebenen Glei=
dungen dargefteliten Gurven eine BVeriihrung der erften Ord=
nung mit einander eingehen.  Eliminirt man aljo 2 und y
aud den drei Gleidhungen

F(z,y,ab,21)=0, & y)=0, f"—"’ — dj@:ﬂ
fo tird dag NRefultat, welded nur nod) die Conftanten a,
b, . enthilt, diejenige Bezicbung audfprechen, weldye jwi=
fdyen @ und den itbrigen Confjtanten ftattfinden mug, damit
die in NRede fiehende Vedinguny erfiillt mwerde. Loft man
mithin diefe lepte Gleidhung fitr eine dev Conftanten auf,

3. 8. fitr b, und fept den gefundenen Werth in die gegebene
Gleichung

Flwy, a:ba0)=0,
fo mitd dad Crgebnif diefer Climination die verlangte iz
genfdyaft Haben.
§. 420. €8 fei 3. B. die Gleidung gegeben
y*+ax+56=0,
meld)e einer Parabel angebort, deven Adhfe mit der Adfe
der @ gufammenfillt; fo wie die Gleidyung
z? + y—ri= 0/
weldhe einen Kreis vom Halbmeffer r darftellt, deffen Mittel-
punft im nfang8puntte der Coordinaten liegt. 8 mwird
gefordert, die duvd) die erfte Gleidyung dargeftellten Parabeln

fo 3u beftimmen, daf fie fammthc[) Zangenten an diefem
Kreife foerden.

Die Differentiation der vorfehenden Gleidhungen gibt
2y +a=0, 2+ 2y =
oraud durd) Elimination von y folgt
3 2o g =1)
Climinict man nun @ und y aus den drei Gleidhungen
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PVd4ar4-0=0, x*+ yr—r2=0, 22—a=0,
fo erhdlt man die NRelation

Wird diefer Werth in die Gleihunyg y2 + ax 4 b = 0 fub-
jtituivt, fo verwandelt ficd) diefelbe in

2
y"—}-ax—:——r“.—_—(),

welde Gleichung die verlangte Cigenfdyaft hat.

Die Ridytigbeit Odiefes NRejultats [(Aft fid) aud) leidt
wieder nach den fritheren Regeln erfennen. Wenn man nim=
lich auf die gefundene Gleidyung die Vorjdyrift des §. 409
antvendet, um die befondere Auflofung devjenigen derivivten
Gleidyung su erbalten, deren allgemeined JIntegral fie ift,
fo hat man aud den beiden Gleidyungen

y’—l—aw—i:—r’:O, umd 2z —a=10

die willkiielidhe Conftante @ ju eliminiven, todurd) man
alg Gefondere Anfldfung findet

y: 4 a? —rr=0,

Tie derivirte Gleidyung von

y2+a;r,-—‘;—z—r"=0
erhdlt man ibrigensd durd) Differentiation in Vegug auf »,
weldyed gibt

2y +a=0,

und durdy Glimination der Gonftante @ ausg Ddiefen beiden
Gleidungen. Die devivirte Gleidyung wird jodann

Y —2ayy —yyr—ri=0;
und auf diefe Fann man rieder die Regeln der §§. 411 2.
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»

antwenden.  Wenn man fie 3. V. in Veyug auf ¥ aufliit,
jo fommt

T F S R

Y
Die Gleidhung, weldhe die Gleichbeit zweier Werthe ven '
auddriit, d. 0. die befondeve Aufléfung, wird alfo
yz -_l_a;z —r2=0.
§. 421. Man betradyte nody die Gleidhung

y=wlanga—x2—%2—ms—(ﬁ,
weldye die BVahn eined getworfenen Korpers im leeven Raume
augdritdt.  Wenn man den Winfel « oder die Elevation
ded Wurfed fidy andern LaBt, fo erhdlt man verfdyiedene
Gurven; die cinhitllende Linie aller diefer Curven findet
man nad) §. 409, indem man die vorftehende Gleidhung in
Begug auf o Ddifferentiivt, weldyed gibt

x
0=1w1—zlanga,

und fodann jwifden beiden Gleidhungen o eliminivt. = Die
bervorgehende Gleidhung mwird

2 Blna, 2
x —"3(" — 2gy).

Die Curve, weldye alle Wurfbahnen berithrt, ift alfo eine
SParabel, deven Achie vertifal und deren Scheitel in der Hihe

2
%y iiber dem Anfangspuntte liegt,
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XXXHIL Differentialgleidhungen 3wifden zwei Bevinbderliden
von der zweiten und von Hoherer Ordnung.

§. 422. Gine Differentialgleichung der zweiten Ord=
ming Dat allgemein die Form

2.
f(mlyl—gl g =0,
wo & die unabhingige Verdnderlidye ift, und y eine andere
Beranderlidye, deven Werth von dem Werthe von & vermit=
telft devjenigen Beziehung abhingt, die in diefer Gleicdhung
ausgefprodhen liegt.

Boen der Bedeutung einer foldyen Gleidyung fann man
fidy auf dbnlidye Weife ecinen Vegriff madyen, ie ed im
§. 376 gefdyehen ift. Mian betvadhte # wie die Ab{ciffe und
y toie die Ovdinate einer ebenen Curve. Will man die Curve,
der die vorftehende Gleichung angehvrt, confteuiven, fo denfe
d*y

pa 100 Man einen

man fidy diefe aufgeldft in BVegug auf

Ausdrud durd) x, y, und ‘—‘g finden ird. Man ftelle fo=

dann willfinlicdy jwei Werthe fitr z und y feft, d. 0. einen
Dbeliebigen Punft, durd) mwelden man die Curve Dhindurd)
fithren will.  Man nehme ferner willkiiclid) einen Wert

filr dd—‘;/nn, D.0. fitr diedteigung, weldye die Curve indiefem Punkte

befien foll. Die gegebene Gleidyung liefert alddann einen be-
frimmten Werth fit :—Z, mit deffen Hitlfe die Conftruction
der Gurve wird vorgenommen werden Fonnen. Denn [dFt
man 2 fidy um die fehr Eleine Grife Az dndern, fo erhalt

man febr nabe folgende Werthe der Covovdinaten:
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Abjrifjen. Sugehdrige Ordinaten.
@ y

dy
z 4 Az y + & Ax

d di d?
rd-bode y 4 Bar (d—g-i- rﬁ“) Aw.

Man fann alfo die Curve mit einer defto groferen Genauig=
feit conftvuiven, je fleiner die Aenderungen Az angenommen
werden.

Hievaud wird man {dyliefen, daf die gegebene Diffeven=
tialgleidung eine Cigenfdyaft ausdiiicft, die einer unendlid)
grofen 3abl von Curven gemeinfchaftlidy ift, welde man fid
in einer Cbene gegeichnet denfen Ffann. Sie beftimmt Ddie
Geftalt diefer Curven, fobald man cinen Puntt, durd) weldyen
diefelben gefithrt werden follen, und die Ridytung der Tan=
gente in diefem Puntte ald gegeben anfieht. Diefe Gleidhung
Dat alfo eine umfaffendere BVedeutung als die Gleidhung der
erften Ordnung; e8 veidyt hiev yur Veftimmung der Curve
nicht bhin, daf einer von ihren Puntten gegeben fei, fondern
e8 bedarf daju ned) der Angabe der Ridtung der Tangente
in diefem Punfte. Mit anderen Worten, die Wabl irgend
einer bon den Gurven, weldye durd) die gegebene Gleidung
dargefellt werden Fdnnen, hangt ven gwei willfilien Con-

ftanten ab, bon denen die eine y und die andere _:_Iy befﬁmmt,
wenn @ gegeben ift.

§. 423. Das allgemeine JIntegral einer Diffevential=
gleihung der gmeiten Ordnung mup nad) dem Gefagten,
toenn e8 diefelbe Allgemeinheit wie diefe Differentialyleichung
befigen foll, jroei willfiirlidye Conftanten enthalten. Aufer=
dem aber muf e8 der gegebenen Differentialgleidyung Genitge
leiften.  Diefe Vedingungen {ind binveidyend, damit beide,
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da8 Jntegral und fein Diffevential, dag ndmlide Syftem
von Gurven davftellen.

§. 424. €8 fei allgemein

Flx,y,a b)=0

eine primitive Gleidyung, in welder @ und b jwei Conftanten
find, und y toie eine Function von & angefehen wird. Ju
ihrer devivirten Gleichung dev gioeiten Ordnung Fann man auf
mebhreve verfdyiedene Avten gelangen: 1) Man diffeventiirt
steimal nad) einander in Vezug auf z, und eliminivt dar=
auf gmwifdyen der Gleichung und ihren beiden Diffeventialen
die Conftanten a und 6.*) 2) Man differentiirt einmal,
und eliminirt fowoll @ ald b jwifdhen der primitiven Glei-
dung und ihrer Differentialgleichung der erften Ordnung,
wodurd) man jwei verfdyiedene Diffeventialgleichungen der
erften Ordnung befommt, von denen jede nur nod) eine der
beiden Gonftanten enthdlt. Differentiivt man davauf jede
diefer beiden Gleichungen, und eliminivt die Conftante, welde
fie enthdlt, mit Hulfe ded gefundenen Tiffeventials, fo ge=
fangt man aus beiden ju der ndmliden Differentialgleichung
der gtoeiten Ordnung, die sugleid) mit derjenigen itberein=
frimmen muf, welde man nady dev evjten Miethode findet,

Diefe Uebereinftimmung liegt in der Natur der Sadye be=
griindet. Die primitive Gleidhung F(z,y, a,b)=0 muf ange=
fehen twerden mwie die Darftellung eined doppelten Sphitems von
Gurven 3 ndamlic) der Curven, foeldhe aus der Verdnderlid)Feit
von « entftehen, wabrend b conftant bleibt, und der Curven,
welche aug der Werdnderlidyfeit von b Hervorgeben, wahrend
a conftant bleibt. Jede der derivirten Gleichungen dev erften
Orduung, in welder eine der Conftanten verjdywunden ift,
entfpricht einem Ddiefer Oeiden Sphfteme indbefondeve. Die

*) Soweit diefe Conftanten durd) die Differentiation felbft fhon wegfallen,
wird, wie man leicht fieht, die Glimination derfelben iiberfliifjig.
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Differentialgleichung dev toeiten Ordnung alfo, weldye Feine
der Beiden Conftanten melhr enthilt, gehort beiden Spftemen
von Gurven gleidymdgig an, und fpridht eine Eigenjdyaft
aus, dic ihnen gemeinfdyaftlich ijt.
§. 425. Man Detradyte 3. B. die primitive Gleidyung
y*+ay + br =0, (1)
weldye einer Pavabel angehort, die durd) den Anfangdpuntt
per Goordinaten geht und deven Achfe pavallel mit der Adhfe
der # ift. Lt man @ fid dndern, wabrend & conftant
bleibt, fo dndert man nur die Lage der Adhfe der Pavabel;
[t man b fich dndern, wdhrend a conftant bleibt, fo dn=
dert man nuv den Parvameter. Sdyreibt man nun jur A6=

Fiivjung ¥ und y” ﬂntt%unb Ed;—z, fo bat man gunddit
die Differentialgleihung der erften Ordnung
: 2y + ay + b=0; (2)

und eliminivt man aud diefer Gleihung und der primitiven
Gleidhung fowobl @ ald b, fo erhilt man Ddie beiden Glei=
dhungen der erften Ordnung
vy +b(y—ay)=0 3)
y*— 2y +a(y—ay)=0, 4)
eldye vefp. den obigen beiden Spitemen von Parabeln an=
gebiren.  Die Differentiation der Gleihung (3) gibt
2y +yy —bay’ =0, :
und dued) Elimination von b aud diefer Gleidhung und der
Gleidung (3) gelangt man ju der Gleidyung der jieiten
Ordnung
! vy’ 42y — 2y = 0. (3)
Durd) Differentiation der Gleichung (4) erhilt man
2+ 2y +ay’ =0,
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und die Elimination von e aud diefer Gleidyung und der
Gleichung (4) fithvt ieder ju der Gleihung (5).

Nachy dev erften Miethode ded vorigen Pavagraplhen
wiitde man aud der primitiven Gleichung und ilren beiden
auf einander folgenden Diffeventialen, ndmlid

Y-+ ay + b =0

By + ay +b=

%+ 2y +ay’ =0,
durd) gleidyzeitige Elimination von @ und b gleidfalld wie-
der gu der namliden Gleihung der zweiten Ordnung (5)
gelangen.

Diefe Gleidyung (5), in welcher die beiden Conftanten
a und b perfchounden find, dritt eine Relation aus, welde
fitr jede der parabolifdyen Curven ftattfindet, die in der Glei=
dung (1) enthalten {ind, wenn man darin diefen Conftanten
alle mdglidyen Werthe beilegt. Die Gleidjungen (3) und
(4), von denen jede mur eine willfiivlidye Gonftante ent=
Dalt, find die beiden JIntegrale der erften Ordnung, oder die
erften Integrale der Gleidhung (5). Die Gleidyung (1),
weldye zwei willfiiclidye Conftanten enthilt, ift dasd jweite
Jutegral der ndmlidyen Gleichung. Eliminirt man y* aus
den beiben Gleihungen (3) und (4), fo erhdlt man wieder
die Gleihung (1).

§. 426. Allgemein, wenn man anf irgend eine Weife
swei Differentialgleihungen der erften Ordnung gefunden
bat, welde einer gegebenen Diffeventialgleidhung der roeiten
Ordnung Geniige leifien, und von denen jede eine Conjtante
“ enthilt, die nidht in Ddiefer lepten Gleihung vorfommt, fo

S R , d 4
erhdalt man durd) Climination von y Ub“d_z aus den bei=

den in Nede ftehenden Gleicdhungen eine primitive Gleidyung,
welde sioei willkiirlidhe Gonftanten enthalt, und weldye
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nothwendig der gegebenen Gleichung Geniige [leiftet, mithin
dag allgemeine Jntegral derfelben davtellt.

§. 427. Die vorftehenden Vetvachtungen laffen fid) fo-
fort auf Diffeventialgleichungen von jeder beliebigen Ordnung
itbertragen.  Eine Differentialgleihung von der Ordnung »
Dat immer » Jntegrale von dev unmittelbar niedrigern Ord=
nung, bon denen jede eine andere williirliche Conftante ent=
bilt.  Ale diefe Conftanten mitffen fid) in dem allgemeinen
Sntegrale wiederfinden, fobald man will, daf lepteres diefelbe
Allgemeinheit befie wie die gegebene Differentialgleichung.
Denn umgefehrt, eine primitive Gleidyung und ibre auf
einander folgenden Differentiale bi8 jur Ordnung = geben
n—+ 1 Gleihungen, aug den » wilficlide Conftanten eli=
minirt werden Eonnen. Kennte man jene n er{ten JIntegrale
der gegebenen Gleidyung, fo fonnte man daraus das allge-
meine nte JIntegral oder die primitive Gleidyung DHerleiten,
indem man aud den » JIntegralen die n— 1 Diffevential=
vechiltniffe 3, ¥, ¥, . . . @ ", eliminicte.

Dad Gefagte wird nod) Elaver erden durd) Vetrad)=
tung der Waclaurin’fdyen NReibe

2 d2 3 3.
Y= FIT T oo et
welche Ddie (S‘ntmld’c[ung der Junction y in eine nad) gangen
$Potengen dev Vevdanderlidyen & geordnete Reibe liefert, aus-
gedritdt durd) foldye Werthe diefer Function und ihre Diffe=
rentialverhaltniffe, weldye dem Werthe 2 = 0 entfprechen.
€8 fei eine Differentialgleichung der Ordnung » gegeben

f dy dry o dy dy il
Y gz dxv dpt it am) =V

poh weldyer hier die Function y al8 abhingig gedadyt wird.
'y
da"

Man Fann aus diefer Gleidyung den Augdrud von
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ourd) x, Y (‘z ZJ/‘, Z;ya, p s
lih auc) die Ausdriide der @iﬁerentm[mrba[tmﬁe aller hi=
beren Ovdnungen. Mithin werden audy die Werthe von
dry, dtly,  d Ty,
dz® ' dzik}-i 4 dr nt2 /
-

Werthe von y,, Z"- %;jf, ZZ",.. :—il — . Gubftituirt man
alfo jene Werthe in den obigen allgemeinen Ausdrud von
y, fo erhilt man eine Jtelation zwifden & und y, telde
die Entwidelung ded allgemeinen Integrald der gegebenen
Differentialgleidhung in eine unendlidye Reihe davftellt, und
in weldyer die gulept genannten Grogen, deven Anzabhl = ift,
vollfommen willFitelicy bleiben.

§. 248. Mian bemerfe ferner, daf die Taplor’|dye
Jteibe liefert, wenn man in 1[)r h = — x fet,

v il e unBetiody
und daf man ebenfo burd) Aniwendung derfelben auf die

‘ dy d¥% @ ;
Bunctionen -d%, ‘7}2, dfy,, 2. erhilt

dyy __ dy mﬂ_i_:r’d’y 73 d4y+2t

2. befannt fein al8 Functionen der

dz dxr dz?
dry,__ dy dy
o det “das T3 i 23 des T
ay__d%y dYy | 3 Py 78 dy

dz8 T dad wda:1+__—__—-+2c

2.
Wenn nun die gegebene SDiﬁerentiaIg[eidmug von der Ord=

nung » ift, fo liefert ﬁ

ventialverhdltniffe bon [)M)erm Ordnungen ausgedriict duvdy
dy dy 'y

! s, det BaA " g Subjtituirt man diefe Aus=
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dritcfe in die » eviten der vorftehenden Gleihungen, jo er=
Dalt man, in Uebereinftimmung mit -dem oben Gefagten, »
Differentialgleihungen von der Ordnung »— 1, von denen

dyo A%y, "'y, als

. ' N .
jede eine von den Grdfen yo, = 5 - =

willFiiclide Conftante enthalten wird.

QSntegration der einfadften Differentialgleihungen von der gweiten und
von hiherer Ordnung.

§. 429. Die Integration fann nur in einer Eleinen
Angahl befonderer Falle audgefiihrt revden, '
E8 fei zuerft die Gleihung gegeben
d?y
o,
wo X eine Function von @ allein begeichnet.  Miultiplicict
man auf beiden Seiten mit dem conftanten Factor dz, und
integrirt, fo fommt

!

d. 9 — xdg, %:A+f§dw:
Multiplicivt man diefe Gleichung wieder mit dz und inte=
gritt abermals, fo hat man

dy = Ade 4 dw [Xdr, y =B + Ar + [dr [Xdx.
Die lete Gleichung i{@ae gefudte Jntegral, und darin
find 4 und B die beiven willfitelichen Conjtanten.

Wenn man an dem Augdrude [dx [ Xdz die IJnte=
gration durd) Theile ausfithrt, fo Fann man ftatt de§ ge=
fundenen Ausdruds fitv y aud) fdyreiben

y =B+ Az + 2 [Xdz — [Xwdw.

G8 fei ferner die Gleidyung gegeben

dy
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fo findet man auf diefelbe Weife
y=C + Bx + 1 Az* 4 [dx fdx [Xdx
oder wenn man toieder auf dag lepte Jntegral die Jnte-
gration durd) Theile anmwendet
y=C~+Br+ 1 Az?+ La? (Xdw —x [Xedr + } [Xode,
wo 4, B, C die willkiirliden Conftanten find. Ebenfo fann
man fortfahren, und ed ift leidht das allgemeine Gefels
diefer Ausdriice su erfennen.
§. 430. €8 fei die Gleichung gegeben

iy

dz? £
in welder P eine Function ode8 Diffeventialverhiltnifjes
% allein begeidynet, welches gur AOFirzung mit y* begeidynet

werden mag. Diefe Gleichung gt fid) {hreiben
@ _
dz 8
und man erhdlt daraus zundcdit
do =, x=A+j%¥.
Ferner hat man

dy=ydo =YY y—pi (LU

Climinivt man nun ¥ aud diefen beiden (S[eid)ungen,
nadydem man die angeseigten JIntegrationen ausgefiihrt
bat, fo erhilt man eine Gleidyung jwifden z und y, welde
da8 gefudyte Jntegral ift und in welder 4 und B bdie
willFitrliden Conftanten find.

Man Eann bemerfen, daf mwenn die Function P der
- vorftehenden Gleidyung audy @ neben y' entbielte, die Auf-
[Bfung fidy auf die Jntegration der Gleidyung Pdr — dy’
= 0 jivifdyen den beiden BVevdnderlichen # und y' veduciven
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tiirde; und wenn die Function P nody y neben y' enthielte,
fo miirde man die Gleidyung Pdy — y dy = 0 gwijdyen den
beiden WVeranderlichen y und y ju integriven haben.

§- 431. Wenn die Gleidyung der dritten Ordnung
gegeben ift

ady __
m_ 01

wo O eine Junction ded Differentialverhiltnified der gweiten
Ordnung g:y, oder »" allein begeidhnet, fo Fann man auf
dbhnlidye Weife {dyrveiben

worausd

Ferner hat man

dy'=y"d$=z':gi", y’=B+f¥%y",
und darausd
dy—y/ do=Bdo+5 [V, y—ctpot [“4 [T
Die Elimination von y* aud diefer Gleichung und bder
Gleidung « = 4 —l—f%/: gibt fodann das gefudhteInte=

gral, in weldem 4, B, €, die drei willfiirliden Conftanten
find. ' .
Gbenfo Fann man mit den Gleidyungen von hiheren
Ordnungen verfahren, weldye einen dhnliden Bau Haben.

§. 432. ©8 fei die Gleidyung der jweiten Ordnung
gegeben

=
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in welder ¥ eine Function von gy allein bedeutet. Multi=
plicict man auf beiden Seiten mit dy, fo Fommt

dy d%y &g % _
i ="Yay, Qe dxd‘EE-’ Ydy,

woraud durd) Jntegration

o 3t B
C dm) =4+ 2dey.
Mithin ird

dy dy
d e —~ e v B B e
= V A+ Ydy' ’ o V AF2Ydy

das gefuchte Jntegral, in weldem 4 und B die beiden
willFitrlidyen Conftanten find.
§. 433. 2Wenn die gegebene Gleidhung ift

d“‘y___
g !

o P eine Function von % oder y allein begeidynet, fo
Fann man ftatt diefer Gleidyung aud) {dyreiben

dzy LN
7 e
und davausd erhdlt man wie im vorigen Q?amgmpben
dy
dr — ——=——, B+
V A+ Pdy’ V—+2ﬂ’dy

Aber man hat ferner
R iy il e ydy
R e Ot [t Vatrsy
Gliminitt man ¥ aus diefen beiden Gleidyungen, fo findet
man dag gefuchte JIntegral, weldyes die drei willkiirlichen
Gonftanten 4, B, C enthdlt.

8. 434. Diefes Werfahren [agt fidy Teidt auf alle
Gleidungen von hivherer Ordnung auddehnen, in denen dad
Differentialverhiltnif blof al8 Function Ddedjenigen Diffe=

Navier, Diff.- und Jntegralr. 11, Band. 6
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ventialverhiltniffes gegeben toird, deffen E)rbmmg um 3teei
Einbeiten niedriger ift. ©8 fei gegeben
d*y =0

dré

wo Q eine Function non~; ober ¥ allein bedeutet. Diefe

Gleidyung (it fidy fdyreiben

&2y
dzd e

woraud man erhilt

=_dy_ $=B+/‘ dy"_’
V A+2/0dy"’ VA+20dy"

Ferner hat man

Y
d ’ e “d:L‘ LR ‘yy— f
. V A+2/0dy” g V A+20dy” A+2f0dy
und daraus
dy’ y'dy’
dy =y dzr = Cd S
y=y o 7 V. A+2j‘0dy V. A;*—2{Ody"
y=D+ Cx + & | il 18

VA+2f0dy" Vat+yody”
Die Elimination von y” ausd den beiden gefundenen Glei=
dyungen gibt das gefuchte Jntegral. Man Fann bemerfen,
daf felbjt in dem Falle, wo etiwa diefe Elimination nidyt
augfithrbar ift, die beiden Gleidyungen dennod) je jwei ju=
fammengehorige Werthe fiiv @ und y geben, mwenn man
willfiielich) Werthe fitr y” annimmt.

§. 435. @8 fei nod) al8 ein einfaches WVeifpiel die

Gleichung gegeben

2,
% T k’y,
wo-k? eine pofitive Gonftante beseidynet.  Das  Integral
wird nady §. 432
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di i
z=B [ M =B Uy + VATR),

woraud man leifht findet (indem man die willFiiclichen
Conftanten dndert)
y = Ade"* | B
Wenn dagegen gegeben ift
ﬂ = — k2 >

dz?

fo Fommt

i pol 4. e Ll i3
a:...B—}-fme,’.—B—}— arcsmV—_
woraud man erhilt
VA
y=""sin k (z—B)

oder aud) (indem man die willfitrlichen Conftanten dndert)
y == A sin kz - B cos kx.

Diefe beiden JIntegrale Fonnen iibrigens aud) aus einander

Dergeleitet werden, wobei man auf die Vegiehungen unter

den Grponentialfunctionen und den trigonometrifdyen Func=

tionen (XIL Abfdnitt) Ritkfidgt su nehmen Hat. *)

*) Mad) dem obigen Beifpiele [aft fih aud) nod) die folgende Glei-
dyung, welde z rmb&lt, integriven

dﬁ = ay + bx + c.
d?y T
Denn wenn man ftatt 2z fdyreibt ¥, fo hat man

Yy =ay+ bzt ¢
und durdy zweimaliges Differentiiren

azy’ ‘s
Fea e @y,
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Bou den integrivenden Factoren einer Diffeventialgleichung von
belicbiger Ordnung,

§. 436. Gine Differentialgleichung von beliebiger Ord=
nung fann man fidy immer auf die Fovrm gebracht denfen

dy d¥y d”"’y £
dzn’f‘f( ?//d;' dz?! " ‘sdaA i

Denn tie aud)y die Gleidyung von der Ordnung n — 1 be=
{daffen fein mag, deven dirivirte Gleichung bier vorliegt,
fo Fann man in derfelben immer die Gonftante, weldhe man
will verfdywinden laffen, auf eine Seite allein fepen, und
folglich unmittelbar durdy Differentiation eine Gleidyung von
der Ordnung = exhalten, in weldyer das Diffeventialverhilt=
nif der hochjten Ordnung nuv in dev erften Potens vorfommt.
Sobald aber die Gleichung die vorftehende Form befipt, fo
Lt fidy nacdyroeifen, daf e8 immer eine unendlide Menge
von Factoven von foldyer Befdaffenbeit geben miiffe, daf
die linfe Seite diefer Gleichung durdy Multiplication mit
einem Ddicfer Factoven in ein genaued Diffevential der Ver=
dy dy =y
dzl d.’l‘" ¥4 dxn‘—'i
€8 fei 3. B. tie Gleichung der zroeiten Ordnung gegeben
y” +f(xlyl ,)=0

o gur Abfiivsung y und y” ftatt unb d , gefept wor=

verwandelt ird.

dnderlichen 2, y,

den find; und man begeidyne mit
F(w/ Y, y’l a) =0

welde Gleidhung wie oben ju integriven ift. Der daraus bervorge=
bende Ausdru fiir y” liefert fodann, in die gegebene Gleidung
gefet, unmittelbar den gefuchten Ausdrud fiir Y.

Wenn aber ftatt der linedren Function bz +- ¢ eine belichige
Function von & gefest worden wire, fo mwiirbe das allgemeinere
Berfahren der §§. 445 und 446 jur Anwendung Fommen.
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die Gleihung der evften Ordnung, bderen Oerivivte fie ift,
indem a die Conftante begeichnet, weldhe man bHat verfdhwin=
den laffen.  @ie gegebene Gleidhyung ift alfo das Refultat
der Elimination von a aud der Gleihung F = 0 und
derjenigen Gleidhung, welde aus diefer lepteven durd) un=
mittelbave @iﬁercntiation [wrvvrge[»t ndmlidy

dz + dy + dy b

YBringt man mithin diefe Gleihung auf die Form

und fept Dievin fitv @ feinen Ausdrud durd) =, y und o
aug der Gleidhung F =10, fo muf fie mit der gegebenen
Gleichung identifd) werden.  Wan Dhat demnad) die iden=
tifche Gleidhung

dF ar ,

' + f(=, y,y\J PR ¥

und da die recdhte Seite blefet (S)Ielcbung ein volIﬁanbige@
Differential iff, jo muf e8 audy die linfe Seite fein. Alfo
wird die gegebene Gleichung unmittelbar integrivbar, mwenn

dF ,,

man fie mtt i muItllectrt nachdem man in diefem Fac=
tor fiir @ femen Werth aus der Gleihung F = 0 an die
Stelle gefept Hat.
Wenn man ferner @ in der Gleidhung F = 0 al8 ver=
dnderlidy anfielt, fo gibt die Differentiation
dF y dF . ;

Gty bl

wo @ ftatt E gefdhricben ift; und davaus
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d dF ’ II
dz + dy

Car
da

BVermige des Vorhergehenden hat man alfo

dF
[y +f(=z y,y)] =—a,
da

und diefe Gleidyung seigt, dag durd) Multiplication der ge=
d!l

gegebenen Gleihung mit dem FJactor —Z;— die linfe Seite
da

derfelben ein genaues Differential toird, Ddeflen Jutegral

gleidy — a ift, wo a durd) die Gleidung F =0 gegeben

wird,

Meberdies wird die gegebene Gleidyung gleidhfalld ein

dF
¢ (a) i
genaued Differential, wenn man fie mit —— iF multi=

da

plicitt, mwo ¢(a) eine beliebige Function von a bedeutet 5
denn fie wird dadurdy identifd) mit der Grige — ¢(a).a.
WVegeidynet man mit $(a) die Function, deren Dderivirte
Function — ¢ (@) . & ift, fo wird aljo das8 Jntegral der
gegebenen Gleidyung werden ® (@) = Const., teldyed gibt
a = Const. Und da man fiir a feinen Werth aud bder
Gleidung F =0 an die Stelle gefept denfen muf, fo fiebt
man, daf die Gleidung @ = Const. nidt verfdyiecen ift
von der Gleihung F =0, wenn man in diefer a ie eine
willfitvliche Conftante anfiebht. S

§. 437. €8 ijt oben nadygewiefen torden, daf eine

= —a.
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Differentialgleidyung der gweiten Orduung immer jroei pri=
mitive Gleidyungen oder gtwei JIntegrale der erflen Ordnung
- befit, von denen jede eine andeve mwillFiiclidhe Conftante
enthalt. 2Ausd dem Borhergehenden folgt nun, daf jede die=
fer beiden Gleidhungen andere integrivende Factoven [iefern
witd, mwelde in gleidyer Weife geeignet find, die vorgelegte
Gleihung der jtweiten Ordnung in ein genaued Diffevential
su vertpandeln. Man Fann indeffen alle diefe Factoren aud)
in eine allgemeine Fovmel jufammenfaffen.
€8 feien namlid
Fz,y,y, @) =0 ud F(r,yy, b)=0
die Deiden primitiven Gleidhungen der erften Ordnung von
der gegebenen Gleichung, in denen @ und b die beiden will=
fiirliden Conftanten bedeuten. Man Hhat fodann in Folge
der vorigen Entwidelung
daF
- " d ’
[y "*‘f(‘”,?/ry)] A_d!;" g Al P
da
3 i,

'+ flz,y,9)] d/ = bl
db

€8 fei nun @(a, b) eine belicbige Function von @ und b.
Multiplicivt man die beiden vorftehenden Gleidyungen refp.

., dP dd : ’ g
mit - und -, und addirt, fo erbhalt man
d® dF  d® dF,
i o [ da dy | db dy e LB do, , ~
Y e [+ T )= = (s b))
da b

und da die redyte Seite diefer Gleichung die vollftindige
derivicte: Junction von — @ (e, b) ift, fo folgt, dap die
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Multiplication der gegebenen Gleidhung nut dem Factor
d® dF d® dF,

da dy db dy
S A

da db
dervivirten Function macden muf, Ceren pmmtme Function
ift — @(a, b) = Const.

Da man ebenfo eine andere beliebige Function ¥(a, b)
Ditte mdhlen Eonnen, welde ju dem JIntegrale — ¥(a, b)
= Const. gefiihrt hHaben wiirde, {o erhilt man @ = Const.
und b = Const. fitv die beiden JIntegrale dev gegebenen
Gleihung, wo @ und b vefp. durd) die Gleichungen F=0
und F, = 0 Dbeftimmt toerden.

Diefe WVetrachtungen [affen {ic) leidyt auf Differential=
gleidyungen pon jeder beliebigen Ordnung ausdehnen.

Diefelbe gleidhfalld su einer volftindigen

- Qntegration der linedren Differentialgleichungen gwifdhen gwei Verdnderlichen
und von beliebiger Orduiing.

§. 438. Unter linedrven Differentialgleichungen ver=
ftebt man foldye Gleihungen, in denen die Function y und
die Differentialverhiltniffe derfelben nur in der erften Poteny
borfommen Sie finb a[Igemein pon der Form

@
+de,,_’+ od Y sy = )
o P, Q, ... U, V beliebige Functionen der unabhingigen
Berdnderlidyen z fein Fonnen.
§man betrachte guerft bie @Ieid)ung

d:pn + dnn—!l/ + o 2 + + Uy 5.\ 0 (2)

in meld)er iiberdie8 die @oeﬁmeuten P 0 ~ U al8 con=
ftant, d. h. al@ unabbdngig von 2z und y, voraudgefept
werden.  Man fudyt dag Jntegral diefer Gleidyung, ovder
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denjenigen Ausdrud von y durd) z, welder ihr Geniige
leiftet und auferdem n willkinlide Conftanten enthalt, die
nidyt in der gegebenen DViffeventialgleihung vorfommen.

Sept man y=e?", fo folgt allgemein :—:l,,=p"e”’, und

durd) Subftitution diefer Werthe in die gegebene Gleidhung
erbdlt man

PP T . U=0. ()

Nimmt man alfo fitr p eine der Wurzeln der Gleichung (3),
fo wird der Werth y=e” der Gleidyung (2) Geniige lei=
ften und mithin ein befondever Wert) der Function y fein.
Da nun die Gleidyung (3) immer » Wurzeln befitt, die hier
bor[(iufig al8 verfdyieden von einander vorausdgefelt und mit
r,p, P, ... p® begpidnet werden migen, fo erhilt
man auf diefe Weife = befondere Werthe von der Form er?,

welde {ammtlid) dev Gleidyung (2) Geniige leiften.

Multiplicivt man jeden diefer Werthe mit einem con=
ftanten Goefficienten, fo mwerden fie gleidfal(d nod) der Glei=
dung (2) geniigen. Gbenfo gefdyieht diefer Gleichung nod
Geniige durd) die Summe jiveier oder einer groferen An=
3abl der in Jtede ftehenden Werthe. Wenn man bemnarb
ausg den n befonderen Werthen, weldye den Wurgeln p’, p /
", ... p® entfprechen, den Ausdruct bildet

; y:AeP’—}—A"eP’+A"'eP ol d AR

fo mwird derfelbe nidyt nur der gegebenen Diffeventialgleichung
Genitge leiften, fondern audy, da er die » willfiivlidhen Con=
ftanten 4, 47, A, ... A™ enthdlt, dag allgemeine JIn=
tegral diefer Gleichung darftellen.

§. 439. Wenn tie Gleidung (3) imagindre Wureln
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befigt, fo bleibt die borftehende Methode gleidhfalls antwend-
bar, indem man die imagindren Grponentialgrofen duvd)
die Sinug und Cofinus reeller Vigen exfepen Fann. Sind
nimlid) « 481V —1 und @« — B V=1 jwei imagindre
Wurgeln der Gleidhung (3), fo geben die entfpredyenden
befondeven Werthe die Summe

. A etV =) 4 A" a(a—B V' "1)
oder L

e eV =1 4 gre—tV )

obder

e [(A4' + A7) cosBr 4 (4 — A")V/ 1. sin )
oder, twenn man B und B’ an die Stelle von A .

und (4 — 4”) V=1 feit,
e“* (B cos Bz - B” sin ),

wo B und B” el neue willfiivliche Gonftanten Gedeuten.

§. 440. Wenn die Gleidyung (3) gwei oder mehrere
gleiche Wurgeln befipt, fo bedarf die angegebene Metbode
einer Modification. Das Integral nimmt fodann eine eigen-
thitmlidge Geftalt an, ju der man auf folgende Weife ge-
langt.

€8 merde suerft vorausgefest, die beiden Wurzeln p’
und p” feien febr wenig von einander verjchieden, fo daf
man fegen Fann p”"=p'+ 0, wo w cine fehr Eleine Grofe
bedeutet. Die Summe der beiden entfpredyenden befon-
Deven Werthe twird al8dann

AeP® + AP — b G A A%,

oder wenn man die Erponentialfunction e entwidelt,

. 242
o <A’ + 4"+ Aovx+ 4" 0——’-; + u‘.).

Mimmt man jet @ als unendlich Flein an, fo hindert nidts,

~
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bie Werthe von 4 und 4" fo ju wdhlen, daf A’ w cinen
endlidhen und willficlichen Werth behalt, modurd) 4" un=
endlidh grof wird; und daf 4 44" gleihfalls einen end=
lihen und millEirlidyen Werth bebdlt, modurd) aud) 4" un=
endlidy grof und dem A" entgegengefept twird, Die Glicder,
weldye die hisheren Potengen bon w enthalten, toerden dage=
gen verfhwinden. Die Summe der beiden in NRede ftehenden
befonderen- LWerthe wird alfo fiir den Fall, wo man jtoei
Wurzeln gleid) p Dat,
e’ (B + B'x),

wo B und B jwei wilfiirlihe Conftanten {ind.

Diefelbe SchluBmeife (Gt fich auf den Fall anmwenden,
wo drei Wurgeln p', p”, p”" einander gleich find. Sept
man namlid p""=p + o, fo wird die Swmme der drei
entfprechenden Dejondeven LWerthe

&7 (A 4 A'z) 4 AT
ober
s s " I 1% 1) 03T2 10 G323
ef (A + 8 ot A oy oA 2_-3-{—)(.).
Wird fodbann o ald unendlid) flein angenommen, fo Fann
man A, A", A" o wibhlen, daf die drei Grofen 444",
A4 A" w0, L A" wrendlidye und willkiicliche Werthe behalten.
Unterdriicft man alfo die mit w3 und den hHiheren Potengen
von « bebafteten Glieder, fo bleibt fitr die Summe der
brei in Jtede fehenden LWerthe
e?“ (B -+ B’z + B'z?).

(Sbenfo fann man fiiv jede grofere Angahl von gleidyen
Wurgeln fortgehen; und man exfennt daraus, dap allgemein
die Antwefenheit von = gleichen Wurzeln der Gleidyung (3),
weldye gleihy p* find, eben {o viele befondere Werthe ju
Stande bringt, deren Summe ausdgedritct wird durd

B - Bz Bt + BT 2T,
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S. 441.  Hiernady mige die Gleidhung (1) wieder auf=
genommen twerden, in weldyer die Grofen P, Q, ... U, V
im allgemeinen belicbige Functionen von 2 fein Fonnen.
Man Fann guerft bemerfen, daf wenn die Griofe V gleid)
Null ift, d. h. wenn man blo§ DHat

S PO Lo L A=, ()
diefe Gleihung algdann gleidywie die Gleidyung (2) die
Cigenfdhaft Defipt, daf ihr durd) die Summe mehrerer be=
fonderen Werthe, von denen jeder mit einer willtiirlicdhen
Conftante multiplicivt wevden darf, Geniige gefdyieht, rie
leicht gu Dbeweifen ift. Die Kenntnif von n befonderen
Werthen ift alfo hinveidend, um davausd unmittelbar dad
allgemeine Jntegral hergujtellen.

§. 442. Wenn die Grife V in der Gleihung (1)
nidyt den Werth Null hat, o findet aud) die genannte
Cigenfdyaft nicht mebr ftatt. Man Fann indeffen in diefem
Balle dag allgemeine Integral auf folgendem Wege finden,
jobald man n befondere Werthe fennt, weldye der Gleidhung
(4) Geniige leiften.

©8 feien ¥', ¥, ¥, . . . ¥® bdie in Stede ftehenden
n bejondeven Werthe, Dian bilde davaus den allgemcinen
Ausdruc

y=Aer+AuYn +A’,’Y',I+...+A(”) Y(n)l
in weldyem jept die Grdfen A, 4", 47, . ... A™ unbe-
fiimmte Functionen bon @ bedeuten.  Mimmt man von die-
fem Ausdrude die auf einander folgenden Differentialver-
hiltniffe, fo hat man a,uerft

dl Idy puds 3 udy (,,)l])
AW LRI L L S +A

RAFR G (Rt R M. )
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und wenn man hievin die goeite Reibe gleich Null {ept, fo
unterwirft man damit die Functionen 4, 47, 47, ... A"
der BVedingung, diefer Gleihung Geniige ju leiften. Sodann
erhdlt man

o T o Pt ) G ) () Y
7 bt i el = - A i~
B v d A A Ak AR dA®™ gy ®
+¢7¢1§dz +d7¢ﬁﬁ+dx—¢—fz_ I T T

Sept man biev wieder die giveite Reihe gleid) Null, fo folgt

weiter
R 0y d3Y" ()dw()
oA TR A L g

dA &2y’ SN A PR A(") 2yY®™

+d.l‘ dz? +dz drt +d.r dr® + +d.r dzt

o mieber die gweite Jteibe gleich Null gefest twird; unb
fo fort. Man ge[angt auf diefe Weife 3u

dy B o) & A Y" " Y()
i = A mmo e s S e e Y
dA @ dA” d" ‘Y’ A" d~ Y dA™ d"-’ Y™
e e s B e s S e e —
dz da" dz dx dz dz dz i idz

wo Oie gweite NReibe gleich V' gefebt mwird.

Jn Folge diefer Entwidelung ift nun Flar, daf wenn
die Werthe y=V, y=Y", y=¥", ... y=¥Y" ¢in=
geln der Gleihung (4) Geniige leiften, fodann bder allge=
meine Ausdruct

P=AY AV LT A Y

in gleiher Weife der Gleidhung (1) Geniige leiften tird,
voraudgefest, daf man die Functionen 4, 4”7, 4”,... A™
toie den 27 Wedingungen untermwoerfen anﬁe[)t
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_y+d$r+_-y"+ e s i RN

aA7QVS: oAV i v OV ) dA(") ayinhs
dz dv ' dv dz ds.  dz . dz. d®i 1
aA @2y | dA" @Y | dA” @Y a7 dA® Y™

dr dz? +dx dz? +dz da? dr dz?

dA PR SR AR d""Y' dA(") d”‘"‘Y(")
o e

- + 40

dr  dz"—* dz dz"' ' dw  dz" ag'sh
Diefe Gleihungen geben, da fie linedr find, fitr die Junc=
. dA' dA" A" dA®™
tionel %=, o) o1 - T immer beftimmte Werthe,

die mit &, &, &, ... ®" Dejeidnet mwerden migen.
Der Ausdruet fitr das gefudhte allgemeine Integral wird alfo

y=Y (a4 ¥ dz)+ ¥V (¢'+ [ do) +- Y (@ + [ & do) +. ..
.+ y® (a(") i f'l)(")da:),

und enthdlt die » willfiirlidhen Conftanten &, &’, a”,. ..

§. 443. Wenn man nur eine Anzahl von befondeven
Werthen Fennt, die Fleiner ift ald die 3ahl =, weldye die
Ordnung der gegebenen Diffeventialgleichung begeichnet, fo

ift die vorftehende NMiethode nidht mebhr auf gleide Weife
a5 an

anfvendbar. Die Functionen :A, 5 i find fodann
nicdht mebhr in hinveidyender Anzahl vorhanden, damit man
alle Gleidhungen aufftellen fonne, welde ndthig find, um
die jweiten NReihen in den Ausdriicfen der Differentialver=
héltniffe di Zzyz,zzys, . jum Berfdwinden gu bringen,
und map wird deshalb genidtbhigt fein, in diefen Ansdriifen
die hbheren Differentialverhiltniffe einiger der unbeflimmten
Functionen 4, 47, A7, 2w fteben ju laffen. Tie Anf=

a®.
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fuchung der Werthe diefer Functionen fordert alfo die JInte=
gration einer oder mehrerer Differentialgleicdyungen. Wenn
die Angahl der Defannten, befondeven Werthe n—1 betrdgt,
fo Eann da8 allgemeine JIntegral immer gefunden werden,
weil die Veftimmung der Functionen 4, 47, A", 2. dann
nur die Integration einer linedven Differentialgleidung der
erften Ordnung erforderlid)y madyt, weldye Integration nad
§. 386 ftetd geleiftet toerden Fann.

§. 444. Jn dem befondeven Falle, wo die Coefficienten
P, Q, ... U bex Gleidung (1) conftante Bablen {ind und
nur dad (Sjlieb V eine Junction von 2 ift, Fennt man un=
mittelbar aus §. 438 die befonderen Werthe ¥, ¥, ¥,

. Y™, weldye auggedritt werden durdy e?=, ef @, &%, . . .

e"™= wop, p’,p", . .. p™ die Wurgeln der Gleichung
(3) find. Die vorftehende Miethode gibt alfo leicht den
Yusdrud ded gefudyten Jntegrals.

§. 445. ©8 fei 3. B. die Gleidyung der jreiten Ord-
nung gegeben
@y dy iy
e L P+ O0y=V.
Begeidynet man mit p° und p” die Wurzeln der Gleichung

| G ks et
fo mird der allgemeine Ausdrud fiir y
y=Ae" | 4'¢"*,
und die Functionen 4 und 4” milﬂ'en ben Gleidyungen
geniigen

dA'; o %, —
B 5 gl

A g0 v 8AThI e vin
= pert 4 S 4 e ="
Aus diefen beiden Gleidhungen folgt
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dA | Ve PE i a + fd. Ve"" i

dz ~ p—p”’ e
AR O SRR __ @'+ Jiz. Ve P'?
R e (A T ey
daz 15y pl=p! P

o & und &’ bdie beiden tmlIfur[tcbm Conftanten find.
Dag gefuchte Integral ift aIfo
(a" - fdz. Ve Po)ep® (a '+ fdz. Ve~? "’)e‘”‘

Al P

§. 446. Wenn die Wurgeln der Gleidung p? 4 Fp
4 @ =0 imagindr find und mit « 4 BV — 1 begeichnet
werden, o febt man nady §. 439 ale allgemeinen Augdrud
fiir y

y = A'e" cos Bz | A"e™ sin fa.
Die Junctionen A und 4" find bier den Gleidungen un=
tertoorfen

" rr

A ¥ dA" o . st
7 © cosﬁ.v—{—-d~$—e sin Bz = 0

gg‘(aeu cosfzr—pe™” sinB.’L‘)—{—%(aea’ sinfr+-8e" cospa)=V,
aus denen folgt

e Ve~ *"sin Bz v gk a —Jdz. Ve~ % sin Bz
o S A

Ao’ Ve ® cos B w @ fdr. Ve " cos B
——— A = .

dz B % B
Der Ausdrud des allgemeinen IJntegrals wird alfo
y=e“"(a’ —/dz. Ve"‘”‘sinﬁr)cosﬁz—{é(a"%—fdz. Ve~ ““cospx) sinsz.
§. 447. Wenn die Wurgeln der Gleidhung p* 4 Pp
—+ 0 = 0 cinander gleidy wevden, fo verwandelt fid) der
Yusdruct des §. 445 fiiv y in & Man findet alfo feinen
ahren Werth, wenn man Jiblev und Nenner in Bezug
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auf p'’ bdiffeventiivt, und fodann p” = p' fept, wodurd)

man evhalt

y=—(fdz.xVe ?") " | (&' + [du.Ve ") zet”.

Da die unteren Grdngen der Integrale willfitrlid) bleiben,

fo Fann man in dem erften Gliede die Conftante " ieder

Derftellen, und {dyreiben

y=(d — f[dz.aVe ™) "+ (d' + [ds. Ve 7"y wel'”,
Diefe Formel veducivt fid) in dem if"alIe, ot V= 0

ift, auf
y=(d +d’ m)e’”‘,
wie e8 aud) fein muf, vermidge ded §. 440.

§. 448. Die Jntegration der linedven Gleichungen dev
gtoeiten Ovdnung [liefert unmittelbar dag Gefely der Ber=
theilung der beharrlichen Temperaturen in einem Stabe oder
einem MRinge, deffen Querfdynitt conftant und fehr Flein ift.

Man denfe fid) einen chlindrifchen oder pridmatifdyen
Stab von unbegrinster Linge, deffen eined Ende mit einer
Wirmequelle (foyer) in WVeviihrung gebradyt fei, welde be=
ftandig auf der Temperatur U erhalten wird. Der Stab
befinde fid) fiberdied in Luft von der Femperatur 0. Die
pon der Wirmequelle dem Stabe mitgetheilte Wirme pflanst
fih in ibm fort, erDhibt ibn allmdlig, und entiweidht jum
Zheil in da8 umgebende Mittel. Nad) einer hinveidenden
Beit erden fid) in der gangen Ausdehnung ded8 Pridma
beharrlidye Tempevaturen hergeftellt haben, deven Gefep man
augmitteln will, und die offenbar durd) die Vedingung be=
fimmt werden, daf jedes Theildyen durd einen feiner End-
puntte eine D.ua ititdt Warme von dev Warmequelle em=
pfingt, welde gleid) derjenigen ift, die e8 den nadyfolgen=
den Tbeildhen gufithrt und die diefe Theilchen durd) ibre
AuBenflidye verlieven.

Da die Querfdynitte des Stabed fehr Flein boraueqeftbt
werden, fo fann man die Temperaturen in allen Punkten

Navier, Diff.z und Jutegrate. M. BVaud. 7
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eined und dedfclben Querfdnitts wie gleidy grof anfeben.
&8 fei nun
Q der Flacdheninhalt von einem Quer{dnitte ded Stabed ;
y der Wmfang diefe8 Quer{dynitts s

a der ADbftand eined beliebigen Querfchnittd von dev
Wiarmequelle;

v die FTempevatur in diefem Quer{dynitte 5

k und k die innere und die dufeve Leitungsfibigteit
ver Subftang de8 Stabes.

Man betradyte das Liangen=Element des Stabes, weld)es
swifdyen swei Querfdnitten in den Abftinden @ und # + do
enthalten ift. Die Oberflache diefes Elements ift ydes folg=
lidy die Quantitdt Warme, weldye durd) feine AuBenfladye
in der Einbeit der Jeit verloven geht, gleid) hyodz; und
daraud erhilt man die Venge Wiarme, mweldhe in derfelben
Beit durd) den gangen nadyfolgenden Theil ded Stabed ver=

00
loven gebt, audgedviidt durd) dag Jntegral hyj vder,

T
Aber in Jolge der BVorausfepung, dap die FTemperatur in
allen Puntten de8 ndmlichen Querfcnitts diefelbe fei, wird
diec Warme dag in Rede ftehende Element ebenfo durd)=
fdyreiten, toie e8 in einem von ghoei parallelen Ebenen einge=
fdyloffenen unbegrangten Korper der Fal fein wiirde. Die Dide
de8 Korpers ijt bier dz, und die Temperaturen an den
beiden Gringen find » und v 4 do; folglid) ift die Quan=
titdt Warme, weldye ihn in der Einbeit der Jeit durdh-

fireitet, gleidy — A2 % 9flfo erhilt man als Ausdrud
fite die oben ausgefprodhene BVebdingung die Gleidyung

Q0
dv
— kSZ—d-i e h}/, vd,

http://rcin.org.pl
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aug deren Diffeventiation folgt
d*
kSZ ‘m — hyv.
Man gelangt and) unmittelbar ju diefer lepten Glei=
dung auf folgende Weife. Da — kL % die Quuantitit

Warme bezeichnet, welde den Querfdynitt ded Stabes, deffen
Abjtand von der Wavmequelle gleich 2z ift, in der Einbeit

der Jeit durdlduft, fo hat man — AQ (dz-{—d > alg

Ausdrud fiir diejenige Quantitit Warme, weldye in der=
felben Zeit den Querfdynitt in dem Abftande & + dor durd)=
fdyreitet. Emm muf bdie Differeny Diefer beiden Grifen,

namlid kSZ dx, nothmwendig gleid) der Warmemenge

hyvdz " fein, me[d)e in demjenigen Tbeile der Oberflache
entieicht, der dem Jntervalle de entfpridht. NMan Dat
alfo foie nor[xin

K 20 dy = hyoda, ober G =1 0.

§. 449. ZDaB vollftdndige Jntegral diefer Tifferen=
tialgleidyung ijt, nady §. 435,
L
kQ

D==rA"e + B.e b
wo e die Bafid der Neper’fdyen Logarithmen bezeidynet, und
A und B die beiden willFitelichen Gonftanten {ind.  Aber
e8 ift Elar, daf die Gonftante B Dier den LWerth Jull ha-=
ben muf, weil der Werth von » nidt jugleid) mit 2 obhne
Gringen gunehmen Fann. Ferner mu man haben v = U
fir =0, folgfidy muf die Conftante A gleidy U fein.
Der gefudhte Ausdrud fiir die Vertheilung der behartlichen
Temperaturen ift alfo

— N T ﬂ

~ %
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by

kQ

v =4l e ;
98enn man demnad) die Temperaturen Oder ver{dyiedenen
Puntte ded Pridma durd) Jahlen darftellt, fo werten die
Abjtinde diefer Punfte von der Warmequelle duvd) die ju=
gebdrigen Logarithmen audgedriidt. Jn jroei Stiben von
derfelben Subftang {find die Abftinde von der Wirmequelle,
in denen einerlei Temperatur ftattfindet, proporvtional der

Grife V?, oder, wenn die Querfdynitte dhnlidy find, pro-=

portional der Quadratwurzel aus homologen Timenfionen
der Quuerfdynitte.  Jn jiwei Stiaben von verfdyiedenen Sub=

ftangen find diefe Abjtande proportional dev Grifpe ]/%2
Man fann alfo durd) Veobadytung dev ftattfindenden Tem=
peraturen die velativen Werthe ded BVerbaltnifjes %- der Dei-

den Leitungsfabigfeiten fitr ver{dyiedene Korper ausmitteln.
Man Hat felbjt gefudyt, durdy eben foldye Veobadytungen die
velativen Werthe Oder inneven Leitungsfabigfeit & gu be=
ftimmen, indem man jedes Prisma mit einer Sdidt von
Firnif iibersog, in der AL{icht, beiden Korpern eine gleiche
dufere Leitungsfibigfeit ju geben; Ddod) bietet diefes Wer=
fabren wol fdywerlid)y die ndthige Genauigleit.

§. 450. Aug der vorftehenden Gleihung Fann man
leidht alles, was die VWewegung der Wirme in den verfdyie-
denen Theilen des Pridma betrifft, Herleiten. Die Quan=
titdt Warme, weldye den Querfdynitt in dem Abjtande z von
dev Warmequelle in der Einbeit der Jeit durchlduft, ift

Al _zl/::j;

dv r——
—RT =0V -

o — e .‘_._.._.T
i -
8“« UIiLr

a. BZAJEWI L;Ziﬂ
i !
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und folglidy die Quantitit Widvme, teldye, von der Wiir=
mequelle audgehend , in derfelben Jeit durd) die gange
Oberflidye des Stabed in die Luft entiweidyt,

UV Tty
Diefe Quantitit ift alfo, bei Stiben von einerlei Subjtang
und dbnliden Querfdynitten, der Poteny 3 von homologen
Dimenfionen diefer Querfdynitte proportional.

§. 451. Mian denfe fich) jept einen prismatifdyen Stab
von einer Deftimmten Lange @, deffen beide Enden refp.
in den conftanten Femperaturen U und ¥ erhalten werden.
Das Gefep der Wertheilung der beharrlidyen Tempervatuven
witd aud) hier durd) die Differentialgleidyung ded §. 448
gegeben; aber in dem allgemeinen Jntegrale ded §. 449
weldyed man {dyveiben Fann

v=4.e7” 4 B .

indem man jur AbFiivzung V% = A febt, muf man Oie

willfiirlidyen Gonftanten 4 und B fo beffimmen, daf man

Bat. o= U flit =0 nnd.0 =V fix . =a = Diefes

Sntegral wird fodann

U(e—l(a—x) s el(a——.r)) E V(e—lx 37 eb:)
e-—la s ela

D ==

!

welcher Ausdrud die Temperatur eined jeden Punfted an-
gibt, der gwifdhen den beiden Enden des Stabed enthalten ift.

§. 452. Die vorftehenden Refultate fepen nidyt noth=
wendig vovaus, dap die Adyfe ded Stabed geradlinig fei.
So lange die Demenfionen der Querfdnitte fehr Flein ange-
nommen toerden, fann man dem Stabe eine beliebige Ge=
ftalt geben, und fogar annehmen, daf er durd) Vereini=
gung feiner beiden Gnden gu einem gefchloffenen Ringe
werde. Die Formel ded porigen Pavagraphen gibt nody in
allen diefen Fillen dag Gefep der Wertbeilung der behave=
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102 XXXHIL Abfdynitt.

lidven Temperaturen in einem Stabe, deffen Linge, in dem
Sinne der Adyfe ded8 Stabes gemeffen , gleidy a ift, und
deffen beide Enden vefp. in den FTempevatuven U und V
evhalten toerden.

Wenn der Stab einen Ring bildet, und nur eine ein=
sige Warmequelle von der Femperatur U vorhanden ift,
fo bat man augenfdeinlich in der gangen Ausddehnung des
Ringes

e—Ma—z) el(a—x) __|_ e M _ o

b — N IERELDE ¢

e—).a Tii e?.a

oder
Ma—a) | gh
~81a+1 o
wo a den Umfang ded Ringes bedeutet. Will man die =
vont dem Punfte de§ Ringe8 aud rvednen, mweldper Oer
Wirmequelle gegenitber liegt und den Umfang in  iwei
gleiche Theile gerlegt, fo Dat r;mn
e elx

o U g T
Jn der erften von diefen beiden Formeln darf man fiir =
nur Werthe gwifhen 0 und a, in der jweiten dagegen nur
Werthe jiwifdyen —% und 4 % fepen.

§. 453. Man betrachte drei Punfte eined jwifchen
swei Warmequellen enthaltenen Intervalled, in den Abjtin-
den z, x4+ «, -+ 2a von dem Anfangspuntte der a.
Begeidynet man refp. mit vy, v,, v, ihre Temperaturen, fo
Dat man nady der allgemeinen Gleihung des §. 451,

0y = A" L Be'*
0y = Ae——l(z—}—a) + Bel(z+u)
vy s Ae—l(x—}— 201 + Be).(z—}— 2a),
Bolglidy wird
Vo0 . AeTM (1t | Be™ (1469, .

— Mz o) 3.(2 -
v, Ae— &1 ¢ __}_Be,,() Fa)

ole=n

’
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vy + v, S P Ao
o = e + (-

Man fieht hievaus, daf der BVeharrungsdzuftand der Temye=
vaturen in einem Stabe oder einem JRinge immer von der
WVefdyaffenbeit ift, daff, wenn man jwifden zwei Warme=
quellen mebreve gleidy toeit aud einander liegende Puntte
annimmt und von diefen Punkten je drei auf einander fol=
gende betrachtet, die Summe der Temperaturen der beiden
dueren Punfte ju der Tempervatur ded mittleven Punfts
ftetd in dem ndmlichen Werhdltniffe fteht, und dap Dicfes
Verbdltnif nur von dem Abftande der in JRede ftehenden
SPuntte abbingt. Diefes bemerfensmwerthe Refultat Hat fic
vurey Berfuche beftitigt.

XXXIV. Glimination der Bevdanderliden aus gleidhzeitigen
Differentialgleidungen. JIntegration der gleidzeitigen
linedren Gleidungen,

§. 454. Man betvachte mehrere Wevinderlide =, ¥,
z, 1., die ald Functionen einer unabhingigen Verdnderlichen
v angefeben terden, und nehme an, e8 feien mebrere Glei=
dungen gwifdhen den BVerdnbderlichen 2, y, z, w. und ibren

/ : Jer [ 24 dr d*z dy d*y dz d*z
Differentialverhiltniffen Sot dust 21 g it 20 Bt doa

aegeben. Wenn diefe Gleichungen in devfelben Anzabl vor=
panden find wie die Verdnderhidhen @, y, 3, 2., o Famn
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man ftetd aud dem Syfteme derfelben neue Differentialglei=
dyungen Derleiten, roeldye nur eine eingige diefer BVerdnder=
lihen nebft der unabhangigen BVevdnderliden v enthalten.
Die Integration der gegebenen Gleidyungen, d. h. die Auf=
fudhung der allgemeinen Ausdriidfe von @, y, =, 2. ald
Functionen der unabhiangigen BVeranterliden mwird alfo da=
mit auf den Fall einer eingigen Cblﬁfrmtlalg[nd)lmg stoifden
gtoei Bevdandevlidyen uritcdgefiihre.

Wm died nadyguiveifen , feien gundchit nur gwei Glei=
dyungen gwifdhen den beiden Berdnderliden &, y und ihren
Diffeventialverhiltniffen in Vezug auf » gegeben. €8 fei
m die Ordnung der erften Gleichung in BVegug auf y, und
n die Ordnung der gtoeiten Gleidyung in Wegug auf diefelbe
Berdnderliche. Differentiirt man » mal die erfte Gleidung,
und m mal die goeite, fo erbdlt man mit Einfdluf der ge=
gebenen Gleihungen, m 4 n 4+ 2 Gleihungen, aus denen
man die Vevdnderlide y und ihre Differentialverhaltniffe
& .Sy &y
dv’ dv?' dv¥
&8 Dbleibt fodann eine Gleidyung iibrig, welde nur nod
die Werdnderliche # und ihre Differentialverbiltniffe in
Begug auf v enthalt.  Auf diefelbe Weife gelangt man ju
einer Gleidyung fitv .

Diefes Verfabren [dFt fidy leiht auf den Fall aus=
dehunen, o die Angahl der BVerdnderlidyen und der gege=
benen Gleidyungen betvadtlider ift. Aud) exfennt man
leidyt, daf, wenn die gegebenen Diffeventialgleichungen linedr
find, die angeseigte Elimination gleidhfalld ju einer linedren
Endgleidyung fithren wird.

§. 455. Man Fann in einigen Fillen, ingbejondere
enn die gleidyzeitigen Diffeventialgleichungen Tlinedr find
und conftante Coefficienten befipen, unmittelbar ju primi=
tiven Gleidyungen gelangen, aus denen fidhy die allgemeinen

. 618 jur Ordnung m 4 n eliminiven Fann.
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Werthe der Werdnderliden Derleiten laffen. €8 feien ju=
nidjt zwei Gleidyungen der erften Ordnung gegeben, deren
allgemeine Form ift

PE 1 0% ¢ 5ot =
r , dy . ol g Y
‘—i;—i—()‘—h;-{—s.c—}-Ty_U.

Durd) eine leidyte Glimination Eann man diefelben auf die
einfadyere Form bringen
%+w+m=0
Ty 5o Ty=T.
Hievin find S, T, U, S’, T', U' im allgemeinen al8 Func=
tionen von v anzufehen. Die Scywierigheit befteht nun
darin, daf die beiden Werdnderlichen @ und y gugleidy in
beiden vorgelegten Gleihungen vorfommen, und mithin
Dandelt e8 {id)y darum, ftatt diefer beiden Gleihungen jwei
andere Devguftellen, von Ddenen jede nur eine eingige Ver=
dnderlidye nebjt der unabbingigen BVevinderliden » enthdlt.
W dabin ju gelangen, multiplicive man die jweite Glei-
dyung mit einem Factor ¢, der eine unbeftimmte Function

von v bedeutet, und addive fie ju der erfteven, mwodurd
man erhilt

%+¢%+ (S+ ')zt (T+Té) y=ULU'd.

Perner fepe man o 4 Py=wu, wo u eine neue Verdnder=
lidhe bedeutet. Sodann mwird
dr dy du  dP
‘7"=u—¢y ’d—0+¢;1;) %_—yl
und durd) Subfiitution diefer Werthe in die vorige Glei-
dyung verwandelt fich) diefelbe in

(1)
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106 XXXIV. Abfdynitt.

Mrstseu—y | S+ ssee- e
=U+ U .

Veftimmt man nun die Junction ® fo, daf fie der Glei=

dung Geniige leiftet :

B LE SN (T4 T2 =0, )
fo bleibt nur nod) die Gleidyung ju integriven
B LSS u=U+0"a, 3)

Tie Gleidyung (2) enthalt nur die BVerdnderliden  und v.
Kann man einen Werth von & finden, weldyer diefer Glei=
dung Geniige leiftet, fo fubftituivt man denfelben in die
Gleihung (3), die alsdann nur nod) die Werdnderlidhen
w und o enthalten fwird und mithin nad)y BVorfdyrift der
§§. 438 2. behandelt werden Fann.

§. 456. Wenn die Coefficienten S, T, §', T" der
Gleihungen (1) conjtant find, fo fann man der Gleidhung
(2) dabdburdy Geniige leiffen, da man fiiv & eine conftante

dd

3abl annimmt, fwodurd) - 0 mwird. Der Werth diefer
Babl wird durd) die Gleidyung des ziveiten Grades gegeben
S+Sd)e — (T+T &) =0. (4)
Wendet man fodann auf die Gleidung (3) die NMethode des
§. 386 an, fo erbdlt man -al8 Jntegral diefer Gleidyung
u=e TS0l rdp . (U4-U'®) TSP, (5)
wo C die willkitrliche Conftante bedeutet. IJn diefen Aus-
drude hat man fitv & die beiden Werthe u fepen, mweldye
der Gleidyung (4) genitigen; und wenn man diefelben mit
®, und ¢, beseichnet, und fitr u feinen Ausdrud durd) =
und y suriidjelt, fo hHat man die beiden primitiven Glei-
dyungen
a4+ y=e CTSIC, L (dp (UL U'®,) 5T
zt+dy=e STS¥W[C, | [do (UF U'®,) ST
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aus denen man die Ausdriicfe der beiden Verdnderliden
und y al8 Functionen von o Dherleiten Fann.

§ 457. Wenn die Wurzeln der Gleidyung (4) ima=
gindr find und mit aiBV—-—lbegeid)net werden, {o fann
man dag Jmagindre vevmeiden, wenn man die Forderung
fallen [dBt, daf @ unabhingig von » fein foll. €8 wird
namlid) in Ddiefem Falle die Gleichung (2), der die Grife
¢ Geniige leiften muf, die Fovm annehmen

d® '
S I@— 9 4 p=0
oder durd) Frennung der Verdnderliden

d® :
mrﬂi+ S dp'— 2}

Dag Integral diefer Gleichung ift
1 arctan q)———g—c—-S’v
B % P ;

wo ¢ eine willfiirliche Conjtante begeicdynet 5 und daraus
wird
¢ = o + B tang B (¢ — S’ v).
Gibt man nun der Conftante ¢ ivgend zwei befondere
11

Werthe, §. W. fe=0 und fe=7, fo erhdlt man die

- beiden Werthe

P=oa —BtangfS» , =04 BcotBSy,
deren Subititution in die Gleidyung (3) jwei Gleidhungen
bervorgehen [ift, welde gleid)falls nad) der Methode des
§. 386 integrirt werden Fonnen und wie vorhin jur Ve=
fimmung von @ und y ald Functionen von v fithren.

Wenn die beiden Wurgeln der Gleichung (4) einander
glei) find und mit ¢ begeichnet werden, (in weldyem Falle
die Miethode des vorigen Pavagrapben nur eine eingige
Gleicdhung jur BVeftimmung ven @ und y lefern wiirde)
jo Eann man die Gleidhung (2) auf die Form bringen
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Cad ¥
SR A Y ety

oder durd) Trennung der Verdnderlidyen
dPe

Das Jntegral derfelben ift
1
(b_——é ] + S v,

wo ¢ eine willfintlide Conftante bejeichnet; und daraus
bat man
1
C T Ll ey
Gibt man der Gonftante ¢ ivgend jwei befondere Werthe,
5 B. c=00 und ¢ =0, {o erhilt man
1
¢ = Q. e - i S’

weldye beiden Werthe tie oben in die Gleihung (3) 3u
fubftituiven {ind.

§. 458. Mian nebme jept an, e8 feien drei Differen=
tialgleichungen der erften Ordnung zwifdhen den Verdnder=
liden @, y, z und der unabhdangigen Vevdnderlichen v ge=
geben, Ddie man fid) tie im §. 455 immer auf die Form
gebradyt denfen Fann

%—l—Sw—}—Ty—{—Uz:V
DS Ty f U=V

% + S”.‘L' + T"y + U”Z. 21 V”.

Multiplicict man vefp. die gweite und die dritte Gleidyung
mit den unbeftimmten Factoven & und ¥, und addirt fie
i der erften Gleichung, fo erbdlt man
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dx dz

TN WL (S LSS Y o (T T W)y
—|—(U—-}—U’ ¢4-U" W) z=V+V' &4V V¥,
Sept man fodann 2z + by + ¥z =u, wo = cine neue
Bevdnderliche bedeutet, fo wird
c=u— Py — ¥z
dr dy _____ PR
v Aol % w T w
und durd) @ubfhtutum diefer Werthe in die bouge (OIE
i d\ung pertoandelt fid) Ddiefelbe in

o (S48 048"V
- J[~+(s+s ¢+s"11f):p_(r+1'¢»+1'"qf)] — VAV &LV
—z.l~—+(S 18 @48 V)V — (VST w]

LWenn man nun die Functionen ® und ¥ fo bejtimmt, da
fie den beiden Gleichungen Geniige leiften

3_‘53 F(S+SPF SV —(THTE 4 T'¥) =0

E S8 U — (U T+ U =0,
fo bleibt nmur nochy die Gleidbung zwifdyen den beiden Ber=
k'inbet[ichen u und v gu integriven

+ S+ 8¢+ S Wu=V+4+Vd+ V'V,

Die gegebenen Gleidyngen werden alfo aufgeldjt fein, wenn
man Werthe von  und ¥ finden Fann, tweldye jenen beiden
Gleidyungen entjpredyen.

§. 459. timmt man an wie im §. 456, daf bdie
Coefficienten S, T, U, §', T', U, S, T’, U” auf den [in=
fen Seiten der gegebenen Gleihungen conftante Jahlen
find, fo fann man fiitr @ und ¥ gleidhfalld conftante Werthe
annebmen, weldye durd) die Gleidyungen beftimmt werden
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(S+ 88+ SV —(T+ T+ T'¥)=0

S+SeSYVW - (U4+Us+ U'Y)=0,
und da die Endgleidyungen, teldye die Werthe von & und
W geben, den dritten Grad erveichen, fo erhalt man drei
Spiteme von Werthen, die refp. mit &, und ¥,, &,, und
W,, ®3 und Wy begeichnet werden mogen.

Dag Inteqral der Gleidhung gvifdhen 2 und » ird
us=e” SHSHS N0 [ dop(U-U U W)eS #5707
folglich bat man die drei primitiven Gleichungen

+d,y+ ¥ 5=
e’(s+sl¢‘+snw‘)"[0.+j'du(U+B('*i’,—}—U"P,)e(s"rstq"“ks"w‘)"]

. T+ Byy+-¥.2—
0_(S+S ¢3+-s"|;f’)p[cz+fdv\U+Uiq)z_i_UHWz)e(s+s’q:,+s"‘l’,)o]

; T4-Dyy—-Vya—=
e-—(S—]—S"b,—I—S"I’&)r[CS_I_J»dD( U—|— U¢3+U«flyx)e(S+S'¢3+S"‘l’,)uJ
welche die Werthe von =, y, z al8 Junctionen bon v be=

ftimmen,

Diefelbe Miethode [t fidy auf die Jdlle anwenden,
wo man eine grogere Anzahl von Vevdnderlichen und von
Differentialgleiyungen hat, und man iiberfieht leidyt, daf
diefe Gleichungen immer integvivt werden fonuen, fo lange
die Cocfficienten auf ihrer linfen eite conftant find.

§. 460. Bid Dhicher wurde die Borausfepung gemadyt,
daf die gegebenen Differentialgleidyungen von der erften
Ordnung feien.  Wenn die Gleichungen von der jweiten
Ordnung oder von hHiheren Ordnungen {ind fo fann man
diefen Fall immer auf folgende Weife auf den vorigen
suritdfithren.

€8 feien 3 B. die beiden Differentialgleihungen der
gtoeiten Ordnung gegeben

2 :
%5+Ag+sgg+0x+py=E
%+A’ fj‘?,+B' §Z+Cw+1)'y=E’.
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w1910 di &
Mian jepe -&;—=p und E% = ¢, wo p und ¢ neue Verdn=

derlidye Degeidynens fodann hat man die Gleihungen Der
erften Ordnung

d,
w4+ B+ CotDy=E
dq

wtAp+ B+ Cae4 Dy=E
dr

TP R

dy adk

Tg=0

gwifden den vier Verdnderliden =, y, p, ¢ und der unab-
bingigen BVevdnderlidyen .  Diefe Gleidhungen Eonnen nady

= der obigen Methode behandelt werden, und fiihren alfo ju
ven gefuchten Ausdritdfen fitv # und y.

XXXV, Jntegration der Diffeventialgleidyungen durd) Reihen,

§. 461. Wenn e8 nicdht mdglidy ift, durd) die beFann=
ten Miethoden einen Ausdrud devjenigen Funftion, twelde
durd) eine Differentialgleidyung gegeben mwird, in endlidyer
Form gu erhalten, fo fann man diefen Ausdrud in der
Form einer unendlidyen NReibe dargujtellen fudhen. So lange
diefe Jeibe convergivt, eignet ficdy diefer Ausdbrud eben fo
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gut fie jeder andeve jur Vevechnung der numerifchen Werthe

der gefuchten Function.
Die Function y fei durcdh die Differentialgleichung

gegeben
dy d%y dy
f( Y dz' @ z">—0’
die Entwidelung diefer Function in eine NReihe Fann man

fodann im allgemeinen auf dem Wege erhalten, reldyer
im §. 427 angemgt worden ift. LWenn man nidmlid) diefe

Gleidyung fur o Y qufldft, fo liefert fie Die Werthe Ddiefes

Differ entm[mrba[tmﬁes und der Differentialverhiltniffe aller
boDeren Ordnungen, welde dem Werthe # = 0 entjprechen;
und fubftituirt man diefe Werthe in den allgemeinen Aus=
druc

d dly, 72 dsy“
=¥htatiams T ysz3+
fo erhalt man die verfangte Entwidelung der Junction y,

in telder die » mi[Ifi'lrIid)en Goefficienten ftehen bleiben.

dy.; d”yu [ 4iTE yo
Iorg a1 gt

3Jn den befonberen Billen, wo die Annahme 2 = 0 die
Werthe bon o2 unb den hiheren Differentialveriltniffen

unendlid) gruﬁ me.ben [aft, fann man von einem Dbeliebigen
anbderen Werthe # = a ausgehen, der diefen Erfolg nidt
Derbeifiihrt. Vian wird fodann nady der Taplor’jchen Jteile

feen

dya d*a (T—a d’z/u ($ a)
Y=Y+ ;- (@ )—l—dle 2 T
it ya, e PWe 00 ie befond G ' Beei
wo mit ya, 255 5, 2w die efondeven Werthe bezeichnet

http://rcin.org.pl



Jntegration durd) Reihen. 113

d d? ;
find, welde y, ;l%, Ti}yi’ e, annehmen, twenn man darin

fiir 2 den LWerth @ fept. Jn diefen Ausdrud Hat man
dya A" 'ya d”+’ya

alfo jept die Werthe von P iliees Sl 2. gu fub=

ftituiren, welde fid) aus der vorgelegten Diffeventialgleidyung
ergeben,

§. 462. Man gelangt bhaufig einfader sum  Siele,
wenn man ftatt de8 angeseigten Werfahrensd die Ntethode
der unbeftimmten Goefficienten anwendet. €8 fei 3. B. die
Gleidyung der zweiten Ordnung gegeben

dx3+x‘/_0

Wm diefer Gleidhung Geniige su leiften, fepe man

Y= Ao + A,2°T! + 40" L AT | 4,2
wo Ao, 4,, 4, 2. unbeftinmte conftante Coefficienten be=
deuten und « gleidhfalld ein unbeftimmter Erponent ift.
@ubitituict man diefen Ausdrud fitv y in die gegebene
Gleidung, fo Fommt

—A,a(a—1) 2" Ay (a1 oz T A, (@-2) (e-1) 2*

+ 4; (e +3) (e 42)|z% T 4, (a+4) (¢ + 3) 2"+ 1.
+ 4, + 4
weldher Gleidyung dadurd) Geniige gefdyehen muf, daf man
die Guefficienten der eingelnen Potengen von 2 ju Rull
werden [dft. Die beiden erften Glieder mwerden verfd)win=
den, fenn man o == 0 annimmt, fwobei die Conftanten A4,
und A, unbeftimmt bleiben. Tad dritte Glied verfchmwindet,
wenn man 4, = 0 fept. Die folgenden Glieder aber lie=
fern, damit fie gleidhfalls verfdyinden, sur Beftimmung
der Gonftanten A, A,, A5, 20 die Begiehungen
Navier, Diff.= uubSntegraIt. I1. Band. 8
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Ay
Ay B30 2= — Ay, woraus Ay = — 5%
A
And gumeenie g A,
TR R e (8 A; =0
TN A, A, = 3A°'F
A,
A, 7.6 =— A, A’—i 4. ﬁ
VR Yy ey Ay =0
A
%4 ol 4k Wiy L vl T R W
A
PR R Aw=—576.79.10
2. ot

Die RNeihe, relde den gefuchten Ausdrud fitr y darftellt,
ift alfo

3 € g z9
3.5k <' — 3343 _T3?'5.6.8.9+"'>

4 ol o
i <$‘53‘*’3.4.6.7_3.4.6.7.9.10+“'>.
Darin find A,{ und Ay die beiden willFiteliden Conftanten.
§. 463. 2Wenn bie @Ieidnmg gegeben ift

d.tz + P
fo fithrt auf diefelbe Weife die Subititution des Augdruds
y=Ayz " A,0" T J A, 2" T - Ay 2" T4 4, 2T
ju der BWedingungsgleidyung
o_Aoa(a—1)z°'—’+A,(a+1)a!z —' A, (a4-2) (e 4-1) /2"
+4, +4,
+ 4 (043) (e4-2) [ a“T 2.
L +4,
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Hier Fann man dasd erfte Glied sum Verfdywinden bringen,
wenn man o = 0 oder « = 1 feppt; aber die erfte Annahme
ift unzuliffig, reil algdann dad jweite Glied nur dadurd)
verfdywinden Fnnte, daf man 4, =0 febte. MNimmt man
alfo e =1, fo mwerden die folgenden Coefficienten durd)
die Gleichungen beftimmt

A
4,.2.1 = — A, woraud 4, = — 1%
e : A()
A4,.3.2=—A4, Ay = 153
Ag
G Al e T e v
A, .5 .4 = A 4y
it =, i =i mnns
2C. - 20.

Folglicdy gefchicht der gegebenen Differentialgleihung Geniige
durdy den Werth

& 3 7t s

§74 C” et iEs T imea TTesEs T ”’)'
Da indeflen diefer Ausddrud nur eine eingige mwillfiirliche
Gonftante enthalt, fo [iefert er zmwar eine unendliche Vienge
pon befonderen Werthen der Function y, aber er ift nidyt
das allgemeine Jntegral der gegebenen Gleidung. Man
erfennt {ibrigend leicht, dap diefer Gleidhung nidt durd
cine NReibe Geniige geleiftet werden Fann, iwelde nad) ab=
fteigenden Potengen von 2 geordnet ift.

§. 464. €8 fei nodh) die Gleichung der gweiten Ord=
nming gegeben

dy 1 dy g

3% 40 P gl

Sept man wie oben

y=A0xa+A.ma+l+Azz‘u—}—2+A3wu+s+A4wa+s+2c'
. 8“
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und fubftituivt diefen Auddvuc in die gegebene Gleicdhung,
jo fommt

0=Aox(a—1)2“ "+ A4, (a+1alz* "+ 4, (a-+2)(a}1) z*

+Aoa| A 4y (et 1) | +Az(.“+?)‘
' | +4o
+ 45 (a+-3)(e4-2) | & T' A (0 F-4)(a-3) | 2T + 2.
+As(e+3) +4i(a+-4)
-4, +4,

Man Eann nmun dad erfte Glied dadurd ver{dhwinden laffen,
daf man ¢ = 0 fept, tobei 4, unbeflimmt bleibt; aber
algdann verfdywindet dad jweite Glied nidht, wenn man
nidt 4, =0 fept. Ebenfo Fann man dad jweite Glied
dadurd)y verfdyvinden laffen, daf man o = — 1 fept, wo=
bei der Coefficient 4, unbeflimmt bleibt; aber alddann ver=
fdhwindet das erfte Glied nicht, wenn man nidt 4, =0
febt. Bleibt man bei dev erften bdiefer beiden Annahmen
ftehen, namlid) « =0, fo erbdlt man jur BVeftimmung der
Coefficienten 4,, As, 4y, 2. folgende Begiehungen

4;.2. (1 +1)=— 4,5 woraus A,=—‘;—;’

R e ol thairen

A, SV ppusling, %, Wl

s 5l kbt Aol

As B (54T S o
20, I8

Der gegebenen Gleidyung leiftet alfo die Reihe Geniige
. x2 x4 1‘”‘
¥ Ay <1 o2 + 954 2 1.6 '-l'- 25.).
Was die Annahme o= — 1 betrifft, fo ift leidyt ju exfen=
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nen, dag fie ju der namlichen NReibe gefithrt haben toiirde.
Mian erhilt iibrigend audy hier nur eine Fovmel, tweldye
befondere JIntegrale der gegebenen Gleidhung zu liefern im
Stande ijt, aber nidht das allgemeine [Jutegral Ddicfer
Gleidyung.

§. 465. Wenn die Subititution einer nady fteigenden
Potengen der Verdnderlidhen & geordneten NReibe in die ge=
gebene Diffeventialgleichung nur ecinen befonderen Werth
liefert, fo Devulet died im allgemeinen davin, daf das voll=
ftindige Jntegral Glieder enthalten muf, in denen der
Logarithmus der Werdnderlidyen vorfommt. So hat man
3 B. fitr die vorige Gleidyung ,

a2y 1y A3
BT R S

e befoubeten Werth

x i Ut
tplE sl wa Srare

20

Wil man davaus das velftindige JIntegral erbalten, fo
fepe man gemdB demjenigen, mwad in den §§. 442 und
443 gefagt worden ift, y = AY, wo A eine Function bon
2 bedeutet. Mian erhalt fodann
& oo dl. dA
=4 T
ary o odY A dY | dd
T — A et gt g
und wenn man diefe Werthe in die gegebene Gleidjung
fubftituict, und die mit dem Factor A behafteten Glicder,
peven Summe Null ift, weglift, fo bleibt jur Veftimmung
von A die Gleidyung

a4 LAY YN i
Y+ (2 w=0
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dA
oder tenn man = = Yeutl,

ra+ (2 dY—}—Y>t—0 ober & 2804 Sl

woraud ¢ = —ﬁ, folgli) A = a 4 b_fT’ indem @ und

b jtoei willFiclidye Conftanten bedeuten.
Man hat alfo fitr dad vollftandige Jntegral ten Aus=

drud
y— (ot bf22),
Nun ift

dz d. 2 4
f?ﬁ = 7‘” (1+oz2-Bat+ac) =l 0% + 5% -+ 2,
wo o, B, 2 leidt ju beflimmende numerifdye Coefficienten

find.  Mithin wird endlich der Auddrud fiir das voll=
ftandige SHtrgraI ber gegebenen Gleichung

=G =S rH(e+ 45 )

XXXVIL  Differentialgleidungen der erften Ordnung zwifden
drei LVevdanderlidyen.

§. 466. €8 fei die Diffeventialgleihung gegeben
Pdz 4 Qdy + Rdz =0,
in weldjer P, Q, R belicbige Bunctionen der drei Verdnder=
liden @, y, z bedeuten. Wenn diefe Gleichung dasd unmit=
telbave Refultat der Diffeventiation einer primitiven Glei=

http://rcin.org.pl



Differentialgleidungen mit drei Vevanderlidyen. 119

dung F(z,y, z) =0 ift, o geniigt ihve linfe Seite den
Jutegrabilitits=BVedinqungen der Differentialfunctionen der
erften Ordnung von drei ‘Bcriinber[idyen und man Eann iy
Jutegral nady den Vor{dyriften ded8 §. 370 finden, weldyes
fodann nod) durd) eine mlllfut[xd‘e Conftante vervolljtin=
digt terden mug.

Wenn dagegen die gegebene Gleidyung durdy die Eli=
mination einer Gonftante aus der primitiven Gleichung
F(z,y,2) =0 und der unmittelbar daraus Hervorgegan=
genen Diffeventialgleidyung entjtanden ift, oder wenn man
nady der Differentiation einen Factor unterdritdt hat, der
allen Gliedern gemeinfcyaftlidy war, fo geniigt fie im allge=
meinen nidyt mehr den Wedingungen der Integrabilitit. Ta
jedody in Diefen Fdllen die Gleihung aud einer gegebenen
Selation gwifchen den drei BVerdanderlidyen z, y, z hevgelei=
tet worden iff, von denen man jiwei, . BV. & und y, wie
unabhdangige und die dritte z toie die Function derfelben
anfeben fann, {o folgt, daf dev Werth von dz, weldjen die
obige Gleidyung gibt, ndmlid)

P 0
dz e dx —-»Edy,

der allgemeinen Vedingung fitr den Augdrud des Diffevens
tial® einer Function von wei unabhangigen Verdnderlidyen
Genitge leiften mup.  Vian muf alfo Haben

L(D=50)

odet twenn man ausfithrt, und dabei beadytet, daf nod) z
in den Functionen P, O, R enthalten ift,

dP dP dz dR i dz
<dj+dz d_/) —+ IITEJ.

dQ d7 dR dh dz
) R( %,dx 5 dr + dz tlr>
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i doiigen dé dz -, P
und wenn man bievin fitr = und & ihre Wertlhe R

und — 4 febt,

/dR aQ dR dQ arP
g e b
Diefe Gleichung driict alfo diejenige Bedingung aus, twelde
nothwendig erfitllt werden muf, damit man in dev gegebe=
nen. Diffeventialgleichung jivei beliebige Berdnderlidye ald
unabhingige und die dritte al8 eine Function derfelben an=
feben Fann. A8 geometrifches Wild der in Rede {tehenden
Gletchung Fann man fodann eine Flide im Raum be=

tradyten.

§. 467. Wenn Dder {o eben nadygeriefenen Bedin=
gungdgleihung Geniige gefchieht, fo hingt die Integration
der gegebenen Diffeventialgleidyung nur nod) von der Jnte=
gration einer Diffeventialgleihung gvifden wei BVerdnbder=
lichen ab.  Betvacdhtet man ndmlid) die BVerdinderlidye z ie
conftant, und fept alfo dz =0, fo reducivt fid) die gege=
bene Gleidhung auf

Pdz + Qdy = 0,

und gebort in diefer Form einer Schnittlinie an, weldye in
der Fladye durd) eine mit der Gbene zy pavallele Ehene 3u
Stande Fommt, indem der conftante Werth, den man der
Coordinate z in den Functionen P und Q Dbeigelegt Dat,
den Abftand der fdyneidenden Ebene von der Ehene xy be-
geidynet. Hat man das Jntegral diefer Gleichung gefunden,
fo muf man die Conftante, weldye dasdfelbe vervollftandigt,
wie eine Junction von z anfehen. Man Fann alfo diefes
Jntegral augdritden durd)

9(z, y, 2) = Z,
o Z cine Junction von z allein bedentet. Diffeventiivt

http://rcin.org.pl



Differentinlgleidhungen mit drei BVervdindervlidyen. 121

man diefe lepte Gleichung, indem man @, y, z al8 verdn=
derlid betracbtet fo fommt '

¥ da +d”dy+"‘*’dz_dz

und da hier ble redyte Seite eine Function vbon z allein ift,
fo muf tasdfelbe aud) pon der linfen Seite gelten. LWenn
man alfo aud den beiden vorftehenden Gleichungen eine der
beiden Bevdnderliden «, y eliminitt, fo muf die andere von
felbjt mwegfallen, fo dag nur eine Differentialgleidhung jwi=
fhen z und Z iibrig bleibt. Diefe Gleidyung gibt integrivt
den Ausdrud von Z durd) z, nebft einer willfirlidgen Con=
ftante, und bdie Subftitution desfelben fiirx Z in die Glei=
dung @(z, y, z) = Z liefert dasd gefuchte Jntegral.

§.468. €8 fei 3 B. die Diffeventinlgleidhung gegeben

(2wz-+23) de4-2yz dy—2 (x*+y?*+-b) dz = 0,
welche der BWedingungsdgleichung des §. 466 Geniige leiffet.
WBetradytet man z tie conftant, fo veducict fidy diefelbe auf

(Rz+2?) de-2y dy = 0,
und dag Jntegral diefer Gleichung, in weldyem die Verdn=
derlidyen {dyon getvennt {ind, tird
@+ Y+ @t =Z,
wo Z bdie toillfiitliche Conftante ift, die hier toie eine Func=
tion von z angefeben werden muf. Ui diefe Function ju
beftimmen, betvachtet man jebt aud) z al8 vevdnderlich und
differentiivt die gefundene Gleidyung, wodurd) man erhalt
(Re+-2?) do-2y dy2xz dz = dZ

oder mit Ritdficht auf die gegebene Gleidyung

R 4o | 2unde = dz.

Gept man in diefer Gleidyung fitr y feinen Werth aus der
Gleidung @2+ y2 4 2z =2, {o wird aud) = wegfallen,
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und man erhilt blog

£ % L W azZ
2 g dz = dZ, vder iy 5 7
wovon dag Jutegral ift
az* =127+ b,

indem a die willfiirlidye Conftante bedeutet. Mt Hitlfe ded
Werthes von Z, der aus diefer Gleidyung Hervorgeht, eryibt
fih nun endlich fiir da8 gefudyte Jntegral der Ausdrud
2+ 4 (2 —a)z2 4 b=0.
§. 469. Wenn die gegebene Vifferentialgleidyung
Pdx + Qdy + Rdz = 0

der Wedingungsgleichung des §. 466 nidyt Geniige leiftet,
wenn 8 alfo nidt modglich ift, in ihr ghwei von den WVer=
dnderlidyen ald8 unabhingige und die dritte ald eine Func=
tion diefer beiden angufeben, fo Easn man diefer Gleidhung
nur dadurd) eine analptifdhe BVedeutung beilegen, daf man
anninmmt, daf swei von den Vervanderlicdien durd) eine jwar
unbefannte, aber dennod) borhandene Relation mit einander
verbunden find.  Man mu alfo 3. B. die BVoraudfepung
madyen, daf gwifchen & und y eine Gleichuny von der Form
¢(z, y) = 0 befteht, vermige deren fodann die gegebene Glei-
dung fid) auf eine Gleidyung jwifden nur gwei BVerdn=
derlichen veducict, und mithin nad) der Beftimmung der
Function ¢ integrict toerden Fann. AE geometrifches Bild
der gegebenen Gleihung fann in diefem Falle nicht mebr
eine Fliade im Naume angefehen werden; vielmelhr ftellt
die Punction z die Ordinate von unzablig vielen Curven
dar, weldye man eingeln erbdlt, naddem man willBiivlid)
in der (Sbene @y bdie Projectionen diefer Curven, Ddenen
die Gleidhung @(z, y) = 0 sugehidrt, vorgeseichnet hat.
; iy il

%
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XXXVIIL Partielle Differentialgleidyungen der erften Ordnung.

§. 470. Wenn jtvei unabhangige Verdnderlide z und
y nebjt einer dritten BVevinderliden z vborliegen, roeldhe wie
eine cz’s"unction der Deiden erfteven angefehen toird, fo bedeu=

teu unb bte partiellen Diffeventialverhiltniffe der Sunc=

tmn z, refp in Begug auf @ und auf y gmommen, D, b,
die Junahme von z, welde der Junahme dz von x ent=

fpridyt, betrﬁgt‘—;%dxa und bdie Junahme von z, telde

der Bunabme dy von y ent{pridyt, betrigt Z—; dy. Unter

einer Gleidung mit partiellen Differentialen, oder Filrser,
einer partiellen Diffeventialgleidung von der er=
ften Ordbnung und jwifchen den BVervdanderlichen @, y, z ver=
fteht man dberhaupt eine Relation jwifdhen den Grifen

dz dz {
Z,9, % ol und man fann demnad) eine foldye allge-
mein darjtellen durd)

dz dz
f(.z‘,f,zﬁ,d—y> =

€8 handelt fih nun davum, bdie Bedeutung einer foldyen
Gleihung audzumitteln, und zu unterfudyen, wie die primi=
tive Gleichung befchaffen fein Eonne, der fie entfprecdhen mug.

Man Fann die unabhingigen Vevanderlichen = und y
wie et horizontale redytwinflige AL{ciffenn und die BVerdn-=
derlide 2 mwie eine bertifale Ordinate anfehen. Wenn man
alfo = wie eine Function von z und y betvadytet, fo ift das
geometrifdye Bild einer Relation jwifdren diefen drei Wer=
dnderlidhen eine Fldade im Raume.  Gejtitpt Hierauf Fann
man nun verfudyen, die in der obigen Gleidyung entbhaltene
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Flide 3u conftvuiven. a biefe Gleidyung den Wertl) einer
jeden der Grifen =, y, z, d d Ilefert fobald die vier an=

deren befannt {ind, fo Lift fich diefe Conftruction auf fol=
gende Weife vornehmen.

Jn der Gbene xz seidne man eine beliebige Curbe,
weldhe wie die Durd)fdhnittslinie der gefuchten Fliache mit
diejer Gbene angefehen mwerden foll. Fiiv jeden Punkt diefer

Gurpe Fennt man @, y (deffen Werth Null ift), z und Z*;)

die gegebene Gleidyung liefert alfo g;; und damit ijt die

beriihrende Ebene der gefudyten Flidye, ibhrer Lage nad,
in Der gangen Ausdehnung der in NRede {tehenden Curve
feftgeftelit. Wenn man fidy nun eine Ebene paralel ju
der Gbene @z und in einem fehr Eleinen Abjtande Ay von
derfelben gelegt denft, fo fennt man die Durdfdynittslinie
der Fliche mit diefer Ebene mit einer defto grofeven Ge=
nauigfeit, je Fleiner Ay angenommen worden ift. Diefer
Durd)fdynittdlinie fann man fich mwieder bedienen, um auf
diefelbe Weife eine neue Durd)fdynittslinie mit einev jiveiten
Gbene ju conjtruiven, die in dem Abftande Ay von der
erfteven gelegt wird; und fo fort. Auf diefe Weife ift im
allgemeinen die Fladye in ibrer gangen Ausdehnung durd)
die gegebene Diffeventialgleichung beftimmt, fobald man die
Durd){dynittslinie diefer Flidche mit irgend einer mit der
Ebene @z pavallelen Ebene willfitelid)y angenommen hat. €8
ift itbrigens fogleid) Elav, daf dadfelbe eintreten foiirde,
wenn man die Durd)fchnittslinie der Fladye mit einer mit der
Gbene yz pavallelen Ebene willfiivlidy annehmen wollte.
Hieraus evfennt man, daf die gegebene Differential=
gleichung einex: unendlidy grofen Menge verfdyiedener Fli=
chen angehirt, weldye fammtlicy eine duvdy diefe Gleichung
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ausgefprodhene gemeinfame Gigenfdyaft Defipen. Die Geftalt
einer jeden Fldade bhangt von derjenigen der willfiivlidyen
Gurve ab, durd) mwelde man jene bhat durdygehen Ilafjen.
Wil man, daf dad Integral der gegebenen Gleidung eine
eben fo ausgedehnte Bedeutung babe wie diefe Gleidyung
felbjt, fo mup e8 alle die in Rede ftehenden Curven gugleid) |
darftellen. Diefed Integral muf affo nidht nur der BVedin=
gung entfprechen, der gegebenen Lifferentialgleidhung Geniige
gu leifien, fondern aud) iiberdied eine willfiilidhe Junction
in fidh enthalten.

§. 471. Die Ridtigleit diefer lepten Folgerung tird
man beftdtigt finden, twenn man bemerft, daf aus einer
gegebenen primitiven Gleidhung, die eine unbeftimmte Func=
tion enthdlt, immer eine Gleichung der erften Ordnung her=
geleitet werden fann, in weldyer diefe Function villig ver=
fhwunden iff. €3 fei 3. B. die Gleidhung gegeben

F[.Z‘, Y, %, (P(“)] =0,
in eldyer » eine gewiffe Junction von =, y, z bedeutet,
und @(w) eine unbeftimmte Function von w ift. Durd
Diffeventiation diefer Gleidhung, fowol in Vejug auf =
ald audy in VWezug auf y, exhilt man
dF , dF dz dF dgp(w) /du du dz

5 ko g g R Iﬁazd}):“

dF | dFds  dF dgl Cdu | deds
dy dz dy do(u) du dy dz dy v

Climinivt man nun @ (%) und '1‘3—5? aus diefen beiden Glei=

dungen und der gegebenen Gleichung, fo bleibt eine Diffe=
rentialgleichung dev erften Ordnung, in weldyer die Function
¢ nidyt mebr vorfommt. Diefe Gleihung dritft mithin
eine Relation ausd, die immer erfiillt witd, melde Form
man aud) der Function ¢ in der primitiven Gleidyung
beilegen mag.
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§. 472. Man betrachte nun itberhaupt eine primitive
Gleidung )
F(wlyfz'/alb)=0 (1)
in weldier @ und b gwei Conftanten beseichnen. Tiffeven=
tiivt man einge[n in Bejug auf 2 und auf y, fo fommt
dF dz dF dz
d:v+dz dz = 0 dy+dz dy_O ?)
Aus diefen beiden Gleihungen und der primitiven Gleidyung
faun man die Conftanten @ und & eliminiven. Man erhailt
dadurd) eine Diffeventialgleidyung der erften Ordnung, in
welcher diefe Conftanten erfdymwunden find, und mweldhe mit=
bin eine Gigenfdyaft ausfpridyt, die pom den befonderen
Werthen der Conftanten vdllig unabhingig ift. Diefe
Gleichung twerde bezeichnet mit

dz d A
f (z‘, Y, % a5 (73) = 0. (j)

Man fiebt hieraus sunddft, daf twenn die Gleichung
(3) gegeben ift, da8 Jntegral derfelben obder diejenige pri=
mitive Gleidyung, von welder fie abhingt, zwei willfiivlidye
Gonftanten entbalten muf.

Aber twenun man a in der Gleidung (1) mie eine
LBerdnderliche anfieht, und b wie eine Junction von @, fo
werden Ddie beiden aud ihr Dhervorgehenden Tiffevential=
gleidhungen fein

dF dz dF db da dz
d:v+dzdz+ dbda> dz+dz¢?5 by
dF dF dz dF db da dz

dz dy . db da> dy + dz dy

%m werden blefe beiden Gleicdhungen identifd) mit den
Gleichungen (2), wenn die BVedingung erfillt wird

dF db
R G
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Mithin fithrt die Gleidhung (1) nody immer gu der ndm=
lichen partiellen Differentialgleidyung (3), wenn man in ihr
a tie Verdnderliche und & mwie ivgend eine Function von
a anfieht, vorausgefest, daf a fo gervdhlt tird, daf dev

Gleidyung gg + Zf :Z = 0 Geniige gefchieht.

Wenn alfo eine partielle Differentialgleidyung dev erften
Ordnung al8 gegeben vorliegt, und man eine primitive Glei=
dung F=0 mit joei willfiivliden Conftanten @ und b ge=
funden Dat, mweldje jener Gleichung Geniige leiftet, fo erhalt

man eine viel allgemeinere Aufldfung, indem man b=¢ (a)
dF db ’
70 g =0 3u beftim=
men ift. Diefe Junction ¢ ift fodann die willEiiclide Funcs
tion, mwelcdhe der Aufléfung die nodthige AUgemeinbeit gibt,

§. 473. €8 ift nidht itberfliflig su Gemerfen, daf
man in der primitiven Gleidhung (1) aud) hatte @ und b
ie goei bon einander unabbingige verdnderlidhe Grifen
anfeben fonnen, in teldhem Falle die beiden devivivten
@Ieid)ungeu getworden fein wiirden

\ j x F
annimmt, wo a durd) die @Iud)ung%‘

dF dz dF da da dz db dz
i g AN +db dx+dzd7; e
dlf dz da dz db dz
&g dy+da s +as)ta(gtae)="
weldye in die Gleihungen (2) fibergeben, wenn man fept
dF dF
7 R 0, und P o 0.
Wenn alfo die primitive Gleidung F=10, weldye die bei=
pen willkiirliden Conftanten @ und b enthalt, einer gege=
benen partiellen Differentialgleichung Geniige leiftet, fo wird
diefer Gleihung audy dann nod) Geniige gefdyehen, wenn
man ftatt der @onftanten a und b die beiden durd) #,y,2
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ausgedritdten TWerthe diefer Grifen an die Stelle feht,
weldye ausd den Gleichungen »Zf =0 und Z—f=0 Dervorgeben.

Da jedody dad auf diefem Wege erbaltene Refultat Eeine
willfiirliche Function entbhdlt, fo ftellt e8 nur eine bejondere
Auflofung der gegebenen Gleidyung dar.

§. 474. Jn der Geometrie ftellt die Gleidhung (1),
mit gwei willfiicliden Conftanten, eine unendlide Vienge
von Bldadyen dar, welde allen Werthen entfpredyen, die man
diefen Gonftanten beilegen Fann, und weldye gugleidy jimmt=
lid) in der partiellen Differentialgleichuna (3) entbalten find.
Wenn man b=q(a) feht, wo ¢ dad Jeidyen filr eine be=
liebige Function ift, fo betvad)tet man diejenige NReibe von
Blidyen, weldye aus der Function ¢ hevvorgeht, indem man
fiix @ nady und nady alle moglidyen Werthe von — oo bis
o0 annimmt. Wenn man ferner filr @ in der Gleidyung
Flz, 9,5 a, ¢(a)] =0 den Werth a-} da an die Stelle

febt, fo wird das Refultat, toeldyes mit F+%da= 0

bejeichnet wevden Fann, einer in Ddiefer NReibe enthaltenen
Slidye angehiven, die derjenigen Fladye unendlidy nalbe liegt,
weldye durd) die Gleiung F=0 dargeftellt wird. Mithin
wird dad Spftem der beiden Gleidyungen

F=0 und F—{-ﬂw da =0,
¥ da
ober, einfadyer, der beiden Gleidyungen
Flee0, ufii ok e
da

der Durdyfdyniitdlinie dev beiden auf einander folgenten
Bladen angehorven, welde Linie, nady Monge, mit dem
Stamen dev charafteriftifden Linie belegt wird. Und
wenn man aud den beiden in NRede ftebenden Gleichungen
dic Grofe @ eliminivt, fo wird dad Refultat, weldyes eine

http://rcin.org.pl



Partielle Differentialgleidhungen. 129

Gleidyung swifden @, y, z ift, einer Flade angehoven, die
den geometrifdyen Ort diefer Durchidynittdlinien bildets d. 0.
der einbit(lenden Fldadye derjenigen Bliden, mwelde
aug der Gleidyung Flz, y, z, a, ¢ (1] = 0 Dervorgehen,
indbem man davin fiir a alle mdgliden Werthe fept.

Jtun muf offenbar die gegebene Diffeventialyleichung
aud) diefer einhiilenden Flache angehiven, tweil die beriih=
rende Ebene immer den eingebhitllten. Fladyen und der ein=
Ditllenden %Ic‘id\e gemeinfc[)aft[id) ift und folglidy aud) die

Werthe bvn—— unb '’ welde die Lage Diefer Ebene be-
ftimmen, buben gememfd)nfﬂid) gufommen. Seht man aber
¢(a) an die Stelle von b, fo wird die Gleidyung Zg =y

identifch mit der Gleichung ZF—{—Z—f%’ = 0 de8 §. 472.

Man erfennt alfo, daf die allgemeine Auflojung der gege=
benen Differentialgleihung ausdgedritdt wird durd) das
Spitem der beiden Gleichungen

Fx,y,5ab) =0 unb e —|— Zf:: =t

wenn man Dievin ftatt b eine beIwblge Function ¢@(a) an
die Stelle fept und davauf @ aus beiden Gleichungen eliminirt.

§.475. Wenn man fernerin derGleidhungF(z,y,z a,b)=0
die (Sirijﬁe a allein {id) dndern [aft, twodurd) man erbhilt

: F—|— — da =0, und wenn man fodann die (Sjr'L‘Be b allein

fih dndern [apt, wodurd) man erhilt F+ db == 040
ftellt da8 pjtem der Gleidyungen
F=0und 4 =0
a

eine davafteriftifhe Linie dar, welde einer gewiffen einbiil=
Navier, Diff.- und Jntegralr. 1. Band. 9
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lenden Flache angehirt; und cbenfo frellt das Syftem dev
Gleidyungen

sk aF
s e Sy unb—dT_—O

eine andere davafteriftifche Linie dar, weldye einer andern
einbitllenden Jladye angehvrt, die der evjteren unendlidh nabe
liegt. Das Sphftem der drei Gleichungen

3 ar dFr

! e T
gebdrt mithin den Durdyjchnittdpuntten diefer beiden . dya=
rafteriftifen Linien an.  Folglidy wenn man @ und b aus
diefen drei Gleichungen eliminirt, fo wird die daraus hervor-
gebende Gleihung, die nody @, y, = enthilt, eine Fldadye dar=
ftellen, weldye der geometrifdye Ort aller diefer Durdfdnitts=
puntte ift, d. h. eine Sldde, weldhe alle die oben genann=
ten einbitllenden Flddyen beviihrt und wiedevum einhitilt, und
sugleih von allen dyavafterifiifchen Linien berithrt wird,
Diefer Fladye muf die gegebene Diffeventialgleichung gleich=
falls nod) angehiven; aber fie entfpridyt augenjcheinlich nur
einer befondeven Auflofung diefer Gleichung.

s mag nod) bemerft merden, daf {ich immer mebreve
von einander verfchicdene Gleichungen, analog der Glei-
dung (1) de8 §. 472 und mit jwei willFitliden Conftan=
ten verfeben, angeben laffen, weldye fammtlich su der ndm=
fihen Differentialgleichung (3) fithren, und die ndmliden
einhitllenden Jladyen hervorbringen, Ddenen fowol dag all=
gemeine Jnfegral al8 audy die fo eben nadygewiefene befon=
dere Auflofung diefer Gleidyung entfprechen.

=l

Jntegration der linedren Gleichungen von der erften Ordnung.

§. 476. Gine partielle Differentialgleidhung ift linedr,
jobald die Diffeventialverhiltniffe nur in der erften Poteny
in ihr vorfommen, Dev einfacbfte Fall ift derjenige, wo
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diefe Diffeventialverhiltnifle mit Conftanten multiplicivt find.
Gleidyungen diefer Art haben bdie Cigenfdhaft, daf ihnen
durdy die Summe einer beliebigen Anzahl von befonderen
Werthen Genitge gefdyieht, aus mwelder Cigenfdhaft unmit=
telbar ihr Jntegral gefunden terden Fann.

€8 fei namlid) bte @ilelcbung gcgebm

R
wo P und Q conftante Jahlen bebeuten. Man nehme ald
befondern Werth, indem man mit m und n gwei Conftan=
ten Dejeichnet,

L= e “’+””,
fo erbdlt man
B . gt
dz §
folglid) durd) Subititution diefer Ausdriide in die gegebene
Gleichung

mP

mP + nQ =0, woraud n=— o
Der Werth z=¢e ( 0), oder audy z = ™M) in
weldyem m unbeftimmt bleibt, leiftet alfo der gegebenen Glei=
dung Geniige. Man Fann mithin aud) ald Ausddrud fiic die
Function z eine NReibe annehmen, mwelde ausd einer belie=
bigen Angahl von Gliedern gebildet ift, von der Form

gor 8 5 Alem‘(oz—l’y) ., Azemz(or—l’y) -+ Asema(ot—"y) Thers

tworin m,, m,, ms, 2., Ay, Ay, Az, 20, polfommen willfite=
lihe Gonftanten bedeuten. Nun ijt Flar, daf eine foldye
Jeibe gleichbedeutend ift mit einer willfiirlichen Function der
Grofe Qx — Py, weldye in allen ihren Gliedern vorfommt.
Man fann alfo ftatt der vovigen Fovmel {dyreiben

z = @(Qx — Py)

dz
—_=n. em+”y

*

9*
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indem ¢ dag Jeichen fitr eine willficliche Sunction ijt;
und diefer Ausdrud enthilt demnad)y das allgemeine JInte=
aral der gegebenen Gleidhung. 68 ift {ibrigens leicht, fich
davon gu itberzengen, daf diefer Ausdrud fiir z in der That
der vorgelegten Gleichung Genirge leiftet.

§. 477. Die Gleichung

dz dz
PE—}— Qd—y E=T,
in weldyer P und Q nod) immer conftante Jalhlen bedeuten,
Fann auf Oiefelbe Weife integrivt werden. Die Subjtitu-
tion des befonderen Werthes z = ™™ [liefert die Be-
dingung8gleidung -

—nQ 1—mP
oder n = :

1
mP 4+ nQ =1, worau m = Y 0

Bolglic) foerden die Ausdritce

Y X Py z Qx

otm(— sHa( v

PR i i gt R : ”),
in denen die Conftanten m oder n willfitclid) bleiben, der
gegebenen Gleidhung Geniige leiften. Diefer Gleidyung ge-
fdyieht aber aud) nod) Geniige durd) die Werthe
Y %

2= ™ ynp 5 — of, P00
mithin audy duvd) die beiden Reihen

v

z=eo[ A, e™(0x—Fy) e A eM(0z—Fy) oke di eMs(0z—Py) + 2]
z=:e?[Bl ¢®—0) | p (=07 | p onalPy—02) + 1],
in denen A,, A, 2., m,, my, 2., B, By, 1., m, n;, 2.,
willfiirlide Conftanten bedeuten. Diefe Reihen endlid) find
gleichBedeutend mit den Ausdriicfen

v z
z=e?. ¢(Qx - Py), z=el Y(Py—Qx),

http://rcin.org.pl



Partielle Diffeventialgleidungen. 133

we @ und P die Jeidyen fitr willfielide Functionen find.
68 ift leiht su erfennen, daf durd) diefe beiden Ausdriice
tibeveinftimmend die ndmlide Flddye davgeftelit werden Fann.
Der eine wie der andere Ausdrud ift das allgemeine In=
tegral dev gegebenen Gleidyung.

§. 478. Man betradyte jept die Gleidyung

dz dz
in welder P, O, R beliebige Functionen der BVevinderlidyen
z, y, = vorftellen. Vegeidynet man mit

f(x/ Y,2)=0
da8 allgemeine Jntegral diefer Gleidyung, welde eine will=

Biirlidye Function diefer Vevdnderlichen in fid) enthalten mug,
fo liefert die Differentiation desfelben in VWezug auf = und

auf y

df

df dz PR AR AT

dz + o L fooraus g Ef,‘_
dz

af

df dz __ ; Rus ey iy
+ i dy , mworausg a}; == — Ef
P73

Diefe Werthe von gg unb muﬂ'en ber gegebenen ®lei=

dung Geniige leiften, unb man findet durd)y Subititution
derfelben die (S)Ieicbuu;;

0% + L

1eberdied aber 1ft dasg bv[lﬁanbu]e Diffevential bn ®lei=
dunyg f(z, v, z) = 0 folgendes

+"’ ay + L de =0,

dr
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df 5
= und feft denfel=

ben in die vovige Gleidhung, jo Fommt
daf af
(Pdy — Qdx) o + (Pdz — Rdr) & =,

Nimmt man hievaus den Werth von

Da nun die Junction f(z, y, z) eine willfiirlide JFunction
der WVervdnderliden 2, y, z in fih enthalten muf, fo ift ed
nothwendig, daf diefer lepten Gleidhung Geniige gejebe,
wie aud) die Werthe der Functionen ‘%yunb %’—; befdyaffen
fein migen; mworaus folgt, daf man eingeln die beiden
Gleihungen haben mup

Pdy — Qdx = 0,

Pdz — Rdx = 0,
weldye iberdies durd) Elimination von dx geben

Qdz — Rdy = 0.

Diefe drei Gleidyungen, mwelde Feine partiellen Differen=
tiale enthalten, und von denen je jiwei die dritte yur Jolge
baben, ergeben fidy mit NothwendigPeit ausd der vorgelegten
partiellen Differentialgleichung und beftehen immer jugleid
mit ihr.

Man nehme nun an, daf man aud diefen drei Glei=
dyungen, oder aus einer belicbigen Combination derfelben,
durd) Jntegration zwei primitive Gleihungen Herleiten
foune, von denen jede eine willkiirlidye Conftante enthdlt,
und die mit

M =a, N=b
beseichnet twerden migen, wo a und b die beiden milkiir-
lichen Gonftanten und M und N wei Sunctionen von 2, y, z
bedeuten. Aus den beiden Gleidyungen M =a und N =1b
Fann man fodann die Werthe von z und y durd) z aus=
britcfen, und diefelben in die Gleidyung f(z, y, ) = 0 fub=
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ftituiven, mwelde in Folge deffen nur nod) die Verdnderlid)e
z nebft den willfinliden Conftanten @ und b und anderen
nidyt willfiirlidgen Cenftanten enthalten wird. Oder biel=
mehr, da man haben muff df =0, fo Fann aud) die BVer=
dnbderlidye = nad) der Subftitution der Werthe fiir # undy
nidyt melhr in diefer Gleidhung vorfommen. Mithin wird
die Gleidyung f(z, y, ) =0 fid) eingig und allein auf
eine NRelation jwifden den Grogen @ und b veduciven, die
man begeichnen Fann mit
P (a, b) =0,
wo @ eine volfommen willfitrlidhe Function bedeutet. Und
da man fiix @ und b ibre Werthe M und N alg Func-
tionen von z, y, z an die Stelle fepen Fann, fo fieht man,
daf das gefudhte Jntegral fein wird
$ (M, N) =0,
ober aud), wenn man mit ¢ gleicdhfalls ecine rillfitcliche
Function begeidynet
N = ¢ (M).
§. 479. Die geometrifden Vetvadytungen des §. 474
fitbren su  demfelben Nefultate. Mian bemerfe namlidh,
daf {idy der gegebenen Gleidyung

dz dz
e - ma Sy
immer die allgemeine Gleidyung jur Seite ftellen (dft

dz dz
dz == b dx +3§ dy.

AT dz dz : :
Gliminict man - oder dy’ fo findet man die beiden von

einander verfchicdenen Gleichungen
(Pdy — Qdx) %; = Rdy — Qdz

| (Pdy — Qde) Z; = Pz~ Rdz,
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denen immer nothwendig von felbft Geniige gefhehen muf,
Denn im entgegengefepten Jalle witrde man aus ihnen

beftimmte Werthe von %z unbz—; auggedritt durdy , y, =

erhalten, und Ddied ift unmdglid), teil die gegebene Glei=
dung nidyt die Lage der Derithrenden Ebene in einem be=
liebigen gegebenen Punfte beftimmen fann, da fid) durd) die=
fen Punft eine unendlidy grofe Anzahl von Fliden legen
[agt, welde fdmmtlid) in dev gegebenen Gleidyung enthalten
find.  Man Dat alfo eingeln die drei Gleidyungen

Pdy — Qdz =0
Pdz — Rdxr= 0
Qdz — Rdy = 0,

pon denen je tvei die dritte jur Folge Haben.

Da die in diefen Gleidyungen ausgefprodhenen Relatio=
nen aud der gegebenen Tiffeventialgleihung hHervorgegangen
find, fo muf die Gurve, elder fie angehiren, aus dem
Durdyfdynitte gweier von denjenigen Fldchen entfteben, die
die grgebene Gleichung felbft davftellt; folalid ift diefe Curve
nid)t8 anbdered al8 die im §. 474 fo genannte charafteri-
ftifdye Linie. Leitet man ausd den vorftehenden Differential=
gleidyungen ihre primitiven Gleidyungen Her, unter der Form

N —q. Ne==ib"
fo merden diefe alle miglichen chavafteviftifdyen Linien dav=
ftellen, wenn man in ihnen die Conftanten e und b nady
Gefallen fid) dndern [aft. BVetvadytet man aber b wie eine
beliebige Function ¢ von @, fo werden die beiden Glei=
dungen

a-—a N = ¢fa)
nur nocb‘biejenige Jteibe von chavafteriftifhen Linten dar=
ftellen, telche durd) die Natur der Function ¢ gegeben ift,
jobald man a alle Werthe von — 0o bi8 4+ co durd)laufen
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lift. Gliminivt man endlid) @ aud diefen Dbeiden lehten
Gleihungen, fo wird das Refultat der Elimination, ndmlid)
N=q (M),

derjenigen Fldade angebdven, relde der geometrifdye Ort
diefer Meihe von dyavafteriftifhen Linien ift, oder, in Ve=
tradyt der Unbeftimmtheit dev Function ¢, einer jeden der
einbiillenden Fldachen, denen die gegebene Differentialgleidyung
entfpricht und deren Ausdruct in dem: allgemeinen JIntegrale
diefer Gleidhung entbhalten ift.

§. 480. DBis8 hieher wurde die Borausfesuny gemadt,
daf man jwei von den Gleihungen der dyarafteriftifdyen
Linie ober irgend jwei aud der Combination derfelben her-
vorgegangene Gleichungen integriven fonne. Diefe Jnte=
gration ift jedoch nicht immer mioglidy, mweil die drei BVev=
dnderlichen @, y, z fid) sugleich in den in Rede ftehenden
Gleichungen vorfinden, todhrend diefe Gleidhungen nur die
Differentiale von gweien derfelben enthalten. Aber man
fann fid) dennod) immer das allgemeine Sutegral aud diefen
Gleidyungen unter derjenigen Form hergeleitet denfen, welde
in den vorigen §§. aufgeftellt worden iff. BVetvadytet man
ndmfidy 5 B. die beiden Gleichungen

Pdz — Rdx = 0

Qdz — Rdy = 0,
fo fann man in denfelben, da fie eine Gurve darftellen, nur
eine pon den Wevdnderlidhen ald unabhingige anfehen. Es
fei diefe 3 B. die Werdnderliche z, fo twerden die beiden
Gleihungen, aufer den BVevdanderlihen x, y, z, refp. die

Differentialverhaltniffe z—f und %‘Z enthalten. « Differentiivt

man die erftere, fo ergibt {id) cine Differentialgleichung der
gioeiten Drbnung, in weicher die Differentialverhiltniffe

d
- unb

& -2- vorfommen.  Man  Dbat alfo jept Odrei
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i iy sediha 13
Gleidyungen, ausd denen man y und d—ﬁ eliminiren fannj; dad

Jtefultat der Elimination wird eine Diffeventialgleidyung dev
gtoeiten Ordnung gwifden den Verdnderliden 2 und z fein,
deren WVehandlung unter die fritheren Methoden fallt.
Nun Hat, gemdf dem §. 424, diefe Gleidyung noth-
wendig el Integrale der erflen Ordnung, von denen jedes
eine willfiivlidye Conjtante enthalt. Hat man diefe JInte=
grale gefunden, und eliminivt man aus ibnen die Function

Z , weldye fie beide enthalten, mit Hitlfe der Gleidyung
P_Rﬁz_= 0, f{o bBleiben wei Gleidungen, von denen

jede eine Jelation jwifdyen den BVerdnderliden 2, y, z und
einer willfiivlichen Gonftante davjtellt. Diefe Gleidungen
Fann man unter die Form bringen
M=a, N= ('P(a)/
und fie geben, wie oben, fitv dag gefudyte JIntegral
N= ¢ (M).

Die Jntegration einer partiellen Differentialgleichung
der erften Ordnung fann demnad), wenn diefe Gleidhung
linedv ift, immer auf die Jntegration einer gerdhnlidhen
Differentialgleihung der weiten Orbnung jwifden jei
Werdanderlichen guvitdgefithrt werden.

§. 481. Die Methode des §. 478 [t fid) fofort audy
auf die Fille {ibertragen, mwo die gegebene particlle Diffe-
rentialgleidyung eine grofere Anzahl von Werdnderlidyen
enthalt. Wenn 4. §B die @Ieid)ung gegeben ift

PR QR R =T,
fo ftelle man da8 aIIgememe Sutegral derfelben dar durdy
: f(v,.z',y,z.)::O.
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Diffeventiict man dasdfelbe eingeln in Veyug anf die BVer=
dnderliden z, y, 2, fo erhdlt man

df daf daf
A dr dv o 0y " dey = dz
PTEE R e e o WY

dv dv v

und durdy Subftitution diefer QBert[)e vermwandelt fidy die
gegebene @Ietd)ung in

YirLiof+r
Ferner hat man, indem man v, @, ¥, 2 3ugIe1d) fid) dnbdern
Laft,
Ity + % do +‘”dy+"fdz_o

Die Climination von 9 s diefen Dbeiden Gleichungen

dv
aibt
(Tdo—Pdo) L 1 (Tdy— Ov) %+ (Tdz—Rin) L — 0,

und diefer Gleidyung gefdyieht Geniige, ohne die Function
f su beftimmen, wenn man feft

Tdz — Pdv = 0

Tdy — Qdv =0

Tdz — Rdv, =0,
mworaud auferdem nody die drei andern Gleihungen folgen

Pdy =''0dzx =0
Pdz — Rdr =0
Qdz — Rdy = 0.

Diefe fed)s Diffeventialgleichungen, in denen Feine par=
tiellen Diffeventiale mehr vorfommen, ftellen alfo diejenigen
Bedingungen dar, mweldye die BVerdnderliden v, , y, z er=
fitllen miiffen, damit die primitive Function f (v, 2, ¥, 2)
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ba8 Diffevential Null habe, d. h. nur nod) Conftanten
enthalten fonne.  Wenn man mithin fiir ivgend drei von
jenen Gleidungen die drei Jntegrale findet
=) == Ne=¢,
wo a, b, ¢ die willfiirlidhen Gonjtanten bedeuten, fo wird
die Subftitution der Werthe dreier BVervdnderlidhen, weldye
fih aus diefem Jutegrale ergeben, in f(v,2,y, z) nothwendig
aud) die vierte WVevdnderlide s Verfdhtoinden bringen,
fo daf diefe Junction fid) in eine Function von @, b, ¢
verwandelt, weldye begeichnet werden mag mit
® (a, b, c).
et man bicvin fiiv a, b, ¢ ihre Werthe, ausgedriidt durd)
v,@,y,%, fo erhilt man ald gefudytes Integral die Gleidyung
S(L, M Ny ="0, ‘ober N==o(L,'N),
Auf dhnliche Weife wird man bei einer nod) grofeven
Angahl von Verdanderlidien ju Werfe gehen.
§. 482, Eine befondere Vetradytung verdient der Fall,
wo in der partiellen Differentialgleichung
dz dz
eined der Glieder fehlt, teil algdann die Integration nur
nod) von derjenigen einer gewhnlidyen Differentialgleihung
der erften Ordnung abhingt.
©8 fei 3 B. dad erfte Glied nidyt vorbanden, oder
P=0. Die Gleihungen der dyarafteriftijdyen Linie, §§.478
und 479, vertwandeln fid) fodann in
dz=0
Qdz — Rdy = 0.
Die erfte Gleidhung gibt
aesa,
wo a eine willfielidhe Gonftante bedeutet; und diefe Glei-
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dung fagt aus, daf die dyarafteriftifche Linie {id) beftandig
in einer Gbene befindet, weldhe rechtwinklig su der Ad)fe dev
x liegt. ©a 2z conftant ift, fo Dat man in der jweiten
Gleidung nur nod) y und z ald Vevdnderlidye angufehen.
Das Jntegral diefer Gleichung fei

N=37b,
mwo b die willfitlidhe Conftante ift. Sept man jebt ¢(a)
ftatt &, und eliminirt ¢ aug den beiden Gleidyungen z=a
und N = ¢(a), fo ethilt man alg gefuchted IJIntegral

N=yqg(@®). "
§. 483. Wian fann das vorftehende Berfahren aud
auf die einfachen Fdlle anwenden, toelcdhe in den §§. 476
und 477 behandelt tworden find. Jn dem Falle ded §. 476
. find Pund Q conftant, und R=0. Die Gleidyungen der
dyavafteriftifdyen Linie werden alfo

Pdy — Qdz = 0
dz == Q.
Shre Jntegrale find
Py—Qz=a
z2='0,

Sept man alfo b = ¢(a), fo exhilt man nady §. 478 als
allgemeines Integral

2= ¢(Py — Qu),
itbereinflimmend mit §. 476.

§. 484. Jn dem Falle ded §. 477, wo die gegebene
Gleidung war

dz dz
P—a-;—l—- Qd—y=z,

find P und Q conftant, und R = z. Die Gleidhungen der
dyavatteriftifchen Linie werden
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Pdy — Qdz =0
Pdz — zdx = 0
Qdz — zdy = 0.
Sie laffen fid) unmittelbar integriten, und geben alg JIn=
tegrale
Py — Qr=a

P.lz—az= Const oder z.e P=5h
il
Q.lz—y=_Const oder 2.6 ¢=c¢,
wo a, b, ¢ drei willfilide Conftanten find. MWian Fann
alfo nady §. 478 al8 dag gefudhte Jntegral anfehen

x Y
z.e P=q(Py—0Qx), oder z.e ¢=(Py— 0Qz),
wo ¢ und P willfitclidhe Functionen angeigen; und diefed
frimmt mit demjenigen Refultate {iberein, weldyesd auf ande=
rem Wege im §. 477 gefunden murde.  Auferdem Fann
man nod) durd) Combinivung der jtveiten und dritten
Gleidyung der davafteriftifjdjen Linie ein dritted Jntegral

aufitellen, namlid
= e x(z >

wo y das Seid)en einer mwillfiirlichen Function ift5 jedod)
ift diefe8 Jntegral {dyon in den Deiden andern enthalten,
und liefert nichts JMeued. Denn da die lepteven angeigen,
ot y

dag z.e Pund z.e 2 Functionen von der namliden
Grofe Py — Q= find, fo miiffen beide Grofen nothiwendig
aud)y Functionen von einander fein. €8 mwurde iibrigens
fdyon frither bemerft, dap die beiden guerft gefundenen Glei=
dungen ein und dasdfelbe auddriidfen und mit einander
gleidybedentend find.
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§. 485. A8 Veifpiel diene die fehr einfadye Gleichung
dz dz
Yz Ty
Die Gleidyungen der dhavakteriftifhen Linie veduciven fich anf
ydy + zde =0, woraud y* -+ z*=a
as =, =0

Dag Integral der gegebenen Gleidhung toird alfo

z = @(z* + ¥, ¢
wo ¢ eine willfiirlihe Junction angeigt. Diefes NRefultat
Tagt fidy auf geometrifhem Wege leicht beftatigen. Die Glei=

dung y% — w% =0 fagt ndmlid) aus, daf die Projection

der Normale derjenigen Jlade, der diefe Gleichung ange=
bort, auf die Ebene ay, tmmer durc) den Anfangdpuntt der
Goordinaten gebt; oder, mwenn man will, daf die Normale
immer die Ad)fe dev z trifft. Diefe Cigenfdyaft Fommt jeder
Rotationsfladye ju, deren Acdhfe mit der Ad)fe der z jujam=
menfallt, dagegen Feiner andeven Fldde. Nun ift flar, daf
die primitive Gleidhung z = @(a? + y2) ausdritdt, daff die
Ordinate z fid) nicht dndert, fo lange die Grife 22 + y2
unperinbdert bleibt; oder daf der Durdyfdnitt der Jldache
mit einer Gbene, toeldye vedytroinklig ju der Adyfe der z Liegt,
ein Krveid ift.  Mithin gehort diefe Gleihung gleichfalls jeder
Stotationsflide an, welde um die Adyfe der z durdy eine
beliebige Linie befdyrieben wird, und befipt demnad) denfelben
Grad von Algemeinheit wie die gegebene Diffeventialgleidyung.

Cine ter Gleidung F(z, y, 5,6, b) = 0 bes §. 472
analoge Gleidhung ift Hier

wr g+ (e—ap =13,
eldye Gleidung irgend eine Kugelfldde darfiellt, deren
Mittelpunft in dev Adhfe dev = liegt. Wenn man nimlid)
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von diefer Gleidyung bdie beiden partiellen Differentialglei=
dungen der erften Ordnung nimmt, weldye find

s+G—0E=0 y+Ge-—0F=0

fo ver{dywindet unmittelbar die Conftante b5 und wenn man
aus beiden fodann die Conftante @ e[iminirt fo ge[nngt man

wieder gu der gegebenen Gleichung yd For _0 Aber

diefe lepte Gleidyung gehrt nidyt blof jeder .R‘uge[f[ad)e an,
deren Mittelpunft in der Ad)fe der z liegt. Sie entfpricht
gleichfalld jeder einbiillenden Flache der anf einander folgen=
den Lagen einer Kugel, deren Mittelpunft feinen Ort in
der Achie der z verdndert durd) Aenderuny der Conjtante @,
und deven Halbmefer b su gleicher Jeit fich nad) einem ge=
wiffen Gefetse verdndert, welches durd) die Relation b= ¢(a)
auggedriidt wird., Diefe einbitllende Flidye, deren Gleidhung
durd) die Climination von @ ausd den beiden Gleidyungen

Byt —ar=g@), —2@— =200
nad) Fejtjtellung der FJunction ¢ gefunden werden Fann,
ift augenfiheinlicdy nichtd andered ald eine Rotationsfldcde,
deren Adyfe mit der Achfe der z gufammenfillt. Ferner
muf offenbar die iweite der beiden vorftehenden Gleichun=
gen @ al8 Function von z geben, oder @ = F(z); und
wenn man diefen Werth fitv @ in tie erfte Gleichung fept,
fo erhalt man mwie oben z = & (22 4 y?).

Man fann aber audy wie ein befondere8 Jntegral
der gegebenen partiellen Differentialgleichung die Gleidyung
anfehen

z* 4 y* — a*(z—b)? =0,

weldye die Fldche eined geraden Kegeld davftellt, deffen Acdhfe
mit der Achfe der z gufammenfilt. Die Conftante b ift die
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Ordinate der Spipe ded Kegel8, und die Conftante @ be-=
deutet die Tangente ded Winkel8, welder gvifden der Adhfe
der z und der Seitenlinie des Kegeld enthalten ift. Diffe=
rentiivt man in Wegug auf # und anf y, fo fommt

:v—a’(z—b)z—:-=0, y—a’(z—b)%:O,

und diefe Gleidhungen geben, durd)y Elimination der Con-
ftanten @ und b,
dz
Yz
Die einbiillende Fliche der auf einander folgenden Lagen
de8 Kegeld, fwenn man a in der Gleidhung 22 4 y?
— a*[z — @(a)]? = 0 fid) dndern [dBt, ift augenjdyeinlid)
eine Rotationsflade wm die Ad)fe der z, deren Geftalt von
der Junction @ abbhdangt, und der aleicdhfalls die gegebene
Differentialgleidyung angehort. Die Gleidyung diefer Rota=
tiongflidye findet fid) durd) Elimination von @ aus bden
beiden Gleidyungen

2’4y —a* [z —g(@)]* =0, z—¢(a)—a—,

Aber die gweite Gleidyung seipt an, daf z irgend eine Func=
tion von aift, folglich aud) @ irgend eine Function von z;
und davaus ergibt fich mit Sugiebung der erften Gleichuny,
daf z irgend eine Function von x2 -4 y2 fein muf, wie
oben gefunden mwurde.

§. 486. DMian betradyte ferner die Gleidjung

dz
g .’F@—O.

d. @(a) e

Tie Gleidyungen der davafteriftifdhen Linie twerden

zdy — ydz =0
xds = 2de'=—0
ydz — zdy = 0.
Navier, Diff.- und Jutegralr. 11, Baud. 10
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Diefelben find unmittelbar gu integriven, und man findet’
a8 Jntegrale i

y

—==aq

T !
wo a, b, ¢ willirlige Conftanten find. - Man Fann alfo
alg Integral der gegebenen Gleidhung jede von den drei
Gleidyungen anfelyen

T Yy %o Y\ . z
T (RN ool (UGS Bec (Y

pbon Ddenen bdie dritte in Den beiden erften enthalten ift.
Dad allgemeine Integral. befteht alfo hier aud einem von
den beiden Ausbdriiden

ORI

- Die geometrifhe BVedeutung der gegebenen Gleidyung

S

Bia

dz dz
Bise A Sshs

befteht davin, daf die berithrenden Ebenen der Fldadye, mel=
her diefe Gleihung angehirt, fammtlid) durd) den Anfangs=
punft der Goordinaten gehen follen; diefe Gigenfdhaft findet
fid) bei:jeder Kegelfladye, deren Spipe im Anfangspunkte
der Coordinaten liegt, und bei feiner andeven Fladye. Aber

e8 ift leicht gu erfennen, dap die (SjIeid)ungen%=,(p (1—)

unb§= P (%) gleichfalls die in NRede ftehenden Fladen
davafterifiven, weil fie ausdfagen, dap die Werbiltniffe :
;—unb;— sugleich mit dem %erb&[tniﬁe-yi conftant bleiben

oder, wenn man will, daf jede durdy die Adhfe der z gelegte
Gbene die Fladye in einer gevaden Linie {dyneidet.

~ Die der Gleidung F(x, y, 2,8 6) =0 ded §. 472
analoge Gleidhung ift hier
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ar + by —z=0,
uind diefe Gleichung gehort einer beliebigen durd) den An=
fangspunft der Coordinaten gelegten Gbene an, fobald man
in ibr @ und b wie gwei willkiiclide Conjtanten anfieht.
Jhre beiden Differentialgleichungen der erften Ordnung {find

dz : dz
a—d}}—O und b—@—o,

und fefern durd) Climination von @ und b wieder die ge=
gegebene Gleidyung, Diefe Gleidyung gehort nidyt allein der
genannten Ebene an, fondern aud jeder einbitllenden Flidye,
teldhe allen Lagen bdiefer Cbene entfpricht, wenn man die=
felbe, burd) Berdnderung ter, Conftanten a und b fich be=
wegen [dft, ohne daf fie aufhort durdy den ‘anfangspuuft
ber Goordinaten su gehen; weldhe Fliiche augenfd)emfld) eine
Kegelfldadye ift, deven @px@e im YAnfangspuntte der Coordi-
naten liegt.  Man exhalt ihre Gleidhung, wenn man b = ¢(a)
febt und fodann a aus den beiden (S)feld)ungen eliminit

ar 4+ @(a)iy—z=0 und a:+ (a). ==.0,
Die goeite Gleidyung gibt 7 gleidy einer Junction von a,
ober e gleid) einer: Sunction von —;5 Mithin  echdlt man

aug bder erften (Sjleid)ung'-;greid)‘eimr Function bon%,
itbereinftimmend mit dem Obigen.

-
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XXXVIIIL Particlle Differentialgleidungen von beliebiger Ord:
nung, vom erften Grade und mit conftanten Coefficienten,

§. 487. Diefe Gleidhungen verdienen eine befondere
Auimerffamfeit, weil man mit ihrer Hitlfe im Stande ge=
wefen ift, in den einfachften Fdllen, die man alg JNormal=
fille anjeben Eann, die allgemeinen Gefepe der Hauptfidylid)=
ften PhHianomene audzudritden, deven Erforfdhung den Ge-
genftand der Naturmiffenfdaften bildet. Sie {ind von der
eigenthitmlidyen Befdyaffenheit, daf ihnen immer durd) eine
unendlidye Wienge befonderver Aufldfungen Genitge geleiftet
werden fann, telde in einer eingigen Formel enthalten
finds diefe Formel Fann alfo gewiffer Viafen toie dasd
analptifhe Bild derjenigen Eigenfdraft angefehen mwerden,
von welder die Vifferentialgleidhung der Ausdrud ift. Der
Jnbegriff diefer Aufldfungen Tiefert fofort ein allgemeined
Sntegral, in welcdhem willfiiclidhe Grofen vorfommen, deren
Beftimmung vbon den einem jeden Falle angehirenden be=
fonderen Vedingungen abbingt.

Man betrachte 3. B. die Gleidhung der ziveiten Ord=
mung gwifdyen den beiden unabhingigen Vevdnderliden =,
y und der Verdnderlidjen z, weldye ald Function der bei=
den anderen Detradytet foird:

d*z azz d*z dz dz
wo P, Q, R, S, T beliebige conftante Grifen bedeuten.
A8 bejonderen Werth), weldyer dicfer Gleihung Geniige

leiftet, bat man
3 s e’“‘“""",

wo m und # Conftanten bejeichnen, vovausgefept, daf diefe
Gonfjtanten felbft der BVedingungsgleidung geniigen
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Pm? 4 Qmn 4+ Rn* 4+ Sm 4 Tn 4-1 = 0.
Da aber diefe Gleidhung eine von den beiden Grifen m
und n unbeftimmt [agt, fo gibt e8 eine unendlide Menge
von Spftemen veeller oder imagindver Werthe, weldye diefen
Deiden Grdfen Dbeigelegt werden Eonnen und immer die

Forderung erfitllen, daf der Ausdrud z = ™™ der ge-
gebenen Gleidyung Geniige leiftet.

Diefer Gleihung gefdhieht gleichfalls Geniige durd) die
Summe encr belichigen Angahl von Werthen, toelhe dem
vorigen dbnflidy find und vpon denen jeder mit einem belie=
bigen conftanten Guefficienten Gehaftet ift.  Mian Fanu alfo
fihreiben

Z=Ae™ ™ L A MM L g emetmy L g
und diefer Anusdrud wird das allgemeine Integral der gege=
Denen Gleidyung fein, tenn die NReihe alle Spjteme der
Werthe von m und = umjapt, welde gleidyeitiq der obigen
Bedingungsgleihung Geniige thun. Die conftanten Coeffi=
centen A4, 4,, 4,, 2. bleiben polfommen unbeftimmt.
Diefer Ausdrud von z muf angefehen terden tie den=
felben Grad von Algemeinbeit befipend, weldyen die Diffe-
ventialgleihung felbft hat.

Man Fann  diefe Betradytungen leidt auf alle Diffe=
ventialgleidhungen von derfelben Gattung ausddehnen, tie
grof audy die Angabl der unabbhingigen BVerdnderlidyen
oder die Ordnung der Gleidhung fein mag.

§. 488. Die Aufgaben, welde bid jeht durd) die Jn=
tegration pactieller Orfferentialgleidyungen behandelt worden
find, geboven bauptjachlich der Theovie der WVewegung der
Warme , ovder der Mechanif an.  JIn den Aufyaben der
erften Art betracdhtet man die Femperatur in einem gegebenen
Puntte eined Kirperd iwvie eine Function der Jrit und der
orei Goovdinaten diefes Puntts.  Tie Diffeventialgleicdhung
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privft getviffe Beziehungen aud, welde goifden den par=
tielten  Diffeveutinlverhdltniffen diefer Function ftattfinden
mitffen 5 Beziehungen, . welde wmmittelbar aus dem Gefepse
der Mittheilung der’ Wirme hervorgehen, und allen” Auf=
gaben gemeinfdyaftlicy find.  Das JIntegral muf diefen, Be=
siechungen Geniige [leiften, auferdem aber aud) gewiffen be=
fonderen BVedingungen, welde abbanglg find von der Geftalt
de8 Korpers, von der Art der Crwdrmung oder Erfdltung,
und endlid) pon dem anfingliden Stande der Temperatur
in den verfhiedenen Punften, In den Aufgaben der Me=
dyanif, wo man die Bewegung eined Syftems von Korpern
betradytet, werden die perinderlichen Goordinaten der Puntte,
weldye ihren Ort verlaffen, wie Functionen der Jeit und der
anfingliden Goordinaten diefer Punfte angefehen. Die
Differentialgleichungen driiden die allgemeinen Gefee der
WBewegung aus.  Die Jntegrale miiffen diefen Gleidhungen
Genitge leiften, ferner den befonderen - Wedingungen des
Spftems, und endlidy miiffen fie, wenn man davin die Jeit
gleih MNull fept, den anfinglidhen Buftand der Rube oder
Bewegung darftellen, in weldem dag Syftem fidy in dem
Augenblicfe befunden hat, von weldem die Jeit gevecdynet
wird. Die nad)folgenden Aufgaben mogen dagu dienen,
von der Art, wie in den einfachften Feillen Diefe 3ntegra[e
fid) geftalten, einen Wegriff ju geben.

© 8. 489, Man denfe fid) wie im §. 448 einen chlin=
drifdyen oder prismatijjen Stab, deffen Dide feht gering
ift. Tiefer Stab, - weldyer eine beftimmte Lange befibt, fei -
anfinglidy auf irgend eine Weife evrodvmt worden, und werde
davauf in ein Mittel verfept, Odeffen conftante Temperatiir
Null ift, und in ‘eldyem die beiden Endpunkte des Stabed
gleid)falls “beftindig durdy irgend ecine Urfadye auf der Tem=
pevatur Null evhalten werden. €8 wird gefordert, wibhrend
der Stand der anfingliden Temperatur des Stabes gegeben
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ift, die Wevdanderungen audzumitteln, welde die Temperva=
turen der verjhiedenen Punfte mit dem Ablauf der Jeit er=
leiden, bi§ dabin, wo der Ueberjchuf von Wirme, welden
der Stab enthalt, in das8 umgebende Mittel entwichen ijt
und mithin jene Temperatuven fid) fammtlidy auf die Tem=
pevatur ded Mittels felOft veducivt haben. Wian nenne

Q den Querfdnitt des Stabesd;

y den Umfang diefed Querfdnitts;

2 den Abjtand eined beliebigen Querfdnitts von dem
einen Ende des Stabes 5

v die Temperatur in diefem Querfdynitte nad 90lauf
der eit £

a die Linge ded8 Stabed;

K und H die innere und die dupere Leitungsdfabigkeit;

C bie fpecififdye Wdrme;

D bag Gewidyt der Einbeit ded Wolumen.

Die Wirme geht von den evwdrmteren Theilen Dded
Stabes iiber ju den minder evivdvmten, wdabrend fie jugleid)
entioeidyt, jum Theil durd) die Oberflidye des Stabes in das
wmgebende Miittel, sum Theil durd) die beiden Enden ded
Stabes, welde beftindig auf der Temperatur Null exhalten
erden, BWetradytet man dad prismatifche Element, deffen
Linge do und deffen Bolumen Ldr ift, fo muf die Tem=
peratur diefed Glements fid) in der Beit df erhohen um

d—': dt; mithin wird der Ueber{cdhuf der empfangenen Wdrme
fiber die verlovene Wdarme, in devfelben Jeit, betragen
CD.Qdz. -—dt Aber von anderer Seite betrdgt die Warme,
toeldye baé (&Iement in der Jeit dt durd) fein cines Ende
aufnimmt, — K.Q%dt; ferner diejenige, weldye e8 durd)

fein andeves (&nbc entlipt, — K. ‘;" +'~l-v de ).dty und
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diejenige, welche ed durch feine Oberfliche verlievt, H.ydx .vdt;
folglid) muf die Wivme, weldye in dem Elemente gurit€bleibt,

Detragen (K.Q %iz — Iva) drdt. Sept man diefe Wir=

memenge oevjemigen glewd), weldye ndthig ift, um die in
dem: Elemente ftattfindende Crhohung der Temperatur Der=
vorzubringen, jo fommt

dv da*
CDQJt- =K9¢T~a — Hyy,

. Koo i i ’

oder mwenn man jur Abfiirzung ¢p mit k und cp Mit h
begeidynet, .
v, d* hy
= k T
welche partielle Diffeventialgleihung mithin das Gefely der
DBewegung der Warme in dem Stabe ausdpridht. *)

Diefe Gleidyung nimmt eine einfadyere Geftalt an, wenn

by
— ST’
man fept o =u e , o u eine neue BVevdnderlidye
bedeutet; fie vermwandelt fid) fodann in
du 5 d’u
dat " dr?

Gemaf den §. 487 gefchieht diefer Gleihung durdy den
befonteren Werth u = ™™ Geniige, boraudgefept daf die
Gonjtanten m und n der Gleidung entfprechen » = km?.
Das allgemeine Integral wird alfo

*) Will man die BVertheilung der Warme in dem Stabe fiir den Fall
Pennen lernen, wo der Beharrungszuftand der Temperaturen einge:
. dv
treten fein mwird, fo hat man o 0 3u fegen, wodurd) wieder tie
Gleiumg des §. 448 entjteht.  Die bier vorfommenden Grifen
A und A find, wie man leidyt erfennt, den gleihbezeidyneten Grigen
de8 §. 448 proportionirt,
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U — Aemetim’t + 4, M thmy?t 44, MR, + .,
o die Conftanten m, m,, m,, 2. und 4, A,, 4,, 2. voll=
Fommen unbeftimmt find.

§. 490. Diejes JIntegral gehort, gleidymie die Differen=
tialgleihung, g allen Aufgaben, toeldye die Bewegung der
Wirme in einem prismatifchen Stabe von fehr gevinger Dide
betreffen, wenn diefer Stab fid) in einem Mittel von con=
ftanter Temperatur befindet. In dem vorliegenden Falle
muf {iberdied nody den beiden Wedingungen Geniige ge=
fdyeben: 1) dbaf der Werth von », und folglid) audy der von
u, in den beiden Gndpuntten des Stabes d. . filv ¢ =0
und @ = a ju Null werde; 2) daf fiir ¢ = 0 der Ausdruct
von v mit dem anfingliden Stande der Temperaturen iiber=
einftimme, den man fidy unter einer Form tie v = ¢ ()
gegeben denfen muf, o ¢ cine volfommen wilFiivliche
Function bedeutet.

Der vorjtehnde Ausdrud entfpridyt nidyt der Bedingung
dap u=0werde fiir z=0und z=aq, jo lange man fiix die 3alh=
len m, m,, m,, 2c. veelle Werthe annimmt. Wenn man diefen
Bablen aber die imagindven Werthe m) — 1, m )/ — 1,
my)/ — 1, 2c. beilegt, und fitr die imaginaren Grponential=
grofen ibhre Ausdritde durd) Sinug und Cofinus rveeller
Bigen an die Stelle feht, fo erhilt man die Formel

u = (Asin mx - Bcosmx) e ™" - (4, sinm,x 4 B, cosm,z)e"™"
~+ (4, sin myx - B, cos myx) e oy,
in welder man, wn itv jede suldfiige AU gemeinbeit u bewab=
ren, den Glicdern sin maz . e ™ und cos me . e und
ebenfo allen folgenden, gefondevte Coefficienten geben muf, weil
diefe Glieder eingeln genommen, wevon man fid) leidyt {iberzeu=

$ ! ! du d*u i
gen Fann, der Differentialgleidyung G = k d—z,@imuge thun,
Aber in dem befondeven Falle, welder hier vorliegt, muf
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man nothwendig alle Coefficienten B, By, Bs, 2¢, gleich Null
annehmeny denn die Glieder, weldye mit diefen Coefficienten
behajtet find, Ednnen nidht ju Null werden, wenn man =0
fet. ©8 bleibt alfo nur derjenige Theil ded Integrals iibrig,
weldyer mit diefer Wedingung beftehen Fann, ndmlid)
u=Asinmz.e ™™ A sinm,z.e ™4 A,sinm,z.e T e
Soll nun aud) der anderen Wedingung Geniige gefdyeben,
Daf u = 0 terde filt = 4, {o hat man nur néthig, fir
vie Jablen m, m,, m,, 2. genaue BVielfadye der Dhalben
Kreigperipherie, dividirt durd) @, angunehmen. Mian wird
alfo fchreiben

kn® skr®

. 3nx
~+ 4y sin Pl =+ 2c,,

und wenn man fid) diefe NReibe ind Unendlicdye fortgefest
denft, fo bietet dDag Refultat alle mioglidye Algemeinheit dar,
mit Cinfd)luf der Vedingungen, daf der Ausdrud fiir w
der Diffeventialgleichung Geniige leifte, und fiiv =10 unb
x = a den Werth » = 0 liefere.

§. 491.  E8 muf jept nod) der ' jweiten BVedingung
Geniige gefdyehen, daf namlid), wenn man ¢ =0 fept, wor=
aud fid) ergibt » = » und

. TT . 2w . 3nz
u = A, sin La——l— 4 sin ==+ 4 sin e -+ 2.,

die Reibe auf der vedhten Seite diefer Gleidyung, ind Unend=
liche fortgefept, den LWerth der gegebenen und wilfirlichen
Function @fz) wieder hervorbringe, durd) weldye der anfing-
lidge Stand der Temperaturen davgeftellt mwird. INit anderen
Worten, ¢8 miiffen die Cuefficienten 4,, A,, 43, 2., weldje
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big jept willfiiclidy Gleiben, durdy die BVedingung beftimmt
werden, daf die Gleidyung

¢(z) = 4, sin “;m + 4, sin ?“—a—z—}—A;, sin ?%z-]— ws: (A)

fitr jeden Werth der BVerdnderliden & innerhalb der Orin=
gen € =0 und # = a Giiltigleit belalte.

Man denfe fidy die Lange @ ded Stabed in n 4 1
gleiche Theile getheilt, wo n eine gange Jahl bedeutet, welde
unbegrangt wadyfen foll, und begeichne mit @y, @,, @3, ... Ta
die Abfeiffen der Theilpunfte. Wildet man die Gleidyungen

¢(z,) = 4, sin n_az! —+ 4, sin 2:::;‘ -+ A3 sin g’;ﬂ e i ~+ 4, sin —+ m"‘
§(@2) = Ay sin ™2 |- 4, sin 22”’ 4 Aq sin 3";* i L o o ahygin =72,
§(5) = Ay sin = +An sin nazs + 45 sin 3m*+ ...... + As sm—m—ra—’-,
¢(zn) = 4, sin J% —+ 4, sin 2“:" ~+ 4; sin 3]21" £ AL + 4, sin nm",

fo miiffen alle diefe Gleidhungen beftehen, und man Fann
aud ihnen die Werthe Oder Coefficienten Ay, 4, 43 .. . 4u
herleiten.  Um die Glimination auszufithren, tweldye den

Werth des Coefficienten 4, gibt, der ju dem Gliede A, sin'—‘iﬁ
gehirt, muItipIicire man Ddie erfte Der botfte[)enben Glei=

dungen mit + sin E—— die gtoeite mit +1 sin "‘%,
die britte mit il sin ”ms, w. f. f., endlich die lepte mit

,T—% sin ”—t—", und abddire jammtlide Gleidhungen. Nimmt
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man fodann die Jahl = unendlidy gref an, fo wird das
311t|3er[In_—'+‘_T cinevlei mit dem unendlid)y fleinen Glement
dr. Ferner:

1) ®ic Swmme aller Glieder auf der linfen Seite die=
fer Gleidyungen fallt jujammen mit dem beffimmten JInte=

~

a
aral /0 dx.sin u’al?. ¢(x).

2) Wejeidhret man mit 4, sin %f ein belichiged Glied

auf der rechten Seite der Gleichung (A), fo wird die Summe
aller correfpondivenden Glieder in den vorftehenden Glei=

a
dungen einerlei mit Av/ dr.sin 22, sin 22,
g 0 a a
3) Endlidy betrdgt die Summe aller Glieder, toeldye
a = 9
den Goefficienten Au enthalten, AM! dx (sin '-‘i:-dl-)‘.
'~/ 0
Mian bemerfe nun, daf dad beftimmte Jntegral

a
. {1 &/ 4 o Y®
dz.sin "™ sin 7
0 a a

den Werth Null Dat, fo fange p und v ghoei von einander
verfdyicdene gange ahlen bedeuten, weil e8 namlid) einerlei

ift mit
a b 2 ¢
il evs v es Bt L,
1o a a

w

Wenn dagegen die Jablen p und v einander gleid) find, oder
dag Jntegral vorliegt

-4 v\ 2
{ dx (sin L'—') y
Js0 g
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fo findet man den LWerth desfelben gleid) g. Mithin bat

die angeseigte Operation alle Glieder auf der redhten Seite,
mit Ausnabme eined eingigen, jum Ber{dhwinden gebradyt,
und 8 bleibt jur Veftimmung ded  gefudyten Coefficienten
nur die Gleichuny

‘a
/0 der.sin E:-r @(x) = Au. g,

(e

Au=§ﬁ dr . sin ¥ (p(:L) .

af8 allgemeiner Ausdrud fitr die Coefficienten auf der vechten
Seite der Gleidhung (A).  Jeder diefer Coefficienten wird
alfo durd ein Deflimmte8 Jntegral gegeben, unter deffen
Beichen die willfitrliche JFunction @lx) porfommt.  Diejesd
Integral ftellt die Flache einer Curve dar, welde man er-
Dilt, indem man in dem Jntervalle jwifdhen 2 =0 und
z = a die correfpondirenden Ordinaten jweier Curven mit
einander multiplicivt, deven Gleidkungen find y = ¢(x) und

y = sin %z. Dev Werth diefed IJutegrals fann immer be=

woraus folgt

redynet toerden, voraudgefept, daf nicht innerhalb des ange= -
seigten Jntervalld die Ordinate unendlid) grofe Werthe an=
nimmt, weldyer Umftand jedod) bei den phpfialijdyen Auf=
gaben niemal8 eintritt, bei denen diefe JRedynungen An=
wendung finden.

Die Gleidung (A) wird jept (wenn man ju grogerer
DeutlidhFeit unter die Jeidjen tev beftimmten JIntegrale eine
neue Bevdnderliche a an die Stelle von x fet)
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(p(a:)—*— sm——f do. sm— q)(a)—}—smzmj do sin —“ . ¢(w)
0

~+ sin i}zﬁ dao . sin %?.(p(a) +2t.],

oder aud), abgeFiirst,

(p(m):—Ssm—-/da.sin }%‘—g.(p(a),

ot

wo p a8 Jeiden fiiv ivgend eine gange 3abhl ift. Man
Fann iibrigens Detveifen, daf eine foldye Reibe, wie auf der
rechten Seite diefer Gleidhung dargeftellt ift, immer conver=
given mug, wie aud) die willfiirlide Function @(z) befdaffen
fein mag; 0. D). die Summe der Glieder mwird, je griper
man die Angahl derfelben annimmt, defto mebr fid) einer be=
fimmten Grdange ndbern, elde mit dem Werthe auf der
linfen Seite diefer Gleihung iibereinfimmt, voraudgefest
daf man der Berdanderliden 2 nur folde Werthe beilegt,
die gwifchen 0 und a enthalten find.*) . Auferhalb Ddiefed
Sntervalled nimmt die redyte Seite der Gleidyung periodifcye
Werthe an, weldye im allgemeinen nidyt mehr mit den Wer=

then der willFittliden Function @(z) iibereinftimmen.
©8 mag nidyt iberfliiffig fein ju bemerfen, daf man
fih nidht geftatten darf, auf der rediten Seite der Gleidyung
- (A)irgend eine8 bon den Gliedern aud der Reihe der Sinus
wegsulaffen; denn diefe Weglaflung wiivde dem gefuchten
Jntegrale die ndthige Allgemeinheit nehmen, da dag IJntegral
immer, obne irgend eine Ausnahme, alle analptijhen Aus=
driide umfaffen muf, reldhe foroobl der Differentialgleidhung
alg sden befonderen BVedingungen der Aufgabe entfpredyen.

*) Dicfer Beiveis findet fich am Sthiuffe. diefes Abfcyritts, Seite 163.
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Wollte man 3. B. dad Glied 4; sin -371;3 weglaffen, fo wiirde
man durd) Multiplication der beiden Seiten der Gleichung
(A) mit dz.sin "fg:f und Jntegration von z =008 v =10

5 .
da8 Refultat erbhalten / dzx . sin 3‘11” ¢(z) =0, weldyes
. Jo
augenfdeinlidy nidhyt allgemein beftehen Fann, fondern nur
fitr ggmiﬂ'e befondere Formen der Function ¢(z).

§- 492. In Folge der vorftehenden Entwidelung findet
fidy die verdnderlide Temperatur » der verfdjiedenen Puntte
ded Stabed ausgedriit durd) die Tormel

ukn®

i1 §”= ‘—a"‘a . e
0,=.6 S sin /0 da.sin® -, ¢(a),

weldye die gegebene Aufgabe voljtandig aufldft. Sie jeigt
alfo an, auf welde Weife die Warme fortfdyreitet und fid)
in dem Stabe vertheilt. Die auf einander folgenden Glie=

kn® skn®
NN s

der der Reibe find mit den Tactoven e i

vk
2

e, a bebaftet, weldye fich fammtlidy fiiv ¢ = 0 anf
die Ginbeit veduciven, dagegen, fobald ¢ junimmt, fehr un=
gleicdye Werthe erbalten, und vom erjten Gliede an gevedynet
defto fchneller abnehmen, je grofer die 3eit ¢ gewovden ift.
Davaus geht hevvor, daf mit dem Ablauf der Jeit die
lepten Glieder ver Reihe nad)y und nady verfdywinden, und
ba mithin bald die Reibe auf ihre beiden erfien Glieder,
oder felbft aud) auf ibr erftes Glied ‘allein veducivt rerden
fann, fo daB man blof Dat

!
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o ,
11 ot a
Z ( :ﬂ do.. sin ™ (p((x)

Wie mwillfiielid) und regellod alfo aud) der mlfﬁng(icbe Stand
der Temperaturen gemwefen fein mag, fo tritt dody fehr bald
ein Streben nad) devjenigen Bertheilung der Warme ein,
weldye durd) diefe Formel ausgefproden wird; d. h. nady
einer foldyen Bertheilung, wo die Temperaturen der verfdyie=
denen Puntte proportional find den Sinus der Bidgen, mweldhe
der Halbfreisd in fid) enthdlt. Diefe Proportionalitit dndert
fidy dann nidyt weiter. Die Temperaturen aller Puntte fin-
Fen gugleich, unter Veibehaltung der némlidyen Verhaltniffe;
und in aller Strenge wird erft nad) einer unendliden Jeit
jeder Ueberfehup von Wdrme, der in dem Stabe gegeben
war, entwidyen fein, und jeder Punft die Temperatur NRull
ded Witteld exlangt haben, in welchem fid) der Stab befindet.

§. 493. Man erfennt {ibrigensd leicht, daf die borfte=
bende Aufldfung, infofern fie forwol die anfanglidyen Tempe=
vaturen Ddarftellt al8 aud) der Diffeventialgleichung Geniige
leiftet, die eingige moglidye ift, oder daf jede andere Auflo=
fung nicbt vbon ibr verfchieden fein Fann. Sobald ndmlid)
der anfiingliche Stand vo=q(z) der Temperaturen gegeben
ift, fo beftimmt Oie @iﬁerentiaIq[eid)uuq, aud welder man

den Werth Desd '.thfnentm[ber[)altnlﬂ'eé er[)alt die Tem=

peratur v, 4 d—;‘ At =w,, welde nady Ablauf der .Se_it At

in jedem Puntte ftattfindet, mit einer defto grofeven Genan=
igfeit, je Pleiner A¢ ift. Sie beftinunt ebenfo die Tempera=

dv
turen ”’—”‘+dt At v3=0, + - —2At, 2., welde nad

den Jeiten 2A¢, 3At, 2. eintreten. %m aibt Der obige Aus=
drud, da er =0, fiir t==0 [liefert und der Diffevential=
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gleidyung Geniige leiftet, augenfdeinlidy fiir £=A¢, oder
= 2At, oder = 3A¢, 2. die ndamliden Werthe v,, v,, vs, 2.,
wo dag Jntervall Af unendlid) Flein vorauszufepen ift. Mit=
bin ift die Aufldjung nur auf eine Weife miglidy, und
nothwendig durd) die obige Formel ausgedriict. -

§. 494. AR gocite8 Veifpiel diene die Aufgabe, bdie
Sdywingungen eined gefpannten Fadend ju beftimmen,
weldier in feinen beiden Endpunften befeftigt ift. Mian
denfe fichy den Faden auf ivgend eine Weife aus feiner naz
titrlichen geradlinigen Lage gebracht, und allen feinen Puntten
irgend tweldye Gefdywindigfeiten beigelents e8 Dandelt fidy
fodann um die WVeftimmung derjenigen BVewegungen, weldje
diefe Punfte annehmen. Um groferer Ginfacdybeit willen
foll feftgefest toerden, daf alle BVeregungen in einer Cbene
vorgeben , und daf die Ausweidhungen aller Punfte von
per geraden Berbindungslinie dev beiden feften Endpuntte
febr Elein auéfallen, fo daf man die hoberen Potengen der
Bahlen, toeldye diefelben darftellen, vernadyldfligen darf.
Mian begeichne mit

x bie Abfeiffe irgend eined Punfts der Curve, welde
durd) den Faden gebildet wird, nad) Ablauf der Jeit ¢

y die Ordinate diefes Punfts 3

a die Linge ded Fadens gwifdyen feinen beiden feften
Endpuntten 5

p da8 Gewidt der Langeneinbeit ded Fadens;

P ein Gewidht, gleich derjenigen Kraft, mit melder
der Faden gefpannt twird;

g die GefhmindigPeit, tweldhe ein fallender Korper in
der Jeiteinbeit evlangt.

Die Vewegung eined jeden Langenelementsd ded Fadens,

deflen Gemwicht durd) pdz und deflen Maffe durd —:dz aus=

gedritdt mwerden Fann, (Bt fich beftimmen, indem man diefes
Navier, Diff.z und Jutegrale. I1. Vand. 11
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Glement iie einen freien mateviellen Punft anfieht, auf
weldyen dicjenigen Krifte eintwivfen, welde aud feiner BVer=
bindung mit den iibrigen Fheilen ded Fadensd fid) evge=
ben. Will man alfo die Vemwegung ded Elements im
Sinne der y beflimmen, fo wird man beachten, daf ver=
moge diefer Werbindung, nady Ablauf der Jeit ¢, dad Ele=

i . i ’ % d
ment an feinem cinen Eude durd) die Seitenfraft P;i%

der Spannung P desd Fadens, pavallel gu der Achfe dev y
nady der Adyfe der & hin bewegt wirds an feinem andeven
Gnbe dagegen durd) diefelbe Seitenfraft, wm ibhr Differential

: dy . dxy
vermelrt, d. §. durdy die Kraft P (d; - BE) bon der

Adyfe der @ entfernt wird. Dad Element {teht alfo, im
@inne der Ordinate y, unter der Cinwirfung der Diffeven;

diefer Deiden Kriifte, namlidy P y, und folglidy tird dasd

Gefely feiner Betwegung auégcfprocben purd) tie Gleichung
plo @y _pdy Ly P dy
g an= "a' "% g = 5 g
weldye fitr alle Punfte ded8 Fadend Giiltigheit hHaben muf.
§.495. Damit diefer Differentialgleichung, nad) §. 487,
dburd) den befonderen Werth y—=e™ ™ Geniige gefdyebe,
milffen die Grofen m und » die Vedingung erfiillen
n? = km?, woraud8 n=- km,

wo ur Abfiirsung & ftatt V‘f;f gefet tworden iffl.  Wan
fann alfo eben fowol y = ™) qalg y = " -

men, wo der Werth von m nody willfiilich bleibt. Davaus

aber fo{gt baf das allgemeine Jntegral der borftehenden
Gleidung ausgedriit wird durd

o= AemE+ke) + Ale‘"x (k) __l__ Azen,(z—}-l't) + I,
(z — Ne(2— =
+ Be™ kl)+ B,e 1 (x—kt) + Bzen‘(.c kt) + .,
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wo die Gonftanten m, m;, my, 20 uUnd n, n,, n,, 2. voll=
Fommen willfiivlid) find, gleidy toie 4, 4,, 4,, 2w, wnd
B, B,, By, 2.

1im nun diefe Gonftanten auf eine Weife ju beftimmen,
weldye den Vedingungen der gegebenen Aufgabe gemdf ift,
muf guerft die Ovdinate y in den Dbeiden feften Endpuntten
De8 Fadens, d. . fiir =0 und x=a, den Werth Null
annehmen.  Damit died aber gefcheben Finne, muf man
den Conftanten m, m,, m,y, 20. und n, n,, n,, 2. imagindre

Werthe beilegen, oder man muf ftatt ™ fepen
cos m(x+-kt) + V' —1 . sin m(z}-kt)
. b.
c0s mz cos mkt—sinma sin mkt -V —1 . (sin ma cos mht - cos ma sinmlt),
und ftatt €@~ muf man fepen
cos nx cos nkt - sin nz sin nkt 4 Y —1 . (sin nr cos nkt — cos na sin nkt),

und ebenfo in den iibrigen Glicdern. Sodann muf man
die Glieder weglaffen, welde cosma pder cosnz enthalten,
weil diefe filr =0 nidht Null erden; und in Betreff der
®lieder, mweldye sinmaz oder sinnz enthalten, muf man
fitr die Conftanten m oder n Wielfadye der halben Krveid=
peripherie, dividivt durd) @, annehmen, damit diefe Glieder
filv = a verf)winden. Man exhdlt alfo ald gefud)tes Inte=
gral, indem man den Gliedern, welde fiir fid der Diffe-
rentialgleichung Geniige Teiftens, befondeve Coefficienten gibt,

akt nz 2kt 3z 3mkt

. T o 2
9y = A,81n —c08 —— A, sin——c0s — -+ 4, sin ——cos — -1,
y=Asin— ;e g 2 Y - o g

. w2 . ki . 2z . 2wkl . 3nz . 3wkt
—]—B._sm—d—sm—z—{-B,smTSm—a—-{—Bssm—asm e

+ 2.,

und Dbievin bleiben nur nody, durd) Vetradytung ded an=
fanglichen Buftandes, die Coefficienten A4,, 4, A3, 2c. und
B,, B, Bs, 2. ju bejtimmen.

<13
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$. 496. Man nehme gu dem Ende an, daf in dem
Augenblide, in weldem man die Jeit ju ablen anfingt,
1) die Geftalt ded Fadens audgedriidt werde durd) die Glei=
dung y= (), und 2) die Gefdywindigkeit in jedem feiner

Puntte audgedritdt werde durd) die Gleichung %= P(x),

wo ¢ und P vollfommen willfiirliche Functionen bedeuten.
Damit der obige Ausdrud fich) diefen Bedingungen anfdliefe,
muf man haben

(p(:L')=A,sin H—f— A, sin +A,s1n - —|~zr
wk . ' . 3z
() =B, %sin™ 4 B, 2 sin 21“3+ B, 7—"15 0 o
aus toelchen Gﬂeld yungen ble in Jede fte[)tnben Coefficienten
auf dbnliche Weife, wie im §. 491, fid) Leftimmen laffen.
Ter vollftindige Ausdrud der Ordinate y twird

=00

"
e i S sin H}?— cos Inkf/ da. sin 2 ()

u—i

nkS——am Pﬁkf do . sin — q)( ).

Diefer ‘)Inebrud? lehrt, daf die Beiwegung ded Fadens,
wie aud) der anfianglide Juftand desfelben befdhaffen fein
mag, immer angefehen toerden Fann wie der Inbegriff einer
unendlich qrofen Anzabl von einfadyen fhwingenden Betve=
gungen, die fid) fummiren, und pon denen jede durd) ein
Glied der beiden Reihen ausgedritdt wird, Jede diefer ein=
faden fdymwingenden Wewegungen [iefert ftetd tvieder bdie
ndmliden 2Werthe von y, mit abwedfelnden Borgeidyen,

wenn die Jeit £ um :—k oder ein Bielfached von ﬁ gunimmt 3

mithin ift die Sdywingungddauer der einfaden BVewegung
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umgefebrt proportional der 3abl p, oder fie nimmt ab ie
die Jablen 1, 1, 1, L 2. ®ie wirflihe Sdmwingungsdauey
aber, nach deven- Ablauf der gange Faden tieder in feinen
anfanglidyen Juftand yuriidfebrt, jedody auf entgegengefepster

Seite von der geraden Verbindungslinie dev beiden feften

Enopuntte, ift gleid) % oder @ V;jp" fie ift alfo proportiv=
nal der Linge ded8 Fadensd jwifchen feinen feften Endpunt=
ten, und umgefebrt proportional der Quadrattourel aus
pem Berhaltnip des Getwidyts der Langenembeit des Fadens ju
dem Gewidte, weldyed die Spanmung ded Fadend mift. Tiefe
Jtefultate fHimmen mit der Grfahrung volfommen iiberein.
Durd) dhnliche Vetvacdhtungen twie im §. 493 Fann
man iiberdied Detveifen, daf nur eine Aufldjung moglid
ift, und daf diefelbe nothwendiy durd) den vorbhergehenden
Ausdbrud gegeben wird, toeldher forvol dem anfinglidien
Suftande als der Diffeventialgleichung Geniige leiftet.

Beweis der Convergeny der Neihen, welche nad) den Sinus der Viel-
fadyen eines Bogens fortfdhreiten und den Werth einer willfirliden Func=
tion innerhalb gegebener Grdangen ausdriiken.

Die Convergeny diefer NReihen, welche im §. 491 jur
Spradye gefommen find, [t fid) fitr jede moglicye Befdyaf=
fenbeit der Function @(z) auf folgende Avt nacyweifen.

3u grogerer Ginfadyheit nehme man @ = x; das all=
gemeine ©lied der NReibe tird fodann

11
sin pe /; da . sin pa ., @(a).
&8 fei guerft p eine gevade Jabhl. Dad Jntegral

b1
f da.sinpo, @(a) [Gft fih fodann in eine Angabl von
o

. : {0
Zheilen gerlegen, reldye JIntevvallen gleidy T? entfpredyen,
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die auf der Adyfe der « jwifdyen 0 und w enthalten find.
Man betvadyte die Glieder dev NReibe, teldhe von dem erften
fern genug liegen und in denen die 3abl p grof genug ift,
pamit in jedem Diefer Jntervalle die Linie, deven Ordinate
¢(a) ift, tie eine gerade Linie angefehen twerden Fann. Die
Ordinate diefer geraden Linie fei m—4-ne. Nun hat man

2
j;” du . sin po . (m 4 no) = — ni:,
ober wenn man mit o, und «, Oie Abfciffen begeichnet,
weldye den beiden Gringen diefes Integrald entfprechen, fo
Ple2)—(c)
?_‘_’T ’
w

faaz da. sinpao., (m«}—na)=~& [gp(at) — ()]

Bolglih hat man unmittelbar  fitr die in NRede ftehenden
Glieder

[ . sin e g(@) = - [¢(0) — 9.

€8 fei groeitend p eine ungerade Jahl. Dasd gefudte
Sntegral befteht fodann guerft aus einer Anzahl von Thei-

dag man bhat » =

fen, welde Jntervallen gleic) ZTT‘ ent{prechen und Odeven

Summe vevmige ded BVorigen gleid) % [@(0) - p(w— g)]
ift5 und ferner aus einem FThrile, me[djet einem Jntervalle
gleici) E jugebort.  Nun hat man ‘

T

f” da . sin ua.(m—}—na):zﬁl 4 l":/
o oo

und {iberdies ijt fiir diefen leptern Theil
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7 ‘}C)m- )<E—n>
AR e,
- El ’

S
m=@{ n—=) n
X B/

y t
folglidy

f“ do.sinpe (m {—nu):l— A<Jl’ 4 44 (wr)”
¥ ARG don ) wl ¥ " vy

‘v P %

Aljo wird, wenn p ungerade und fehr grof ift,

[“ du . sin ua.(p(fu)rz-'%-[(p(o)—]— ¢(m)].

0
Aus diefer Entwidelung evgibt fid): 1) Wenn die Linie,
teven Ovdinate @(z) ijt, fich auf eine gevade Linie veducirt,
jo Dhat man pelfommen genau (f. §. 491.)
{J ——— 0
2 | [ 0)+¢(m)](sing 4§ sin3e + {sindo -3 sinTa 410 ) l
1l A e(0) — @(m)] (Lsin2zLsindw - LsinGa - Lsin8r+-r.) li

2) wenn Oiefe Linie von eciner geraden Linie verfchieden
ift, o wird das erhaltene JRefultat mehr und mebr mit dem
vorftehenden Nefultat jufammeniallen, je weiter die Glieder,
welche man betrachtet, fi) von dem Anfangsgliede ent-
fernen. Daraus folgt, da man nur ndthig bat die Ridytig=
feit Diefer Gleichung nadyjuweifen, damit die Convergen
der Jeiben in allen miglidhen Fallen Oewiefen fei.

Wian betradyte juerft die NReibe

U=sinz | Lsin 3z Lsinia -+ sinTx 42,
und nehme anfangd nur die Summe von einer beyrdingten
Angahl von Gliedern, ndmlidy

; 5 Sy 3 |
U,=sinzg+ Lsin3z41!sinda + tsinTe 4 ... —i—;; sinnr,
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168 : XXXVIIL Abjdynitt.

wo 7 eine ungerade J3ahl Oedeutet. Diffeventiivt man in
Veyug auf z, {o fommt
dUn

dp — €08 & +-C08 3w+ c0s 5x+-cos Tz ... + cosnz

oder nach einer Fovrmel, die weiter unten (im XL. AL{dnitte)
entioicelt mwerden wird

dU, _ sin(n1)z

dr 2sinz

Folglidy exhdlt man, wenn man mit dz multiplicivt und
integrirt,

HY cos(n--1)z 1 1
e o o vy = f i ot "(ga;,}; '

wo C die Gonftante bedeutet. Jur Veftimmung der Con=

ftante fepe man gu gleidher 3eit z = g und 2 unendlid

grog. Die linfe Seite der Gleichung vermandelt fich jodann
inl—141—14 =—Z—, und davaus folgt

11 G o 4
3 = €, mithin =20

Man betradyte jodann die Reibe
V=sin 2z 4 | sin4dx 4 1sinbz 4 Lsin8z }- 1.,
und nehme toie cben

V,=1 sin2e -1 sindw 4 Lsinbz 4 Lsin8e 4. .+ %sinm;,

wo » eine gevade Bahl bedeutet. Die Differentiation gibt
ayv,

-d—;=cos 22+ cos 4w} cos 6z 4 cos8z 4. .. + cos nx

oder, dhnlidy wie vorbin,

Wy _, el

dz 2 2sinz )
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und darvaus wird durd) Jntegration
x  cos-+1zx

V“ZC_E 2(n-}-1) :mz+“’ ra+l)/t05(n+')‘v d(smz)
wo C die Gonftante begeichnet. MWian Dbeftimmt die Con=

7T ’ we
flante, renn man # = Zund 2 unendlid) grof werden [aft.

Die linfe Seite wird fodann L (1 —24+4- 1+ —1 4 2t.)=g,
)
aljo wird

——C———f, und daraus C_T Y= —%

2. b
8 4

Man Hat alfo jept die beiden Ausdritce .
»}:sinm—}—%sini)x—l—;-sinf).t +LsinTa 4-2c.
T x

e Lsin 2z 1 sin 4@ | L sin 62 4 1sin8x 2.,

durd) deren Subijtitution die oben erhaltene Gleidyung effen=
bar identifd) wird.

XXXIX. Dariationsrednung.

§. 497. Die BVariationdrechnung hat ihre Entftehung
in den Aufgaben iiber Marima und Minima gefunden,
wenn diefe unter dem allgemeinjten Gefidhtd8puntte betrad)-
tet werden ihv Dauptiddlidyfter Nupen beftebt in den An=
wendungen auf Nedyanif.  Hiev fonuen nur die erften
Glemente und die einfad)ften Anwendungen diefer Recdynung
abgehandelt werden.

Bor allen Dingen muf man beacyten, wovin die Auf=
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170 XXXIX Abfdnitt.

gaben fiber Marima und Minima, weldye von der BVavia=
tiondredhynung abhingen, fidy bon den gerdhnlidyen Aufga=
ben diefer Avt unterfdheiden. Jn Ddiefen [lepteven Aufgaben
ift immer eine Grofe U al8 Sunction von einer oder von
mehreven unabhingigen BVevdnderliden =z, y, z, 0. gegeben,
jo taf aus jedem Spftem von Werthen, die man diefen
Perdnderlidyen beilegt, ein beftimmter Werth fiir U hervor=
gebt. Mian fordert dicjenigen Werthe von @,y, z, 2w feftyu=
ftellen, toeldye U fo grof tie moglidy, oder {o Elein tie
moglid) machen. Bermige deg XIV. Abfdhnitts mird Ddiefe
Aufgabe dadurd) geldft, daf man die Gleidyungen aufftellt

e 0 e Mg & ™ 518

dz Sy i Nl A :
penen die gefuchten Werthe der BVerdnderlihen x, y, z, 2.
Geniige leiften mitfien.  Die Unterfdeidung der Jille, wo
die IBerthe, weldye diefen Gleihungen Geniige leiften, ent=
weder einem Marimum oder einem Minimum gugehvren,
ftitpt fih fodann, mwie gleidfalld in dem angejeigten Ab=
fdynitte audeinander gefeht worden ift, auf die Vetvaditung
der Differentialverhiltniffe der zoeiten Ordnung von der
Bunction U.

In den Aufgaben, twelde von der BVariationdredynung
abhdngen, denft man fich eine zwifchen mehreven verdnder=
lichen Grifen Deftehende, jedody unbeftimmte Relation, und
fordert, dap odiefe Relation fo beflimmt werden foll, daf
der Werth einer gewiffen Function, welder von der in
Rede ftebenden Relation abhdngt, {o gref vder {o Flein
wie moglid) werde.

Man nehme 3. V. eine 3wifden ztwei feften Punften
gegeidinete Gurve, fo ift die Grofe der Fldadve beftimmt, weldye
swifdyen der Gurve, der Abfdffenadhfe und den Ordinaten
dev Deiden Gudpuntte enthalten ift, und ihr Werth Hingt
von der Melation y = fle) ab, welde die Gleichung jener
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Baviationsredhnung. 171

Gurve davftellt, Denft man fich ferner wifchen den beiden
feften SPuntften mehreve Gurven, welde gleiche Lingen ha=
ben, fo mwivd ble Gleidyung y==f(x) fitv jede eine anbdere

fein, und die $Iad\e deren Ausdrud Iﬁf ydr, Dat

gleichfalls verjchicdene Werthe. Tie Linge dev Curve wivd,
wie Defannt ijt, ausgedriidt durd)

ij i, ]/1+’»"f

Man Eann nun die Aufgabe ftellen, wihrend diefe Linge
biefelbe DIeibt, Die Geftalt der Gurve, d. 0. die Jovm der

T
Bunction f(x), fo su beftimmen, daf die ‘z"’sIﬁdpe/; y dx
s 0

fo grof obder fo flein wie miglid) wird.

Mian nehme ferner eine gwifdyen gtoei fefien Punkten
gegeichnete Gurve, und betvadhte einen Kovper, reeldyer lings
diefer Gurve Dinabfidllt, indem ev ohne LWiderftand dem
Ginflujfe der Schwere folgt. Die Jeit, welche der Kovper
gebraudgt, wm von dem einen Punfte ju dem anderen ju
Fommen, Dingt pon der Gejtalt der in Rede {tebenden
Gurbe ab, und ihr Werth wird, wenn man die Achfe der
2 al8 vertifal annimmt, ausgedritt durd)

i 2
/ dr.‘/l-}—( >+< >
J To 29(r—x,)
Man fann nun fordern, daf die Relation y = f(#), welde
die Geftalt der Curve feftjtellt, o beftimmt werden foll, da
diefe Jeit fo flein mwie moglid) werde. Die alfo erhaltene
Gurve fithrt den Jamen Bradyiftochrone oder Curve
ded fdynellften Falles. Die Aufgabe Eann verallgemei=
nert werden, wenn man die Vradyiftodyrone nidt jwifchen
gtoet feften Punften, fondern jwifdyen groei gegebenen frums=
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172 XXXIX. Abfdnitt,

men Linien oder jwifchen zwei gegebenen Frummen Flicden
fucht. Die Grangen @, und @, ded Jntegrald twerden ald=
pann vevdnderlidy, gleidywie die Abfeiffe , ded erjten Punfis
der Gurve, teldhe unter dem Jntegralzeichen {teht.

Cine Aufgabe von dbhnlider Matur ift die Auffuchung
der Fitreften Linie, weldye auf einer gegebenen Fladye zmwi=
fdyen zwei feften Punften oder jwifden jivei gegebenen Li=
nien, die auf der Fladye liegen, gezeidhynet werden Fann.

§. 498, Diefe Beifpiele werden Dhinveichen, um einen
BVegriff davon gu geben, reldyer Art die in Rede ftebenden
Aufgaben {ind, und weldhe analptifhen Hitlfemittel man
gur Aufldjung derfelben in VAnwendung zu bringen Dat.
Der Ausdrud derjenigen Grife, die ju einem Maximum oder
Minimum gemacht twerden foll, Fommt nady den befannten
Jtegeln vevmittelft der Differentialbegiehungen der gefudyten
Curve ju Stande.  Diefer Ausdrud ift immer ein beftimm=
tes Jntegral, zwifden gegebenen Grangen genommen, die
enttoeder feft find, oder verdnderlicd) mit gewiffen Vedingun=
gen.  Man foll den Werth diefes IJIntegrals {o grof oder
fo Blein wie moglid) madyen, indem man Odemgemdf Oie
analptifdye Relation beflimmt, von weldyer die unter dem Jn=
tegralzeidhen ftehenden Diffeventialverhaltniffe abhiangen. Die
Auflofung bevubet iibrigensd villig auf den ndmliden Grund=
lagen, weldye bei den gewdhnlichen Aufgaden iiber Marima
und Minima Anwendung finden. Wian [G§t alle vevdinder=
lidgen Grogen, von demen der LWerth dev vorgelegten Func=
tionen abbangig ift, um wilfilide Grofen junehmen, die
man fo flein vorausfepen Fann, ald man will; und in der
Entidelung des8 Werths, weldyen dadurdy diefe Junction
annimmt, fept man dasjenige Glied gleich Null, weldres die
evften Potengen diefer Junahmen enthlt; oder, wenn man
will, man fept das velftindige Tifferential der vorgelegten
Sunction, in Vezug auf alle in ihm enthaltenen BVerdnder=
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lidhen genommen, gleicdy Null. Die bervorgehende Gleichung
muf fiiv alle Werthe Giiltigeit Haben, welde den unend=
fidy Eleinen Junabmen diefer verdnderlihen Grifen Deige=
legt terden fonnen, und dviidt fomit die nothwendige Ve-
dingung eines Marimum oder Minimum aus.  Was die
Unterfdyeidung der Fdlle betrifft, wo ein Marimum oder ein
Minimum ftattfindet, oder wo, obgleidy diefer Wedingung
Gentige gefchieht, roeder ein Marimum nod) ein Minimum
eriftict, fo Ddangt diefelbe von der Vetradytung dedjenigen
Glieded ab, toelched Ddie gioeiten Potengen der unabmen
enthalt. €8 wird ndmlid) ein Magimum oder ein Mini=
mum eintreten, je nadydem diefes Glied xefp. beftindig ne=
aatip oder beftandig pofitiv ift, welche Werthe man audy
den Bunahmen Deilegen mag. :

Nady diefen allgemeinen Anbdentungen bleibt jept nur
nod) iibrig, auf die Eingelheiten der Redynung in den be=
fonderen Fillen einzugehen.

§. 499. Man Detradyte suerft den Fall, wo man nur
eine unabhangige Verdnderliche « hat, und eine JFunction y
deren Werth von @ abhdangt, fo daf y toie die Orbdinate
einer Gurve angefeben ferden fann, deven AL{ciffe « ift.
Die Geftalt diefer Curve foll fodann fo beftimmt twerden,
daf da8 beftimmte Jntegral

‘z‘b)
Vdz
Ty

ein Marimum oder Minimum twerde.  Hier bedeutet V iv=
gend eine Function von einer beflimmten Anzahl der Gri=
2 3.

ﬁen .T/ yl ZZ; !/ Z‘Tyz’ g;;/
Sntegrald finnen entteder gegebene conftante Werthe {ein,
oder audy nac) gemiffen Bedingungen fidy dndern.

€8 feien gunddyit die Grangen @ und 2, conftant. Jn
diefem Falle miiffen die Endpuntte ded jur VWetradytung Fom=

w5 die Grdngen 2, und x,, ded

http://rcin.org.pl



174 XXXIX. Abjdnitt.

menden Theilg der Curve fid) immer auf zoei Perpendifeln
befinden, reldye man auf der Adyfe der Abfeiffen in den
Abjtanden @, und @, vom Anfangdpunfte errviditet; und

P
man wird die borgelegte %‘unctivnf Vdz auf eine {o
To

allgemeine Weife wie miglid fid) vevandern laffen, renn
man annimmt, die gefuchte Gurve gebe in eine andere ihr
unendlid) nabe liegende Gurpe fiber, telde der ndmliden
YBedingung unterwerfen iff. Nun aber ift e8 sum Behufe
eined foldyen Ueberganged nicht nothwendig, daf in der Func-
tion V fi) # verdndere; es veicht vielmebhr Din, in diefer
MR
do’ dz?’! dp8’
von einander unabhingige BVerdnderungen beigulegen, mweldye
Z;—yz, d g:_ya’ ac. begeidynen Eann, Der
Budyftabe & bedeutet hier, eben fowol wie der Budyftabe d,
eine unendlid) Fleine 3unabme, welde derjenigen verdnder=
lichen Grofe evtheilt mworden ift, der der Budyftabe vorfteht ;
aber mit dem lnterfdyiede, daf das Jeichen d eine Junahme
angeigt, weldhe durd) den ebergang von einem Puntte dev
gefudyten Gurve su dem folgenden Punfte der ndmliden
Gurve ju Stande Fommt, das Jeichen & dagegen eine Ju-=
nabme, melde durd) den Uebergang von einem Puntte dev
gefuchten Gurve ju dem corvefpondivenden Punkte der un=
endlid) nabe liegenden Gurve entftebt. *) Die mit & begeich=

Fig. H4. *) Bur Grlduterung fann Fig. 54 dienen.
'/ &8 fei MN bie gefucbte Gurvbe umd M N
eine ithr unendlich) nabe liegente Curbe; dem
Puntte M gehoren die Coordinaten oP ==
M und PM = y. Ulsdann entfpredyen dem
ltebergange von M ju dem unendlid) nabe
licgenten Punfte N in der ndamlichen Gurve

Sunction den Grifen y, beliebige und

man mit 8y, & %, S

|
|
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neten Junabmen nennt man BVariationen (daher der
Name Variationdrednung), wibrend die BVenennung
Diffeventiale fitv die mit d beseidyneten Junahmen Dei=
beDalten bleibt. Die Varviation der Junction ¥, tchtbc ausd
den Variationen der in ihr enthaltenen Grofen y, }1 ’ zsz,
d3y
dz8’
genau nad) den ndmlichen NRegeln, weldye bei der WVildung
des Differentiald einer Function bon mehreven Verdnder=
lidyen befolgt werden,

. d
BV = Noy -+ Pb =2 +05w +Rs -,
o mit N, P, O, R, 2. ble Sleferentm[berbaItmﬂ'e der Func=

2. hervorgebt, mwird durd) 8V angegeigts und man Hat,

' $ F 1 a i d
tion ¥ vefp. in Vegug auf die BVerdnderlidyen y, -l, d;/,,
P 2. begeidhnet worden find

Jog 20 Deseichnet wocder .

Die Bedingung ded Marimun oder Minimum fordert,

daB die Wariation
: T
f dr .V
Ty

ded vorgelegten Deftimmten Jntegrald gleich Null fei.  Dicfe
Bedingung wird alfo jept durd) die Gleichung ausdgefprochen

_f df<N8y+P8dy+08dy+RS +2r.>.

vie Bunahmen PQ = dx wnd ON — PMH = dy; Ddagegen dem
Uebergange von M ju dem correfpondirenten Punfte M’ ber jwei:
ten Gurve die Sunahmen PP =8z wm PM — PM = y.

Ju dem befonderen Falle, welchen der obige Paragraph behan:
belt, ift 82 =0 fiir alle correfpondivenden Punfte der beiden Gurs
ven, d. h. es fdallt M in m. o
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§. 500. €8 [ift fich leicht Deteifen, daf in den Aus-

%‘g—, zi;y, %‘%y, 2. Die Ordnuny der Jeicdyen d und
O wilfiivlich gedndert werden darf. Denn e8 fei y die Or=
pinate irgend eined Punfts der gefuchten Curve, fo ift die
Ordinate ded folgenden Punfts in der ndmliden Curve
y -+ dy, die Ordinate des covrefpondirenden Punfts der be=
nadybarten CGurve dagegen y -+ dy. Demnad) ift die Ordi=
nate ded folgenden Punftd in diefer lepteren Gurve eben
fowol y + dy +8(y +dy), al8 aud) y 4 8y +d(y+ dy);
und daraud gebt bervor ddy = ddy. *)

dritcfen

*) Sn Fig. 54 fann man die Ordinate Q'N'- ves Puntts N cben
fowol burd) Variation aus QN, als audy durd) Differentiation aus
PM bervorgegangen anfebn.  Jm erfien Falle hat man fir QN
ben Ausdrud ON—+4-6.0N, b. i. y +dy+8(y -+ dy, und im
goeiten Falle den Ausdrué PM + d. PM, b. i y-+ 8y
d(y 4 8y); woraus wie oben folgt Sdy = ddy.

Aus diefer Gleichung ergivt fidh weiter die Gleichung 8§/ Vdr =
[3(Vdz); b. h. die Ordnung bder Beihen / und & darf cbenfalls
willfitrlich gednbdert werden. Denn wenn man SVdr = U fegt, fo
wird dU = Vdz, folglih 8§dU == d6U = §(Vdz), und daraus
8U = f5(Vdr).

Ferner ift nach ven Iegeln ver Differentiation, welde audy
fiir die WBariation giiltig bleiben, 8(Vdzr) = V. ddz + dz .6V
= V.ddx+ dz .8V, folglig & Vde=fV.dsz + fdr .3V,
Und Dda iiberdies die Jntegration durd) Ipeile gibt [V . doz
= Véx — fOx .dV, fo hat man endlid

s, v
b Ve = Vow+ [duw ( 8V — 482 b
Sept man hierin Sz = 0, wodurd) der erjte Theil auf der rechten
Eeite der Gleihung und der jweite Theil unter dem Jnutegralzeichen
verflgwinten, fo hat man die Rechtfertigung des am Schluffe des

Zq S
§. 499 gebraudyten Ausdrucs dz . 3V fir & Vdz.
: Ty : To

[
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; i Y 2y
Diefelbe BVemerfung Fann auf die JFunction ‘% und

die folgenden Functionen iibertragen werden, fo daf man
wry  0d%y dddy d*dy
evhalt e e o L Mian Fann alfo {tatt

der porigen Gleidhung {dyreiben

fdx(myudﬁj 02 R )

Wenn man jedes Glied auf der redyten Seite Ddiefer
Gleidyung fitr {id) betrachtet, fo exfennt man leidyt, daf diefe
Glieder fich vermittelft der Jntegration durd)y Theile fo
umgeftalten [ajfen, dag unter dem IJntegralzeichen Feine Biffe-
ventiale pon Bariationen mehr vorfommen. Man erbhalt

3 ddy it ; EP
fu.rﬁ ~—"Conast - Poy ﬁx 2Py

folglidy wenn man fiiv die in diefer Gleidyung enthaltenen
Grofen die Werthe fept, welche den beiden GSrdangen 2 und
xo De8 Jntegral8 entfprechen,

0 = Const + P,dy,

fdx:P ——Const—i—PSy.,,—f dz. —Sy,
z

und wenn man die erfte Gleichung von der gtweiten fubtrabirt

T
R - dP
f ds . dﬁy — Poﬁyo -—f dz. 'd—zﬁy
Ty Ty

+ P, dyn
Man findet ebenfo fitr das folgende Glied
Navier, Diff.z und Jntegrale. 1. Band. y b
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3y dQ 8d
f 05 o J- = Const 4 ()b jd ?ii_' 71%

— Counst - 05 % A 8 +J - e 7

folglicy

T a2y d(. rI

dﬁ) do'l)
+()5d—j;-——5y

Dasd nadyftfolgende Glied gibt

a3y dy [, " tdR iy
fdx.RW_Const—}—RS(E, do 52 20

dR (ly da*R a3R
= Const R ¢ dzk =5 —9 = d}i Sy —fdx.mﬁy,

folglich
T :
To dxs

i B ;
d _/0 dRy < dyo  d*R, st :
Mt L ), )

&y, dRy s dy, | @R,
| Rl S50 Y W

w. f. f. filv die fibrigen Glieder.

Dulrd) diefe Nmformungen verwandelt fid) die vorige
Gleidyung, weldye die Vedingung ded Marimum oder Mi=
nimum aufpridyt, in
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d()‘, dm,

—(Ry— 3r.)8—%-—~:c.

o p(Roy ’t)ﬁymt( 0o~ Lo ic. Yoo

\ d_J@
(R, >+20.)0 dﬂ+ 2.

d*2 T
+f dm<N'__‘T i sz d;$—i'2f‘ \by

Diefe Gleichung muf giiltig bleiben, wenn die SBebm—
gung eine8 Marimum oder Minimum ded vorgelegten be=
fimmten Jntegrald erfiillt fein foll, toie aud) die Variatio=
nen, weldye dad eidhen & angeigt, genwdblt werden migen.
Die beiden erﬁen Jteihen entbalten die Variationen bder
dyo d%,
dz’ da?’

dz
Grofen yo =22, S22 3¢ und yo,

dz e 2., tweldye die.

LWerthe der Functionen y, %, x 2. Darftellen, fobald

dz?’
man in Ddiefen der AL{ciffe 2 die Wertbe o und zo beilegt,
weldye den Grdangen de8 beftimmten Jutegrald entfprechen.
Die bdritte Reibe enthilt unter dem JIntegralzeidien die Va=
riation 8y irgend einer beliebigen Ordinate dev Curve, mweldye
PBariation volfommen mwillficlidy ift. Diefe dritte NReibe
muf dehald fiir fich allein gleid) TMull gefeht werden; und
dasfelbe gilt demnad)y auch von den beiden erften.
§. 501. Man Dat alfo erfiens die unbeftimmte
Gleichung
O—N—d—’ ﬂ)-—gj—]—zc.,
welde allen Punften der Curve angebdrt, und telder vor
allen Dingen. der Ausdrud von y durd) «, der die Aufgabe
12"
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[oft, Geniige leiften mug. Diefe Gleidhung ift eine Diffe=
rentialgleidyung 3ifdyen den BVerdnderlidyen 2 und y, von
der man mithin da8 allgemeine JIntegral zu fuchen Dat.

Man Dat ferner, wenn die Variationen in Begug auf
die untere Grange ded Jntegrald unabhingig find bon den
Lariationen in Begug auf die obere Gringe, die beftimm=
ten Gleidhungen

o dy
0_._____<P0__—d%’+zc.>5yo—<00 S ) 44
So (ol Fo 203 8 ——y‘l——zr

()——-+<P—-~—— ’t)ﬁy,,,—[—(@ Uy iy >3dyw
+ (R, —10) 85%a g o 5

welche den beiden Grdngen des8 Integrald angehiren, und
denen gleichfalls der Angdrud von y durd) z, welder dtie
Aufgabe [0ft, Geniige leiften muf, wenn man fiir z die
beiden Werthe xo und xo an die Stelle feht.

Wenn die Endpuntte der Curve der Lage nady gegeben,
d. h. wenn die Werthe der Ordinaten yo und yo gleidh twie
@ 1d zo conftant find, fo hat man Sy =0 und dyo=0,
und bdie erften Glieder der beiden betreffenden Gleihungen
fallen aus. Um diefen Gleidhungen Geniige ju Leiften,
reiht e8 alfo in Ddiefem Falle hin, die folgenden Glieder
fitr fidh glei)y Null zu fepen. Ebenfo meml Die Werthe

s’ jz . fitr den
einen oder den andern Endpunft durd die Natur der Auf-
gabe gegeben find, fo hat man 8 y" =& Rl y‘»’-- 0, 2¢. fiir

einiger von den ®1ﬁermtmlber[)altmffen

den einen Ddiefer Punfte, oder § ',119__0, 8%%=0, at. filr
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den anderny und die mit diefen Wariativnen behafteten
®lieder fallen von felbft aus. Die Glieder, weldye auf diefe
Weife in Folge dev beftimmten Werthe nicht von felbft ver=
fdyoinden, die die Ordinate y oder einige ihrer Diffevential=
verhdltniffe in den Endpuntten der Curve beibehalten jollen,
mitflen fitr fih gleicdh Null gefept werden. Die auf foldye
Weife erhaltenen Gleidyungen dienen im allgemeinen gur
Beftimmung der willfiirlidhen Conftanten, weldie die Jnte=
gration der oben gedadyten unbeftimmten Gleidyung herbei=
fithrt.

§. 502. Bevor man toeiter geht, Fann man bemerFen,
daf dag Nuljepen desjenigen Glieded in dem Ausdruce
von [dz.dV, welded mit dem Integralieidyen bebaftet
bleibt, die nothwendige Vedingung ausdriidt, mweldye erfiillt
werden muf, damit die angegeigte Integration audgefiitrt
werden fann, d. h. damit die Function d2.8V ein genaues
Differential ift. Dies wird aber eine Folge daven fein,
oaf die Junction Vdz {elbft ein genaued Differential ift;
denn nimmt man Vde=dU, {o ergibt {id) 8(Vdr) =
ddU = ddU. Ferner wenn man y, y”', ¥, w. ftatt %,
dry 3y
dz?'- dz¥%'
hente Bedingungdgleidyung

. AP | d*Q @R
et i o)

gefchrieben wetden

dv a FaP dx /dvV d3 dVv ;
=G~ &) T Cap) ~am (G ) + 15

und wenn diefer Gleidhung Geniige gefdyiebt, fo ift die
Function Vdz, in welder V die Grifen @, y, y, ¥ 2.
enthilt, ein genaueg Diffevential von einer Function von
der ndd)ft niedvigen Ordnung.

. an die Stelle fept, fo Fann die in Fede fte-
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182 XXXIX. Abfdynitt.

Diefer Sap Fann fiir Functionen dev evften Ordnung
auf folgende Art unmittelbar bewiefen werden. Die BVe=
dingungsgleidyung reducivt ﬁd) in diefem Falle auf

Ozﬁ— Ir d:)

Da diefe Gleidhung identifd) fein foll, fo miiffen bdie beiden
Glieder auf der vedhten Seite Dderfelben von einerlei Ord=

i A av ,
nung fein,  Weil nun & ey enthalten faun, fo folgt,

dag %; nidyt »° entbalten darf, weil funftw;;(‘%';’) auhy 'y
enthalten witvde ; wovaus fid) weiter ergibt, daf die in FRede
ftebende Differentialfunction dev erften Ordnung, teldye ein
genaues Differential fein foll, notbwendig die Form Daben muf
(A + By)de, d. i Adr + Bdy,
o A und B Functionen von z und y allein find. Diefe
dunction liefert
dvV.__dA | dBdy av
dy = dy T dyda dy
und durd) Subftitution diefer Werthe in die Vedingunys-
gleidhung fommt
dB.dy dB dy A dB
“dy " dydr d—z"’"dyd:r — dy  dz
tibereinftimmend mit §. 364.
§. 503. €8 mwurde im §. 499, um guerft den ein=
fadften Fall ju betradyten, die Annahme gemadyt, daf in
dem vorgelegten Jntegrale

T
f Vdz,
Ty

weldhes su”einem Marimum  oder Minimum  werden  foll,
bie beiden Gvingen @, und a,, conftant fein, oder mit
andeven Worten, daf bei allen BVerdnderungen, die man

==l
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mit der Gurve vornehmen fann, welde die Vegichunyg jwi=
fdhen y und & vaumlicy darftellt, die Endpuntte diefer Curve
beftandig auf den namlidyen Pavallelen gur Adyfe der y blei=
ben follten. Jept modgen jene Gringen alg verdnderlic
angefehen erden.  Jn diefem Falle wird man die Function

'z‘b)
Vdz auf eine fo allgemeine Weife wie miglid) fidy

Ty
andern [affen, toenn man annimmt, daf alle Abfciffen 2 um
die willfitcliche Grofe Sz junehmen, twdalhrend zugleid) Ddie
Ordinate y und ihre Differentialverhdltniffe, wie vorbin,
dy 9 Z, . Die Curve,
weldye die Veziehung ivifden y unb 2 auddritct, verwan=
delt fich damit in eine unendlid) nabe liegende Curve. Die

z‘b)

Bariation ded 3ntcgralaf Vdz, welde auf die angege=

Zo

gunehmen um- die Grogen Sy, d

bene Weife ju Stande Fommt, wird ausgedriictt werden durd
E

— Vo Oy + 7, B:vm—l—/ 6L OF:
(e '1;0
Man muf indeffen Gemerfen ™), daf in Jolge der BVoraus=

") Die Ridtigleit diefer Gleiung mit RiEficht auf die bhier fol-
gende Vemerfung wird man leidht geometrifh, mit Hitlfe bon Fig.
54, erfennen. G8 [dft fich jedoch diefe Gleihung aud) unmittel
bar aus der in der Anmerfung gu §. 500 gegebenen Gleidhung

dv
8 [Vdr = Vor + [dv (av_ o 5;)
erleiten, wo jegt nicht mehr dz =0 zu fegen ift. Denn nimmt
man das Jntegral von x, bis x,,, fo fommt

mﬁ)
8/ WS sl b by L de (sv—_sj)
. Ty

Ty
welder Ausdruck mit dem obigen bulltg itbereinftimmt, wenn man
bag Folgende beachtet.
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184 XXXIX. Abjdnitt.

fepung jeder Punft der ervften Gurve jept dadurdy in die
jweite Gurve iibertragen wird, daf fowobhl z in z 4 dz als
audy y in y + Sy iibergeht. Folglidy hat die Ordinate,
weldye der YAbfeiffe 2 in der geﬁnberten Gurve entjpricht, gu

ibrem Ausdrucde y 8y — < —|—8~— !8:;- oder wenn man
die Grisfen der weiten Ordnung bernacb[a]ﬁgt, Yy Sy —
:—;’ Sa. Wil man alfo den Werth von &V in dem vorler=
gebenden Ausdruce entwideln, fo muf man die Sadye fo
anfeben, al8 ob y nidht wm dy, fondern um Ey—%ﬁx
gugenommen habe.  Dasfelbe gilt von ben derivirten Func=

tionen von y.  AB Junahme bon - 4 barf man nur an=

dy
d((i:l;)

d
feben Bd—;j i 5 Br, oder B—z—-ﬁy, eben]v alg
a2 a3y
unahme bvnd—zz nur 8 d' 18 sl Fof Wenn man

alfo jept, mwie im §. 499, mit N, P, Q, . die particllen
Differentialverhiltniffe der Function ¥ rvefp. in Begug auf

bie Berdnderlic o4 i
te Berdnderlidyen y, -~ -3, 2 beseichnet, fo muf man
Dhier fchreiben

i _dy dy d3y i
V= NCSy dzb‘x)%—P(Sd} “Isw )—I— 0(8“2 1T >+.l.
Sept man nun ferner
WS piet
Sy — Hbl = du,

fo ergibt fid durdy Differentiation
doy  d¥y dy dox ddu
dx BaA e i el AR g
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und wenn man dagu die identifhe Gleidhung addirt
3 dy _ ddy  dy ddr

dz = dz dr dz '

fo fommt, da die Ordnung der Jeidhen d und & nad) Will=
Fiiv vertaufdt mwerden darf,

dy d2y __ ddu
Sd—i_ dzr? e dz*
Diffeventiivt man ieder diefe Gleichunyg, wodurd) man evhalt
dy
49 dv % o d ddz __ d*u
dw dz3 dz? dz. ~  da? !
und addirt dagu die identifdye Gleichung
dy dy
st _ylaw Mu oy
dz?”  odz = | dv .  dz® dz '
fo findet man ebenjo
d?y d?y d5u
7 St 7~ ek

Auf diefe Weife erhalt man
dy  dy o ddu
Mgt i 0= G5
und fo fort. Folglid) Fann der vorftehende Ausdrud fiir SV
gefdyricben terden
ddu ddu d35u
Die Bedingungdgleichung fitr dag Marimum oder Mi=
nimum wird alfo jebt

s VO 8:’70 + Vo) S'L'm —

0 = T dSie 4125u d55u ]
+/ . do( Mo G0 R ) P
© 0
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und mwenn man auf dev vedten Seite diefer Gleichung die=
felben Umformungén pornimmt foie im §. 500, fo verwan=
delt fid) Die @[eicbung in

~V 00.L— CPO > %0 L2208 (8%—%’5%)
dBo dy, _ d*y ST
TR, )&8 ——dﬁ&v> .
el et dxm_|_<ﬂ, Do p Bl )(@m 5@)
i <Oo) = ﬂfﬂ )(8 %,/f - i{;’ 8%) -+

dp dzo >R
e i ] o).
Bergleiht man diefed NRefultat mit demjenigen ded
§. 500, fo fieht man gunddyjt, daf man bier ju der ndm=

lichen unbeftimmten @[eid)ung gelangt

20 @R

0SBy e

weldye fitr alle Punfte bcr Gurpe erfitllt werden muf. Die
bejtimmten Gleihungen dagegen weiden von denen Ded
§. 501 ab, fomwol durd Einfithrung der Glieder — V,dx und
Vodze, al8 aud) dadurd), daf ftatt der Grifen Sy, und

dyw gefept find 8y0—%’8m0 und dyo — t—w—“’ 8%, ftatt

4 dy e dy
ver Grigen gjﬁ und 8% gefept © Ejf — dx2 2 dax, und

dy,  d%,
dr "~ dz?
8.0, o, & W0, 20, und B, By, d W, . willfilic) find,
bat man den Coefficienten einer jeden diefer Wariationen
fiir fidy gleid) Mull su fepen, wodurd) man eben fo vicle
verfchiedene Gleidhungen erhalt, denen dev gefudyte Ausdrudt

320; w. f. f. v lange die Variationen
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pon y durd) » Geniige leiffen muf, wenn man davin fiiv
x die Werthe 2, und z» an die Stelle feht. Wenn einige
von den Grdfen z, y, %' g;y?’ :
andern Endpunft der Curve beflimmte Werthe befien, fo
fallen die Glieder, telche die Variationen diefer Grifen
enthalten, von felbft aus, und man hat nur die mit den
ibrigen WVariationen behafteten Glieder gleich Jull yu fepen.
Siudy ift s bemerfen, daf, twenn die Lage dev Endpunfte
vollfommen willEirlich bleibt, ein jeder diefer Punfte in dev
Gpene der Curve angenommen werden fann, wo man will,
ohne dad er aufhirt der Wedingung das8 Marimum oder
Minimwn ded8 vorgelegten beftimmten IJntegrald Geniige
su leiften. Folglid) darf man in diefem Falle dzy =0 und
dyo = 0 fepen, und mithin diejenigen beiden Gleichungen
wealaffen, weldye durdh) dad Nulfepen der Coefficienten, mit
denen Diefe beiden Bariationen Bbebaftet find, ju Stande
gefommen fein titrden; der in Rede frehende Fall liefert
alfo gwei Gleihungen weniger zur Veftimmung der Con=
ftanten. :

§. 504. E8 Fann der Jall eintreten, daf die Function
V in dem Deftimmten Jntegrale

fz“’de,
J o

weldyes zu einem Marimum oder Minimum gemacht mwer=

. fitr den einen oder

: b d
den foll, eine oder mehrere von den Grifen @y, Yo, —j’;",

z—;‘yf, %-’f : ‘ZJ;” , 20 in fidy enthalt, melce
fich auf die Endpunfte der Curve begieben. Ein Veifpicl
diefer Art liefert die Wufgabe der BVradyiftocdhrone, §. 497,
wo die Function unter dem Integralzeicdhen die AL{ciffe des
evften diefer beiden Punfte enthalt. Wian muf in diefem

2w, 0DCL T, Yo,
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188 XXXIX. %bfdnitt.

Jalle bei der Wildung der Variation 8V audy die in Rede
ftehenden Grogen variiven laffen, falld nicht etira ihre Wertle
vermige der Natur der Aufgabe conftant {ind.

Wenn 3. B. V die Grife o, enthdlt, fo wird, wenn
man die BVariation von V in Besug auf @, mit pdz, be-
geicdhnet, Der Ausdrud von SV im § 503 um dag Glied
udx, vermehrt werden miiffen. Folglidy muf das Glied,
roeldyes in der Vebdingungsgleihung fitr dag Marimum obder
Minimum mit dem JIntegralzeichen behaftet ift, vermehrt

werden um die Grige /; x“’dx.uﬁxo,ob.ﬁz‘o :’”udac. Daraus
0 0

ergiebt fich, daf man diefe Grife auf der redhten Seite
derjenigen unter den beflimmten Gleidyungen bingufitgen
mu§, welde fidy auf die untere Gringe begieht, jo daf dasd
mit 3o, behaftete Glied in diefer Gleidyung wird

(—— Yo —{—ﬁ:“’ udz) O

Auf diefelbe Weife wiirde man auf die BVariation der iibri-
gen in Rede ftebenden Functionen Ritdfiht ju nebmen bha=
Den, wenn diefelben in der Function ¥ vorfommen follten.

§. 505. WBis Dhieher mwurde der Fall betradytet, o
eine eingige unabbhingige BVerdnderlidye 2 vorliegt, nebft einer
Function y, weldye von diefer Verdnderlidyen abhingig ift,
tie 8 in allen Aufgaben ftattfindet, die fich auf eine ebene
Curve begichen. JIn den Aufgaben dagegen, weldye eine
Curve von doppelter Kritmmung betradyten, hat man eine
unabhdangige BVerdnderlide # und wei Junctionen y und z,
weldye von diefer Verdnderliden abhangen. BVegeidynet man
ie frither dagd bejtiminte Jntegral, welched su einem Ma=
rimum oder Minimum gemacht erden foll, mit

[zmyﬁ;l‘,
J Ty
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fo enthdlt hiev die Junction ¥ im allgemeinen, aufer

dy d¥

e TR und

der Werdnderlichen x, die Functionen y,

dz d*z

Y d @
Man nehme guerft wie in §. 499 die Grangen z, und
o Ded Jntegral8 al8 conftant an. Die Wariation diefed

Sntegrals ift fodann

f Todp. 5V,
Ty

Wenn man ferner die Function ¥ in Vegug auf die Gri-=
Ben y, = und deven derivirte Functionen diffeventiivt, und
die Diffeventiale mit & begeichnet, fo hat man

 Noy-Po Y 05 TY L5 Y e
=
—|—n8z—|—p8——+ q8d12+ 8— —|—2c

und die Gleidhung, welde die Vedingung ded Marimum
oder Miinimum ded vorgelegten beftimmten Integrald aug=
oritft, wird

d d? a3
» N5y+1>6£+08d—${ + R dzys—i-zc.
Y& dz - dz d*z d’z A
x, —|—n8z-{—p8d—w+ qu—z,—[—rSd—z—s—ku.
Wendet man auf diefe Gleidyung die Entwidelung von

§. 500 an, o ergibt {fid) wie im §. 501: 1) daf filr alle
Puntte der Curve die unbeftimmte Gleidyung befteben mup

a3R

(N ey Zz—z T3 + 2C.> By
dz asr

—I-— < dqu = —|-2t> 3z

weldhe, wenn die %armtwncn 8y und 8z villig unabhingig
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190 XXXIX. Abfdynitt.

von einander find, in die beiden getremlteu Gleichungen zer=
falt

aPric g iR 0

dr ' dz? T dz® o

dp | d*q  dr

Ol B A Sk b

und 2) daf man ebenfo fitr die beiden Endpuntte der Curve
folgende beftimmte Gleidyungen haben muf: fiir den erften
SPuntt

~ d 2 &R dy,”
(Yt (- B

+<Pu _dqo er,—o— 2 > 8z + (‘Io + > 5 e

—r(ro—zr)ﬁdz"—{—zc

b =

und fitr den toeiten Punft

b Wb i dR,, dy,, |
<P..,'— Ev_—’_‘t') 8% 1+ (0«,,— W‘f‘m) 5 g

-+ (R——zt)ﬁdy“’—l—zr

Yo [ dz,,
i (,%_ dy,, +zc) 8z, |- Cq‘, i %—}—zc)& fa

| + (r,— 2c)5 —{—zc

Fitv diefe beiden Gleihungen gelten {tbrigend diefelben Be=
merfungen, mie im §. 501, in BVetveff der WVedingungen,
welche fitr die Endpunfte der Curve gegeben fein Fonnen.
Ebenfo wird man auf den vorliegenden Fall die Bemerfun=
aen de§ §. 504 iibertragen, ridfidtlid) der Mothwendigteit,
in dem Ausdruce von 3V die Variationen derjenigen Gri=
fen in Wetvadyt 3u iehen, weldye den Griangen entfprechen,
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falls diefe Grifen verdnderlid) find und in dem Ausdruce
der Function ¥V vorfommen.

€8 Fann feine Sdywierigfeit haben, diefe Entwidelung
auf folde Falle ausdzudebhnen, wo eine grofere Anzahl von
Functionen vorliegt, welde von der Wervdnderliden # ab=
hangig {ind.

§. 506. Mian fann Dhier wie im § 502 bemerfen,
daf die Gleidyungen

3
0—=N d3R

dP azQ
it ot R L
d3r

7 dp | 4
0~n~ﬁ+dz ™ z3+

wofitr man aucy {dyveiben fann

__drC >+d12( ) i i}',—’>+2r'
dV

() +m ” +
dz. dz dz’ dz dz3 Yo

' i R, rry . dy daz Y a3
indem man ', y”’, y'"’, 2. an die Stelle bo'—-, 5 ﬁz an;
’ ’ " dz d 7 d3%2
und z', 27, 2", w. an die Stelle bon an! i agsr 1 febt,
die nothmwendigen Vedingungen ausdriiden, damit die Func=

tion Vdz ein genaued Diffevential ift.

Sn dem Falle, wo diefe Junction nur die erfte Ord-
nung erveicht, reduciven fidy diefe Gleichungen auf

av dv d dVv
Vg w( ) 9 TR Ty E}

Man fc[)hest Dier sunddyft wie in dem angefithrten Paraz
graphen, dag die in FRede fehende Function, um ein genaues
Differential ju fein, die Form haben muf

(A4 By + Cz')dwe, 0. i. Adz - Bdy + Cds,
wo 4, B, C Functionen begeichnen, welde =, y, z enthal=
ten.  Diefe Junction gibt fodann
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d¥.__ dA ., dB av a
P g +dJ‘l+ 7~ S dz+dz Rewf i
dv v

o 0 intgs

und wenn man diefe Werthe in die Vedingungsgleidyungen
fubftituirt, fo Fommt

dA dB , gC. ’ dB ..»
iS5 405 W Cmicia SR ),
dA an™, ac", dC 1 g
O + Y g fow (E +7,fy - Z);
oder
A dBy dB dc
b dyf dw iy

dC\ ..+

o~ 4Ly
Da diefe Gleichungen nidt jur VWeftimmung von y und 2’
dienen Ednnen, day und z beliebige Functionen pon @ fein diir=

fen, fo erbdlt man darausd die drei verfchiedenen Gleichungen
Adis 88 sp ifi_d_c P T T
dy dz ’ dz dz dy '

itbereinftimmend mit §. 3b5.

§. 507. Wenn man jept annimmt twie im §. 503,
dag die Gringen @, nnd @, de8 vorgelegten beftimmten
Sntegrald fid) dndern Fonnen, fo muf man aud) die Abfifje
z pariiven [affen. Man evfennt leicht, dap die BVariationen

derjenigen Otdinaten, eldye diefer Abfciffe entfpredhen, als=
pann nidyt mehr 8y und 8z {ind, fondern Sy—‘% dx und

dz— %83:. Bolglidy oird die unbeftimmte Gleidyung, weldye
fitr alle Puntte ber Gurve beftehen muf,

(ol R 53 ¢
<N dr +d{r2 dz® s Tt )Cﬁy—~— >

+< Sy j;’3+zc><az_ﬁam) ;
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und wenn die Vaviationen 8z, 8y, 8z villig unabhingig
von einander find, fo Dat man toie oben die bLeiden Gleiz

dungen
dxQ B3R
D W RO L,

0_”—”+daz_2xz+ -

Rickfichtlich) der beftimmten Gleihungen wird man eben=
fo finden, daf man auf der redyten Seite derjenigen Glei=
dung, welde fich auf die erfte Gringe Legieht, das Glicd
— Vo Oz, [)ingugufiigen bat, o wie ftatt Oy, tnd 8z Fu

fegen dyo — -2 Bz-o umd dzy — z" 6x05 ftatt & dijjf’« und
511 fegm 8 d""’ , d '/" 5 0o unb b dz’ ‘“" 5 0%o 5 1. 1. f.

@al;egen auf ber red)ten Seite derjenigen @[etd)ung, welde
fidy auf die gweite Gringe begieht, Hat man dag Glied ¥, 5z,

[)inauaufi‘ngen und ftatt Sy und 8z, ju fegm Y ——-‘Q&‘ 0L,

(g o 0% ftatt d —y—°3 und 8 o Ju feben 3 y”’ —

¢ y" dzw uub 8 %1“—’ - Hg’ Sx,,,g . f. f.

§. 508. JIn den Aufgaben, mwelde fidh auf Flachen
begiehen, — 3. . bei der Auffuchung Ddevjenigen Vlddye,
weldye, bon einem gegebenen Umriffe begrianst, den Eleinften
mbglidhen Inbhalt befipt, — Hat man gioei unabhangige Ver=
dndetliche @ und y gu betvadyten, nebjt einer Junction z,
teldhe von diefen Vervdanderlihen abhingt. €& handelt fich
fobann darum, die BVedingungen ded Marimum oder Mini=
mum  eine8 doppelten beftimmten Jntegrald auszudriiden,
eldyes die Jorm befipt

T Yo
/ f vy,
Yo

RNavier, Diff. und Jutegralr. 11, BVaud. 13
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und in weldhem ¥ im allgemeinen die unabhingigen BVer=
anderlichen  und y nebft dev Function z und ibren diri=

g ; dz: it ddz - dds il dhe
' y — =, oaTE . Gt o3 : 1
virten Functionen &’ dy' did ' dody’ dp ac. enthalter

fann.

68 moge Dier nur der Fall betracdhtet terden, o bdie
Projection ded NUmriffes, welcher die gefuchte Flddhe begriingt,
auf der Gbene xy ein Redyted bildet, deffen Seiten’ vefp.
den Achfen der @ und y pavallel find. Die Gringen a,
und o bejeichnen die duperften Abfeiffen, und ebenfo die
Gringen ¥, und yo die duperften Ordinaten. Ferner follen
diefe Granzen gegebene und unverdnderlidhe Werthe hHaben,
fo daf der Umrif des in NRede ftehenden Fldd)entheild immer
i feiner Projection die Seiten jenes Rechtecs behilt, AI8=
dann ift e8 nidyt ndtbig, die Abfeiffen @ und y variiven
ju laffen.  Dic Variation ded borgelegten beftimmten JIn=
tegrald wird alfo

T Yo
/ dx / dy .57,
Ty Yo

und mwenn man fept

s Az dz d*z d*z dzz

fo erhdlt man al8 Ausdrud fiir die BVedingung. ded Mayi=
mum oder Minimwmn ded vorgelegten Integrald die Glei=
dung $

b /zm dw/y“dy [LSz-]— WELase
] Yo 1 dz dy
o« d2z d*z d?z
+b 2+ o de—y;+zc.].

§. 509. Wendet man bievauf die Regeln der BVaria-
tiongredhnung an, mwie im § 500, indem man in allen
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Gliedern, toeldye unter dem doppelten Integralzeidyen ent=
Dalten find, dad Jeiden & vor & fept, und fodann nad
der Jntegration durd) Theile verfabrt, fo laffen fidy diefe
Glieder auf folgende Weife ummwandeln.

dsz 4 o, dM i
1 f f dady M — f dy . Moz — f dady 8 524 Const

und fo[g[id)

}zb) dSZ Yo ym
dx dy M= dy(]l[ﬁz)(m )—{— dy(MSz)(m )
J T Yo Yo 9 Yo g
j:”‘w Yo
dx / dy 31, dz.
Zo.  J Yo .

Die Jeidjen (z,) und (w»), unten an die Klammern
gefept, follen audfagen, daf in den in diefen Klammern ent=
Daltenen GroBen fitv @ vefp. die Werthe z=a, und r=u=,,
gefept feien, d. h. daf diefe Grofen diejenigen Werthe be=
fiben, telche den Gringen der Fladye parallel mit der Ehene
yz entfpredyen.

Diefelbe Umformung gibt

mmd ddz f Zo Ty
di N — = dz(Nd dz(Ndz)
/;o (f/ Yo § Zo # Z)(yo)—!—ﬁo o N (Yer)

Die Jeidhen (yo) und (yo) bedeuten, daf die in den
Klammern enthaltenen Grofen diejenigen Werthe angenom=
men bhaben, teldje den Grangen der Flade parallel mit der
Cbhene 2z jugehivren.

2) fjdxdjp-__ﬁ Py % fdy«— 5
-|—fﬁvdy 8z -+ Const,
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196 XXXIX. Abfdynitt.

1/4)
f dw / dyp 8% —
Yo
Yo
—/ d<P8 w dJ< bz)
Yo (‘ro)
J() yo)
dz PS g — dl/ —8
Y
(e < (@)
Yo
b s de":
Yo o

'3)fﬁd(ldsz—ﬁ Q i3 —[dd ‘—1—0—‘—1——}—(‘01151
s Y ﬁ‘“’m+fﬁ iy o 8% - Const;

und fo[ghd)

/ dx [J ynzll/() Z:d;
_/ e <0d8z>(y)+ i d;/( 52-) 23
b [ dw (o dSZ} /y :mdz/< -78z>
- f da / dy d‘”;;

Aber man hat
ddz dQ
ﬁxO 1 = 008z ——ﬁw 7z 9% + Const,
und dadurd) vermwandelt fid) der vorftehende Ausdrud in

woraus
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Yo
+ f dy (j;? Sz)
Yo % (o)

Bariationdrednung. 197
&Z,
o o© dzsz
(/) d
(Yo)
L o405
(055 (0890 ﬁ oz\u :

dQ
A d y < bz> +f d.z:f
Yo .y zluy

Das folgende Glied, tweldhes R enthilt, erfdbrt diefelbe
Umwandlung wie da8 mit P behaftete Glied; man hat alfo
in 2) nur ndthig 2 und y zu tertaufden.

Seht man diefe Werthe in die Gleichung, toeldye die
Bedingung deg Magimum oder Minimum davjtellt, {o wird

diefelbe
(002) i (008) oy (0B2) +(08z)(% vil
Yor
'—f dy <M——d—P—Q—|—2c>8z—}—(P-—zr)8 ——a.
Yo Az,
Yer 3 dP dQ S dz b
+f dy <M —— —— . ) dz4-(P—2c.)d .
Yo 44 dz_dy ) dz ‘J(f%)
Tor 1 4= : ‘ e
g f o] (¥ — G5+ ) Sk (B—ae)s oo,
‘7"0 y i ("Io)
'z'ﬁ)
+f dz F( —gg—ﬁ+zc>8z—|—(1{-—w )55 +.C
—(Yo)
oo Y AM_ AN | BP0 | R
+/ dﬁ[/ d"l(L’ '@m{"cl—a:‘f df}h, aE )M
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198 XXXIX. Abfdnitt.

Diefe Gleihung muf fitr alle Werthe GitltigPeit haben,
welde man den Wariationen der Ordinaten der Puntte,
die im Junern oder auf den Gringen der Flidye liegen,
evtheilen mag.

§. 510. Man bat alfo erftend die unbeftimmte Gleiz
dung

(IN d:p azQ
0=L—§ dr ~ + it dzdy+ dy‘ o 3,
der fitr alle ?lBert[)e ber Coordinaten , tweldye wifden den
Grdngen liegen, Geniige gefcheben muf.
§. 511, Man hat ferner ju fepen

0003 ) PP, 5y (O gy TP 5

und wenn alfo die BVariationen 8z der Ordinaten in den
vier Edpunften ded NRechtecd , reldyed die Projection der
Slade darftellt, willfiielich find, fo muf fiiv die Werthe
der Goordinaten, welde diefen Punften angehdren, O den
Werth Jtull Haben.

Sodann hat man die Gleidyuny

£ P do dz

0= (M—E—— +zr)8z+(1’— 2w0.)d 41,
die fitr alle Werthe der Coordinaten beftehen muf, weldye
Punften auf denjenigen Gringen der Fliche angehiren, die
mit yz pavallel {ind; und endlidy die Gleidyung

0—_~< —%}—-ﬂi—ﬁ—zt)&z-{—(n—zc)B 2.,
die fiiv alle Werthe beftehen muf, welde Spunften auf den=
jenigen Grdngen angebbtcn die mit 2z pavallel find. Wenn

dz
l dy'
firelidy fin®, fo Dat man jedes Glicd diefer Gleidhungen fiir
fich gleidy Jull su fepen.

die Bariationen dz, 8 . an diefen Grangen will=
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Relative Marima und Minima.

§. 512. In dem Wisherigen wourde frillfchiveigend die
QBoraudfepung gemadyt, daf Feine im Boraud gegebenen
WBeziehungen unter denjenigen Grofen ftattfinden follten,
weldye in den Ausdrud der Function ¥V eingehen. Indeffen
liefert die atur Dder hier in FRede ftehenden Aufgaben in
der Jegel getviffe Vedingungen, auf welde Ritdficht ge-
nommen terden muf, wabrend ju gleicher Jeit der Be=
dingung ded8 Marimum oder Minimum Dded vorgelegten
Jntegrald Genitge geleiftet wird. Der Cinfluf folder Be-
dingungen dufert ficd) davin, dag fie die Wahl der Werthe
befdyranfen, weldhe den mit & begeichneten Variationen bei=
gelegt toerden Fonnen.

Wenn 3. B. der Werth ded vorgelegten beftimmten JIn=
tegral8 von der Geftalt einer Gurve abbingig ift, fo fann
8 gefdhehen, daf die Endpunfte diefer Curve der Bediu=
gung unterworfen {ind, in jwei gegebenen Linien enthalten
ju fein, deren Gleidungen find y=q(z) und y=1v9(z).
Die BVariationen dx, und dy, der Crordinaten ded erften
Spunftd, fo mwie die BVariationen dx, und dy,, der Coordi=
naten de8 lepten Punftsd, miiffen alddann in den entjpre=
dyenden BVerbhdltniffen gu einander fteben, fo daf fie vefp.
diefen Gleichungen Geniige leiften.  Mian muf aljo in die-
jem Falle haben

d. ¢z (/A
o = -0 P(zo)

0) 8@0 ’ Sym _= —dr- 8‘1‘0,,

weldye beiden Gi[nd)ungm gleidyzeitig mit den Beftimmten
Gleidhungen befteben miiffen, die man durd) die Entwidlun=
gen der §§. 501 und 503 gefunden Dat.

Wenn ferner die Ridhtung der Tangente in den End=
punften der gefudyten Gurve gleidhfalld mit der Ridytung
per Tangente derjenigen Curven iibereinftimmen foll, deven
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200 XXXIX. Abjdynitt.

Gleichungen find y=g¢(2z) und y= q)(w), fo Dat man
nody die Gleidhungen
dy d2.¢(x,) dy,, 2p(z,)

e o 0 0y e EHE
u. {. f. fite die fibvigen Diffeventialverhiltniffe. Mit Hiilfe
diefer Wedingungsdgleidhungen fann man einen Theil der
LVariationen, weldpe fidy in den Wedingungsgleidhungen
vorfinden, eliminiren; nad) diefer Elimination werden die
iibrig Dleibenden Varviationen vollfommen willfiivlide Gri-=
Ben fein, und man wicd mithin den Coefficienten einer je=
den eingeln gleidy Ntull fepen.

§. 513. €8 Fann indeffen audy Bedingungsgleichungen
geben, die fitv alle Werthe der Wevdnderlichen Gitltigteit
bebalten follen, mwelche innerbhald der Grangen ded vorge=
legten beftimmten Jntegrald enthalten find. Sudyt man
§. B. die Fiirzefte Linie, weldye auf einev gegebenen Fldcde
wifchen el in ihr angenommenen Punften gejogen mwer=
den Fann, fo muf augenfdeinlidy, wenn man die Gleidhung
der Pldache mit F(z,y,z) =0 begeidynet, die Ordinate der
gefuchten Linie immer diefer Gleidhung Geniige leiffen. In
einem foldyen Falle twerden alfo die BVariationen der Grifen,
welche in der Function V enthalten {ind, durd) die Vedin=
gung befdyrdnft, daf die Werthe bdiefer Grifen ftets die
geqebene Gleidyung erfiillen miiffeny und mithin muf diefe
Gleihung aucy nody beftehen, wenn man in ihr, ftatt diefer
Grofen, die um die Variationen vermehrten Werthe dev=
felben an die Stelle fept. Man Fann demgemd§ die ge=
gebene Gleichung in Bezug auf die in Rede ftehenden Gri-
fien Differentiiven, indem man bdie Differentiale mit & be=
seichnet. €8 fei nun allgemein

d L=0
eine Wedingunysdgleichung, in welder L ivgend eine Function
von den unabbangigen Vevinderlichen, den abhiangigen Ber=
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Bariationsvednung. 201

dnderlichen und den derivirten Functionen dev lepteren be=
deutet, fo bilde man die Gleidung

Ol =20,
o & eine Differentiation angeigt, welde in BVegug auf
alle diefe verdnderlidhen Grifen ausgefithrt wird. Diefe
Gleidyung ‘Fann man fodann jur Elimination einer dev
LVariationen anwenden, weldye in der unbeftimmten Glei=
dhung vorfommen, die durd) dag Nullfepen desjenigen Glie=
ded entjtanden ift, weldes in der allgemeinen Gleichung,
die die Wedingung des Marimum vder Wiinimum ausdritdt,
unter dem Jntegralzeichen ftebt.

Ebenfo wird man verfabren, wenn melhreve ber vorigen
analoge (@Ield)ungen

=9, e 3¢
gegeben {ind. s.man bildet gleichfalls die Gleichungen
oM 2=, ON. =0, W
weldye: man mit der genannten unbeftimmten Gleidyung
verbindet, wm fo viel Variationen mwie miglidy ju eliminiven.
Die Coefficienten dev itbrig bleibenden Bariationen werden
fodann eingeln gleich Jtull gefept.

§. 514. Jn anderen Aufgaben titd dad gefudyte
Marimum  oder Minimum an die VWedingung  gebunden,
daf gleidyzeitig ein qegebenes beftimmtes Jntegral einen
beftimmten Werth beibehalten foll.  Diefe Fille find es
vorgugsoeife, toelde man mit tem Namen der relativen
Marima und Minima begeicdhnet. = E8 gehiort Hierher 3. B.
die Auffuchung derjenigen Gurve, welde, bei gegebenem
lmfang, einen fo grofen oder fo fleinen Inhalt wie mig=
lid) einfchliefit. Mian bat ein JIntegral ivie

zl’l)
Vd.x
U :
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202 XXXIX. Abfdnitt,

s einem Maximum oder Minimum ju madyen,  wilhrend
sugleidy die Gleidyung bejtehen foll

T
f Udxr = Const,
oy,
d*y

’ : : ; dy
wo U gleid) wie V eine Function von z, y, dz! g 12

bedeutet. Die QSebmgungm der Aufgabe liefern die beiden
Gleichungen

T ¢ z,
8/ Vdr = 0, f Udr = 0,
Ty Ty

Der Ausdrud diefer BVedingungen twird aber nidht gedndert,
wenn man tie jweite Gleidyung su der erften abddirt, nad=
dem man fie mit einer willfiirlichen Conftante @ multiplicivt
bat. Man Fann alfo {dyreiben

4. L a3
sf Vs J-ab / Udr=0, oder y (Vb-al)do=0.
Ty Ty Ty

Diefe lepte Gleihung hat man nun nady den fritheren
Regeln ebenfo zu behandeln, al@ ob man die Function

’1'“ A
/ (V+al) dz
Ty

gu einem abjolnten Warimum oder Minimum madyen will.
Offenbar muf ndmlid) diejenige Relation jwifdyen y und o,
weldpe diefe Junction gu einem abfoluten Mayimum oder
Minimum madyt, aud) der Forderung Geniige leiften, daf

Z, % . il -
L ® Vdz ein Marimum oder Minimum werde fitr alle
0

“ T g 5
Hille, o L “Udz einen gegebenen Werth annimmt. Denn
0

wdre died nidyt der Fall, fo wiicde e8 fiir die Summe der
beiden Functionen Werthe geben, weldye grofer oder Fleiner
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wdren alg die durd) das abfolute Warimum oder Minimum
gegebenen Werthe; wad unmdglid) ift. Die Conftante a it

fo su beftimmen, daf da8 Jntegral f:‘" Udz den Wertl
0
annimmt, weldyen manin jedem befondeven Falle feftgeftellt hat.

Beifpiele jur BVariationsdrechnung.
§. 515. @8 rwerde guerjt gefordert, die Fitvzefte Linie
ju beftimmen , toeldhe jwifdyen 3ei gegebenen Curven im
Raume gegogen werden fann.  Vezeidhnet man die Coordi=
naten der gefudyten Linie mit #, y, z, fo hat man bdie

Function
o Y1)+ ()

wo die Grangen @, und @» verdnderlidy find, su einem
Minimum ju maden.  Nady §. 507 erhdlt man hier ju=
ndadyft die beiden unbeftimmten Gleidyungen

“ayrel
AT I

aud denen folgt
dy

Vit >+()
l/l+(,,,> + ()
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204 XXXIX. Abfdnitt.
WMian {dliet hievaus, dag die Differentialverhaltnifje % und

Z—: conftante LWerthe haben miiffen, welde Eigenfdyaft nuc

die gerade Linie befipt, Sept man alfo

dy dz
5 Basins Gy TR

fo bat man
y=bxr +m, z=cr-+n
als Gleidungen der gefudyten Linie; worin b, ¢, m, n
willfitrliche Conftanten {ind.
Was Ddie WVedingungen betrifft, mwelde fich auf die
Gringen de8 Jntegrald begiehen, fo erhdlt man fiir den
evjtfen Punft der gefuchten Linie die bef‘rimmte Gleidyung

0 — V 1 _|_ (dyo <dz0
# djo <8 : 8:1:0) —|— dz,, <8z.o o 8w0>
ROECT

welde fid) vereinfacht in
0= 820+ o by, 4 220 5,!

AL

iy

Sn diefer Gleichung bebeuteu dxy, Eyo, 0z, vefp. die Pro=
jectionen der Ortsverdnderung, weldye man dem erften Punkte
der Zinie ertheilt hat, auf die Adhfen der 2, der y und der
z. Nady der BVorausfepung muf aber diefer Punft fidy be=
ftindig auf der erften von den beiden Gurven befinden, jwi-
fhen Denen die Linie des Fiivjeften Abftanded gejogen twer=
den foll. Bolglid) Fonnen die Variationen dz,, dy,, 8z4 an=
gefeben werden  mwie die Projectionen de8 Elements diefer
Gurve, weldyed dem in Rede ftehenden evjten SPuntte anliegt,
auf die trei Adyjen. Daraus evgibt fich, daf die vorjte
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Dende Gleidhung die Wedingung audfpridt, daf die Linie
oed Fitvgeften Abftanded mit Ddiefem Elemente einen vechten
Winkel einfchliefen mufp.

Gine dbnlide Gleidung erhdalt man filv den andern
Gndpuntt der gefudyten Linie. Die Fitvgefte Linie ift alfo
eine gerade Linie, welde rvedytwinflig auf den beiden Curven
{teht, zwifchen demen fie gesogen ift.

Mian gelangt gu einem dhnlichen Refultate, wenn man
die Linie ded Fitrzeften Abffanded jwifden ztvei gegebenen
frummen Fladen fudt. Die Variationen dz,, dy,, 8z, der
vorigen Gleihung miiffen al8dann angefehen werden mwie
die-Projectionen irgend eined Linten-Clements, weld)ed man
auf der frummen Flade von dem erften Punfe tev gefud)=
ten Linie audgehend angenommen bat, auf die drei Adyfen.
Diefe Gleidyung dritcft alfo aus, daf die Linie ded Fitvgeften
Abjtandes rvedhtwinflig auf der Fladye ftehen muf.

Gbenfo witrde e8 nody fein, mwenn die Linie ded Fiir=
seften Abftandes jwifden einer Curve und einer Frummen
Bladye dargeftellt twerden follte.  Sie muf immer beide
unter vechten Winfeln treffen.

§. 516. €8 mwerde gefordert, die Fiirzefte Linie auf
einer gegebenen Flidye gu ziehen. Dad JIntegral, mweldyes
ein Minimum werden {oll, ift wie vorbhin

frraeir G ()

und wenn man zur AbFitvsung

V(e ()=

fet, fo Dat man nady §. 507 zundadyjt die unbeftimmte
@Ieid)ung

1 ay dy I dz dz
de)(s e >+dz<wm><8z_d56“’>°

http://rcin.org.pl




206 XXXIX. Abfdynitt.

Die Variationen dz, dy, dz find hier der VWedingung un=
terwotfen, daf fie der Gleihung der gegebenen Flide Ge-
niige leiffen miiffen. Bezeidynet man alfo diefe Gleichung
mit

z = F(z, y),
fo Dat man fiix die Werthe der Wariationen die Vedin=
gungsgleidyung

dF dF
b 2 dw 4 % d
Subftituivt man nun diefen Werth von 8z in die vorige

Gleidyung, und fept davauf die Goefficienten vbon dy und
dz, me[d)e unbeftimmt bleiben, eingeln gleich Null, fo Fommt

1 dy dF d (1dz
(de>+du dz<

s i+ L)

" dz"dz\ Vdz (E“ZE ‘dz \ Vdz )

Da die gefudhte Linie auf der Jldce liegen foll, deren
Gleiyung ift z = F(&, y), fo miiffen die Clemente dz, dy,
dz der Coordinaten der eingelnen Punfte diefer Linie gleid)=
falls diefer Gleidyung Geniige leiften, fo daf man bHat

dz _ dF | dF dy

de~ dz | dy dr’
Subitituivt man diefen Werth in die jiveite der beiden vo-=
rigen Gleidyungen, fo tird diefelbe identifch mit der exften,
wie e8 aud) fein muf.

Diefe erfte Gleidyung ftellt die Natur der Linie des
Fiivjeften Abjtandes feft, mwelde Gegenftand der Aufgabe
ift; fie dritft ndmlidy eine geometrifdye Gigenfdhaft derfelben
aud, relde davin befteht, daf ihre Kritmmungsebene be=
ftndig rechtroinflig auf derjenigen Jliche fteht, auf weldyer
die Linie gesogen ift. Um died zu berweifen, Hat man nad)
§- 232 als Gleichung der Kritmmungsebente der gefudhten Linie
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dz d*y dy d*z dzz
(?1; dv? . dz (1.1‘) L dr’
= dly
dx?

und nady §. 217 al8 Gleidhung der berithrenden CEbhene
der Jladye, deven Gleihung z = F(z, y) ift,

e= oty 1K,

wo C und K Conjtanten bebeuten. Die Vedingung, dap
diefe beiden Ebenen rvedytivinflig auf einander ftehen follen,
wird nad) §. 215 ausgedriidt durd)

aF Cds @y dy dz) | dF i
dr \ dr dz* ~ dz di?) ' dy dz?

+ C,

oter twenn man g mit itlfe der Gleidyung

di __ dF | dF dy

dz~ dz ' dy dz
eliminirt,
(dz. dF dy> C_d_z_ﬂ_ﬂd%)_,_dl" d’z+d’y_0
dz ~ dy dr dr dr*  dz dz? dy dz? ' dz?
oder aud)

dry g (d_z tdy  dy di dz

drz dz* " dr dr dz* ]
td%  dy dzodiy |
i ( Sy 5
weldyes Stefultat identifd) 1& mit dev Gleichung
(l dy d ,IA gi iR
dy dz \ Vs /). '

wie ficdh leidyt nadymetfm [aBt, fobald man nur in diefer
Tepten Gleichung die angegeigten Differentiationen ausfithrt.
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Die Vedingungen in VBezug auf die Grangen evgeben
fich toie im § 515, wenn man guerft den erften Punft der
Gurve betradytet, aus der beftimmten Gleicdhung

0 = 8y + 20 by, T 3

Wenn Ddiefer erfte Punkt feiner Bage nad) in der Fldadye
gegeben ift, fo gefdyieht diefer Gleidhung von felbft Geniige,
weil man dann hat dxo=0, ¥y, =0, 82,=0. Wenn
dagegen die Linie ded Fitvgefen Abftandes von einer in dex
Blade gegebenen Curve audgeben foll, fo bedeuten die Gro=
fien 8z, Oyo, 8z, die Projectionen ded Elements bdiefer
Gurve auf die Adyfen der 2, der y und der z35 und folglid
lehrt die vorftehende Gleichung, daf die Linie des Fitrjeften
Abftandesd vechtwinflig auf diefem Glemente ftehen muf.

Gin dbnlices Refultat erhdlt man fiix den andern
Gndpunft. Mithin muf die Fiirzefte Linie die beiden Curven,
gwifdyen denen fie gegogen terden foll, unter rechten Win=
Feln {dyneiden.

§. 517. Die Auffudyung Dderjenigen Fliche, deven In=
balt ein Minimum fein foll, ift eine der vorigen dhnlidye
Aufgabe. €8 werde angenommen, daf diefe Flade durdy
einen Wmrif Degrdngt fein foll, deflen Projection auf bdie
Gbene ay gegeben ift. Das Jntegral, weldhed ein Mini=
mum foerden foll, wird fodann

‘z@ yb) d 2 d 2
d dy . i) _‘>
\/'7’0 wv/_'lo 4 V(dx + _dy +1’

und man Dat bievauf die BVetradytungen dev §§. 508 2. anju=
wenden. Man exhalt nad) §.510 die nnbeftimmte Gﬂeit{)ung
dz

o ””(VQ‘,: D
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. *
oder fwenn man die angeseigten DVifferentiationen ausfiihrt

dz d?z (lz, dz d%z 2 d?z
—|@ s EsamH G+ %
Diefe partielle Differentialpleihung dev jiveiten Ordnung
gehort der gefudhten Flache an. Die willfitrliden Sunctio=
nen, telde in ibr IJntegral eingeben, miiffen fo beftimmt
werden, daf die Flddye durch den gegebenen Umrif hindurd)=
gebt. Wenn Ddiefer Umrif feftgeftellt ift, fo find die beftimms=
ten Gleiyungen, weldhe fidh auf die Granzen des JIntegrals
begiehen, von felbft erfiillt, und geben zu Feiner befonderen
Bedingung Anlaf.

Ueber die Bedeutung diefer Gleichung febe man §. 579.

§. 518. Mian betrachte nod) den einfachften FJall der
fogenannten ifopevmetrifdyen Aufgaben, deven Gegenftand
davin befteht , die Geftalt der Gurve beftimmen, twelcye
bei gegebenem Wmfange den grioften moaliden Inhalt ein=
fdyliept. ©8 foll der Werth ded Deftimmten JIntegrals

T
y dz
Ty

ein Marimum werden, wdabhrend dad JIntegral

chgdel el )

einen beflimmten Werth beibehalt. Diefe Aufgabe wird nady
§. 514 aufgeldft, indem man die Vedingungen des abfo[uten
Marimum der Function

Sl V(@]

auffudyt, wo @ eine unbeftimmte Conftante bedeutet. Die

Gringen @ und @ mogen al8 unverdnderlid) borausgefepst

toerden.  Miit Anrendung der Vetrachtungen der §§. 499 2.

erhdlt man fiie die unbeftimmte Gleidyung des §. 501
Navier, Diff.z und Jutegrale. 1. Vand. 14
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dy
d dr

]/1+<>

woraud man durdy einmalige Jntegration evhalt
fiy

:r——(x-—a——: A=t VAR i e Al i A

‘/ {lyé <d'/> Va—(@—ap

wo « eine willfinlige Gonftante bedeutet. Jntegrivt man
gum ztoeiten Viale, fo Fommt
y—p=—Va'—(@~0)?, oder (&~ o)+ (y—p)*=0a’,
wo B Ddie gweite willFiirliche Conftante ift. Mithin [Bft im
allgemeinen der Kreid die vorgelegte Aufgabe. Die Lage
ded Mittelpunftd und der Halbmeffer Fonnen fo beftimmt
toerden, daf die Peripherie durd) gwei gegebene Puntte geht
und der jwifchen diefen Punften enthaltene Bogen eine
bejflimmte Lange erhalt.

§. 519. €8 mige endlid) nod) die Aufgabe der Bra=
diftodyrone oder der Curve des fdhnellften Falld behandelt
werden. Nan nehme an, die Anfangsgefdhwindigleit des der
Cinirfung der Sdywere unterrorfenen Korpers fei ull,
und diefer Korper folle in der geringften miglicden Jeit bon
irgend ecinem Punfte einer gegebenen Gurve bid gu irgend
einem Puntte einer andern gleid)falis gegebenen Curve ge=
langen. Wird die Adfe der 2 vertifal angenommen, fo
ift die Junction, welde ein Minimum merben foll,

e Y RO

22—,

0=% l»~a

wo @, und =z, die Abfeiffen der beiden Endpunfte der be=
fdhriebenen Gurve bedeuten. Tiefe Abfciffen {ind verdnder=
lich, und mithin muf man bier nady Vorfdyrift des §. 507

http://rcin.org.pl



Bariationsredynung. 211

perfahren. Ferner muf man beacdhten, daf die Grdfe 2,
in der Function vorfommt, welde fid) unter dem JIntegral=
geichen Defindet.

Die BVergleidyung mit den Fovmeln ded §. 507 gibt

V@

._zo
dy

@
T G

Die unbeftimmten Gleidungen, weldye fiiv alle Punfte dev
Gurve gelten miiffen, erden fodann

apP dp

I

—=0

e 0., = 03
und darvaus folgt
dy
=B,
v (B
=C,.

S, W d 2 dz \ 2
Vx—on1+<a'y; %)
wo B und € CGonftanten Dedeuten.  Diefe Gleidyungen
geben unmittelbar
dz £
dy~ B

14*
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woraud fid) fofort exfennen [dft, daf die Projection dev ge=
fuchten Gurve auf die Dovigontale Gbene yz eine gevade
Linie ift, oder mit andern Worten, daf diefe Curve in einer
Bertifalebene enthalten ift.

Nm teiter die Matur der in Jede fiehenden Curve ausd=
gumitteln, Fann man die Annahme machen, daf die vertifale
Ebene @y mit derjenigen Curve sufammenfalle, mweldye die
Gurve in fid) enthdalt. Die Diffeventialyleihung derfelben
veveinfadht fich fodann in

dy
woraud folgt
ity e 0
iz 1 sl
B (Z—2,)

und diefe Gleichung gehirt einer Cycloide an, deren Bafis
eine- horizontale Linie iff, weldye durd) den Ausgangdpuntt
ted fallenden Korpers gelegt wird. Der SDurd)meﬂ'er Ded

evzeugenden Kreifed wird durd) die (Sonﬁante 5 dargeftellt,

MWian erfennt gugleich, dap dad erfte Element der Curbe ded
fdymelljten Falld immer vertifal ijt.

Rirdfichtlich der Vedinguingen, mweldye fid) auf die Grin-=
gen Ded beflimmten Jntegral begiehen, erhdlt man die be=
ftimmte Gleichung

= Vo SxO—P(,(SyU - °8x0>—-p0<8zo—dﬂ8x >-

- ¥, 52, I Po (sym dy, 8.1:.,,) g < PR axo,>

T
-+ 8z, udz
Zo

http://rcin.org.pl



0=

Bariationsrednung, 213

wo nad) §. 504 ijt

VL+(”)-+(§)f

g Az — zg)?

Lo

Man findet den Werth ded Sntegra[@vf pdxz, indem man

Ty

bemerft, daf dasd bollfh’inbige Diffeverential der Function V ift

o ()£

Nun Dat ficdh oben gegeigt, daf die Functionen P und p
filr die gange Ausdehnung der Gurve conftant fein miiffen.
Man Eaim defhalb Po und p,, an die Stelle von P und p
fepen, und mithin fdyreiben

&Y = — pdz - Pod >_|_ md( >
woraud man dutd) Sutegratwn erhlt

Ty
o o d1/,,, d./() dz’w dZ.0>
/; pdz= Vo =V +Po)< s + vl )

0
@ubftituirt man diefen Werth in die wbige beftimmte
Gleidhung, und bemetft tag P, = P, und po = po ift,
fo fommt

—V, 0z, - P, CSyO .. LS 81'0> — Po (850 il gzl

.V, dzs + Pu <8yw /"Sw > + p., <8zm

ober twenn man fitr V,,, P, und po ihre LWerthe febt,

d 0 1
e — o e

—|— 8.2, + '!’/"81,0 -d%’ %
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214 XL. Abfdynitt.

Da die Variationen der Coordinaten dev beiden End=
punfte dev Gurpe vefp. von einander unabbhingig find, {o
geclegt fid)y diefe Gleihung in die beiben folgenden

0 = 8z, 1+ = 5y, -+ Zo 5z,
0= bz, + T2 by, -}—dz“’ﬁz.

und diefe Gleidyungen haben augenidyeinlich die %ebeutlmq,
daf Das lepte Glement der gefuchten Gurve gugleid) auf
den beiden Tangenten recdhtwinflig fiehen muf, welde man
in den beiden Punften, die den Anfang und dag Ende der
Babn des fallenden Korpers beseidhynen, an die beiden gege=
benen Gurven legen Fann. G8 miiffen alfo, mwenn Ddiefe
beiden  gegebenen Gurven in einerlei Bertifalebene liegen,
ibre in den Gndpunften der Vradyiffocdhrone confiruivten
Zangenten mit einander parvallel fein.

Die gefuchte Curve ift aljo ein Theil einer Ehcloide,
deren WVafig Horijontal und deren Anfang8punft in dem
Audgangdpuntte tes fallenden Korpers liegt. Sie fdyneidet
die Gurpe, in mweldyer der Korper anfommt, unter rechtem
Winfel; und der Anfangspunft Hat in der Gurve, von
toelcher der Kirper audgeht, eine foldye Lage, daf die Tan=
gente, weldye man im Anfang8punfte an diefe Curve legen
fann, reditwinflig fteht auf der Tangente am unteren Ende
des cycloidalifhen Bogens.

. XL. Differengenredynung.

§. 520. Die erfte und wefentlichfte Cigentliimlicteit
der Diffevential= und Sutegralrechnung, durd) weldye fich diefe
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Jtechnung von der gewdbnlichen Avithmetif vder dev Algebra
unterfdyeidet, beftebt davin, daf man dort die Grdfen wie
perdnderlid)y anfieht und in einem JInbegriffe die unendlidye
Heihefolge der Werthe ind Auge faft, welden denfelben
beigelegt toevden fnmnen; wabhrend in der Algebra die Gri-
fen immer nur fo Dbetvadytet twerden, daf fie Deftimmte,
entroeder beFannte oder unbefannte Werthe befien miiffen.
Mian denft fidy die auf einander folgenden Werthe Oder
Grofen in einem continuivlidyen Bujammenbanges oder
durd) Sntervalle von einander getrennt, welde unendlid
Elein find d. D. Fleiner al8 jede angebbare Grife; und der
Hauptywed der Redynung beftebt in dev Auffuchung der BVer-
haltniffe gwifdyen den gleichzeitigen Wenderungen der unab-
Dangigen Verdnderlichen und der davon abhingigen Junc=
tionen, weldye Verhdltniffe fodann ju der Entftehung von
neuen Functionen fithren, teren BVetvadytung in den phyjfifa=
lifhen und tedinifdyen Anwendungen der VMkathematif noth-
wendig toitd. Wenn man nun aber annimmt, daff die Gri=
fien, weldye man betradytet, joar gleicdhfalld nod) al8 verdn=
derlich angefeben werden follen, aber in Jntervallen fortfdyrei=
ten, weldye eine beftimmte und endlidye Grife befigen, fo hat
man damit den Gegenftand der Differenzenvrednung,
die fibrigend gleidywie die Diffeventialvedynung die BVegichun=
gen aufjufuchen hat, weldye unter den gleichseitigen Aende=
rungen der unabbdngigen BVerdnderlidhen und der davon
abhangigen Functionen ftattfinden.

§. 521. Die Differengenvechnung ftitgt ficdy auf eine
Begeidhnungsioeife, die hiev jundcd)ft angegeigt werden muf,
€8 fei » irgend eine Junction von einer oder von mehreven
unabhdangigen Vevdanderliden =, y, z, w. Der Vau der
Bunction. » ift gegeben, und e8 wird angenommen, daf die
unablhdangigen BVerdnderlidyen der Reihe nady die beffimmten
Werthe 2o, Yo, 2oy 2.5 Z1, Y, 21, W5 T, Yo, %, W5
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216 XL. Abfdhnitt,

@y, Ys, &3, W und fo fort, evbalten. Dad Gefep Ddiefer
Werthanderungen muf gegeben feiny am gewdhnlidyften
febt man feft, dap die Werdnderlidien um conftante Diffeven=
gen gunebmen, und guweilen um Jntervalle, weldye gleid
dev Einbeit find. I Jolge diefer Aenderungen mwird die
Function w gleichfalld eine Reibe von beftimmten LWerthen
annebmen, die man begeichnen Fann mit

R L, Sl e i e
und man {dyeibt wie im VI Abfdynitte
4855 04 | |
u, Ly, — uy = Au, ’
iy \uy, — uy = Au, [Au, — Au, = A,
{ |
U Uy — %y = Duy . | Dty -— Duy, — A%, |2,
u, Ltk s s — Aug  [Duy — Auy =— A, |
| y !
TR SR el N = A
1 ....................... l
T PR SR O S RN PoBet e i I S N Tt !
Un T ANEE TR~ VRGO RN e e 1
; i 3 Avin — Aty — 1 = DU, — :f

Dag Jeichen A bedeutet hier die Differens 5m1fdwn dem
augenb[lrfhd;cn Werthe derjenigen Grife, mweldhe mit diefemn
Qeidjen behaftet ift, und demjenigen Werthe, welchen diefe
Grofe in Folge einer endlichen Aenderung annimmt, die
man den unabhingigen BVevdnderliden ertheilt bat. Man
nennt Aw, die Differeny der Junction w,. Ferner be=
seichnet man mit Adw, oder A%, die Differeni von- Au,,
oder Die gmweite Diffeveny der Function wu,. Ebenfo
beseichnet man mit AA2w, oder Asw, di¢ Differeny von A2,
oder die Drifte Diffeveng dev Function o ; und fo weiter.
Swifdyen den auf einander folgenden Werthen einer Function
und ibren Diffevenzen von den verjchiedenen Ordnungen laffen
fih Beziehungen nadyiveifen, weldye vun der Wefchaffenbyeit
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diefer Junction und dem Gefepe ihrer Wenderung vilig
unabbhdangig find.
§. 522, Bunddit erhdalt man durdh einfade Subiti=
tutionen, "wie {dhon im X. Ab{dhnitte gezeigt mwurde,
U, =y + Ay
Uy == Uy - 28wy 4 A%,
uy = uy - 38u, + 3A%, 4 Adu,
uy = u, -+ 48u, + 64%, - 4834, - Atu,

n(n n(n

Un==tty~nluy—— 12 3 A‘ ot . . +A%,,
weldye Formel man abgefi'lrgt fchreiben Fann

up = (1 + Au,)*,

indem man beadyten muf, daf nady der Entwidelung der
angegeigten Poteny {iberall (Auo)” in A'wp ju vermwandeln
ift; oder aud

Uy == (1 4 A)"u,,
wo nady der Entwidelung nidtd mehr ju dndern fein wird.

§. 523. Man findet gleidyfalls durd) allmilige Sub-
ftitutionen

D Uy ==,
Auy = uy — 2u, + u,
Aduy = uy — 3u, + 3uy —  u,

Atuy = uy — dus - Guy — duy 4 u,

nn—1) ((z—l)(n 2)

Aun—u,.—nu,._l+ T3 T T e=sti ot
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218 XL. Abfdnitt.

Diefe Formel Fann man {dyreiben
Ny = (u — 1),

two man nady der Entwidelung w" in %, ju vermwandeln hat.
Sie Fann dagu gebraud)t werden, um unmittelbar, die Diffe=
rengen beliebiger Ordnung von einer gegebenen Function
gu finden, ndmlidy mit Hiilfe einer gewiffen Anzabl auf
einander folgender Werthe diefer Function. Die Anzahl der
Werthe, tweldye man Fennen muf, ift gleid) der Ordnung
der gefudyten Diffeven;. :

§. 524. Mit dem DBud)ftaben X begeichnet man die
Mimfehrung derjenigen Operation, weldye durd) den Bud)=
ftaben A angegeigt wird. Alfo flellt Zw, die Grife dar,
deren Differen w, ift. Dian erhilt demnady, twenn man
die vorige Tafel (§.521) nad) der linfen Seite hin fortfept,

205, gm, — X%, = Zu, [
(qu, — X%, = Ju, [Zuy — Zuy = U,
]Zzus — X2y, — Du, Zuy — Zuy, = u,
EE%; — X2y = Zug :

.......................

BN ¥ D e e e T re B

Zun—}«l — Dy == |3
und darvaud mwird g

Zu, = Zuy + u,

Zuy, = Zuy + uy + u,

Zug = Zuy + uy + u, + u,

Zuy, = Zuy + Uy + u, +u, 4 uy

Zun = Zuy + vy + u, —+ Uy, 4wy —+ un 1.
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PMian exfennt Hievausd, daf Zw, oder dad endlidye
Jutegral von u,, d. h. die Grife, deven Viffeveny u, ift,
durd) die Addition der » Werthe der Function wu, twelde
dem Werthe u, borhevgehen, und einer Grofe Zu, gebildet
wird, die hier im allgemeinen toie eine willkiicliche Conjtante
angefeben werdben muf. Denn wenn man w als gegeben
anfieht, und folglih aud) wy, w,, u,, s, 2c., fo hat man
purd) Aufftellung der vorfiehenden Gleidjungen die Grifen
Zu,, Zuy, Zus, 2. nur der eingigen Vedingung untermworfen,
Daf fie mit Zu, gegebene Differengen hervorbringen follen.
Bolglich ift eine von diefen Grivfen eine willtiiclidye Conftante.

Man erbilt gleichfalls aus den vorftehenden Gleidyungen
22y = X2y -+ Zu,

B2y, = Ztuy | Suy + Zu,
Z2uy = X2, + Zuy + Zu, + Zu,
22y = 22y + Zug + Zu;, + Zu, - Zug

Ezu,, Zzuo + Zuo + Zu, -|— Zu, —|— Zux -|- weres F Zttn—13
ferner

23w, = Zu, -+ X2,

Dy, = Zdu, + X2, | 2%,

Zuy = X3u, + 2w, + 2%, + Zu,

Zouy = Tduy + Zuy 4+ Z2u, + S, + Dty

Zou, = Tduy + 2wy + 2wy + 22y + X2y .- 22U
und fo fort. AlMgemein hat man

Zu, = Truy + T g+ 2y - 2 Ny - B

-t
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€8 eigt fid) Dier, daf in dem Werthe von X2, jivei
willBiteliche Conftanten vorfommen, namlid) 22w, und Zu,.
In dem Werthe von Zdu, hat man jundd)ft die beiden will=
Ficlidyen Grofen Zsu, und Z2w,, itberdies aber audy die
willfirliche Grofe Zuy, welde in 2wy, Z2u,, 2. enthalten
ift; u. {. . Endlid) in dem Werthe von Z'u, hat man
sunddhft die beiden willfirlidyen Grifen Z'w, und = 'u,,
und fodann die p— 2 willfiiclichen Grifen = u,, ' uy,
= g, 2c., welde in Z‘”“'u,, Eu_‘uz, Z“_’us/ . enthal=
ten {ind, fo daf das Jntegral Z'w, immer p willEiivliche
Gonfjtanten in fid) fapt.

§. 525. Mtan muf iibrigend bemerfen, daf e nidyt
immer unumgdnglich gefordert twird, daf in dem IJntegral

Su, = Zuy o 4ty fup +us ... Fu,_, -
die mit Zw, Deseichnete Groge, welde fie vervolftindigt,
eine Gonftante fei. Mtan Fann fitr diefe Grife aud) ivgend
eine Function der Werdnderlidyen tdbhlen, welde in der
Function w vorfommen, voraudgefebt dap jene Function die
Gigenfchaft befibt, ihren Werth nicht ju dndern, wenn diefe
Beranderlidyen ihre auf einander folgenden Werthe annehmen.
¢8 ift Gefannt, daf e8 mebrere trigonometrifcdhe Functionen
von der angegeigten Cigenjdhaft gibt fobald man die BVerdn=
derlichen in conftanten Jntervallen wachfen [ift.

Differentiation der Functionen.

§. 526. CEine Function », welde eine eingige Verdn=
derlidye @ enthdlt, fei gegeben. Die Function w diffeventiiven
beift hier, den Werth der Junabme Au auffuden, twelde
diefe Junction annimmt, fobald die Vevanderlidhe x iiber=
gebt in 2z |~ Az. Aud der Gleichung

u = f(&)
wird man alfo allgemein {dyliegen

Au = f(x + Az) - f(2).
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Wenn die Function » mehreve unabhingige BVevdinder=
lide @, y, z, 2. enthdlt, fo fann diefe Function in Vezug
auf jede diefer Werdnderlichen fitv fidy diffeventiivt werden.
Sept man

Wi f("'/ Y, 5, 20.),
fo werden diefe Differengen eingeln ausgedritdt durd)

%% Az = f(x + Az, y,z,20.) — f(a’/ Yy, 5,2,
o 8y =@,y 4 by,50) — @ y,5 ),
%g Az = ()Y, 2 4 Az0) — [(x, y) %, 30.)
Die vollftandige Diffeveny ift g

Au= f(z + Az, y + Ay, z + Az, ) — f(=, 9, 5, 20.).
Diefe pollftandige Differens ift im allgemeinen nidyt gleich
der Summe der partiellen Diffevengen (m. §. §. 534). €8
wird der Fall fein, wenn die Junction f(x, ¥, z, 2.) eine
rationale und gange Function ift, in weldyer fiberdies die
LBeranderlidien z, y, z, 2. nidht mit einander multiplicivt
vorfommen.

§. 527. Man betracdhte ald Veifpiel suerft die ratio-
nalen und gangen Functionen von einer Verdnderlidyen a.
Diefe Functionen find aus Glicdern von der Form Az* ju=
fammengefet, wo 4 und & Gonftanten bedeuten; die Auf=
fudyung ibrer Differengen veducivt fih auf die Auffuchung
der Differengen von 2,

Man hat a[[gemem

= (-} Ax) il
und durdy meitere (Sjntmxtfehmg
l'_k k— ‘A +k(k k—- (A )2_,_ 712§_‘?) k— 3(Am)‘
-|— REE S ) Y
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Wenn die Differeny Az conftant angenommen wird, fo
erhdlt man leicht den allgemeinen Ausdrud fitv die Differen
einer beliebigen Ordnung von der gegebenen JFunction. Cbmn
man hat fodann

u, = x*
u, = (4 Ax)*
u, = (2 -+ 28x)"
us = (z -+ 3Az)*
2,
und die Formel bee §. 523 gibt "

A" 2 =(o-pnd)—n[o-F(n—1)Ae - "0 o 1—2)0a] — 1.

folglidy enn man entwidelt und nady benspvtengen von Az ordnet

An _k=[1 _ﬁ n(n—“ ].’L‘k

-|—k[ — Y1) 20 ”( By ]w"_'Aw

+#f2”[n —T(n—1) S o (n—z)z—zc.]w"-’ (Aa)?
—+ 2.
-worin dag Gefep leicht ju erfennen ift.
€8 ift jedod) meiter su beacdhten: 1) daf das ©lied,
weldyed den Factor z* enthdlt, fitr jeden Werth der gangen
3abl n gleidy Null ift, wie {idy leicht betveifen [aFt; 2) da
die Grige
L) R o S ) R o oo/ o 88
ebenfalls Null mlrb, fo lange p Eleiner al8 = ift, wie fid
gleidyfal(d berveifen [aft und weldyes obnebin ftattfinden mug,
da der Ausdrud fiiv A". 2" Feine niedrigeren Potengen von

Az al8 die nte Poteng enthalten Fannj endlid)y 3) daf man
immer Dat

: n n n—I1
1.2.3....n=n __g("__l) +n(’;2

) y
(n—2)" —2c,
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wovon man fidy leicht iiberzergen Fann. Man erhdlt alfo
nur ftatt de8 obigen Ausddruds
A"t =kk 1)k -2)....(h—n)1) A"

ﬂ—l)(/{ —2)...("—") [nn—{»«l __"(n_l)n—{—l

23 )

_i_%;l) ( 2) 1 ki k—n—l Awn-{-l

k(k—1)(k—2)...(k—n—1)
+ 1.2.3...(n+2)

+n(n 1) (n 2),,.}.2 iy T 8 k~n—2A‘£n+2

n(n_1)11+2

K(k—1)(k—2)...(k—n—2)
A 1.2.3...(04-3)

nn—I1) n+3 k—n—3 n-+3
(n— —. |z Az
+ 1.2 ) al

n(n gl

-+
Man Fann bemerfen, daf in dem Falle, wo der Erponent
k eine pofitive gange Jalbl ift, 1) der Werth der Differen;
dber Ordnung & von der Function &% fid) auf eine Conftante
reducirt, deren Ausdrud ift

A, 2* = k(k—1) (k—2)....3.2.1.Ad%
und 2) der vorige Ausdrud fitr A 2* fic alsdann mit einem
lepten Gliede fdliefit, meldhes Beiﬁt
nin—

[n - n(n—1)*4 i3 ( —12) —u‘]AJ:k.

Diefe Refultate geben die Mittel sur Vildung der Tifferen=
sen beliebiger Ordnungen von allen Junctionen von der Form

Aze - BaB 4 Cay 2.
§. 528. Unter den rationalen Functionen Eann man, in

WBesug auf die Cinfadyheit ded Ausdruds fitr ihre Differen=
gen, die Producte aus Factoren Hervorheben, mweldye wie die
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®lieder einer avithmetifdhen Progreffion gebildet find, iwvie

3 B. die Function

u = (a+x) (uci}—x—}—Am)(a +a--R40%) ... [a-tat-(k—1)Ax].

Man findet leicht

Au=[a-}-w-}nAz][at2-+(n-F1)Az].. . [atat-(E—1)Az]
>Xkik—1)(k—2) ...(k—n+1) A"

§. 529. iiv die gebrodyenen Sunctionen erhdlt man
leicht Die Diffevengen, wenn man fie nad) den befannten
egeln in ihre Partialbritche gerlegt. Der Ausdruct der
Differeny vereinfacht fidy, wenn der Jdbhler eine Conjtante
und der enner ein Product aud Factoven ift, Ddie eine
avithmetifdye Progreffion bilden. 8§ fei gegeben :

A
a-+-z)(a+a-+-Az) (a2 2A2)....[a-+a--(k—1)Az]’
fo hat man

u———(

A k(E1)(k4-2)...(k+-n—1)Azn ‘
(a+-z)(a+-z+-Az)(a+2-+-2A2)... [at-2z--(k+-n—1)Ax] '
wo dad Worgeichen - oder — gilt, je nadydem » eine ge-=
rade und ungerade Jabhl ift. '

§. 530. €8 find nody die tranfrendenten Functionen
su betracdbten iibrig. €8 fei
u.— log o
wo die Logavithmen fidh auf eine beliebige BVafis begiehen
wigen, fo wird

Au = log (z++Az) — log o = log (1 - A}{ i3
und wenn man entiickelt
Az Az \ 2 Az 3 Az \ ¢4
Au:M[?—% —;) +%<;> —%(-z +2C]

Hier bedeutet M den logarithmifchen Modulus, d. h. dieje-
nige 3ahl, mit weldyer die Vieper’{dhen Logarithmen multi=

A”u —
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plicivt terden mitffen, wm in Logarithmen fitr die gegebene
Bafig verwandelt zu twerden.
Wird die Differens Az conftant angenonnnen, fo hat man

u, = log (¢ + Az) =log <1 e + log x
u, = log (x -} 2Ax) = log(l ﬂ) + log @
us = log (¢ -+ 3Az) = log <1 + oncd + log 2
3l

GCntroidelt man diefe Ausdriidfe und fubftituivt fie in die
Bormeln ded §. 523, fo findet man

e =n ] (57 +1(5 ]
A’logw=M[ Y ( +2( -ch
A-’loga::M[ 202 —2:.]

2.
§. 531. Die Grponentialfunction az gibt, wenn die
Differeny Az fortodhrend als conftant angefehen iwird,
N .ad"=d" (aA’ — 1)
A e we 1)
A%, g® = a® (a® — 1)

A" ; a.r =7 (aAz__ 1)11
§. 532, Dinfidytlid) der trigonometrifden Functionen
erhdlt man, geftiipt auf die beFannten Formeln
sin ¢ — sin P = 2 sin L (¢ — V) cos 1 ((p—{—q))

cos @ — cosPp = — 2 sin 3 (¢ — P) sin 1 (¢ ),
RNavier, Diff.- und Jutegralr. 11, Band. 15
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sunddit

A sin z = sin (z}-Ax) — sin 2 =2sin ! Azcos 1 (2o-}-Az)

A cosx = cos (z-}-Ax) — cosz = —2sin}Azsin}(22{-Ax).

Ferner

A?sin # =2 sin 1 Az [cos 1 (22-}-3Ax) — cos L (2z{-Ax)]
= — 4 sin 1 Ax? . sin (x{-Ax).

Fiabrt man auf diefe Weife fort, fo gelangt man gu den

allgemeinen Formeln

A sinz = —+ 2’ sin 1 Az™ , sin 1 (22 -+ 2nAx),
A sing =—4-2""T"sin L Az®™™ ' cos L [22 - (2n-+-1)Ax],
o da8 Borgeiden - oder — gilt, je nadydem die Jahl »
gerade oder ungerade ift.

Die Differeng der Ordnung = von der Function sin 2
[agt fid) auf eine nod) einfacdbere Weife mit Hiilfe der Diffe=
rengen der Ordnungen n— 1 und n— 2 ausddriiden, ndmlid

A"sin 2 — —@ sin } Az? (A" ' sinz + A" *sin2),
tie man unmittelbar ausd den vorigen Formeln findet.

§. 533. Man fann aud dem Worigen immer, in Ver=
bindung mit §. 526, die partiellen fo twie die vollftandigen
Differengen der Junctionen von mehreven Verdnderlidyen
finden. €8 fei 3. B. die Junction gegeben

=Y,
fo erhdlt man, Az al8 conftant voraudgefept,
Au= (2+ Az)Ay +Ax.y
Ay = (x-2Az) A2y -2 Az Ay
A%y = (z-3Ax) Ay 4 3 Az A%y
Jors
€8 fei ferner die gegebene Function
¥ t 4

U=—

Yy

!
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fo hat man

Az—azl A Ay 2 Ay \ 3 2
Au=2"2"27Y [1 3T C-") — l) 2 J
? ¥ y P y (y e

§ 534. Die vollftindigen Differengen der Functionen
pon mehreven Werdnderlichen laffen fid) durdy bemerfens=
werthe Fovmeln mit Hirlfe ibrer partielen Differengen aug-
britdfen. €8 fei w eine Function der beiden BVevdnderlidhen
@ und y, deven Tifferengen Az und Ay ald conftant ange=
feben rerden migen. Man hat

Au Au Ay
Au=5;Am—|—A~yAy—!—m—y Azdy,

weldhe Gleidyung man fhmbolifd ausdriicfen Eann durd

Au — FO +& Aav) (1+Ai‘y‘ay> —1]w

Sodann erhdlt man

A% — (1‘—‘&1&)(1—}— Ay> 2u

Ady = _(1-{-&; .'vJ(l—l—Ky—Ay)—l— "

o A A g
Ay = [O"I‘BA”) (1 +3§Ay> = 1] u
Aehnlidye Formeln fann man aufjtellen, wenn die vor=
gelegte Function eine griofere Angabl von Verdnderlichen

enthalt. So hat man fitr eine Function = von drei BVer-
dnderlidhen =z, y, 2

u—[(l—l—A Ax> (1+ Ay>(1+A Az> 1] o

und fo fort.

15*
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Jntegration der Functionen.

§. 535. Man betradyte juerft die Function &”. St
man m—|—1 ﬁatt k in der Gleihung des §. 527, fo wird

Bt =" () "L 2 b))

und wenn man auf jeder Seite diefer Gleidhung das JInte=
gral nimmt,

i m_i_[Z (A )+m+1mz m— l(A$)2+ +2$0(A$)m+'

a

und daraus erhilt man
p ™+t 1 [mtim —1
2 S aah m+1[ o) 50
m--1 m m—

R sl J PO T e TR e |

et man in diefer Formel nady und nady m=0, =1,
=2, 1. fo erhdlt man

.
T
0 —
2z s
x2
> NPT e LN T B0 &
Zz B Pl
Xz o] x?tlz Az
3Az L
4
E$3=;A;—a}m3—{—{-xmx
DYHRRAR o a4 L p8A Az)3
Ll + L a3Ax — J5 x (Ax)
6
E-T5=-ﬁ'—2}—1w5 +50 A — 5 2¥(Ax)3

S »;% — 1o 1 pihr — 1 a3(Ax)s -+ 3 a(A)S

20,
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Allgemein wird

P ey m

S e S A B M 4
&l T mt+hAr 2 e - g bz

iy m(m—1)(m—2) p—-3 (A:v)”

e ¥ i
e
Hhh Sl o)
e e
-+ 2

wo die numerifden Coefficienten der auf einander folgenden
pofitiven Potengen von Az, ndmlid)

Xos o Ve of 5 691 by
6/ 30/ 42/ 30! 667 2730/ ]

welde eigenthitmlichen Gefepen folgen, nady ihrem evjten Be-=
redyner, Jacob Vernoulli, die Vernoullifchen ablen genannt

werden.

Jeded Ddiefer Integrale mup nodh) durdy eine willFiicliche
Gonftante vervolftandigt werden. Diefe Conftante wird da=
durd)y beftimmt, daB man gu gleidyer Beit das erfte Glied in
der Meihe der Grofen =y, 2, @., 2. oder @y, x| Az,
@o - 20z, 2c. und dad exfte Glied in der feibe der Grifen
Zz,, Iz, Zx,, . feftftellt.
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230 XL. Abfdynitt.

Diefe Formeln geben die Integrale aller algebraifdyen
vationalen und gangen Functionen, o die Junahme Az
al conftant angenommen ift. ®)

§. 536. Man bat nady §. 528, wenn man m ftatt
k—1 fdyreibt e

A |(at-) (ato--02) (at-24-2A2) ... . (at-o4-mda)| =
(a2+A2) (a+242A2) . . . .. (ata—+mAz). (m+H1)Az;

*) Wenn man beadhtet, daf eine gegebene Function f(z) nad) dem
Taplor’{dyen Lehrfage {ich im Allgemeinen immer in eine Reihe
von Glievern von bder Form Mz™ entwifeln [dft, auf deren
jedes bdie obige Formel fiir Xz™ angewandt werden fann, fo
erhdlt man die allgemeinere Formel

Bf(2) = g5 [ (o) do— 1 f(2) + 3 o 0

3 43
T . d/‘(:r)_+_m
30 23 4 da3
in felcher das %orlf@te:tul\gé;e{eg wie oben von fen Vernoulli=
fchen Bablen abhangt, Diefe Formel wird nad) ihrem Urheber
die Marlaurin'{he Summationdformel genannt. -
Ginen ftrengen Beweis diefer Formel findet man in allen
griferen Werfen diber Jntegralredhnung.
Aug der Maclaurin'{hen Summationsformel erhilt man
unmittelbar wieder ~ die MNadbherungsformel jur Beredynung  der
Werthe beftimmter JIntegrale, welde im I Bande S. 395 f.

gegeben worden ift. Denn die vorige Gleichung giebt
(Az)? df(x)

St do= b2 2f@) +} ba. fla) — + G240

7 (Az)t d3f(x)
; 490 bas . 2 AN
+ﬁ2.3.4 dx8 &

und wenn man diefes Jutegral von £ = @ bi8 x = b nimmt,
fo entfieht die Formel S. 403 des 1. Banves.
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folglid) wenn man auf beiden Seiten integrivt

Zg(a—{—x+Aa;)(a+w+2Aa:) ..... (a—-l—w—-}—mA.r)%:

et (a-4-a--0a) (a--a--20)..(a-+-a-+-mAz)H-C,

wo C die willtiitlide Conftante ift.
§. 537. Man hat ebenfo nad) §. 529
A
a (a+2)(at-2-+Az) (a+-24-207) ... [a-+z-+(m—1)Az] i
— AmAx 5
(a-t-2)(aFoz+Az)(ato247).....(a+z-+mdz)’
folglidy

A
% (a+z)(a-}-a+4-Az) (a+-z-207)....... (a-+az-}+mAz) o
7 =4 +cC
mAz (a+-r)(a+a-+Az)(at-21-2A7). . [a-}-z-+4-(m—1)Az] 4
wo C die willfiitlidye Conftante bedeutet.
§. 538. Die Gleidyung des §. 531

Ad® = a® (a**—1)

qibt

Zaz= Aaz + Cl
a**—1

o € die willfittlidhe Conftante ift. Davausd folgt weiter

g’ = _alig zC

. (@**—1)? K
Bhg i i ¢

a (aA.z'__l)s +

| P R a’ -1
Z.a = @i + = C.
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SIn BVetreff der Ausdriide ZcC, 22C, . .. E"7'C, ijt ju
bemerfen, daf man nady §. 535 hat Ez° = =1 =A%5 folg=

lidy ift 2€ = g =+ C, wo € cine neue wilfitrliche Con=

ftante bedeutet. Die Formeln deffelben Pavagraphen  geben
ebenfo die Ausdriie L2C, Z3C, 2., und man iiberfieht leidt,
daf dad JIntegral X"a” wird » willfirlide Conftanten ent=
halten, itbereinflimmend mit §. 524.

§. 539. it die trigonometrifdhen FJunctionen erfhalt
man aud der Gleidhung ded §. 532.
A cos = — 2sin } Az sin (24 1 Az)
folgende

: Acosz } Acos(z— 2Az)
1 B it histoite L N
sig (@1 As) = 2sinlAz’ poer £in w 2sintdz '
und darand durd) Integration

cos (w—w_%A.z)
2sinlAz

Ebenfo aus der Gleidhung deffelben Parvagraphen

Assin z =2 sin } Az cos (x|} Ax)

Tsing = —

—+ Const.

erhdlt man

sin(z—LAzx
Zcos x = Z(Tnii‘z—) — Const.

LBermitteljt diefer Formeln fann man alle Functionen
integriven, twelde aud Glicdern bon der Form sin 2™ cos 2"
sufammengefept find, wo m und = pofitive gange Jablen be=
deuten. Denn diefe Functionen Fdnnen immer in eine Reibe
von Gliedern’ umgemwandelt werden, weldye die Sinusd und
Gofinua der Vielfadyen de8 BVogens « enthalten ; und man
Dat ftets
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i cos(p+qr—2LqAz)
Z sin (p+ qu) = — ;—si%%-—‘—qA;q

Zcos (p+qz) = iip;%—izéﬂ
§. 540. Wenn man auf die endlichen IJIntegrale die
Nethode dev JIntegration dure) Theile fibertragen will, fo
febe man, indem P und Q ivgend jwei FJunctionen der
Lerdnderlichen « bedeuten,
2PQ = Q.XP+} Z,
wo Z eine nod) ju beffimmende Function von der namlidyen

LBerdnderlidien iff. Diffeventiivt man beide Seiten der Glei=
dung, fo fommt

PQ=(Q+AQ).X(P+AP)— Q. 2P+ AZ,
ober, da ZAP =P ift,
0=AQ.X(P+AP)+4AZ, woraud Z=—2[AQ. E(P—}—AP)]
Man Hat alfo
’ ZP() = .%P— Z[AQ.X(P 4 AP)]
oder einfadyer

ZPQ =0 .ZP— Z(AQ.ZP).
Paraud wird folglid) durd) mweiteve Entividelung
2PQ=0.2P—AQ.22P,+-2(A2Q.22P,)
EPQ=0.2P—AQ.22P,}A2Q.23P,—Z(A3Q.23P;)

Z.PO () EP—-A() EZP,—]—AZQ Z‘SP,—AsQ Z4P3—|—A40 25P4—zc,

PWian Fann Ddiefer Sovmel aud) die Geftalt geben

2PQ = Q.5P— AQ.(2:P+2P)}A2Q.(23P}-222P-} 2P)
— A3Q.(Z4P+3Z3P+3Z2P+4-ZP) 1. |

Die Reihe dev Glieter bricht ab, wenn die Differengen irgend

einer Ovdunung der Function O conftant werden.
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Summation der NReibern.
§. 541. Man hat nad) §. 524 die allyemeine Gleidpung

Sy = Zuot+uo+ ty F s s ... A,

in weldyer Sw, eine willfitlide Conftante bedeutet. Sept
man nin

Su,=—uy -, F s Fus +...... + up,

. 0. begeichynet man allgemein mit Su, die Summe dev auf
einander folgenden Werthe der Function u big su dem Werthe
un, diefen leptern eingefdhloffen, fo hat man die Begiehung

Su, = Zu, + u, -+ Const,

Man fieht alfo, daf jwifchen dem JIntegral, toeldyed
durd) X begeichnet tird, und der Summe, welde durd)
S angedeutet wird, unterfdyieden werden mug. Beide Grifen
weichen darin von einander ab, daf die leptere die Summe
der Glieder der MReile wy, u,, ua, 2¢. b8 ju dem Gliede u,
cinfdylieBlicy ausdritcft, mdabhrend diefes Glied in dDem Jnte-
grale nidyt enthalten ift. Man Fann iibrigend aud) den
Snder 7 weglaffen und blof fdyreiben

Su = Zu + u -+ Const.

Die Conftante beftimmt fidy durd) die Kenntnif dedjenigen
®liedes, mit welchem die Neihe der mit w begeichneten Func=
tionen, deren Summe Swu_darftellt, anfangen foll.

§. 542. E8 mwerde 3 BW. die Summe der Potengen
der gangen Jablen gefucht. Mian fepe in den Formeln
0e8 §. 535 Ax=1, und beftimme die Conftante fo, daf
die Jeihen mit der Einbeit anfangen, in weldem Falle
ibr Werth Null ift, fo hat man
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Sz =142 43 +4 +..... 4= =Le1ix
Szi=|1+4-224-32+42+..... far=ta3 Lo Lo
Sat=1-+-234-35-43+..... Fod=r*1a% | 22

Szpt=| 421134441, foi=1r’ | 1o } 3552
Szb=1-4-254-35-45+-.....F w3 =12 1o 0t — ot
Sad=1-426-4-30 4o .. o=l Llot L 25— L 2352
2C.

Den allgemeinen Ansgdrud fitr Sz™ wird man aus dem
Ausdrude ded §. 535 fiir Ta™ erbalten, indem man Aw=1
fept und {tberdies das Glied — 2 @™ in 4 5 2™ verwandelt.

§. 543. Die Formel ded §. 536 gibt
sla+ 2 + Ax) (a+2+22)..(a+ &+ mAz)| =
(,T}}m{a—i-ijan—{—w—}-ZAw)..[a+w+(na+‘l)Aw]—}—Const

weldyer Ausdrud dagu dienen fann, die Summen Dder Rei=
ben Der figurivten Jahlen ju beftnumen Dad allgemeine
®lied diefer Reiben ift

(m—|—1 )(@+4-2)(@+-3)...... (.r—{-m
B b on e o o i

und man Hat, fenn man in der bor13e11 Formel ¢ =0
und Az =1 fefpt

S(x—[—l) 114—223(3'—{—3) (z+m) (z-}—l)(:v—{—z)(a:-}—?) (x+m-}-1) { Const,
....... m 1.2.3........(m}1)

Alfo liefert ein Deliebiges Glied jeder Feihe die Summe
der Gliecder der vorhergehenden NReibe. Mian erhdlt, wenn
nad) und nady m=1, =2, =3, 2. feipt
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=S e g b o
_eH)et
sE
SEHIEAD_y gy g gy |4 HbEE)
__(et+het 2)(z+3>
L0093

S(r+l)( —|— (r—’,—3 14441042044 ; (z4-1) f—;g )(z+-3)

:v+ 1)(@+2)(@+}3)(z4-4)
1.2.3.4

2.

Die Conjtante ift Null, wenn die NReiben mit der Einbeit

anfangen follen.
§. 544. Die Fovmel ded §. 537 gibt ebenfo

1
¥ (a+2)(at+z+Az)(a+-2-+-2A%).....(a+2-}+mAr) s
1 1

— Const,

T mAz’ (a+a-+Az)(a-r4-207).....(atz-+mAz) !

und diefe Formel fann jur Summirung der NReiben dienen,
deren Glieder die Einbeit jum Jabler und die figurirten
3ablen gu Jennern haben. Das allgemeine Glied Ddiefer
NReiben ift

3pd ok, SR LR m

@G 2T @3)...afm)
und die vovige Formel gibt

s 12L ........ m
(@-H1)(24-2)(@+-3)...(x+-m)
1 BB L m

= 7 m=1 @@ o)....am ah COHSt
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Diefe Formel ift unbraudybar fix m=1. Seft man m=2,
=3, =4, 2. und beftimmt die Conftante fo, dap die NRei=
Den mit der Einbeit anfangen, fo hat man

1.2
8 aets T d
§ 211000 My Y
dii.g I (+D)@+2) ' (z42)
S e E L atiet et
B | £2'3 iy 123
L MaH)e+2@+3) 2 % (@42)e+3)
S (1‘—‘!‘1)(1‘—‘}—2)(.7?—{—-3)({{—*—4) =1HH§'+3—15‘+ .........
1% 1.2.3.4 e 12,34
@)@ (z+3)@+4) 3 (@2 (e+3)(z+9)
2.
Die Werthe 2, 3, &, 2. der Conftante geben die Summen der

eiben, wenn man fid) diefe ind Unendlidye fortgefest denft.
§. 545. Jn Wetreff der tranfrendenten FJunctionen™)
liefert gunddyft der Ausdruct fitr Za® in §. 538

a-}-Ax
aA - Const.
Ve

§. 546. Die Ausdritce fitlr Z sin z und L cos z in
§. 539 geben

Sa® =

1
S sine = — co;‘;;gziz) -} Const,
A sin (z-}+1Az)
Scos x = W + Const.

Diefe Formeln Hefern die Summe einer jeden Reihe, deven
Glieder aus den Sinud oder Cofinusd von Bigen beftehen,
weldye ecine arithmetifde Progrefiion bilden. Man erhalt
ndmlid), wenn man p+- ¢ ftatt , und ¢Az ftatt Az fdyreibt,

*) Ueber Slz, wofiir auf diefem LWege Fein Ausdrud gefunden werden

fann, vergleide man den Bufag IV. am Sdluffe diefes Bandes.

-
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3 ____cosip4-gz-}-39Az) | cos(p—3iqAz)
P e 2sinlqAz U 2sinlgdz
F oy sin(ptgr-4-3¢Az) sin(p—jgAx)
i (p—{—qz) T 2sinlqAz 2siniqAz /'
o die Conftanten fo beftimmt {ind, daf die feiben vefp.
mit den Gliedern sinp und cos p anfangen.

!

Jntegration der linedren Differengengleihungen mit conftanten Coefficienten.

§. 547. Man Detvacdhte twie bisher eine unabhdingige
LBerdnderlide 2 und eine Function y diefer BVerdnderlichen,
und e8 wadfe # um die Conftante Az, weldye immer ald
befannt angefehen wirtd. Gine Differengengleidhung
oritcft fodann {iberhaupt eine Relation aus, mweldye jwifchen
der Berdanderlidhen @, der Function y, und einer getwiffen
Anzabhl pon Differengen Ay, A2y, Ay, 2. diefer JFunction
ftattfindet.

Mian erfennt aber fogleid), daf fwenn man fitv Ay,
A2y, A3y, 2. Die allgemeinen Ausdritcfe ded §. 523 an die
Stelle fept, die in JRede {tehende Jfelation Ddargeftellt fein
tird durd) die Grigen @, yo, ¥1, ¥a, ys, 2., o die Stel=
lengahl ded duferften Glicdesd in der Reihe der Werthe von
y gleid) ift der hodyften Ordnung der Differengen, weldye in
der gegebenen Gleichung enthalten find. Darausd folgt, daf
eine Differensengleichung nichtd andered ift ald eine NRela=
tion gwifdyen einer gewiffen Angahl auf einander folgender
Glieder einer Reihe, durd) deven Hiilfe man alle Glieder
diefer eibe beftimmen Eann, fobald man eine gewiffe An=
gahl dexfelben, gleich der Ordnung der Gleidyung, willfivlidy
angenommen Hat.

Cine Differengengleidyung integviven Heift den Ausdrud
ded allgemeinen Glicdes der fo eben Dbegeihneten Reibe auf-
finden.  Yus dem Gefagten geht hervor, daf Ddiefer Aus=
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drud nothwendig eine Angahl willfinlidyer Conftanten ent=
Dalten mug, welde gleidy ift der hidyften Ordnung der Diffe=
rengen, die in der gegebenen' Gleidhung vorfommen, oder
der hivchften Stellengahl der auf einander folgenden Werthe
der Function g, tweldye darvin enthalten {ind.

§. 548. Der cinfad)fte Jall ift derjenige, oo die ge=
gebene Gleidung fid) veducivt auf

A”y =0, '
ftatt Deren man bermbge be8 §. 523 aud) fdyreiben Fann
—1 _.1\
Yn—N.Yn— ) i (> ./n s4-.... +%=0.

Man exhdlt [)wmu@
M 43 3

Yn=".Yn- 1_2@2_ Yn- 2+"(" )("~ )?/n—s— e %
und diefer Ausdruc liefert dasd (Sﬁheb der Jteihe, meldyes
die Stellengabl = enthalt, ausgedriift durd) die Summe
der » vorhergehenden Glieder, vbon denen jeded mit einem
numerifhem Goefficienten multiplicict ift, der von Ddiefer
Stellengabl abbhdngt.

Die JIntegration der Gleidhung A"y = 0 ift iibrigens
leidht nach den Jtegeln ded §. 535 auggufithren. Man ev=
halt

A"—'y =— 2=
Aty =210 = é,_x + 4,

A,zz (4—24,)z

—3 14 g
M a0 2022 20z + 4s

18

wo A, Ay, 4s, 2. willfiitlide Conftanten find. Das Jn=
tegral der Ordnung = Dat demnad) die Form

Y=o+ 0,04 0@+ 0@ ... s 2",

wo o, o, oy, oy .... au—r Willfiltlide conftante Coeffi=
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cienten find, deven Anzall gleic) der Ordnung der Glei=
dung ift. ' _

Die Reiben, deven allgemeined Glied durd) den vor=
ftehenden Ausdrud gegeben wird oder deren Differeny von
der Ordnung » den Werth Null hat, find aud)y unter dem
Jtamen der arithmetifhen Reihen von hHiheren Ordnungen
DeFannt,

§. 549. Man betradyte ferner die Gleidyung
ym+n+Pyz-}—n—i + Qyz+n—2+Ryz+n—s +""—|— Uy:::o/ (1)
in weldyer P, Q, R, .... U conftante 3ahlen bedeuten. Seft
man y==107, wo ¢ eine Conftante bezeidynet, fo mwerden

nady der Subftitution Ddiefes Werthes alle Glieder durd)
o® theilbar fein, und 8 bleibt

¢ +Pe 4 0" R . U=0,  (2)
fo daB der Ausdrud y = o der gegebenen Gleidung (1)
Geniige leiftet, fobald o eine Wurzel der Gleidhung (2) ijt.

Bejeidynet man demnad) mit @1, 01, Qs, ....0n Die n
Wurgeln der Gleidyung (2), weldpe sunddit fammtlid) reel
und ungleic) fein mdgen, fo hat man fitr y die » befonde=
ren Werthe y=0,", y=201", ¥=05" .... Yy=0a 3 uNd
da der Gleihung (1) aucy durd) die Summe von jtwei oder
mehreven Diefer Werthe Geniige gefchieht, von denen jeder
einen beliebigen conftanten Goefficienten beigefiigt enthalten
darf, fo hat man

y=4,0," + A’zsz —|— Astx—f— B —l—A,.Q,.x
alg Ausdrud des allgemeinen JIntegrald der gegebenen Glei=
dung, in weldem 4,, 4, 4s, .... A, die » willfiicliden
Gonftanten bedeuten, die diefed Jntegral enthalten muf.
§. 550. Jn dem Falle, o die Gleidung (2) ima=
gindre Wurzeln befibt, feien
0*—2kgcosp+4k* und g="k(cos9+ V —1.sing)
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einer ifrer veellen Factoren ded jtweiten Graded, und die
beiden entfpredjenden imagindrven Wurgeln. Nad) §. 117
ift gu erfennen, daf der Gleidhung (1) durd) die beiden
befonderen Werthe Geniige gefdyieht

y=k"(cospz—+) —1L.singx) und y=Fk"(cosgz—)/ —1.singx),
und folglidy audy durd) die Summe diefer Werthe, von
denen jeder mit einem Deliebigen conftanten Goefficienten
multiplicivt werden darf. Davausd ergibt fid), daf der Theil
bed allgemeinen Ausdrudsd der Function y, welder den
beiden in Jtede ftehenden imagindven Wurgeln entfpridyt,
in veeller Form dargeftellt twerden Fann durd)

B\’ cos gz —+ B,k” sin gz,

wo B, und B, willfirlide Conftanten find.

§. 551. Der Fall, wo die Gleichung (2) gleide Wur=
geln Defipt, (3Bt fid) auf dbnlide Weife erledigen toie es
im §. 440 gefchehen ift. €8 feien ndmlid)y ¢, und o, 4o
groei Wurgeln diefer Gleichung, fo toird die Summe der
entfprechenden befondeven Werthe fein

Alle + 4, (Ql + (*’)zl

oder wenn man die angegeigte Poteny entivicfelt

i @— —1 M .
(A1 4 4,)0," + Arowo,” " + 4,02 ‘”(“”2 )Qz TR

Lagt man nun o unendlid) Flein werden, fo fann man den
Conftanten 4, und 4, foldye Werthe beilegen, daf die Gro=
Ben 4, A, und 4,0 beliebige endlidye Werthe annehmen,
und dadurd) verandelt fid) der verige Ausdrud in
Blle + Bzlex_l~
Wenn man dvei gleidie Wurgeln hat, fo ift die Summe
der drei entfprechenden befonderen Werthe

4,0," + Az“’le—‘ + AS(QI + w)x
ober .
Navier, Diff.- und Jutegralr. I, Band. 16
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(AI+A‘£)QI +(A1|+A;;(.\)).TQ|J' I+A (,)2_7 QIJ 2_*_“ ;

und da man, wenn o unendlidy flein wird, den Conjtanten
Ay, 4,, A foldye Werthe geben fann, Ddaf die Grifen
A, + A;, A, + As0, Azo? beliebige endlidhe Werthe an=
nehmen, fo vertvandelt fid) die Summe der dvei in Jtebe
jrebenden befonderen %ertl)e in .

BIQA + Bll'le— +Bs z(_z_l) Q

Man diberfieht Ield)t mie died filv eine grofere Anzahl
gleidyer Wurgeln fortzufepen ift. \

§. 552. Die mwillFiirlidyen Conftanten, welde in dem
allgemeinen Jntegrale enthalten find, werden immer durd)
die WVedingung beftimmt, daf diefes IJntegral n gegebene
Werthe dev Function y [liefen muf, welde n gleidfalls
gegebenen Werthen der Wevdnderlihen @ gugehiren.

XLI. Jnterpolation dev Reihen. ngcnaljette %credjuuug
ber Werthe beftimmter sntegtalz

§. 553. Die Opevation, weldhe mit bem» Namen Jn=
terpolation begeichuet wicd, ift eine der Hauptfadylichften
Anwendungen der Vifferengenvedhnung. - Jhr liegt der Ge-=
danfen jum Grunde, daf man in Grmangelung des analy=
tifdhen Ausdruds einer Function, weldyer die Natur derfel=
ben vollftdndig beftimmen und die Mittel bieten fiirde, ent=
toeder. genaw oder fo nabe al8 man will jeden Werth ju
berechnen, Dder einem gegebenen Werthe der unabhingigen
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Levdanderlidyen entfpridht, dennod) mit einem fitv die An=
endungen ausreidyenden Grade von Genauigleit alle Werthe
ber in Jtede ftehenden Function angugeben im Stande ift,
fobald man eine begrangte Angahl von gegebenen Werthen
Diefer Function Fennt. €8 verhdlt fid) bier ebenjo, mwie
wenn man bei grapbhifchen Gonftructionen die Geftalt einer
Gurve al8 Deftimmt anfiebt, fobald eine gewiffe Anzalt
bon Puntten feﬁge[egt worden 11't, die diefer Curve ange=
hiren.
Mian_ Fehre ju der” Formel bes 8. 522 guvitd
un=u0—|—nAuo—}~ : l)A2 o "_112’3 asu o, +A"uo
Diefe Formel [lefcrt b[oﬁ cine Beziehung 3wifdyen dem Werthe
un, Dem Werthe u,, und den Diffevenzen Auwo, A2y, Aduy
.o Arug, oder was dasfefbe fagt, gwifden den Werthen
Uy, Uy, Uy, Us, .... U, Weldye al8 Defannt angefelen wer=
den. Man Fann, flreng genomuren, nidts davaws Herleiten,
wad nicdht fchon gegeben mwirve.
€8 fei nun w eine Fuaction von einer BVerdnderlichen
2, und man [ajfe diefe %eranberhcbe um die conftante Diffe=
reny Az wadfen. Sdyreibt man w., um den Werth dev
Function » anguieigen, weldper tem Werthe & der unabd-
[)anggeu Q}eranbelhdwn entfpricht, fo muf, wenn man in
der vorigen Fovmel w. fiir u, an die Stelle febst, gleic)=

seitig ftatt » gefd)ri‘eben toerden —Z;. Man Hat fodann
] A
et bt (- )

F & z A3ug,- : I;%
AL ey Yy (anig) lp 0 ol
weldhe Formel w. in feiner Abhangigeit von- 2 darftelt.
§. 554. Wenn die Function w eine gange rationale.
Sunction von @ von der Ordnung = ift, fo wird (nad
365
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§. 527) die Differeny A'wp conftant, und die Diffevengen
aller folgenden Ordnungen erhalten mithin den Werth Null.
Der vorftehende Ausdrud befipt fodann eine beftimmte An=
jabl von Gliedern, und man erfennt leidt, daf die Kennt=
nif der r—1 erften Werthe von » hinreid)t, um mit Hiilfe
diefes Ausdruds die Reihe diefer Werthe beliebig fortzufepen
und immer genaue Refultate ju exhalten. Ju diefem Schlufje
gelangt man aud), wenn man in der Gleidyung des §. 523
die 2Unnabhme madyt A", = 0, twodurd) man evhdlt
Un==1.Un—1 —n—f ,.-s-l-n(n_l-lz 3_2) Un—s — ... -2,
weldye Formel jedes beliebige Glied dev Reibe uo, w,. uy,
us, 2. vermittelft der » vorhergehenden Glieder ausdriict.
Mun tritt gwar diefer Umftand, daf bdie fpdteren Differengen
verfdywinden, nidt allgemein einy da aber in denjenigen
Fillen, auf weldye die hier angeftellten Vetracdytungen An=
wendungen’ finden, die auf einander folgenden Differengen
Auy, Ay, Asu,, 2. abnehmende Werthe Daben, o Fann
man in Veriidfidtigung der Genauigfeit, mit welder die
Pedynung gefithrt wird, diejenigen Glieder tweglaffen, teldye
wegen ihrer Kleinbeit feinen Cinfluf mebhr auf den Werth
per efultate Haben Fonnen. Die vorftehende Formel Fann
mithin unter diefer Borausfepung in allen Fallen dazu
dienen, die NReibe der vorgelegten WWerthe beliebig fortjus
fegen, wobei man allerding8, je mehr man fid) von bden
gegebenen 3ablen entfernt, defto mehr der Gefabhr ausdgefept
fein ird, grofere und groBere Fehler u begehen.

Die BVevedynung der Glieder dev Reibe wuy, w1, u,, 2,
weldye {iber, dad8 Glied wr hinausliegen, veducirt fidy {ibri=
gend, tie man leicdyt bemerft, unter der Vorausfepung, dap
die Differengen einer gewiffen Ordnung r conftant {ind oder
wie conftant angefehen werden Fonnen, auf blofe Additionen.
€8 fei 3. B. die Junction gegeben
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U, = % — St 4 6 — 1
und man nehme Az=1. Berechnet man die vier erften
Glieder, entfprechend den Werthen z=0, z=1, =2,
=3, fo fann man folgende Tabelle Dherftellen:

x Uy Au, A2u, A3u,
0 vak |

1 —+1 —+2 .

2 —1 —2 —4

& -1 0 —+2 —+6

Da in Folge der Vefdhaffenbeit der gegebenen Junction die
dritten Differenzen conftant fein miiffen, fo fann man die
Jeibe der Werthe von u. vermige ded vorigen Paragraphen
nad) der Fovmel fortfepen

A3u,

A2y
Uy =ty 2Auy+ 2(x—1) %(L“*_ z(z—1)(z—2) 2.3

in welder man up=—1, Au,=2, A%u,——4, ASu,=—=6
su feen bat. Aber ed ift viel einfadyer, die Tabelle da=
durd) fortzufithren, daf man die conftante Differens 6 in
dev [lepten Wertifalveihe wiederholt fept, und die iibrigen
Bertifalreiben von der Rechten nady der Linfen durch AddI-
tion ausfitllt.

\
T 1y Au, A ' Asu,
fgete IR AT HEL B O M i
3 e | ey 6
4 —+7 8 8 6
5 29 22 14 6
6 7t 42 | 1020 6
. ke ‘
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Die alfo erbaltenen Refultate find vollfommen genau.
Died wiirde nicht der Fall fein, wenn die Diffevengen der
Tepten Ordnung, weldye man in BWetvadyt gieht, nicdht in aller
Strenge conftant wdven. Jn.einem folchen Falle miifte
man im voraud einige entfernt liegende Glieder der-Reile
beredynen, und fi) verfihern, daf. die Werthe diefer Glie-
der mit den durd) die vorige Sﬁet[)obe gefundenen gufams=
menfallen.

8§ 555. (Der e der 3nterpolatmn befteht nicht
davin, eine Reibe von Glicdetn, von Ddenen eine. getviffe
SAnm3abl gegeben ift, Dbeliebig fortyufeien, fondern vielmelr
sioifchenliegende Glieder in einer JReibe ju berechnen, von
eldyer eine gewiffe Angabl von Gliedern in gegebenen Ab=
ftinden von einander befannt iff.  Hier findet die Formel
ded §. 553 ibre eigentlidge Anwendung. Diefe Formel,
weldye ftreng genommen nur eine Relation gwifdhen foldhen
Werthen von w ausdritdt, die den beftimmten Werth 0
Az, 2Az, 3Ax, 2. der BVevanderlidien z entfpredhen, betrady=
tet man jept tie den allgemeinen Ausdruct der Grofe u al
Function von @, aud) felbff fir diejenigen Werthe Ddiefer -
LBevdanderlidyen, welche gwifchen den vovigen enthalten find.
Sept man fiir 2 einen Werth Eleiner ald Az, fo ird der
Ausdrud fitr w, in den meiften Fdllen ftarf convergiven
und mithin leicdht einen fehr angena[ertm Wertl fiir diefe
Grivge [liefern.

Gejtitht anf diefe Vetvachtung vebucivt fich die Bered)=
nung aller Tafeln, wie 3. BV. der logarithmifchen oder der
aftronomifdhen Tafeln davauf, daf man juerft genau, mit
Sitlfe des analptifdyen Ausdruds der Functionen, eine md-=
Bige-2nzahl von Glicdern beredynet, die in griferen IJnter=
vallen aud einander liegeny hinterher Fann man fodaun die
swifhenlicgenden Glieder durdy blofe Additionen Derftellen.
Man denfe fidy ie bisher die Junabme Az ald conjtant,
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und man nebme an, e8 folle gwifchen tvei beliebigen von
den Defannten Glicdern wo, wy, w2, us, 20, toelde den Wer=
then 0, Az, 2Az, 3Az, . der Bevdander[ldyen @ entfprechen,
eine Anzahl von m — 1 Gliedern interpolivt werden, die
unter fid) wieder gleidye Intervalle bilden. Die neue Ju=

s A ) B e o
nabme von @ fei o =—m€. In Folge deg vorigen Para=

grapben ift flar, daf man die gefuthten jwifchenliegenden
Glicder [leidyt Derftellen mwird, fenn man erftend Ddie
Werthe von u,, dug, d2%u,, d%u,, 20. Fennt, und wenn man
jweitend die Differenzen von einer gewiffen Ordnung, weldye
mit 8w, bejeichnet mwerden mibgen, als conftant anfeben
- darfy denn al8dann hat man die lepte Wertifalveibe einer
Fabelle, dhnlidy der vbigen, und die Anfangsglieder aller
iibrigen Wertifalveihen. Wetvadytet man nun, vermidge ded
vorhin Gefagten, die Fovmel ded8 §. 553 audy jur Bered=
nung derjenigen Werthe von u ald giiltig, welde den jivi=
fdyenliegenden Werthen von 2 entfpredyen, fo gibt Diefe

Formel gunddyft, indem man mdz ftatt Az fd)reibt,

A2y

4 I‘(’+7)18T °+m8x mSI T."zo

A,
g mESr mﬁr ) <m8.r >I 2.3 e

A diefem Ausdruce {ind wy, Auy, A2y, Aduy, 2. Wie con=
ftante Grofen angufeben, die immer in Folge der vboraus=
gegangenen Jecdhnung befannt find, weldye in Betreff der
Glieder der NReile, die den Werthen 0, Az, 24z, 3Az, 2.
entfpredyen, angeftel(t werden mufpte. Tiffeventiivt man fodann
in Vezug auf dad Jeichen 8, und beadytet, daf die Producte

mdz <m81 )(m&r 2)

gange und rationale Functionen von @ dartellen, mithin
ihre Differengen pon foldyen Ordnungen, welde die Anzall
ibrer Factoven fibertreffen, Mull find, fo findet man
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Oy, =

r%nsz(mSz ><m8z ) < or ”)\ 1‘§;::r
+ r;h%(ﬁﬁ_z_l><mﬁz ?> (mba: > : 12A3 r—|—1)
?mSz(mSw )(mSz ) <n8x (r—}—l))‘ m
ot

X - 4

Diefer Ausdrud liefert die gefudyten Differengen duy, 8 2u,,
8%up, 20, wenn man Ddavin nad) Ausfiihrung der angeseig=
ten Differentiationen =0 fept. Da diefe Formeln haufig
mit tupen gebraudyt werden Eonnen, fo follen die Ausddritte
filr die Diffevengen der erften Ordnungen bhier volftindig
enttoicfelt mwerden.

Durd) BVollziehung der angegeigten Multiplicationen
findet man gunddit

Ot== F Bi&iAuo

4+ 2 \A%u,
(m? oz)? mSz/ 1.2

: A3y,
s l sicy ——0
-+ (m* S:v m’(Sz mdx_/1.2.3
z Ay,
P m4(8x) ms'(s—z)i‘i”l 1m2(6$)’ bn755>1.2.3.4

e 4

aiifyasd x? A, &l
m’(&'t)2 1‘2

x? Aly,
g .o B 3mz(s’¢)a>m3

3 x? Ady,
19 <m4(8w)4 7 6m3(8z)3+1 1512(Tx)‘2> 1.2.374
|

87ux —
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@b B
m3(dz)® 1.2.3
x4 3 Ay
3 22 0
s <m4(8$)4 6m3(8w)3> 1.2.3.4
2

rt Aty
4 — 4 0
Btus =B sy Tz T

03U, = O3

2C.

MWendet man fodann den Ausdrud fitr Anz* aus
§. 527 an, in weldem man 2=0 fepen muf, wodurd)
er fidh auf fein leptes Glied veducivt, fo verwandeln fic
diefe Formeln in

1) 1—m 1—3m--2m?
5u0=;'lA °+2 m Attt 2.3.m2 %

1 —6m--11m2—6ms

6m3
e M“’_HCJ

£y, 1—m 7—18m—--11m? %
82u0=;‘; LA2u0+ o Asu0+ 3.4.m? A4u0+2t. J

d3u, =7:1z§ LA3u0—|—3—-2_73¢—m Atu, - 2t.J

N o i
84u0=”? A4u0+ p 98 I
2.

NMan wird felten in den Fall Fommen, daf man Diffe-
rengen bon Dihever Ordnung al8 der vierten anjumwenden
ndthig Hat. E8 ift iibrigend leicht ju erfennen, daf wenn
man allgemein bei den Diffevenzen der Ordnung r von den
‘Bablen wu,, wu,, w,, us, 2t. der vorgelegten Reibe ftehen
bleibt, d. b. wenn man die Differeny A"u. twie conftant an=

¥
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fiebt, fodann die Differens dev ndmlidyen Ovdnung 8w, der
3u interpo[irenben Bablen glcitbfalle conftant ift und den

benadyb atten Uhebem bc; aegebenen JReibe emgufd)a[tcnbm
~ Glicder bedeutet. Die vorftehenden Refultate liefern immer

. Die nodthigen Mittel, um eine Reihe von Jablen, die unter
einander gleidhe Jntervalle befipen, wifdyen die Glieder einer
gegebenen Reibe ju interpoliven, weldye ebenfalld um gleidhe
Sutervalle von einander entfernt {ind.

§. 556. UWm in einem Veifpicle den (Sicbraucb der bo=
rigen Formeln ju geigen, nehme man die Function
Uy =% — bz + 6z — 1

aud §. 554, und fudye Ddicjenigen Werthe derfelben su be=
ftimmen, teeldye Werthen von x entfpredyen, die um Jehntel
der Einbeit junchmen. Man Hat

p=—1, Auy=2, Awy=—4, Au,=§6,
und die Differenzen der hisheren Ordnungen find Null. Fev=

ner ift m =105 und {ubftituivt man Ddiefe Werthe in die
obigen Fovmeln, fo Fommt y

Sy =15 [2 + o (=N 1R 6] = 0,551

3 53u0= 1“0‘]0'0‘ 6 g o 0,006.

Alfo geftaltet ﬁcb die Veredynung der gefudyten 3|v|fr{»enhe—
genden Werthe wie folgt:
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@’ Uy dSus 8’@'4,- O 3u,
|

0,0 | —1,000

0,1 —0 449 0,551

0,2 | —}—0 008 | 0,457 | —0,094

03 | 0,377 0,369 | —0,088 | 0,006 |

0,4 0,664 0,257 | —0,082 6

05| 0875 0,211 | —0,076 6

0,6 1,016 0,141 | —0,070 6

0,7 1,093 0,077 | —0,064 6

08 | 1,112 0,019- | —0,058 6

0,9 \ 1,079 | —0,033 | —0,052 6

1,0 1,000 | —0,079 | —0,046 6
A i | 0881 | —0.119 | —0,040 6

2. l | .

.

- 251

Man nnbet in ben Iogarlt[mufd)en Tafeln von Callet,
eite 64 ter Einleitung, nabere Nadyreifungen iiber die Vor=
fit, weldye bei Rechnungen diefer Art angutvenden ift, und
itber die Hitlf8mittel yur BVerbefferung Fleiner Febler, ju denen
. die nur angendberten %ert[)e der Differenzen Anlaf geben

finnen. *)

*) Solgende von da entlehnte interefjante Vemerfung mbge Hier
Raum finden.
QWenn man eine beliebige NReihe mit Hiilfe der angendbher-

ten Differengen der Glieder diefer Reihe berechnet, fo mup man
in den erften Differengen wenigftens eine Decimaliielle mehr neh-
men alg in den Gliedern der Reihe felbft; ebenfo in den jweiten
Differengen eine mehr alg in den erfien Differengen; in den drit:
ten: Differengen eine mehr al$ in den weiten Differengen; u. f. f.
Will man dagegen nur eben fo viel Stellen in den Differengen
benugen, wie in den Gliedern der Seihe felbft, fo werden die durdy
dic vernadyldfjigten 3iffern ver Diffevengen der lehten Ordnung her:
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§. 557. Der Gebraud) der logarithmifchen und andever
Tafeln diefer Art*gibt Anlaf su einer fortwihrenden An=
wendung ded8 Interpolivensd. Die BVenupung der Propor=

beigefithrten Fehler fih in denDifferengen der vorhergehenden Ord-
nungen bemerflid) madyen, wo fie nad) dem Gefefe der figurirten
Bahlen gunehmen. Ndmlid), wenn eine von den Differengen der
Ordnung n um eine Ginbeit der legten Stelle fehlerhaft ift, fo
wird diefer Fehler fich bei allen daraus gebildeten Differenzen der
Ordnung n— 1 vorfinden; er {dreitet alfo dafelbft fort wie bdie
conftanten Zahlen 1, 1, 1, 1, 2. Jeder diefer Fehler madt fich
auf gleiche Weife bemerflid) bei den daraus hervorgegangenen Dif-
ferengen der Ordnung n—2; die Fehler wadyfen alfo hier wie die
natiirlichen 3ahlen 1, 2, 3, 4, 2. Jeder diefer Fehler hat wieder
ebenfo auf die Differenzen der Ordbnung n—3 Cinfluf; die Fehler
wadfen alfo hier wie die Polygonalzahlen 1, 3, 6, 10, 1. Sie
wad)fen wie die Pyramidalzahlen in der Reihe der Differengen der
Ordnungn—4, u. {. f., alfo allgemein nach dem Gefege der figu:
virten Sablen.

@3 ift alfo von WichtigPeit, dem Sunehmen diefer Fehler Gin-
halt gu thun, wenn man fie nicht etwa dadurd) gdanglich vermeiden
will, dap man durd) Benuung einer groperen Angahl von Decimal:
flellen in den Hoheven Differengen als in den niedrigeren fid) des
Bortheils begibt, die lekten Differengen leicht berechnen ju Fonnen,
1Im dabhin ju gelangen, beredyne man direct und von Jntervall ju JIn-
tervall die Werthe einiger Glieder der in Rede ftehenden <Reibe,
und vergleiche diefelben mit den durd) Hitlfe der Differengen ent=
ftandenen Werthen derfelben Glicder. Die Differeng wweier alfo
einander entfprechenden Werthe eined Gliedes wird entweder felbft
eine figurivte 3ahl von der Ordnung derjenigen fein, nadh) welden
die Febler wadyfen, oder fih als die Summe oder Differen meh-
verer figurirten 3ahlen von diefer Ordnung darftellen laffen. Die
Seiten oker Wurgeln diefer figurirten Sablen geigen fodann unter
den Differengen der lekten Ordnung diejenigen an, welde um eine
@inbeit vermehrt oder vermindert werden miiffen.

: Beifpiele findet man dafelbft S. 65.
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tionaltheile ftigt fidy unmittelbar auf dad angegeigte
Berfahren, indem man die Diffevengen der gweiten Ordnung
gleih) Null annimmt und mithin den Ausdrud fitr u, im
§. 553 rveducict auf

x
Uy == Uy +—A—‘iAuo.

Wenn die Differengen dev roeiten Ordnung nidyt Null find,
fo erhdlt man ein genaueres NRefultat, indem man bon jenem
Ausdruc die drei erften Glieder beibehalt
ki 2.
”’=“°+A o+ zAzzM A2u°'

Der Gebraud) folder Lafeln gibt aud) ju der Umfel=
rung ded8 Interpolationgproblems Anlaf, d. h. ju der Auf=
fudyung des Werthes von =, weldyer einem gegebenen Werthe
u, der Function w gugehirt. So lange man die Differengen
der hoheven Ordnungen gleidy Null annehmen Fann, hat man
unmittelbar aus der erften der vorftehenden Gleidjungen
u,—Ug

Aug °

P

TWenn aber diefe Formel nidyt die ndthige Genauigfeit gtbt
fo mug man fdreiben

Augy e T A2y, ;
1—|—(—A—;—1>2Auo+zt. :
Hat man nimlid) einen erfien angendberten Werth von @
mit itlfe o8 Ausdruds Az ““-" beredynet, fo fubfiituict
0

man denfelben auf der redyten Seite diefer Gleidhung, um
ein nod) genauered Refultat su erbalten. Diefer jweite
Werth von 2 Fann nodymald fubftituivt werden, um wieder
ein genauere8 Mefultat gu geben.

§. 558. Jn den §§. 553 2. wurde die BVorausdfepung
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- gemadht, die Beranderliche & wadfe mit conftanten Differen=
sen, oder die Sabhlen der gegebenen Reibe feien dirreh gleidye
Sutervalle von einander getvennt. Man fann indeffen auch
in denjenigen Fiillen, wo diefe Vedingung nidht erfii (it wird,
eine Interpolationdformel aufitellen, weldye dem Ausdrude
filv wz im §..553 dbnlid) iff. Sept man namlid) in diefen Aus=
dbrud fitr Auy, Auy, Aduy, 2. die Werthe aus §. 523, fo wird

u ——Qu u”,

ur—uo+A (1~ uo)+m,(3;—1) i
ug—3uyt-3uy—ty |

L (e )——'—Jm

1.2.3
oder aud)

Tiefe Gleiyung vertwandelt fid) fiir 2=0 in uo=1o;
fime=Az in v, =u,; fix =202 in u.=u,; fiir
=30z in uy=wuz; und fo fort. Der Ausdrud befteht
aus. den auf einander folgenden Gliedern wo, i, us, us,
2., bon Denen jede8 eine gange rationale Function der
Berinderlichen 2 jum Coefficienten Hat, und diefe Functionen
befigen die Cigenfdyaft, taf fie fih auf die Einbeit veduciven,
wenn man fitv @ denjenigen Werth felt, weldher dem_ent=
frechenden Gliede jugehorts dagegen 3u Null werden, wenn
man fitv @ einen Werth fept, der irgend ecinem anbderen
Gliede zugebhort.

http://rcin.org.pl

12A£<A:(; ) 23Az<A—E—1 \,C——?>+zc
IZJAzCAz 1)(-——2>——2r

; Pt g .
+in A_x—ﬁ‘AE(Az >+123Az 87 ID(A.’L‘—Z) ™

|

{

\

!

|]
‘|
|
)
{
)
)
|




Interpolationsformeln, 255

il man nun unter dev BVorausfepung, daf die Werthe
ven 2 nidht mebr in gleidyen Intervallen, fondern vollfom=
~men willfirlic) wachfen, einen Ausdrud fiiv w. bilden, fo
denfe man fid) unter @y, @,, @, @3, 2. die. Wetthe von z,
weldye, in die Junction w fubftituivt, vefp. geben uo, uy, 4y,
u3,2t Man exhalt fodann augenfdyeinlidy einen Ausdrud, wel=

dyer Diefelbe (Slgmfd\aft befibt wie vorbin, wenn man fdyreibt:
@ —z )@ —3,) @ — T3 e =
e o =
® (@o—2 ) (@y—T ) (Tg— T3)(@o—T)....

(® —xy)(x —zz)(a:' )T —x4)...,...
p @ =TI Z =B By = T3) (B, =T ). oo

@ —Z) (@ —T))(Z —T3) (@ L
¥ (T ) (Bars G N i D) imsll Yoy i

(z —Z )& —Z )T —Z) T —Ty).euns
+u Us s — T\ (s —s) (e L) (L — Ta)-snss

0 3 1 3 2 3 4
L+ . A T

Diefe Formel, welde Lagrange gegeben hat, Fann jur
Beredhynung beliebiger yoifdyenlicgenden Werthe dev Function
w dienen, wenn cine gewiffe Anzahl von Werthen diefer
Sunction gegeben ift, die beftimmten Werthen von 2 ent-
fprechen. 8 [aft fich -Gibrigens Beweifen, daf, wenn die
Werthe zo, @, @, @s, 2. eine avithmetifde Progreffion
bilden, dicfe Fovmel rieder mit der vorigen identifch rird.

§. 559. Gine der hauptfachlichften Anwendungen der
Snterpolationsmethoden bejteht in dev Herftellung pon For=
meln, toeldye, aud den NRefultaten einer gewiffen Anzalhl von
Beobadytungen oder Verfudyen hervorgegangen, toie der an=
“gendberte Ausdrucd ded Gefepges einer Erideinung angefehen
werden Eonnen. Soldye Formeln ditrfen in der Regel nidyt
itber diejenigen. Grdngen audgedehnt mwerden, 3wifdhen denen

die erhaltenen Refultate eingejdloffen liegen. - Wenn man
bie ahlen, welde die Veobachtung liefert, mie volfommen
genau anfehen darf, und eine Fovmel Herftellen will, die die=
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fen 3ablen Geniige leiftet, fo gelangt man dagu unmittelbar
durd) dag bigher aus einander gefepte BVerfahren. Man
fann aud) verfudyen, diefen 3ahlen durd) andere Ausdriice
Geniige gu leiften, weldye fid) mehr der NMatur der beobad)=
teten Crfdyeinung anfdyliefen.  Aber in der Regel find die
numerifchen Refultate mit Jehlern behaftet, und ed wiirde
nuplod fein, wollte man Formeln conftruiven, welde mit
allen 3abhlen genau gufammenftimmten. NMan fudyt vielmehr
in foldyen Fillen Ddiefe Nefultate juvor durd) eine vegel=
mipigeve Reibe gu erfepen, fad entweder durd) eine gra=
phifdye Conftruction gefdehen Fann, oder aud) dadurd), da
man mit allen 3ahlen Aenderungen vornimmt, welde ihre
Differengen von den verfchiedenen Ordnungen unter ein ein=
fadyed Gefep bringen. Wenderungen diefer Avt bleiben immer
mehr oder mweniger willfitelid), und miiffen Regeln befolgen,
welde aus der Wahrfdyeinlid)feitdredynung Hervorgehen. *)

Angendherte Quadraturen,

§. 560. Die numerifdyen Rechnungen gur Ausfithrung
der Rectificationen, der Quadraturen, der Cubaturen, zur
WBeftimmung der Sdwerpuntte, der Trdgheitdmomente e, fin=
nen immer auf die Werthbeftimmung beftimmter Integrale wie

b
/udx
a

guritcgefitbrt toerden, two w eine Function bon 2 bedeutet,
und @ und b die Gringen des JIntegrald find. Wenn diefe
Werthbeftimmung nidyt divect ausdgefithrt werden Fann, fo
Dedient man fich verfchiedener Naberung8methoden, weldye im
Wefentlichen davauf audgehen, den Werth ded8 Integrald
aud der blofen Kenntnif einer gerwiffen Anzahl von Werthen
der Function « DHerguleiten. Man denfe fi @ mie die
Abfeiffe und w wie die davon abbingige Orbdinate einer

) Die Methode der Fleinfien Quadrate gibt hieriiber weiteren Auffd)lup.
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Angendfherte Quadraturen, 257

ebenen Gurbey die in NRede fiehenden Ndherungsmethoden
Fonnen fodann angefehen werden wie Methoden gur ange=

niberten

Ausfithrung von Quadraturen.

Die obigen Interpolationsformeln fithren unmittelbar ju
einer Niherungdmethode von der angezeigten Art. Vian nehme
wieder an, die Veranderlide « wad)fe um die conftante Diffe-
reng Az, und Fehre 511 pem Ausdrude fitr w. im §. 553 juriicd

Ur=1thy + 7~ Auo—l—A (Ax — 1> a %

Ml st s )f;‘;w-

Bermdge der ?fuffaﬁungommfe welche dem JInterpoliven jum
Grunde liegt, betrachtet man diefe Formel wie die Darftel=
lung aller Werthe der Junction », nidt allein fiir die
Werthe 0, Az, 2Az, 3Awz, . bon z, fondern fiir jeden be=
liebigen Werth Oiefer Verdnderlidhen. Multiplicict man alfo
mit dz und integrivt swifden den Gringen @ und b, fo
ertDilt man den Werth ded vorgelegten IJntegrals.
Der porftehende Ausdruc ift gleichbedeutend mit

u'z:—uo‘l—'—‘Auo

+

o

-2l
'_> gid 3<A:r> h Aszzug

r(Az) i 6( ) +“<M> 1A2H:;04
(&) —1(&) (&) SOCM/

1 Ay,
B ]123 45

L 2o\ " g\
() o) s 5 ) (£ )’
Aby
"’274( ) 120321 1.2.3.4(.).).6
.
RNavier, Diff.- und Jntegraly. 11, Band. 17
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258 XL1. %bfdnitt.

Multiplicict man mit de, und integrivt von 2 =0 bis
x = Az, fo fommt

Az
f ude = Ax [u, -+ 1 Aug — 5 A% - 35 A%y — 3155 A%,
0
1o A% — 555t A% 120
al8 Ausdrud fitr den Wertl des erften Theil8 ded gegebenen
Sntegrals, welder gwifden den Grangen 0 und Az enthalten
ift. Diefelbe Formel gibt die Ausdriide der folgenden Theile

diefes Jntegrald, wenn man w,, uy, us, 2¢. an die Stelle
von u, fept. Man erhilt alfo

ndz Ut it Ut - Un—1
/ ude=Az| + 1 (A up+A uy A tyt............. +A uy—1)
s A(A%up+-A%, - Aty +A%py)
(A3uo+A3u, A%y +A3up—y)
. 5
und tenn man beachtet, daf
Auo+Au|+Auz+ ....... +Aun—l= Uy S Uy,
Ay 4 A%y + A%uy ... + A%y = A u — Au,,
Asuy - ASuy + Asu, 4 .. ... + Adup—y = A%y — A%,

A,
fo vermandelt fid) der vorige Ausdrud in

nlAz
udr =
0

7 uo+ul—{—u,+u3+ ........................ “+up—14-Lu, o
Aa:l (A u—A up)+ 5 (A%un—A%0)— 55 (A%, —A3u,)
a8t —A%00) 3 (A% — Mot
Mt Hiilfe diefer Formel Fann man den Wertl) Ded Jn=
tegrals. fudz jwifdhen gegebenen Gringen bevedhnen, indem
man da8 Jntervall diefer Gringen in n gleidhe Theile theilt,
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von denen jeder gleid)y Az ift, und die Werthe w,, w,, u,,
Ug, . ... Uy Der Junction u beftimmt, tweldye den Theilungs=
punften entfpredien. Ein erfter Naherungsierth tird durd)
dag erfte Glied der Entwidelung davgeftellt

Az (Luo—wy s Fus .. .. tn—1 -+ 3 un).
Dasfelbe bedeutet den Inhalt einer Fldche, mwelde ftatt der
Gurve, deven Ordinate u ift, ein Shitem von geraden Linien
gur Begrdngung hat, die die Endpunfte je zweier benad)=
barten unter den Ordinaten w,, u,, u,, s, 2c. verbinden.
Die folgenden Glieder bilden die Correction Ddiefed Werths.
Jene8 Refultat wird alfo defto genauer fein, je grifer die
3abl » angenommen foird, d. . je Eleiner die Differengen
werden, teldye in dem Corvection8gliede enthalten find.

§. 561. Die vorige Formel Fann nur dann mit Nuken
angemwandt fverden, wenn die Differenzen der auf einander
folgenden Ordnungen rafd) genug abnehmen. €8 [Gft fid
jedod) eine andere Fovmel herftellen, tweldye eine nod) {dynellere
Anndbherung liefert. LWenn man ndamlid) den vorigen Aus=
druc fitr we ticder mit dz multiplicivt, und fodann von
x =0 bi8 & = 2Az integrirt, fo Fommt

207
f udx = Az [2u, - 28u, 4 1 A%, — 5 Adup
0

oAU — 53 1A%y, 2],

oder el Auy =u, — u, und A?uy, = u, — 2, + u, ift,

par Ly T
0 —‘é%A“uo 3'3A5u0 e —3—‘;-16 Aﬂuo + 20,

alg Ausdruc fitv den erften Theil ded Jntegrals zwifdyen
den Grangen 0 und 2Az. Durd) BVereinigung der dhnlidhen
Auadriice fitr die folgenden Theile des Integrals gwifden
20z und 4Ax, 4Az und 6Az, 2. erhilt man, twenn » ald
gerade 3abl vorausgefeht mwird,

: & g
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260 XLI. Abfdhnitt. Angendherte Quadraturen.

nAz
/ udr =
0

o4, 2us - 2u, s -2un—s+Attg—1+-un |
— 5-‘3 (A%up+ Aty Aty Abuy— oAty s Atttn—2)
—|— L (Asuo+Asuy+Asuyt-....—HA5up— oAUy — s - DSup—2)
37 (At Aty Aty Attty Attns)
—l- 2.
Die erfte Jeihe in diefen Ausdrude, ndmlid)

E2 ot -t - 20y 204 ..+ 2ttt i),

ftellt den JInbhalt derjenigen Fladye dar, weldye man erbalt,
wenn man in dem Jntervalle zwifden 0 und 2Az ftatt der
Gurve, deren Ordinate u ift, den Vogen einer Parabel an
die Stelle fept, welcher durd) die Endpuntte der drei Ordi=
naten w,, u,, ¥, geht; und ebenfo in den iitbrigen Jnter=
vallen. *) Die folgenden Glieder bilden die Correction diefed
Werthes, der {dhon fehr angendbert it

Man wird bemerfen, daf der Gebraudy der vorftehen=
den Formeln die Kenutnif dev Wevthe tnt1, Unis, Unts, 20,
der Junction w fordert, weldhe auBerhalb der Gringen des
Deflimmten Jntegrald liegen. Wenn die Function = in ihrer
gangen Ausdehnung gegeben ift, fo bat diefer Umitand Feine
weiteven Sdyierigfeiten jur Folge. Aber e8 wverhdlt fid)
nidyt mehr fo, twenn, wie e8 jutoeilen vorfommt, diefe Funcs
tion nur innerhalb der Grdngen de§ beftimmten Integrald
gegeben ift. Jn einem foldyen Falle hat man 3u beadyten,
daB a8 Wefen der Interpolation8methoden darin bejtedt,

') Dies ift die befannte Simpjon'{che Formel gur angendherten Fladen-
bered)mmg Man gebraudyt diefelbe iiberall, wo bdie Ndherungs-
formel de8 vorigen Paragraphen, weldye eine BVerbindung der End-
‘punfte der eingelnen Ordinaten durch gerade Rinien vorausfest,
feine hinreidhende Genauigleit gibt.
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XLIL Abfdynitt. Linien von gleihem Riveau. 261

daB man die vorgelegte Sunction durd) die gegebenen be=
fondeven Werthe u,, %y, %, . . . . up twie bollfommen be=
fiimmt anfeben muf. Jun ift die Hodyjte Differens, tweldpe
man pevmitteljt diefer Werthe bevecdynen Fann, die Differens
A"y5 man wird alfo diefe Viffereny al8 conftant betradyten
und davaus die folgenden Glieder, deren man fiiv die in
Jtede ftehenden Fovmeln bedarf, beftimmen.

XLIL  ®inien von gleidem RNiveau und Linien des ftavEften
Abfalls auf gegebenen Fladen.

§. 562. Man denfe fid) die Punkte ciner Jlade auf
drei redytivinflige Coordinaten z, y, z begogen. Die Abfciffen
x, y feien Dorizontal, die Ordinate z vertifal. Die Geftalt
der Flade twird fodann durd) die Gleidyung gegeben

== f(.’l:, 9.
Wenn man den Abfeiffen z und y die unendlid) Fleinen Ju=
nahmen dz und dy ertheilt, fo wird die Ordinate z gleid)=
falls eine unendlidy Eleine unalhme erhalten, welde audge=
oritdt fird durd :

dz dz
ds = dw + % dy,

o i—; und ;—l; refp. die partiellen @iﬁerentialberb&[tniﬂ'e

der Function f(z, y) in Besug auf  und y bedeuten.

Der Werth vondz hiangt von dem BVerhiltniffe ab, weldes
man gifden den willfitelihen Aenderungen dz und dy
feftgeftellt hat. LWenn diejed WerDaltnif von der Art ift,
dag man bat dz =0, d. . wenn man Hhat
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262 XLIL. Abfdynitt,

dz
dﬁ —|— dy =8 () moraue i v—g—:— ’

dy
fo ge[angt man_auf der gegebenen Fladye von einem Puntte
gu einem andeven, obhne daf die Ordinate z ifren Werth
dndert. Die verftehende Gleihung ift alfo die Diffevential=
gleihung der Horizontalprojection einer Linie von glei=
dem Niveau, welde durd) einen Punft der Flidye gelegt
ift, deffen Coordinaten z, y, z find.

Man erhilt die Gleidyung diefer Projection in endlidyer
Form, wenn man fiir z in der Gleidung z = f(z, y) einen
conftanten LWerth fet, gleich der Ordinate dedjenigen Punkts,
durd) weldyen man die Linie von gleidhem Nivean legen mwill,

§. 563. Wenn man von einem Punfte der gegebenen
Bldade, deffen Coordinaten find @, y, 5, ju einem andern
Puntte derfelben iibergeht, deffen Coordinaten find & 4-dz,
y+dy, z4dz, fo durdliuft man in der Horizontalebene

: V dy™\? R ‘
ay einen Weg dz )/ 1 4 E) , und fteigt in vertifalem

Sinne um den Weg dz. Der AbFall der auf der Fladye
durdylaufenen Linie, d. 0. der Unterfchied im Niveau ibrer
beiden Endpuntte dividivt durd) die Linge ibrer Horizontal=
projection, mirb a[fo audgedritct burcb

dz dy
d+,, P

p
dz ]/1+< ]/1+(z{’;

Die Grofe diefes Abfalld dndert fid) mit dem willFiir-
lidyen Berhaltnif %. Will man die Richtung des ftirkiten
Abfalls Fennen [ernen, fo Dat man das @iffmntia[mrbdlt:
nif ded vorftebenden Ausdruds, in BVejug mu = aIB Ber=
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Rinien des ftdavfiten Abfalls. 263

dnderlidye genommen, gleid) Null ju fepen. NMian erhalt
dadurd)

dz
dz  dzdy dy _ dy
w7 0, mworaus S
dz

alg Differentialgleidyung der Horizontalprojection einer Linie
bes ftavEiten ADTalls oder, was dasfelbe fagen tiirde,
der ftirEften Unjteigung. Diefe Linie ftelt den Weg dar,
weldyen ein fallender Kovper, fidy felbjt iiberlaffen, auf der
gegebenen Flacde suritdlegt. Auc) erfennt man leidht in
Werbindung mit dem vorigen Pavagraphen, daf fiir jeden
SPunft der gegebenen Flidye die Horizontalprojectionen dev
Linie von gleidhem Nivean und der Linie ded {tavfiten Ab-
fallg, mwelde fih in diefem Punfte durdyfdyneiden, und mit=
bin audy diefe Linien felbft, immer auf einander red)twintlig
ftehen, wie fih iibrigens auch divect zeigen [dft.

§. 564, Die Vetradhtung der Linien von  gleidem
Nivean und der Linien ded ftarfiten A6falls findet Antwen=
dung bei der graphifhen Darfiellung der Erdoberfladye *),
fo wie bei der Anlegung der Strafen und der Kanile. Die
Oberflade der Grde geigt abmwed)felnd Abfille nad) entgegen=
gefesten Seiten, auf denen fidy Spfteme von Linien Dded
ftacften Abfalls angeben laffen, mweldye durd) Linien von
gevingem Abfall bon einander getrennt mwerden. Diefe lep=
teven find entroeder Vergriicen oder BWergthiler, und bilden
die Afymptoten der gewidbhnlichen Linien ded ftivFiten Ab=
falls. Wenn man eine beftimmte Linie von gleichem Niveau
durdy[duft, fo haben alle Punfte, in denen fie bon den Linien
der Vergritdfen und der BVergthdler gefdnitten wivd, die

*) Die befannten Methoden ded Bergzeichnens bei topographifden
Aufnahmen berufen allein auf der graphifyen Darflellung Ddiefer
beiden Arten von Linien.
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264 XLIIL Abfdynitt.

Cigenfdyaft, daf dafelbjt der AGfall ein Minimum ift. Aufer=
dem gibt e8 bemerfengmwerthe Punkte, in denen die Linien
ter Vergritfen und der VWergthdler fid) unter vedyten Win=
Feln {dhneiden, und gugleid die vertifale Ordinate dev Flache
ein abjolutes ober ein relatives Marimum oder Minimum
ift. Die lepteren von diefen Punften, wo der Gebivgsiug
einen Sattel bildet, seigen die Stellen an, nad) denen man
den Lauf der Strafen obder Kandle ridyten muf, wenn s
fich darum Handelt eine WevgPette ju durdyfdhneiden.

XLIIL  Bon der Kritmmung der Fladen.

§ 565. Die Kritmmung ciner Curve ift befannt, fo=
bald man den Halbmeffer ded Kritmmungsfreifes beftimmt
bat, d. b. desjenigen SKreifes, weldyer mit der Gurve eine
Berithrung der weiten Ordnung eingeht. Die Kriimmung
einer Fldche ift gleichfallg befannt, wenn man den Halomeffer
De8 Kritmmungsfreifed in jedem der Normalfdhnitte angeben
fann, weldye durd) einen Puntt der Flddye gelegt werden
Fonnen.

Wenn man durd) die Normale eines Punfts m einer
Bladye eine Cbene legt, fo erhdlt man eine Sdnittlinie,
elde ein Normalidnitt der Jldde genannt werden
fann,  Denft man fid) ferner auf der Normale einen jvei=
ten Punft angenommen, welde von dem Punkte m den un=
endlid) fleinen Abftand & befit, und legt durdy denfelben
eine Cbene vecdhtmwinflig jur Normale, fo erhdlt man eine
neue Sdmittlinie, weldye nad) Dupin den Namen der indi=
catovifden Zinie fithrt, weil die Vefdaffenbeit diefer
Linie, twie fid) fogleid) seigen wird, auf die Geftalt dev Fladye
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in der NMabe ded Punfted m {dhliefen aft. Vegeichnet man
{iberdie8 mit 6 den unendlidy Fleinen VWogen, weldyer jwifdyen
dem Punfte m und demjenigen Puntte enthalten ift, wo der
Normalfdynitt die indicatorifdye Linie trifft, und nennt o den
SKriimmung8halbmeffer diefes Mormalfdnitts, fv bat man

G = 0 arc cos (1 ———)—q -
und daraus
2 /
Q=1 /@

Die Kriimmung8halbmeffer der verfdhiedenen gtormar—
{dnitte find alfo proportional den Quadraten der Bivgen o
diefer Schnitte, bom Puntte m bid an die indicatorifdhe Linie
geredynet; oder tenn man twill, den Quadraten der halben
Diameter der indicatorifdhen Linie, weldye von den correfpon=
direnden Wigen nur um eine unendlid) Fleine Grofe dex
gtoeiten Ordnung verfdyicden find.

§. 566. Die Lage de8 Punfte8 m twerde durd) die
Coordinaten z, y, & auf drei vecdhtwinflige Adhfen begogen,
und e8 fei

z=f(z, y)
die Gleidhung dev gegebenen Fladye. Wian begeichne ferner
mit z-4-a, y+B, 2y die Coordinaten ded Punfts, in
weldpem der Normaljdynitt und die indicatorifche Linie ein=
ander treffen. Da o und B {ehr Flein find, {o fann man
ibre Potengen und Producte im Wergleid) mit den Po-
tengen und Producten von einer niedrigern Ordnung ver=
nadyldffigen. Ueberdies hat man nad) dev Formel des §. 138

d?z d’z
—get b ti(Gmetagg B+ 50

wofiiv man einfadyer {dyreiben Eann

Yy =pa—+ g8 + 1 (re* 4 2saf | £8?), (b)
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266 XLIIL. Abfdynitt.

indem man gur AbFirzung mit p und ¢ die Differential=

b d d ]
verhiltniffe dev erften Drbmmgd—; unbd—;, und mit r, s, ¢
die Differentialverhiltniffe der goeiten Drbnungd—‘z— ok
da?' dzdy '

d? ! 5 :
Ziy_: begeichnet.  Mian Fann «, B, y wie Coordinaten anfelen,

weldhe vom Punfte m aus auf Adhfen gezdblt werden, die
den Adyfen der 2, der y und der z parallel find. Die Glei=
dung (b) muf, in einer febr geringen Ausdehnung um
diefen Punft, wie die Darftellung der gegebenen Fldade
felOft angefeben mwerden.
Die Gleidjung der beriihrenden Cbene im Puntte m
der gegebenen Flidhe ift nady §. 217
¥ =pe + ¢B. (¢)
Bolglid)y muf die Ebene der indicatorifdhen Linie, weldye
parallel mit der beriithrenden Ebene in dem Abftande §, in
der Ridytung der JMormale gemefjen, oder in dem Abftande
8V pr¢*F1, in der Ridtung der Adje der z gemeffen,
gelegt worden ift, gur Gleidung Hhaben
v — 8 Vpr+gi+1 =pa + 8. (d)
Gliminirt man endlidy y aud den Gleidhungen (b) und
(d), fo ift da8 Refultat diefer Elimination, ndmlid)

2V pt¢ 1 = ro* 4 2saf 537, (¢
augenfdyeinlidy die Gleidhung der Projection der indicatori=
fdhen Linie auf die Gbene f. Man fieht davaus, daf der
Abftand & unendlich Flein von der jweiten Ordnung ift,
wdbrend o« und B unendlid) Elein von der erften Ordnung
find.
§. 567. Man Hat ferner

0? = a? 4 B2 4¢3, (f
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oder fenn man fir y feinen Werth ausd der Gleichung (b)
fept und nur Grigen der gweiten Ordnung im Wergleid)
mit o und B beibebdlt,
ot = (1 4 p) o* + 2pqaf + (1 + ¢*) B
Alfo vertwandelt fid) der Ausdruct (a) fitr den Kriimmungs=
Dalbmeffer, indem man fitr 62 diefen Werth, und filr 28
den Werth ausd der Gleidhung (e) an die Stelle fept, in
—_— 2) o2 2)32
o=Vppgpt, OB ECEOR (g
Diefe Formel gibt den Kritmmungshalbmeffer eined be=
liebigen Normalfdynitts, fobald man das Verhirtni £ feft-

geftelit Bat, d. b. die Projection der Jangente, welde im
Punfte m an diefen Normalfdnitt gelegt twerden Fann,
auf die Ebene xy.

§. 568. WBon einem NRormalfdynitte um andern dndert
fich der Kritmmung8halbmeffer proportional den Quadraten
der Dalben Diameter der indicatorijden Linie. Diefe Linie,
deren Projection auf die Ebene ay durd) die Gleidhung (e)
vom jiweiten Grade gegeben wird, liegt immer fHmmetrifd) in
Begug auf den Punft m, und die Marimum= und Mi=
nimumterthe ded Kritmmung8halbmeffers®) entfprechen au-=
genfdyeinlich ihren vecdhtwinfligen Diametern. Um diefelben
auf moglidft einfacdye Weife gu finden, bemerfe man, daf
man durd) Differentiation der Gleidhungen (d) und (e),
denen die Coordinaten der Punfte der indicatorifdien Linie
immer Geniige leiffen miiffen, exhalt

dy = pdo. + ¢dB,
= (re + s§) da + (se + 13) d5.

*) Jn dem befondeven Falle, wo bie indicatorifde Rinie ein Kreis
wird, wie 3 B. in jedem Puntte einer Kugelflade, findet offenbar
cin Marimum  oder Minimum  des Kritmmungshalbmeffers nidht
ftatt (m. {. §..578).
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Ferner fwenn @ und folglidhy aud) o ein Marimum oder cin
Minimum werden foll, fo hat man vermdge der Gleichung (F)
0 = ada + BdB - ydy,

oder fwegen ded borftehenden Werthed von dy
0 = (« + py) de +- (8 + qv) dB.
Mithin twird
atpy _ Btov _ o(et-py+BEtav)
rotsf  seHB alrat-sp)tPlsetB)’

Nun ift die lepte von diefen drei Grifen genau der
stoeite Factor ded Ausdruds (g) filr den Kritmmungshalb=
meffer . Wegeihnet man alfp mit R den Maximum= oder
Minimummwerth de8 Kriummungdhalbmeffers, und febt jur
AbEirzung

Rt B
Vrrtett'
fo Fann man {dyrveiben

a-t-py 14 By
Z=m und Z_?cz+tﬁ’

oder aud)
Z (ra + sB) = (1 + p*) e« + pgB| (h)
Z (se + ) =pge - (1 4-¢*) B
Man erhilt darausd erftend durd) Elimination von Z
—[(1+p?)s—pgr]e+{(1+-¢*)r—(1+p?)eB4{(14-¢*)s— pgt]p*=0,
und die Aufldfung diefer Gleihung gibt
B _ —ld+gr—4pHf+ VN
o 2[(14-¢*)s—pq!] .
wenn man e AbFivzung fept
N=[(1+4-¢*)r—(14-p*)f]*+4 [(1+-p*)s—pgr][(1-+g%)s— pqt]

oder_wad auf dasfelbe Hinausfommt

(i)
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N=[(14-¢2)r—2pgs+(1+4p2)t]*—4(p*+¢*+D)(rt—s?)
wie fid) leicht nachoeifen [dft.

Man erhdlt gweitens aus den Gleidyungen (h) durd)
Climination von o« und B
(rt—s*)Z2—[(14-¢)r—2pgs+-(14-p*)t)2+-p*+-¢*+1 =0,
und darausd mit Ridfidt auf R=Z |V p*H¢>+1,

1 r—2, 1 )i+ N 2 O e 1
R=Vpipgp, U2t O iy o -
wo N die vorige BWebdeutung Dhat. Ay
Die beiden in der Fovmel (i) enthaltenen Werthe be= W il
deuten die trigonometrifdyen Tangenten der Winkel, welde . o<

die Projectionen der rechtiwinkligen Diameter dev indicato- |

rifdyen Linie, ober aud) die Projectionen der Durdy{dynitts-=

linien der Deriibrenden Gbene der Bldche mit denjenigen

Normalebenen, mwelcye den griften und den Eleinften Kritm= ‘

mung8halbmeffer in fich entbalten, auf die Cbene zy mit |

der Adyfe der z einfchliegen. Die beiden durd) die Formel

(k) gegebenen LWerthe gehiren diefen Kritmmungshalbmeffern 1

felbft an, und werden die Hauptmwerthe ded8 Kritm= i

mung8halbmeffers genannt. ]
Mian fann nod) bemerfen, daf die Formeln (i) und |

(k) tmmer veelle Werthe geben; denn man Dat identifd) |

(1+p2)2) [(1+g*)r—2pgs+(14+p")]*—4(p*+-¢*+- 1) rt—s*) |=
{(pA)[(14+p)t— (14-¢*)r]+-2pg[pgr—(1+-p?)s]|?
+4(p*+g*+-Dlpgr—1+p?)s]*s
folglidy ift Die vorhin mit N begeichnete Grofe ftetd pofitiv.
§. 569. Der Werth des Kritmmung8halbmeffers eines
Delicbigen Normal{dnitts [at fid) fehr einfad) durd) die
beiden Hauptwerthe ded Krimmungdhalbmeflers ausdritden.
Man denfe fih namlic) die Lage der Coordinatenebenen fo
gedndert, daf die Gbeme ay parallel mit der berithrenden 1
1
I
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Cbene wird, welde man im Punfte m an die gegebene
Bladye gelegt hHat. Sodann wird fitr diefen Punft p=0
und ¢=0, und die Gleihung (e), mwelde der indicato=
rifdhen Linie angehdrt, vermandelt fich in

20 = ra? 4 2saf -} 82

3 ‘ Wenn man ferner die Achfen der @ und der y o legt, daf

fie mit den redytivintligen Diametern dev indicatorijdyen Linie
sgufammenfallen, fo folgt aus diefer Gleidung, dag man
baben wird s=0. Selt man alfo p=0, g=0 und s=0,
fo hat man bdie ndthigen BWedingungen aufgeftellt, damit die
Cbenen zz und yz mit den Gbhenen der Normalfdnitte zu=
fammenfallen, denen die beiden Hauptverthe ded Kritmmunge=
Dalbmeffer8 angehoven. Jn diefem Falle vermandelt fidy der
Ausdrud (g) fitr den Kritmmungshalbmeffer eined beliebigen
Normalfdnitts in

o il
L9 raafg2?
und mwenn man mit ¢ den Winfel begeidynet, den die Ebene
diefed Normal{dnitts mit der Ebene xz einfdlieft, fo nimmt
er Die Geftalt an
1
¢ = Foosgitising?

Man bemerfe nun gunddyft, daf diefer Ausdrud gibt
—;— = r.cos ¢* -} ¢ sin @2,

und wenn man mit g, den Kritmmung8halbmeffer fiir den=
jenigen Yormaljdnitt begeichnet, deflen Ebene redytmwinfliy
auf der Ebene de8 Jormalfchnitts fteht, auf mweldyen fid)
der Kritmmung8halbmeffer ¢ besieht, fo hat man

—:—=rsin @* -t cos @2,
L 1
Davaus folgt die bemerfensmerthe BWegiehung
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1 3
— — =T t
Q+91 i

. . die Summe der umgefehrten Werthe der Kritmmungs-
halbmeffer, weldye gwei auf einander rechtwinkligen Normal=
{dnitten angebdren , ift confiant. Mian hat alfo immer

1 1 1 1

@ VTR
wenn R und R, die Hauptwerthe desd Kritmmungshalbmef-
fer8 Dbegeidynen.

Ferner evgibt fid) aud der Gleidyung desd §. 568, welde
den Ausdruc (k) fitr die Hauptwerthe des Kritmmungs=
halbmeffers geliefert hat, daf man immer hHaben mug

Rof- By =V i g 1 H e L

RR, — (p*+-g2+-1)®

0 b3 | "

und folglich
R4-R, _ + __ (4-g%r—2pgs+-(1-4-pt
RR, R By . i (pz+qz+[)z
§. 570. 2Wenn man jeht in dem Ausdrude ded vori-

gen Paragraphen y

Q__—'rconp"—l—lsin(p2

forwol ¢ =0 al8 ¢ =% febt, fo er[)i'ﬂt man

1 1
R=T, Rl=—t-

alg die Hauptwerthe de8 SKritmmungshalbmeffers, welde
den beiden Normalfdnitten angehoren, die mit den Ebenen
zz und yz gujammenfallen. Daraud folgt, daf man fiatt
des vorigen Ausdruds fiir ¢ fdhveiben Fann

RR,

2RR,
R R, cos g2 -} Rsin g2’

R+ R,— (R—R,) cos 2¢°

ober Q=
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Mian Fennt alfo den Werth ded Kriimmungshalbmeijers
in jedem Normalfchnitte, al8 Function der beiden Haupt=
werthe B und R, Dde8 Kritmmungshalbmeffers, und ded
Winkeld ¢, weldyen diefer Novmalfchnitt mit dem den Halb=
meffer R enthaltenden Jtormalfdynitte einfdylieft. -

€8 folgt Dievaus, daf mwenn zwei Fliden in einem
gegebenen Punfte einander beriihren und gugleid) einerlei
Hauptiwerthe de8 Kritmmungshalbmefjers befigen, diefe Fli=
den fodann in dem angeseigten Punfte in jedem Sinne eine
QBerithrung der jweiten Ordnung mit einander eingebhen,
0. b. baf allen Normaljdhnitten der beiden Fladen refp.
gleidye Kritmmungsdhalbmeffer angehiren. Ferner eigt fich,
dag in einer unendlid) Fleinen Ausdehnung um einen belie=
bigen Puntt m einer Flace, man fid) diefe Flade auf dop=
pelte Weife durd) die Rotation eined Kreigbogend befdyrieben
denfen Fann, ndmlicdy 1) durd) Rotation des gropten Kritm=
mung8freifed um eine Adyfe, welde in feiner Gbhene redit=
winflig gu der JMormale liegt und durd) den Mittelpuntt des
Fleinfien Kritmmung8freifes geht; 2) durd) Rotation des
Eleinften Kriimmung8freifed um eine Achfe, weldye in feiner
Gbene vechtwinklig su der Novmale liegt und durdy den Mittel=
puntt ded groften Kritmmungstreifes geht. Die beiden alfo be=
fdyriebenen Sladyen haben augenfcheinlich diefelben beidenHaupt:
erthe ded Kritmmungshalbmeffers wie die gegebene Jldche.

§. 571. Man betracdhte jept, Fig. 55, einen Scnitt,

Big. 53. elder fdyief durd) die gegebene Fldadye
gefiibrt wird, ndmlid) vermittelft einer
durd) die Tangente mh de8 Normal=
{hnitts nma’, dem der Kritmmungshalb-
meffer @ angehort, gelegten Ebene. €8
fei omo’ der Durdyfhnitt diefer {dhiefen
Gbene mit der Flade, und oo” der
71 Durd{dnitt der ndmliden Gbene mit

4
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der Gbene der indicatorifdyen Linie.  Miit @ reerde der Win=
fel Begeichnet, den die Normale mf mit dem Perpendifel mg
einfchlieft, welched man in der {chiefen Ebene auf der Tan=
gente mh ervichtet Dat.  Sudyt man ten Werth ded Kriim-
mungghalbmeffers in dem {dyiefen Sdynitte omo’, fo bemerfe
man, daf der Unter{chied der Linien nf und og, oder der
Bigen mn und mo, von derfelben Ordnung ift toie der AD=
ftand mf, d. h. unendlid) Flein im BVergleidy mit diefen Bigen
felbft. Man fann alfo mn fitv die Linge ded Vogens mo
nehmen 3 und mithin Fann der Kritmmungghalbmefier des
{dyiefen Sdynittd omo’, fitr welden man nad) §. 565 findet
g

mo
2.my’
aud) ausgedriift werden durd)
-m—n2 RR, cos o
O . Y R vonghed Tiain ot
€oS @

Diefe Fovmel gibt auf eine febr einfadye Weife den
Krimmungshalbmeffer eines beliebigen fdhiefen Schnitte, den
man in einer Slicde hervorbringen Fann, ausdgedriicdt durdy
die beiden Hauptwerthe ded Kritmmungshalbmeffers, durd
den Winkel ¢, weldien die Tangente des fdyiefen Schnitts
mit der Scnittebene einfd)licht, die den Halbmeffer R in fidy
enthdlt, und endlid) durd) den Winfel w, weldyer jwifdyen
der Gbene ded {djiefen Schnitts und der Normale der Fladye
enthalten ift. Man fieht davaud fogleid), indem man den
Winfel o {id) dndern [aft, daf Dder geometrifthe Ort der
Kriimmung8mittelpunfte aller Sdnitte, welde man durd)
bie gegebene Tangente einer Fldadye legen Fann, ein Kreis ift,
weldyer den Kritmmungshalbmeffer ded TNormalfdhnitts jum
Durdymeffer Dat und deffen Gbene auf der gegebenen Tan=
gente vedytioinflig fieht. Die Kugelflicdhe bietet Hiesu ein
anfdyauliches Beifpiel.

Navier, Diff.- und Jntegrale. M. BVand. 18
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Bon den Kriimmungslinien.

§. 572. Dic den redytwinfligen Diametern der indica=
torifdyen Linicentfprecyenden Normaljdynitte, denen die Haupt=
werthe des Kritmmungshalbmeiers yugehiven, Haben eine
Defonders merfoiirdige Eigenfhaft. €8 fei, Jig. 56, nono

Big. 56. die indicatorifche Linie, m der Mittelpuntt

diefer Gurve, und nn die Durd)fdynittslinie
v einer beliebigen JMovrmalebene. Wollte man

1m Puntte n# eine Normale an die Jlache

Iegen jo miiBte diefelbe ju gleicher Jeit auf

der Tangente ded in mn projicivten Nor=

kg malfdnitt8, und auf der Tangente al der
indicatorifdyen Linie vecdhtwinklig ftehen. Die Projection die=
fer Normale auf die Ebene dev indicatorifden Linie witrde
aljo die Linie nk fein, welde auf 2l vedytintlig ftebt, und
mithin Fonnte die in Rede ftehende Normale im allgemeinen
nicht mit Dderjenigen Mormale dev Flade zufammentreffen,
weldye durd) den Punkt m geht. Aber die beiden Norma-=
[en werden einander in dem befonderen Falle treffen, wenn
die Projection nn ded Normalfdnitts mit einem der beiden
rechtivinfligen Diameter NN und NN der indicatorifdhen
Linie jufammenfillt. Mitbin Daben in jedem Punte einer
Dladye die beiden Novmalfdynitte, denen die Hauptwerthe desd
Kritmmungshalbmeffer8 angehdven, vor allen {ibrigen Nor=
malfdynitten, die characteriftifhe Cigenfchaft, dap die Nor-
male der Jlade in diefem Punfte die Normale in einem
unendlidy nahe liegenden Punfte fdyneidet, wenn man lepte=
ren in einem jenev beiden Jormalfdynitte angenommen DHat.
Der Durdyfdynittspuntt diefer beiden Normalen ift augen=
fheinlich der Krivmmungdmittelpunft des Scdynitts.

Man Fann ju diefer ECigenfhaft aud) auf folgendem
Wege unmittelbar gelangen.  In dem Punfte m der Fldde,
deffen Goordinaten @, y, z find, denfe man fidh die Mor=

N 7]
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male confteuirt, und e8 feien 2,y , 2 die Goordinaten ecines
Deliebigen Punfts diefer NMormale. Die Gleihungen der=
felben find fodann nady §. 217
z2—& +p(z—2)=0
y—9 +q(—5)=0. :
Differentiivt man diefe Gleidyungen in Begug auf z, y, z,
indem man 2, ¥,z wie Conftanten anfieht, fo werden die
erhaltenen Gleidhungen einer unendlid) nabe liegenden Linie
angehoren, die den beiden Vedingungen Geniige Tleiftet, daf
fie eine Mormale der Bldadhe ift und mit dev erften Normale
einen Punft gemein hat. Diefe Differentiation gibt
dr-dp (53— 2')+ pdz=0
dy+dq (z — 7') 4 qdz=0;
oder wenn man beadytet, daf dz=pdr | ¢dy, dp =rdz |-
sdy, dq= sdz-}- tdy,

(14 p?) do - pgdy 4 (rdz - sdy) (z — ') =0
pgdz + (1 4 ¢*)dy - (sdw +- tdy) (3 — z') = 0.
Gliminirt man jept 2 — 2" aud diefen beiden lepten Glei=

dungen, fo ecrhdlt man

[(l+q“)s—pqt]<¢z> +[(1 - (I—Hﬂ)t]"”
i [(1+p’)s rqu—O
und diefer Gleichung mup mithin der TWerth von ¥ (Sjenuge

leiften, melcher Dder Horizontalprojection berjemgen Gurpe
angehort, in der man fid) auf der Flddye fortbervegen mug,
wenn dev BWedingung Geniige gefdhehen foll, daf jwei un=
endlihe nahe auf cinander folgende NMormalen in eineclei
Gbene entbalten find. Nun ift aber diefe Gleidung genau
itbereinftimmend mit devjenigen ded §. 568, mweldye die bei=

den Werthe desd ?Ber[yﬁ[tniﬁ'es% gibt, denen die Dauptwerthe
18*
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de8 Kritmmungghalbmeflers entfprechen. Audy ift unmittel=
bar gu exfennen, daf die beiden durd) diefe Gleidhung gege=

benen Wertlhe bvn% ju gtoei Linien gehoren, die fih unter

vechten LWinfeln fdyneiden, fobald man namlid) wie im §. 569
die Lage der Goordinatencbenen fo dnbdert, daf die Ebene
ay parallel mit derjenigen Ebene ird, twelde die Jldde
im Puntte m berithrt. Man hat alddann p=0 und ¢=0,
und die vorﬁe[)enbe Gleichung veducivt {idy anf

< ) _I_rs—tdy 1=0;

ble buben SIBuraeIn derfelben geben alfo die trigonometri=
fhen Tangenten gtoeier Winfel, die um einen vedyten Win=
fel von einander verichieden find, d. b. die Ridytungen ter
Gurven, denen fie angehren, fteben auf einander vedytiwinklig.

A9k d; ; .
Eliminivt man ferner :TZE aud den beiden oben gefunde-

" nen Gleidyumgen, fo erhalt man

(rt—s*) (z—= )2+ [(14-¢2)r—2pgs + (1 +p* 1] (z—=)
+ 1 prgr=

Tiefe Gleichung Tiefert, in BVerbindung mit den beiden Glei=
dungen der Novmale, die Coordinaten @', y', 2" des Durd)=
fdhnittspunfts der beiden auf einander folgenden Normalen,
oder mit andeven Worten ded Kritmmungsdmittelpunfts. Da
fie vom gweiten Grade ift, {o Dat jede diefer Coordinaten
im allgemeinen goei Werthe, fo daf e auf der namlicden
Sormale el Kritmmungsmittelpunfte gibt, weldhe refp.
den durd) die vorige Gleidjung Deftimmten rvechtwintligen
Normalfdnitten angebdren.  In BVetveff der Grife des
KrimmungsBalbmefjers hat man offenbar, tvenn man den=
felben toie oben mit R begeichnet,
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Mithin ftimmt die fo ecben gefundene Gleidyung mit der=
jenigen des §. 568 {iberein, aus weldyer der Ausdrud (k)
fiir die Deiden Hauptoerthe des Kriimmungdhalbmefjers
Dergeleitet toovden ift.

§. 573. Aus dem Bisherigen ergibt fid), daf man von
jedem Deliebigen Punfte einer Flide aus in jroei Ricytun-
gen, die einen recdhten Winfel mit einander einfd)liefen, ju
einem benadybarten Punfte der Fladye fibergehen Fann, wel=
dyer der Wedingung geniigt, daf die Normalen diefer beiden
Puntte in einerlei Ghene enthalten find und einander fchnei=
den. Gbenfo fann man von diefem ziweiten Punfte gu cinem
dritten Punfte {ibergehen, darauf ju einem bievten w. f. f.,
indem man immer diefelbe BVedingung fejthalt. Nian erhalt
auf diefe Weife auf dev gegebenen Flddye eine jufommen=
Dangende Linie, welde man Kritmmungslinie genannt
Dat und deven Vetradytung von WidptigPeit ift. Fiiv jeden
SPuntt einer Flddye gibt e8 im allgemeinen jwei Kritmmungsd=
linien, die fih in Oiefem ‘Punfte unter rechten Winfeln
fdneiden; entfprechend den beiden Normalfdynitten der grif-
ten und der Eleinften Kritmmung in diefem Puntte. Denft
man fid) alle Kritmmung8linien auf der Flide gegeicdhnet,
fo zevtheilen fie diefelbe in zwei Sphiteme von Jonen, deven
Durdyfreugung redytivinflige Figuren bildet.

Die vorhin gefundene Gleidiung

(-5 — ol ()10 + g — 1 +p20)

—[(1+4-p*)s —pgr]=0
ift die Differentialgleichung der Projection der Kriimmungs-

linten auf die Ebene xy. Da diefelbe in BVegug auf %

vom gioeiten Grade iff, fo exhilt ihr Jntegral nady §. 404
eine willkinlidye Conftante jum Quadrat exhoben; und wenn
man diefe Gonftante o beftimmen will, daf die Kritmmungs-
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linie durd) einen gegebenen Punkt der Flache geht, fo findet
man giwei Werthe, weldye vefp. den Kritmmungslinien der
beiden Spfteme angehiven.

Climinivt man r und ¢ mit Hitlfe der Gleichungen
dp =rdx 4 sdy, dg = sdx -+ tdy, und mit Ridfidt auf
dz = pdx -+ qdy, {o nimmt die vorftehende Gleihung die
Geftalt an

dp (dy + qdz) = dq (dv + pdz),

wie man {ibrigend aud) unmittelbar aud tem vorigen Pa=
ragraphen nadyweifen Fann.

§. 574. Die Unterfudyung der verfdhiedenen Geftalten,
weldye die Gurve annehmen fann, die den JMamen der indi=
catorifdyen Linie fithrt, ift febr geeignet, ein anfdyaulidyes
Bild der verfchiedenen Fille ju geben, toeldye die Kritmmung
dev Bladyen davbietet. Die Gleidyung (b) des §. 566, in
weldyer man nur die Glicder der gweiten Ordnung in Be=
sug auf o und B beibehalten Hat, ndmlid

v=pu -+ g8 4 § (et + 2B + 132,

ftellt eine Jlache der goeiten Ordnung dar; e8 jeigt fidh
mithin, daf eine foldhe Flidye im allgemeinen nady allen
Ridptungen um einen gegebenen Puntt eine Veriihrung der
gtoeiten Ordnung mit einer gegebenen Flddye eingeben Fann.
Die gegebene Fladye und die osculatorijdye Fladye der jivei=
ten Ordnung miiffen in einer unendlid) Fleinen Ausdehnung
um den Puntt m ald sufammenfallend angefeben mwerden,
fo daf die indicatorifthe Rinie beiden gemeinfdyaftlidy ange-
Dort. Die Gleidung der Projection der indicatorifden Linie
auf eine Gbene, parallel mit der Gbene 2y, ift in (e) §. 566
gegeben.  Man Fann fie einfadyer {dreiben

D =ra? 4 2s0f - 2,
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indem man gur AbFiirgung D=28[/p’+q’lf—f febty fie
gibt, in Wezug auf B aufgeldf’t,
BT + VDt — @t — %) a®
; 2
§. 575. Wenn die Function rt—s* pofitiv ift, fo ift
die inbdicatorifdye Linie eine Gllipfe, und die oculatorijhe
Blache der groeiten Ordnung ein Elipfoid. Alle Diameter
ter Gllipfe find veell, folglich die Quadrate diefer Diameter,
denen die Krivmmungdhalbmeffer der JMormalfdhnitte propor=
tional find, fammtlid) pofitic. Die Kritmmungen aller Nor=
malfdynitte find nad) einerlei Seite geridytet. Dasdfelbe fin=
det man aud) aud dem Ausdruce (k) des §. 568.

§. 576. Wenn die Function ré—s? negativ ift, fo
ift die indicatorifche Linie eine Hyperbel, und die osculato=
rifhe Fldche der ziweiten Ordnung ein Hyperboloid. Die
reellen Diameter dev Hhperbel haben pefitive Quadrate, da=
gegen Ddie imagindrven Diameter negative Quadrate, folglid)
find bdie beiden Hauptfriimmungen der Flache nad) verfd)ice=
denen Seiten gevichtet; und itberhaupt wenden unter den
verfdyiedenen Novmalfdynitten die einen ihre Kritmmung nad)
der einen Seite, die andeven nady der entgegengefepten Seite.
Die Afymptoten der Hoyperbel, in deven Ridhtung tie Kritm=
mung gleid) Null ift, trennen die NMormal{d)nitte bon ein=
ander, mweldhe ihre Kritmmung vefp. nad)y der einen oder
der anbderen Seite wenden.

Man exhilt die Richtung diefer Afymptoten, wenn man
den Nenner ded Ausdruds (g) im §.567 gleidy Null fept.
Died gibt

ra? - 2sof - 82 = 0.
Mithin gehort die Differentialgleichung

dy dy™\ 2
r—{—'?sa-a-;—}—t(%) =0
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der Projection aller derjenigen Curven auf die Ebhene axy
an, die in der gegebenen Flidye enthalten und mit der Ei=
genfdyaft begabt find, daf in ihrer Ridhtung die Kritmmung
gleid) Mull oder der Kritmmungshalbmefier unendlic) grof ift.

Die Differentialgleichung

dz = pdx 4 qdy
gebort gleidymdBig der Oerithrenden Gbene dev Flide im
Puntte m und der Flade felbft anj; man erhilt daraus
dz=dpdx +dqdy, ober d*z=rdx?-}2sdxdy—|tdy>.
Da man nun fir die Devithrende Gbene hat d2z=0, fv
wird man mithin durd) Auffellung der Gleidhung
rdz® -+ 2sdzdy + tdy?* = 0

eine Vegiehung jwifden dz und dy feftfepen, welde der
Durd)fdynittslinie der gegebenen Fladye und ibhrer beriihren=
den Ebene angehort.  Folglidy baben alle Fladen von der
in Jtede ftebenden Art, d. h. deren beide Hauptfritmmungen
nad) entgegengefepten Seiten gerichtet find, in dem betreffen=
den Punfte die Eigenfdyaft, dap fie durdy ihre berithrende
Gbene [ding8 el Linien gefdnitten werden, deren Ridytun-=
gen mit den Afhmptoten Dder indicatorifhen Linie jufam=
menfallen.

Der Winkel jwifdhen diefen Afymptoten gibt jugleidy
ein Urtheil iiber da8 Verhdltnif der beiden Kriimmungen.

o Denn da dag Verhaltnif dev beiden Adhfen der Hyperbel
f‘;ausgebriidt wird durd) die trigonometrifdhe Tangente der

yzo ize Fivs R §iljte diefed Winfels, fo wird das WerDaltnif der beiden

K izt
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v v ha
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ew ¢

Hauptwerthe des Kritmmungshalbmefiers ausgedriidt werden

» durd) da8 Quuadrat diefer trigonometrifdyen Tangente.

§. 577. Wenn die Function rf —s2 den Werth Null
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Sriimmung der Fladyen. 281

und ftellt ein Spjtem jweier geraden Linten dar, die mit
der Adhfe der 2 einen Winfel einfdyliefen, deffen trigonome=

trifdye Tangente — % ift. Die indicatorifdye Linie wird alfo

bier von ziwei pavallelen gevaden Linien gebildet, und die
o8culatorifdye Fladye der giweiten Ordnung ift eine Eylinder=
flache.  AMe Diameter der indicatorijchen Linie find reel,
folglid) mwenbdet die Fldcdye alle ihre Kritmmungen nady der=
felben eite; nur in der Ridhtung der in Jede ftehenden
geraden Linien hat die Kriimmung den Werth Null. Denn
wenn man in dem Ausddrude (k) des §. 568, mwelder ie
beiden Hauptiverthe de8 Kritmmungshalbmeffers darftelt,
rt—s?2=0 febt, fo wird eine Wurzel diefer Gleidhung
endlidy und die andere unendlich, und beide haben gleiche
Borgeidyen.

Die Eigenfchaft, mit einer Cphlinderfliche eine BVeriih=
rung der jweiten Ordnung eingugeben, Fommt allen Flddyen
gu, telde den JMamen abwidelbarve Fladhen fithren,
und dritcft ihren Chavafter vollfidndig aus. Die partielle
Diffeventialgleichung der zweiten Ordnung

rt —s2=20,
welde diefe Cigenfdhaft darjtellt, entfpridht allen Fladen
diefer Art.

§. 578. Die beiden Werthe von R, mweldye der Aus=
drud (k) ded §. 568 gibt, find einander gleich und von
gleichem Borzeichen, wenn man hat

[(A4-¢*)r—2pgs+(1-+p )] *—4(1+-p*+-¢*) (rt—s*)=0.
Diefe Gleidhung Oviict alfo die Bedingung ausd, weldye er=
fitllt fein muf, damit die beiden Hauptroerthe ded Kriim=
mungshalbmefjers einander gleid) find und einerlei Ridytung
haben. Der Ausdrud fitv ¢ im §. 570 jeigt, daf in Ddie=
fem Falle die Krvimmungdhalbmefer aller Normaljdnitte
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unter einander gleid) find. Die Punffe einer Flide, in
denen diefe Eigenthitmlidyfeit ecintritt, oder in denen die
indicatorifche Linie ein Kreid iff, {ind gewidhnlid)y befonders
merfoiivdig; man hat ibnen den Mamen Nabelpuntte
(ombilics) gegeben.

Nady der Bemerfung am Sdluffe deg §. 568 Fann
diefe Gleihung nicht beftehen, wenn man nidyt eingeln die
beiden Gleichungen Dat

(1+¢)r— (1 +p)t=0,
(1 +p*)s —pgr =0,
aud denen iiberdied folat
(1+4¢*s — pgt=0.
Man fann fid) itbrigens audy auBerdem leicht {iberzeugen,
dap die Gleichheit der beiden Hauptwerthe ded Kritmmungs=
balbmeffers immer die Crifteny dev Doppelgleichung

a o RISy o
Y s (]

gur Folge Hat. Denn da die Formel ded §.570 jeigt, daf
algdann die Kritmmungshalbmeffer aller Normal{dnitte un=
ter einander gleidy find, fo muf nothwendig das BVerhdltnif

% aug dem Ausdrude (g) des §. 567 verfdhwinden, was
nur unter dev angegeigten BVorausfepung miglidy ift.
Diefe Doppelgleidhung madht die Gleidung des §. 568
identifd), von welder der Ausdruct fi‘tr-g abbingt, oder auch,
wad auf dasdfelbe hHinausfommt, dic Gleidyung ded §. 572,
von weldyer der Ausddrud fi % abbdngt, der. die Ridytun=

gen der ﬁrﬁm‘muugeﬁnien feftitellt 5 man Fann mithin dar=
aud in Wezug auf diefe Ridtungen nidtd {dliefen. 8
qibt Nabelpuntte, duvdy weldhe nur eine eingige Kritmmungs-
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linie geft; andere, durdy meldye eine begringte Anzahl von
SKritmmungslinien gebt, die groBer al8 gvei ift 5 endlid) nod
andere, in welden unendlicd) viele Kritmmung8linien fid) in
allen Ridytungen durdyFreugen. Die Sdyeitel oder Pole der
Rotationsfladyen gehdoven unter diefen lepten Fall. Die
Unterfdyeidung der verfdriedenen Fille, welche fic) einftellen,
Fann aud der in Jede fehenden Gleichung felbft, ndmlich

[+ a5 —petl () 4 [+ — (A +p)0 g

— [(1+p*)s — pgr] =0,
abgeleitet werden, indem man fie toiederholt in BVesug auf

2 und y differentiivt und dabei % al8 conjtant anfiebt. Vian
erhilt alfo Gleihungen desd Ddritten, vierten 2c. Grades in
Begug auf %, welche die Werthe liefern, aud denen die

wahren Ridtungen der Kritmmungslinien erfannt werden
Eonnen.
Die Kugeliladye ift die eingige Slddye, fiir deven fammt=
lidhe Punfte man die NRelation Hat
o 310k o L
Gl Bicn vl |
§. 579. Die beiden Werthe von R, tvelche die Formel
(k) des §. 568 gibt, find einander gleich und von entgegen=
gefepten Borzeidyen, mwenn man hat

(I 4-¢*)r — 2pgs + (1 + p*)t=0.
Jn diefem Falle find die beiden Hauptfritmmungen einander
gleich und nad) entgegengefehten Seiten gewandt. Die in-
dicatorifche Linie ift eine gleidyjeitige Hyperbel. Alle Nor=
malfdnitte, weldye {ymmetrifd) in Begug auf die Ad)jen oder
die Afymtoten diefer Hyperbel liegen, Haben gleide Kriim-
mungen. Die Linien, in deren Ridhtung die Kritmmung
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tull ift, fchneiden fidy unter vedyten Winfeln, gleidhivie die
Kritmmungslinien.

Die vorftehende Gleidhung fallt ufammen mit derjeni=
gen, weldye im §. 517 al8 Ausdrud der BVedingung gefun=
den tourde, daf der Inbalt der in einem Deliebigen gegebe=
nen Umriffe enthaltenen Fldadye im Minimum fein foll. Ale
Blichen, weldye diefer Wedingung Geniige leiften, haben alfo
die Cigenfdhaft, daf in allen ihren Punften die beiden
Hauptioerthe ded8 Kritmmungshalbmefiers einander gleich
find und entgegengefepte Lage haben. Died Fann md;t divect
Detviefen fwerden.

Bon der Flache, weldhe den Ort der Kritmmungsmittelpuntte darfiellt.

§. 580. Jn einer gegebenen Flide twerde ein Punft
m angenommen, und man denfe fid) die beiden Kritmmungs=
linten, weldye fidh in diefem Puntte durchidhneiden, und die
Normalebene, mweldye in die Richtung der einen von diefen
Kritmmungglinien fallt. Wenn diefe Gbene fid) im Raume
bewegt, obme daf fie aufhort, novmal auf der gegebenen
Bladye ju fein und die betveffende Kritmmungslinie ju be=
rithren, fo wird der von ihr Oejdhriebene Raum von ciner
abwidelbaven Slddye eingehiillt werden, weldye die gegebene
Blade unter vechten Winfeln fcyneidet. Diefe abmwidelbare
Bladye ift der Ort aller Normalen der gegebenen Fldce,
weldye durd) die Kritmmungslinie gehen, und diefe Normalen
find ihre dyavafteriftifchen Linien. Die Durchchnitte dev auf
einander folgenden Normalen beflimmen auf der abiidel=
baven Jldche cine bon den bemerFenderthen Linien, welde
pen NMamen der Ritcfehrfanten fithren. ™) Die Nitdk=

~

*) Die Niidtehriante hat in Bejug auf Fladyen cine dhnlidhe Bedeu-
tung wie bder Ritkfehrpuntt (§. 206 und 208) in Bejug auf
Gurven.

http://rcin.org.pl



Srimmung der Fladyen. 285

fehrfante ift der Ort der Krimmungdmittelpuntte, weldye
den verfchiedenen Punften der Kritmmungslinie gugehoven,
die al@ Leitlinie fitr die WVeivegung der Jormalebene ge-
dient Dat.

Denft man {ic) ebenfo die Normalebene der Fldcdye im
Punfte m, weldye in die Richtung der ziweiten Kritmmungd=
linie fallt, und [dft diefelbe fich bewegen, vhne daf fie aufhivrt,
normal auf der Fldache su fein und diefe Kriimmungslinie
su berjibren, fo erbalt man eine andere abwidelbare Flide,
die der Ort der NMormalen der gegebenen Fladye ift, weldye
durd) die Puntte der gweiten Kritmmungslinie gehen, und
deren Ritcfehrfante der Ort der Kriimmung8mittelpuntte ift,
weldhe diefen Punkften ugehorven.

Auf die angegebene Weife Fann man fid) im Raume
alle abmwidelbaren Jldachen conftruirt denfen, tweldye dem er=
ften Spijteme der Kriimmungslinien dev gegebenen Fladye
angehoren, und ebenfo alle abwidelbaven Flddyen, mweldye
dem gioeiten Spiteme diefer Kritmmungslinien angehbren,
Die abwidelbaren Fladen de8 erflen Sphjtems fdhneiden
itberall die ded ztveiten Sphfiems unter redyten Winfeln. Die
beiden Spfteme der in Jfede ftehenden Fldachen zerlegen den
Jaum in redytedige Streifen, deren Linge in der Ridytung
der Novmalen dev gegebenen Flade unendlid) ift. Die Reibe-
folge der Jitcfehrfanten der abwidelbaven Fladen, weldye
dem evften Spiteme angehdren, bildet felbjt eine neue Fldde,
auf weldjer fidy alle Kritmmung8mittelpunfte der einen
Kritmmung Gefinden.  Die Reibefolge der RitcdFehrfanten
der abwidelbaren Fldchen, mwelde dem weiten Syfteme dev
Kritmmungslinien angehoven, bildet gleihfalld eine neue
Blade, welde den Ort aller Kritmmungémittelpuntte der
andeven Kritmmung Odarftellt. Diefe Jladyen Haben, als
Ot der Kritmmungsmittelpuntte, in Vegug anf die gegebene
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Bladye diefelbe Bedeutung, wie die Gvolute einer ebenen Curve
in Vegug auf diefe Curve.

§. 581. Die Gleidyungen der genannten Fladen Fann
man auf folgende Weife erhalten. Man nehme die Glei=
dyungen der Novmale aus §. 572

o —& +p(z—z)=0 (1')
y— 9 +q(z—2)=0}
und die ebendafelbft gefundenen Gleidhungen

[0 4-g2s—pat) () +1(1+ g9 — (A +pDe]

— [(1+p*)s —pgr] =0 (2)
(rt—s*)(z — )2+ [(1+¢*)r —2pgs+- (1 4-p))t] (s — %)
+1+p*+¢2=0. 3)

Die Diffeventialgleichung (2) jwifchen den BVerdnderlidyen 2
und y gebort den Projectionen der Kritmmungslinien der
gegebenen Flade auf die Cbene oy an. Diefe Gleidhung

ift in VWezug auf das DVifferentialverhiltnif % bon Dder er=

fien Ordnung und vom weiten Grade, und ihr JIntegral
wird mithin eine wilEiirlide Conflante enthalten, die jur
goeiten Poteng evhoben ift. Veftimmt man alfo diefe Con=
ftante fo, daf man die Kritmmungslinie durd) einen gege-
benen Puntte gehen [dft, fo findet man zwei Werthe, weldye
vefp. Den Deiden Kviimmungslinien entfprechen, die {id) in
jedem Punfte der Flidye fchneiden.

Man begeidyne gur Abkirzung mit (2) dasd allgemeine
Sutegral der in Jede ftehenden Gleihung (2). Sodann ijt
flar, daf die Elimination der Coorvdinaten #, y, z aus der
Gleidung ders gegebenen Fladye, den Gleidhungen (1) und
der Gleidung (2') eine Gleidung liefert, weldye die Coor=
dinaten &', ¥, &' enthilt und den abwidelbaren Flidyen
angebirt, die die gegebene Fladye unter vedyten Winfeln und
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[ing8 ihren Krimmungslinien {dneiden. Jede eingelne bon
diefen abmidelbaven Flddyen wird dadurd) evhalten, daf man
die in ibr porfommende willfilide Conftante angemeffen
beftimmt.

§. 582. Die Gleidhung (3) ift eine primitive Gleidhung
sifden @, y, & und z'. Sie muf den Werth von 2" ge=
ben, welder dem Durd)jdnittspunfte weier auf einander
folgenden Stormalen angehirt, d. h. dem Kritmmungdmittel=
punfte. Gliminivt man 2, y, z aud der Gleihung der ge=
gebenen Flidye, den Gleihungen (1) und der Gleihung (3),
fo exhalt man mithin jwifden &', ¥, &° die Gleidyung der=
jenigen Blddye, melde der Ort der Kritmmungdmittelpuntte
ift. Diefe Gleidhung erhebt ficy in Begug auf 2 bis jum
goeiten Grade. Kann man fie in gwei Factoren zerlegen,
fo erhdlt man, indem man Diefe eingeln gleidy Null feht, die
Gleichungen zweier Fldachen, mweldye vefp. die Mitttelpuntte
der einen und der andern Kritmmung der gegebenen Fliche
in fidy enthalten. Jjt diefe Berlegung aber nidyt moglid),
fo befinden fid) die WMittelpunfte der beiden Kritmmungen
auf stoei Fladentheilen, welde einer eingigen Sldade ange=
boren.

Jede Normale der gegebenen Jliche berithrt zu gleidyer
Beit die beiden Fladyentheile, telche vefp. die Miittelpuntte
per einen und der anderen Kritmmung in ficd) enthalten,
und wenn man durd) diefe NNovmale ziei Devithrende Gbe=
nen an diefe beiden Flachentheile legt, fo werden ficdy diefe
Gbenen unter vedhten Winfeln {dyneiden. Mithin {ind die
beiden Bladyentheile dev Flade, welde den Ort der Kriim=
mung8mittelpunfte darftellt, immer von der VWefdyaffenbeit
oaf, wenn man fie aud einem beliebigen Puntte betradytet
ibre {cheinbaren Umriffe einander unter vechten Winfeln
durdyjneiden. Defhalb ift nicyt jede beliebige Jlache geeig:
net, den Ort der Kritmmungsmittelpunfte einer andeven
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Bliade abgugeben. Vian Fann den Ort der Mittelpunkte der
einen Sritmmung willfinlid)y annehmen; dagegen die Jldche,
weldye die Mtittelpunfte der anderen Kritmmung enthalten joll,
muf fo gewdblt werden, daf ihr fcheinbaver Wmrif immer den
fdheinbaren Umrif der erfteven unter vedyten Winfeln fdyneidet.

§. 583. Wenn die Jldde, welche die Mittelpunfte der
einen Kritmmung enthalt, diejenige Sliche fyneidet, teldye
die Mittelpuntte der andeven Kritmmung in fid) foft, fo
werden die Durdyfchnitt8puntte, die beiden Kritmmungen ge=
meinfdyaftlich angehoren, denjenigen Punkften der gegebenen
Bladye entfprechen, in weldhen die beiden Hauptwerthe desd
Kritmmung8halbmeffers einander gleid) find. Diefe Puntte
werden nady §. 578 durd) die Gleichung beftimmt
[(1+g¢*)r — 2pgs+-(1+p*)t] — 4(1-+p*+¢?) (rt—s*) =0,
weldye Gleidhung die Projection der Linie der {pharifden
Kriimmungen der gegebenen Flide auf die Ebene zy
[iefert.

§. 584. Jede von den Ritkfelrfanten der abividelba=
ven ovmalfldchen, deven JInbegriff die beiden Fladentheile
derjenigen Flddye bildet, melde den Ort der Kriimmungs=
mittelpunfte darftellt, ift auf diefer leltern Fldache cine Linie
oe8 Fiivjeften Abftandes. Denn die durd) jioei auf einander
folgende JMormalen gelegte Ebene, mweldye einer von diefen
abwidelbaven Novmalfladyen angehdrt, ift ju gleider Jeit
die Kritmmung8ebene der fitckfehrfante im Durdyfdynitts=
punfte diefer beiden ovmalen, und fteht in eben diefem
Puntte vedhtwinflig auf demjenigen Theile der den Ort der
Kriimmungsmittelpunfte bildenden Fladye, in weldyem diefe
Ridfehrfante liegt, JNun befteht aber dasd Kenngeichen der
Linie des Fitvgeften Abftandes auf einev beliebigen Flache
cben davin, daf die Krftmmung8ebene diefer Linie jugleidy
novmal auf dev Jlide feht (1. §. 516).
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Wian denfe {id) einen Faden, Ddeffen einer Endpuntt in
einem Punfte der Durchichnittslinie der beiden Flad)entheile
befeftigt ift, weldhe vefp. die Mittelpunfte der einen und der
anderen Kritmmung in {ich enthalten. Wenn man diefen
Faden fpanut, und ihn fo bewegt, daB ein Theil dedfelben
mit diefer Durch{dynittalinie jufammenfallt und dev freie Theil
die Ridhtung ihrer Tangente hat, fo wird der entgegenge=
febte Gndpunft die Linie der fphdarifhen Kritmmungen auf
der gegebenen Bliche befdyreibenn. Wenn man ferner den=
felben Faden {o bewegt, daf er sum Theil mit der Durd)=
fehnittglinie der beiden genannten Fldachentheile jufammens=
faltt, und jum FTheil in einen diefer beiden Flichentheile
feloft, fo Lapt fich fein Endpunft in alle Punfte der gege=
benen Fladye bringen, welde mithin auf ztwei veridyiedene
Weifen durd) die Vewegung eined Fadens, den man {iber
die den Ort der Kritmmung8mittelpunfte bildende Flidye
fbannt, befdyricben werden Fann, gleichwie eine Curve durd)
die Wemwegung eined itber ibre Gvolute gefpannten Fadens
befdhrieben twird.

Beifpiel jur Veftimmung der Kriimmungslinien und Kriimmungsbalbmeffer.

§. 585, Die Gleichung der gegebenen. Fldadye fei

z2 2
2=oat %

wo ¢ und b jtei pofitive Conjtanten bedeuten, und e > b
fein foll. ®iefe Flache it ein Paraboloid, deffen Hauptadie
mit der Adyfe der z jufammenfillit. Alle Schnitte pavallel
mit der Gbene @y {ind Ellipfen, deren beide Achfen in bdie
Ridtung der @ und der y fallen. Die Lange der Halbadfen
biefer Scnitte in der Ridbtung der @ ift V' 2az, und bie
Linge der Halbadyfen in der Ridytung der y ift 1/ 2bz.

Man erbdlt

Navier, Diff.- und Jutegrale. 1. Band. 19
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R sl 2 deindy il ¥
E_P—"’L‘/ gy—q—j,
B iy ik B g O B i
dx? a'  dzdy Lo ndys bl

und wenn man diefe Werthe in die Gleidung der Kritm=
mungslinien fubftituivt, weldye nad) §. 572 ijt

[t + g —pe) ()" 1+ g9 — (1 +p9 2

—[(A4p»s — pgr] =0,
fo erbdlt man

—w(@) H (- (+a il a+a-

Sebt man jur AbFirzung A=§ b B=:a(a—"b), fo

bat man einfadyer
ary (L) +@— B Y —y=0 ()

alg Gleidyung der Projection der Kritmmungslinien der ge=
gebenen Fliche auf die Cbene zy.

M diefe Gleichung gu integriven, differentiive man fie
suvor, wodurd) man erhdlt

<2Azy y—l—x’—Ay*—{—B) +[A< ) —H](m ——y) =0
und eliminive gwifdyen diefer Gleichung der jweiten Ordnung

und der Gleidyung (m) die Conftante B. Dabei wird die
Gonjtante 4 gleid)falls tegfallen, und man erl)&[t

paE+@ -
Multiplicivt man diefe Gleicdyung mit dem %artor = fv Fommt

a:dydx—-ydydx

x* Lid
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wo die linfe Seite cin genauced Differential von % % ge=

worden ift. Jntegrivt man alfo jum erften Miale, fo Hat
man

L

3 i N, oder  ydy = axdz,
und foenn man gum gweiten NDtale integrivt,
Yy = ax? + 6/

wo « und B et Conftanten find.

Die Gleichung y? = ax? -} B ift dasd allgemeine Inte=
gral der Gleihung (m). Da aber die lepteve Gleidhung
nur pon der erffen Ordnung ift, fo fann ihr Integral nur
eine eingige willfiirlide Conftante enthalten, und eine der
Gonftanten « und B wird durd) die Wedingung beftimmt,
daf die Gleidhung y2 = ax? -4 B der Gleidyung (m) Geniige
Teiffen muf.  Subftituivt man alfo in diefe Gleichung die
Werthe

dy

y=iVa$2+6/ iz =i_

fo erbdlt man die Wedingungsdgleidyung
AwB — Bae 4B =0,

Vet

woraus
_ Ba ___ab(a—b)a
P Aat1' A, Y aat-b ° :
Die Gleidhung der Kritmmungslinien unter endlider Jorm
witd alfo
b(a—b

y’=a$’+aa3+b)ar (n)

worin a die willfittliche Conftante ift.

§. 586. TWill man die Conftante e fo beftimmen, daf die
Gleidyung (n) einer Kritmmungslinie angehort, weldye durd)
einen gegebenen Punft der vorgelegten Fladye geht, deffen

19 *
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Abfeiffen find & und ¥, fo fepe man in diefer Gleidyung
z=a und y=y, und [ife fic auf in Begug auf e. Man
erhalt auf diefe Weife

c ¢ 3 b y?
“=—z‘miV<m'z> gy,
wenn man gur Abfiicsung feht
c=bx' —ay'* + ab(a—D0).

Demnady findet man immer fitr die Conftante o ziwei veelle
Werthe, von denen dev eine pofitiv und der andere negativ
ift; und diefe Werthe geben, wenn man fie in die Gleidyung
(n) fubitituirt, vefp. die Gleidhungen der Projectionen der
beiden Kritmmungslinien, weldye fic) in dem Puntte durdy=
fdyneiden, dem die Abjciffen &’ und y angehoven.

Der pofitive Werth von o liefert, ald Projectionen ded
erften Spitems dev Kvitmmungslinien, Hyperbeln, deven veelle
Achfe in die Richtung dev Adyfe der y fallt, und deven Glei=
dungen find

ab(a—b)o
= aat .

Dic Grife der Halbadfe betwigt J/ L +’f—°‘.
Wertly, den diefe Halbadyfe annehmen fann ift 0, und died
entfpricht dem Falle, oo man 2 febr groff und ¥’ fehr Flein
voraudfepty die beiden Avme der Hyperbel fallen fodann mit
der Achie der @ zufammen. Dev grofte Werth, den Ddieje
Halbachfe annehmen Fann, ift V b(a—b), weldyes dem Falle
entfpridyt, wo der pofitive Werth von « unendlidy grof fird,
intem man 2’ fehr Flein und g fehr grof vorvausfept. Die
SHpperbel fallt fodann in die Acdfe der y. Wenn man alfo
auf dev Achfe dev y ju beiden Seiten vom Anfang&puntte
eine Strede gleidy 1 8(a —b) abtrigt, fo erbdlt man jivei
Puntte, iiber weldye Linaus bdie Scheitel der Hyperbeln, die

Ter Fleinfte
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das erfte Syftem der Kritmmungélinien geben, nidyt liegen
Eonnen.

Der negative Werth von « lefert, ald Projectionen
Ded gioeiten Spjtems der Kritmmungslinien, Ellipfen, teren
beide Achien in die Richtungen der Adyfen der z und y fallen,
und deren Gleichungen find

abla—b)u
y2=-—axz+v ac—b

Die Grofe der Halbadyfe, welde in die Adfe der « falt,
betrdgt l/ 8 b) , und die Grife der Halbadyfe, teeldye in die

Achie der y fallt, Detrdgt l/ ab(a b)a, fo daf dad BWerhiltnif

diefer Deiden Adyfen gleid) Va ift.  MWimmt man 2 febr
grof an, jo wird Dder negative Werth von « fehr nabe

gleich 7’;—, und died ift dev Eleinfte abjolute Werth, den man

diefer Grofe beifegen Fann. Je mehr ' abnimmt, bdefto
mebr wddyft der abjolute Werth von «, voraudgefept daf
die Grife ¢ pofitiv bleibt; und unter derfelben BVorausdfepung
wird ¢ unendlid) grof, wenn 2" unendlid) £lein angenommen
wird. Aldann wird die Acde der Ellipfe, weldye in die
Achfe der 2 fallt, unendlich Elein, und die Halfte der Adyfe,
weldye in die Ache der y fallt, gleidy V'b(a—b). Gs ift
itbrigend nicdht miglich, yu gleidher Jeit @ fo flein und y
fo grof amgunehmen, dag die Groge ¢ negativ und folglid
“der Werth von o fo Elein werden Eann ald man will5 denn
die Gleidyung der Kritmmungslinien lefert nur imagindre
Werthe, wenn « negativ ift und gugleid einen abjoluten

Wertl fleiner ald %beﬁbt. Die Punfte in der Adfe der ¥,

melche den Abftand 1 b(a—>) vom Anfangspuntte haben,
bilden Diev eine gemeinfd)aftlidye Gringe, die die Sdeitel
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der Beiden Syfteme von Kritmmungslinien in dem einen tie
in dem andern Sinne nidt {iberfdyreiten Fonnen.

Die Adyfen der 2 und dev y gehivven felbit ju dev Jabhl
der Linien, meldye die Projectionen dev beiden Shfteme dev
Kritmmungslinien de8 Pavabolvidd bilden.

§. 587. ®ie allgemeine Gleidhung der Projection der
indicatorifchen Linie

D = ra? +- 2saf - B2
witd hiev
a2 2
o o

diefe Projection gehrt immer einer Elipfe an, tvie e8 aud)
die Matur der gegebenen Fldache mit ficd) bringt, deren beide
Kriimmungen in ihrev gangen Ausdehnung nach einerlei
Seite getwendet {ind.

Was die NRelation betrifft

i O . PO
t

r s 4

welche. nacdy §. 578 in den Eﬂabdpunften ftattfinden mug,
o, h. in Denjenigen Punften der Jlide, wo alle Kritm-
mungdhalbmejjer einander gleich {ind, fo wird diefelbe

a-l-a? b"—{—y_’
a byt

doi YRS

0

Diefer Relation Fann nur Geniige gefchehen , wenn man
febt =0 und y="b(a—>b), . b. in denjenigen Punkten der
Sladye, weldye die Scheitel der Gllipfen und der Hoperbeln
bon einander trennen, die vefp. Den beiden Shftemen der
Kriimmungslinien angehoven. Die beiden in Rede ftebenden
Puntte find die eingigen Nabelpunkfte, reldye die gegebene
Slidye Oefipt. Die indicatorifhe Linie muf dafelbft ein Kreis
feins und in dev That ift in diefen Geiden Puntten die be=
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tithrende Gbene parallel den beiden Spitemen von Ebhenen,
weldye das Paraboloid in Kreislinien fdyneiden.

§. 588. Fitr die beiden Hauptiverthe ded Kritmmungs=
Dalbmeffers erhalt man duvd) Subftitution dev Werthe der
Differentialverhiltniffe p, ¢, r, s, ¢ aud §. 585 in den Aud=
drud (k) des §. 568

B 22 y? at-a? b2y?
e {4 B N i

ar-}-2? b2y\ 2 2 72
- 4 bt s g B R Y
§. 589. Wenn die Fladye in ein Rotationd=Paraboloid
itbergelt, fo twerden die beiden mit @ und b beseichneten

Grofen einander gleidy. Der Augdrud fiir « im §. 586
veducivt fid) alfo auf

z-z_.yz V Tr—y?
2’2 + (2:02 a;?

$2"/ +Iz+yz

= 2:63'

oder

o= —

Der pofitive Werth von « ift [)ier E‘ Die Gleidyung

der Dpperbolifdien Projectionen ded erften Spitems der
Kritmmungslinien veducivt fidy demnach auf

und gehort dem Syiteme jtveier geraden Linien an, die fid)
im Anfang8punfte der Coordinaten fdyneiden.

Der negative Werth von o wird ,— 1. Mithin ver=
wandelt fid) die Gleibung dev elliptifdyen Projectionen des
gweiten. Spftems Ler Kritmmungslinien in

—-w‘—}— oder yrifazr=2,
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welde Gleidhung einem Kreife angebort, deffen Mittelpuntt
im Anfang8puntte dev Coordinaten liegt und Ddeffen Halb=
meffer wilfitvlich angenommen werden Fann. Diefe Rejul=
tate durfte man im Boraus erwarten, da die Kritmmungs=
linien in jeder Rotationsflade augenfdheinlicy mit den Me=
ridianen und den Pavallelfreifen Dderfelben ujammenfallen
mitfjen.

Der Abftand des Nabelpunttd vom Mittelpuntte, deffen
Projection oben durd) V' b(a—b) ausgedriidt worden ift,
witd Null5 die beiden Nabelpunfte fallen alfo in einen ein=
sigen gufammen, welder mit dem Pole der Rotationsfldde
identifdy ift.

Set man e==>5 in dem Ausdrude fiir R im §. 588,
fo mwird derfelbe

2 2. 2 a2 2 2 2 2
R=%Va+$+y '<?a+17+3/ _}——I_—l—y’)

a? a

Die beiden Hauptwerthe des Kritmmungsdhalbmeffers im
Rotationg=Paraboloid ferden alfo ausgedriit durd)

gﬁjﬁ-l-y’):- und (a2 + 2?4 y2)b

Da die Gleidyung der Parabel, deren Umdrebung um
die Acdhfe dev z die Jlade hervorgebradyt Dhat, ift
ug oe?
P E Y E
fo erfennt man, daf dev erfte Ausdvud den Kritmmungs=
balbmeffer eined Meridians gibt, der jroeite dagegen den Halb=
meffer der Kriimmung im Sinne eined Pavallel=Kreifes. *)

z

*) Man darf diefen Halbmefer nicdht verwedyfeln mit dem Sritmmungs-
halbmeffer des Paralleltreifes felbft, weldyer mit dem Halbmeffer diefes

Sreifes identifty und alfo glei) P 2232 fein wiirde. Der
Sriimmungshalbmeffer einer Flade, weldyer in einem gegebenen
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Diefer lepte Ausdruct ftellt den Werth der Jormale einer
Meridiancurve dar, wie e8 aud) fein muf, da alle im Sinne
der Pavallelfreife gefithrten Scynitte ihre Kritmmungdmittel=
puntte in dev Achfe in der Rotationsflide hHaben.

XLIV. Die cinfadyften Fladen, deven partielle Diffevential:
gleidjung von der erften Ordnung ift.

§. 590. Mian gehe gu den BVetradytungen der §§. 472 2¢.
uvitd. Jede Flddye Fann allgemein toie die einbiillende Fladye
Ded Maums angefeben twerden, den eine andeve Flddye durd)=
[duft, welde fich entroeder ohne Verdinderung ihrer Geftalt
nady einem gegebenen Gefeye bervegt, oder weldye gleid)falls
nad) gegebenen Gefepen jugleich ihre Lage und ihre Geftalt
dnbdert. Die Gleichung dev eingehitliten Fladye, in endlider
Sorm, werde ausgedritct durd)

F(z, y, 3, ¢, B v 5,20) =0,

Puntte diejer. Fldche die Kriimmung im Sinne einer beflimmten
Kriimmungslinie mift, ift im allgemeinen nidht einerlei mit dem
Sriimmungshalbmeffer, den die Kritmmungslinie felbft in dem ge:
gebenen Puntte befit. Sollen beide SKritmmungshalbmeffer zu-
fammenfallen, fo muf bdie Normalebene bder Flade in bem
gegebenen  Punfte, welde in bdie Ridtung der Taugente bder
Kritmmungslinie falt, eine Berithrung der gweiten Ordnung mit
biefer RKritmmungslinie eingehen oder, wa8 dasfelbe fagt, mit der
Sritmmungsebene derfelben identifd) fein, wofiix man nady §. 516
aud) fagen fanu, die Kritmmungslinie muf eine Linie des Fiirzeften
Abjlandes auf ter gegebenen Flache fein. Diefe Bedingung
wird von den Meridiancurven bder NRotationsfldchen immer er=
fillt, von den Parallelfreifen derfelben dagegen im allgemeinen nidyt,
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wo 2, ¥y, z die vedhtivinfligen Coordinaten ivgend eined Punfts
der Fladye bedeuten, und «, 8, y, 8, 2c. mehreve willFiirliche
Gonftanten, deven Werthe nad) den verfdhicdenen Lagen oder
den verfhiedenen Geftalten, die die eingehiillte Fldche an=
nehmen fann, fid) vevandern. Wenn man nun die Fldde,
weldye eine Oeflimmte Reihefolge von Lagen der eingehiillten
Bladye einhitllt, betvachten will, um die Gigenfdhaften der=
felben ju unterfuchen, fo fann man in der vorftehenden
Gleidyung die Gropen «, B, y, §, 2. nidt mebhr wie voll=
fommen willfiiclidy und unabhingig von einander anfehen;
vielmehr muf man annehmen, daf diefe Grofen durd) Re=
[ationen an einander gebunden find, mweldye die in Rede
ftebende eihefolge von Lagen vor allen iibrigen hervor=
Deben. Jndem man alfo nur einen Pavameter e unbeftimmt
[a§t, ird man alle fibvigen willEiivliden Grogen B, v, 8§, 2
tie gegebene Functionen ¢ (a), x (v), ¥ (w), 2. Ddiefed Para=
meterd anfeben, und mithin ftatt dev obigen Gleidyung ald
Darftellung der eingebiillten Fldacdhe {dreiben
Flz,y, 3 ¢ ¢ (o), x(w), $(a), 1] = 0.

Gebt man in diefer Gleichung fiir « alle mogliden Werthe
von — 0O bi8 00, fo erhilt man cine beftimmte Reibe=
folge von eingehitliten Jlichen, mwelde von der JForm der
Sunctionen ¢, x, ¥, 20 abbingig ift5 und wenn diefe Func=
tionen mwillfiivlidy bleiben, fo find die alfo evhaltenen NReful=
tate allgemein und gehoven allen miglidyen Flachen an, weldye
durd) die Vetwegung einer jeden eingehiillten Flddye befdyrieben
twerden Fonnen, die in der Gleidung F(z,y, z, o, B,v, §,2c.)
=0 enthalten ift.

§. 591. Qifferentiict man die Gleichung F= 0 in
Bezug auf bie‘unab[)ﬁngigcn LBerdnderlichen z und y eingeln
genommen, fo exhalt man jwei newe Gleichungen, die der
eingebiillten und dev einhitlenden Fliche angehren, und mit
deven Hitlfe man jivei von den Conftanten «, B, ¥y, §, .
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climiniven fann,  Wenn - mithin die Gleihung F=0 nux
sieei pon diefen Gonftanten entbalt, fo bleibt eine partielle
Differentialgleihung der erfen Trdnung, welde von den
willfivlichen Gonftanten vollfommen fret ift, und folglich
nidt nur allen in dev Gleibung F==0 enthaltenen einge=
bitllten Flachen, fondern audy allen duvd) diefe eingehiillten
Bliadyen Herporzubringenden einhitllenden Fladyen angehivrt,
indem fie eine geometrifche Cigenfchaft ausfpricht, die diefen
Blachen ausfdlieflid) sufommt und fie von allen anderen
Bliadyen unterfdyeidet.

Wenn die Gleidhung F=0 der eingehiillten Fladye dvei
willfiivlidye Conftanten «, B, y enthdlt, fo veichen die Diffe-
ventialgleichungen dev erften Ordnung im allgemeinen gur
Glimination derfelben nidyt mehr aus; man muf alddann
su den Gleihungen dev stweiten Ordnung iibergehen, und
erhdlt eine partielle Differentialgleidhung dev weiten Ord=
nung, die von den willfiivliden Conftanten oder Functionen
villig frei ift und die geometrifhe Cigenfdhaft ausdrict,
weldye allen einhitllenden Curven angehirt und Ddiefelben
vor anderen auyeidynet.

Wenn die Gleidung F=0 vier willFiirlide Conftanten
o, B, v, O enthilt, fo ift man zur Elimination derfelben im
allgemeinen gendthigt , su den Differentialgleichungen dev
pritten Ordnung iibergugebens w. f. f. in den Fillen, wo
eine grofeve Anzahl von willfinliden Gonftanten vorliegt.

§. 592. Wenn die Gleichung dev eingehitllten Fliche

F[""'r Y, %0 (P(a)/ x(e), Y(a), 20.] =0
gegeben ift, fo [dBt fich davausd unmittelbar die allgemeine

Gleidyung der einhitlfenden Jldache in endlicher Form Herleiten.
Der uncnb[@ nabe Tiegenden eingebitliten Flade gehort

nimlicy die Gleidyung an F+%§da =0, welde man vers
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moge der gegebenen Gleidhung abfitvien fann in ‘_”f=03

do
mithin fte(lt das Spjtem der Gleidhungen
[

F=0, Z=

die Durd)jdynittslinie diefer beiden eingehiillten Fladyen dar,
weldhe den Jamen der chavafteriftifhen Linie fithrt. Diefe
beiden Gleidyungen liefern mithin alle miglidyen chavaFte=
riftifhen Linien, weldye der NReibefolge der Lagen der durd)
die Junctionen ¢, x, P, 2¢. beftimmten cingebitliten Fliche
angeboren, fobald man darin o« alle Werthe von — 0O
bis 400 durdylaufen [dgt. Da nun die einbiillende Fldche
offenbar der Ort der chavafteriftifchen Linien fein muf, fo
ift die Gleihung der einhitlenden Fldade dag Refultat der
Climination von @ aud den beiden Gleidyungen
dF
F == 0, d_(l — 0,

weldye Elimination tbrigens nuv erft nad) Jeftjtellung dex
Bunctionen ¢, x, ¥, 2. audgefitbrt werden Fann.

§.593. €8 gibt allgemein auf jeder cinbitllenden Fladye,
und folglich audy auf jeder beliebigen Flddye (da alle Fladyen
alg einhitllende Fladyen betradytet werden Fnnen), verfdhiedene
bemerfendmwerthe Linien, deven geometrifher Charafter aus
der blofen Angabe der eingehitliten Fldde hervorgeht, und,
gleidywie der geometrifdye Chavafter der einbitllenden Flddye
felbjt, unabbingig von den willfiicliden Gefepen beftehen
bleibt, roeldye die Art der Venegung diefer eingehiiliten Jldadye
beftimmen. Die Differentialgleidhungen diefer Linien Fonnen,
wie man e8 in den §§. 478 2. fiir die chavafteriftifche Linie
gefeben Bat, aus der partiellen Diffeventialgleichung der
Slidye Devgeleitet werden, su deren Jntegration fie dienens
aud) Fann man ihre Gleidungen in endlider Form ver=
mittelft Devjenigen der ecingebiillten Fldche erhalten.
g

'e"{’ i o VT: \I 'r‘
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unadft wird die chavafteviftifche Linie durd) 0dad
Spftem der beiden Gleichungen davgeftellt
dF

F=0, ‘—i‘—x=0,

weldie nad) der BVeftimmung der Junctionen ¢, %, ¥, 2.
alle chavafteriftifchen Linien liefern, die irgend einer belie=
bigen einbitllenden Jldche angehiven, intem man den Werth
von o angemeflen wahlt.

§. 594. Man betradyte fodann die beiden auf einander
folgenden chavafteriftifchen Linien, welde aus dem Durd)-
fchneiden oreier auf einander folgenden eingebitllten Flddyen,
ndmlicdhy der erflen mit der jiveiten, und der gweiten mit der
dritten entftehen. Die Gleidyungen diefer drei eingehiillten

g s ar dr d*F
Bladyen find ¥ =0, F+ - do=0, F+2 - da+ 5= da?
=0, mithin wird dic erfte chavafteriftifche Linie gegeben durd)
die Deiden Gleihungen F=0 und Z—5=0, und Die zlweite

chavafteriftifdhe Linte durd) die beiden Gleihungen i}f—_—o

. d°F ' . 205
und Z«F:O' Tiefe beiden Frummen Linien werden ficy alfo

im allgemeinen u gleicher Jeit fchneiden und beriibren, und
giwar in einem Puntte, weldyer durd) die Werthe von z,y, 2
beftimmt ift, die gleichseitig den drei Gleidhungen Geniige
[eiften

AN
Uiy -dos it ivi by s ok 75

¥ =% 0.

Sept man nady und nady fiiv « alle mglihen Werthe von
—00 bi8 4-00, fo mwerden die aus diefen drei Gleidyungen
berborgeDenden Werthe fiiv «, y, z der Reibe von Punften
angeboren, i denen jede chavafteriftifche Linie von der be=
nadybarten chavakteviftifchen Linie gefchnitten und beviihrt wird.
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" Die Reihefolge diefer Puntte bildet immer auf der einbill=
lenden Fldche eine bemerfendiwerthe Linie, welde den Namen
der Rt febrfante fiihrt. Die Ritdkfehrfanten zerlegen
die Fliadhen in getvennte Fladyentheiles fie werden von allen
chavafteriftifchen Linien Devithrt und find, in Wegug auf
diefe, al8 einbitllende Linien angufehen.

Da die RitcfebrPante den Ort der Durd)jdynittdpuntte
derjenigen chavafteriftifhen Linie, teldye einem beftimmten
MWerthe von o entfpricdyt, und der benadybarten charafterifti=
fdyen Linie darftellt, fo erhalt man augenfdyeinlidy die Glei=
dungen diefer Gurve fitr eine beftimmte einbhiillende Flidye,
wenn man « aud den drei Gleidyungen eliminirt

dF d*F
F=0,2-=0 0,

"do2
weldye Elimination nur audgefithrt werden fann, naddem
man die Junctionen ¢, x, ¥, 2c. feftgeftellt hat, welde die
einhiillende Jlade Deftimmen. Die beiden Gleidyungen
ywifchen @, y, z, weldye aud diefer Elimination hervorge=
ben, find die Gleidyungen der Ritcdtehrfante.

§. 595. Man Dbetradyte ferner drei auf einander fol=
gende chavafteriftifdye Linien, welde aud dem Durd){dneiden
von bier auf einander folgenden eingehiillten Fladyen Der=
vorgeben, deren Gleidhungen find

aF dF a*F
Fa=1), F—{—@da=0, F4-2 ii;da_l—?fa_’ de?=0,
ar a*F a’sF
F+ 3——dada—|-3 a dot’—{—d——a3 das =0,

Wenn diefe drei chavafteriftifdhen Linien {fid) in einem ein=
sigen Puntte fchneiden, wasd nur in gang befonderen Fillen
eintreten fan', fo werden die Werthe von =, y, z, weldpe
diefem Punfte angehvren, su gleicher Jeit den vorftehenden
vier Gleihungen Geniige leiften.  Eliminitt man alfo
x, y, % aud den vier Gleidungen
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dF a*r a3F

B 0, T 0/ b o =0,

fo wird die Gleidyung fitr o, welde nady diefer Elimination
iibrig Dleibt, den Werth Ddiefes Pavameter geben, dem die
chavafteviftifche Linie entjpridht, auf weldyer ficdy dev in NRede
ftebende Punkt befindet. Erv wird aljo da liegen, wo diefe
chavafteviftifdye Linie die RirdPehrfante devithrt. Punfte die=
fer Avt find immer befouders temervfbar auf dev Riidfehr=
Fante, und in Besug auf diefelbe entiveder Beugungdpuntte
oder Riickfehrpuntte.

§. 596. €8 gejchichit gumweilen, daf die chavafteriftifdyen
Linien einer einbitlenden Fladye fidh nicdht fehneiden, und mit=
hin die Bldche Feine Ritdfehrfante befipt.  Aber algdann
aibt 8 im allgemeinen einen Punft in jeder chavafterifti-
fdyen inie, in welchem fid) diefelbe der benadybarten chavaf-
teriftifdyen Linie mehr nibhert ald in jedem andern Puntte.
Die Reihefolge diefer Punfte Dildet auf der Flidye eine
Teidht unterfcheidbare Linie (ligne de striction).

F=0,

Cylinderfladen.

§. 597. Gine Cylinderflade, unter dem allgemeinften
Gefidytapuntte betvadytet, Fann tie die einhitllende Flade
des durd) eine Ebene befdyriebenen Raums angefehen wer=
den, wenn diefe Cbene fid) fo Detwegt, daf fie beftindig
einer al8 Leitlinie gegebenen gevaden Linie pavallel bleibt.
€8 feien die Gleichungen der Leitlinie |

p'=az; Y= bz,
und die Gleidyung einer Cbene fei
: z=Ax+By—+C,
fo wird diefe Gbene jener geraden Linie parallel fein, wenn
die Relation befteht
s ‘ = Aa -} Bb,
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mit deven Hitlfe man eine der Gonftanten A4 und B elimi=
niven fann.  Gliminivt man 3. B. 4, fo fommt
1—Bb
L == z-+By+C
alg Gleichung ciner jeden Ebene, die der gegebenen geraden
Linie pavallel ift. Diefe Gleidyung ift bier die der einge=
Ditllten Blade, und B und C {ind die beiden willfitrlicdhen
Gonftanten, tweldye die Lage derfelben feftjtellen. Eliminivt
man alfo diefe beiden Conftanten aug der gefundenen Glei=
dung und ihren beiden Differentialgleichungen der evjten
Ordnung, namlid)
% == l_aBb und g-;: B,
fo exhalt man die pactielle Diffeventialgleichung dev erjten
Ordnung

aEtb =1,
teldhe eben fotvol der eingehitllten wie der einhiillenden Jladye
angebirt, d. 0. forool der beweglidyen Ebene, ald aud) einer
jeden durd) diefe Ebene befdyriebenen Eplinderfliche.

E8 (Gt fich tibvigens aud) unmittelbar Teicht evfennen,
daf die gulept gefundene Gleidhung einer jeden Cplinderfliche
angebort, deven Seitenlinien pavallel mit derjenigen gevaden
Linie find, elde die Gleidungen hat 2=az und y=>bz;
wenn man namlidy beachtet, daf jede Devithrende Ebene
dtefer Flade mit der in Nede {tebenden geraden Linie pa=
vallel fein muf.

§. 598. 1lm die vorfiehende Gleichung ju integriven,
bat man gemdf den Auseinanderfejungen dev §§. 478 2.
die Differentialgleidyungen der chavafteviftifdyen Linie ju
bilden, weldye hier mwerden :

ady — bdr =0
adz — dr =0
bdz — dy=0.
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Diefe Gleichungen gehoven augenfdyeinlicy einer geraden
Linie an, toeldye mit der Leitlinie pavallel ift, und man
batte fie aud) unmittelbar hinfdyreiben Fonnen, wenn man
die einfadye Bemerfung machte, daf die chavakteriftijdye Linie
durd) den Durd)fchnitt toeier mit jener Linie parallelen
Gbenen ju Stande fommt. Jntegrivt man die beiden [ep=
teren Gleidyungen, fo fommt

z=az}a .
y=bz+§/

o e« und $ die beiden willfiirlidyen Conftanten {ind. Das
allgemeine Jnutegral ift alfo
y — bz = ¢ (r — az),

oo ¢ eine willfiirlide Function bezeidnet. Diefe Gleidhung
gehort einer jeden Cplinderfladye an, deven erzeugende Linie
pavallel mit dev gegebenen Leitlinie iff. Sie befipt denfel-
ben Grad von Allgemeinbheit wie die partielle Differential=
gleihung a %—l—b %::1. Nan Fann fie unmittelbar fin=
den, tenn man bemerft, daf die Gleidungen einer belie-
bigen erzeugenden Linie davgeftellt mwerden fonnen durd

z=az}+ o

y="bz+ 8,
o e.und B joei unbeftimmte Conftanten {ind. Wenn nun
ein Punft i) auf der Cplinderfldche betvegt, ohne diefe er=
seugende Linie gu verlaffen, fo terden feine Goordinaten
fortrodhrend diefen beiden Gleidyungen Geniige leiften. Wenn
aber der Punft bei feiner Vetwegung ju den benadybarten
evjeugenden Linien iibergeht, fo Fonnen feine Coordinaten
nidyt mehr diefen beiden Gleihungen Geniige leiften, wenn
man nidt jugleid aud) o und g fidy dndern [aft. Jolglidy
bleiben diefe Griofen conftant, oder fie dndern fid) gleichsei-
Navier, Diff.- und Jutegrale. II. Band. 20
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tigs fie find alfo Sunctionen von cinander, und man fann
fdyreiben B = (), vdev
y—bz=¢ (x — az).
§. 599. Die Gleidhung

dz dz
a@—f—b d—y=14 oder ap +bg=1
gibt, wenn man fie in BVezug auf @ und auf y diffeventiirt,

Z;j+bdzd =0, oder ar+bs=0

a%d—y—}—b@i=0, oder as 4 bt=0.
Man bat alfo re—s2=0, weldyes die allgemeine Gleichung
der abwidelbaren Fldaden ift. Die Cylinderfldchen befifen
alfo in Wetreff ihrer Kritmmung die im §.577 angezeigten
Eigenfchaften.

§. 600. DieJunction @ in der allgemeinen Gleichung
dcr Gylinderfladyen

y— bz = ¢ (z — az)
fann durd) verjdyiedene Bedingungen beftimmt twerden. Wenn
die Fladye durd) eine gegebene frumme Linie geben foll, deven
Gleihungen find x (2, %, 2) =0 und ¥ (z,y,2) =0, fo
ift flar, dap diefe Gleichungen und die beiden Gleidungen
der erjeugenden Linie @ =az -4« und y=>bz -+ ¢(«) miiffen
purd) die ndmlidhen Werthe von =z, y, z befriedigt werden
Fonunen, wie audy die Conftanten « und ¢ (o) befdhaffen
fein mogen. Eliminitt man alfo @, y, 5 aud den bvier
Gleidyungen Y 3
x (@ y 2)=0
¥ P (w/ Y, z) =0
r — az =u
: Y — bz = g(w),

fo er[‘a[t man eine Gleidyung swifden o« und @(a), welde
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die Bunction ¢ befimmt. €8 fei flo, ¢ ()] =0 bdiefe
Gleichung, fo wird die gefudite Gleidyung der Cylinderfladye
f(x — az, y — bz) = 0.

§. 601. Wenn die Cplinderfliche mit einer gegebenen
Frummen Flade, deven Gleidhung ift x (2, y, z) = 0, eine
WBeriihrung eingehen foll, fo bemerfe man, daf die beiden
Bladen i allen Punften der Veriithrungslinie einerlei be=

rithrende Gbene befien. . Folglid) mitffen die Werthe von

:—zunb , telde fih aus der Gleidyung x(z, y, z) =0
ergeben, fur alle in Nede ftehenden Puntte der Differential=
gleihung der Gylinderflddie Geniige leiffen. Nan findet

aljo eine Gleidung ¥ (z, y, z) = 0 der Veriihrungslinie,

! ¢ d d
indem man die Werthe vbon 'd% und E; aud der gegebenen

Gleidung x(z, ¥, z) =0 nimmt und diefelben in die par=
tielle Diffeventialgleichuny a%+bz-;=1 fubftituirt, Da=

mit hat man el Gleidyungen x(2,y,2)=0 und ¥ (z, y,z)
=0, die einer Gurve angehidven, durd) weldye die gefudyte
Cl)hnberf[ad)e geben foll; man witd alfo jept verfahren,
wie im vorigen Paragraphen.

. Kegelflacen.

§. 602. Gine Kegelfladye ift die einbiillende ‘{Slad)e Ded
durdy eine Ebene befdhriebenen Jaums , wenn diefe Ebene
Deftandig durd) einen gegebenen Punft ge[)t. Diefer Punft
ift die Spige oder der Mittelpunft der Jldde. €8 feien
a, b, ¢ feine Goordinaten; die Gleidhung der betweglichen
Ebene oder der eingebitliren Flacde wird fodann

3—c=A((@x—a)+B(y—0b),
wo 4 und B jwei willfinlide Conftanten find. NMan er=
hilt aus Ddiefer Gleidung
dz dz
ok @-_—‘B/
20"
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und folglidh gibt die Elimination diefer beiden Conftanten

als pactielle Diffeventialgleichung der Kegelflachen, wenn diefe

unter dem alIgemeinﬁm @eﬁd)tépuufte betradytet toerden,
(e—a) 2+ —b T =3 —c.

Mian Ditte diefe Gleichung and) unmittelbar durd) die
einfadye Wemerfung finden Fonnen, daf jede Deritbrende
Ebene der Kegelfliche durd) den Mittelpunft gehen muf,
deffen Goordinaten find @, b, c.

§. 603. Die Gleihungen der chavafteriftifhen Linie
werden hier

(@ — a) dy — (y—b) do =

(z—a)dz— (z —c¢)de=0

(y — b) dz — (z — ) dy =05
fie geboren augenfcheinlich den Projectionen einer geraden
Linie an, weldye durd) den Punft-geht, deffen Coordinaten
a, b, ¢ find. Man erhilt aus den beiden lepteren

wo o und B zwei willfiivlihe Conftanten bedeuten; und
folglidh wird das allgemeine Integral der Gleichung des
borigen §., oder die Gleidung ciner jeden Kegelflddhe

y—b r—a
0 (50
tworin ¢ eine mi[Ifmhd)e Function begeichnet.

Man Faun diefe Gleihung audy unmittelbar Herleiten.
Man bemerfe ndamlidy, daf wenn ein Punkt fih auf einer
Kegelfldade beh;egt, die beiden BVerbaltniffe g und Z;__—z
conftant -bleiben, fo Tange diefer Puntt eine gemwiffe Seiten-
linie micht verldft, daf fie dagegen beide fidy verdndern,
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wenn der in Rede ftehende Punft von einer Seitenlinie ju
einev andern itbergeht. Diefe BVerhdltniffe bleiben alfo con=
ftant oder vevdnbdern f{id) gleidhzeitig, und find mithin Func=
tionen von einander fitr alle Werthe von =, y, z, tweldye
der Gleidyung einer Keqgelflade Geniige leiften.

§. 604. Die Gleidyung

(w—a)%—l—(y—b)(t:—;:z—c, oder (z—a)p+(y—b)g=z—c
gibt durd) Differentiation in BVegug auf 2z und y

(“’—“)%‘Hy-b)g:-:o’ oder (z—a) r+4-(y—b)s=0

(r-7) dzdy'H )d‘yi 0, (v—a)s + (y—b)t=0,

woraud folgt rt — s2=0, telde Relation allen abiidel=
baren Fladhen angehort. Mian Fann Dier diefelbe BVemer=
fung madyen tie im §. 599.

§. 605. Wenn in dev allgemeinen Gleidyung

bl et)

die Function ¢ durd) die Bedingung beftimmt werden foll,
daf die Kegelflidye durd) eine gegebene Gurbe gebe, deven
Gleidyungen find x (2, y, 2) =0 und Y(z,y,2) =0, fo
miiffen die Gleidjungen der evzeugenden Linie gugleid) mit
diefen Deiden Gleichungen beftehen. TWenn man alfo die
pier Gleichungen aufftellt

xt(z,y 2 =0
V(2,9 2)=0
Tr—a

—_—

2—cC

y—b_ ¥
g L GO

und davaus die Grifen x, y, z eliminivt, fo bleibt ein
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Gleichung, die man mit fle, @ («)] = 0 bejeichnen Eann.
Die Gleihung dev gefuchten Kegelflide wivd mithin
T—a y—b\ __
f z—c/ :E) b

§. 606. Wenn die Function ¢ durd) die Wedingung
beftimmt erden foll, daf die Kegelfldche eine gegebene Flidye
beritbre, deren Gleidung ift X(2, y2)==0, {o erfennt man
ie im §. 601, daf man eine oeite Gleidung ¥ (z,y, z)
=0 der BVeriibrungslinie erhdlt, wenn man die Werthe von
d d ’
d—: und Ej aus der gegebenen Gleidhung x (z, y, ) =0
nimmt und biefe_[bm in die Differentialgleidyung (z—a) g—;

-|-'(y_b)g—;=z—c fubftituit. Die Aufgabe wird damit
auf den Fall des vorigen Pavagrapben suritdgefithrt.

Rotationsflacdhen.

§. 607. Gine Notationsfladye ift die einbhitllende Fladye
ded durdy eine Kugel befdyricbenen Raums, wenn der Mit=
telpunft devfelben fid) auf einer gevaden Linie betwegt, welde
die Adyfe der Jlache ift, und ihr Halbmefjer fich nady irgend
einem Gefepe verdndert. Die gegebenen Gleichungen der
Adyfe der Jlade feien

o =43 +a

y = Bz + b.
Die Gleichung ciner Kugel vom Halbmeffer », deven Mittel=
punft auf diefer Achfe liegt, twird fodann

(@ — 43 — a)* + (y — BZ — b)* 4 (3—%)* =12,

wo z, y, = die Goordinaten eines Deliebigen Puntts dev
SKugel bedeuten.  Diefe Gleichung gebirt alfo hier der ein=
gebitllten Sldade an, und z° und = find die beiden twillfirr=
lien Gonftanten, weldye fo beftimmt werden Fonnen, daf
man irgend eine beliebige eingehiillte Fladye erhalt. Diffe-
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ventiict man die genannte Gleichung in Bezug auf z und
auf y, fo fommt :

o— A — o+ 5—d) S =0
y— B — b (—5)F =0,

und daraus Hat man durdy Elimination von 2’

(y—b—B2) & — (2—a—43) Z—;—;B (@—a) — A (y—b)

als partielle Diffeventialgleichung aller Rotationsfladen.

Man Eann diefe Gleihung aud) duvc) die BVemerfung
erhalten, daf in jedem Puntte einer Rotationsflide die
berithrende Gbene vedyttwinklig fteht auf der Mievidianebene,
0. h. auf der Gbene, teldye durdy die Achfe der Fldde und
den in Sede ftebenden Punft gelegt worden ift. Die Glei=
dyung - einer Mevidianebene, weldye durd) den Punkt ter
Bladye geht, deffen Coovdinaten find @, y, z, fann darge=
jtellt mwerden durd)

J 2 —z=M(@ — )+ Ny —y),
o die Gonftanten M und N jo ju beftimmen find, daf die
Gbene gleidyfalls duvd) die Achfe der Jldche geht. Diefe
Bedingung liefert die gioeite Gleidyung

2 —z=M(4z +~a—2)+NBz +b—y),
foelche fitr jeden Werth von =z Giiltigleit behalten muf.
Sie gerfillt aljo in die beiden Gleichungen

=MA+NB wd —z=MN(a—z)+Nb—y),
aus denen folgt

o sigrhalie |
~ Bla—z) —A(b—y)
r—a - Az

N=— e
Bla—z) — Alb—y)’
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Aber dic Gleidyung der bevithrenden Ebene ift

, il Ly dz .,

% —z—‘—i—x-(a: _"’)"l'd?(?/ Y)-
und diefelbe wird redytwinflig auf der Mievidianebene frehen,
wenn man die Begiebung bat

dz dz y
Mo+ Ne+1=0;

febt man aber bievin fitc M und N die gefundenen Werthe,
fo Dat man toieder die obige Gleidyung. _

Man Fann diefelbe Gleidyung aud) ausd der allgemeinen
Eigenfdyaft der Rotationsfladen herleiten, weldhe davin be-
ftebt, daf die JMormale eined Dbelicbigen Punftsd der Jlidye
immer die Adyfe trifft. Die Gleidhungen der Normale find
allgemein .

/ dz , ,
& —a+ (@ —5)=0
’ dg . 3
A o )

e8 miiffen alfo die ndmlidien Werthe von &', ¥/, 2, Jugleidy
diefen Gleidungen und denen der Adhfe Geniige [eiften.
Wenn man nun &, y, 2 aus diefen vier Gleidhungen
eliminivt, o erhdlt man wieder die in NRebde fiebende par=
tielle Diffeventialgleichung.

§. 608. Die Integration der Gleidyung

(y—b-—Bz.)%—-(z—a—Az):-;=B(a:—a)—A(y—b)

ift bermdge der §§. 478 2c. abbingig von den Gleidyungen
(y—0b—Bz)dy+ (x —a—A4z)de =0
(y—b—Bz)dz— [B(x —a)—A(y —b)]dz=0

—(@—a— 4z) dzs — [B(z —a)—A(y—b)] dy=0,

weldye der- chavafteriftijdien Linie angebiren. Diefe Glei=
chungen Fénnen nidit unmittelbar integrirt fwerden. Wenn
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man aber die beiden legteren addirt, nadydem man die erfte
mit A und die jweite mit B multiplicivt Hat, und tvenn
man fie nodymalg addirt, nadydem man die erfte mit 2—a
und die jweite y—b multiplicivt hat, fo erhdalt man

Adz + Bdy 4 dz = 0
(# — a) dz + (y — b) dy + zdz = 0,

und daraud durd) JIntegration
Az 4 By +z =0
(x— ar 4y — b2 + 52 =8,

wo a und B zwei willkirlide Conftanten find. Die eine
pon diefen Gleidyungen gehort einer Oeliebigen Ebene an,
weldye auf der gegebenen Adyfe dev Rotationsflide vedyt=
inflig fteht; bdie andere einer Kugel bvon Delicbigem
Halbmeffer, deven Mittelpunft die Coordinaten @, b, 0
bat d. b. mit demjenigen Puntte sufammenfillt, wo diefe
Adhfe die Gbene ay trifit. Man erfennt alfo, daf die
daratteriftifdye Linie tmmer ein Kreis ift, deffen Mittelpuntt
in. der Adhfe liegt und Ddeffen Ebene vedytwinklig auf diefer
Achfe ftebt. Ueberdied erhalt man al8 allgemeine Gleidyung
der Rotationsfldden

(#— @+ (y — B)* 422 = ¢ (Ao By - ).
wo ¢ wie bigher eine willfiirliche Junction bezeichnet.

Man_findet diefe Gleihung unmittelbar durd) die Ve-
merfung, daf wenn ein Punft auf der Jlade fid) Leregt,
ohne eine beftimmte chavafteriftijche Linie yu verlafien, d. b.
obne ausg einem beftimmten Sdynitte, der vedytwinflig jur
Achfe liegt, oder einem beftimmten Pavallelfreife hevausju=
gehen , die beiden Grifen Az +By--z und (2 —a)24-
(y—0)*+=* conftante Werthe behalten, mwabhrend diefe
®rifen fid) beide dndern, wenn der Punkt von einer daraf=
teviftifchen Linie su einer anbderen {ibergeht; wovaus folgt,
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daf die cine von Ddiefen Grifen nothwendig eine Function
der anderen ift.

§. 609. Die willkitclide Junction ¢ in der vorfiehen=
den Gleihung fann durd) die BVedingung beftimmt wevden,
daf die Jladye durd) eine gegebene Gurve gehen foll, deven
Gleidungen find x(z, y,2) =0 und O (x,y,z)=0, d. D.
dafs dieFladye foll defdhricben gedacht revden duve) Mmdrehung
diefer Gurve wm die Adyfe. Da biev alle dyavaFteriftijdyen
Linien die gegebene Curve treffen mitffen, fo muf es Werthe
von @, y, z geben, weldye gleidhzeitig den vier Gleicdhungen
Genitge leiften

x(z,y 2)=0

b (7, y 2) =0

Az 4+ By +z =«
(@ =) (g = b)* 4 52 = g ().

Gliminivt man aber @, y, z-aud diefen Gleidungen, fo
bleibt eine Relation jwifdhen « und ¢ (@), die man mit
fle, (e)]==0 Degeichnen Fann und durdy teldye die Func=
tion ¢ Oefiimmt iff. Die Gleihung der gefudhten Jladye
wird fodann

4z + By + %, (z—a)’—k(y—b)’—l—ﬂ] =l

§. 610. Die willFiirlide Junction in dev Gleichung
des §. 608 fann aucd) durd)y die BVedingung befiimmt wer=
den, daf die Rotationsflade eine gegebene Jladye einbiillen
foll, deven Gleichung ift x (z, y, 5) =0, d. . daf fie durd)
Wmdrehung diefer Slidye um die Adyfe foll befdyricben ge=
dadyt werden. G8 ijt Flar, daf die gefudyte Rotationsflide
die gegebene Fliache Deritbren muf, und daf man eine jiweite
Gleidhung dev %elﬁf)umqslinie erhalten oird, wenn man
die Werthe von Z—— unb = aué der Gleidhung x(@, y, 2) =0

nimmt und diefelben in bw Diffeventialgleidhung
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(y—b—Bxz) Z—;-— (x—a —Az):—;j—--— B(m—q) — Ay —b)

fubftituirt. €8 fei P (z, y,z) =0 dad Refultat diefer Sub=
ftitutiony der roeitere Verlauf der Rechnung wird fodann
wie in dem vorigen Paragraphen.

Wind{dhiefe %Iar[)e, Defdhricben durc) eine horizontale gerade Linie, weldye
immer durd) Ddiefelbe BVertifale geht.

§. 611. Man denfe ficd) die Cbene 2y Hovizontal und
die Adhfe- der & vertifal, und betvadyte die Fladye, roeldye
purd) eine gevade Linie befchrieben wird, die beftindig der Chene
zy pavallel bleibt und durd) die Adfe der z geht. Diefe
Blade wird im allgemeinen ju der Gattung der windjdyiefen
Bladen gehiven, indem fie dad allgemeine Kenngeichen dev=
felben tragt, daf je gtoei auf einander folgende Lagen der
evjeugenden gevaden Linie nicht in derfelben Gbene enthalten
find, obder, wad dadfelbe fagt, einander nidyt fchneiden.

Man betradyte juerit die einhitllende Fliche ded durdy
einen Gplinder vom Halbmeffer » bejdyricbenen Raums, in=
dem die Adyfe diefed Cylinders beftandig der Ebene zy paval=
-Tel bleibt, und durd) die Adyfe der z geht. Die Gleichung
diefes Gylinders oder dev eingebiillten Fldche it

Vil f o=,
wo @ und ¢ die beiden tillfittlichen Conftanten find, von
derien Ddie erfte die Tangente ded Winfel8 begeichnet, den die
Achfe ded Cplinderd mit der Gbene xz einfd)liet, und die
jtoeite den Abjtand diefer Achfe von der Cbene zy. Vildet
man die beiden Diffeventialgleichungen, fo Fommt

(y—azja dz. .
s ¢l2+1 +( C) __0

Ez:{_—i + ("' C) dy 1
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und daraus erhdlt man unmittt[bar

(z—c) < == =0

ober

dz

dz

d—z-]-ad—y—O woraus B e A

dy
weldyer Werth in die Gleidung der eingehitllten Fladye fub=
ftituivt werden muf. Aber wenn man den Halbmeffer r
unendlich flein annimmt, in toelbem Falle die einhiillende
Blade des durd) den Gylinder befdyricbenen Raumes mit
der gefuchten windidhiefen Fladye ufammenfillt, fo darf man
in diefer Gleidhung die Glieder (z —e¢)? und r2 vernady-
[dffigen 5 diefelbe vevtwandelt ficdh alfo, wenn man darin fitr
a den vorftehenden Werth fefst, in

@ Z—Z +y :—; =0,

eldyes “die partielle Differentialgleidhung der in Rede fte=
Henden mwindfdyiefen Flache ift.

Man Eann gu demfelben Refultate audy divect gelangen,
wenn man von einer allgemeinen Gigenfdyaft der windjdiefen
Blacen ausgeht, weldye davin befteht, daf die berithrende
Gbene in jedem Punfte einer folden Fldade die erzeugende
gerade Linie in fid) entbalt, weldye duvd) diefen Puntt gebt.
Die allgemeine Gleidyung der berithrenden Ebene ift
{— 5= (—a) T — j;
man erbdlt alfo

(w—w) —l—(y 9 ; ——0

alg Gleidyung des il‘urcbfd)mtté diefer (Sjbene mit einer durdy
den Werithrungspunft gelegten Horvizontalebene, Da aber
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diefer Durdhfdynitt nidyts8 andered ift als die evzeugende Linie
felbft, weldye die Adhfe der & treffen foll, fo muf ihrer Glei=
dung aud) durd) die Werthe &’ =0 und ¥ =0 Geniige
gefdeben, und bdies gibt mwie oben

dz dz
§. 612. Dad allgemeine JIntegral diefer Gleidhung er=

balt man durdy Hitlfe der beiden Gleidyungen

xdy — ydr = 0, oraud % =0

e ==, z =g,
wo o und B 3wei willfiirlide Conftanten find; und dies gibt
fitr Da8 gefudyte Jntegral

=02,

wo ¢ dag Jeidyen' fitr eine willfiivlidge Junction iff. 3u
derfelben Gleichung fithrt aud) die unmittelbare VWetracdytung
der dyarafteriftifchen Linie, toelde immer eine hHorizontale

“gerade Linie ift, deven Gleidyungen find _yw_ — a’iind T=§.

§. 613. Wenn die willkiirlide Junction fo beflimmt
werden foll, daf die windidyiefe Flade durdy eine gegebene
Gurve gebe, deven Gleihungen find x(z, y, z2) =0 und
V(z,y,5) =0, fo [dBt fih wie oben erfennen, daf man
z, y, & aud den bier Gleihungen eliminiven muf

x(a"/?/lz)=0
1p(z,y,z)=0
L—ga
z =8,

und daf, wenn man mit f(e, B) =0 das Refultat der Cli=
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mination begeicdynet, die Gleidyung dev gefudptenFladye fein

n?irb :
Y
f <E’ z) = h

§. 614. Wenn endlid) die willFitrliche Function fo be=
ftimmt werden fol, daf die in Jede ftehende windidhiefe
Blidhe eine " gegebene Jlache CLeriihre, deren Gleidhung ift

: 3 y d d
1@, y,2) =0, o wird man die Werthe von % und é aus

d.
diefer Gleichung nehmen und diefelben in die Differential=
gleidyung @ %+ Y Z—; =0 {ubjtituiven. Man erhilt da=

durd) eine giweite primitive Gleidyung P(z, y, z) =0, weldye
der Werithrungslinie angehort, und die Aufgabe ift damit
auf die des vovigen Pavagrapben guritdgefithrt.
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. Die (sutet-‘fd)m Jntegrale.

1. Legendre hat mit der BVenennung Culer’jche Jnte=
grale der erjten und der jweiten Art, die beiden folgenden
Jntegrale begeichnet

: 1 ; 00
/ 2" (1—=)" ' de, / g ot
J 0 0

weldye haufig in den Antwendungen vorfommen und mit denen
Guler fidy viel be{dydaftigt hat; p, ¢, n Dbedeuten beliebige
pofitive Grponenten. Man begeichnet getwdhnlidy das jiveite
von diefen Jntegralen mit I'(n), fo daf man Dat

o0
L(n) = f ¢ * o' hde
0

et man e” =2z, oder 2=y2, fo bat man aud

1 0
1 \n—t s
T(n)= l.— dz= Yyt dy,
e Lﬂ< ‘> < 12./0 fris® X

Durd) Anwendung der Integration durd) Theile findet

man
i | euta” L 9L il
fe T % —-}—;fe Sa"de;

folgliy wird innerhalb der Gringen 2 =0 und z = QO
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o) ¢ P08
e 2" dy = — e andr
0 N0

I'(n) = ”‘L’ﬂ

. b.

, oder I'(n+41)=nal(n).
Bermittelft diefer ‘Sormel Eann man die Werthe der Function
I'(n) fitv beliebige Werthe von = bevechynen, fobald diefe

Werthe fitv <1 befannt ﬁub o erhdlt man nady und
nad

r@2)= I()
(3) =2r(2) = 2.1.T(1)
I'(4) = 31'(3) = 3.2.1.1(1)

T(n) = (n—1). (n—2)....32.L.7(1);

aber ¢8 it
(e o]
r(|)=f e dr =1,
0

Pn)=1.2.3..,.(n—-1),
o n eine beliebige gange 3all bedeutet.
Cbenfo findet man
I) =313)
MO =110 =410

P<2n+i>_?n—l 2n2 1 rets %F(%))

aber man Dat

X e .
I =2 f eVdy=Vxn
0

(m. {. §. 358); folglich allgemein

folplid)
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-1 -~ “2n—1 2n——3
5 ( 2 )"‘ TN YT Vo
2. Dad Culer’{dhe JIntegral der erﬁeu At Lapt fidy

immer mit $iilfe dev folgenden Formel durd) die Junction
I' ausdriiden

1
g TE)Ng)
ﬁ AR Ty

Diefe von Euler gefundene %urmel fann man nady Poiffon
durd) die Vetradytung doppelter Sntegra[e auf folgende At
bereifen.  Man multiplicive mit einander die beiden Glei-

dungen
. (o ¢]
I‘(p)=2f eV Yt dy
0

Q0
I'(g)=2 f e &M dw
0

und beadyte, daf das Product auf ber rechten Seite gleid)
ift dem Wierfadyen ded doppelten JIntegrald von

—(y*-+=?) yip—l w‘lq——l dydw,
wo die Gringen der Integration fitr beide Werdnderliche 0
und 00 find. MVian hat alfo

o0 (¢ ©] >
I'(p) F(q)=4f f Ty A dydy.
0 0

Wenn man nun z und y wie vedhtwinflige Coordinaten an=
fiebt und denfelben cine dritte Coordinate z, vedytwinklig auf
den Dbeiden erfteven, bingufitgt, fo bedeutet dad vorflehende
doppelte Jntegral ein innerhalb des Winfeld der pofitiven
Goordinaten entbhaltened Bolumen, weldyes begrdangt toird
durd) die Cbenen ay,. 2z, yz, und die Flide, deven Glei=
dyung ift
Navier, Diff.z und Jutegratr. I, Q}an‘o 21

NM
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z = e 013" o1 g1
Der Ausdruct fiiv diefed Volumen dndert feine Geftalt,
wenn man ftatt der vechtwinfligen Coordinaten 2 und y die
SPolarcoordinaten » und o einfiihrt, indem man fept
T ==1rcosw, y=rsin Q.

Das Element ded WVolumen twird fodann z.rdr do, und
man muf integriven wifdhen den Gringen

n
w=0unb(o=§, y == 0 und r=="00.
L

Man Dat alfo jept

0o T
I'(p) I'(g) = 4[) /0 z.rdr do,

oder wenn man fitv 2 und fodann audy fiv y und = ibhre
Werthe fept

D /2
I (P)P(q)'-:‘lv/ j fe=r 00~ §inw™ =" coswdrdo,
X 0 0

Das doppelte JIntegral auf der redyten Seite Ddiefer
Gleidyung ift ein Product gweier einfacdben JIntegrale, von
denen das eine, nh‘m[id)‘

00
/ e pteTo=t gy
0

den Werth. L T'(p-+¢) Dat, und das andere, namlidy

JC

12 L : g
/ sin 07! cos 027! do

0

fid) vevwandelt,” wenn man sin 0 = Vz fefit, in
1
%/ 2! (1—a2)7~ ds.
J 0
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€8 folgt davaus, daf

1
I'(p) T(q) = F(H-q)ﬁ o (1—a) " da,

mithin bat man

L
Pt (2, Zxg—1 ik I(p)I'(g
ﬁ x (1—a) dx o)

weldyes die obige Culer’fdhe Jovmel ift. Man erfennt aus
diefer Fovmel, daf dasd Culer’{che Integral der eviten Art
eine fymmetrifdye Function der beiden Spammeter p und q
ift, bon denen e8 abhdangt.

3. Durd) Berallgemeinerung dev SGuler’{dyen %vrmc[
Dat Dividylet neue Refultate gewonnen.  Er betradytet das
Sntegral

V== f. 8 S50 inren® Sl v ondi
in meldyem die Wevdnderliden z, y, . ... z alle pofitiven
Werthe annehmen follen, die der Ungleichung Geniige leiften

@+ ()t G <
woab, ...caf...vpq,...rpofitive Conftanten find.

il diefed Integral findet Divichlet folgenden bemerfens-
werthen Ausdruc

c

TAOLORERG)
Bl g ™ ()

i (g ey
welden man nady feiner Angabe auf meDreven Wegen er=
Dalten Fann, und weldyer eine grofe Menge von Refultaten
in Wegug auf die Veftimmung der Bolumina, der Sdywer-
punfte, der Tragheitdmomente 2c. in fic) {hlieft. Mran Fann

diefe Formel beweifen tie folgt.

21°
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4. Mian fepe guerft fi C?DP (%)q ...<§>r an die

Stelle vefp. =, y, .. z, und fvlglld) filr dw, dy, 0.4

-—l -~‘1
an die Stelle vefp. —a:" da: 9 atly ok %z. R T

GSodann hat man
P a"ﬁb....ch
PYeea
worin
b ¢

e e B frdbi o

U =il fa:" J” Hoieh ‘da:dy....dz,

for dap U ein Integral von derfelben Form bedeutet wie V.
in weldem aber z, y, ...z alle pofitiven Werthe annel=
men miiffen, die der Ungleihung geniigen

z+y+....+z3<1.
Sept man nun gur Vereinfadyung

b é
,T=kl q=ll ;=m/

fo fommt
T £ il ¥t ™ ey dy
und o8 bleibt gu betweifen, daf man hat
T®ID)....T(m)
(= sz —— (%)

5. Die Jormel (2) ift rvidhtig, mwenn man nur cine
Berdnderlidie & haty denn ald@dann wird

k—1 HFR)
—/ do s g T’

Gbenfo bleibt die Jormel (2) vidtig filr swei Berin=
derlidhe z und y. Oenn in diefem Falle Eann man {dreiben

U=
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td | 1—z 1 Ad!
U=/ a7 dxf y"’dy=z / e~ (1—a) dz,
Jo 0 J o

und da man nady der Guler’fdyen Formel Hat
1

k=1 1V do — T')r(1+4-1)

/0 (o do o o 1y

rWra—4n _ Tdro
CA-4-k+0) — T4k’

6. Man nehme jebt an, U fei ein dreifached Jntegral,
fo daf man fdreiben Faun

1 Y1 Zy
U =f a5 daf i dy[ o de,
0 0 s 7530

wo y, und z; vefp. die Differengen 1 —z und 1 —a—y
begeichnen, fo daf man bhat

1 —ox=y, h —Y=7%.
Fithrt man die neuen Verdnderlichen w und v ein, und

fo tird
U=

fefst

Yy=uy, 2=10%, .,
fo werden die gemeinfdyaftlidien Gringen von « und v g[eu{)—
falld 0 und 1 mwerden, und man bHat

1
U=[ i dz;f u‘_: ' du/v"'“’ z,™ dv,
A 0 Jo

ober foeil
n=1—2 z=y —uy = (l-2)(1—u),
fo witd aud

1 1 1
! (1=g) ™ dJ 4t (1—u)’"du/vm_’dv.
0 0 oo ot
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Die Jntegrationen in Vezug auf die verfdyiedenen BVerin=
derlichen Fdnnen jept unabhingig von einander audgefithrt
werden; und da man Dat

1
N = LB (14-1+4-m)
ﬂ“’k (=) do = e crm)

I'd-i-+m)

ot |
AR RN
job = ity

fo toird endlic

/‘ 1,ul—i (1—“)’“ du =F(I)F(1+m)
J 0

—. L(R)C@T (m)
Uk F-1m) 3
tibeveinftimmend mit der Fovmel (2).

Wenn in dem Jntegrale U vier unabhingige Verdn=
derlihe @, y, z, t vorfommen, fo Fann der Werth Ddicfes
Jntegrald nod) anf demfelben Wege exhalten werden. Man
denft fid) ndmlid) die Jntegrationen nady einander in Vegug
auf ¢, z, y, = audgefitbvt, und febt

l—o=y, h—=yY==%, % —23=4, 2
fo dap die Grdangen fitr die BVerdnderlidhen ¢, z, y, 2 refp.
find 0 und ¢, 0 und z,, 0 und y,, 0 und 1. Fithrt man
nun ftatt ¢, z, y neue BVevanderlidye ein, weldye an die vo=
vigen durd) die Wedingungen gebunden find

Yy=uy, =0z, =w,
fo terden die gemeinfdaftlichen Gringen fiiv diefe neuen
LBevdanderliden 0 und 1 fein. Ferner hat man
n=1—2, u=01—2)(1—u), t=(1—2) (1—u)(1—0);
folglich Eommen die WVerdnderlidhen z, u, v, w getvennt ter=
Den, oder mit anderen LWorten, dad vierfadye Integral U

i
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gevfallt in ein Product von vier einfacdhen JIntegralen, die
fidy fammtlid)y mit Hiilfe der Culer’fhen Formel durd) die
Function I' ausdriiden laffen. Diefed Verfahren gilt all=
gemein und fithrt bei jeder beliebigen Anzahl der WVerdn=
derlichen @, y, 2. ju der Fovmel (2), die mithin bewiefen ift.

IV. Angeniherte BVevedynung des Products 1.2.3.4... .7,
wenn z fehr grof ift.

1. Die Methode, toeldye hier befolgt werden foll, um die
su diefer WVeredynung dienende Stirling’fhe Formel abju=
Teiten, Dat viel AehnlidyEeit mit dem BVerfabhren, weldyes La-
croir angewandt bat (m. f. deffen Traité élémentaire du
calcul différentiel et du calcul intégral §. 435). Dicfes
LBerfahren gebt davauf hinaus, den Logarithmus des Pro-=
ducts 1.2.3.4....2 gu fuden und berubet auf dev be= -
Fannten Fovmel von Wallis, §. 352,

7 2 2 4 4 2z 2z

—2—=T.§.'§.§'.....'2$—_1 2—1‘_*_—1-....
vermige deren die Grofe

22 + 214 + ... + 2(2—2) + I(2x)

=21 — 28 — ... — 22z —-3) — 2l(2x—1)
fiy auf lw — 12 veducivt, twenn 2 = 0O genommen wird.
Hier foll aber diefed Werfabhren vervolftindigt werden, in=
dem fid)y ugleid) eine vbere Griinge ded Fehlerd evgeben
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wird, den man bei der angendberten Weredynung von
(1.2.3.4....2) begeht.
2. Fiir jeden pofitiven Werth von z hat man

| 00
= ——/ e “do, (n
z ] 0

fng[-id) wenn man mit dz multiplicivt und davauf integrivt

00 o | Siiid
Iz =L[0 e 2)

Sebt man hievin nah und nadhz =1, =2, 2=3,....
z ==z, und addirt die Refultate, fo Fommt

00 i
—ado 1—e
[(1.2.34...2) = e ( —_ : 3
( ) /:) e x 1—e""> (3)

Mithin ift die vorgelegte Aufgabe davauf suriickgefithrt, den
Werth ded Deftimmten Jnteqrald gu finden, weldyes die rechte
Seite der Gleidyung (3) enthilt. Man begeichne diefes In=
tegral mit w und betradyte # twie eine continuirliche Ber=
dnderlide. CDie Diffeventiation gibt jodann

f w3 __,) )

3. fbtegunttwn i, woeldye den Goefficienten von e™*

bildet und jur %bfurgung mit f{e) begeichnet werden mag,
[aBt fid) in eine nady fteigenden Potengen von « geordnete
Reibe entwideln. Differentiivt man. ndmlid) me[)rete Mtale
nady einander die Gleidyung

(e« —1) f((!) e

fo erhalt man
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(" = 1) fl@)4 ¢ fly=1
(¢ — 1) (@) 4+ 2¢° () + ¢ fla) =0
(o — D"() + 3¢ ['(@) + 3¢ () 4 ¢ fle) = 0

2.
woraud, wenn man o == 0 feht, obhne @dpmierigfeit folgt

f(O) =1, f(()) = -1 f”(O) =3, .
Die beiden erften Glieder dev (Entmitfelung von f(e) nad)

der Maclaurin’{dyen Reihe find alfo 1 — , und die folgen=

den Glieder Fomnen nur gevade Potenzen von o enthalten,
denn die Differen;

fle) — 145
ift gleich der Hilfte von
a(ei—i—e—i) i
BEi

und folglidy, da diefe Function durd) die Wenderung desd
LBorzeidhend von o Feine Wenderung evleidet, eine gerade
Function von «.
Die aUgemeinen Werthe von f'(«) und f(«) find
() = ((0—2) e* + o 4 2]

: (“ 1)s
(@ == [(0=8) € due® a4 3]
Da nun die BVerdnderliche o hier > 0 vorausgefest twird,
fo Laft fid) berveifen, daf die erfte von Ddiefen beiden Dderi=
virten Functionen beftandig pofitiv und die rveite beftin=
dig negativ ift. :
Man fepe namlicy ertens

P=(a—2)e" + a4 2,
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fo toird

aP 5 PE (09
5 ile—1) o7 4 1, 1 e

Fitr jeden SIBert[) von o >0 hat man Diernad) %’;—> 03

mithin aud) > > 0 und P> 0, ba unb P jugleid) fiir

o = 0 verfdytvinden und fodann baa %vrsnd)en ihrer deri=
picten Functionen annehmen. Davausd folgt, daf aud) [ (o)
eine pofitive Grofe fein muf.

Man fepe jtoeitens

P = (a—3) ** + 4ae® + a - 3,

jo wird
dpP =\ 3¢ - o
e (Ra—5) e 4 (4a+4) " + 1
= (4u—8) e | (4a}-8) o,

oder fwenn man fept

0=(e—2) ¢ +a+2

arp
de?

fo hat man

=440,
fo daf Die beiden Functionen 0 unb emn[el %Dl‘6tld en

befigen.  tun find Q@ und E Null fir a =0, unb =3
wird > 0, fobald « den Werth Ntull iibertrifft, folglich ver:
halt e8 fid) ebenfv mit Q0 und mit ——; d —ats
fih Ddicfelbe Cigenfchaft audd) bei der Junction P, weil man
bat P=0 und G0 =0 fiir @ = 0. * 68 ift alfo /" (a)
eine negative Grope.

unb mithin findet
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Man fieht davaus ugleid), daf f («) eine mit den
mwad)fenden Werthen von « abnehmende Function fein mup,
deven grifter Werth gleidy £7(0), d. 0. gleid) + ift.

4. MNady diefer Jebenbetradytung Fehre man gu dev
Entwidlung von f(«) guriid. Man Fann fdyreiben

o

o
i B B s Tk
und davin bedeutet R, je nacdhdem man die Entwidelung
melr oder tweniger teit treiben will, vermige ded beFannten
Crgangungsglieded der Maclanvin’{chen Reihe entweder

z ’
S (6),

oder

*'(0) o) | o)

a3 oot n.zf.'.zn 15 Ondl)y
indem man zu beacdhten hat, daf R eine gevade Function
von o« fein muB. Das Jeidjen 6 bedeutet hier, wie befannt,
gang alfgemein ivgend eine gwifdyen 0 und 1 enthaltene 3abl.
Sept man diefen Wertlh in (4), {o Fommt

du ® gy o
e B —-a _,—ox W ag® — oz
= _ﬁ = <e s Re >

oder -vermige der Formeln (1) und (2)
¢ o0
du 1 Re~“da
% = 2 "I— 5.’;_ > ~ .
Daraud wird durd) Integration
o8 —Oar
u=0+(w+%)lw—x+ﬁ R o

o2

und bdiefer Werth von u ift jugleid) der von [(1.2.3.4...2),
€8 wird unten gezeigt twerden, daf die Conftante C gleid)
1V 27) ift.
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5. Man findet leicht die Gringen ded Fehlerd, den
man durd) Vernadylidfligung ded Gliedesd

DO e g
0 a?

auf der vedyten Seite der borﬂe[)enbeu Gleidyung begeht.
Denn 2a man Dat
a?f”’(0a) -
2 /
fo vertwandelt fidy diefes Glied in

i ¢ jooo e " (§a)d.

©8 ift alfo pofitiv gleidywie die Function [ (Oc). lnd ta
man Dat f7(0e) <L, fo ift-e8 Fleiner al8

Lirfs ol doct s obeEi
Tij(;e aoerm.

Wenn man alfo mit p ivgend cine gwifden 0 und 1
enthaltene 3abl begeichnet, fo fann man {dreiben

1(1234..2) =C+ (a+Dle— o415
6. Wenn man fept : :

R=

« /“ a?M0) | o)
- Lt 220+ T2.0n 1D !

fo wird baB (SSIleb
O Re~“da.
0 o
~die Geftalt mme[)men

/' (0) 00 g—asignnt30q)de
=+ +2n 2" 3"-’ +f 1.2..2n52) 712

unb will mar [)m: cine obere ®rdnge fitv den abfoluten

Werth.-ded Integrald baben, von weldyem 8 abbingt, fo
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veidyt 8 in, fiir £"7*(Oc) das abfolute Marimum M von
" (@) an die Stelle ju fepen, worvauf die Integration
ausfitbrbar toird.
7. 3ur Beftimmung der Conftante € bringe man die
Gleichung
[(1.2.34..2) = C+ (e+Dlz — a + i;_w
auf die Form
HN4+24+8B4....+le=Cc4 (z+2) Iz —z +,
o dag Jeidyen 2. ein Glied angeigt, weldyed fiiv @ =00
verfdywindet,  Mian erhdlt davausd leidyt
4 R24-18+4....41(22)=C+ (2213) I2x) — 2z+- .
Weil aber
R+U4164...+122)=2R+U+R4B+....+iz,
fo hat man aud
R+U4-6+...+122) =C+ () lo+-2l2 — x4,
Subtrahivt man diefe Gleidyung von devjenigen, toeldye die
Summe der Logarithmen der natitlidyen Jahlen von 1 bis
2z gibt, fo erhdlt man
N+BHBA...FiQRe— ) =zlz+4 (z+ D2 —z -+
Subtrabivt man aber das Doppelte diefer neuen Gleidyung
von dem Doppelten der vorigen, fo Fommt
212 214 4 206 + .... + 212z —2) 4 ()
—21 — 23— 25 — .... — ARx—3) — 2AU(Rz—1)
= 0 IS 30,
fo daf man endlich mit Hitlfe der oben angefithrten Formel
von Wallis findet, indem man & unendlid) grof werden ldft,
In — 12 =2C — 212,
woraus :
=L(n+R)=1V2n.
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Jum Sdluf moge nod) erwdahnt werden, daf Vinet
diefe Aufgabe und mehreve andere von derfelben Art in
einem fiiv da8 Journal de I'école polytechnique beftimms=
ten Artifel abgehandelt DHat.

V. Anwendung der Theorie der doppelten Integrale auf den
Beweis cines Lehriates der Algebra.

1. Wenn man mit @ und w die Polarcoordinaten
eined Punfts in einer feften Horiontalebene begeichuet, und
mit z eine veelle und Deftimmte Function bon o und w, fwelde
sifdyen den Grdngen 0 und R fiir o, und 0 und 2 fiir o nicdt
unendlid) wird, fo miiffen die beiden doppelten Jntegrale

R 2 A ‘R
f do f zdw und f dw / zd
0 0 0 0

nothioendig einander gleid) fein, weil fie beide dasdfelbe Bo=
[umen darftellen ; diefed Volumen wird namlidy begranst von
der feften Gbene, von der Oberflade eined gevaden Cylin=
berd, der einen Krei8 vom Halbmeffer R jur Wafis Dhat,
weldyer in jener Ebene aud dem Unfangdpuntte der Coor=
dinaten alg Mittelpunfte confivuivt worden ift, und endlidy’
von einer Jldacde, deren vertifale Ordinate fitr jedes Spitem
der Werthe der beiden Grifen o und © durd) z davgeftellt
wird.  Hievauf geftitht, hHat Gauf den Bereid gefithrt, *)
daf die [infe Seite in jeder algebraifden Gleichung mit
veellen Coefficienten
o™ L AT L BTt U B - )

theilbar ift enfroeder durdy einen reelIen Sactor ded erften

g @5 lﬂ blee der bdritte Weweis diefes Sages von Gaup. Man
fepe die Commentationes societalis, scientiarum Gottingensis
recentiores, Tom. III.
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®raded # - ¢ oder durd) einen veellen Factor des jweiten
Grades 22 — 2o cos w -+ 02, fo baf diefe Gleidyung im=
mer wenigitend eine veelle oder imagindre Wurzel befipt,
nimlidy + o oder g(cos @ + V' —1 . sin w).

Mit andeven Worten, e8 [aft {id) beweifen, daf 8
immer veelle Werthe der beiden Grofen ¢ und w gibt,
weldye gleichzeitig den beiden Gleidyungen Geniige Teiften
e" cos mo - A" " eos (m—1) 0 +-.... Lo cos 0 4 M=
Q" sin mw + A49™ " sin (m—1) 0+ ...+ Lo sinw =0,

2. €8 feien vorldufig @ und o unbeftimmt und man
fee
t=1q" cosmw 4 49" " cos (m—1) w—+-....+Locos oM
u=q" sin mw + 40" 'sin(m—1) 0 +.... 4 Lo sin o,
fo toie ferner

t’—_d_lf— ﬂ u’-—-_fi— d_ll
s NG DAl T Tl 4 S
e S R
et S Gt et R

Unter R werde eine beliebige pofitive Grofe verftanden, die
jedod) groBer ift a8 die grifte von den Grofen

3 m
mA V2, VaByy, VmCVz, .... Vmll'y3,
o 4, B, C’, ... M bdie abfoluten Werthe der Coefficien=
ten 4, B, C, .... M bedeuten. Sodann [aft fidh) seigen, daf
wenn man ¢ = R felt, waihrend der Werth von o willfiir=
lid) Dbleibt, die Summe ¢ 4 wa einen pofitiven Werth
annehmen twird.

m die§ gu betveifen, betracdhte man die vier Griofen
R" cos % 4 AR™" cos <Z-|- w) Sl s Mcos<-‘1—+mw>
R" sin T 4 AR™" sin G+ w) SR MsinG Lmo )
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mR™ cos 4 (m—1) AR"" cos C;-q- w) +-... +-LReos G+(m —1)o)

mR™ sins - (m—1) AR" " sin <§+w>-|-....+msin GJF(m—i)w),

weldye vefp. mit 7, U, T, U' beseidynet mevden mdgen.
Diefe Grivgen find fammtlidh) > 0, wad man 3 B. fitv die
erftere betveift, indem man 7 auf die Form Dringt

fzm—];i; [R —+mA V2. cos (% -+ w>]
i ::/_; [R2 +mBV 2. cos (1; + 2w>]
i :T’;/——% [R3 +mCV/2. cos (—}—I— 3u)>]

-+ 2.
und dabei fefthdalt, was oben iiber die Grife von R feftge-
fept toorden ift.  Ebenfo wird man in Vegug auf die {ibri=
gen Summen U, T', U ju Werke gehen.

Nun hat man, wenn man @ = R febt,
t =T cos (11 4= mw) ~+ Usin <% — mw>
u="T sin <§—|—mw> - Ucos(%—]—mw)
£ = To008 <i}+ mw ) -+ U’ sin G:——i— mw)

%— 1 .80 (Z——[— mm) —U cos(Z— - moo),
woraud folgt ¢ — wu’ = TT - UU’, folglid) ift &' - ue’
> 0. Audy fann man bemerfen, daf diefelben Gleichungen
geben e2-Fur=T21U2, folglid) ift filv o=R aud) £2-4-u>>0.

3. Mt Hitlfe diefer Vorbereitung Fann man jept den
in NRede ftehenden Sap betweifen, ndmlid), daf ed innerhalb
der Gringen =0 und ¢=R, o wie © = 0 und w =2,
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nothendig gemwiffe Werthe von o und w geben mup, fie
weldye man gleidyzeitig hat ¢=0 und u = 0.

Ware died namlicd) nidyt der Fall, fo witrde man fdlie=
fien miiffen, daf der BVrud) *)

(24u?) (" ud") - (0d — )2 — ( -uw)?
e(2-tu?)?

innerhalb der angegebenen Gringen nidyt unendlid) merden
fonnte, ™) und daf man folglid) Daben miigte

R 2 2 R
f do / zdw = f do f . zdo.
0 St hod 0 0

Nun ift
' —tu
vad(l) = QTtH'—‘Uf),
ovon man fid) leicht durd) Diffeventiation {iberzeugen Fann;

ferner nebmen ¢, », ¢, ¥ fiiv die beiden Grdngen 0 und 2n
einerlei Werthe anj folglidy hat man

‘2
f zdw = 0,
0

fo daB mithin auch das erfte dev beiden obigen doppelten
Jntegrale fidh auf Null veducivt. Aber dad jweite Ddiefer
Jutegrale wird nidht Null. Denn man DHat

t 3
S =Tk

*) Diefer Brudy ift das jweite Differentialverhdltnip der Function

arc tang %, in Begug auf die beiten BVerdnderlihen ¢ und o

nady einander genommen. Man fehe Grunert’s Ardhiv der Ma=
thematif, Band VII. S. 415.

**) Die Annahme @ = 0 madt diefen Brud) nicht unendlidh, weil,
wie man leicht exfennt, der Factor ¢ aud) im Jahler enthalten
ift und mithin fich aufhebt.

Navier, Diff.- und Jntegrale. [ BVand. 22
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R-d _ 4o
o 0= Tmyw
woraud teiter

21 2
T +U U")d
/ dw / z'dQ g / TH—U‘ )

und da vermige ded Obigen dag Element
: (IT' 4+ UU'y do

TR
einen pofitiven Werth bat, fo ift aud) diefed lepte Jntegrak
nothendig >0. Alfo ift die Gleidyung

"R e 173 2 R
/ dQ/ zdo = f do / zdo
0 0 badsY: 4 fik0

unmdglidh, folglidh wird audy der Vrud) z innerhald dex
angegebenen Grdangen ein oder mehreve Mal unendlich, und
da died nur gefcheben fann, indem £ und w jugleidy inner=
halb jener Grdngen fiir gewijfe Werthe von @ und o ver=
fchtoinden, fo ift damit der vorliegende Safy betviefen.

folglich

4. Cept man lop="0 oder g=¢°, fo erfennt man
fogleich, daB ¢ und = die beiden devivivten Functionen, vefp.
in Vezug auf o und 0 genommen, von dem namlidyen Integral

mo - A (ﬂl“ oo,
gt AT N | AL sing Mo
der @[eid)ll".]-dez +d 2="0 find; folglic) wird, nad) einem

von Lamé im Journal de I'école polytechnique bemwicfenen
Sajye, - diefer Gleihung audy Geniige gefdyehen durdy den
Werth ¢ =1V 24wz Mithin find die beiden Grofen
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@V P fur @y efu

W des do?
einander gleidy; und ibr gemeinfdaftlicher Werth ift dev=
jenige de8 Productd oz.

VI JIntegration einer gewiffen Gattung von
Differentialgleidungen.

€8 fei

f@y,9,y, .y =0 (1)
eine Differentialgleichung von der Ordnung =, indem
¥,y . y™ die auf einander folgenden derivirten Func=
tioien pon y Dbedeuten. Dad volljtandige Jntegral diefer
Gleidhung, roeldyes hier al8 beFannt voraudgefept wird, wird
n wilFiirlide Conftanten @, b, ....c enthalten, und die Form
befiten y= F(,q,b,....c) obexr audy Il(z,y,a,b....c)=0.
Man diffeventiive nun die beiden Seiten der Gleidyung (1)
in WVezug auf @, und Gegeichne dad Differentialverhiltnif

%"‘it u. Sodann fommt
df df du d/ d*u df du _ .
b tHm e LT g 0@

Sman wurt‘e diefelbe @Ieitbung echalten Haben, fwenn man

ftatt b gefebt [)atte == =u obder Z—— w . Folglid

mi'lﬂ'en die Derivirten °§unctwnen von y, in Begug auf die

n Gonftanten @, b,.... ¢ genommen, eben fo viele befendere

Jntegrale der linedven Gleidyung (2) darftellen, unb mithin

wird dad volftindige Integral der Gleidhung (2) fein
22
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u_A +B T —+-C
wo 4,B,....C mllfurhd)e (Sonﬂanten ﬁub.

Diefen eben fo einfadyen toie merfiivdigen Sap hat
Sacobi gegeben. €8 erfivedt fid) von felbjt auf jedes belie=
bige Spftem gleidheitiger Differentialgleichungen. Um ibhn
auf ein Veifpiel anguwenden, betrad)te man den befonderen
Fall, wo die Uleld)ung (1) die Form bat

¥ — ¢y =0.
Diefe Gleihung gt fid) integriven.  Denn multiplicivt
man fie mit 2dy, fo erhdlt man

d. (%)—— 2¢(y)dy -0,
() =a+2fey

Wl f S

Va—+2/¢(y) dy
Bermige diefer [lepten Gleichung ift y eine Sunction
von @, @ b. Jun folgt aus dem Sape von Jacobi, daf

die [inedre Gleichung
d*u ’
U (Y =0,

wo ¢'(y) die devivirte JFunction von ¢(y) bedeutet, ein
pollftandiges Sntegra[ beﬁbt von ber Form

+ db’

wie audy die Junction ¢ befd)aﬁeu fein mag.

woraud folgt

und mithin
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Die Wiethode der Fleinften Duadrate.

I. Gntwidelung des Gefeses, weldes die WahrideinlidFeit
der Beobadytungsfehler als Function diefer Fehler darftellt.

§ 1. Die Algebra lehrt, daf aud gegebenen und
pdllig von einander unabhingigen Gleichungen jederseit
¢ben fo biele Unbefannte beftimmt twerden Fonnen, ald Glei=
dungen vorhanden find. Wenn ferner die Anzalhl der Un=
beFannten grdfer ift, als die Anzahl dev gegebenen Glei=
dungen, fo 0bleibt ein Theil der UnbeFannten unbeftimmt
pder man fann fitv diefelben willfitrliche Werthe feeny und
wie. im Gingange Odiefed Lehrbuchs (§. 2) gezeigt worden
ift, fo fitbrt diefer Fall, allgemein betrachtet, auf die Be=
griffie der BWevdnderlidhen und der Function.  Wenn aber
endlicd) Odie Anzahl der gegebenen Gleichungen  grofer ift
als die Angahl der Unbefannten, o liegt derjenige Fall vor,
auf weldyen die nadyfolgenden Betvadytungen fid) begichen.
Bwar Fann man gleidhfalld ausd den Lehren der Algebra
leidht fdhliefen, daB, wenn man in diefem lepten Falle aus
fo vielen von den gegebenen Gleidhungen, wie ndthig find,
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die gefudyten Unbefannten beftimmt, und die gefundenen
Werthe derfelben in die {ibrigen Gleichungen fept, diefe
Gleidyungen fodann entweder identifch werden miiffen oder
nidyt, d. h. daf fie entweder zur Weftimmung der Unbe=
Fannten iiberflitffig getvefen find, oder dap fie derfellben mwi=
derfprechen.  JIndeffen bei dem Dier in ede ftehenden Ge=
genftande fommen nod) BVegichungen eigener Avt jur Spradye,
elde nidyt eine fo einfade Erledigung dev Aufldfung ju=
laffen.  Der Gegenftand felbft ift folgender.

§. 2. @8 fei

F(abye, ....u0,w....)

eine Function, welde ihrer analytifdhen Form nad) gegeben
ift; », v, w, 2. bedeuten die unabhingigen Verdnderlidyen,
von denen die Function F abbingig ift, und a, b, ¢, 2.
find die in dem Ausdrude der Function vorfommenden Con=
ftanten.  Jerner Detveffe diefe Junction irgend einen Fall
aud dem Gebiete der Antwendungen der Mathematif, 3. B.
einen Fall der Geodifie, der Medhanif, der POYfif 2. von
foldyer Natur, daf die Wertbe von F, weldye irgend weldyen
Werthen der unabhingigen BVevanderliden u, », w, 2. ju=
geboren, einer Veobadytung fibig find, etwa durd)
Meffen, Wagen 20 Man fudyt unter diefer BVorausjepung
die Werthe der unbefanuten Conftanten @, b, ¢, 2., deren
Anzabl n fei.

Offenbar werden diefe Conftanten beftimmt fein, jobald
man n durd) Veobadtung gefundene Werthe von F fennt,
toeldye Deliebigen Werthen von u, v, w, 2. entfprechen. Be-=
deuten ndmlidy M,, M,, .... M, die beobadyteten n LWerthe
der Junction F, weldye vefp. den Werthen »,, v, w,, 2.
Uy, Oy, Wy, 20 Bi8 wn, vs, wa, 20 Der unabhingigen Wer-
dnderlichen w, v, w, 2c. jugebiven, fo wird man die n Glei=
dungen bilden
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e P (i b g i 50 W0 )
ME="F(a; bjlc, 37 g0y, wg) F1Y)

M= TR 00 iU ADs 5 5

und aud Odiefen die 2 unbefanuten Gonftanten @, b, ¢, 2.
vollftindig Deftimmen Fonnen. So weit die Algebra. Wenn
man nun aber die Ueberlegung madyt, daf jede empivifche
WVeebadytung mit unvermeidlidyen Fehlern behaftet ift, mweldye
aug der Unvolfommenheit der Sinne, aus der Ungenauig=
Feit der angemandten JInfteumente, und anderen Quellen
entfpringen und, o gering fie vielleidht an fid) fein migen,
dag Refultat der Weobachtung jedenfalld mehr oder weniger
unfider madyen, fo wird man aud) die auf die angegeberie
Weife evmittelten Werthe der Conftanten a, b, ¢, 2e. nidyt
als gufammenfallend mit den wabhren Werthen Ddiefer Con=
ftanten, fondern nuv al8 melr oder weniger guverldffige
Naberungsiverthe derjelben anfehen ditrfen. Und wenn man
itberdies, gleichfam gur Pritfung, die Reihe jener Beobad)=
tungen fortfebt und unter My, Myis, 20 Die beobadyteten
Werthe der Junction F verfteht, welde refp. den Werthen
Unlt) Ont1, Wntt, 2. Unts, Ople, Wnis, 2. 20 Der unab=
hangigen Verdnderliden w, v, w, 2. entfprechen, fo werden
die Gleihungen

Wt —=F(a b, o0 e, Detead i 1)

M,.+2 =31 b, C oo .Unto, Unts, Wnte....)

7] O
egen der genannten unvermeidlichen Veobadhtungsfehler
im alfgemeinen nidyt zu identifdyen Gleichungen twerden,
enn man davin fiiv die Conftanten @, b, ¢, 2. die vorhin

gefundenen Werthe Oerfelben an die Stelle fept. LWollte
man_aber etwa aus dem Jnbegriffe fammtlicher biev aufge-
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ftellten Gleichungen, deren jede einer BVeobadytung entjpricdyt
und deven Angahl diejenige der unbefannten Conftanten
itbertrifft, eine andere Gruppe von n Gleidhungen herausd=
bebenn und aus diefer die Werthe der » Conftanten a, b, ¢, 2.
beftimmen, fo wiivden diefe Werthe im allgemeinen, und
wiederum in Folge der Veobadhtungsfehler, von den vorhin
beftimmten Werthen derfelben Conftanten abweidyen. Ebenfo
witvden diefe Werthe, wenn man fie in die bei ibrer Hevs
leitung nicdht benupten Gleichungen bineinfeht, diefelben im
allgemeinen nidyt ju identifdyen Gleihungen madien. Jn=
deffen man {iberfieht ohne Mithe, daf fid) ein (von dem
gewdbnliden BVerfahren der Algebra freilich fehr verfdhiede=
ner) Weg muf denfen [affen, foeldyer mit gleidymagiger
Benupung fammtlider Beobadytungen , deren Anzabl
diejenige der gefuchten Conftanten iibertrifft, unter ange=
meffener Gombinivung diefer BWeobadytungen folde Werthe
der Gonftanten hevvorbringt, die den unbeFannten wabren
Werthen derfelben miglidyft nahe Fommen, d. b. wenigftensd
ndber, alg fwenn man jur Auffuchung diefer Werthe nur
n beliebig audgemwdhlte Beobaditungen benubt und die {ibri=
gen villig unberiidfidytigt gelaffen- hitte. Diefen Wey auf=
sufuden und feftzuftellen ift der Jwed des Jtadyfolgenden,
und der fo eben gebraudyte unbeftimmte Ausddrud, daf man
den twabren Werthen miglidyft nahe Fommen folle, wird im
Laufe der Unterfucdyung felbft feine eracte Fejtjtellung ev=
halten.

§. 3. 3u ndberer Vetracdhtung der in NRede {tehenden
Frage ift e8 erforderlicd), das Problem felbft fitr den Au=
genblic fallen su laffen, und jundd)it und vorsugsmweife auf
dic Matur der BVeobadtungsdfehler die Aufmertfambeit
ju ridten.

Wenn toie vorhin die Function F eine ju beobachtende
Grife bedeutet, und M einen durd) Beobad)tung erhaltenen -
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Werth derfelben, weldyer gewiffen Werthen dev unabhangi=
gen Wevdnderlidyen », v, w, 2. entfpridt, fo witrde man
fitr Diefe Werthe der unabhingigen Berdnderlidyen mit voller
JuverliffigFeit
F ="M

fefen ditrfen, wenn man fidher wdve, bei der Veobadytung
Feinen Fehler begangen ju haben. Da diefe BVorausdfepung
aber bei empirifdhen Vevbadytungen niemald ju redytfertiqen
ift, fo wird man vielmehr ju feben Haben

F— M= z,
o & den Weobadytungsfehler bedeutet, weldher der Differens
swifdhen dem walhren Werthe F und dem beobachteten Werthe
M der in Rede ftehenden. Grife gleid) ift. Mun wird man
gwav immer leicht jugeben, dap diefer BVeobacd)tungsfehler
im allgemeinen defto Fleiner ausfallen wird, je grifer die
Genauigeit der Inftrumente und die Sorgfalt ded Beob-
adyterd getoefen find. 1Und bei wiederholten Beobadytungen
mit einerlei Inftrumenten und einerlei Sorgfalt wird man
Eleinere Werthe ded WVeobadytungsfehlerd « leidter, und
darum audy dfter evtvarten ditrfen al8 grifere. Einen voll=
ftandigen Auffchluf iber die Natur ded Veobadytungsfellers
erhdlt man jedod) erft durd) folgende Betradytung.

Der Veobadytungsfehler ift niemals das Crgebnif eines
eingigen 2Actd, fondern er entjteht aus dem Jufammenfluf
einer Menge von eingelnen Fehlern, toelde je bei den ecin-
gelnen Mianipulationen ecintveten, aud denen die vollftin=
dige Weobacdhtung zujammengefest ift. Man Fann defhalb
jeden wirflidy eingetretenen Weobachtungsfebler wie die
Summe einer unbefiimmt grofen Anzahl von Elementar=
fehlern, die von einander unabbingig find, anfeben; und
su groperer Ginfadhbeit Fann man die Annahme maden,
diefe Elementarfebler feien, abfolut genommen, fammtlid)
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pon gleidger Grofe. Denn diefer Annahme Fommt die
Wirklichfeit um fo ndaber, je mehr der {chon aud anderen
Griinden nithigen Fordevung einer gleidymifigen Ge=
nauigfeit in der Ausfithrung der eingelnen Theile einer
Beobachtung Geniige gefdyieht. Ferner liegt e8 in der Na=
tur der Dier in Vetvacht Fommenden Fehler , daf jeder
eingelne gleid) leicht im pofitiven twie im negativen Sinne
muf auf dag NRefultat der Veobadytung einfliefen Fonnen;
denn a der Jwed der Weobadytung auf den wabhren Wertly
der beobachteten Groge geridhtet ift, fo wird man von felbit
fdhon alle folde Einflitffe (3. B. ded Collimationsfellers)
pon dem Jefultate dev BVeobadytung fernhalten, welde einen
{ibericgend pofitiven oder cinen {ibermwiegend negativen
Fehler in diefem Refultate befitrchten laffen. Uebertrdgt
man diefe Vemerfing audy auf die vorhin genannten Ele=
mentarfebler, fo gelangt man ju dem Sdluffe: Daf bei
jeder Weobadhtung einer gewiffen Art eine gewiffe unbe=
ftimmt grofe Anzabl pbon einander unabhingiger Elemen=
tarfebler vorausgefept mwerden miiffe, toeldye abjolut genom=
men fammtlidy von gleidher Grofe find und von Ddenen
jeder eben fo leicht pofitiv mwie negativ ausdfallen Fann.
Die algebraifdye Summe diefer Elementarfehler, alfo mit
Rudfidht auf die BVorzeidhen derfelben genommen, madt in
jedem eingelnen Falle den wirklich eingetvetenen BVeobad)=
tungsfebler aus ™).

§. 4. Geftitpt auf diefe BVovausfepungen ift e8 nun
leicht, forool iiber die Grofe aller moglichen Fehlev, mweldye
bei Beobadytungen einer gewiffen Art vorfommen Eonnen,
alg audy itber die Haufigleit ihres Vorfommens, d. i. die

% ‘.’Insfii[;r‘lid)cr befpricht und rechtfertigt die bier aufgeftellte Hypo-

thefe Hagen in feinen Grundgiigen der Wabrcheinlichfeitsred:-

“nung, Berlin 1837.
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velative MoglidhFeit derfelben, allgemeine Veftimmun=
gen gu treffen. G8 fei Az der al8 conftant angefehene Ele=
mentarfebler, welder eben fo leicht pofitiv wie negativ fein
fann, und m die Angahl der Elementarfehler, mwelche den
in Sede ftehenden Veobadytungen yufommt. Will man alle
‘migliden Beobadytungsfehler aufdbhlen, fo hat man ausd
den m Glementarfeblern alle mogliden Summen ju bilden,
mit der Nudficht, dap davin jeder Elementarfehler forol
unter der Form - Az, ald unter der Form — Az aif=
treten fann. Nad) den befannten combinatovifdyen Gefepen
ird man finden:

mAz d.i. m wmal -} Az . Fommt vor: 1 mal
(m—2)Azd.i. (m—1) mal4-Azund 1 mal —Az ” m
(m—4) Azbd.i. (m—2) malHAzund2mal —A2 , "“_%22
(m—6) Az d.i. (m—3) mal Az und 3 mal —Az 7 m(m_zi)g"ﬁ
—mAzd.i. m mal—Az " " i

©8 dient gur Grleidhterung, wenn man bemerft, daf
diejenigen Bablen, mwelde die Haufigleit ded8 BVorfommens
per eingelnen Beobadytungsfehler mAz, (m—2) Az,
(m—4) Az, . oder die velative Moglicheit diefer Fehler
ausdritcfen, mit den Coefficienten der Entwidelung der mten
$Poteng eined Dbeliebigen BVinoms identifd) find, Ays der
befannten Gefepmagigleit unter Odiefen Coefficienten ergibt
fidy: Daf die beiden duferften Veobadytungsfehler + mAz,
su deven Entftehung fammtlide Clementarfehler in einevlei
Sinne beigetragen haben, am wenigften Ddufig eviartet
werden ditrfen, da -ihre velative MiglichFeit, oder die Leid)=
tigfeit, mit toeldyer fie eintveten Fonnen, nur =1 ijt; daf
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die vefative Moglicifeit dev BVeobadhtungsfehler defto grivger
wird, je mebhr man fid) der Mitte der obigen Entwidelung
ndbert, o, b. je Eleiner die abfolute Grofe des8 Veobad)=
tungs8feblerd ift; endlid) daff je swei Veobadytungsfehler,
weldye gleic) weit von der Mitte der Entividelung abliegen,
0. h. von gleidyer abfoluten Grofe find, eine gleiche relative
MoglichPeit befipen. Died ftimmt mit demjenigen iiberein,
wad man dem vorigen Paragraphen ufolge fchon allgemein
evivavten durfte.

§.°5. Die Allgemeinheit der Unterfudyung wird nidt
Deeintrddytigt werden, wenn man annimmt, m fei eine ge=
vade 3abl. Die Entwidelung der binomifcdhen Potens hHat
fodann ein mittleved Glied. Sept man alfo in den vorigen
Sovmeln 2m ftatt m, und gugleid)y jur Vereinfadyung Az
ftatt 2A@, und ovdnet von der Miitte aus, o erhdlt man
folgende leberfidyt iiber die Grife der Veobadytungsfehler ,
und die einem jeden derfelben jufommende velative Mig-=
lichFeit, roelche mit y begeichnet werden mag:

Beobadtungsfehler JRelative Moglicyfeit desfelben
=7 [ =y
|
A | oam@m—1) @m—2) . . . . (m1)
i Qo e e
é 2m(2m—1) m—2) . . . . (m4?)
sl | Zenuden Yt RImrh)
s \ 2m(2m—1) m—2) . . . . (m+3)
& e | S SR L
|
4 mAz |04
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Diefe Ueberfid)t gibt deutlic) ju evfennen, in weldyem
Berhiltniffe die relative MoglichFeit y, oder die Leidytigleit,
mit weldyer ein Veobadytungsfehler @ eintreten Fann, ab=
nimmt, wenn diefer Weobad)tungsfehler abfolut genommen
um dic Grife Az, weldye dasg Doppelte ded vorausgefelten
Glementarfehlers ift, sunimmt.

§. 6. leber die Grofe des Clementarfellerd und folg=
lid aud) die Grofe von Az [dft fid) im allgemeinen nur
0a8 fejtfeen, daf man fich diefelbe fehr Flein ju denfen
Dabe im Wergleid) mit den wirflid) vorFommenden Vevb-
adytungsfehlern. Denn da in der vorftehenden Ueberfidyt
Az dicjenige Grife bedeutet, um welde der BVeobadytungs-
febler fucceffiv junimmt, in der Ausiibung aber Fein Grund
dagegen ftreitet, daf man f{id) goei Fehler ihrer abfoluten
Groe nad) fo nabe beifammen fiegend denfe ald man nur
will, fo fann man audy Az beliebig flein annehmen. s
wird alfo nod) immer dev WirklichFeit angemeffen fein, wenn
man Az unendlid) flein werden (a8t d. 0. Fleiner als jede
belicbige Bahl; robei jugleid), damit die Werthe der Veob-
achtungsfehler felbjt endlich bleiben, m unendlich) grof werden
muf d. . grofer al8 jede beliebige Jahl. Sodann werden
die Werthe von 2 continuirlid) in einander {ibergehen, die
Werthe von y aber al8 befondere und in unendlid) Eleinen
Sntervallen auf einander folgende Werthe einer gemwiffen
Sunction von z fid) darjtellen, deven Auffudyung jeht in
Frage Fommt.

Man denfe fid) ju grofever Anfdyaulichfeit die Werthe
von @ und y al8 Coordinaten einer ebenen Gurve, deren
Gleidyung ju fuchen iff. Die Werthe von & und y im vo=
rigen Paragraphen fann man fodann anfeben wie die Go-=
ordinaten der Gdfpuntte cined Polygons, deflen Gringe,
indem man die Seiten desfelben Eleiner und Eleiner werben
Ldgt, mit dev gefudyten Gurve identifd) ift. 8 feien mun
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2 und y diejenigen Oeiden Coordinaten, tvelde dem pten
Gpunkte des Polhgons jugehiren, fo wie & und y die
Goordinaten des nddyftfolgenden (p-1)ten Edpuntts, fo
bat man

am(@m —1) @m—2) . . . . (mppt1) .
@ =" A m 2 2)‘(37'!. A ) (m—u()m+u+)
: ,2m(2m—1) m—2 2
g L Em A Y T ! ”‘2 .)3( .m. ; ) (m——p—(’;‘)—l_}b—'_ :
Nun ift @’ — @ = Az, und fept man ebenfo ¥y — y = Ay,
fo toird
=3 (it
Y=\
2|,L-{—l
=Y
oder fenn man p durd) @ auddriict
a7 w-Azr
Ay eenay mAzt-z-+-Az
und davaud mwird endlid)
Ay 2z4-Az
bz~ ~ Y mbz*foizr e

Liaft-man Dievin Az und folglidy aud) Ay Fleiner und flei=
ner werden, fo erhdlt man ald Gringe auf ber linfen Seite

diefer Gleidhung dasd fanferentmIber[)a[tmﬁ ber gefuchten

Gurve.  Auf der vedhten Seite veducirt ﬁd) der Jabhler
e-+Az auf 223 im Jtenner mwerden die beiden Theile zAz
und Az? gu Nulls der erfte Theil mAz? ded MNenners er=
fordert a[m nody eine befondere Ueberlegung.

Stad) dem vovigen Pavagraphen bedeutet mAz abfo[ut
genommen den groften Veobadytungsfehler, weldyer bei Be=
obadytungen einer getwiffen Avt fiberbaupt eintveten Fann.
Diefer grofte Veobadhtungsfehler entftebt aber aus dev Ad=

http://rcin.org.pl



Fleinften Quabdrate. 353

dition fimmtlider in einerfei Sinn genommenen Elemen=
tarfehler, von denen jeder unendlid) Flein und deven Anzaht
unendlid) grof ift. JNun wird man gwar in jedem concreten
Balle ohne Miihe eine Gringe anzugeben im Stande fein,
fiber weldye der grogte migliche Beobadtungsfehler juver=
laffig nidyt Hinaudgehts 3. B. bei forgfiltigen Meflungen
mit einem gut confteuivten Theodoliten wird man volfom-
men ficher fein, nicht um die Groge eine Graded ju fehlen.
Jndeffen diefe duBerfte Gringe fitr die Grofe ded BVeob-
adytungsfehlers mwird man fid) jedenfalls im allgemeinen und
ofne Radfidtnabme auf den befonderen Fall fo grof zu
denfen Daben, daf dagegen der eingelne BVeobad)tungsfehler
z alg verfdwindend angufehen ift; d. h. das Product mAz
muf in diefer allgemeinen Unterfuchung ald unendlid) grof
angenommen werden. Das Product mAz? alfo, oder das
Product aus der unendlidy grofen Jahl mAz mit der un-
endlid) Fleinen 3ahl Az, ift einer pofitiven Conftante gleidy
su fepen, deren Werth vorldufig unbeftimmt bleibt.

3 ; §
Begeidynet man diefe pofitive Gonftante mit -5, fo e

balt man
Z—i Y h2 | 2z
oder durd) Rrennung dev BVerdnderlidyen
W b wds
Y

woraud durd) Jntegration tird
lg=1C ——"h*z?
wenn man mit IC die willFiivliche Conjtante der JIntegration
beseihnet.  Hievaud endlid) wird
—h2x2

iy =00
RNavier, Diff.z und Jutegrale. 11, Banbd. 23
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Bur BVeftimmung von C begeidyne man mit y, denje=
nigen Werth von g, welder dem Werthe 2=0 entfpridyt.
Man bHat fodann vermige dev lebten Gleidhung

yO e Cr
mithin
—h2z2

Yy=1Yo.€

alg den Ausdrud fitr die gefuchte Function, weldhe allgemein
die velative Moglidhfeit y des Weobadytungsfehlerd = in
ibrer Abhangigfeit von diefem Fehler darftellt. Die Curve,

! welde diefe Function jur An=

_4' fdhauung bringt, Defteht aus
jtoei congruenten Armen, wel=
l de fidy im Puntte 4 der Adyfe
0 Pe “der y vereinigen, und von
denen jeder die Ydhfe der @ jur Afpmptote Hat. Jede Ab=
feifle OP oder @ ftellt einen Veobadytungsfehler dar, deffen
relative Moglidyfeit durd) die jugehvrige Ordinate PH oder
y audgedriidt wird.

§. 7. TWas den Werth der Ordinate yo oder 04 be=
trifft, fo ift derfelbe Dier offenbar vollfommen mwillFiiclid).
Denn da der Wegriff der velativen MoglicyPeit der Beob=
adtungsfebler nur eine Vergleidhung der Werthe von y
oder Der Ordinaten unter einander in fid)y {dhlieft, fo Fann
von einer abfoluten Werthbeftimmung diefer Ordinaten nidyt
die Rede fein. Wollte man fiiv yo andere Werthe anneb=
men, fo mwiirden gleidyeitiq fammtliche Ordinaten propor=
tionale Aenderungen erfabren und mithin bdie velativen
Werthe derfelben ungedndert bleiben.

Die Conftante & dagegen gibt ein Mittel ab, wm die
einem beflimmten eingelnen Falle entfprechenden Beobadytun=
gen in Wezug auf ihre Gitte ju darvafterifiven. €8 ift
namlich aud Dder Wejdyaffenheit der entwifelten Function

M
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Plar, daf, wenn man alled Uebrige gleid) feht, die Wertbe
von y fir wadyfende Werthe von « defto vafdyer abnehmen
wevden, je grofer & ift; b. h. daf gleiden Veobadytungs=
feblern eine defto gevingeve velative Moglicheit ihres Gin=
treffend, im Wergleidh) mit der velativen MdglichEeit von
=0, jugefdyrieben twerden muf, je grofer man kh vor=
ausfepen darf. Die Grofe A wird defhalb als das M af
der Pracifion gegebener Beobadytungen angefelen, und
unterliegt in jedem eingelnen Falle eciner Dbefonderen Be=
ftimmung; woritber unten mebr.

§. 8. lnter der Wabhrideinlidfeit eines @img—
nified, weldyed durch dad Jufammentveffen mebhrerer Ele=
mentav=Creigniffe Herbeigefiibrt mwird, die an fid) unter ver=
fdhiedenen gleicdh moglidyen Jormen auftveten Fonnen, verfteht
man da8 Werhaltnif der ngahl derjenigen Fdlle, in twel=
den dad Jufammentreffen Ddiefer Elementar=Creigniffe das
verlangte Greignif wirklicd) Hervorgehen [dft, su der Angabhl
derjenigen Fille, in teldyen ttberhaupt ein Sufammentreffen
diefer Elementar=Creigniffe ftattfinden fann.

Wenn man mit Ddiefem Vegriffe in die Entiidelung
ber §§. 4 und 5 cingeht, und unter dem Ereigniffe, deffen
Wabrfdeinlidyfeit man angeben will, da8 Eintreten eines
beftimmten Beobadytungsfehlerd 2, unter den Elementar=
Greigniffen aber die dortigen Elementarfehler verfteht, fo
hat man allgemein

P03 LA
@)
alg Ausdruc fitr die Wahrfdyeinlidyfeit w ded Beobadhtungs=
feblers . Diefer Ausddrud ift mithin gleidy der velativen
Miglidyfeit y diefes BVeobadytungsfehlers, dividirt duvdy die
@Summe Z(y) der velativen MoglichFeiten aller BVeobad)=
tungéfehler, mwelde. bei BVeobadytungen bon derfelben Avt
vorfommen Edunen.
23°¢
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MNad) §. 5 ift die leptere Summe oder Z(y) offenbar
gleid) der Summe aller Binomial = Coefficienten der mten
SPoteny, wenn 2m tie frither die Angahl aller Elementar=
fehler bebeutet, von denen jeder eben fo leidyt pofitiv toie
negativ fein fann.  Diefe Summe ift aber gleidy (1-41)™"
=2", Wenn man demnad) in der Tabelle des §.5 fatt
der velativen Miglichfeit der Wevbadytungdfehler, oder y,
die Wahr{deinlid)Feit derfelben, oder w, an die Stelle fepen
will, fo nimmt bdiefelbe folgende Geftalt an:

Beobadhtungsfehler Wahrfdeinlidhteit desfelben
=2 =0

0 2m(m—1) 2m—2) . . .. (m-+1) _1__

. 2im

2mRm—1) 2m—2) . ... (m4+2) 1

T Az Diad i (k) 22m
2m@m—1) m—2) . . .. (m+43) _1_

= o B8 el 2

1

Will man aud diefer Tabelle die Wahr{dyeinlid)feit ivgend
eined Veobachtungsfehlers nehmen, ohne Ridficht auf das
LBorzeidyen diefed Veobadytungsfehlers, fo bat man die an=
gegeigte WabhrideinlichFeit dedfelben ju verdoppeln. Die
Wabr{deinlidyFeit fiir den Fall, daf ein Beobadhtungsfehler
gifdhen den beiden gegebenen Griingen 2 =z, und r=z,
enthalten fei, ift gleih der Summe aller Wahridyeinlid)-
Feiten, weldye den gwifchen diefen beiden Grangen enthalte=
nen Werthen von z entfpredyen. Umfaffen diefe beiden
Gringen a8 gange Jntervall von — mAz bis - mAz,
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fo hat die betreffende Wabhrfdyeinlichyfeit den Werth 1, d. §.
fie ift Gemwifbeit.

§. 9. Um den Vegriff der Wabrfdyeinlichfeit aud) auf
den Fall de8 §. 6 ju itbertragen, two die Glementarfehler
unendlidy flein vorausgefept mworden find, verwandele man
den Yusbdbrud ded vorigen Paragraphen

pLige Ry

Z(y)’
indbem man Bdbler und JNenner de8 Vrudyd mit Az multi=
plicirt, in

yAzx

E(yAz‘)
Liagt man Dier Az unendlid) Flein werden, fo vermwandelt
fih Az in yde, wo y jept die im §. 6 gefunbdene Function
y=1yo.€¢ " bedeutet; und aus der Summe Z(yAz)
rird dad Jntegral [ydw, jwifden den Gringen — 00 und
+ 00 genommen. Man bat aljo
gar vt = e 4z

00 0 v
f ydz J e dz
—00 . —00

Die im Nenner bdiefes Ausdruds angeseigte Integration
fann nad) §. 358 diefes Lehrbud)d ausgefithrt werden. €8
witd ndmlid), wenn man fiiv den %fugenb[id? hz=t fefit,

f _,,.z,dw__f By e o

Mithin erhalt man fitr die WahrfdieinlidyFeit w eined be=
fiimmten WVeobadytungsfehlers =z den Ausdrud
—Vﬁ? e " dz.

Jn der Curbe des §. 6, deren Abfciffe OP oder z den
Beobadytungsfehler und deren Ordinate PM oder y bdie res

[ 1

o) ==
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¥ lative Miglichfeit diefes Feh=

A evd Darvftellt, [dBt fidy die
geometrijdye Vedeutung Ddes

_/ gefundenen Ausdruds fiir o
0 P @ # obne Mithe erfennen. Wenn

man ndmlid) in Ddiefer Gurve Dder big dabin wilFitliden
Gonjtante y, oder 0A den Werth 7": Deilegt, fo toird die
11

Wabrfdheinlicyfeit fitr dasd Eintreten des BVeobadytungsfel=
ler @ oder OP auggedriit durd) dad Fladenclement PYNQ
Diefer Curve, weldes jvifden wei unendlich nabe auf ein=
ander folgenden Ordinaten PM und QN entDhalten ift, die
-Den Abfciffen OP oder @, und 0Q oder @ dz entfpredyen.
§. 10. 68 liegt in der Natur der Sade, daf der
Werth von , weldyer hier den Jactor dz in fid) enthalt,
unendlid) flein mwerden mufte. Denn da unter den bier
geltenden Worausfepungen die Angahl der miglidyen Beob=
adytungsfehler unendlid) grof ift, fo wird die relative Mig=
lichFeit eined eingelnen unter ibnen verfhvinden im BVergleidh
mit der Summe der velativen MbglidyFeiten aller, folglidy
die Wabr{dyeinlichFeit desfelben unendlich) Flein twerden.
Wl man einen endlichen Werth dev WabhridyeinlichEeit
haben, fo darf man nur die WahrfdyeinlichEeit filr den Fall
fordern, dap der BWeobadytungsfebler ioifdhen jtvei beftimm=
ten Gringen ==z, und ==z, von endlider Differen;
enthalten fei. Denn diefe WahrfdeinlichFeit ift gleidy der
Summe der unendlid) Eleinen Werthe des Differentialaus=
druds fiir w, audgedehnt von ==z, bi8 z==z,, und
wird mithin im Geifte der Integralvedynung ausgedrirdt
durd) dag beflimmte Jntegral

3 T

1 k2t
i e " dy.
Y T
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Diefes Inteqral ftellt denjenigen ITheil des Fladyeninhalts
der obigen Gurve dar, welder jwifdyen ztoei Ordinaten ent=
Dalten ift, die den Werthen 2o und z, der Abfciffe = ent=
fprechen. ,

Demnady ift die Wahr{deinlichFeit, daf der Veobad)=
tungsfebler abfolut genommen nidyt den Werth « iiber=
fdyreite, gleich) dem beftimmten Jntegrale

T b
ik e " dz, obder ph... & 6 .t 0%,
T A i

Nimmt man Hierin den Gringwerth z=00, fo erhilt man
fiiv diefe Wabrfdyeinlichfeit den Wevth 1, d. h. Gemwifbeit,
wie man aud) ermarten durfte. Die Fldche der obigen
Gurbe von — o0 bid8 -+ 0O genommen, in weldyer fiir die
Gonftante 04 oder die Ordinate im Anfangdpunfte der

Werth l’;—a gefept tourde, ift demnad) der Einbeit. gleith.
11

§. 11. Das beftimmte Jntegral

2h

l’ﬂb 0

eV dy

/

weldyed die Wabr{dyeinlichfeit ausdriit, daf der Veobad)-
tung8fehler abfolut genommen den Werth « nidyt {iber=
fdyreite, Fann unter endlicher Form nidyt dargeftellt werden,
und man Dat dehalb zu feiner Werthbeftimmung fiir ge-
gebene Grangen Niherungd8methoden angumwenden, rooriiber
man 3. B. Bbd. 1. S. 395 ff. oder Bd. 1. &.256 . diefes Lehr=
bud)8 nadfehen Fann. Jur BVereinfadyung der Recdhnung Fann
_ man {id) iibrigen8 pon der Conftante &, welde in verfdyiedenen
Fillen veridyiedene Werthe annimmt, unabhingig madyen, indem

http://rcin.org.pl



360 Methode der
man hz=t fept, wodurd) dad vorftehende beftimmte JInte=

gral iibergedt in
2 t —p
— dt;

und wenn man nun eine Zafel entwirft, weldye fiir fort=
fdyeitende Werthe von £ die jugehvrigen Werthe Ddiefed leh=
ten Jntegrald enthdlt, fo Dat man fitr jeden beftimmten
Fall der Anwendungen nur ndthig, die fammtliden Werthe
von ¢ durd) den befonderen Werth der Conftante b ju di=
vidiven, um die Werthe de8 obigen Integral8 durd) die
fortfdreitenden Werthe von @ audgedritdt zu erbalten.
Gine foldye Tafel ift die folgende.

g g 3 Ay
t Va oe dt t ﬁjoe dt
0,0 0,000 .’ T i § 0910 | ,,
01 0412 | g ] w48 0934 | tg
0,2 0223 | 4060 | 14 0952 | ,,
0,3 0,099 | s |8 0966 | |,
0,4 0428 1 pei Tl A8 0976 |
0,5 0520 | o, | 17 0984 |
0,6 0604 | ., | 18 0989 |
0,7 0678 | 44 | 19 0993 | ,
0,8 Ok gig05d DR 0995 | ,
0,9 0790, ooy o7k 0997 | |
1,0 0843 | 47 | 22 | . 0998 | |
1,1 0880 | 4o | 23 0999 |
1,2 0,910 2,4 0,999

Fite t=2,5 erfdeint hier der Wertlh 1,000, mweldyer ftreng
genommen erft filvr t= 00 qgiiltig ift; das Dhat offenbar
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darin feinen Grund, daf die Werthe ded beftfimmten Inte=
grald nur mit drei Decimalftellen aufgefithrt worden find.

Diefe Tafel gilt unmittelbar fitr den Fall, two das
Maf der Pricifion gegebener Veobadytungen, d. h. &, den
Werth 1 Dbefipt; und fie liefert 3. B. fitr die Wabhr{dein=
lidyFeit, Daf Der Weobadytungsfehler abfolut genommen den
Werth 0,1 nidyt {tberfchreite, die 3ahl 0,112 ; fiiv die Wabr=
fdyeinlichfeit, daf Der Beobadytungsfehler ebenfo den Werth
0,2 nidyt iiberfdyrveite, die Jahl 0,223 2c. Mit anderen
Worten, man darf evwarten, daf bei Beobadytungen, denen
dag8 Maf der Prdcifion k=1 entfpridht, unter je 1000
Beobadytung@fehlern 112 jwifdhen — 0,1 und 0,1 fallen;
223 jwifden — 0,2 und 0,2 . Obder aud), nady einer
anderen in der Wabr{dyeinlidyFeitdrechnung gebraud)lidyen
Ausdrucdsweife, man Ffann 112 gegen 888 tetten, daf der
Fehler einer Veobachtung von der angegebenen Pracifion
meniger al8 0,1 betrage; oder 223 gegen 777, daf Der
Behler weniger ald 0,2 betrage 2.

Wenn k nidyt den Werth 1 Dat, fo ifi hier iiberall an
die Stelle von 0,1, 0,2, 2c. refp. su fepen 9;‘—1, 3;‘3, 2,

§. 12. Bon befonderer praftifden WidytigPeit fiir ge=
gebene Beobadytungen ift die Veftimmung cined Werthes
von z von folder Befd)affenbeit, daf die Walhridyeinlid)Feit,
daf diefer Werth abfolut genommen nidyt itberfchritten wevde,
genau den Werth 1 erhdlt, d. b. gleid)y derjenigen TWabr=
fdeinlidyfeit wird, daf diefer Werth wirklich fiberfdritten
werde. Man nennt diefen Werth den wahrideinliden
Fehler der in Rede ftehenden Veobadtungen. Mithin
fann man von dem mwahrideinlidhen Fehler ausdfagen, daf
er Derjenige Fehler fei, twelder bei gegebenen Beobadhtungen
eben o leicht itberfdyritten, mwie nidyt erreicht mwird. Ober
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aud), man fann 1 gegen 1 retten, daf der Febler einer
Beobadytung abfolut genommen forol unter, als {tber dem
wabrfdyeinlidyen Fehlex bleibt.

Begeidhnet man den wabrfdeinlidhen Fehler von Veob:
adtungen, deren Pracifion k ift, mit », fo hat man r aus
der Wedingung u beftimmen, daf

2% L
ﬁf il "L T

oder wenn man fieder ko=t feht, und dem Werthe 2 =r
der Wertl) =g entfpridht, fo Fann man flatt diefer Glei-
dung aud) fdyreiben

2 $ro
*ﬁfe_‘ dt =
0

Aus der Tafel ded vorigen Paragraphen erfennt man
aber fogleid), daf der gefudhte Werth von o jwifdyen 0,4
und 0,5 enthalten ift. Eine genauere Interpolivung gibt

0 = 0,476936C
alg Werth des rabridyeinlidien Fehlers, weldyer ciner Pri=
dfion =1 bder BVeobad)tungen entfpridyt. Und daraus
folgt allgemein

0
5

p @ . 04769360
bl ot h
alg Werth ded mwabrideinlichen Fehlerd fiir eine Pricifion
h = h ber BVeobadytungen, d. h. als Werth desjenigen Feh=
ler3, weldher abjolut genommen bei diefen Veobadhtungen
eben fo leidht fiberfdhritten, mwie nidyt erveidht wird.

Jn der obigen Gurve bedeutet der wahrideinlide Jepler
augenfcheinlich diejenige pofitive oder negative Abjcife, deren
gugehorige Ordinate vefp. die bon 2 =0 bisg z = + 00,
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oder bon 2 =0 bi8 @ =—00 f{id) erfirecende Flache der
Gurve in gwei gleide Theile gerfent.

§. 13. Der wabrfdeinlidhe Fehler » gegebener Beob=
adytungen, weldyer vermige ded Vorigen mit der Prdcifion
h diefer Beobadytungen durdy die Gleichung hr=1¢ gufam-
menbingt, in welder o die 3ahl 0,4769360 bedeutet, ift dev
Grofe h umgefebrt proporvtional, und bietet fidy mithin
gleidhfall8 al8 ein Mafftab dar, um Ddavan die Giite der
Beobadytungen gu meffen. Je Fleiner der Werth des walbr-
fdyeinlichen Jehlers ausfdllt, d. h. desjenigen Fehlers, weldyer
bei Weobadytungen der vorliegenden Art abfolut genommen
eben {o leicht fiberfdhritten wie nidyt evveidht toird, defto
rafdyer foird die Gurbe de8 §. 6 mit wadfenden abfoluten
Werthen von z fid) dev Adhfe der « ju nidhern fudyen, und
defto feltener wird man mithin Veobadytungsfehler von be-
tridtlider Grofe ermarten ditrfen. Ueberdied Fann man
immer, fobald eine Anzabl von BVeobachtungsdfehlern gegeben
vorliegt, u einer angendberten Kenntnif ded wabridyein=
lichen Fehlers auf folgende fehr einfache LWeife gelangen.
Man ordnet {immtlidhe Fehler nach ihrer abjoluten Grife,
und fudyt denjenigen unter ihnen Heraus, welder eben fo
oft itber{dyritten toie nidyt erveicht wird; bdiefer ift jodann
der mabrfdeinliche Febler. Eine foldye Beftimmung bleibt
goar immer mebr oder tweniger {dhwanfend , Hauptfadlid)
deBhalb, teil die gegebenen Veobadytungsfehler in endlidyen
Snterballen auf einander folgen, und daher eine Unfidyer=
Deit innerhalb eines {oldyen Jntervalles iibrig bleiben muf.
Sndeffen itberfieht man leidyt, daf diefed BVerfahren der Walhr=
Deit Defto ndher fithren mwird, je grifer ble Anzahl der ge=
gebenen Weobad)ytungsfehler mwar.

Die WVedeutung, welde hiernad) der mwabhrideinlidye
Febler fiir die Anmwendungen erhdlt, madt e8 wiinjhens-=
terth, der Tafel des §. 11 eine foldye Anordnung ju geben,
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baf die Grofe ¢ nad) Theilen und BVielfaden von @ fort=
fdyreitet. Gine {oldye Tafel ift die folgende. Da man iibri

gend aud dem Obigen Dat Qi = %, fo tird die Tafel durd)

diefe neue Anordnung unabhingig von der Giite der Weob-
achtungen, und man fann alfo aus ihr allgemein die Wahr=
fdyeinlichfeit, dap der Weobadytungsfehler bei Veobadytun=
gen irgend telcher Arvt abfolut genommen ecinen getwiffen
Werth nid)t {iberfdyreite, entnebmen, voraudgefept, Ca
diefer Werth durd) Theile und Wielfadye des8 mabhridyein=
liden Fehlers derfelben Weobachtungen audgedritdt geges
ben ift.

Nad) diefer Tafel ift 3. B. die Wabrfdyeinlicheit, daf
der Beobad)tungsfehler abfolut genommen 0,1 de8 wabr=
f{dyeinlidyen Fehlerd nicht iiberfdyreite, gleid) 0,054 3 ebenfo
die Wabhrfdyeinlicyfeit, daf der BVeobadytungsfehler 0,2 desd
wabridyeinlidhen Fehlerd nidyt iiberfdyreite, gleidy 0,107 2c.
Obder man darf bei BVeobadytungen jedev Art evmwarten, daf
von je 1000 Beobadhtungsfehlern 54 abjolut genommen
unter 0,1 de8 mabridyeinlichen Fehlerd betragen terden;
ebenfo 107 unter 0,2 de8 wabhrfcdheinlichen Fehlers. 2c. Oder
endlid)y man Fann bei BVeobadytungen jeder Art 54 gegen
946 etten, daf ein ju erartender Veobadytungsfehler
weniger al8 0,1 ded twahrdeinliden Fehlers betragen twerde;
ebenjo 107 gegen 893, daf derfelbe weniger al8 0,2 ded
wabrideinlichen Fehlers betragen toerdes u. f. f.
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t _{f‘_‘,.d t s )t“"d
'E' V= . e t -é— Va g e s
00 | 0000 | 25 | 0908 |
o1 | 0054 | 7 26 | o921 | 12
02 | o107 | % i L O R
03 | 0160 | * 28 | 0941 :
04 | o023 | > 2,9 | 0,950 4
05 | 0,264 30 | 0957
YRR T | G do 31 | 0963 i
07 | o83 L0 | 32 | o099 | °
08 0411 | 3,3 0,974 :
09 | 0456 | 4 34 | 0978 1
10 | 050 o 35 | 0982 :
il 15 g 36 | 0985 .
6 e 37 | 0987 .
13 1" o6ty | 2 38 | 0,990 :
14 | 0655 | .o 39 | 0991 v
15 | 0688 | 40 | 0,993 :
16 | om9 | °° 41 | 0994 ,
17 | oms | 7 42 | 099 1
18 | 015 | 43 | 0,99 ;
1,9 | 0800 | 44 | 0997 :
20 | 0823 | 45 | 0,998 .
21 | 083 | %0 46 | 0998 »
22 | o862 | 47 | 0998 1
23 | 0819 | 48 | 0,999 «
24 | 085 | 49 | 0,999 :
25 | 0,908 50 | 0,999
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Die beiden bier aufgefithrten Tafeln finden fid) aud=
fithrlicher in dem Berliner aftronomifden Jahrbude fiir
1834.

1. Beftimmung der wahrideinlidften Werthe unbefannter
Grifen aus gegebenen Beobadytungen.

§. 14. Nad) diefen allgemeinen Vetracdhtungen iiber
die MNatur der WVeobadytungsfehler und die Wabhrfdeinlid)=
Feit ihre8 Vorfommend moge jebt dasd allgemeine Problem
0e8 §. 2 mwieder aufgenommen werden, mweldyed den eigent=
liden Jwed diefer Unterfudungen ausmaden foll. 8
mwurde dort eine beliebige Function F, welde von den =»
unbefannten Conftanten @, b, ¢, 2. und den BVerdnderTidyen
u, v, w, . abhdngig ift, ibrer analptifdhen Form nad) ald
gegeben voraudgefept, und ferner wurde die Annahme ge=
madt, man Ffenne durd) Veobadhtungen eine Reibe von
Werthen diefer Junction F, namlid

M, M, My, M; x.,
weldye gegebenent Werthen der Werdnderliden », », w, 2.
entfprechen, und Ddeven Anzahl m grofer ald » fei. Die
Yufgabe war fodann, aud diefen Beobadhtungen diejenigen
Werthe der Conftanten @, b, ¢, 2¢. ju beffimmen, weldye
den unbefannten wahren Werthen derfelben fo nabe rwie
miglich Fommen.

So lange man bdie mwabhren Werthe der Conjtanten
a, b, c . und folglich aud) die roahren Werthe, toelde in
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den’ eingelnen WVeobadytungen die Junction F annehmen
mug, al8 bePannt vovausfept, fo Fann man jeder Abtvei=
dyung eined beobadyteten Werthed M von dem entfpredhenden
wahren Werthe F, d. §. jedem Beobadytungsfehler F— M
=, bermige der Entwidelungen ded vorigen. AL{dnitts
eine Oeftimmte WabhrfcheinlichFeit beilegen, tveldhe {dhon vor
der Weobadhtung die LeichtigPeit feines ECintreffensd im Ber=
aleidy mit der Leidhtigfeit de8 Eintreffens aller miglichen
Beobadytungsdfehler ausdriidt. Diefe Wahrfdyeinlidyteit ift
forol von der Grife diefes Dehlers, oder #, al8 aud) von
dem Mape dev Pricifion der in Rede ftehenden Beobad)=
tung, oder k, abhdangig, und ihr allgemeiner Ausdrud ift
nad) §. 9

W= —h—_ e " dg.

k14
tun ijt unter den vorliegenden BVorausfeungen eine Reibe
von Beobacdytungen gegeben, und diefer entipridht eine Reile
von Leobadytungsfehlern

Fi— M=z, F, — My, =2, F;— M;=ux;, x.;

und wenn man die Annahme madyt, daf alle diefe Beob=
adtungen unter gleid) giinftigen Umftanden angefielt or=
den_find, fo daf allen derfelbe Werth von h sugebirt, fo
erden die Wabrfcheinlichfeiten, mit denen man vor der
Beobadytung diefe Fehler eingeln ermwarten darf, refp. aus=
gedritdt mwerden durd)

A i By i asse Roniiases
0 =-—€ " dz, o,=—e " *dz, gg=—e " *dzu.

T Vﬂ? T

§. 15. $ievauf geftitpt muf nun junddift die Jrage

erthoben werden nad) Levjenigen Wabrfdyeinlicdhfeit @, weldye
vor dev Weobadytung dem gleidyzeitigen Vorfommen aller
diefer bon einander unabhingigen Veobadytungsfehler suge=
fdhrieben mwerden mug.
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Da der Auddrud dev Wahridyeinlidfeit fietd ein ddyter
Brud) ift, fo fei filr einen Augenblid —;l der ddyte Brud,
weldyer die Wahrfdyeinlidhfeit ded Veobadytungsfehlers a,,
und SL der adyte Brud), weldyer die Wahrjcheinlic)Feit ded

Beobadytungsfehlerd @, audfpridt. Dasd heift, unter je ¢
miglidhen Jallen gibt e8 p Jdlle, in denen der Fehler o,
eintritt 3 folglidy unter je gs moglidhen Fillen gibt e8 ps
Fille, in denen derfelbe Fehler a, eintvitt. Aber unter je
s migliden Fallen gibt e8 r Jille, in denen der Fehler
@, einfritt; folglid) unter je ps mogliden Fillen gibt es
pr Bille, in Ddenen Derfelbe Febler =, cintritt. Mithin
werden unter je ¢s miglichen Fillen pr Fille vorfommen,
in denen die Fehler 2, und z, gugleid) eintveten. Obder
mit anderen Worten, die Wahrfdeinlichfeit fitr dad gleidy=
seitige Borfommen der Fehler 2z, und @, ift gleid) dem

Producte "% ihrer Wahr{dyeinlid)Feiten ’;— und :— eingeln ge=
nommen. Dehnt man diefe Sdluftoeife weiter auf Ovei,
pier, 2. Fehler aus, fo wird man allgemein ald Ausdrud
der Wahrfdeinlichfeit fitr dad gleidyzeitige Vorfommen diefer
Fehler dad Product derjenigen WabridyeinlichEeiten crhalten,
weldye diefen Fehlern eingeln genommen entfprechen *).

*) Um diefen Sap und den am Schluffe des §. 8 jur Anwendung
getommenen Safy der Wahr{dheinlichPeitsrechnung gehdrig aus eins
anbder gu Halten, bemerfe man:

Wenn die Wahr{deinlichfeiten mehrever bon einanbder unab-
pangigen Sreigniffe A, B, C, 2. eingeln gegeben find, fo ift die
Wahrideinlicheit, dap irgend einé von diefen Creig-
niffen cintrete, gleih ibrer Summe; dagegen die Wahr{djein=
Ii&;feit, baf alle diefe Greigniffe gugleich eintreten, gleich
ihrem Product.

http://rcin.org.pl



Fleinften Quadrate. 369

Demnady erhdlt man fitr die Wabhr{deinlichfeit , dap
in dem JInbegriffe von m von einander unabhingigen Veob=
adytungen die Beobadytungsfehler z,, @;, @5, . ... Tm ein=
treten merden, denen eingeln genommen die Wabhrdheinlid)=
Beiten w,, wy, @3, .. .. 0 jugebirven, den Ausdrud

R =4 giiug fos 100 ok

oder vermdge ded vorigen Paragraphen

L A e Weldy L S T

Y Van V=
oder endlid

Q o <1'ii_>m e—h’(x,’-f—z,“—{—za’—{— R —f—zm’).
e

§. 16. Der vorftehende Ausdruc fiir Q ift unter der
LBorausdfepung entftanden, daf man die walhren Werthe dex
Gonftanten @, b, ¢, 2. Fenne, und cv fpricht unter diefer
Borausfepung die Wahridheinlicdhfeit aus, dap bei der Beob=
adytung der ver{dyicdenen Werthe der Function F die Beob=
adtungsfehler x,, @,, @5, 2. eintveten werden. Jun aber
liegt Die Aufzabe desd §. 2 umgefehrt. DVian Fennt lediglid)
die Werthe M,, M,, M;, 2. welde {id) ftatt der wahren
Functiondtoerthe in den eingelnen BVeobadytungen ergeben
Daben. Dagegen find jene Conftanten a, b, ¢, 2c. unbe=
fannt, ebenfo wie die toahren Werthe der Function F, weldhe
den eingelnen Beobadytungen entfprechens folglid) aud) die
wahren Werthe dev Veobadytungdfehler, und endlid) aud)
der von diefen abhingige Werth von Q. Wollte man fiir
a, b, ¢, 2. willfiirliche Annahmen treffen, fo witrden damit
fofort alle diefe Grifen, und folglich audy &, beftimmt fein;
anbdere Annabmen fiiv @, b, ¢, 2c. terden im allgemeinen
andere Werthe diefer Grofen hervorgehen laffens die Grofe
Q erfdeint alfo Dier al8 cine Function der Conftanten
a, b, e, w., und die vorliegende Aufgabe Fommt mithin

Navier, Diff.z und Jutegratr. 11, Vand. 24

http://rcin.org.pl



370 Methode der

jept auf die Frage hinaud, welder Auswahl von Werthen
filr - Diefe Gonftanten man  werde den %orgug ju o geben
haben. {

Gin leitende8 Princip fiir diefe Auswalhl evgibt fid)
ieder durdy Jugziehung ded Wegriffs der WabrfdjeinlidyFeit.
€8 ift an fidh Flar, daf auf Grund der beFannten Veob=
adytung8toerthe M,, .M,, M, 2., nidht jede belicbige Com=
plerion von Werthen fitr die Conftanten a, b, ¢, 2., deven
Anzabl von derjenigen der BVeobadytungen itbertroffen wicd,
gleidy guldffig fein Fann, daB man vielmehr unter diefen
Somplerionen nady der groferen oder geringeren LWabr=
fdyeinlichfeit su unterfdyeiden Dat, telde ihnen auf Grund
der Defannten Weobadytung8roerthe beigelegt mwerden muf.
Jjt dad Gefety diefer WabrfdyeinlidhFeiten beFannt, fo wird
diejenige Complerion von Werthen der Conftanten a, b, ¢, 2c.,
welder da8 Marimum der Wabrfdyeinlicdhfeit entfpricht, die
gefudite fein.

§. 17. 3ur Audmittelung ded Ausdrudd fiir die
Wabhrfdeinlichfeit, welche den e'mge(nm Gomplerionen von
Werthen der Conftanten @, b, ¢, 2w auf Grund der ge-
gebenen Beobadytungen augufd)relben ift, ge[angt man auf
folgende Weife.

€8 feien allgemein U, U/, U”, 2. diejenigen Urfachen,
weldye einen verlangten Erfolg E bervorbringen.  Diefe
Urfachen werden an f{idy, d. h. bevor ein Erfolg eingetreten
ift, at8 gleidhy moglid)y vorausgefeht, und e8 wird angenom=
men, daf jede die andere aus{dyliept. Die Urfadye U Habe
g unter fidy gleidhy moglidye Grfolge, unter denen p mal dex
Grfolg E vorfoynme.  Ebenfo migen die Urfacdyen U, U” 2.
refp. ¢, ¢, 2. fowol unter fidy ald mit den vorigen gleidy
mbglidye Erfolge haben, unter denen vefp. p’, p”’, 2. mal
der Grfolg: E porfomme.  So lange nun nod) fein Erjolg
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cingetveten ift, ' fo hat man fiir die WabrfdyeinlidyFeit des
Crfolgs E unter dev Borvausfepung dev Urfade U, oder U,
oder U, vefp. die Ausdriice

B s 2,

i |
Sobald aber der Grfoly E wirflic) eintritt, fo twerden die
Wahrfdeinlichfeiten der Urfachen U, U", U”, 2. refp.

i <Law o S 2
pp o' ppp" o pAPR AP 0!

Da aun die Urfaden, bevor ein Erfolg da war, filr gleid)
moglid) gelten, fo bat man {iberdies

g=4q=4q
Mithin find 1) die Wahrideinlidyfeiten dev Urfachen, denen
ein gegebener Grfolg gugefdyrieben twerden Fann, proportio=
nal denjenigen WabrdeinlidhFeiten, mit welden diefer Gr-
folg unter Vorausfepung jener Urfachen eingeln genommen
evtartet foerden durfte.

Ferner Farin man ftatt der vorigen Ausdritde fiir die

af)rfc[;emhd\fnten ber Wrfadyen U, U', U, . refp audy
{dyreiben

’ 3

= e

g ; ’” ’ 7 q i’ ! g q""
P ys@anth Rie Piul. LR,
;—|-7+6,—,—{—2c. q—{—q,—|—q,,+2c. q—|—q,-|—q,,+2t.
Mithin ift 2) die Wabrfdyeinlichfeit einer jeden Urfache, der
ein gegebener Grfolg jugefdyrieben werden Fann, gleid) ter-
jenigen WabrfdyeinlicyPeit, mit weldyer diefer (?rfo[g unter
Borausfepung jener Urfache erroartet werden durfte, dividivt
durd) die Summe aller Walhr{deinlichEeiten, weldye demfel=
ben Grfolge unter Vorausfepuny aller mdgliden Urfacyen,
die ihn Berbeifiihren Fonnen, entfprechen.

e

24
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Jn der vorliegenden Aufgabe ift jede Urfache, oder U,
einerlei mit ivgend einer Complerion von Werthen der Con=
ftanten a, b, ¢, 2.5 dev Erfolg, oder E, ift gleichbedeutend
mit der Complerion der beobadyteten Werthe M,, M,, M, 2.
der Function F5 und endlid) die Walhrfdeinlichfeit diefes
Grfolged unter Borausdfepung jener Urfadye wird nad) §. 15
audgedritdt duvd) die Grige 3

Y (’;[L;)"‘e—k’(zx'+r.’+=a’+----+t..’)’

weldye eine Function von a, b, ¢, 2. ift.  Vermige ded fo
eben Detoiefenen Safes erhalt man alfo fitv die Wabr{dyein=
lichFeit, Daf dem Eintreten der beobachteten Werthe M,, M,,
M, 2. der Function F irgend eine belicbige Complerion
von Werthen der Conftanten a, b, ¢, 2. gum Grunde ge-
legen Habe, den Ausdrud

Q

£(Q)’
wo in Jdahler fitv die Conftanten @, b, ¢, 2. die in NRede
ftehenden Werthe, fitr weldye man die WabrideinlichFeit
fudyt, im Nenner dagegen fitr diefelben Conftanten nady und
nady alle moglidyen Werthe von — OO bis + OO ju fepen
find.  Diefer Menner Fann aber nur unter der Form eines
Deftimmten Jntegrals volftindig ausgedriift werden, und
man Dat alfo ftatt de8 vorftehenden Vrudyes ju fdyreiben

Qdadbde. ...

(6 ¢] Q0 (o 0}
f f ..... Qdadbdc. ...
—00J —acV —00

Begeicknet man den Nenner diefes lepten Vrud)s gur

‘.’fbfiflrgung mit %, fo Daf % cine Gonftaute bedeutet, weldhe

durd) die Vedingung befimmt wird
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[_:; J f (iRQladbds. . =1,

fo erhdlt man endlid) al8 Ausdrud fiir die Wabhrdyeinlic)-
Feit irgend einer Gomplerion von Werthen der Conftanten
a; 9b; () e

kQdadbde ..
weldyer eine Function der in S‘tebe ﬁe[)enben Werthe von
8, 0, & 360,

Man bemerft nod) leidht, daf die Grife Q felbft Diex
toie der Ausdrud fiir die velative Moglidyfeit der namlichen
Complerion von Werthen der Conftanten a, b, ¢, 2. ange-
fehen mwerden Fann.

§. 18, Mit Hiilfe diefer lepten Entoidelung ergibt
fidy nun gur Lofung der Aufgabe des §. 2 der gefudyte Weg,
um auj Grundlage der gegebenen Beobadytungsdwerthe M,,
M,, My, 2. der Function F Werthe fitv die Conftanten e,
b, ¢, 2. u evmitteln, eldye den unbefannten wabren Wer=
then diefer Gonftanten fo nabhe twie mioglid) fommen. Man
wird namlidy unter allen denfbaven Complerionen von Wer=
then der Conftanten a, b, ¢, 2. diejenige ju wibhlen Haben,
fite roelde der Ausdrud ihrer WabrfdeinlichFeit, namlidy

kQdadbde. ...

ju einem WMarimum wird.  Diefer Ausdrud Fann aber nur
dadurd) gu einem Magimum werden, daf der Ausddrud der
entfprechenden velativen MogliciTeit, oder

o fa (_’_id_f_)'e—h’(:,’-}-z,‘-l—z,’—{—....-}-:m’)
fitr diefelbe Complerion von Werthen der Conftanten a, b,
c, 2. gleidhfalls qu einem Mapimum tird. Und damit dic=

fe8 lTetere eintrete, ift aud dem Bau diefed Ausdruds jofort
flav, DaB der im Erponenten enthaltene Factor
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T2 T2 252 ... T = I (@?)
fitr diefelbe Gomplerion von Werthen der Conftanten a, b,
¢, 2. gu cinem Minimum  werden mup,  Man hat  alfo
den Sap:
Unterv allen Annabmen fitr die Wertheder
Gonftanten a, b, ¢, 2c. ift diejenige Die
wabr{deinlichjte, welde die Summe Dder
Quadrate aller Beobadytungsfehler oder
Z(@?) gu einem Minimum mad t.

Diefer Sap bildet den Mittelpunft der Methode der
fleinften Quuadrate, welde eben dabher ihren Mamen erhal=
ten bat.

§. 19. Das vorjtehende Refultat erbilt eine geringe
Mobdification, wenn man nicht mehr tie im §. 14 die An=
nahme maden darf, daf alle Veeobadhtungen unter gleidy
giinftigen Winftdnden angejiellt worden feien, d. . wenn
nicht mehrv allen BVeobadhtungen derfelbe Grad der Prdcifion
oder h entfpricdht.  G8 feien hy, hy, hg, 2c. die ver{chiedenen
Werthe von h, twelde den beobadyteten Werthen M,, M,,
Mg, 2. jugebdren.  Sodann vermvandeln fidy die Ausdriide
de8 §. 14 fiir 0, 0, wg, 2. in

— i’v e_"‘.r"’ dx Wy == ﬁ,—8""”1” d.’l?, Wy = "a_e—h,'z,’ d.t', 2.

V= ’ Vo Va

und der Ausdvud fiiv & im §. 15 wird
dZ \™ (R 31 p 2 ih 2
Q—h hih < ) PR B e i
146273 V_:;

Soll nun vermdge des vorigen Paragraphen diefer
Ausdrud ju cinem Marimum werden, fo ift tlar, daf die
Summe

) h? 2,2 4 hy? 2,2 - he? 252 . ... = Zhi?)
gu einem Minimum werden muf.  Oder die wahrideinlidite
grnnabme fite die Werthe der Conftanten @, b, ¢, 2. wird

W,
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jest diejenige fein, welche die Summe der Quadrate allev
Producte, von Ddenen jeded aud einem Beobacytungsfehler
und dem jugehorigen Grade der Pricifion gebildet iff, su
einem Minimum madt.
€8 ift jedoch) leicht, die WVetvachtung diefed Jalled immer
auj die des vorigen Paragrapben guritdufiihren. Man
denfe fid) ndmlid) unter k eine Grofe von der Vefd)affen=
beit, daB die Quuotienten
hy? E hy?
h2! R ! ha !
fammtlidy gange 3ablen fverden, welche der Reibe nad) mit

G, Y2, gs, 2.
beseichnet mwerden migen.  Durd) Einfithrung diefer Jahlen
perandelt ficd) der vorige Ausdrud fiir L in

<hd‘t —k'(gxxx’+ﬂa”n’+93“:’+~ ) 5

20,

Q=g1¢:¥gst..

und damit Ddiefer ?fuébrud? i einem Marimum werde, muf
der im Grponenten enthaltene Factor

DT+ @ g @t ... = E(g2?)
ju einem Winimum werden.  Diefe Fordevung Fommt aber
auf Ddiejenige De8 vorigen Pavagraphen zuriid. Man Hat
namlid) nur ndthig die Sache Jo angufehen, als ob die An=
3abl der gegebenen BVeobadytungen g, 4 g2 -+ gs - 2c. be=
trage, denen {dmmtlid) derfelbe Werth der Prdcifion & 3u-
gebiet, und unter denen ¢, den BVeobadhtungsfehler 21, ¢,
den Beobadtungsdfehler z,, gs den BWeobachtungsfehler a5, 2c.
geliefert haben. Die numerifchen Coefficienten gy, g2, g3, 2,
weldye Hiernad) die velative Giite der eingelnen Veobadytun=
gen dhavafterifiren, werden die Gewidyte diefer Beobad)=
tungen genannt. Man Faun alfo aud) fagen, daf m Be-
obacdbtungen, mwelde fitr die Junction F vefp. die Werthe
M, mit dem Gewicht ¢,, M, mit dem Gewidyt ga, Mz mit
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dem Gewidyt g5, 2c. geliefert haben, fiir den Jwed der Be-
redynung der wabricheinlichften Werthe der Conftanten a, b,
¢, 2. gleidhbedeutend find mit ¢, + g2 + g5 -+ 2c. Beobad)=
tungen, unter denen g, dem Werthe M,, g, demn Werthe
M,, gs dem Werthe My, 2. fimmtlid) mit dem Gewidyt 1
genommen, gugehirven.

Aus der Definition ded Gewidytd Fann man iiberdies
fdlicgen, daf die Gewidyte groeier Beobadytungen fidh ju
einander verbalten toie die Quadrate der Pricifionen die=
fer Beobadytungen.

Ynmerfung. Die Beftimmung der Gewidyte, reldye,
ie man leidyt erfennt, itbevall wo Veobadytungen von
verfdyicdencr Giite in diefelbe Rechnung eingehen follen,
bor jeder weiteren Nedynung borgenommen toerden mug,
ift in der Jtegel mit einer groferen oder geringeren ln=
fidyerheit verbunden, und ‘erfordert eine grofe Unbefan=
genbeit des Urtheils, damit alle die berfdyiedenartigen
Beobadhtungen  begleitenden  Umftinde gur numerifdyen
Abfdydgung der relativen Giite diefer Veobadhtungen ge=
horig in Vetradt gejogen erden.  Der leitende Gedan-
Fen filr diefe Vejtimmung ift folgender.

Gefelst man Dabe- bei jwei BVeobad)tungen bon un-
gleider Genauigleit die Ueberjeugung gewonnen, daf ein
gemwiffer Fehler & in der einen Veobad)tung, deren Pri-
cifion mit h begeidnet werden mag, eben fo leicht mig-
li) fei im WVergleid) mit dem Veobadytungsfehler 0, wie
der Fehler & in der anderen Beobadjtung, deven Prii=
cifion gleid) A" fei. Sobann hat man aus dem Begriffe
der relativen MoglichFeit, S. 6,

VR i

folglidy .
h2z?=Rh21g'2, b. i h2:0'2= 2222

woerin a8 Verhdltnif der Gewidyte beider Veobadytun=
gen ausgefprodhen liegt.
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€8 feien 3. B. ju Winfelmeffungen, relde in die=
felbe Medmung eingehen follen, jwei ber{dyiedene Theo=
boliten benupt, von denen bder eine Ablefungen von 20
Secunden uldft, der andere aber mit derfelben Juver=
ldffigPeit mur Ablefungen von 1 Minute. Die Grade
der Pricifion, relde den Deffungen mit diefen beiden
Theodoliten entfpredyen, feien refp. A und k. Sobdann
bat man

= 18
alfo permige des Vorigen
S g e

b. b. die Gewidyte diefer beiden Gattungen bon Veobad)=
tungen find vefp. 9 und 1, wenn man der FRednung
denjenigen Grad der Pricifion yjum Grunde legt, weldye
den Beobadtungen der gweiten Avt entfpricht. Mt an=
deren Worten, jede Mieffung mit dem erften Theodoliten
ift 9 Meffungen mit dem jloeiten Tbheodoliten gleid) ju
adyten, und fo in die Redmung einjufiihren.

Ober e8 feien berfdyiedene Lingen, twelde in diefelbe
Redynung eingehen follen, durd) unmittelbare Anlequng
eine$ Mapjtabes (3. B. durd) die Mieffette) beftimmt,
und man verjtehe unter o einen gewiffen darafterifti=
{dhen Sebler der eingelnen Anlegung des Mafjtabes,
etwa den wabhridyeinliden Fehler derfelben, ober aud
einen duferften Fehler, der bei der jedesmaligen Anle-
gung de8 Mafftabes nidht [leidht diberfdyritten tird.
Wenn nun die eine Linge 7 und die andeve #’ Anle=
gungen de8 Mafftabes erfordert, fo ift in Dder erften
Linge der Fehler 2 = no eben fo leidht miglid), Mie
in ber jweiten Linge der Fehler ' =n'c, oder man
hat

B T =N,
woraud wie oben folgt
Bok2==n't: 2

b. B. bie @emi&)te per Deiden Lingenmefjungen berbal=
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ten fid) wmgefehrt fvie die Quadrate der Lingen, und
werden unmittelbar durd) die umgefehrien Werthe diefer
Quabdrate felbjt -ausgedriidt, wenn man der Rednung
denjenigen Grad der Prdcifion yjum Grunde legt, welder
der einmaligen Anlegung des Mafitabes entfpridt.

§. 20, ®ie weiteve Rechnung zur BVeftimmung der
wahrideinlichften Werthe der unbefannten Conftanten a, b,
¢, . ftigt fid), vermdge des im §. 18 aufgeftellten Funda=
mentaljafes, auf die Lehre von den Marimid und Minimis,
welde in der Differentialvechnung evortert wird. NMian hHat
ndamlidy die Differentialverhiltniffe odev devivivten Functionen
bon der Function

22 2y 2 L= E(2?),
weldye 3w einem Vinimum erden joll, in BVezug auf jede
der gu Deftimmenden Grifen a, b, ¢, 2. eingeln gleich) Null
g feben.  Dadurd) erhilt man Gleidyungen, deven Anzahl
genau derjenigen dev gu beftimmenden Grogen gleihfommt;
alfo fonnen davaus diefe [epteren Odurd) dag gemwidhnlidye
Climinationdverfahren hevgeleitet toevden.

Die NRechnung geftaltet fich am einfadyften, wenn die
Function F linedv ift in Vegug auf die gejucdhten Conftan=
ten @, b, ¢, 2c. €8 fei diefe Function pon der Form

F = au —+ bv + cw + 2.,

o u, v, w, 2. die unabbhingigen Verdnderlichen bezeidynen.
Diefe Verdnderlidyen wehmen in den eingelnen Veobadytungen
die befonderen Werthe w,, vy, wy, 2.5 Uz, Vs, Wy, 2.}
ug, V3 Wy, 2. 2. an, o aund diefen entfprechen vefp. die be=
obachteten Werthe M,, M,, M;, 2. der Function F. Die
Beobacdytungsfeller x,, @, @5, 2. find die Differengen jvi=
fdyen diefen brobadyteten Werthen und den walhren Werthen
der Junction F.  Die Angahl der BVeobadytungen ift m und
grofer alg die Angabl n der unbefannten Conftanten a,
b, ¢, 2. }
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NMun hat man als Ausdrud der Wedingung, daf die
Function E(z?) ein Minimum  werden foll, die n Glei=

dungen
di(z?) 0 dX(z?) i) dX(z?)
TR R e )
oder wenn man ausfithrt

dr, dr. dr
@ Gt @ G @ A =0
@y ST T 2y T 40 =0
Lodb 2 db 3 db

dr dz da‘,
zlwl'-‘}‘xa—d?z"l— +2C —‘0
20,

uperdem liefern die Ausdritde fiir die Weobadytungsfehler
x,, X, 3, 2. mit Ridfiht auf die gegebene Jorm der
Function F folgende m Gleidhungen

z, = — M; 4+ au; + bv, + cw, + 2.

&y = — M, + au, + lv, + cw, 420
z3=—M3+au3+bv3+cw3+zc.

2.

=£519-3¢,

und fenn man diefelben in WVejug auf a4, b, ¢, 2. diffe-
rentiitt, fo folgt

dz, dr, dz,

5 = U, E-—Dl, a?——‘w., 2]
95y oy, SR pr 0y,
E‘ ol ¥ db Fes: Y31 dc o )

dr d$3 d.Ts

5o e 6 e A R A Thad
2%

Durd) Subftitution aller diefer Werthe vertwandeln
http://rcin.org.pl
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fih die obigen = BVebingungdgleihungen fiir das Eintreten
bed8 Minimum von Z(x?) in folgende

aZ(u?) + bZ(uv) + eX(uw) + 2w, = Z(uM)
aX(uv) + bE(v?) + cZ(ow) + 2. = Z(vM)
aZ(uw) -+ bE(vw) + cZ(w?) + 2. = Z(wM)
2.
deren Aufldfung fiir a, b, ¢, 2. unmittelbar die gefuchten
wabhrfdeinlichften Werthe diefer Conftanten Fennen lehrt.

Die Bedeutung der Summen E(u?), Z(uv), 2. ift bier
fofort Flar. Jede diefer Summen enthdlt fo viel Glieder
al8 Veobadhtungen gegeben {ind, und diefe Glieder felbjt find
refp. durd) die Data der eingelnen BVeobadytungen gegeben.

§. 21, Um bdie Weftimmung der mwahrideinlid)ften
Werthe Oder gefuchten Gonftanten in einigen befonderen
Fallen gum A6{dTuf ju bringen, mige juerft der Fall be=
tradytet werden, o nur eine eingige Gonftante, @, ju be-
ftimmen ift, alfo die Sunction F die Geftalt Dat

F=au,

Man Dhat fodann in der Redynung des vorigen Para=
grapben alle befonderen Werthe von », w, 2. gleid) Null
au feen, und erhdalt mithin jur Veftimmung ded walr=
fdeinlichften LWerthed von a die eingige Gleidyung

aX(u?) = Z(uM),
ausd teldyer folgt

s fei 3. 8. die unbefannte Gonftante @ ein Winfel,
den man au8 mebreren unter gleidy giinfligen Umftinden
angeftellten Meffungen gu befimmen fudt. Mran habe ge=
funden
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1) durd) 6 malige Repetition 308° 43" 10”

R) stk AnilB oy W 3600 10" 20"

ity a0 3 5140 31" 40"
und betradyte nun Ddiefe drei Werthe wie die beobachteten
Werthe M der Function F = au, wo wu vefp. die Werthe
6, 7, 10 hat. Sodann wird
Z(ul)=16.308°43" 10" 47.360°10" 20" 4 10. 514°31"40"

= 9518048 0",
2(u?) = 36 + 49 4 100 = 185,
folglid)y der wabrfheinlichfte Werth ded gefuchten Winfels
9518048 0" iy i)
=——W—= 51027 10, il )

Bevedynet man mit Hitlfe diefes Werths von a bdie
eingelnen Werthe der Function F=au und fubtvahirt
davon die entfpredyenden beobadyteten Werthe, oder M, fu
erhilt man filv die Veobadytungsfehler

z; =—>5,"8 folglidy =, ? = 33,64
Ty = — 5,1 ;2 =26;01
X3 = + 7,”0 Ty iRYear 49, 00

und man Dat fraft der eingefchlagenen Methode die Ge-
wigheit, daf die Dier entftehende Summe der Quadrate

*) Die brei Beobadhtungen eingeln genommen geben fiir @ refp. die
Werthe
SE% R AT
510 27 14, “4
510.2% 49, 0.

Will man diefe Jahlen alé Veobadytungswerthe der obigen
Redhnung jum Grunde legen, fo mup man denfelben refp. die
Quabdrate 36, 49, 100 al8 Gewidyte beifiigen, und at fo mit
Ridfidht auf §. 19 ein Beifpiel ju dem nddftfolgenden §. 22,
weld)es denfelben wabhrfdheinlichften Werth fiir a liefert wie oben.
Man fehe jedoch hieriiber die Anmerfung ju dem folgenden §.
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der Weobadytungsfehler oder E(z?) = 108,65 Fleiner ausd=
gefallen ift, al8 fie unter jeder andeven 2nnabhme fiir a
getorden fein wiirde.

§. 22.  @in befondever Fal des vovigen Paragraphen
ift der, wo alle Werthe von = gleid) 1 gefeht mwevden, mit=
bin fammtlide WVeobacdhtungen fid) unmittelbar auf eine
unbefannte Gonftante begiehen, weldye durd) die Gleidyung

F=a
beftimmt mivd. Man exfdlt in diefem Falle gur Auffin=
dung des mwahrfdyeinlicdyjten Werths von a aud dem §Bon—
gen die Gleidhung

aZ(1) = Z(M)
mworaud, da Z(1) = m ift,

=2_(1”_) b ‘ L B M1+MS+M8+“'
m . 0 R & .

Wenn man alfo den Werth einer unbefannten Groge
a durd) wiederholte unmittelbave Meflungen zu beftimmen
fudyt, deven Grgebniffe M,, M,, M, 2c. twegen der unver-
meidliden Beopadytungsfehler nicht vdlig sufammenfallen,
fo ift unter der Borvausfepung, daf fammtliden DMefjungen
gleihe Suverldaffigfeit suzufdyreiben fei, dev wahridein=
lidyfte Werth der gefudyten Grofe gleid dem
avithmetifden Miittel ausd fammtliden beob-
adyteten Werthen.

Diefer Sap von avithmetijdhen Mittel, dem man im
tigliden Gebraudye eine Art von unmittelbarer Epiden
beigulegen gewolnt ift, ergibt fidy bier al8 eine nothwendige
Folgerung aud den vorvangeftellten Principien. Der auf
Grundlage desfelben evmittelte TWerth der unbeFannten
Groge Teiftet der Jorderung Geniige, dap die Summe der
Quadrate der Veobadytungsfehler oder (x?) Eleiner tird,
al8 wenn man dev unbefannten Grife irgend einen andern
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Wertl beigelegt hatte. A8 Diftorifhe Thatfadye Fann man
bemerfen, daf der in NRede fiebende Sap, ald ein Ariom
betrachtet, urfpriinglicd)y sur BVegriindung der Viethode der
Bleinften Quuadrate gedient Dat.

Sind die Beobachtungen nidyt von gleidjer Juverldffig=
feit, fondern ift der Werth M, mit dem Gewidyt g,, der
Werth M, mit dem Gewidyt g, 2. beDaftet, fo wird man
leidht aud §. 19 {d)liefen, daf Ddad avithmetijche Miittel
gur Weftimmung von @ Dhier die Geftalt annimmt

R
L@

©8 fei 3 B. wie im §. 21 die unbefannte Conftante
a cin Winfel, deffen Werth man aud melhreven Repetitionsd=
meffungen gu beflimmen fucht. Nian habe gefunden

1) durdy 6malige Repetition den Werth 51° 27" 11,7
2) " 7 " 1 1" 1 510 27’ 111”4
8], e icagrE 7 7 DR 0,40

und betradyte die Repetitiongjalhlen 6, 7, 10 wic die Ge=
widyte diefer drei Veobadytungen. E8§ foird

Z(gM)=6.51°27"11,"7+4 7.51°27"11,"44-10.51°27'10,”0
=1183925110"";
Z(g)=6-+7+4+10=23,
folglich der wabrfdeinlidyjte Werth ded gefudhten Winkels

1183025 10"
Lolantlll

=51027 10, 9.

Wit Hitlfe diefes Werthed von a erbilt man fitr die
Beobadytungéfehler
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z,=—0,"8 folgliy =,*=0,64
T, =—0,5 2 =025
Ty = + 0,”9 @3 == 0,81

und die Summe, welde ju einem Minimum wird, ift
I(ga?) = 13,69.

Anmerfung. Man wird bemerfen, daf diefes Jahlen=
beifpiel vbllig dasfelbe ift wie im vorigen §. 21, wibh-=
rend fewol der Gang der Nedynung als aud) das End=
vefultat an Dbeiden Stellen verfdyieden ausfallen. Der
Grund Ddiefer Ver{diedenbeit ift in der At und Weije
g fucdpen, tvie beide Aufgaben bhier der NRedynung dar=
geboten toorden find, und e8 diirfte zwedmdig fein
darfiber nod) Folgended bhinguzufitgen.

Gefest e8 fei bei Nepetitionsmeffungen mit dem Theo=
boliten die Vorausfepung juldffia, daf der Tehler,
welder im Vifiven auf gegebene Objecte begangen wird,
gleid) Null gefebt werden darf.  Alsdann werden bdie
eingelnen Winfelmefungen, welde jufammen genommen
eine bollftindige Repetitionsmefjung ausmadyen, fepler=
frei an einander fdhlicgen und fid) ju einer Summe ver=
einigen, weldye mur nod) mit den Ablefungsfehlern im
Anfange und Ende der gangen WVieffung bebaftet it
QBegeidynet man aljo mit @ den unbefannten Winfel
und mit 2 die Jepetitionszabhl, fo Fann man in diefem
Falle die Sadye fo anfeben, als ob durd) die Repeti-
tiongmefjung die Grisfe na in Einem Wcte der Meffung
unterworfen orden fei. Diefe Vorausfegung liegt der
Redynung des §. 21 jum Grunde. 1Und in der Note
ju §. 21 hat fid) iiberdies gejeigt, daf, wenn man die
aus den eingelnen NRepetitionsmefjungen {id) ergebenden
Werthe des gefuchten Winkels felbft in die Redynung
einfithren ill, man diefen Werthen als Gewidyte Ddie
Quabdvate der Repetitiondyalh Len beifiigen muf.

Gefegt ferner 8 fei bei FNepetitionsmeffungen mit dom
Theodoliten die Vorausfegung juldjjig, daf der Sepler,

- oeldyer im AbLefer, auf dem Limbus (mit Einfdluf der
Theilungsfehler des Jnftruments) begangen wird, gleid)
MNull gefelt werden darf.  Jn diefem Falle ift e8 gleid)=
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gliltig, ob auf dben Stufen, toeldhe die einjelnen Win=
Felmeffungen einer bollftindigen Repetitionsmeffung von
einander trennen, jedesmal eine Ablefung gemad)t werde
oder nidt, und man darf mithin bhier die Sade fo
anfeben, al8 ob bdie NRepetitiondmefjlung nid)ts anderes
als cinen JInbegriff von n Eingel=-Dieffungen des Win=
el a Darbiete, bon Ddenen jede nod) mit den Bifirfeh-
lern in ibrem Anfange und Ende bebaftet ift. Diefe
Vorausfepung liegt der Redymung des §. 22 jum
Grunbde, und ift dafelbjt in der Form jur Anwendung
gefommen, daf, wenn man die aus den eingelnen NRepe-
titiongmefjungen fid) ergebenden Werthe des unbefann=
ten Winfel8 felbft in die Redynung einfithren will, man
diefen Werthen ald8 Gewidite die Repetitiondzahlen
felb it beifiigen muf.

Jn der Wirklidfeit wicd nun Feine bdiefer beiden
Borausfepungen jemals in aller Strenge erfitllt fein,
und bdie obigen Beifpiele diirfen demnad) bier nur roie
Rednungsbeifpiele angefehen rerden, welde nur unter
den angegebenen befonderen Vorausjegungen Giiltigleit
baben. Um bder WirklidFeit vollftindig ju geniigen,
miifte man eine Formel conftruiven, welde den Bifir=
feblern und den Ablefungsfehlern jugleidy Rednung
tritge.  Mian Fann aber bemerfen, daf bei den fo ber=
pollfommueten  MeRinjtrumenten, telde die heutigen
Werkjtitten Lefern, Ddie Ablefungsfehler immer fehr
Flein bleiben im Wergleid) mit den Bifirfehlern, und
man twird deshalb von der WirklidyFeit fid) nid)t merf-
[ich entfernen, mwenn man auf bdie mit folden Jnjtru=
menten getoonnenen BVeobadytungsdwerthe die jiveite der
obigen Vorausfegungen ohne Vefdyranfung anmwendet.
&So bat Gauf bei der im S\‘Bnigreid; Hannover bon
ibm au8gefithrten Triangulation immer die Repetitions=
3a£y[m felbft als Gewidyte der tmge[nen Winfelmefjun-
gen in Redynung gebradit.

§. 23. (8 werde weitend der Fall betradytet, o
gwei Conftanten @ und & zu beftimmen find. Die Function
F Hat fodann die Geftalt

RNavier, Diff.- und Jnutegralr. 11 Band. 25
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F=au-bv,
und man wird mithin in den @Ield)ungcn bts §. 20 alle
befonderen Werthe von w 2. gleid) Null gu fepen haben.
Bur VWeftimmung der wabrfdyeinlichften Werthe von a und
b Oleiben alfo die beiden Gleidyungen

aX(u?) -+ bZ(uv) = Z(ull)
aZ(uv) + bX (v?) = Z(vM),
aus denen folgt
_ E(@)Z(uM)—E(uv)E(wM)
T E)E(eh)—[Z))?
Zu?)E(oM)—Euv)EuM)

b S —[Zuo)

Wenn man annimmt, dag alle befonderen Werthe von
u gleld) 1 {ind, fo l)at die gegebene Function die Gejtalt
= a - bo,
und die mnbrfdmnhd)ﬁm Werthe der (Sonﬁ.mten a und b
werden

_ Z@)Z(M)—E@®)E(©M)
T mIe)—[Eo)
mE@M)—X()XE(M)

- mE@EH)—[E@) "

b=

Ein numerifded LVeifpiel jur Anwendung diefer For=
melr wird am Sdluffe diefer Abhandlung §. 44 gegeben
werden,

§. 24. (8 feien Orittend dvei Conftanten @, b, ¢ su
beftimmen, {0 hat die gegebene Function F die Geftalt

F = au -+ bv - cw,
und jur Veftimmung  der wabrideinlidften Werthe Oder
Conftanten a, b, ¢ bat man die drei Gleidyungen
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aX(u?) 4 bE(uwv) + cZ(uw) = Z(uM)
aZ(uv) 4 bZ(v?) + cZ(vw) = Z(vM)
aZ(uw) + bZ(vw) + eZ(w?) = Z(wM),
aug tenen folgt

1 2(0?)E(w?) — [E(ow)]*| Z(uM)
a=—.1 4+ |Z(uw) Z(vw) — Z(uv) E(w?){ Z(vM)
-+ 1 Z(uv) E(ow) — Z(uw) E(v?){ Z(w)

B(u2) B(w) — [Swe)]*| B(oM)

b=71v— 4 1 E(uw) E(ow) — Z(uv) Z(w?)| Z(uM)
+ 1 Z(uv) Z(uw) — Zlow) Z(u?) ZwM)
= o
12(u?) Z(v*) — [E(uv)}*| Z(wM)
o= 1| 4 12w B(ow) — Z(u) (o)} B(uM)

+ | 2(w0) () — E(ow) B(u)| E(oM)

wo der gemeinfdyaftlidhe Menner N den Wertlh bat
N=2Z2(u?)Z(v*)Z(w?) — Z(u?)[Z(ow)]? — Z(v?)[E(uw)]?
— Z(w?)[Z(uv) ]| + 2Z(u)E(uw)E(vw).
Wenn die vorgelegte Function fidy veducirt auf

F=a-bv+ cw,
fo Dat man zur Weftimmung der wahrideinlidyften Werthe
per drei Gonftanten @, b, ¢ in den vorftehenden Ausdriifen
iiberall =1 und Z(u?) =m ju fepen.

Gbenfo Fann man allgemeine Augdriide yur Veftim=
mung der wahricheinlichften Werthe von vier oder mehr
unbefannten Gonftanten aufftellen, twenn diefe Conftanten
einev linedren Function angehiven, von mweldyer eine Reile

25*
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von beobadyteten LWerthen, grofer ald die Angahl der un=
befannten Gonjtanten, gegeben ift. Wian gelangt ju die=
fen Qusdriiden immer auf dem Wege der gewdhnlidyen
Elimination.

§. 25. Die vorftehende Herleitung bleibt wefentlidy
diefelbe fitr alle Fdalle, o die Function F linedr ift in Ve=
jug auf die unbefannten Gonftanten a, b, ¢, 2c., tie fie
audy fonjt von den Werdnderliden », », w, 2. abhingen
mag. Ware 3. V. F eine algebraifche gange Junction von
der Bervdnderlidyen v, d. . von der Form

F=a+4bo+co? 4 ...+ k""",
fo wiirde man in den Gleihungen de8 §. 20 iiberall
u=1, w=0? . gu fepen Daben, und mithin yur Veftim=
mung der wabhrideinlichften Werthe der’Conftanten a, b, ¢, 2.
die n Gleidyungen erbalten
am -+ bZ (v) 4 cZ(v?) 4 1w, = Z(M)
aX (v) -+ bX(9?) + cZ(v3) + 1. = Z(vM)
aZ(v?) + bZ(v3) + cZ(v*) + 2. = Z(v2M)
.
Aehnlid) roiirde man verfahren, wenn die Function F
von der Form tdre
F =a-+ bv~+ clog v .
oder von der Form '
F=a-+ bv-+4 c sinvo .
und dergleichen.

§. 26. Wenn die Junction F nidht linedr ift in Be-
jug auf die ynbeFannten Gonftanten @, b, ¢, 2., {o Fann
man durd) folgende Vetvadytung wieder auf die obige Form
der Rechnung juriifommen.  Man wable aus den gege=
benen Weobachtungen, deren Anzahl m grier voraudgefept
wird al8 die Anzahl # der unbefannten Conftanten a, b, ¢, 2.,
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eine beliebige Gruppe von » VWeobadytungen, und beredyne
aus Oderfelben, indem man fie fitr den Augenblic al8 fehler=
frei anfieht, angendherte Werthe Ddiefer Conftanten, die mit
A, B, C, . begeichnet werden mdgen. Sodann Fann man fepen

a=A+al b=B+ﬁl O=C+Yr 20

und die urfpriinglidye Aufgabe ift mithin davauf guriidgefiifhrt,
diejenigen Werthe der Correctionen «, B, y, 20 u ermitteln,
welde gu den gefundenen angendherten Werthen der unbe=
fannten Conftanten hingugefiigt die wabrideinlichten Werthe
diefer Gonftanten ergeben.

3u dem Gnde hat man junddft twieder die Junction
Z(2?) u einem Winimum ju madyen, twelder Forderung
jebt durd) die » Gleihungen geniigt wird

e -
dz, dz, dzg =
x‘dﬁ+’dﬁ+’dﬁ+n 0
da:
m,d Lt v2+x3d—f+2t'=0
o
Berner Dbegeidne man mit ¢ Ddadjenige, twad aus F
wird, wenn man ftatt der Conftanten a, b, ¢, 2. die ange-
néiberten Werthe 4, B, C, 2. derfelben an die Stelle fepst.
Adann erhilt man durd) Anwending des Taplor’{dyen
Lebriafed fitr Functionen von mehreven BVevanderlidhen, und

mit Bernadyldffigung dev hiheven Potengen der Corvectionen
«, B, v, 2c. die Function F unter der Form

i dd d® ad
F=¢t+aptbgtiget ¥
welde linedr ift in Vezug auf die unbefannten Correctionen
o, B, v, 2. Die Ausddritde fitr die WVeobadytungsfehler

Ty, Ty, @3, 2. liefern alfo mit Radfidht auf diefe Form
der Junction F folgende m Gleidyungen
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de de
z,=_M,-|-d>,+adA'+p}dB‘+ '-I—zr.
4, ditiifeod gy d¢,+6d4’,+ d¢,+m
dd. dd dd
= — My & g By e

SC N
und von hieraud gejtaltet ficd) die weitere Redynung jur Auf-
fudung der wabrfdeinlidyften Werthe der unbefannten Cor=
vectionen «, B, y, 2. genau mie im §. 20, Man fept
namlidy diefe Ausdriide fitv @, @, @3, 2¢, fo wie die dar=
aud abgeleiteten Werthe fitv die Diffeventialverhiltniffe diefer
Grofen in Vegug auf o, B, y, w. in die obigen Vedin=
gungdgleidhungen fiiv da8 Eintreten de8 Minimum von
Z(2?) 5 man erhdlt dadurd) Gleidungen, weldye mit den End=
gleidhungen de8 §. 20 vollig {ibereinftimmen, fobald man
nur die Grogen

o, B,-y, 2. Zj, z; Zg, w M— P
vefp. mit dem obigen

Y L0 B vl Thi T A (e A

fitv identifd) nimmt. Die Endgleidhungen des §. 20 ent=
balten mithin in allen Fdallen die Aufléfung der vorliegen=
den Aufgabe.

Sollten die gefundenen Werthe der Corvectionen e, B, y, 2¢.
fo betradytlid) ausfallen, daf man die Potengen derfelben
nidt ohne Nadytheil glaubt vernadliffigen ju Eonnen, fo
bat man die erhaltenen Werthe der Conftanten @, b, ¢, 2.
wie newe Nahevungsmwerthe anjufehen, mit denen man die
Recdhnung wiederholt.

€8 liegt iibrigens auf der Hand, baﬁ man dad Dier
angegebene Werfahren aud) felbft in dem Falle antwenden
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fann, wo die Function F [linedr ift in Vezug auf die unbe=
Fanuten Gonftanten a, b, ¢, 2. Da namlidy, nad) Jejtjtel=
lung der angendberten Werthe 4, B, C, 2. diefer Conjtan=
ten, die Gorvectionen derfelben oder die Grofen «, B, y, 2. im
allgemeinen fid) nur nody auf Decimalftellen von niedrigeven
Ordnungen befchranfen twerden, fo erveidyt man damit, ju=
mal bei verivicelteren ufgaben, eine nicht unbetvddytlidye
Crleidyterung dev numerijchen Redynung.

§. 27. Wi Dieher wurde forttoihrend die BVoraus=
fepung des §. 2 feftgehalten, daff die unbeFannten Conjtan=
ten a, b, ¢, 2c., deven wabrjdyeinlichiie Werthe gefudht twer=
den, einer und derfelben Function F angehioren follen, fiir
mr[d\e man durd) WVeobadytung die Werthe gefunden Dhat

M Mg, Wt . 0351w

Diefe BVorausfepung wurde jedoc) weniger aus Nothioendig=
feit, al8 bielmehr um der Wequemlidhfeit willen gemadyt,
und man tberfiedt fehv leicdht, daf diefe beobadyteten Werthe
eben fowol audy mehreven von einander perfchiedenen Func=
tionen angehoren Fonnen, welde von den ndmliden unbe-
fannten Gonftanten @, b, ¢, 2c. abhingig find. Tenn tenn
man in dem Spjteme von Gleidhungen, “welches der §. 2
darftellt, dag Jeichen F allmdlig, indem man von Gleichuny
su Gleichung fortichreitet, je andeve und andere Functionen
pedeuten [ift, fo daB jede Weobadytung ciner Function von
eigener 2Avt entfprichyt, fo exleiden alle nadfolgenden Sdyliiffe
feinerlei mwefentliche Modificationen. Die Wethobe der Flein-
ften Quadrate [6ft mithin bis Dieher die Aufgabe: Aus
gegebenen Weobadytungen irgend toeldyer Functionen, deven
Werthe von den unbefannten Gonftanten @, b, ¢, 2. ab=
_ bangen, die wabrideinlichften Werthe diefer Conftanten ju
finden.  Die Anzahl der gegebenen Veobadytungen twird
dabei ftets grifer a[e die Angabl diefer Conftanten voraus=
gefest. e
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€in Fall, der Hievauf leicht juriicdgefithrt werden Fann,

ift derjenige, wo die Werthe
M, M, My, ....Mn
unmittelbar beobadytete Werthe der Conftanten
g, Do Sl
bedeuten, und auferdem gewiffe BVedingungdgleidyungen
B0y =043

gegeben find, denen bdiefe Conftanten geniigen follen. €8
fei ndmlidy m die Angahl dev gegebenen Veobadhtungen und
1 bie Angahl diefer Wedingungdgleidungen, wo I <m fein
muf, fo Fann man mit Hitlfe diefer Vedingungdgleidhungen
I Gonftanten durd) die iibrigen auddriifen. 8 bleiben mit=
bin m — Il =mn Gonftanten durd) die Methode der Fleinjten
Quadrate gu beftimmen, wdhrend die gegebenen Veobad)=
tungen die mit Fehlern behafteten Werthe von m verfdyie=
denen Functionen diefer Conftanten darftellen. Man Dat
alfo tieder einen Fall der angezeigten allgemeinen Aufgabe.

§. 28. Um den gulept evdrterten Fall durd) ein Vei=
fpiel gu erldutern, feien die unbefannten Conftanten
a, b, ¢ die drei Winfel eined ebenen Dreies, weldye mit=
hin der Wedingung geniigen miiffen

a4 b+ ¢c=180°,
Man Habe durd) Meffungen von gleider Juverliffigheit fiir
diefe drei Winfel refp. die Werthe gefunden
Ml, MI; MSI

deren Summe verfdhieden von 180° ausdgefallen ift; man
fragt nad) den wabrfdheintidyjten Werthen jener Winfel.

Da vermige der gegebenen BVedingungsdgleidung ¢ =
180°—a—b ift, fo hat man nur die wahrideinlidyften Werthe
von goei Winfeln @ und & ju beftimmen. Man Eann mit=
bin die drei Functionen qpfﬁeﬂm
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F=a, F=0, F=180°—a—,

denen vefp. die drei beobadyteten Werthe M,, M,, My juge-
boren ; davaus erhdalt man fitr die Veobadytungsfehler =,
z,, w3 die Ausddriide

$1=a—M], wg=b‘—M1, :L‘3=180°—-a—b—M3,

und nun fann man mit Buzichung der Forderung, daf
Z(2?) ein Minimum terden foll, unmittelbar wie im §. 20
gum Rejultate gelangen.

WBeffer verfahrt man jedody in einem foldyen Falle nad)
der Methode ded §. 154 diefes Lehrbud)s, rweldye eine gleidy=
miige Weritdfidtigung aller drei Conftanten uldgt. Die
Forderung, daf Z(x?) ein Minimum  terden foll, gibt
namlid)

dZ‘(z)d +d“(z)db+d2(a:)d i

ober wenn man fiiv @, x,, @3 ihre Werthe a — M,,
b—M,, ¢c— M an die Stelle feht
(a—M,) da+ (b—M,) db + (¢ — M) de = 0.

Aus der Bedingungdgleidyung a6+ c=180° folgt iiber=

Died
: da 4 db 4 dec = 0.
Multiplicit man die lepte Gleidung mit dem unbeftimmten
Factor 4, und addirt fie fo zu der erften, fo Fommt

(a— M, +1)da+ (b — My+2) db = (c — My + 1) de =0,
worausd
a—M+32=0, b—M,+21=0, ¢c—M;+12=0,
und twenn man 2 eliminirt
a—M=b—My=c— M,
Mit Bugiebung der gegebenen Gleidung a4+ b 4¢
= 1800 erhilt man Dieraus endlich
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1800 — M, — M,— My \

a=M, + 3
b= M, } 15_0_"—_‘&3:%_:4’,3
Ty 180°—M,3-M,—M3

d. b. die Abweidung der Swmme dev beobacyteten Werthe
M,, M,, My von 180° muf auf alle dvei Winfel ju gleichen
Fheilen vertheilt wevden.

Aufgaben diefer Art (iefert die Geoddfie in grifever
3abl, und e8 migen deren nody cinige biev aufgefithrt
werden:

1) Man Habe alle Winfel a, b, ¢, . . . eined Poly=
gond von n Seiten gemefjen, toeldbe mithin an die Ve=
dingungsgleidyung gebunden find

; at+btc+t...=(@m—2).180°.
Man fudt die wabhrideinlichiten Werthe diefer Winfel.

2) Man habe alle Winkel a, b, ¢, . . . gemefien,
welde um Einen Punft liegen und mithin an die Vedin=
gungdgleidyung gebunten {ind

a-t+b+4c+....=360°.
3) Man habe gur Veftimmung siveier Winfel a und
b nidht nur diefe Winkel eingeln, fondern aud) ihre Summe

at+b=c
gemeffen.

4) Man habe jur Veftimmung dreier Winfel a, b, ¢
fotoel diefe Winkel eingeln, als aud) die Summen

at+b=d, b+t+ec=e, atbtc=f
gemeflen.  Und fo fort. :
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11, Ueber die Genaunigfeit dev Refultate, twelde durd) die
Methode der Fleinften Quadrate gefunden werden.

§. 29. Wenn die wabridheinlidyften Wertbe der unbe=
Fannten Gonftanten @, b, ¢, 2c., deven Grmittelung ausg ge=
gebenen BWeobadytungen der Jmwed ded vovigen Abfchnitts
getoefen iff, mit den wabren Werthen diefer Grofen identifd)
wdven, fo wiitde man jept ohne Sdywierigfeit im Stande
fein, durch) Hiilfe diefer Werthe fiir alle eingelnen Hille,
denen die beobachteten Werthe

M, M,, M, 1.

der Function F entfprecien, die wabren Werthe diefer Fuune-
tion ju berechnen. Tie Diffevengen zwifcdhen der Redynung
und der Weobadhtung mwitrden fodann die wabren Werthe
der Veobadytungéfehlev
x,, &y, &3, 2.

ergeben, und da diefe VBeobachtungsfehler auferdem in BVezug
auf die Haufigeit ihred Vorfommens dem im L Abjdynitte
entividelten Gefee gebordyen miiffen, fo fonunte man daraus
endlidy jur Veftimmung dev Pricifion h der gegebenen Be=
obachtungen, oder aud), wenn man lieber fill, Ded walr=
fheinlichen Jehlers r diefer BVeobachtungen gelangen.

SJndeffen die twabhrideinlidjten Werthe der gefudten
Gonftanten, fo ie die davon abgeleiteten Werthe der beob=
adyteten Function und der BVeobadytungsfehler, Fonnen von
den mahren Werthen diefer Grofen nod) immer um gemwiffe
endliche Diffevengen unterfchieden fein, und da man iiber den
Betrag der wabhren Werthe feinerlei Avt bon Kriterium hat, fo
bleiben aud) diefe Differengen volfommen unbefiimmt. Vian
Fann aber auf diefen Gegenftand twieder die Unterfucdhungen des
L Abfdynitts fibertragen, nimlidy die Frage aufwerfen nad
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derjenigen Wabrfdeinlichfeit, mit weldyer swifchen dem wabhr=
fdyeinlichften und dem mwabren Werthe iraend einer der hHier
in Vetracdyt Fommenden Grofen eine gegebene Differeny darf
evivartet twerden. Diefe Wabrfdyeinlichfeit toird eine Junc=
tion fein von diefer Differens, fo tvie von dem Mafe der
Précifion, mit welder der wahrideinlidyjte Werth der in
Stede ftehenden Grofe beftimmt worden ift. Wm den Aus=
drud diefer Function ju erhalten, muf man an die BVetrad)=
tung de8 §. 17 mwieder anfniipfen, tweil diefe den Weg an=
gibt, um von cinem gegebenen Crfolge auf die Wabhr{dyein=
lichFeiten Der ihm jum Grunde liegenden miglidyen” urfad;eu
einen Ridjchluf ju madyen.

§. 30. Man Hat nad) §. 17 fiir die Walhr{deinlid)-
Feit irgend ciner Gomplerion vbon Werthen der Conftanten
a, b, ¢, 2., auf Grund der gegebenen Weobadtungen,
allgemein den Ausdrud gefunden

kQdadbde. ...,

wo k an die Wedingung gebunden ift

[°°f°° s e A B TS R

und Q den ﬂBeltf) Imt

L hdr ) _hl E(:c‘)
V=

Diefe Ausdritde beditrfen filr den Jmwed der bevor=
ftehenden Unterfudyung einer Modification, betreffend eine
fdydrfere Deftftellung der bier ju Grunde gu legenden Be-
seidhnung.  Wian perftehe ndmlid)y unter a, b, ¢, 2. von
et an nidt mebr die allgemeinen Ausdriide fitr die un=
befannten Gonftanten, fondern diejenigen beftimmten Werthe
diefer Gonftanten, telde nad) §. 18 die Function Q ju
einem Warimum madyen; ebenfo unter z,, @,, s, 2. nidt
mehr die allgemeinen Ausdritde fitr die Beobadytungsfehler,
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fondern gleidyfalls die der Forderung ded §. 18 entfprecyen=
den Werthe diefer Grifens endlid) begeichne L, dad Mayi=
mum der Junction . Alle diefe Griofen find mithin un=
verdnderlid). Dagegen mogen die unbeFannten Conftanten
allgemein audgedriidt werden durd) a--Aa, b4-Ab, ¢} Ac,
2c. und die denfelben entfprechenden Werthe der Weobad)=
tungsfehler durd) x, + Aw,, #, 4 Ax,, x5 4 Az, 2., {0
daf die Grifen Aa, Ab, Ac, 2c. willfiitlicdhe Aenderungen
bedeuten , telde man den wabrfdeinlichften Werthen Dder
unbefannten  Gonftanten ertheilt bat, und die Grigen
Az,, Ax,, Azg, 2. Functionen diefer Aenderungen find.

Bermioge diefer neuen Vegeidynung hat man ftatt da,
db, dc, 2. refp. ju fdyreiben d(a+-Aa), d(b-+Ab), d(c+Ac), 2.
0. 1. dAa, dAb, dAc, 1.5 und ebenfo ftatt dz ju {dyreiben
d(z+Az) d. i. dAz. Ferner mwird

m
. hdAz) Jn

o P <’“ﬂz —RE(z-82)

woraus
Q = Q, . ¢~ MIE@E+A2) - X%
Die Wabridyeinlichfeit irgend einer Complerion von Werthen
der unbefannten Confjtanten ift jept gleidybedeutend mit der
Wahrfdeinlichfeit, daf die walhren Werthe diefer Conftanten
von den mwabr{deinlidhiten Werthen a, b, ¢, 2. derfelben
refp. um die Differensen Aa, Ab, Ac, 2. verfdyieden feien.
Der Ausdruc diefer Wabr{dyeinlichEeit wird
' kQ dAa dAb dAc . .

‘wo k an bdie éBebingung gebunden ijt
f“’ % ... kQdAadAbdhc. ... =1.
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Mit Jugichung ded vorftehenden Werthed fiir @ erhilt man
alg Ausdruct der in Rede ftehenden WabrfdyeinlichFeit endlich
kQ, e MEEHAP=EE] grg dAb dAc . . . .
weldyer Ausdruc alg eine Junction der Vevdnderlidyen Aa,

Ab, Ac, 2. angufehen ijt.

§. 31. Bur weiteren Entoidelung diefes Ausdruds
in feiner Abhingigkeit von den Differengen Ae, Ab, Ac, 2.
bedarf ed jebt einer beftimmten Annahme {iber die Matur
der Junction F.  Wie fidy im 1. Abjdynitte gegeigt bat, fo
ift e8 fiiv die Yntwendung der Methode der Fleinften Qua=
drate allgemein audreidhend, dieje Function alg linedr in
WVegug auf die unbefannten Conftanten vorausdzufepen, und
man fann mithin wie im §. 20 {dyreiben

F=au-+bv+ cw -+ 1.,
wo u, v, w, 2. die unabhingigen Verdnderlidyen begeichnen,
weldye in den eingelnen BVeobadytungen refp. die Werthe
Ui, 01,05 205 U5 0s, 105 305 U, Dy, w05, 2. 3. aN=
nehmen.  Man erhdlt davaus fiir die Veobadytungsfehler
&, T, @, 2. Ddie Ausddriide

&, = — M, + au, -+ bv, 4 cw, 4 1.
Ty = _Mg+auz ‘l" bU,—'—cw, +2f.
Ty = — My | aug -+ bvs + cwy 2.

2.

wo M,, M,, M, . wic friiher die cingelnen beobadyteten
Werthe der Junction F bedeuten.  Ebenfo erhalt man fiie
die BVeobadytungsfehler @, +Ax,, @, +Ax,, z3+Axzs, 2,
welche den geinderten Werthen a—-Aa, b+ Ab, ¢+ Ac, 2.
der unbefannten Gonftanten angebvren, die Ausdritce

@, bz, = — M,-(a+Aa)u,+(b+-Ab)v,+- (¢ +Acjw, 2.

xy - Awy =— M,--(a+-Aa)u,—-(b+Ab)o,-+(c+Ac)w, .

@3+ Azy = — Ms+-(a+Aa)us-1(b4-Ab)v,-(c-+-Ac)ws -+
2,
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Durdh Subftitution diefer beiden Syfteme von Werthen,
forwol fiir, die verfdhiedenen @ als fiir die verfchicdenen x-}-Az,
veriwandelt fid) der Ausdrud der Wahrfdyeinlidyfeit, daf die
wabhren Werthe der unbefannten Conftanten von den walr=
fdeinlidyften Werthen @, b, ¢, 2. Dderfelben vefp. um Ddie
Differengen Aa, Ab, Ac, 2. verfdyieden feien, in

g :E[—-M—}-(u—{-Aa;u+(b—}—Ab)v+(c-}—At)w+u.]'

kQqe 7. TR Ve A A 2 1dAa dAb dAce... .

und erfdyeint fomit unmittelbar in feiner AbLangigkeit von
den Diffevensen Aa, Ab, Ac, 2. bargeftellt.

Diefer Ausdrud 1aft nody eine Veveinfadyung zu. Die
Gntividelung ded8 Erponenten von e gibt namlid)

E[— M+ (a+Aa)u—+ (b+Ab) v 4- (e+Ac) w - 2c.]2
— 2 (— M+ au + bo + ew + 2¢.)?

= 2E(— M+ au— bvo+ cw—-2c.) (uha + vAb -+ whc +-1c.)
—+ Z(uAa—+vAb+4-wAc - 12c.)2,
Der cerfte von den beiden FTheilen auf der redyten Seite

diefer Gleidhung bat aber den Werth Jull. Denn wenn
man denfelben toeiter entwidelt, fo erhdlt man

23(— M-+ au—+ bo - cw—-2c.) (uha - vAb +wAc-1c.)
|~ RAa[—Z(uM )+-aZ(u?) +bZ(uv) +cZ(uw)-2c.]
~+-28b[—Z(vM ) 4-aZ(uv) +-b2(v?) +-cZ(vw)-2c.]
—+2Ae[ —Z(wM)+-aZ(uw)4-bZ(vw) +cZ(w?)+2c.]
-+ 2.
und da die Grifen a, b, ¢, 2., welde hier die wabhridein=
lihften Werthe der unbefannten Conftanten beseichnen, den

Cndgleidhungen des. §. 20 Geniige leiften miiffen, fo ift
jede Jeibe in diefem Tepten Ausdrude firr fid gleid) Null.
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Der Ausdrud der in Jede ftehenden Wabrfdeinlid)=

Feit toivd alfo jept !

kQ, e~ ¥EwAatoAbtwhe )V ng dAb dAc. . . .,
wo man aud), wenn man will, im Erponenten ftatt der
Summe Z(ulda-+-vAb—+wAc12c.)? Fiivger Z(Az?) fdyreiben
Fann.

§. 32. Die Vetradtung diefes Ausdrudd [ift fid
bequem u toeiteven Folgerungen fortfithren, wenn man
iiber Die AngaDl Oder unbeFannten Conftanten beftimmte
Annahmen madyt. E8 fei dephalb erftensd nur eine eingige
unbefannte Conftante in der Function F enthalten, alfo diefe
Function von der Geftalt

F=au,
wo man nad) §. 21 al8 wabrfcheinlichften Werth der un=
befannten Gonftante fintet

__ e

N

Die Wabhrfdyeinlichfeit, daf der mwabhre Werth der Con=
ftante von diefem toahridyeinlidyften Werthe derfelben um
die Differeny Aa verfdyieden fei, wird fodann nad) der vor=
ftebenden Fovmel ausgedritt durd

kQ, eATEED dAq,

Diefer Ausdrud ftimmt der Form nad) volFfommen
iberein mit dem Ausdrude des §. 9 fiir die Walhr{dein=
lidhfeit @ eined Weobadytungsfehlerd =, namlid)

h

gl WY
0= —- ¢ " dr;
11

und betvadytet man mithin 2 als das aligemeine Symbol
irgend ciner Abmweidyung von einem Refultate, deffen Walr=
fdbeinlichfeit ein Maximum ift, fo daf 2 hier mit Aa jufam=
menfillt, fo laffen {id) bier alle diejenigen BWetraditungen
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twiederholen, welde den Gegenftand der §§. 9 bis 13 aus-
maden.

Bunadyft erhdlt man unmittelbar, tenn man dad
Wiaf der Prdacifion in der Vejtimmung des wabhr=
fdheinlichjten Werthed a mit H begeidynet,

H =1V Eu?)
. h. die Pricifion in der Weftimmung des Werthd a der
unbefannten Conftante verhalt fid) su der Pracifion der
gegebenen Beobachtungen wie V T(u?) ju 1.%)

Ta man ferner vermdge der Vedingung, dev die Grofe
k untertoorfen ift, haben muf

19, s =

V'
fo ticd die in Nede frehende WalhridyeinlidyPeit felbjt gleid)
e g,
b1

Daraud erbalt man mweiter die WabridyeinlichFeit , daf die
Abmweidyung de8 mwabhren Werths der unbeFannten Conftante
von dem wabrjdeinlichiten Werthe a derfelben, abjolut ge=
nommen, die Grofe Aa nidt iiberfdyreite, ausgedritdt duvd
dag Deftimmte JIntegral

*) Will man ftatt der Prdcifionen H und £ die Gewidhte G und ¢
einfithren, welde fid) tie die Quadrate der Pracifionen verhalten,
fo bat man unmittelbar aud Dbder vorigen Gleihung durd) [Qua-
drirung derfelben

G = gq.2(u?)
al8 Ausdrud fiir ba8 Gewidht G des gefundenen Werthes a,
wenn  unter g ba8 Geiwidt der gegebenen BVeobadytungen vers
flanden wird.  Gbenfo fann man in allen folgenven Fillen vers
fahren.
Navier, Diff.- und Jutegratr. 1. Vand. 26
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Aa
L. . f ¢~ 1" dAa;
VaJ o

und wenn man HAa =t jept, fo Eann man die Werthe
diefed Deftimmten Jntegrald aus der Tafel des §. 11 ent=
nehmen.

Was endlic) den wahridyeinlidhen Fehlev in der
Beftimmung de8 Werthes a betrifft, mweldyer R fein mag,

fo findet man

L
e

=V_£(.u’)’
o r den wabhrideinlicdien Jehler der gegebenen BVeobad)=

tungen Degeicdynet.
So Dhat man in dem Jablenbeifpicle deg §. 21

VEu?) = 1/ 155 = 13,6

folglid) betrdgt bdie Précifion in der Weftimmung des
Werthes a=151027"10,"7 das 13,6fadye der Pracifion der
gegebenen Beobadytungens -oder der walricheinlide Fehler
desfelben Werths a, d. 0. dev Febler, weldyer in der BVe-=
fimmung von a eben fo leicht wberfhritten, wie nidht er=

1;'—6 ted mwabrfcheinlichen Fehlers

der gegebenen Beobadytungen.

Jn dem Falle ded §. 22, wo eine unbefanute Con=
ftante’ durd) eine wiederbolte Anzabl divecter Meffungen
Peftimmt wird, Hat man

Vi) =VEl) =Vm;

man fiebt alfo, daf die Pracifion ded arithmetijdyen Mittels
im Verhdltniffe der Quadratiwurieln aus der Anzahl der
gegebenen Weobadvtungen gunimmt, oder daf der mwalhr=

reicht fein Fann, betvdgt
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fdeinliche Fehler in demfelben Werhdltniffe abnimmt. So
entfpricht dem avithmetifhen Miittel aus einer 4fadyen oder
9 fadyen Anzahl von Veobadytungen refp. der 2 fadye obder
3fache Werth bdev Prdcifion, ober der atoeite oder dritte
ZTheil ded mwabhrfdeinlichen Fehlers.

§. 33. E8 feien ferner in der Junction F jroei un=
beFannte Conftanten entbalten, fo daf diefe Junction die
Geftalt hat

F=au -+ bv,

wo man nad) §. 23 al8 die wabrfdheinlichften Werthe der
beiden Gonftanten findet

_ Z(v)EuM)—X(uv)Z(0M)
T X)I(e?)—[Zuw))?

pRE E(u?)Z(wM)—E(uv)EuM)
T Z@)EY)—[Euo))?

Der Ausdrud der Wabridyeinlicdhfeit, daf die mwabhren
Werthe Dder beiden unbefannten Gonftanten von bdiefen
wabrideinlichften Werthen derfelben gleichzeitig refp. um
die Differengen Aa und Ab verfdyieden feien, mird jet

kQ, e WEAa+oA gAg dAD

k9, o~ W18 E(w)+-28a8bEwo)H-AVE(Y] gA 4 JAD.

Um bieraus bdie Wabhrideinlidfeit ju erbalten, daf der
ahre Werth der erften Conftante fiir fih von dem walhr=
{deinlichften Werthe @ derfelben um die Diffeveny Aa ab-
weidye, wabrend der Werth) der jweiten Conftante boll=
Pommen unbeftimmt bleibt, verfahrt man wie folgt.
26*
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Nach den Grundbegriffen der WabrdyeinlicyFeitdred)=
nung ift (man vergl. §. 8) die WabrjdyeinlichFeit, daf die
Diffeveny Ab irgend einen nidyt, ndber beftimmten Werth
unter allen moglichen Werthen von — o0 bis§ 400 an=
nehme, gleidy der Summe devjenigen Wabrjdyeinlidyfeiten,
weldye diefen miglichen Werthen der Differeny eingeln ge=
nommen entfpredyen.  Folglidy ift die WabrfdeinlidyFeit,
dag die Differeny Aa einen beftimmten LWerth befipe, todbhs
rend der Werth von Ab vollfommen unbeftimmt bleibt,
gleich der namlichen Summe, wenn man bei der Summi=
rung die Groge Ae wie cine Conftante betvadytet. Diefe
Summe ird im vorliegenden Fale durd) dad Deftimmte
Jntegral audgedriict

*00
kSZodAa ’ / e—h’ [Aa*E(u?)-}-2AaAbE(uv)4-AbE(v?)] dAb

wo bei der Jntegration Aa al8 conftant und Ab al8 die
Bevdanderlidye angufehen ift, auf toelde fid) die Gringen
—00 und 0O des Deftimmten JIntegrals besiehen.

m die angeseigte JIntegration auszufiibren, fucdhe man
sunddit in dem Erponenten von e ein vollflindiged Qua=
drat von einer verdnderliden Grofe herzuftellen. Man
febe 3u dem Gnbde

A =g,

wo ¢ eine neue Vevinderhdye bedeutet, fo wird dAb =dy,
und
Aa2[E(uv)]?
lZI(v(z)l’] ¥
a2[2(1n>)
X(v?)
folglid)

2AaAb2(m)

—}—Ab’=(|)2

- "AaAb"(UL, + Ab2E(v?) = @2ZE(v?)
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Aa? Z(u?) + 20aAb Z(uv) 4 Ab2Z(v?) = @2 Z(v?)
E(u?)Z(v?)—[E(w))?
~+ Aa? )

Der obige Ausdrud verandelt fid) alfo in

*0 T .E(ﬂ’)z(v’) —[E(ur))*
ondAa.j P [(P ol e E(o%) ]d(p
—a0
oder

JE(U*)E(0*)— [E(u0))? M0 ”
one_"'A“ E(o%) dAa j omg s )dtp.
—®

Yber man bat gleidhwie im §. 9

w h! lz 2 vl w
f e (")d(p= f —‘ VIR V:rr.
— WEer) J — W T2

Mithin exhialt man endlid) fitr die Wabrideinlichfeit, daf
ter mwabre Werth der evften Conftante von tem mabridein=
lidyften Werthe @ derfelben um die Differeny Aa verfdyieden
fei, weldyen Werth audy gleicdyzeitig die zweite Conjtante
annehmen mag, den Ausdrud

x o2 (U)E(0*) — [E(uv))?
’fQoV“ i o v s ! U4
W Ew) z(va)

®ang auf Ddiefelbe Weife findet man fiir die Wabr=
{deinlidyfeit, Daf der wabre Werth der jweiten Conjtante
pon dem wabricheinlidyften Werthe b derfelben um die Diffe-
reny Ab verfdyieden fei, welden TWerth daneben aud) die
erfte Gonftante Cefien mag, den Ausdrud
e u?)E(0?) — [Z(uo)}] =
M,e‘“" s (2(1’)12( dAb.
hY Eu?)
§. 34. Wenn man die gefundenen beiden Ausdritde
fitr die Wabrfdyeinlidyfeiten der Differensen Aa und Ab vefp.
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oifchen dem wabren und dem maf)rfd)einlid;ﬂen Werthe
der Deiden Gonftanten der Function

F = au - bv .
mit dem Augdrude des §. 9 fitr "die WahridheinlichFeit ©
eines %eobad;tung@fe[)[era  vergleicht, namlid)

—Il’z’
=— d
& Vn s
wo die Grife @ eine mit Ae und Ab analoge Vebdeutung
Dat, fo [affen fich dbnliche Folgerungen ziehen fie im §. 32
Dei dev Unterfuchung in Betveff einer eingigen unbefannten
Gonftante.

Vegeidynet man  junddyft mit H und H die Mafe
dev Pracifion, welde vefp. der Veftimmung der wahr=
fdheinlichften Werthe @ und b dev beiden unbeFannten Con=
ftanten gugefdyvicben werden miiffen, fo hat man

E(u?) E(v?)—|E(uv)|?
X(v?)

h Z(ut)E@?) —[Eo)]®
Gbs E(u?)

wo k die Pracifion der gegebenen Veobadytungen bezeidynet.

=

Ferner wird vermoge der Vedingung, an iwelche die
Grife k gebunden ift,

M Vv il QeWwad WY

wWeEwy)  Va! wViwy V'

~folglidy Fonnen die %‘lbrfdyein[id)l‘éitm fitt a8 Stattfinden

der Differenzen Ae und Ab aucb ausgedritdt werden durd
—V’%r"’“’ dda 7% LoV

Biir die Wahrfdyeinlidyeiten, daf diefe Diffevenen bei dev

Beftimmung dev Werthe der beiden Conftanten abfolut ge=
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nommen nidyt {iberfdyritten tworden find, erhdlt man vefp.
die Jntegralaugdriice

2” /Aa — H?*Aa® 2”’\/\Ab —H”Ab’
s e da v e dAD.
V“., ¥ . s 1 o

Gndlidy foerden dier wahrfdeinliden Fehler in
der Weftimmung dev Werthe von @ und b, weldye refp. mit
R und R Degeichnet werden mogen, auggedritt duvd)

X(v2)
E(u?)Z(02)— [E(uv)]?

c X(u?
g VE(u’)‘_‘(v’()—)[E(uv)F
wo r den mwahrfdeinlidien Fehler der gegebenen Veobad)=
tungen bedeutet.

Wenn die vorgelegte Junction F von der Geftalt ift

F=ua-+ bv,
jo Dat man in den vorffebenden Formeln bevall v =1
und E(u?) = m gu fepen, o m mie bigher die Anjabl
der gegebenen Weobadytungen anjeigt.

§. 35. @Enthilt die Junction F drei unbefannte Con=
ftanten, . 0. ift fie bon der Form

F = au + bv 4 cw,
fo Dat man gur Veredynung der wabrjdeinlidyiten Werthe
a, b, ¢ diefer drei Conftanten dicjenigen Ausdriife ju be=
nupen, welde fid) im §. 24 angegeben finden.

Nach der Jormel des §. 31 hat man in diefem Falle
fite die WahrdyeinlichFeit, dDaf die wabren Werthe der drei
unbeBannten Gonftanten pon diefen wabrideinlidyjten LWer=
then derfelben gleidyzeitig vefp. wm die Diffenvenzen Aa, Ab,
Ac verjdhieden feien, den Ausdrud

kQ, ¢~ WEWAsToAb+wAD gAg dAD dAc

B2
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b. i
Aa®E(u?) + 24a AbE(uv) + AB*E(r?)
Qe +2A¢Acx(um)+2AMcz(m)+A¢'}:<u*)f dAa dAb dAc.,

Um hieraus die Wabrfdeinlidfeit ju erbalten, daf der
wabre Wertl) der erften Conftante fitr fid) von dem walhe=
fdyeinlichjten Werthe a derfelben um die Differeny Aa ab=
weidhe, wdhrend die Werthe der beiden andeven Conftanten
vollfommen unbeftimmt bleiben, wird man auf dhnlicde
Weife ju Werfe gehen wie im §. 33. MVian wird ndamlid)
die Summe der WabrfdyeinlidyFeiten nehmen, melde allen
moglidyen Werthen der Differengen Ab und Ac entfprechen,
beide vbon —o0 bi8 400 genommen; und al8 Ausdrud
diefer Summe hat man das beftimmte Integral

Q0 o0
kQodda . f dbb. f o MIASEW) +. o+ ACT@N A,
—00 g

o Ab und Ac die beiden Berdnderlidyen find, auf mwelde
fi)y die Beiden nad) einander auszufithrenden Jntegrationen
begichen, mwdbrend Ae bei beiden Jntegrationen al8 conftant
angufeben ift.

Jntegrivt man guerft in BVejug auf Ac allein, fo hat
man Aa und Ab al8 conftant ju betvadyten, und damit im
Crponenten ein volftindiges Quadrat von einer berdnder=
lichen Groge hergeftellt toerde, wird man fepen

Aa E(uw)4-Ab E(vw

% + Ac = lp
wo ¥ cine neue Berdnderliche bedeutet. Sobdann wird
dAc = d, und

[Aa(uw) - AbE(w)]? | 28aAcE (uw)-20bAcE (vw) A
3 — ) Tl

folglidy
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Aa? Z(u?) + 2Aa Ab Z(uv) + Ab2 E(v?)
—+-2AaAcZ(uw)4-2AbAcx (vw) +-Ac?E(w?)
= P2Z(w?) - Aa?. P 4 2Aadb.Q - Ab2. S,
wo gur AbFiivsung gefept mworden ift
P — ZHE@)—[E@w)]?

Z(w?)
Pt Z(uv)E(w?) —E(uw) E(vw)
o T(w?)
§ — ZONEWH - [E@w)’]
X(w?)

Der obige Integralausdrud veviwandelt fid) jept in

Q0 gl o)
kQudAa . f dAb f ¢ IPE) FAaP 28080 . 0+45'S) gy,
— )

®
oder
Q0
kQydAa / g RIREer T PR S /m ¢~ EPIdp;
—Q o —®
und teil

e’ o]
/‘D e-h”b’E(w’)dlp Ay 1 ] e—t' L Vi;
ke WEIwh ) _e AV Ew?)

fo erbdlt man endlid)

Lgo_liﬂ_ di / e o~ WAa*P+2808. 0+A1S] Ay
hY Ew?) %

lm jept sweitens die IJIntegration in Vejug auf Ad
audsufithren, wobei Aa conftant bleibt, wird man eine
neue Bevdanderlidhe ¢ einfithren, weldye durd) die Relation
beftimmt rird

Man hat fodann .dAb = d¢, fo wie ferner
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Aa2Q? 20aAb .
‘fg'z +~GS“0 —I—Ab’=(p’,

folglidy

Aa*P +- 28alb . Q + Ab2S = @28 } Aa? Psgoz.

Der lepte Integralausdrud vermoandelt fid)y alfo in

vt (¢ o] "
—]—‘-%’.l/i dAa . f e_"'[“”s‘l'“’ Ps%o]d‘{’

hV Ew?) e
oder
Yt PS—@ .
kQLi o™ h*Aa® 3 dAa } e_‘l(pis d(P.
RV Ew?) LR

Aber man Dat

@ 1 e 8] s
ol s
‘,/‘—03 P h VS _we . hVS

Mithin evhalt man endlid) fiir die Walrdeinlicdyfeit, daf
der malre Werth der erften Conjtante von dem walhridyein=
lidhften Werthe a derfelben wm die Diffevens Aa verfdieden
fei, toeldyen Werth auch gleidhzeitig die beiden anderen Gon=
ftanten annebmen mogen, den Auddruc

kQqm T Wi

V@ Vs - 5 dAa;
und wenn man fiir P, Q, S ihre Werthe fept
kQqm ;
22V E0?)E(w?) —[E@w)]?

wo N Diefelbe Wedeutung - Dat tvie im §. 24, namlid
N = Z(u*)X(r*)Z(w?) — Z(u?)[Z(ow)]* — Z(0?)[Z(uw)]?
o ) [E(uv)]* S 25 (uw) E(uw) E(ow).

N
o Tl E(0)E(w?) — [L(ow)*dAa,
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Durdy eine Entividelung von gleicher Avt findet man

die WahridyeinlichFeit der Diffeveny Ab ausgedriidt durd)
Qo .

he VS0 S —[Zw)]?

und die Wabr{dyeinlicdhfeit dev Diffeveny Ae durdy
Qe 9

"2V Eu?) X —[Ewv)]?
wo N immer die vorige Vedeutung beibeldlt.

§. 36. An tie vorftehenden drei Ausdriide, meldye
die Wabhridyeinlicyfeiten der Differenzen Aa, Ab, Ac ange-
ben, um welche vefp. die wabhren und die wabrideinlicyften
Werthe der drei Conftanten der FJunction

F = au + bv - cw
von einander abweidyen Fonnen, laffen fidh nun durd) Ver=
gleidjung mit dem Ausdrucke des §. 9
B
= i dz,
wo der Grife & Diev vefp. entfprechen Aa, Ab, Ac, tieder
dhnlidye Folgerungen anfniipfen twie in den §§. 32 und 34.

Junddft erhilt man als Nafe dev Pracifion in

Veftimmung  der twabricheinlicdyften Werthe a, b, ¢ bdex
unbefannten dvei Gonftanten, toeldye vefp. mit #, H', H”
begeichnet mwevden mogen, die Ausdrirce

1 N
E(u)E(w0*)— [E(uw)PdAD,

N
. e Y —EampdAc,

H="h V N
Z(0)Ew?)—[E(vw))?

i N
H=h ‘/}J(u’)z‘.(wz)—[Zl(uw)]z

'’ N
e Vz(uz)Z(v’)——-[}.‘(uu)P

o h die Pricifion dev gegebenen BVeobad)tungen begeidhnet
und N die Bedeutung- hat
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N = Z(u?)Z(v*)Z(w?) — Z(u?)[Z(ow)]? — Z(v?)[Z(uw)]?
— Z(w?)[Z(uv)]? + 2Z(uv)Z(uw)E(vw).

Ferner Fomnen die in Rede ftehenden Wabhrfdeinlidy=
feiten der Differenzen Aa, Ab, Ac, {elbft vefp. ausdgedriidt
toerden durd)

H _pas —H'AB H”

T dAa, 7= ° dAb, 7=
und wenn man diefe Differentialausddriice refp. bon — Aa
bi8 Aa, von — Ab bis Ab, pon — Ac bi8 Ac integrirt, fo
erbalt man die Wabhridyeinlichfeiten, daf diefe drei Diffe-
rengen vefp. bei der Weftimmung der Werthe der drei Con=
ftanten nicht itber{dyritten worden find.

Endlidh mwerden die wabhrfdeinliden Fehler in
per WVeftimmung der wabrfdyeinlidyften LWerthe a, b, ¢ der
drei unbefannten Conftanten, wenn man diefelben vefp. mit
R, R, R’ begeichnet,

B VE(v’)E(w“)—[Z(vw)]‘

o e T dhe;

N
2 ot VE(u”)E(wZI)v— [Z(uw)]?
Ry V 2(u=)£(u=)N — [Z(uv)]?

o r der wabrfdyeinlide Fehler der gegebenen Veobachtun=
gen ift und N bdie obige Vedeutung Dhat.

Wenn die JFunction F die Geftalt Hat
F=a-+ bv- cw,
fo bat man in Dden vorftehenden Formeln {iberall u =1
und Z(u?) =m ju fegen. Wenn fernev ift
k F—a«bot o2,
fo wird man idiberdied w in »2 verandeln. Und fo in
dhnlichen Fdllen.
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Wie man diefe Unterfudyungen audy fitr diejenigen
Fille su fithren bat, wo die vorgelegte Function F pier
ober mehr unbefannte Conftanten enthilt, dad ift ausd dem
bisherigen Gange der Entiidelung ohne Mithe zu iiber=

feben.

§. 37. 3wifhen den Dier entivicelten Ausdritden fitr
die Mafe der Prdcifion H, H', H", 2. oder die wahridein=
liden Sehler R, R', R”, 2. der wabrideinlidyften Werthe
der unbefannten Conftanten einer linedven Function K, und
den frither gefundenen Ausdritden fiir die wabrideinlid)iten
Werthe @, b, ¢, 2. diefer Conftanten felbfi, findet ein Ju=
fammenhang ftatt, Dder Dhiev nody in der Kitrze angejeigt
werden mag, da er jur BVeveinfachung der numerifdyen Redy=
nung beitvdgt. €8 ift namlid)y aud der Geftalt der End=
gleihungen de8 §. 20 flar, daf die Werthe von a, b, ¢, .,
weldye ficdh durdh die Aufldjung diefer Gleidyungen ergeben,
al8 linedrve Functionen dev Grofen Z(uM), Z(v M), Z(wM), 2.
dargeftedt fevrden fomnen, d. h. daB ihre Ausdriide die
Form befipen mitffen

a = AZ(ull) + AZ(wM) + A"EZ(wM) + 2.

b = BE(nM) -+ B'E(vM) + B E(wM) + 1.

¢ = CZ(uM) + C'E(vM) 4 C"Z(wM) + 2.

2.
o A, A", A s BB B a6 Cae O, e
merifdye Coefficienten begeicdynen, welche auf dem Wege Dder
gewdhnliden Elimination gefunden werden. Diefe Coeffi=
cienten Fehren aber nad) einem gewiffen Gefepe twieder, o=
bald e8 {idh um die Veftimmung der Pracifionen oder der
wabrideinlidhen Fehler jener wabrfdeinlichiten Werthe der
Gonjtanten handelt; man iibergengt fidy davon leidyt in den
bigher bebandelten Fillen auf folgende Weife.
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1) Siir eine Gonftante, ode: F == au, hat man
a = AZ(ulM);
und aud der Vergleihung der §§. 21 und 32 erhidlt man
al8 Mage der Pricifion von a

H=hl/§

und alg mwabrfdyeinliden Fehler von a
R=rVa.
2) Jiir gtoei Conftanten, oder F = au - bo, hat man
a = AS(uM) ++ A'S(vM)
b = BE(ulM) + B'Z(vM)
und die Wergleidhung der §§. 23 und 34 liefert fiir die
Mafe der Pracifion von @ und & refp.

H=hV£, H =h V;,

und fiiv die wabhrfdyeinlidyen Febler von a und b refp.
R=rV 4, K=¥i ¥,
3) Biir drei Conftanten, oder F = au + bv + cw, ijt

a = AZ(ulM) + A Z(wM) + A" E(wM)

b = BE(uM) + B'Z(vM) + B'Z(wM)

¢ == CEZ(uM) 4 CZ(wM) + C'Z(wM)
und aud der Vergleihung der §§. 24 und 36 werden die
Mafe der Prdcifion von a, b, ¢ refp. gleid

il 1 e T
H=h Yoy m =h g, w=h Y
und die wabrfdeinliden Febler von a, b, ¢ refp.
R=rVA4 R=rVEB, R"=r V"
Wie diefed Gefep filv mebr al8 drei Conftanten ausz
judriicfen fei, gebt hieraus von felbft hervor. Der allge=
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meine Beiweid desfelben mag jedod) hier, wo vorgugsdiveife
nur die Weditrfniffe der Praxid zur Ridtfhnur dienen,
fibergangen merden.

§. 38. Die bigherigen WVetradytungen enthalten fort=
wahrend die Borvausdfepung in fid)y, daf die Prdcifion = oder
der wabrfdyeinlidie Debhlev r der gegebenen BVeobadytungen,
welde Deiden Grogen nad) §. 12 durd) die Gleidhung

hr = ¢ = 0,4769360

mit einander jufammenhingen, beveitd befannt fei, und fie
liefern mithin nur die Prdcifionen und die wahrideinfidyen
Fehler der gefundenen wahrfdeinlidyften Werthe dev unbe-
Fannten Gonfjtanten ausgedritcft vefp. durd) tie Prdcifion
und den wabhrfdeinlidyen Fehler der gegebenen Veobadytun=
gen. 8 bleibt alfo jept nod eine eracte Veftimmung die=
fev Deiden zulept genannten Grogen zu leiften.  3u folder
Beftimmung eignet fidy aber nicht mehr dag im Eingange
bed §. 13 angegeigte Berfalren, tweldyed, abgefehen von
feiner Unficherheit Dei einer gevingen Anzahl von Beobad)=
tungen, vovziiglich deghalb Dhiev ungulifiig wivd, weil ed die
Kenntnif der wabhren Veobadytungefebler vorausfept, wif=
rend dad Didherige Berfabhren nur folde Werthe der Veob-=
adytungsfebler fennen [lehrt, weldye die Summe der Fehler=
quadrate gu einem Mininum  maden und dadurd) jur
Ausmittelung der wabrfcheinlichiten Werthe der unbeFannten
Conftanten fithren.  Man fann dagegen jur Vejtimmung
der Werthe von A und » auf einem dbnlidyen Wege gelan=
gen, wie er im BWisherigen in Betreff der unbeFannten Con=
ftanten felbft ecingefdhlagen rorden ift, indem man mit
Bersidytleiftung auf die wabhren Werthe jener Gridfen, die
niemals ju evmitteln {ind, die wabrideinlidyften Werthe der=
felben gu beredhnen fudbt. Der Weg, weldher jur Auffin=
dung ded wabrideinlidjten Werths der Pricifion A dex
gegebenen Beobadytungen fithrt, ift folgender.
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Der Ausdrud des §. 15

hdrz \™ _pay(ps
o gty < :> —RE(z?)
V= 4

fpridyt die Wabr{dyeinlicheit aus, daf bei der Beobadjtung
von m perfchiedenen IBerthen der Function F fid) tie NRe-=
fultate My, M,, Ms,....M, evgeben haben. Diefer Aus-
drud urde dovt al8 Function von a, b, ¢, . angefeben,
wabrend k al8 conftant galt; man betradyte ibn jept al8
Function von k, wdibrend a, b, ¢, 2. conftant bleiben. Ju
griferer Einfadyheit Fann man fid) einftweilen unter @, b, ¢, 2c.
die wahren Werthe dev unbefannten Conftanten denfen, fo
daf Z(x?) die Summe der Quadrate der wahren Veobad)=
tungsfeler bedeutet.  Wenn man unter diefen WVoraus=
fepungen. dag allgemeine Theorem ded §. 17 auf den in
Jtede ftehenden Ausdrud anwendet, fo erhalt man fitr die
Wabrfcheinlichfeit, dap dem Gintveten dev beobacdteten Wer=
the My, M,, M, .... M, der Function F ein beftimmnter
Werth dev Pracifion 2 jum Grunde gelegen bHabe, den
Ausdruct

Q
Q)

wo im 3dbler fitv A der genannte Dbeftimmte Werth, im
Nenner dagegen fitr diefelbe Grofe nad) und nady der In=
begriff aller miglichen Werthe von —oo bi§ 00 ju fepen
ift.  Diefer Ausdrud wird alfo fiveng die Geftalt annehmen
mitffen

) Qdh

> Ty
f Qadh
—Q0
Begeicdhnet man den NMenner diefed Vrud)s zur AbEiiv=
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sung mit 71‘— fo dag K eine Gonjtante bedeutet, welde an
die Bedingung gebunden ift

9}
f kQdh =1,
-0

fo erbdlt man endlid) ald Ausdrud der Wabhr{dyeinlid)Eeit
irgend eined Werths von kb, ald Junction diefed LWerths,
k' Qdh.

Diefer Ausddrud fithrt nun fofort jur Auffindung des
gefudyten rabhridheinlichften Werthed der Pracifion & fo wie
ded wabrfdjeinlidyen Sehlers r der gegebenen Veobadytungen.
Der wabricheinlidyfte Werth von A wird namlid) derjenige
fein, relcher den Ausdrud dev Wabhr{dyeinlichfeit diefer
Grispe, oder

K Qdh
g einem Marimum madt. Diefer Ausdrud fann aber
nur dann ju einem Marimum twerden, wenn die Grife

hdz\"™ 2
o= Gy
Vr

fitr denfelben Werth von k gleichfalld su einem DVdarimum
wird. Und damit diefes gefdhehe, muf man nad) befannten
Negeln haben

dQ wn—1f 4T \% . jox(s» hdz\™ _ pay(,e
K > (%) ( > FE()
=" ( Vi e RhE(x?) Ve e =3,

worausd
m
Ko l 2E(z2)

al8 Ausdrud fitr den wabhrfdyeinlichffen Werth von k. Dar=
aus folgt fogleich foeiter
Navier, Diff.- und Integrale. I1. Vanbd. 1}
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AR ) s sz(ﬂ)
TR i

alg Ausdruc fitr den twahridyeinlidyften Werth von r.

§. 39. So tie die porftehende Beftimmung ded wabhr=
fdyeinlichften LWerthes von h im allgemeinen denfelben Gang
genommen hat wie die Veftimmung der wabhrideinlid)ften
Werthe der Conftanten a, b, ¢, 2c. im L. Abfdynitte, fo Fann
man diefelbe Analogie aud) tweiter verfolgen, indem man nach
Borfdyrift der §§. 30 2. die Genauigleit audzumitteln fudt,
welcye diefer Veftimmung ded walhrideinlichften Werths vonk
jugefchrieben werden muf. Ju dem Ende mige von jept an
unter k derjenige conftante 2Werth der Pricifion der gege=
benen Beobadtungen verftanden werden, deffen Wabridyein=
" lidyFeit vermoge ded Vorigen ein Mearimum ift; der ihm ent=
fprechende Marimumiverth von  fei 3 endlich werde die
in Mede ftehende Pracifion allgemein begeicdhynet durdy A4 Ak,
Sodann hat man aud dem vorigen Pavagraphen ;

e, hdz\"™ —h2E(2?)
Qo <VJ e

(DR AT\ _ (1 -ARYE(Y)
Q‘( Vx ) " 4

folglid
Q =28, (1 _}_% e o~ MMAMHARE(?)
oder permidge de8 vorbhin gefundenen Werth von k, weldper

9=90<1+

et man bierin

(1 LN () L (i)

sy - ()
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fo toird aud
AR? Ak
P Q, e—mF(i_%T_*‘u').

Ferner wird die WabrdyeinlichPeit ivgend eines Werthes
der unbeFannten Pricifion der gegebenen Veobadytungen jept
gleidybedeutend mit der WabrfcheinlichFeit, dDaf zwifdyen dem
mwabren Werthe diefer Prdcifion und dem wabridyeinlid)ften
Werthe h derfelben die Differeny Ak beftehes und diefe Wahr=
fdjeinlichfeit hat nad) der jepigen Vezeidynung, wo dh fid)
in d(h-Ak) = dAk permwandelt, den Ausdrud

K QdAh,
wo K an bdie Wedingung gebunden ift

00
f K QdAh=1.
—00

Mit Jugiehung ded vorftehenden LWerths fitr Q erhalt
man alg Ausdrud der in Rede {tehenden Wahrideinlid)Feit
endlid)

An*

KQe * ) dhh,

weldjer Ausdrud al8 Fuuction von Ak ju betrachten ift.
©o lange Ak im Bergleidy mit k fehr Flein borausge-

feht werden darf, fo Fann man ftatt diefed gefundenen Yus-=

druds fitr die WabhrfdyeinlichPeit von Ak anndbherungseife

feben

(1 - }-':—h e

vl
KQe  ® dhh,

und bdiefer neuwe Ausdruc (it wieder, wie frilher, unmittel=
bar eine Wergleihung mit dem Austrude ded8 §. 9 3u,
némlidy

pLi? )

W=

|
n

 {a
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420 Methode der

welcher die Wabhrfdeinlichfeit « eined Beobad)tungsfehlers »
al8 Function diefed lepteven darftellt. Man erhilt ausd diefer
Wergleidyung, bei weldyer Ak und & ald einander entfpredyend
angufeben find, fitr dag Maf der Prdcifion, weldye dev Be=
ftimmung der Groge b gufommt, den Werth

Vm

o2
folglidy fitr den foahrideinlichen Fehler der Beftimmung
von k, nad) §. 12, den Werth

T,0

Vm'
oder man Fann 1 gegen 1 wetten, daf der twahre Werth
der Prdcifion der gegebenen Weobadhtungen innerhalb Dder

Grdngen
h(l—TfQ—: und h(l -{——‘?V:m>

entbalten fei. Diefe Gringen twerden die wabhridein=
lidhen Grangen der Pracifion der gegebenen Be=
obacdhtungen genannt.

Uebertragt man diefed Rejultat aud) auf die obige BVe=
ftimmung ded tabridheinlidjten Werthes r ded wabridyein=
lidhen ehlerd der gegebenen Weobadtungen, fo erhilt man

< und %
1 —— 14+ ——
Vm 1Y Vm
alg Ausdriide fitr die wabrideinlidhen Gringen des
wabrideinliden Fehlers der gegebenen Beobad)tun=
gen; ftatt deven man aud), mit Bernadldffigung der Potengen

Ded §Bfud)8 S feben Fann
Vm
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fleinften Quabdrate, 421

r<1——T/9': und r(l—}—% s

Da man hat ¢ ==0,4769360, fo iberfieht man leidyt,
baf diefe angendherten Veftimmungen fdyon bei einer mi=
figen Anzabl von Vevbadtungen fid) nidht mweit von der
Wabhrheit entfernen.

§. 40. Die bier gegebenen Formeln jur Veftimmung
der wabrideinlidyften LWertbe von k und r fo mwie dex
wabrfdyeinlichen Grangen diefer Grofen, fommen ulept,

nad) §. 38, auf die Eumittelung der Hiiljagrofe V@
m

uritd, weldye durd) die Eigenfdaft darafterifict wird, daf
dag Quadrat derfelben gleic) dem avithmetifchen Mittel aus
den Quadraten aller BVeobadytungsfehler ift. Diefe Hiilfs=
grofe mwird der mittleve Fehler der gegebenen Weobad)=
tungen genannt. Bezeidhnet man den mittleven Fehler mit

¢, fo bat man
el ]/5@
m

und fodann aus §. 38
h=0,7071068. 1, r=0,6744807 .

al8 die wahrideinlichften LWerthe der Pracifion und des wahr=
fdeinlichen Fehlers der gegebenen Weobadytungen, woraus
fidy fodbann die wahrideinlidhen Gringen diefer Grifen wie
oben toeiter Deftintmen,

Der mittlere Fehler hat vermige feiner Definition {iber=
died die Cigenjdhaft, daf fein Quadrat das wabhrideinlid)ite
unter {ammtliden Fehlerquadraten darftelit. Died folgt
fdhon aus dem Sape de8 §. 22, wonad) dad arithmetifche
Miittel aud gegebenen Werthen einer unbefannten Grife
mit dem wabrideinlichiten Werthe diefer unbefannten Grife
einerlei ift. Man Fann aber audy ju demfelben Fefultate
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422 Methode dex.

gelangen, indem man den JInbegriff aller mdgliden Beob=
adytungsfehler von — 0O bi8 + 0O ind Auge fat. Die
Wabrfdeinlichfeit eines Beobathtungsfehlerd @ ift namlid)
nad)y §. 9 :

Ty
.hzdz

i b
(0—-?3 ’

11
und die relative MoglichFeit Sedfelben BVeobadytungsfehlers
@ ird nad) §. 6 audgedritdt durd

y== Yo e—h’z‘,

o y, eine willfiivlide Conftante Degeihnet. Da nun je
gtoei Beobadytungsfehler, eldye fid) nur durd) ihr BVorgeiden
unterfdyeiden, einerlei Fehlerquadrat liefern, fo Eann Diefer
Tepte Ausdruc aud) ald der Ausdrud der velativen Miglid)=
Feit De8 Jehlerquadratd 22 angefehen twerdens; oder mwenn
man x? =z fept, fo mwird die relative Woglichfeit von .z
audgedritct durd)

s

—N
Ysmllel. -
PRaraus folgt ald Ausdrud fitr die WabrfdeinlichEeit o' des
Sehlevquadrats z, dhnlid) wie im §. 9
il S
W = E(‘/) ’
o der Nenner auf alfe moglichen Werthe von y, alfo von
z2=0 bi8 z=00 audzudehnen ift; d. b.

e Moy

® 3,
ﬁ) eV dz

oder al8 Function der unabhingigen BVerdnderliden 2 aus=
gedriidt

e
0 = =h% “dz;

o =2h2e" ™" zdz.

Jragt maﬁ nun nad)y demjenigen Werthe z#=¢, wel=
dyer diefen Ausdrucd der WahrfdeinlidyFeit von 22 ju einem
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Eleinften Quadrate. 423

Marimum madt, fo Hat man %"=0 ju fepen, mworaud
fidy ergibt 2
g o
itbereinftimmend mit dem Obigen.

Man Fann bemerfen, daf in der Gurve des §. 6, die
Abfeiffe & = —-¢ Ddenjenigen Punft angeigt, in teldem die
Gurve eine Beugung d. h. einen Uebergang aud Concavitdt
in Conveyitdt erleidet.

§. 41.  Die Verednung des mittleren Fehlerd gege=
bener Beobadytungen nady der Formel

z
s = /22
m

fet unter der Vegeidynung (2?) die Summe der Nuadrate
der mwahren Werthe der Veobadytungsfehler ald beFannt vor=
aus, und liefert unter diefer Borausfepung den wabhren Werth
ded mittleven Fehlers der gegebenen Beobadhtungen. Jene
mwahren Werthe dev Veobacdhtungsfehler find aber unbefannt.
Wollte man ftatt derfelben diejenigen ausd den fritheren Ent=
mwidelungen al8 befannt angufehenden Werthe der Beobad)=
tungsfebler feen, weldhe Z(22) zu einem Minimum madyen,
fo tiirbe der Werth von e zu Flein ausfallen, und folglid
aud) die daraud Bevgeleiteten wabhrideinlichten Werthe bon
h und r vefp. ju grof und gu flein. Mit Ridficht auf die
WBezeichnung des §. 30 hat man vielmebr gu fdyreiben

R, ] / X(z+Az)?
T m

und e§ entftebt die Jrage, wie man hievaus durd) Subititu=
tion Des wabrideinlichften Werthes von Z(z-HAz)?, weldyer
pon dem Minimum Z(x2) desfelben nothivendiy verfdyieden
fein mug, sur Kenntni des wabridheinlichjten Werths von
e gelangen Fann.

g2
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424 Methode dev

Aus der Entwidelung des §. 31 geht hervor, daf man
die Differeny Z(w+-Az)? — Z(2?) unter die Form bringen
Fann

Z(ula + vAb + wAe - 2c.)?,

wo Aa, Ab, Ac, 2c. diejenigen Aenderungen bedeuten, welde
den wabhrideinlicdbften Werthen a, b, ¢, 2c. der unbeFannten
Gonftanten ertbheilt rerden miiffen, wenn man die wabren
Werthe diefer Conftanten ausddriidfen will. E8 ift aljo

I(z+Az)? = Z(2?) 4 Z(ulda+ vAb+4whe+-21.)2,
und da bievin Z(22) den durd) §. 18 beftimmten Minimum=
werth begeidynet, der hier al8 beFannt voraudzufepen ift, fo
wird man, um den wabrfcheinlichften Werth von Z(z-}-Az)?
gu finden, nur nod) ndthig haben den wabhridyeinlic)ften Werth
der Summe E(uda -+ vAb—+wAe+4-2c.)? ju fuden. Ju dem
Ende betracdhte man eingeln die Fille, o eine, goei, dreiac.
Gonftanten in BVetvad)t Fonunen.

1) Z(ula)? ift gleichbedeutend mit
Aa?E(u?),
und die WalhrfdheinlichFeit von Aa ift nady §. 32 gleidh
kQ, e ¥Ae=) dag,
Folglidy ift nad) dem im vovigen Paragraphen bemwiefenen
Sape der wabrfdeinlidyjte Werth von Aez gleid)
1
W) )

mithin der wabridyeinlichite Werth von Aa2Z(u?) obder von
Z(ula)? gleid

2% Daidoin=tipl.
2) Z(uAa--vAb)? [ifit fid) nady §. 33 auf die Form
bringen

Z(u)E(v?)— [E(up)]?

Bar XOOIEOR 4 ga3(09),
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fleinften Quadrate. 125

w0 ¢ eine neue unabhangige BVevdanderlidie beseidhnets und:
die WalhrfdyeinlidyFeit eined Jufammentreffens von irgend
goei Werthen von Aa und ¢ ift
G )
kQ, e R dAa . e MTE) do,
Daraus erbdlt man durch das im §. 33 eingefchlagene BVer=
fabren filv die WabridyeinlidyFeit von Aa den Ausddrud
 ags ZO0E(E)— [E(ue))?
K.e eol) dhAa.
und ebenfo fitr die WabrfdyeinlichFeit von ¢ den Ausdruc
K' .M ) gy,

wo K und K’ Gonftanten find. Folglid) werden die wabhr=
fdeinlicdyften Werthe von Aa? und 2 vermidge des obigen
Sated vefp. gleidy
1
Z(u?)E(v?) — [Zuo)[?
2h? Toh)

und menn man diefelben in den vorigen Ausdrud finr
Z(uba 4 vAb)* feht, fo erhdlt man al8 wabridyeintidiften
Werth diefer Summe fdylieBlich

1 1
am T g = 28"
3) Z(uAa-t-vAb+4-wAc)? nimmt nad) §. 35 die Form an
82 2O L a4 g1 (o,

wo ¢ und ¥ jwei neue Werdnderlide bedeuten. Durdy
dbnliche Sdliiffe mwie vorbin erhidlt man davaus fiir bdie
mabrideinlidyften Werthe der Quadrate Aa2, 2, P2 refp.
die Ausdriide

und

1
22 L (v2y

1 1 1
ope PS— 0¥ WS’ 2WTwr)’
S
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426 Methobe der

folglidy al8 wabrfdeinlichften Werth der Summe Z(ula—vAb
“+whc)? :
1 1 vl ¢
o o g = 3¢
Die Allgemeinheit diefes BVerfahrens ift Teidht ju {iber=
feben.  Wenn ‘man demnady rieder tie frither mit n die
Anzabl der Conftanten @, b, ¢, 2. begeidnet, fo Hat man
fitr den wabrfdyeinlichften Werth von E(uAa+vAb-+wlAc+c.)?

allgemein den Ausddruc ne2; mithin fitv den gefuchten walhr=
fdeinlidyften Werth von Z(z--Az)* den Ausdrud
(@) 4 ne?.
Nun ift Z(x + Az)2 =me?, folglidy
me? = X(x?) - ne?,
woraus
X(2?)
‘ m—n
al8 wabridyeinlidfter Werth des mittleven Fehlerd der gege=
benen BVeobadytungen, audgedriickt durd) die Ungahlm der ge=
gebenen Beobad)tungen, die Anzahl » der gefuchten Gon=
ftanten, und denjenigen Mkinimumiverth Z(22) der Summe
der Jehlevquadrate, welder vermige der Entwidelung ded
§. 18 al8 befannt vorausgefept werden Fann.

Diefer Werth von & ift jum Grunde gu legen, um
davaug die wabrfdyeinlichiten Werthe der Pracifion und des
wabrfdyeinlidhen Fehlerd der gegebenen Veobadytungen nady
den Fovmeln des §. 40

h'=0,7071068. 1, r = 06744897 .¢

fo wie die wabrfdheinlidhen Gringen diefer Grifen nady
den Formeln ded §. 39 ju beredynen.

§. 42. Die vorftehenden Veftimmungen der Werthe
von A und r liefern, fotweit die Rechnung dariiber Aufjdhluf
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fleinften Quadrate. 427

u geben vermag, diejenigen numerifden Data, welde jur
Abfdydpung der Genauigleit der gegebenen Weobadhytungen
gefordert werden Fonnen. et man diefe Werthe in Ddie
Formeln der §§. 32 bi8 37, fo erhilt man gugleid) aud) die
pollftandigen Hitlfsmittel jur Abfdhdbung der Genauigeit
per durdy die Miethode der Fleinften Qluadrate gefundenen
Refultate. Jur Crlauterung des Gebraud)8d der in diefem
Ab{dhnitte gegebenen Formeln mige dasd Jahlenbeifpiel ded
§. 21 Dbier toieder aufgenommen terden.

" Man hat nad)y §. 41 al8 mwahrfdeinlichften Wertl)
Ded mittleren Fehlers der VWeobad)tungen

X (22) 108,65 ”
e s B iy

und daraud alg wabridyeinlichften Werth der Pracifion der
Beobad)tungen

h=0,7071068 . 7—37 = 0,096

und al8 wahrideinlidyjten Werth des mahridyeinlidien Fehlers
der Beobadytungen
n.= 0,6744897 . 7,37 = 4,"97.

Diefer Werth von r ift Fleiner ald der Eleinfte der drei
Werthe, weldye im §. 21 fitr die Beobadytungsfehler gefunden
worden find, namlid)

T 5,”8
Ty = — 5,”1
Xy = + 7,”0-

Diefe Tepteven liefern vielmehr al8 wabrfdheinlidien Felhler
der Weobadhtungen den Werth r=>5,"8; oder, genauer ju
veden, fie fagen aus, daf der Werth von r jwifden 5,1
und 7,70 enthalten fei. Dian erhalt indeffen eine grofere
Uebeveinftimmung, wenn man audy die wabhrfdeinlicdhen
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428 Methode der

Grdngen des wabrideinlidyen Fehlers nac) §. 39 beredynet.
€8 wird namlid

. (1 e 170177' =863

r (1 e 173»: == 6,31

d b. man fann 1 gegen 1 toetten, daf der wabrideinliche
Febler der BVeobadytungen wifdhen 3,”63 und 6,"31 ent=
Dalten fei; und da dag Jntervall diefer beiden Werthe mit
dem Jntervall der Werthe 5,"1 und 7,70 jum Theil jufams
menfdllt, fo hat man damit eine Uebereinftimmung ziwifden
Theorie und Erfabhrung, wie fie fiir die geringe Jahl von
3 Beobadytungen nidht wobl grofer erwartet werden Eann,
Der wabridyeinlidye Fehler in der Veftimmung ded
wahrideinlidyften Werths der unbefannten Conftante, namlidy
a=>51°27" 10,7,
witd nady §. 32
i r
e Vimy 136
woraud man filr r=4,"97 erhilt R=0,"37 oder auf bie
erfte. Decimalftelle verfiirgt R = 0,"4. Man fann alfo 1
gegen 1 toetten, daf Dder wabre Werth der Conftante @
jwifdyen den Gringen
510 27° 10,’3
51027 11,"1
entbalten fei. Die wahrideinlidhen Gringen von r dagegen,
ndmlid) 3,”63 und 6,”31, liefern fiir R die beiden Gringen
0,27 und 0,746,
und mwenn man die leptere auf die erfte Decimalfielle ver=
Fitrgt, wodurd) fie wird 0,”5, fo [t fid) mit nody griferer
Sidyerheit al8 vorhin fagen, daf man 1 gegen 1 wetten
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Fleinften Quadrate. 429

fonne, daf der wahre Werth der Conftante a gwifden den
Gringen

51027 10,2

% Lk VRS g
enthalten fein muf.

Die Werthe der Prdcifionen b und H laffen Feine fo
augenfilligen Folgerungen zu, wefhalb die Veredynung
derfelben Dhier nicht teiter verfolgt worden ift.

§. 43. Unter den phpfifalifden und tedynifdyen Auf=
gaben, weldye fid)y vorzugsmweife dazu eignen nad) Vorjdyrift
der Methode der Fleinften Quadrate behandelt ju werden,
Fommt nicdht felten der Fall vor, daf die Gejtalt der Func=
tion F, deven Kenntnif nad) §. 2 jur Begriindung der gan=
gen Redynung gefordert werden muf, entweder gar nicht be-
fannt ift, oder nur nad) gany allgemeinen Eigenfdaften,
weldye jur vollftandigen Herftellung derfelben nidyt ausreicdyen.
Man pflegt in einem foldyen Falle der Function F al8 eine
gange algebraifdhe Function der unabhingigen BVevdanderlidyen
voraudjufesen, in weldyer jedes Glied eine unbefannte Con=
ftante jum Goefficienten hat; alfo ingbefondere, renn nur
eine unablhangige Berdnderlidhe vorliegt, alg einen nad) den

fteigenden Potenzen diefer Werdanderlichen geordneten Aus-=
drud oder von der Form

F=a-} bvo -+ cv? - dv3 1.

Die Frage, wie viel Glieder man diefem Ausddrude der
Sunction geben miiffe, damit derfelbe eine gegebene Reibe
von beobad)teten Werthen mit hinreidyender Genanigheit dar=
ftelle, 1apt fich fodann mit Hitlfe der Methode der Eleinften
Quabdrate felbft beantrorten.

Seder Veobadyter erlangt namlid) wahrend der Beob=
adtungen ein ziemlid) fidheres Urtheil iiber die Grife des
wabridyeinlidyen Fephlers diefer Veabadytungen, . b. desje=

http://rcin.org.pl



430 Methode der

nigen Fehlers, melchen ev bei den in Jtede {tehenden BVeol=
adytungen eben fo leidyt {tberfdyreitet, toie nidyt evveidyt. Mit
anderen Worten , er mwird mit grofer Juverldffigleit eine
®Grange angugeben im Stande fein, itber weldye der wabhr=
fdyeinliche Sehler diefer BVeobadytungen Feinenfalls hHinaus=
geben Fann, Wenn man nun unter der Bovausfepung, daf
dic eftalt der Function F unbefannt fei, filv. F einen
gangen algebraifdyen Ausdrud mit einer beftimmten Anzabhl
von Gliedern fept, und, nad) der Vevedynung der walhr=
fdeinlichften Werthe der unbefannten Coefficienten diejer
Glieder, ju der WVeftimmung ded mwabrfdheinlichen Fehlers r
der Weobadhtungen fo wie der wahrideinfliden Gringen
diefed mabridyeinlichen Fehlerd iibergebt, fo Fann der Erfoly
ein gweifadyer fein. Entroeder der beredynete Werth von r
iiber{dyreitet die im Woraud feftgeftellte Granges in Ddiefem
Balle find die Differengen gwijchen den beobacdhteten und den
berecyneten Junctionswerthen grofer ald die muthmagliden
Beobadytungsfehler; die gewdhlte Form der Function F
ftellt alfo die gegebenen Weobadhtungen in ftarferem NMiake
ungenau dav, al8 e8 durd) den Einfluf der BVeobad)tungs-=
febler allein Hatte gefdheben Fonnen, und man wird darin
die Weifung erfennen, dem Ausdrude der Junction F nod)
da8 Glied der nadyfifolgenden Ordnung hinguzufitgen. Oder
der bevedynete Werth von = fillt innerhalb der im voraus
feftgeftellten Gringe; in diefem Falle {ind die Jehler, weldhe
durd) den Einflug der unridtig getvabhlten Form der Fune=
tion F entftanden fein fonnen, von einerlei Ordnung mit
den Weobadytungsfeblern, und fliefen mit diefen ufammen,
fo daf mithin der gefundene usdrud fitr F die gegebenen
Beobadytungen fo genau darftellt, al8 e8 fiberhaupt durd)
eine gange algebraifhe Function moglidhy ift. Man fann
alfo ‘in dem lepten Falle den erhaltenen Ausdrud der Fune=
tion F fiir den weiteren Gebraud) beibehalten, wobei ¢8 nur
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fleinften Quadrate. 431

von Widytigteit fein wird, su beadyten, daf die Anwendung
begfelben niemal8 iiber die Gringen devjenigen BVeobadytun=
gen Dinaud auggedebhnt. mwerden darf, auf denen -feine Ent=
ftebung berubet.

o wurde in einem  hier nicht toeiter Fu- erdrternden
WBeifpiele, wo 27 Beobadytungen einer Function F vorlagen,
weldye nur an die beiden Wedingungen F(0) =0 und
F(—v)=F(v) gebunden war, juerft gefeft

F = av?;

der bavaus fid) evgebende Werth des walhrideintidyen Fehlers
der Weobadytungen fiel indeffen fo grof aus, daf dev BVe=
obadyter fiher tav, einen {o grofen Veobachtungsfehler
nur in feltenen Fdllen begangen gu Haben. Defhalb mwurde
toeiter gefept

F = av? -} bv?,
wodurd) der wabhrideinlidye Fehler auf die gerviinjdyte Klein=
beit gebracht wurde. Diefer lepte Ausdrud Fonnte defhalb,
innerbalb der Grangen der ihm gum Grunde liegenden BVe=
obadbtungen, al8 Dinveidyend genauer Ausdrud der unbe—
Fannten Function beibehalten roerden.

Gin nod) genauered Kriterium in Betveff der ange-
meffenen Wabhl der Form der Function F erhdlt man, wenn
man mit Hiilfe ded beredhneten Werths von r, weldyer im
allgemeinen der porigen Forderung fdon Geniige [leiftet,
nady der Tabelle des §. 13 die Bertheilung der Beobadytungd=
febler in Besug auf ihre Grife unterfudt und mit den durd
die Redynung gefundenen Werthen der Beobadhtungsfehler
vergleidyt.  Je mehr hier Uebereinftimmung Herrfdyt, Ddefto
mehr ift man fider, daf der Ginfluf der unridhtig genwddl=
ten Form von F auf die Differenen jivijdyen den beobad)=
teten und den beredyneten Functionsmwerthen verfdymwindend
fein muf im BVergleid) mit den Fehlorn der Veobadytung ;
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432 Methode der

. Defto naber werden mithin jene Diffevengen mit den eigent=
lidjen Beobadytungsfehlern identifd) fein.

Diefed lepte Pritfungsmittel wird man {ibrigens aud
in denjenigen Fillen anwenden, wo die Geftalt der Func=
tion F gegeben ift. Je grofer die Angahl der gegebenen
Beobadytungen war, defto mehr muf die BVertheilung der
Deredyneten Werthe der BWeobadytungsfehler, in Bezug auf
ibre Grofe, mit derjenigen Wertheilung der BVeobad)tungs=
febler fibeveinftimmen, reelde die Tabelle ded §. 13 dar=
fellt. 2Wo Ddiefed eintritt, da erhdlt man den Wetweis, daf
die Medynung auf rvidhtigen BVorausfepungen bevuht und
dag namentlid) die Natur der Aufgabe Feine fremden Ele=
mente in die Wetvradytung eingemifdyt hat, weldye die Grund-=
lagen der Miethode der Fleinften Quadrate und ingbefondere
die Veftimmungen ded §. 3 iiber die Natur der Weobad)=
tungsfehlev hatten fitv den befonderen Fall unguldaffig maden
Fonnen.

1V. Beifpiel,

§. 44. Um die Anwendung der Metbode der Fleinfien
Quadrate an einem groferen Redynungsbeifpiele su jeigen,
mbge die Aufgabe Detradytet werden: Das fpecififdye Ge=
ridt des legirten (Fupferbaltigen) ilbers ald Function
feines Feingehalts davsuftellen.

WVeseidhnet man mit o den Jeingehalt des Silbers, aud=
gedritdt in Grin (deren 283 auf eine Mark geben), fo Fann
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die Function F, welde das fpecififde Getvicht diefes Silbers
davftellt, unter die Geftalt gebradyt werden
F=a- by,

wo a und b Conftanten find. Was die Webdeutung diefer
~ Gonftanten betrifft, fo exfennt man leidyt, daf die Conftante
a ba8 fpecififthe Gewicht de8 in der Legirung enthaltenen
Kupferd begeichnet; die Conftante b dagegen driit diejenige
Sunabme des fpecififdhen Gewidytd der Legivung aus, neldye
einer Junahme deg Feingehalts um je 1 Grdn entpridt.
Sebt man =288, fo muf der entjprechende Werth von
F ba8 fpecififhe Getidit des in der Legirung enthaltenen
reinen &ilbers [liefern.

3ur Veftimmung der Werthe der unbeFannten Conftan=
ten @ und b wurden die nadftehenden 95 Veobadytungen
angeftellt.”) Diefelben begichen fidy ausfdlieflid) auf geprdg=
tes Silber; v begeidynet den befannten gefeplichen Feingebalt
0e8 Silberd, in Grin, und M dad beobadytete fpecififdye
Gewidyt dedfelben, d. h. den beobadhteten Werth der Func=
tion F, welder jenem gegebenen Werthe von v jugehirt.

Ne.| v M mr.; v M % v M
1| 286 | 10,492] 6| 286 10,497 | 11(266,4| 10,351
2| , [10487| 7| , |10467[12| , |10,355
3|, |10458| 8| 284 |10,464[13| , [10,373
4 v 10480 9/266,4 10,374 | 14| 264 | 10,332
5/, [10505]10( » |10,345 | 15| 261 | 10,306

*) Diefe Beobadtungen find entlehnt aus der Abhandlung: Die
bydroftatijhe Silberprobe oder das {pecififhe Gewidyt als Probe
auf den Feingehalt bded legirten Silbers, von Karl Karmarfd
(Mittheilungen” des Gewerbe-Bereing, Lief, 55). Sie finden fich
bafelbft in den Tabellen I und VII.

Navier, Diff.- und Jutegratr. 1. Band. 28
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Nr.| v M Nr. v M MNr.l o M
16| 260 | 10,312 43| 240 [ 10,211| 70| 168 | 9,744
17| , (10,274 44| » |10211]71| , | 9,766
18| , |10,321|45| » [10208]72| » | 9,768
19(259,2( 10,314 | 46| , | 10,207 73| 162 | 9,746
20( » |10,309]|47| , [10,204]74| 150 | 9,663
211 » 110,296]48| , [10202| 75| ~ | 9,662
22| , |10,282|49| , [10,190|76| , | 9,646
231, | 10,2971 50] 2o 10,1980 354 Lo 9,640
24 " 10,31‘) 59 ” 10,?02 78 " 9,667
251 , |10,315)52( , [10,203[79| , | 9,662
26| » |10,302]53] » |10,189|80| 9,681
28| , 110,289]55| » [10,092|82( 144 | 9,637
29| , |10271}56/ , |10,072183] 126 | 9,532
30l , 110,300]57| » |10,067|84| 108 | 9,439
31 | 10,2881 581" 4 10,0741 85| 96| 9,385
32|, 1027359 » [10,073|86| , | 9,383
33| , |10,291]60/ ~ |10,055|87| 90| 9,333
34| » |10,281)61| 213 [ 10,068{s8| , | 9,306
35 , 110,272|62| 193 | 9944|89| , | 9317
36| 252 ]10,260] 63| 192 | 9,890| 90| 64| 9,203
37| 250 110,265 | 64| 190 | 9,888f91! , | 9,196
38| , |10,261])63 ~ | 9931}92| 63| 9,196
39| , [10,257|66| 168 | 9810[93| , | 9,237
40| , [10250|67| ~ | 9,776|94| , | 9153
41 , |10252]|68] » | 9767]95| , | 9197
42| 240 | 10,237| 691 , | 9,765
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Der Anbli diefer Tabelle lebrt, daf die Werthe von
M, infofern fie den gegebenen Werthen von v ugehvren
follen, mit Feblern behaftet find, tweldye bi8 zu mebreren
Einbeiten der jweiten Decimalftelle aufjteigen. Vian Fann
diefe Fehler auf die folgenden drei Quuellen guvitdfithren.

1) Febhlevinder Beftimmung dex fpecififden
Gewidite. Diefe Fehler, weldye allein dem Beobadyter
sugufdyreiben find, fonnen dad fpecififhe Gemwicdht eben fo
leicht su grof, wie gu flein [efern. Ueber die migliche
Grope diefer Jehler gibt die BVemerfung des8 BVeobad)ters
einen Fingerseiq, dap die dritte Decimalitelle faft niemalsd
al8 vollig fider betvadytet werden fann.”  Hievausd tird
man ndmlic) {dylieen ditvfen, daf die jweite Decimaliftelle
in dev NRegel als zuverldffig gelten fann, oder daf der
wabrfdeinlide Fehler der BVeobadytungen, infofern er aus
der angeseigten Fehlevquelle allein bervorgeht, weniger ald
eine Einbeit der ghoeiten Decimalftelle betragen toird.

2) Febhler in der ungleichen Comprimirung
ded Metalls8 unter dem Pragftempel. Da die un=
terfuchten Miingftiide aus fehr verfdhiedenen Miinzanftalten
berrithrten, fo fann iiber da8 Worhandenfein diefer Fehler
fein Jweifel fein. Die Redhnung wird alfo fiir eine ge=
wiffe mittlere Gomprimivung des Mietalls gelten, melde in
ben eingelnen Fillen eben fo leidhyt iiberfdyritten, ie nidyt
erreicht tird. Uebrigens darf man die abjolute Grofe die=
fer Fehler in den Werthen von M hvdjt wabrideinlich als
verfdhtoindend anfehen im BVergleich mit den Fehlern in der
Beftimmung der {pecififihen Gervidyte.

3) Behlerin der Gompofition der Metall=
fegivung. $ier mug man die beabfihtigten Tehler von
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den gufalligen Fehlern untevfdheiden. Denn 08 gefchieht
wohl, dap Miitngen (befonderd die durd) den Umlauf fhon
abgenugten, der Weiffud=Vede beraubten) um 1 oder ein
Paar Grin geringhaltiger find, als die Wiiinzgefebgebungen
vorfihreibeny ja man pflegt wiffentlich um 1 6i8 2 Grin
weniger fein ju legiven, indem man auf die verfeinernde
Wirfung des§ Weiffudes vedynet, fo daf Ddie abgenupte
Nitinge um eben fo viel unter dem nominellen Feingehalte
bleiben muf.#  Diefe beabfidhtigten Fehler Fonnen durd) die
bevorftehende Recdhynung nicht audgemittelt werden, vielmehr
wird dev Ginfluf derfelben davin beftehen, daf die Gon=
ftante @ und vielleicht audy die Conftante b um ein Gerin=
ges feblerhaft ausfallen wirds oder mit anderen Worten,
man erbdlt durdh die folgende Rechnung dasd fpecififche Ge=
widt des geprigten Silbers nidyt al8 Function feines wab=
ren Jeingehalts , fondern ald Function feined gefepliden
Jeingehaltd davgeftellt. Was dagegen die jufdlligen Febler
in der Gompofition der Metalllegivung betrifft, fo Fonnen
diefelben eben fo wobl pofitiv toie negativ ausfallens und
fiber die abfolute Gjrofe diefer Seblev [dft fidh nur das
ausfagen, daf ibr Ginfluff auf die Werthe von M merklid
gevinger bleiben wird al8 der Einfluf der Fehler in ber
DBeftimmung der fpecififdyen Getvichte.

Berner bat man nody die folgenden beiden Umitinde
i beadyten.

4) Die gegebenen Weobadtungen mwervden
Diev al8 gleid) guverldffig porausdgefeht. Diefe
LVorausfepung ift in der That unridtig. Da ndmlid) die
fpecififhen Gewichte aus abjoluten Gewidyten Dhergeleitet
worden find, welde in den verfdyiedenen Veobadhtungen
verfhiedene Werthe Hatten, fo merden, wenn man diefe ab=
joluten Geridyte ald gleidy suverldffig anfiebt, die fpecififdhen

http://rcin.org.pl



fleinften Quabdrate. 437

Gewidyte defto genauer fein miiffen, je grifer die beobad)=
teten abfoluten Gemwidhte getvefen find.  Jn aller Strenge
mitfte man alfo den obigen Werthen von M Gewid te
im &inne de8 §. 19 beifiigen, welde von den beobadyteten
abfoluten Gewidyten der Miingftiife abbingig find und die
velative Genanigbeit der eingelnen BVeobad)tungen diarafte=
rifiven. Wil man died unterlaffen, fo fithrt man damit
eine neue Fehlerquelle ein, deven Einfluf in den obigen
Werthen von M entbhalten ift; 0. h. die Recdhnung wird
unter LVoraugfepung eined getiffen mittleren Graded von
Genauigleit gefithrt werden, wdahrend gugleidy die in 1)
angezeigten Fehler vergrifert erfcheinen.

5) ®ie Function F=a -+ bv wird alg der
wabre Ausdrud dev Abhdangigfeit ded fpecifiz=
fdyen Gewidhts der Legirung von ihrem Fein=
gehalte angefeben. Diefe Borausfepung ift gleidyfalls
nicht ftreng ridhtig. Die Erfabrung lehrt, daf das 3u-
fammenfdymelzen zioeier Metalle eine Aenderung ihred BVo-
Tumen gur Folge su haben pflegt, und ed [aft fid) voraus=
feben, DaB diefe Wolumdanderung am betradytlichiten fein
wird, wenn beide Metalle nabe ju gleiden Theilen ver=
bunden werden (wad den mittelhaltigen Legivungen ent=
fporidht), dagegen am gevingjten, tenn ein grofed Quan=
fum Dded ecinen Mietalls wmit einem Eleinen Quantum ded
anbdeven NMetalld verbunden wird (tvie in den Hod)haltigen
und den geringhaltigen Legirungen). Die gegebenen Werthe
von M Eonnen mithin ftreng genommen nicht durd) eine
linedre BJunction ded Feingehalts Ddargeftellt mwerden, biel=
mehr ift die wabre Gejtalt diefer Function unbefannt.
Man bat alfo bier ein Weifpiel u §. 43, und ed wird,
wenn man jene linedve Function beibelilt, der Grfolg der
Rechnung entfdyeiden miiffen, ob die in FRede fiehende
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Function ald ein hinveidyend genauer Auddrud der gege=
benen WVeobadytungen angefehen twerden fann, oder nidt.

Die Redynung felbft geftaltet fich nun twie folgt.

Jur Beftimmung der wabhrideinlichiten Werthe der bei=
den Gonftanten @ und & hat man nady §. 23 die Formeln

__ E@)Z(M)—=Z@)E@H)
T mEeH)—[Z))?

s mEI(oM)—X(v)E(M)
T mE(?)—[E(©)]?

Hier ift m = 95. Die Vervechnung der Summen Z(v),
Z(v?), Z(M), Z(vM) (Gt fid) dahin vereinfachen, daf man
guvor Ddiefe Summen fiiv diejenigen Veobacdtungen eingeln
bevedynet, toeldhe zu einerfei Werth von v gehoren, und
binterher erft alle Partialfummen in eine Summe bereinigt.
Die Refultate finden fid) in folgender Tabelle.
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M. D) I(v?) (M) E(vM)
1—7 2002 572572| 73,386 20988,4
8 284 80656 10,464 2971,8
9—13 1332 354845| 51,798 13799,0
14 264 69696 10,332 2727,6
15 261 68121 10,306 2689,9
16—18 780 202800| 30,907 8035,8
19—35 | 4406,4 | 1142139| 174,985 45356,1
36 252 63504, 10,260 2585,5
37—41 | 1250 312500 51,285 12821,3
4253 | 2880 691200| 122,462 29390,9
54—60 | 1512 326592| 70,533 15235,1
61 213 45369 10,068 2144,5
62 193 37249 9,944 1919,2
63 192 36864, 9,890 1898,9
64—65 380 72200{ 19,819 3765,6
66—72 | 1176 197568 68,396 11490,5
73 162 26244| 9,746 1578,9
74—81 | 1200 180000/ 77,293 11594,0
82 144 20736| 9,637 1387,7
83 126 15876| 9,532 1201,0
84 108 11664 9,439 1019,4
85—86 192 18432 18,768 1801,7
87—89 270 24300/ 27,956 2516,0
90—91 128 8192 18,399 1177,5
92—95 252 15876, 36,783 2317,3
1—95 | 19959,4 45951954l 952,388 | 202413,6
’ |
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Subftituirt man diefe Werthe in die obigen Formeln,
fo erhdalt man

336354568
S e 2C
8= asiesery — O01297
220199 _ jpe
b= m = 0,0007690.

Man bat alfo ald Ausdrud der Function F, welde das
fpecififhe Gewidht ded geprdgten Fupferhaltigen Silbers
durd) den gefeplichen Beingehalt v desfelben darftellt,

F = 8,81297 4 0,0057695 . v}

oder mwill man dad fpecififjhe Gewidht nur bis jur dritten
Decimalftelle Haben, fo mwie e8 die vbigen beobadyteten
Werthe geben, fo Fann man fiivger {dyreiben

a= 8,813, b= 0,00577,
und

F = 8,813 + 0,00577 . ».

1L

Um iiber die Genauigleit der BVeobadhtungen u cinem
Nrtheil su gelangen, beredynet man mit Hiilfe des8 gefun=
denen Ausdrudsd der Function F alle Werthe diefer Junc=
tion, weldye den Werthen von » jugehvven, denen die oben
gegebenen WVeobachtungen entfpredhen; und daraus ferner
die Werthe der WVeobadytungsfehler F — M = z und der
Qluadrate diefer VWeobadhtungsfehler. Man findet folgende
Refultate.
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Nr F z 22 | F T z?
110,463 —0,029/0,000841{2910,309| 0,038/ 0,001444
o B4 576130 ~» |4+ 9 81
ok, M b 25131 » |4+ 21 441
4 , — 47 289(32| » |4+ 36 1296
B e 1764{33| ~» |4 18 324
86 , |— 3 1156{34| » |4 28 784
7 " SR 4 16 35 " + 37 1-369
810,452/ — 12 14436/10,267|]4 7 49
910,350 — . 24 57637/10,255| — 10 100
i J—|— 5 Whasr e -6 36
ll " e 1 1 39 ” —_ 2' 4

13 ” 23 529141 ” + 3 9

14/10,336 /4 4 16[42/10,198| — 39 1521

15/10,31914+ 13 1698485 & - 43 169
16{10,313|4+ 1 tiaeh , o+ 13 169

whe » o (4 -39 1520045 ,, =~ 10 100
6k, &= 8 geler o, pe- 19 81

1910,309|— 5 by b= 18 36

D0 0 ON8b: , e 14l 16

T3 4 e = ST 169449 , |4+ 8 64

07| IETROREAN I SO ) 729150 0 0

231,412 1444e] 21y gl iy 16

P05 L 49l52|" |~ B 25

5} il 0 36158 |~= T4 7Y s1

26 , |4+ 7 49(54 10,059| — 41 1681

e RS 400|55| , " [— 33 1089

28, |+ 20| 400 56! AU oI 13| 169
Navier, Diff.- imd Integralr. IL. BVand. 29
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Nt F x? Nr F & z?

57/10,059| —0,008(0,000064|77| 9,678|-4-0,035|0,001444
7| PR SRS | - 2618 ., 4 M 121
el e A 196179 , |+ 16 256
08 L~ . 1 -4 16/80f , |— 3 9
61[10,042|— 26 616lst| » |+ 6 36
62| 9,927|— 17 289(82| 9,644/ 4 7 49
63| 9,921 (4 31 961|83| 9,540{4+ 8 64
64| 9,909+ 21 441184| 9,436/ — 3 9
65" » |— 22 484185 9,367 — 18 324
66| 9,782|— 28 84186 , |— 16 256
7+ MR 36/87| 9,332|— 1 1
68 » |+ 15 225188 , |+ 26 676
80|, -4 17 289189 , |+ 15 225
0 , |+ 38 1444[90| 9,182|— 21 441
i | PR~ S 256l91 , |— 14 196
(o | SRR & B | 196/92| 9,177|— 19 361
73| 9,7148|4 2 4|93 » |— 60| 3600
74| 9,678|4+ 15 225194 ., [+ 24 576
. |+ 16 256)95| » |— 20 400
76| » + 32 1024 I(x?) = 0,038053

Man erhilt bieraus nacdh §. 41 al8 wabrfdeinlichjten
Werth de8 mittleven Fehlerd der gegebenen BVeobady=
tungen, indem man m = 95 und n =2 feist,

€

_ 1/

0,038053

m—n_
folglid) al8 wabrideinlidyften Werth de3 wabhridyeinliden
Feblers der gegebenen Weobadytungen, oder ded Jehlers,
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weldher abfolut genommen in der BVeobachtung der Werthe
der Function F eben fo leidyt iiberfchritten wie nidyt ev=
veicht tird,

r=0,6744897 . e = 0,013644;
und endlid) nady §. 39 fitv die wahrideinliden Grin=
gen ded wabrideinlichen Fehlers der Weobadhtungen die

Werthe
 a :
r (1 = Vﬁ) =0,012976

§ T
(14 =) =001z,

Diefe Werthe mwiderfpredhen den Erivartungen nidt,
weldye man vermige der obigen Angaben iiber die vorhan=
denen Fehlevquellen fdon im vorausd iiber die Grofe des
wabridyeinlidyen Fehlers Hegen durfte. Aud) ftimmen fie
febr gut su den oben berechneten Werthen der Weobad)=
tungsfehler 25 denn man hat

47 Fehler unter 0,014

48 Febler iiber 0,013,
mithin Dat man aud) hier den wabhrideinlidhen Fehler der
WBeobadhtungen 3wifdyen 0,013 und 0,014 ju fuden.

Sept man r=0,0136 und geht mit diefer Jabl in die
Zabelle deg §. 13, fo findet man iiber dag Vorfommen
der Weobadytungsfebler in BVegug auf ibre abfolute Grofe
Dolgendes : y

Nadh dberTheorie | Nad) den Beobadtungen
Unter » fallen | 47 Febler 47 Fehler
Jwifden » und 2 , 31 31
Swifden 2r und 3r , 13 14
Bwifden 3r und 4r , 3 2
Jwifden 4r und 5, 1 1
95 95
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Hieraus gebt 3. V. Dervor, daf der bedeutende WVeobady=
tunggfebler 0,060 in Nr. 93, weldyer jwijden 4r und 5r
liegt, vollfommen ter Theovie gemdf ift und mithin Feines=
wegs ettva bejonderen ftovenden Urfadyen sugefdhrieben wer=
den darf.

Diefe Uebereinftimmung 3wifden der Theorie und den
gegebenen Beobadytungen in Vezug auf die Haufigeit des
Borfommend der Beobadytungsfehler beftatigt fidh aud) nod)
wenn man die Grdngen enger iebt, wifchen denen eine
gefudbte Angahl von BVeobadytungsfehlern enthalten fein foll.
Seien diefe Grdngen 3. B. die Jahlen 0, 0,0055, 0,0105,
0,0155, 0,0205, 2. welde um dag JIntervall 0,005 fort=
fdyreiten, fo erhdlt man die folgenden Refultate:

Nadh derTheorie | Nad) den Beobadytungen
Vond  0i§ 0,005 fallen | 20 Fehler 21 Bebler

,» 0,006 ,, 0,010 » 18 18
» 0,011, QD1 O 4 15 15
». 0,016 ,, 02004 13 13
+.0;021 120,025 . -, 10 8
n 0,026 , 0,030 , 7 6
0,031 , 0,035 » 5 4
» 0,036 , 0,040 3 %
,» 0,041, 0,045 » 2 2
» 0,046 ,, 0,050 ,, 1 0
n 0,051 » 0,055 » 0 0
» 0,056 ,, 0,060 1 1

95 | 95

Die bier fich eigende Eridheinung, daf grofe Veobadytungd=
febler in der Prayid ettoad Dbaufiger vorfommen, al8 die
Rbeovie suldft, hat fidh aud) in andeven, namentlidy aftro=
nomifdyen Redynungen mebrfad) eingeftellt.
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Bugleidh darf man jept auch den in 5) angevegten U=
ftand al8 erledigt anfehen, und mithin den Augdrud F=
a-+bv innerhalb der Fehlergrinzen ald den wabhren Aus-
druc der Function F gelten [affen. Mit anderen LWorten,
e8 find die durd) die unvidytige Wabl des Ausdruds der
Bunction F Derbeigefithrten Febler fo gering geblieben, daf
fie a8 in den eigentlidhen LVeobacdhtungsfehlern nady dem
I Abjchnitte Hevrfchende Gefep nicht merflid) Haben ju be=
einfradytigen bevmodht *).

I

Die Genauigfeit der gefundenen wabhridyeinlichiten
Werthe der beiden Conftanten a und b, nimlid

a = 8,81297
b = 0,0057695

beftimmt fich gleichfalls durd) Angabe ihrer wabrfdeinliden
Bebler. Man hat nad) §. 34 vefp. die Ausdriide

L ]/ I(v?)
Rt mE(v?)—X[(v)]2

R = ]/—”'
=TV gy — g

*) Bemertbar bleibt indeffen der Ginfluf der in Rede fiehenden Febler,
wenn man die Reibefolge der oben berechneten Werthe von z be-
adtet.  G8 findet fi) namlich der Veobachtungsfehler in den Hodh-
baltigen® egirungen Nr. 1 bis 13 dibermiegend negativ, dagegen
in. ben mittelhaltigen Legirungen Nr. 66 bis 83 iibermwiegend
pofitiv; d. b. die Redynung liefert das fpecififhe Gewicht dort
vorberrfhend u Elein, bier aber ju grof. Man muf daraus
fhliefen, daf bei der Werbindung von Silber und Kupfer cine
Ausdehnung des Metalls eintritt; was mit anderen Griahrun-
gen iibereinflimmt.
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Durdy Ginfepung der obigen Jablen findet man hievaus

4595195
R =0,013644 3BL658TT — 0,00473
/ 95
R =0,013644 38165877 — 0,0000215

alg die wabricheinlidhjten Werthe dev wahrideinliden
Fehler der Conftanten @ und b. Seht man aber in
diefen Ausdritden ftatt » die oben gefundenen mwahridein=
lidyen Grdngen ded wabrjdheinlidhen Fehlerd der Veobad)=
tungen, ndamlid)
0,012976 und 0,014312,
fo erDAlt man fitv die wahrfdyeinlidyen Grangen ded wahr=
fdeinlidyen Jehlers der erften Conftante @ die Werthe
0,00450 und 0,00496
und fitr die wabhrfdeinlichen Gringen des wabhrideinliden
Feblerd dev ziveiten Conftante & die Werthe
0,0000204 und 0,0000226.
Man Fann alfo 1 gegen 1 twetten, daf der twabre
Werth der Conftante a jwifden den Gringen
8,80801 und 8,81793,
fo fie daf der wahre Werth der Conftante b 3iwifden
Gringen
0,0057469 unb 000570215 NS

enthalten fei. W e
AP
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