





0 PODSTAWIENIAGH WYMIENNYCIL

PRZEZ

DRA M. A. BARANIECKIEGO.

Przedstawiono na posiedzenin Towarzystwa, dnia 26 maja 1875 roku.

Wyciag z Pamictnikow Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu. Tom VII, rok 1875,

Cavcny (*), a ponim J. A. SERRET (**), przy systematycznym wykladzie glownych wlasnosci pod-
stawieni (na ktorych sie opiera cala teorya algiebraicznéj rozwiazalnosei rownai), dos¢ szczegolowo
zajmuja sie podstawieniami wymiennemi (***). Obaj jednak wspomniani uezeni pewien przypadek
szezegOlny rozwazaja jako ogolny, co sprawia, ze dane przez nich formuly i prawa tworzenia (*)
podstawien, wymiennych z daném podstawieniem, nie maja tego stopnia ogolnosci, jaka oni im przy-
pisuja; dlatego téz nie sprawdzaja si¢ one w bardzo wielu przypadkach. Wskazaniem wiasnie tego
zajmuje sie w rozdziatach II i 111 téj rozprawy. — Rozdzial 1V poSwigcony jest wywodowi formut i
regul majacycn zastapi¢ lamte, niedostateczne, a przytém takic}l, z ktorych poprzednie wyprowadzié
si¢ daja, jako szczegOlny przypadek.

W poczatkowéj redakeyi téj rozprawy (**%), rozdzial [y poswig¢comy byl systematycznemu wywg-
dowi tego (co juz Cauchy byl wypowiedzial), ze utworzenie podstawienia, wymiennego z’daném, spro-
wadza si¢ do odszukania podstawieni czesciowych, ktore otrzymywaé nalezy za pomoca kotowego
przestawienia migdzy soba pewnéj liczby cyklow jednakowego porzadku. Obecnie zas poprzedzam
ten wywod niektoremi poczatkowemi o podstawieniach wiadomo$ciami; one uczy m dostepniej-
szém czytanie méj pracy i tym, ktorzy nie zajmowali si¢ teorya podstawier.

(*) Ezercices d'analyse et de physique mathématique. Tome [L. Mémoire sur les arrangements, que Uon peut for-
mer avec des lettres données, ¢t sur les permutations ou substitutions, a Uaide desquelles on passe d’un arrangement
a un autre.

(**) Cours d’algebre supérieure. 3 éd., tome 11, section 1V.

(*"*) Wiasnosci podstawienn wymiennych maja bezposrednie nawet zastosowanie w zasadniczéj dla teoryi rozwigzal -
noscirownarn pracy Galois : Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux. (Journal Liouvillea,
i-sza seryja, XI tom).

(****) Bez nich wprawdzie obchodzi sie C. Jordan tak w Commentaire sur Galois (Mathematische Annalen Clebscla

1 Neumann’a, Ltom), jak i w Traité des substitutions et des équations algébriques; szczegolowe jednak zbadanie
wlaanos_u podstawwn wymiennych, ktére z taka elegancya Cauchy i Serret przedstawiaja, dozwala lepidj poznaé ich
nature i nadal swobodniéj sie z niemi obchodzié.

LR 2

( ) Ueber gegen einander permutable Substitutionen. Inaugural-Dissertation. Lelpug, 1871.

ART, V.1, i
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PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU., — TOM VII.

Nadmieni¢ jeszeze, ze nie wprowadzalem Jordan’owskiego sposobu symbolizowania podstawier,
ktory, cho¢ bardzo dogodny przy rozbieraniu ogolniejszych kwestyj, potrzebuje jednak pewnego
nawyku u czytajacych —tém wiecéj, ze tu do$é wygodnie mozna byto si¢ obej$¢ bez tego.

ROZDZIAL PIERWSZY. .

§ 1. — Zestawienie pewnéj ilosei elementéw w jakimbadZz oznaczonym porzadku bedziemy nazywaé
ulktadem (complexio, complexion, arrangement) tych elementow.

Zastapienie jednego ukladu drugim, utworzonym z tychze samych, co pierwszy, elementow na-
zwiemy podstawieniem albo substytucya. Dlatego, jesli na mocy pewnego podstawienia ukfad, np.

abed. .. h
ma byé zastapiony ukladem

mnop. . .1,
to elementa

My Ny 0, Pyeyl
sa temiz samemi elementami

a, ba C,d,. . -’ll,
tak, ze te uklady moga si¢ od siebie rozni¢ tylko porzadkiem nastepstwa elementow.

Symbolicznie mozna przedstawi¢ podstawienie, nadpisujac nad danym ukladem ten, kiéry ma go
nastapié¢, np. wyzéj przytoczone podstawienie da sie przedstawi¢ symbolem

mno.. .t
.
abe St
Wygodniéj (i to si¢ zwykle robi) pewna liczbe elementow ukladu, lub téz wszystkie, oznaczaé jakas
jedna gloska ze znaczkami, stuzacemi do odréznienia miedzy soba elementow; tak np., oznaczywszy

w naszém podstawienin

a=a,, b:av C=dyy +.., b:a;,
m=, N=Aa,

U=
mozemy je przedstawi¢ symbolem

., (=,
(aA G Oge i a‘,) :
4,030y . .. ag
znaczki te moga by¢ takze liczbami

§ 2.— Jak uklad, tak i podstawienie, moze by¢ oznaczane jedna gloska. Np. pewne podstawienie
z czterech elementow

2

a, a, (I‘Il"\
1, C4ly Ay
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O PODSTAWIENIACH WYMIENNYCH. 3
nazwijmy S, spodni uklad jego symbolu A, a wierzehni B, i oznaczmy

Ge s a1 0y —U,

s=(R);

wykonawszy to podstawienie w ukladach A1 C:

S\:(l\;) A= (Z“ g“) zl Z‘))ao Oy Qy y=ay a, @, ”o:B;
= [ P Shec Hof |

~ Uy a3 4 9
SC=ilgdeiy 4 o0 @ (=01 05,05 Gye
SG (,10 a, a, ‘73) ay @y @y Qg 1050y @

§ 8.— Wszystkich podstawien, za pomocy ktorych pewien uklad danych n clementow, moze byé
zastapiony wszystkiemi innemi z tychze n elementow mozliwemi (a roznemi miedzy soby) ukladami,
moze byé, oczywicie, tyle, ile jest mozebnych przemian z n elementow, t. J.

4.2 0

w téj liczbie zawarte jest i podstawienie, zwane jednoscig, skutkiem ktorego wszystkie clementa
pozostaja na swych miejscach, t. j. takie podstawienie, wedlug ktorege dany uklad powinien by¢ za-
mieniony tym samym ukladem, np.

aaap...a‘.>___4.
\a Ag .« . Ay

Zauwazy¢ nalezy, ze znaczenie podstawienia nie zmienia sig, kiedy w jego symbolu zmieniamy po-
rzadek nastepstwa pionowych rzedow (kolumn). Tak np., jezeli w ukladzie

Ai=ay030,0400,0, 0

podstawimy elementa wedlug tego, jak wskazuje podstawienie

e <a5 ay A3 Qg 0y Qs ab) :
a, agaq @, a,a, a,

lub téz podstawienie

rlv = (16 as a| (72 asa‘(lo
1 QL0Q 0, G Al
L M0l theg Tl ok Bat (ho!

to, w obu razach, otrzymamy uklad
IEA—TA —alas ay o, a2 Q. i
Z tego wypada, ze, gdy wyjdziemy z dwoch roznych ukladow tychze samych n elementow i nad
niemi nadpiszemy po kolei kazdy z mozliwych
¢ ¥ aaiehdnd

ukladow tych elementow, bedziemy mieli po dwa jednoznaczne podstawienia; ich symbole przyjma
tez sama postaé, jesli tylko ich kolumny tak poprzestawiamy, aby w nizszych wierszach tenze sam
sie uklad znajdowal. Dlatego Léz moze by¢ wszystkiego

d:.2.3 508
roznych podstawien z danych n elementow.
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4 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK S$CISLYCH W PARYZU. — TOM VII.

§4. — Na zasadzie niezaleznosci znaczenia podstawienia od porzadku, w jakim idj za soba kolumny
jego symbolu, mozemy symbol

1= (ah 05 ey 0.0y ”3)
a, 4, A Qs @, Ay @,

zamieni¢ takim

i (a,, qa, aya,a, ao>
Uy, Q) Oy 0y Qg 05 )°
gdzie spodni element kazdéj kolumny jest tenze sam, co wierzchni element kolumny poprzedniéj.
Jezeli przy tém, jak to ma np. miejsce w naszém podstawieniu, wierzchni element ostatniéj kolumny
jest tenze sam, co spodni element pierwszéj kolumny, to takie podstawienie nazywa si¢ kotowém pod-
stawieniem lub cylklem. Symbol kolowego podstawienia P mozemy zastapié takim

P = (ay, a,, a,, ay, a,, ay),

z ktorego, przez odrzucenie klamer nawiasu i przecinkow, otrzymamy spodni uklad poprzedniego
symbolu. Z poprzedzajacego paragrafu wypada, ze mozemy zaczyna¢ cykl od ktoregokolwiek z jego
elementow, ze zatém np.

P=/(a, a;, a1, a5, ay, a5, a5) = (@, @5, @y, g Oy, Ay, 0,) = (ay, Ay, @, ,, A5 Ay, A)= €lC.

Ten sposob symbolizowania podstawienn mozna stosowaé nie tylko do podstawier, tworzacych (jak
powyzsze) tylko jeden eykl, lecz takze i do podstawient wiecéj ztozonych. Tak np. podstawienie

T— (a3 Ay @y (g a, s ab>

\1 Qg Ay @, G5 A, Ay

mozna jeszeze tak pisaé

e ((z2 ay Qg Oy - Gy aa>’

0003Q, Qg Qg Gy
lub téz

T =(a, Uy, @y, a6) (4 a,)(ag) ;

podstawienie zatém T sklada si¢ z trzech cyklow, t. j. ono samo nie jest kolowe, lecz daje si¢ rozio-
zy¢ na trzy czgsciowe podstawienia kotowe. Cykl

(a;) = (Zz) =1,

jako wskazujacy, ze element ay pozostaje na swém miejscu, mogthy byé opuszezonym w ostatnim
symbolu podstawienia T; piszemy go jednak ilekroé¢ nam idzie o to, aby ujawnié¢ wszystkie elementa.

§ 5. — Jezeli mamy w pewnym ukladzie A przestawié jego elementa wedtug wskazania podstawie-
nia S, nastepnie za$ jeszcze je przestawié¢ wedtug podstawienia T, to mozemy naprzod w wierzchnim
ukladzie |dwuwierszowego symbolu podstawienia S poprzestawiaé elementa, jak wskazuje podstawie-
nie T, a potém tak otrzymane podstawienie zastosowaé¢ do ukladu A. To ostatnie podstawienie, jedno-
znaczne z kolejném wypelnieniem podstawieni S i T, nazywaé bedziemy doczynem podstawien 81T, i
umowimy si¢, aby mnoznik T pisa¢ z lewéj strony mnoznéj S. Takim sposobem, wypelnienie w ukla-
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O PODSTAWIENIACH WYMIENNYCH. 149

dzie A naprzéd podstawienia S, a nasteprie pndstawienia T, jest jednozniczne z przestawieniem ¢’ -
mentow ukladu A, wedlug wskazania iloczynu TS. Np. jezeli

VN 0 P S Y R A

S =(ay, az a;)(ay, a,),

T = (ay, a5,0,, a;)(a,, ay),
to

oA =~ (”0 By Oy By Gg Gy "2> ("0 it e, B ”"*) @y Ay G, Oy Gy Oy Oy
Ay ay @, Ay @, g ag) \aya, ay @y a, a;d; h

a &
- (”o B as)zzo a, a, a, ay a,a,
a, a, ay a,a, a; ag

= 0,040, 05\0) Gy Oy

Porownywajac iloczyn TS z iloczynem ST

TS — (ao az a, a; @, ”5): (ao)(rll, (P r1l,,:;(//.‘) )
a, Q, G Qg Q, Ay Qg

QL Ay O, @ a §
ST = (o o m B fa%6) = (o)) (e 15 4, 0)
0 ] b8 ™

widzimy, ze, w ogolnosci, iloczyn podstawien zalezy od porzadku jezo czynnikow.

Gdy mamy w ukladzie A przestawié¢ migdzy soba elementa wedluz iloczynu TS podstawien

= (2) =)

to mozemy takze postapi¢ takim sposobem. Kolumny symbolu podstawienia T napiszemy w takim
porzadku, aby w nizszym jego wierszu znalazt si¢ uktad B; niechaj np.

—@)-8) i
= (f) (=)0

§ 6. — W przypadku, kiedy iloczyn dwoch podstawien S i T nie zalezy od porzadku, w jakim je
przez siebie mnozymy, t. j. kiedy :

wtedy (§ 2)

TS =ST,

nazywamy podstawienia S i T wymiennemi migdzy soba, albo krocéj podstawieniami wymiennem:
(substitutions permutables, échangeables entre elles). Tak np. podstawienia

S = (a5 a,)(a,)(ay a5)a)(as),
T = (a,. a;)(a,, a;)(as)(a,, a5)(a;)
zadosyé czynia « liniowemu symbolicznemu rownaniu » (jak je Cauchy nazywa),

AUS=itoi 1
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6 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM VIIL.
albowiem, tak dla iloczynu TS, jak i dla iloczynu ST, otrzymujemy podstawienie

(agy ag)(ay, a;)(a,, a,)(ag)(a,).

Wymiennemi podstawicniami sy, oczywiscie, wszystkie te podstawienia, ktore nie maja spolnych
elementow, np.

P =(ay, a,, a;)(a,, ay),
Q=(a;ianar, @) (e )
dlatego téz w kazdém podstawienin mozemy jego cykle dowolnie przemieszezac¢ migdzy soba, np.
(agy a1y a,)(ay, a,)(ag, Gy, @) =1(ay, a,Xay T, a,)(ay; ay, a)=cetc,

§ 7.—lloczyn, powstaly z pomnozenia pewnego podstawienia przez siebie dwa lub wigcéj razy, na-

zwiemy potega tego podstawienia. Tak np.
SO =8t SSBbY=— 5%
[(ay, @,y ag,a5)(as, @) [(ay ,a,, a5, @5)(as, @;)] = [(a1, @y, 05, ag)(as, a;)]'=(ay, a;)(a,, a5)(as)(ay).

Przez potegezero pewnego podstawienia rozumie¢ bedziemy te jego potege, skutkiem ktoréj wszy-

stkie elementa pozostaja na swych miejscach, t. j. (§ ) podstawienie jednosé, tak, ze
SU== 1k

Przypu$émy, ze w pewnym ukladzie przestawimy elementa wedlug wskazania jakiegos podstawie-
nia S ize nastepnic weigz przestawiamy le elementa wedlug tego podstawienia; powtorzywszy te
czynnos¢ pewna liczbe razy, dojdziemy nakoniec do ukladu, z ktoregosmy poczatkowo wyszli. Czyli
pomnozywszy pewne podstawienie przez siebie kilka razy, dochodzimy do takiéj jego potegi, ktora
daje podstawienie jednos¢. Najnizsza (a wieksza od zera) z rownych jednosei poteg danego pod
stawienia, najmniejszy z wykladnikow t. j. kolejnych poteg danego podstawienia, rownych jednoSci,
nazywac bedziemy porzadkiem danego podstawienia. Np. podstawienie

S =(ay, ay, a;)(ay, a,)(ag, @),
jest 680 porzadku, albowiem w szeregu podstawiern
2 3 4
0,07, BPaSY iers
pierwszém, rowném jednosci, jest podstawienie
Si=ibi=—l"

Przy daném podstawienia P porzadku nes°, porzadek podstawienia P bedzie okreslony liczba x,

najmniejsza z liczb, zadosy¢ czyniacych zwiazkowi
me =0 (modn).

Jezeli podstawienie jest kotowe, to oczywiscie, jego porzadek jest przedstawiony liczba elementow
cykla. Jezeli za$ podstawienie sktada sie z kilku cyklow, ktore wszystkie maja jednakowa liczbe ele-
mentow, to ono jest takiegoz porzadku, jak ktorykolwiek cykl, i nazywa si¢ podstawieniem prawidio-
wém (subst. réguliére). Np.

S=(ay, a, a4, )(a,, Ay, 04y A30)(a, 1, Ay, )
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0 PODSTAWIENIACH WYMIENNYCH.

jest podstawienie prawidtowe 4°&° porzadku. Kazde podstawienie mozna uwazaé jako iloczyn pe-
wnéj liczby prawidlowych podstawien. Np., jezeli

S = (ayay)(@, a5 a,)a)(a;)(ag)(ag)(ag)(ay),
to, nazywajac prawidlowe podstawienia
(ay, a,) =P,
(@oen e (@) o, a,) =}
(a;)(a;)(a,) =R,
mozemy podstawienie S przedstawi¢ jako iloczyn
S =PQR.
§ 8. —Poniewaz w szeregu kolejnych poteg danego podsvtawienia S porzadku seso
URSHSE I Qe S S s SIS e — QR ISRl — S St—

peryod
L e

weiaz sie powtarza, to, przy podnoszeniu podstawienia S do »% potegi, jakiekolwiek bytoby », byle
catkowite, mozemy sie umoOwié¢, aby zawsze przez liczbe » rozumie¢ najmniejsza dodatng reszte
liczby » wedlug modutu s. Wtedy, zamiast potegi S°—*, mozemy pisa¢ S™"', albowiem

—1=s5—1 (mod s)
i, oczywiscie,
SEERE RN C ST
dlatego, jezeli skutkiem podstawienia S uklad A ma byé zastapiony ukladem B,
B
5=(%):

to podstawienie S—! oznacza czynnos¢ wprost przeciwng, t. j.
p \ y L)

==(3)

Uzywanie wykladnika — 1 zamiast s —1 jest pod tym wzgledem wygodne, ze dozwala obchodzié
sie bez oznaczania porzadku tego podstawienia, ktére mamy podniesé do polegi na jednos¢ mniej-
sz6j od jego porzadku.

Szezegolnidj czesto zdarza si¢ uzywacé téj potegi przy podstawieniach wymiennych. Jedli howiem
podstawienia ST sa wymienne, to one zadosy¢ czynia linijjowemu symbolicznemu rownaniu (§ 6)

S —151
mnozac z prawéj obie strony tego rOwnania przez ST, otrzymujemy zwigzek
M=—SMS="

niektorzy, jako okreslenie podstawienn wymiennych, stawiaja warunck zadosy¢ uczynienia temu wia-
snie zwigzkowi.
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8 PAMIETNIK TOWABRZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU, — TOM ViI.

§9. —JakeSmy widzieli w §§ 41 6, znaczenie podstawienia si¢ nie zmienia, jezeli poprzesta-
wiamy jego cykle miedzy soba, lub téz jezeli rozpoczynamy cykle rozmaitemi elementami. Jesli
jednak umowimy sie, aby miedzy soba przestawiac tylko cykle tegoz samego porzadku, to wszelkie
ksztalty, jakie, przy tém ograniczeniu, mozemy nadawa¢ cyklowemu symbolowi danego podstawienia,
nazywaé bedziemy jego postaciami (formes). Tak np. symbol podstawienia

S=(ay, a1, as)(ay, a,)(as, as, ;)0 ay, a,)
mozna pisaé takze pod postacig

S=(ay, @, 0,)(a,, a5)(a O, )y G, G,), L.

Wrziawszy dwie rozne postacie danego podstawienia, mozna lalwo odnaleZé podstawienie, z da-
ném podstawieniem wymienne. Za pomoca np. wypisanych dwoch postaci podstawienia S, znaj-
dziemy odpowiednie z niém wymienne podstawienie. Zamierimy oba te symbole symbolami dwuwier-
szowemi :

\dy M1 A3 Ay Q,, Ay Oy Ay Qg Ay Ay, A
8 (a., agag aya,a, a, a,a,a, aw> r (B'),
ag A, Ay @, Gy (4, Ay As Ay Ay A A

S:(ai a, 4, @, ag ag a; Az a, a:o”e) —(B>,

w ktorych gloski A i A’ oznaczaja spodnie, gloski za§ B i B' wierzehnie uklady.

Przygladajac si¢ tym symbolom, widzimy, ze z ukladu B przechodzisi¢ do ukladu B’ za pomoca tegoz
samego podstawienia, za pomoca ktorego z ukladu A otrzymuje si¢ uklad A’, t. j. i tu i tamnalezy ele-
ment g, zastapi¢ elementem ag, i tu i tam element a; zastapi¢ elementem e, i t. d. To podstawienie
nazwiemy T, t. j.

<ﬁ>= G; ):T:(QO’ gy Ay 50y Gay A5)(ay, 0,) (G5, Ay, G) 5
ztad (§ 8)
o A B
T 1=(A,>:(B,) ;

owodz, to podstawienie T jest wymienne z podstawieniem S. Rzeczywiscie, utworzmy iloczyn

ro=(f) (2) ()= (2=

widzimy wiec, ze podstawienie T zadosy¢ czyni zwiazkowi
S =TSt sezyli IS — ST

Symbol podstawienia T mozemy takze bezposrednio otrzymaé z poprzednich cyklowych symbo-
16w podstawienia S. Nadpiszmy nad symbolem

(795 @1, )1y, @)y, Qg @), gy Ay,),
symbol
(a5, @, a)(a,, a)(ay, @y, a5)(ay,, ag, ay),

i nastepnie, odrzuciwszy klamry nawiasow i przecinki, oddzielajace elementa, oba wiersze ujmijmy
/
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0 PODSTAWIENIACH WYMIENNYCH. 9
w wieksze klamry

(as a,a, a,a @00, @,0a, (ls) — ("m @A 08 (15)([13, a

G @i op) =ik
a,a a, aga, a;daga, A Ay Ay, )( 6y ““109 J) )

i to podstawienie T ma, jak widzimy, te wlasnosé, ze « jezeli je wykonamy w cyklach podstawienia
S», (jak si¢ wyraza Cauchy), . j., jezeli w cyklowym symbolu podstawienia S, nie ruszajac ze swych
miejse ani klamer ani przecinkow, pop-zestawiamy tylko elementa wedtug tego, jak wskazuje podsta-
wienie T, to otrzymamy (w innéj postaci) cyklowy symbol tegoz samego naszego podstawienia S.

§ 10.— Jezeli dwa podstawienia S i T nie maja zadnego spolnego elementu, to one, oczywiscic,
heda wymiennemi i zadosy¢ uczynia zwigzkowi
() TS =ST.

Jesliby za$§ podstawienia S i T mialy mieé¢ niektore spolne elementa, a procz lego jeszeze takie,
ktore wehodza tylko w jedno z tych podstawien, to mozemy przyjaé, ze one znajduja sie takze i
w drugiém z nich, jako czeSciowe podstawienia pierwszego porzadku (§ 4), i przy tém mozemy si¢
umowié, ze takie elementa zawsze ujawniaé¢ bedziemy. Np. jeSli podstawienia Si T sa takie :

S :(qn’ Qs O3, ":;)(”s‘ "3)'
T = (ay, @),y a;)(7y5y @ ag)(1. 1),

to, zamiast nich, mozemy rozwaza ¢ podstawienia

S =(a,, a,y a5, ay)(a, ag)(as)(a,)(ay) a,)(a,),
T= (a,, as)(a,, a;)(a,g, a;, a)(a,, a,)(;)(ay)

Takim sposobem potrzeba nam wylacznie zajaé sie podstawicniami wymiennemi, majacemi same
tylko spolne elementa. Przedstawia si¢ tedy taka kwestya : jakim sposobem, majac dane podstawie-
nie, mozna odnalezé wszystkie z niém wymienne podstawienia, utworzone z tychze samych, co i
dane podstawienie, elementow; albo 0g6Iniéj, znalez¢ warunki, jakim zadosy¢ winny czyni¢ wymienne
podstawienia, majace same tylko spolne elementa.

§ t1, — Ze zwigzku (1) mamy
(2 Sy Hol N
zkad widaé, ze podstawienie S pozostaje témze samém, gdy w jego eyklach wykonamy podslawienie
T (§9); tym sposobem, podstawicnie T prowadzi ze soba tylko zmiang postaci cyklowego symbolu
podstawienia S. Zachodzi tedy zaleznos¢ miedzy liczbya podstawien T, zadosé¢ czyniacych zwiazkowi
(2), a liczba postaci, jakie nada¢ mozemy podstawieniu S.

Otrzymamy wszystkie postacie danego podstawienia, we wszelki mozliwy sposob przestawiajac mie-
dzy soba cykle jednakowego porzadku, a takze rozpoczynajac kazdy zcyklow rozmaitemi jego elemen-
tami (§ 9). Niechaj dane podstawienic S ma m cyklow nege porzadku, m, cyklow n,8° porzadku, i t. d.;
wtedy, skutkiem wszelkich przestawien cyklow otrzymamy postaci

10253 in. L2300 vemis 422530, 0m, .

Rozpoczynajac teraz kazdy z cyklow jednéj z tych postaci rozmaitemi jego elementami, otrzymu-
jemy z niéj

(e 1 Vol (PN

o

ART. VII.

hitp://rcin.org.pl
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roznych postoei, tak, ze liczba

L0021 3 Wy R B laean, . S R S
wyznaczy nam ilo§é wszystkich roznych postaci naszego podstawienia 3.

Jezeli po prawéj stronie zwiazku (2) weiaz zachowywaé bedziemy tez sama postac¢ podstawienia S,
Lo rozmaile jego poslacie po lewsj stronie otrzymywaé bedziemy zaleznie od podstawienia T'. A gdyby
w dwoceh takich zwigzkach (2) podstawienie T bylo tém samém (w jakiéjkolwiek postaci), to po le-
wéj stronie tych zwiazkOw nie mozemy otrzymaé roznych postaci podstawienia S przy roznych zas
podstawieniach T (§9) musza by¢ takze rdznemi postacie podstawienia S po lewéj stronie tych zwiaz-
kow. Liczba zatém roznych podstawien T, ktére rownaniu (1) zadosyé czynig, jest taz sama, co wyzél
wypisana liczba roznyeh postaci podstawienia S.

§12.—Pod:tawienie S mozemy rozwazaé jako iloczyn pewnéj liczby prawidiowych podstawien (§7),
S 2y
z kloryeh kazde sktada sie odpowiednio z
m, m“ My on.
cyklow, porzadku respective
i

AN

JakeSmy wyzéj (§ 9) widzieli, dla rozwigzania rownania (1), t. j. dla znalezienia zadosy¢ jemu czy-
nigeych podstawien T, nalezy nad jedna postacia podstawienia S nadpisywad inne jego postacie. Iz ja-
kiéjkolwiek wyszliby$my postoci podslawienia S, zawsze otrzymywaé bedziemy (cho¢ w innym po-
rzadku) tez same podstawienia T i tez samag ich liczbe. Zauwazyé przy tém nalezy, ze zmiany, za po-
moca ktoryeh otrzymujemy rozne postacie podstawienia S, wszystkie sie odbywaja w obrebie kazdego
prawidlowego poedstawicnia osobno, L. j. ze zmiana zaszta w jedném z podstawien

(3) P, Py Paygisotiy
na le ezedei podstawienia T, ktore powstaja z innych z tych prawidlowych podstawiern, nie ma za-
dnego wplywu. Ztad wypada, ze odszukiwane podstawienie T moze byé¢ przedstawione jako iloczyn
kilku podstawien czesciowych

(4) T=00Q,Q:...,

z ktoryeh kazde powslaje z o Ipowiedniego jednego z podstawien (3) i jest z ni¢in wymicnne. Ztad wi-

dzimy, ze odszukanie podstawienia (4), zadosy¢ ezyniacego rownaniu (1), sprowadza si¢ do wyzna-
czenia prostszych podstawien
0, Qy, O, ...,
z ktoryeh kazde jest wymienne z odpowiedniém z prawidlowyeh podstawien (3).
§ 18.— Poniewaz podstawienie P skiada slg z m cyklow porzadku n°g°, to liczba wartosci dla Q.
/.ulmu czyniaeych zwiazkowi

CP=PQ,
jest taz sama (§ 44), co liezba postaci podstawien P, t. j.

WO IRE L TR /
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Wszystkie te postacie mozemy olrzymaé w taki sposob. Uskutecznimy (nie zmicniajac poczatko-
wych elementow w eyklach) m kolowych kolejoych przestawien wszystkich m cyklow, potém w ka-
2d4¢j z tych m postaci zostawimy nietknigtym jeden cykl, np. ostatni, a pozostale m — 1 eyklow ko-
fowo m — 1 razy przestawimy miedzy sobg, nastepnie w kazdéj z takowych m(m— 1) postaci jeszeze
jednego eykla, np. przedostatniego, ruszaé nie bedziemy, inve za$ m — 2 cyklow kolowo przestawiaé
bedziemy miedzy sobam — 2 razy i t. d. Z kazdéj tak otrzymanych

4.

o

3% e

postaci otrzymamy znowu n” roznyeh od poprzednich i migdzy soba postaci, jak skoro w pierwszym
ich cyklu na pierwszém miejscu stawia¢ bedziemy kolejno kazdy z jego n elementow, potém toz samo
robié hedziemy w drugim eyklu kazdéj z tych

PP F. M

postaci, toz samo w trzecim i t. d.
Jesli te ostatnie tylko zmiany uskutecznimy, to nad pewnym cyklem znajdzie si¢ inna jego postad;
skutkiem tego w podstawieniu ( znajdzie si¢ jedna z n poteg tego cykla.

Co sie za$ tyezy kotowego przestawienia eyklow, to w powyzszych postaciach, oczywiscie, Znaj-
duja sie takie, ktore z danéj postaci powstaja skutkiem kolowego przestawienia nie wszystkich, lecz
tylko pewnéj liczby eyklow. Kolowo bowiem przestawicé np. p cyklow jest toz samo, co uskutecznié
m kolowych przestawieri m eyklow (po ezém one wracaja na swe miejsca), polém m — 1 kolowych
przestawien m — 1 cyklow (idem), ..., p -+ 1 kolowych przedstawien p.-+1 cyklow, daléj jedno ko-
towe przestawienie pewnych p. cyklow, nastepnie p—1, 1 —2, ... , 3, 2 kolowych przestawieri odpo-
wiednio takiéjze saméj liczby cyklow. Z tak otrzymanéj postaci, przez zmienianie pierwszych ele-
mentow w cyklach, otrzymamy, oczywiscie, n™ postaci.

Zlad widzimy, ze w liczbie wyzéj otrzymanych
4053 oo M

postaci podstawienia P znajdzie si¢ kazda, powstala skutkiem jednego kofowego przestawienia ja-
kiéjkolwiek liczby jego cyklow. .

Wtedy, gdy nad dana postacia podstawienia P wypadnie napisaé tez sama postaé, podstawienice
() jest iloczynem cyklow pierwszego porzadku, t. j.

§14. — Jezeli przestawienie cyklow, uskutecznione w danéj postaci podstawienia P, wyrazilismy
za pomocg dwoch lub wigeéj kotowych przestawien, to, jak juz wiemy, w liczbie otrzymanych
w poprzedzajacym paragrafie postaci podstawienia P, znajduja sie postacie, powstale w skutek poje-
dynezych przestawien kolowych, jakie mamy tu po sobie wykona¢. Wiege tez, nad dana postacia nad-
pisujac kazda z postaci, odpowiadajacych jednemu z lych przestawien, otrzymujemy jedna z wartosci
dla podstawienia Q, wymienna z podstawieniem P. A poniewaz, wedlug twierdzenia, jakie daje Cau-
chy (%), iloczyn kilku podstawien, wymiennych z daném podslawieniem, jest z niém takze wymienny,
to i iloczyn tych wartosei dla Q jest podstawienie wymienne z podstawieniem P. W tym tedy przy-

(*) Exercices d'unal. et de phys. math., tom 111, ste. 22%. (Takze praytacza je Serret w Cours d’ulgébre sup., 3-cie
wyd., tom II, 1.° 408).
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12 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM VII.

padku, zadanic najproscitj rozwiazemy, znalazlszy oddzielnie czynniki skladajace szukana wartosé
dla Q,zktorych kazdy odpowiada pojedynczemu kolowemu przemieszezeniu pewnéj liczby cyklow,
i biorgc nastepnie iloezyn tych ezynnikow. Jezeliw tych kotowych przestawieniach sa spolne ele-
menta, lo czynniki tego iloczynn nalezy bra¢ w lymze samym porzadku, wjakim maja by¢ wyko-
nane odpowiednie pojedyncze kolowe przestawienia.

ROZDZIAL 11

§ 15.— Cauchy, w Mémoire sur les substitutions permutables entre elles (*), a takze w Mémoire sur les
arrangements ete. (**) (§ 9 Des substitutions permutables entre elles), majac mowic o podstawieniach wy-
miennych, rozpoczyna uwaga, ze kazde podstawienie P moze by¢ uwazane jako iloczyn kilku podsta-
wien prawidtowych A

P RR F"siey
i rozbiera naprzod przypadek, kiedy podstawienie P jest prawidlowe i ztozone z /£ cyklow acse po
rzadku :
P=1R==RSt
Uskuteczniajac kotowe przestawienie cyklow
(=S L) S
olrzymuje, jako pierwszy cykl podstawienia (, wymienionego z podstawieniem P, t. j. zadosy¢ czy-
nigeego linjowemu symbolicznemu rownaniu
QP =P0,
nastepujace podstawienie kotowe
(%) GRS Dy e il o i ) <
elementa tego kolowego podstawienia mozna przedstawic tablica
d. Birnee

D

(0) :
P Xy Wy oeo
etc.

w ktoréj wszystkic pierwsze elementa poziomych rzedow sa wziete z cykla &, wszystkie drugie z cy-
kla 8, wszystkie trzecie z cykla &,it. d. Oznaczajac przez 0 liczbe poziomych rzedow téj tablicy, a

(*) Comptes rendues heb. del Académie des sciences. Tome XXI (1845), n° 22.
(**) L. ¢.— Poniewaz Cauchy w dwdich tych pracach uzywa niejednakowego znakowania, to W przylaczanych
ustepach zachowane jest znakowanic z Exercices, jako wigeéj systematyczne od uzywanego w Comptes rendus.
/
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O PODSTAWIENIACH WYMIENNYCH. 13
przez b liczbe wszystkich elementow cykla (5), mamy, oczywiscie
b=10/.
Wszyslkie te elementa, ktore w odpowiednich cyklach podstawienia P znajduja si¢ na bezposre-
dnio nastepujacych miejscach, tworza drugi cykl podstawienia Q .
(o By REn T VA SR e
porzadek ktorego jest takze przedstawiony liczba
G011
wszystkie nastepujace elementa tworzg trzeci eykl, i t. d.
§16. — Rozwazmy naprzod, w jakim przypadku mozliwe sa drugi i nastepujace poziome rzedy
ablicy (6), t. j. w jakim przypadku 0 moze by¢ rozne od jednosei i mie¢ jedng z warloSci
didlis s a.
glzie
~
sa dzielnikami liczby a.
Kazda z glosek
®.3.8 ..
moze oznaczaé cykl we wszystkich jego @ postaciach, w jakich on moze by¢ przedstawiony, przez roz-
poczynanie go rozmaitemi elementami. Jezeli podstawienie
(B e

czyli podstawienie

. > L CHAPEN

() (Ji(;‘G W >’ ‘

w odpowiednich czeSciach wierzchniego i spodniego ukladu (oznaczonych jednakowemi gloskami)
posiada odpowiednio téz same poczatkowe elementa, t. j., jezeli te czesci ukltadow powstaty z tychze
samych postaci cyklow, wtedy drugi element jednego z cyklow podstawienia ), kiory w wierzchnim
ukladzie podstawienia (7) byl na miejscu{, bedzie sie¢ znajdowal w nizszym ukladzie, oczywiscie, na
miejscuf + a, tenza$ element, ktory w wierzchnim ukfadzie tegoz podstawienia (7) jest ¢+« , w niz-
szym ukladzie znajduje si¢ na miejscu £ + 24, i t. d. nakoniec ten element, ktory w wierzechnim ukta-
dzie znajduje si¢ na miejscu ¢ + (h— 2)a, jest w nizszym ukladzie elementem ¢ -+ (A —1)ay™ i ma nad
sobaelement, ktory, w razie rozmieszczenia elementow na okregu kota, powinien sie znajdowad w niz-
szym ukladzie na miejscu ¢ + ak. Poniewaz jednak wszystkich elementow w ukladach podstawie-
nia (7) jest ak i

¢+ ah = ¢(mod ah),

to ow element jest ten sam, klory w nizszym ukladzie zajmuje zi¢ miejsce ; jest to tedy element,
z ktéregoSmy wyszli, Cykl zatém jest juz zamkniety. Ztad widzimy, ze jezeli kazdy z cyklow

Bl Givin
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1% PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM VII.
w téjze saméj postaci byl wziety przy tworzeniu tak wicrzchniego jak i spodniego ukladu podstawie-
nia (7), to koniecznie

k= A

)
wiedy kazdy z cyklow podstawienia Q bedzie mial po jednym elemencie z kazdego z cyklow pod-
stawienia P, fym sposobem drugiego i wszystkich nastepnych poziomych rzedow nie bedzie w ta-
blicy (6).
§ 17. — Azeby wiec rownosé

="
nie miala miejsca, jest warunkiem koniecznym, chociaz, jak to wkrotee zobaczymy, niedostatecznym,
aby jeden lub wiecéj cyklow byly wzigte w innéj postaci, przy tworzeniu wierzchniego ukladu podsta-
wienia (7), jak przy tworzeniu nizszego ukladu.

Rozwazmy naprzod przypadek, kiedy z cyklow

R, 8, G,

tylko jeden, np. &, wziety byl w roznych postaciach, przy tworzeniu ukladow podstawienia (7); dla
ogolnosei dopuseimy, ze on jest #¥™ od poczatku eyklem podstawienia P. Oznaczmy przez & (e po-
sta¢ cykla ©, ktoréj pierwszy element ma znaczek znajdujacy si¢ na miejscu =+ 1 w szeregu

0, A5 Bmie s a—2, @ —145%
jezeli ta posta¢ byla wzieta przy tworzeniu jednego z ukladow podstawienia (7), to przy tworzeniu
drugiego stuzyla jedna z poslaci

Blo)y B(iyyeeesr Bz Eat)y o0y Bla—n);

przyjmijmy, ze €, i &) sa postacie odpowiednio uzyte przy spodnim i wierzchnim ukladach,
ize

T, — T, = T:; Whedy =, >< )

Poniewaz, w naszym przypadku, wszystkie cykle, poprzedzajace &, byly wzigte w jednakowych po-
staciach, to, azeby utworzy¢ pewien cykl podstawienia Q, nalezy ze spodniego ukladu bra¢ elementa
7 miejsc

L, {+a,g+2a, ..., 4+ (—1)a;
ten za$ element cykla @, ktory w wierzehnim elemencie jest na miejscu ¢+ (¢ = 1)a, w spodnim
ukladzie znajduje sie na miejscu
(8) ¢ + w4+ la;
przy czém zauwazyé nalezy, ze ta liczba (8) jest zawarta miedzy liczbami /a i (£ + 4)a. Jesli howiem
{+ 7.+ ta > (¢ +1)a, albo <ta +1,
to jest
¢+ = > ajalbo'<d,

to przez summe { + = nalezy rozumie¢ najmaiejsza dodatng reszte liczby ¢+ 7. wedlug modulu a.
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Poniewaz daléj idace ezesci ukladow w (7) powstaly z jednopostaciowych eyklow, to elementa, ktore
znich bierzemy, wraz z naprzod wzietemi, zajmowaly w spodnim ukladzie miejsca

G+, b+ (t—1)a,+n.+la, {+ =+ (+1)a, ooy, {7 + (A—1)a;

nad ostatnim z nich znajduje sie element, ktory, jako nalezacy de jednopostaciowego cykla, powi-
nien zajmowaé w spodnim ukfadzie miejsce £+ = -+ haj; lecz, ze wszystkich elementow jest ak, to
on zajmuje istotnie miejsce £+ =.. Poniewaz =. mniejsze jest od @ i, w naszym przypadku, rozne od
zera, to nie moze by¢, aby

{+m = ¢ (mod a),

L, j. Ow element nie jest ten, z ktoregosmy wyszli, i cykl nie jest jeszcze zamkniely. Daléj tedy wy-
padnie braé elementa, ktore w spodnim ukltadzie byly na miejscach

C+ e, Cmet @y oon 1+ (E—1D)a, § -+ 2mc + Lty ooy g+ 27 + (h—1)a,

przy czém znow wypada przez £ + 2+, rozumie¢ najmniejszg dodatng reszte (¢j liczby wediug mo-
dutu a. Jezeli element, ktory w wierzchuim ukfadzie zajmuje miejsce § + 2=, + (£ — 1)a, nie jest Ltym
samym, ¢o ¢z element spodniego ukfadu, L. j. jezeli nie jest

¢ +2n=
Lo weiaz daléj braé wypada elementa podstawienia (7), dopoki, po wzigciu elementow z miejse
4+ 0 —Drey L+ (0 —1)m+a, ..., {H+On - ta, ... , g + 7+ (A—1)a

nizszego uktadu (¥), nie natrafimy nakoniee na element, ktory w spodnim ukladzie zajmuje miejsce
¢ +07: + ha, t. j. miejsce ¢ + 0x., przy czém liczba 0 zado$é czyni porownaniu (**)

(9) { +Im.=¢(mod a) ;
wtedy nasz eykl zamyka sie.
Z pordwnania (9) wypada, ze
Oz, = O(mod a);
jezeli =i a salezby pierwsze wzgledem siebie, to, poniewaz =. jest rozne od zera i mniejsze od a, mamy
0=a;

jesli jednak liczby a i =. posiadaja najwiekszy spolny dzielnik 8, to wtedy poréwnanie (9) przechodzi
w nastepujace

T a)
00— = od —
5 0 <m)( 8)

3 P PR W 8 i [
z ktorego, poniewaz T;'JQSL liczba pierwsza wzgledem modulu, wypada, Zze

[
Bz’ .

=4

() Co do liczh 437, ..., {40z oz samo zastrzezenie, co odnosnie do liczh =, L+ 27

(**) Wyraz « poréwnanie », zastapic majacy « kongruencya» i zlozony « rowno-resztnosé », uzyly tu jest przez
skrdcenie, zamiast « porownanie co do reszt ». Odpowiednia nazwa w ruskiéj matematycznéj literaturze (srawnienje),
wprowadzona w 1849 r. przez Czebyszowa, juz sie zupelnie prayjela.
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§18.— Jezeli, w ogole, postacie cyklow
&S Th
w spodnim wierszu podstawienia
(Jis@..)
86.. R
0ZNAcZymy przez
Riegyy 8(%) Bgls - -
w wierzchnim za$ jego wierszu przez
Reep)s S(a1)y Clrg)y v s
przy czém znaczki
Loy Tos Tos +ov 5 Prs Tpp Tyo vee
s ktorekolwiek z liczh
01,2 .. a4,

i gdy jeszeze nazwiemy

=

== P T= Ty By =0, =Ty, Ty — Ty =Tz, «ee

to wtedy zamknie si¢ cykl odszukiwanego podstawienia, skoro z kazdego czeSciowego podsta-
wienia

wezmiemy juz tak wiele elementow, aby ich liczba, ktora nazwiemy 0, byla liczba dodatna naj-
mniejsza, zadosy¢ ezynigea poroOwnaniu

(10) 0(m, +m 6 + T ...) =0 (mod a) ;
i bedzie
0=1,
jezeli
T, + 7g +Te... = 0,

co mozliwe jest, jak w rozbhieranym w § 16 przypadku, gdy
Ty = e =Tz =... — 0,

albo téz, gdy summa

(11) Ty e T L.

jest dodatna lub odjemna wielokrotnoseia liczby a. JeSli za$ ta summa jest liczha pierwsza wzgledem
a, wowezas

R =1q
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jezeli za§ ma z liczba a najwigkszy spolny dzielnik d, to

E==4
P
.

W ogole, jesli summa (11), albo, §ci§léj mowiae, najmniejsza jéj reszla wzgledem modulu a, ma
z liczba a, jako najwiekszy spolny dzielnik, jedna z liczb

B X W )

CEARS

7 a,

to dla naszéj liczby 0 [przedstawiajacéj liczbe poziomych wierszy w tablicy (6)] otrzymujemy odpo-
wiednie wartoSci

§19.— Wroémy do przypadku, roztrzasanego w § 17. Przy zalozeniu, ze
w0, Thlagaye o << v,
drugi z wzietyeh z cykla & elementow, t. j. ten, ktory w eyklu & stal na miejscu ¢ + =., znajduje si¢
w tym cyklu z lewéj strony poprzednio wzietego elementu, t. j. tego, ktory byt na micjseu 4. Ze zas
liczbie 7, mozemy dowolnie nada¢ ktorekolwiek ze znaczen
¥ -
iR 2t apadiiel 4.
10, przy tworzeniu podstawienia Q, bierzemy elementa z cykla & w lymze samym porzadku, w jakin
onesie w tym cyklu znajduja, lub tez w innym porzadku, zaleznic od tego, czy
Ty AT G A et A
jezeli np.
Xty > a—7, 21> a,

Lo trzecim z wziglych z cykla & elementow bedzie element, znajdujacy si¢ w tym cyklu przed oby-
dwoma juz poprzednio wzigtemi elementami. Wybierajac podobne warunki dla =, zaleznie od =, mo-
zemy z elementow, wzietych z cykla & dla utworzenia cykla podstawienia Q, takie otrzymywac uklady,
ktore beda roznemi od ukladow, jakie téz same elementa (oddzielnie uwazane) tworza w eyklu #. Ta
wiadnie odmiennosé za'ezna jest, w naszym przypadku, od roznych postaci, jakie nadajemy cy-
klowi @.

Toz samo a fortiori miejsce mie¢ bedzie, jesli wezmiemy przypadek, ogolniejszy od rozwazanego,
€. j. jesli nie tylko jeden, ale wiecéj eyklow wezmiemy w innéj postaci przy tworzeniu spodniego

ukladu podstawienia (7), jak przy tworzeniu wierzchniego.

Widzimy zatém, ze jezeli z kazdego z czesciowyeh podsiawien kotowyeh odszukiwanego podsta-
wienia Q wezmiemy elementa w porzadku
G o 0
uﬁ’ y” x’ kel
Ve vph ke

ete.,
ART. ViE 3
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18 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAURK SCISLYCH W PARYZU. — TOM VII.

to nie jest bynajmniéj konieczném, aby te elementa, jak chee Gauchy, miaty w tymze samym porzadku-
po sobie nastepowac¢ w odpowiednich cyklach

&, 8, 6, ...
i odwrotnie, jesli ta tablica, wzietych dla utworzenia pierwszego cykla podstawienia Q, elementow
wskazuje nam porzadek, w jakim elementa pierwszego wiersza nastepuja po sobie w cyklu &, ele-
menta drugiego wiersza w cyklu 8, i t. d., to nie idzie zatém, aby ta tablica zawsze wskazywaé¢ nam
miata porzadek, w jakim te elementa maja po sobie nastepowaé w eyklu podstawienia Q.
Dlatego, jezeli
D =00W...,

przy

“:(7: Botseees s ths¥ ons s P Xy ¥y or s "‘)*
(12) oogi—g i $ o BB . AR IR e S R L

etc.,

Lo za tém bynajmniéj nie idzie, aby mozna bylo twierdzi¢, ze koniecznie « les variables qui succéde-
ront les unes aux autres, en vertu du facteur circulaire & de la substitution P, seront évidemment
BRI N O L
pareillement, les variables, qui suceéderont les unes aux autres dans le facteur 8 de la substitution P,
seront
TN I T R T S R (Y IR
ete. (¥). Cykle (12) podstawienia Q nie zawsze to prowadza za sobg, aby miato by¢é
R=(aj 0 SR AR RS Mollos iR NS
S=(B By B st w0y e o XA ey )

ate. ")

co tylko w niektorych szezegolnyeh przypadkach miewa miejsce, mianowicie, kiedy nie tylko
a L a a
P1§.Po+ 6’612604' 9"71§To+é- gy

lecz jednoczesnie jeszeze

7o+ %+ 7 e = 3 (mod a).

|

§20. — Objasnijmy na przykladach rezultaty powyzszych badan.
Wezmy np. podstawienie

=RSE,

*) Exerc., str. 213. Comp. rend., str. 1192,
**) Ibidem.

—_~ o~

http://rcin.org.pl
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~gdzie
Ro= (atgy o1, %y gy 4y Oy),y
(60' Bl? ﬁi’ LI b’ p )7
- ('{01 Y1y Yoy Y39 s 7’5)'

Aby utworzyé wartosé podstawienia Q, ktoraby zado§é czynita liniowemu symbolieznemu ro-
“wnaniu

QP =PQ,
uskutecznijmy przestawienie cyklow w danéj postaci podstawienia P wedtug symbolu
(&, 8, &),
przyjmujac w obu wierszach tego podstawienia jednakowe postacie cyklow, np. postacie
Rigy Sas B 5
wtedy

(S(Q)G,(S)éﬁ(u)> (ﬁze’ a By Bs Bo By 1 Yo Y1 AzYsY' %o &y g gy, Oy )
R ()32 Es) % %q g Oy O, Oy ﬁi B3 B, Bs By By '(% ToT1Y2 Y3 Ya

a ztad

Q = (g Bay 1) (15 Bas Yo)(#2y Bas v1)(tar Bis 12)(%i Boy Ya)ss By T4)e

Zeby oznaczyé inng wartosé dla (, nadajmy eyklom rozmaite postacie; np. uskutecznijmy
(S(o) T t‘RtO)) :
R 86) By

otrzymujemy ztad

Q= (0, By »7))ts Baa 15)(#ay Bas 70)(ta0 Bas 11)(as By 12) (s s 1)
tulaj mielismy

=0, Te=—14%, m.=— 2, a=6,
Ty =+ Te =+ 7. — 0(mod a);

dlatego nam wypadto, ze
Q==

(3(«1) b é“(s)) .
R S0 B

(Bz. 3 By B Bo Bt Ys Yo Y T2 Ys Yu %3 %y %5 %y %y “2)
o, oy oty oy oty oy By By a by BuBsvaYaTu s Yov1

wezmy za$ teraz

z tego podstawienia, t. j. z podstawienia

mamy wartosé

(‘3) Q= (“n B31 115 3 Bos Tss %00 Bes Ya)(“s’ B3y Yas @3s Bay Yoy %19 By Yl.)'
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20 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM Vif,

w tym tu przypadku

iliczba

z liczba

a=6
maja najwiekszy spolny dzielnik

=2,
i, na mocy tego, )

§ ==

widzimy nadto, ze gdy tu postacie np. cykla 8 podstawienia P hyly
(B By Bas Bis Buy )5
([30’ {‘1’ {32’ 133‘ ﬁ'n pﬁ)’
Lo elementa, wzicte z tego cykla przy formowaniu cyklow podstawienia O, weszly w nie w (akim po-
rzadku
ﬁ?: 307 ph
Bar Bus B
ktory, oczywiscie, roznisi¢ od porzadku, w jakim ida po sobie te elementa weyklu 8. Warlosé zas
(13) istotnie zadosyé czyni rownaniu
QP=PQ, albo QPQ!=P;
oznaczymy howiem uklad, powslaly z symbolu podstawienia
P =&, 3() By
skutkiem odrzucenia klamer i przecinkow, przez A,

A=ua, oo % og0y BBy Bafy B Bsvavs vi ¥5 Voo

i zastosujemy don podstawienie (13); otrzymamy uktad
QA =0, (35 B, Bs Bo B1 75 Yo Ya Vs s % %% %1 %y
aztad (§9)
QPQ™" == (B2, By, Bus Bs Boy B (50 Yoo Yo Yoo Yoo 10) (%0 %0y 55 0 %y %) p
o, oczywiscie, jednoznaczne (8§ 4 i 6) jest z podstawieniem P, albowiem
QPQ™! = (B0, B1, Bay Bas Bis Bs)as Yov Yoo Yo Yoo Tad(%ay %y %r %1y % o) =

—_— e Mar. o~ AR ~)y—P
e (.“'., gy Sy %y Kay “3)(5@'07 B> Bsy Bss B ?‘:;)(.2, 3 Ty Ty Yoo 11) =P.

§ 21. — Prawidlo, ktore daje Cauchy dla tworzenia podstawienia wymiennego zdaném podstawie-
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O PODSTAWIENIACH WYMIENNYCH, 21

niem, nie jest tak ogolne, jak to on utrzymuje. Na mocy tego, co wyzéj bylo powiedzianém, oczywi-
icie, nie zawsze sprawdzi si¢ to prawidlo, polegajace na tém, Zze, aby utworzy¢ podstawienie, wy-
mienne z daném podstawieniem prawidlowém, nalezy jego elementa rozmiesci¢ w0 tablicach, maja-
cveh kazda 4 pionowych i & poziomych wierszy :

SRR e

’X).

«, ‘.@,, % v
g

\ ele.

Ay My Vyaee
ALY
(li) ) I v | AL
[T
\

etcs
s
@ Xs¥ ..
".”’I’ x”,\"", ).

(2] (i

etc.
iznich braé, «i la suite les unes des autres », elementa wierszy pionowych przy tworzeniu eyklow
Y
i lakze, w Scisle Lym samym porzadku, braé elementa wierszy poziomych przy tworzeniu cyklow
O D t(%):
Rowniez, nie zawsze sprawdza sie metoda, jaka Cauchy podaje dla ulworzenia podstawienia
(15) 0 =Pt=0Q,
(. ). lloczyn wszystkich czesciowyeh podstawienn kotowyeh
(2, %, @ -+0) G y ZTT) | COR K PR
("'77‘,7"[‘ yee)(B 15 X ) (2% T
ete.

(to podstawienie jest 0°s0 porzadku), ktore, wedtug jego prawidla, powslaje, gdy dla utworzenia kto-
regokolwiek cykla wezmiemy «a la suite les unes des autres » elementa symetryeznie rozlokowane
w tablicach (14) (**). T sam zwiazek (15) nie zawsze ma miejsce.

Wrozpatrywanym w § 20 przykladzie, mieliSmy jako wartosé (13) dla podstawienia Q, podstawienie,

(") Exerc., str. 214, 217. Comp. vend., str. 1194, 1195,
(**) Exere., str. 2135, Comp. rend., str. 1198.
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22 PAMIETNIE TOWARZYSTWA NAUK SCISEYCH W PARYZU, — TOM VII.

ktorego elementa dadza si¢ takim sposobem rozmiesci¢ w tablicach, podobnych tablicom (14),

ah: pi' )¢
2
[ 5y fB3s 1o
tgs Bos 15
@)
gy [31, Yo
) \“o’ B 73

? o5 Byy ¥4

pionowe wiersze tych tablic tworza tedy cykle podstawienia P, jak tylko elementa tych wierszy
bierzemy nie w porzadku tablic

(P)s (), (r);albo (), (r), (p); albo (), (g), (p),

(jak to chce mie¢ Cauchy), lecz w takim :
(p)s (), (9); albo (g), (p), (r),albo (), (9)s ()3

takze iiloczyn

(r %95 %)(Bas Bus Bo) (Y15 Yo 5)

(250 115 23)(Bys B> B)(Yas Y0 70)
albo, co jedno,

s (209 230 9,) (Bos Bay B2) (vas Y 75)

(atay oty ) (B3 Bas B5) (Yor 25 72)

t. j. podstawienie ®, majace przedstawiaé¢ zwiazek
0 =Pr=0",

nie powstaje, gdy przy tworzeniu cyklow bierzemy « & la suite les unes des autres» elementa syme -
trycznie rozmieszczone w tablicach (p), (¢), (#), a nadto nie czyni zadosy¢ napisanemu zwigzkowi, al-
bowiem, chociaz tu

h==gtk=—2,
to jednakowoz
= (I
§ 22.— W przypadku (¥), kiedy podstawienie
DI
jest kotowém, t. j.
=t L

(*) Comp. rend., str. 1199, Exerc., str. 221.
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0 PODSTAWIENIACH WYMIENNYCH. 23

mamy, znatury podstawienia e,
Q — P#,

tu jednak & nie oznacza liczby cyklow podstawienia Q, lecz wskazuje, ze otrzymana dla podstawie-
nia Q warto$¢ jest potega tego jednego cykla, jaki tworzy podstawienie P. Wybierajac odpowie -
dnie postacie tego podstawienia P, mozemy nawet takie dla £ liczby otrzymadé, ktore beda pierw-
sz mi wzgledem a, t. j. wzgledem liczby elementow tak podstawienia P, jak i podstawienia Q.

Przy daném podstawieniu
P =RSE ;

jezeli taka druga jego postaé, ktora nie powstata skutkiem przestawienia cyklow, lecz tylko skutkiem
rozpoczynania cyklow rozmaitemi elementami, uzyjemy przy tworzeniu podstawienia Q, t. j. jesli
w ogole

Qz(sﬂ\el) 5‘(7,) G\f”...)
Reg) S7p) Brg)eee

to otrzymujemy
Q=R 8B~
gdzie kazda z liczb
Toy Ty Try oo
ma ktorakolwiek z wartosci
[ P . e o
§23. — Jesli teraz wezmiemy pod uwage przypadek
a=1,
to wtedy
Ty ="Togy =T =1... 0
i cykle
&8, Gyl

sa cyklami pierwszego porzadku, t. j. sa to elementa podstawienia P, ktore maja na swych miejscach
pozostaé. Uwzgledniajac te elementa, widzimy, ze liczba wartosci dla (), zadosy¢ czynigeych rownaniu

QP=PQ,

powiekszy si¢ czynnikiem, przedstawiajacym liczbe podstawien, jakie z tych elementow mozna utwo-
rzy¢ (*). Ze jednakze ta liczba jest

102,848,
a procz lego, z podanego wyzéj (§ 11) wzoru

o=01.2.f) (1,20 g).e af b9... (*¥)

() Exerc., str. 222, 223. Comp. rend., str. 1192,
(**) Ezxerc., Tom INI, str. 192. Comp. rend. T, XXI, sir. 1192.
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24 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM Vi,

wypada, ze liczba podstawien, wymiennych z daném podstawieniem P, zaleznych od tych & cyklow
120 porzadku, jest

1 2.0 Biahidiy

to mozemy cykle pierwszego porzadku, zachodzace w podstawieniu P, rozpatrywaé, jako lworzace
prawidtowe podstawienie. Nie mamy zadnéj potrzeby w ogolnych twierdzeniach oddzielnie o tych
elementach mowié, jak to czesto Cauchy robi, tém wiecéj, jezelismy w poczatku wywodu zastrzegli,
ze wszystkie elementa sa ujawnione.

ROZDZIAL 111
§ 24. — Serret w Cours d’algébre supérieure rozbiera wlasnosci podstawienn wymiennych w artykule
Des substitutions échangeables entre elles, Jezeli podstawienie S, zadosy¢ czyniace rownaniu
TS—=15%;
jestiloezyn em kilku prawidlowych podstawien
S==PRiPe.

to Serret, dlaotrzymania podstawienia, wymiennego z P i powstatego skutkiem kolowego przestawie-
nia pewnych p cyklow, tak przeksztatca uktady za pomoca zmienienia porzadku nastepstwa po sobie
kolumn, ze w pewnéj czesci spodniego ukladu elementa tak ida po sobie, jak i w poprzedniéj czesci
wierzchniego ukladu. Takim sposobem

G (o1 P e, )
0=(g'ciele, )

i Gy, jako téz €' powstaly, albo z jednakowych, albo tézz odmiennych postaci eykla (C,). Mozna te cze-
Sciowe uklady tak przedstawic :

Up=10y Q5 Qy s .« di—3,
Cui== 0,00l s\ o0, =1,
PSR- S

e =holifaer iy

za pomoca tak otrzymanéj wartosci podstawienia , wymiennego z P, i podobna droga mogacych
byé znalezionemi podstawien

O’) Q”i oy,
odpowiednio wymiennych z podstawieniami

| LT 0
otrzymamy poszukiwane podstawienie

T=00Q0Q ...
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Jezeli uklad €' jest postaci

R N R RS,
<tn pojedyncze cykle podstawienia () Serret oznacza
(GRL(GL )5 (G
i ich liczba wynosi 7, jezeli p=0, t. j. jezeli G, =C,.
§25. — Znaczek ¢ moze mieé kazde z warto$ci
Oy o —.;

nazywajac zas przez X liczbe elementow wzigtych z kazdego cykla (Cg) podstawienia P, mozna zau-
wazyé, ze chociaz j, liczba elementow kazdego cykla (G:), wyraza si¢ zawsze iloczynem Ay, to jednak,
w przypadkach, kiedy o jest liczba pierwsza wzgledem ¢, albo téz, kiedy p nie jest dzielnikiem liczby
7, ani liczba

Juo
)
nie przedstawia liczby elementow podstawienia Q, ani téz nie ma miejsca rownoscé
i=2(*).
Utworzmy tablice
Azy Azgqy ooey Azypo gy

/lg, bE-H7 veey [15+9_|,

(16) e e Skl A
fis fists von s finte 1y
1 oznaczmy uklady ulworzone elementami poziomych wierszy przez
Aoz, Wz, o, Iy
utworzone zas elementami pionowych wierszy przez
SO Oy o i,
wtedy, chociaz uklady cyklow podstawienia Q dadza sie tak przedstawic .
e O, s
Gy==IMp 4y Mgy o Moo rrs
ete.,

to jednak: 1° nie jest bynajmniéj konieczném, aby liczba cyklow podstawienia Q byla o, gdyz moze
by¢ mniejsza; 2° nie zawsze uklady cyklow podstawienia P dadza sie tak przedstawié :

G() = 11-,0 -,L? ”}L’?.’ s e{vo\—j)p,

(Bri== ’1‘!)9 1)!)? 'U!)z; “Id(x-—i),’
e 5
B — g5 &, 550 Fo=1)e s

(*) Str. 239,
ART, VIl
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26 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. =— 10M VII.
39 nie zawsze ma miejsce zwiazek
(17) [(Co) (Ca) «.v (Cums)lt = [(Gy) (G} (Gen)J* (%),
chociazby$my nawet przez p rozumie¢ mieli liczbe cyklow podstawienia Q.
§ 26. — W przykladzie § 20, przy zalozeniach, ktére nas prowadzg do wartosci (13) dla podstawie-
nia Q, uzywajac oznaczen

o, =a,, etc.; B,=b,; etci; 1, == cietos

mamy wykonac

b

((31 Gy G’o) il (bo by bybs b, by ¢, ¢ 0,650,050, a5a,aya, 03)
G, G, G, Ay @y ay g @, g byby bybyb, by cyeycyey0, 4

tutaj
P 0 o= e— 6
po wzigeiu zas$ z kazdego cykla trzech elementow, wracamy do a,; otrzymamy zatém
K=—=13s
ztad widzimy, Ze nie sprawdzaja si¢ wyzéj przytoczone formuly, gdyz

Ro==1 =23

z tablicy za$
gy Az gy Aoy Aitg,

bE) b2+17 b:’.+=_n 054-37

Cty Cipqy Ciygy CE+3,

mamy

GO= DILO i)]'b(, :)]Lg?,

G, = I, M, Mogyyeys
liczba tych eyklow nie wynosi p, albowiem ich jest wszystkiego dwa; wedlug tablicy (16) liczby 2¢ 1
241 winny byé mniejsze od ¢, tymezasem polrzeba je zastapi¢ najmniejszemi dodatnemi tych
liczb resztami wedlug modulu 7. Uktady

Co €y Gy

nie dadzg sie wyrazi¢ przez powtarzanie w calosci ukladow ulworzonych poziomemi wierszami
wypisanéj, jak wskazuje Serret, tablicy. Nakoniec, cho¢hySmy przez ¢ rozumieli liczbe cyklow pod-
slawienia Q, t. j. 2, nie jest

N Pe=1()t,
leez

Pr=[Q".

(*) Str. 240, 241.
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ROZDZIAL 1V.

§ 27. — Odszukiwane podstawienie Q moze by¢, jak wiemy, otrzymane, gdy nad pewng postacia
podstawienia

P= (Co)< 11) . (C”')

nadpiszemy inng jego postaé¢, powstaly skutkiem przestawienia kolowego pewnyech p cyklow, np.
wedlug skematu

(18) HOOT (0, ot (ClAEh A

Podstawienie to nie zmieni znaczenia, je$li jego kolumny tak poprzestawiamy, aby uklad, tworzacy
pierwsza cze$é spodniego wiersza, byl takim uktadem

emtrpsllr i Ay (11 e
nad nim w wierzchnim ukladzie znajdzie sie uklad
01:[91 /)PI.H... //?H,,_ N

gdzie zamiast liczby g, + & nalezy rozumie¢ nujmniejsza jéj dodatng reszte wzgledem modutu n. Prze-
stawiajac nastepne kolumny tak, azeby w spodnim wierszu obok uktadu C, znalazt si¢ uktad C, i t.d.,
az nakoniec w spodnim wierszu znalazt si¢ uklad C,_,, ktory zachodzi w poprzedniéj czesei wierzch-
niego ukladu, otrzymamy nad tym ukladem C,_; w wierzchnim wierszu, w ogole, taki uklad

PR
Co= 4,049 Qg n_y

W tém podstawieniu

(19)

pierwsze elementa ukladow
CJ) Cg) gee7y C‘i‘—lv Co’
t. j. elementa

bpi, Copy v+ 3 fou_y» @
maja jako znaczki, ktorekolwiek z liezb
ORI NS el

przy takiém oznaczeniu mozemy przedstawié¢ wszystkie n* wartosei dia Q (§ 13), gdy oznaczenie
uzyte w § 24, dozwala przedstawié tylko n wartosci.

§28. — Poniewaz uklady cyklow

(G)y (Ca)y vev 5 (Guy)

w obuwierszach podstawienia(19) sa jednopostaciowe, tona mocy wprowadzonego poprzednio sposobu
przedstawienia kwestyi, jak poznaé, w jakim porzadku nalezy po sobie braé¢ elementa z kazdgo eykla,
a takze, po wzigciu jak wielp elementow z kazdego cykla podstawienia P, cykl podstawienia Q bedzie

http://rcin.org.pl



28 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM VII.

zamkniety? Oczywista, ze znajdziemy odpowiedz, rozpatrujac podstawierie ad hoe
(&)
L‘0

Ap oy Tpyg ve Apmy)
apaaase e g,

t. j. podstawienie

Dla zamkniecia cykla (G:) nalezy z pierwszego cykla (C,) i kazdego nastepnego wziaé po i elemen-
tow, gdy X jest najmniejsza dodatng liczba zadosyé ezynigea porownaniu (§ 17)

£ + o = E(mod n),

(20) he — 0(mod ).

Liczba p jest dana, albo, §cis$léj mowige, okreslona samemi postaciami, jakesSmy w (18) cyklom na-
dali; od téj liczby zalezy liczba .. Mozemy w (20), co do liczby p, uwazaé trzy przypadki, odnosnie do
modula n : a) o jest liczba pierwsza wzzledem n; 6) o jest dzielnikiem liczby n; ¢) ¢ iz posiadaja
najwiekszy spolny dzielnik o.

Jezeli p jestliczba pierwsza wzgledem n, to liczba A zadosy¢ ezyni zwiazkowi (20) przy warto$ci

A=n,
z tego widaé, ze tworzac w tym przypadku cykl podstawienia Q, bierzemy wszystkic elementa tak
z pierwszego, jak iz kazdego z nastepnych cyklow podstawienia P. Zatém podstawienie Q jest kolowe

0 pn elementach.

Jesli ¢ jest dzielnikiem liczby n, wtedy porownanie (20) wyznacza

zkad rownosé

7 ==\p,
jaka Serret zbyt ogolnie stawia (§ 25). Dla utworzenia cykla (G:) nalezy z pierwszego i nastepnych
cyklow podstawienia P bra¢ po A elementow, a liczba wszystkich elementow cykla (G:), ktorg na-
zZw ijmyv, wyrazi si¢

=l

jezeli wyjdziemy tu z elementu a;, przy & <, i bra¢ bedziemy elementa w porzadku
a: ’bpl-*-i) cpe-i-ia seiy f;i,,_ﬁ-iv Az 4o bpl+i+.=7"-7

to wszystkie znaczki elementow mniejsze sa od liczby n i porzadek, w jakim te elementa z kazdego cy-
kla czerpiemy, jest tenze sam, w jakim one w cyklu sie znajduja. Ze za$ zaden element, znajdujacy
sig pomiedzy elementami a; i a:y,, jak rowniez zaden ze znajdujacych si¢ pomiedzy a:y, 1 @z 4y,
ete., nie byt uzyty dla utworzenia tego cykla, ktory zaczelismy elementem az, to, widocznie, przy ka-
zdéj z wartoSei

0,17, 12 Reretot=y

dla &, otrzymujemy rozne cykle, tak, ze podstawienie Q ma g cyklow.
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Jezeli p jest liczba pierwsza wzgledem n, to tylko w tym przypadku mozemy brac¢ elementa w takimze
porzadku, w jakim one zachodza w cyklach podstawienia P, kiedy

o ==ilt
f

§ 29. —Jezeli jednak, w oz0lnym przypadku, liczby ¢ i » maja najwiekszy spolny dzelnik 9, przy

=3
p=1{3,
to poroéwnanie (20) przechodzi w nastepujace
(21) W,=0(mody);

poniewaz { jest liczba pierwsza wzgledem modutu, to
P

a nastepnie
ot R
¥

Takim sposobem zadanie sprowadza si¢ do tego przypadku, kiedy ¢ jest picrwsze wzgledem &, t. j.
wzgledem liczby elementlow, ktore wziaé mamy z kazdego cykla. Bierzemy zatém dla utworzenia cy-
kla (Gg) elementa, ktorych znaczki roznia sie miedzy soba o jaka$ wielokrotno$é liczby 8. Wyszedlszy
z elementu az cykla (C,), przed elementem az , takich wla$nie elementéw mamy ¢, t. j.

Uzy Az48y Azpofy ooy Azy(h—y)d)
migdzy ostatnim z napisanych a elementem az ,, (jezeli§ +2p <<n) i t. d. znajdujemy ich po tyléz.
Mozemy tedy znaczkowi £ nadawaé tylko takie znaczenie
064 S d—1 1

jezeli przez s nazwiemy liczbe cyklow podstawienia Q, to oczywiscie,

a—df
w kazdym cyklu znaj duje si¢

Y==H\
elementow. Otrzymujemy przytém takie ogdlne wyrazenia : dlaliczby ), t. j. liczby elementow, wzie-
tyeh z kazdego cykla podstawienia P, '

A :l”: 5
dla liczby eyklow podstawienia Q
o=L
¥
i liczbe
"!’ = ’
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30 PAMIETNIKE TOWARZYSTWA NAUK S$CISLYCH W PARYZU. — TOM VII,
przedstawiajaca nam liczbe elementow cykla podstawienia P, ktore sa wziete przy tworzeniu cykla
podstawienia Q, a ktore znajdowaly sie migdzy elementami, majacemi znaczki, rozniace sie 0 p mie-
dzy soba. Te wyrazenia w przypadkach, w poprzednim paragrafie rozbieranych, przechodza w naste-
pujace : gdy p=1,
A—nsio==1, o=—1;
gdy za§ =1, t. j. gdy p jest dzielnikiem n,
n
A==t o—0p,0,
P
§ 30. — Widzimy ztad, ze gdy utworzymy tablice elementow o ¢ pionowych i p poziomych
wierszach

az, Az g, Az 4oy cery Az 5y

boyrts  bprtans  borgrie  es by iz
(22) Co h 0, c CreN:

Pt sy Pat+i+1 patE42r  cr0 Cpot B8y

f‘?p.—1+27 f(zp._1+5+'.’ frp_1+5+2a f.sp_,+5+8—-n
albo 0g6Iniéj
/ az, Az gy Qx4 g “eey (lg_*_g’_‘,
¢

\[’Pﬁi, bﬁl+5+1' boyitgay oo /’91+g+£_, )
(23) {

Coyttr Coptitry Co it ooy Coqt-E+ ﬁ"_l,
¢

..... R R B N R B B R O b o B RO

/?y._.l""-:., f;”p_1+5+n ﬁb‘—l+5+2’ ey fpl‘—f"?"*' 5_, B
|
a jéj poziome wiersze oznaczymy

(<) *
°R"9’ w"ﬁ+5v g+ 900y j"l‘—r"z’

pionowe zas

© r
AN, 31LE+19_D]LE+2, eeny IMg et p
'
to uklady cyklow dadza sie przedstawié
Gn =J¢:0 c‘: e&)qﬁ ees oL s
RO | o '
1
C, _m’ﬁ 'lﬂ)“_'__ﬂ_l_ Vb, 1,2 i ’lﬂ)‘i_r,,_lf,
Y ¢
j -
e iF & 2 7 T
Comt o et - e & ‘q??;* 1+2‘,$  Topgen—Lo
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O PODSTAWIENIACH WYMIENNYCH. 31

zas _
6 = N, L, I, T
B =N,y Mois, [ RS, |
G, =aw, o, iy Mospeipels
G oy 2E_y sk
Y Y 4

Tutaj przez znaczki, ktore sa liczbami wigkszemi od n, nalezy rozumie¢ ich najmniejsze dodatne reszty
wzgledem modutu n. Tak np. ostatni znaczek

ny— +‘%—‘l::()\—1)p +%—- 1,

jest liczba

n—p+%—1 =n—(~{a-—l)%—1.

Samo za$ odszukiwane podstawienie Q jest

Q=(G)(Gy) - (G,_);
¢

a kazdy z ukladow G: powstal z % odpowiednich Iz, to jest z odpowiedniego pionowego wiersza
tablicy (22)lub (23).
Tablice te w przypadku
d— oW i joRel=—1

przechodza w tablice (16), a jeSli w nich jeszcze pionowe wiersze napiszemy jako poziome, i wza-
jemnie, to sprowadzaja si¢ one do jednéj z tablic (14).

Jezeli zas pi nsa liczbhy pierwsze wzgledem siebie,
S T S ali=0;
Lo wtedy tablice (22) i (23) maja tylko jeden pionowy wiersz.

§ 81. — Podstawienie porzadku x°g°

[ [ Gp yeoes Qaey)e\ (@138 p 5 o005 Bpmg)fpq) o0 (@ 5 (o, 5 ees 3 Qney
1 e G i o ¥ g el i )
¥ ¢ ¢ ¥ ¢

A b Vi SRS h 0 P el
? pr+e oo 9% Q=)L) eor (Yo L—gy Tpypol—g 9000y Yp—y
@4 o= < e : -#) ( Ty i !
‘\ (fr«,;__v f?l‘_,+% ik ﬂ};,ﬁ(x—z)e_) </‘Pp_l +§—17f("y.—1+2’-?-‘—1 s fP:;__x—l)
) i

powslaje z podstawienia
(Go) (Gy) (Gg) +. (Cm),
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32 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM VIi.

ktorego eykle maja po n:)\% elementow, jak tylko je podniesiemy ‘do potegi % - Przytém ele-
\
?

menta podstawienia © pozostaja w tymze samym porzadku, w jakim one byly w odpowiednich

cyklach podstawienia P.

Jezeli do potegi p podniesiemy podstawienie Q, ktorego porzadek jest przedstawiony liczba v = p,
to otrzymamy pewne podstawienie ©, porzadku 2ee°. Poniewaz jednak przy tworzeniu cykla (G:) bie-
rzemy elementa z cyklow podstawienia P, nie zawsze w tym samym porzadku, w jakim one
w tych cyklach po sobie nastepuja, to podstawienie ©, tylko przy pewnych warunkach moze by¢ iden-
tyczném z podstawieniem ©. Dla utworzenia cykla (G:) braliSmy z cykla (C,) elementa ze znaczkami

E,E+p, E+ 20, ..y 54 (z— Do,
albo, co jedno,
E, £+ U0, E-4 208, ..., E+ (x — 1)3;
z temiz znaczkami i w takim wlasnie porzadku znajduja si¢ elementa w cyklach podstawienia o,.
Z tych elementow ten jest drugim elementem odpowiedniego cykla podstawienia © (t. j. elementem
ze znaczkiem & + 9), ktorego znaczek € + a3 zadosyé czyni zwiazkowi
E+axds = E-+38 (mod n),

zkad

28 = &(mod dy),

zy = 1 (mod y);
poniewaz ¥ iy sa liczby pierwsze wzgledem siebie, zatém

le "‘"‘?X,
Y

gdzie ¢ jest najmniejsza z catkowitychliczb, dajacych calkowita warto$¢ dla liczby . Ztad widadé, ze
podnoszac podstawienie ©,do potezi z, otrzymujemy podstawienic ©. Jest zat‘m

149

(23) @=[<Co> (Cy) -.v (Cy_o];:[(o‘o) (G) ... (G _,,>]H o

4
7
Jestto ogolny warunek, ktoremu zadosy¢ winny czyni’ dwa podstawienia, majace tylko spolne
elementa, jezeli te podstawienia maja zadosy¢ czyni¢ zwiazkowi, przedstawionemu liniowém symbo-
liczném rownaniem
QP —PO:

Podstaiwenie © ma

¥y

.

cyklow, t.j. tyle, ile jest elementow w kazdéj z tablic (22) i (23). Jezeli wyobrazimy sobie zeSmy
kolejno wypisali wszystkie tablice (22), zastepujac liczbe 3 liczhami

3, 90,38,y (=108,
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lub téz. zesmy kolejno wypisali wszystkie tablice (23), piszac przylém zamiast ‘% po porzadkuliczby
Y. o
'—$ 2—'3 I}T,-..,(Z—')'—'g
¥ g Y y
to elementa symetryeznie w tych tablicach rozmieszczone, t. j. znajdujace si¢ w punktach przeciecia
si¢ tychze samych pionowych i poziomych wierszy, wziete w porzadku wypisanych tablic, tworzy
cykle podstawienia o.

Przyjmujac we wzorach (24) i (25)

przy czém, oczywiscie,

widzimy, ze w tym przypadku (t. j., gdy p jest dzielnikiem liczby n) formula (23), sprowadza si¢ do
LCo) (C)) «v (Cun)]* =1(Go) (Gy) .. (Go—)) T,
t. j. do formuly (17), a gdy jeszcze
p=m,
to mamy
o=1Pr=0Qn,
t. j. formute (15).

Przyjmujac w wyrazeniach (24) i (25)
otrzymujemy

[* '.+_?ﬂ
e
0 =(Cy) (C) (Cy) ... (Cocy) = [(Go)] B
w tym przypadku podstawienie ® utworzone jest wylacznie z pierwszych elementow kazdego z po-
ziomych wierszy tablicy (23).

§32. — W wyzéj (§§ 20, 21, 26) przylaczanym przykladzie mamy, wedlug § 28, przy poszuki-
waniu wartosci (13),

Cy=a,a,a,a,0,0;,

@, =—0.5:0:0:0:05;

U2 =cic.erior

3 271y

\
Cy=a,a,a,0,0,0,;
ART, ViI. 5
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34 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU, — TOM VII.
na mocy zas

wypada, ze

8
n==i6, . p==4; == Ae—ig=—23  o=—8-—ils
ntworzmy tablice
Az 5 Qg gy
I".+5a bz,
City Mz
wtedy
n—?-:&, ny—p=2 (mod 6);
a wiee
Cy= chop Ny oMy,
Cy = b, Wb, Wb,
C,=¢,¢e.¢
i
Gy = DML AT, I,
G, = I, Iy, IMy;
a lém samém
0=(Go) ¢G,);
ze zas
=2 o=1 . +"W:2 ==
Wil g naly ’ ;

lo
o= P =2 10%
Wezmy jeszeze przyklad. Niech bedzie dane np. podstawienie

P=(Cy) (C)) (C,) (Cy) (C,) (€5) (Cp):

dla olrzymania téj wartosei podstawienia , wymiennego z P, ktoraby powstala w skutek prze-
stawienia np. pierwszych pieciu cyklow wedtug skematu

[(C)s (Ca)y (C), (C)s (C)]

(tu tedy m =17, w=>3), przyjmiemy jeszcze, ze np.

n=—»46,p, =13, s =000 — 8§t —33 0 — 19
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(&)

)

wledy, przy tych zalozeniach, z

wypada, ze
Y =G Ny ==k a==0==A
fakim sposobem nasza tablica jest tu nastepujaca
}' A: 5 Qziyy Qtyg Gy,
\l’i:H-i s Dyyats bygets byeus

3 Cx s Cipny Ciagy Ciggy
? dysz 5 dyits digass dypts

\ Cgik 5 Cinty Cytiy €655
z niéj wypada, wedle prawidia, ze
Cyp= oy b, Jbog oo,
==l b, b, b,
C,=6 €, S S,
Cy=®, ®,, ®, ®,,

NSais Rl R
(’5#{’3 & &y &

G, = I, Iy, I, I,
G, = Iy MUyy Iy M,
G, = M, ML, I,y N,
Gy = My MU, I, I,
a2 ém samém
Q=(G,) (G,) (Gs) (6;):

ze zas

zatém

&= [(C,)(C,))(Cy) (Cy) (C)T'=[(Gy) (G,) (Go) (Gy)]".

http://rc}n.org.pl



U LT 2 & SRR WA
R it S TS A MR v

I

.org.pl

in
A

/Irc

SIS

http




	Strona tytułowa.
	ROZDZIAŁ I.
	ROZDZIAŁ II.
	ROZDZIAŁ III.
	ROZDZIAŁ IV.



