O pracach matematycznych H. Poincarego.

(Dokoriczenie).

Prace z ogolnej teorji funkcji analitycznych.

Wiadomo w jaki sposob w ciggu wieku XIX rozwijato sie pojecie funk-
cji, ktore doprowadzito wreszcie do najogoélniejszego jej okreSlenia, jako od-
powiedniosci pomiedzy dwiema mnogosciami. Przy takim ogélnym okresleniu
zatraca sie wszystkie poszczeg6lne wiasnosci, ktore wyodrebniaty specjalne
klasy funkcji, badanych oddawna i posiadajgcych cechy ciekawe i proste,
a natomiast wysuwa sie na plan pierwszy i pozostawia sie wiasciwie tylko to,
co w tym pojeciu jest najistotniejszym. Takie postepowanie jest najzupeiniej
racjonalne i zgodne z rozwojem nauki, lecz przy obecnym jej stanie niemoz-
liwym jest zbudowanie calej teorji funkcji we wszystkich szczegdtach na tak
og6lnych podstawach. Obok og6lnej teorji funkcji trzeba wiec wyodrebnié
i bada¢ specjalne klasy funkcji, biorgc zndéw pod uwage to, co zostato pomi-
niete i zatracone przy okresleniu ogélnym. Otéz jedna z takich wiasnosci za-
sadniczych, jest solidarno$¢ pomiedzy wartosciami jednej i tej samej funkcji
w roznych przedziatach zakresu istnienia. Solidarno$¢ taka posiadajg oczy-
wiscie funkcje algiebraiczne, wykladnicze, trygonometryczne, kotowe i t. d.,
stowem wszystkie funkcje, napotykane na pierwszych stopniach naturalnego
rozwoju matematyki. Dla funkcji algiebraicznych solidarno$¢ ta sformutowaé
sie daje w spos6b najprostszy, mianowicie: jesli krzywa jest rzedu n, to do-
stateczna ilos¢ punktéw okreSla jedna tylko krzywa; jesli damy sobie war-
tos¢ funkcji alg. dla nieskonczonej ilosci wartosci zmiennej, to funkcja alg.
jest catkowicie wyznaczona. Tym bardziej, jesli znamy te funkcje nie w punk-
tach odosobnionych, lecz na pewnym continuum.

Natomiast nic podobnego nie zachodzi, jesli positkowaé sie bedziemy
ogélnym okresleniem funkcji; przy ustalaniu odpowiedniosci pomiedzy dwiema
mnogosciami niczym nie jesteSmy skrepowani i, jesli ustalimy te odpowied-
nios¢ w pewien sposob dla jednej czesci przedziatu, stanowigcego continuum
wartosci zmiennej, to dla pozostatej czesci przedziatu bedziemy mogli te od-
powiednio$¢ ustali¢ dowolnie, nie liczac sie wcale z tym, co zrobione bylo po-
przednio; przy takim ujeciu rzeczy, widzimy, ze wszelki $lad solidarnosci za-
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ginat. Z prac Cauchy’ego okazuje sie, iz wystarczy zatozy¢, ze funkcja istnie-
je, jest ciagla i posiada pochodng nie tylko dla wartosci rzeczywistych, ale
i dla wartosci zespolonych zmiennej, aby przez to samo juz miedzy warto$-
ciami funkcji w réznych obszarach istnienia ujawnita sie solidarnos$é, o kto-
rej poprzednio moéwiliSmy. Dochodzimy w ten sposob do pojecia funkcji ana-
litycznej. Jesli w pewnym obszarye S spetnione sg trzy warunki Cauchy’ego,
méwimy iz funkcja jest w tym obszarze holomorficzng. Funkcja holomorficz-
na daje sie rozwing¢ na szereg Taylora, zbiezny wewnatrz kota, ktérego
wszystkie punkty nalezg do obszaru, w ktorym funkcja jest holomorficzna.
Solidarno$¢ pomiedzy wartosciami funkcji w dwuch obszarach S i ustali-
my, jesli punkty nalezace do S i Sl potgczymy tancuchem, ziozonym ze skon-
czonej ilosci kot, wewnatrz ktérych funkcja daje sie rozwing¢ na szereg
Taylora; dwa po sobie nastepujace kota w tym tancuchu powinny, oczywi-
Scie, przecinac sie. Dla solidarnosci nie jest wiec rzeczg konieczng, aby funk-
cja byla holomorficzng w catym rozwazanym obszarze.

Warunki Cauchy’ego moga nie by¢ spetnione dla pewnych punktéw tak
zwanych osobliwych, czy to odosobnionych czy tez stanowigcych dowolng
mnogo$¢, byle tylko pozostate punkty tworzylty mnogos¢ spéjna, dla ktorej
mozliwym byloby potaczenie wzajemne farcuchem két, o ktérych mowilismy.
Potaczenie tancuchem k&t odbywaé sie moze réznemi drogami; jesli warto$é
funkcji w pewnym punkcie zalezy od drogi, to funkcja nazywa sie wieloznacz-
ng, jesli za$ od drogi zupetnie nie zalezy, nazywamy funkcje jednoznaczna.
Rozwiniecie funkcji na szereg Taylora, odpowiadajacy kazdemu z kot tancu-
cha, nazywa sie elementem funkcji analitycznej. Dwa rozne elementy naleza
do tej samej funkcji, jesli mozna dwa odpowiadajace tym elementom kota
potaczy¢ tancuchem kot tak jak wyzej, przytym w czesci spélnej dwum Kko-
lejnym kotom rozwiniecia powinny odpowiada¢ tej samej funkcji. Wszelki
wiec element funkcji analitycznej okresla wszystkie pozostate elementy, kto-
re nazywamy przedtuzeniami analitycznemi pierwszego. Je$li przy przediuze-
niu funkcji analitycznej napotykamy zawsze pewng mnogo$¢ punktdw, stano-
wigcych krzywg zamknieta, po za ktérg wyjs¢ nie mozemy, to funkcja anali-
tyczna istnie¢ bedzie tylko wewnatrz pewnego obszaru, nie za$ na calej
ptaszczyznie zmiennej zespolonej. W American Journal of Mathema-
tics, t. XIV Poincare dat caty szereg przykladow réznych osobliwosci, jakie
posiada¢ moga funkcje analityczne: elementy funkcji analitycznej pokrywaja,
naprzyktad, calg ptaszczyzne z wyjagtkiem pola pewnego tréjkata, pewnego
wielokata, lub tez wyj$¢ nie moga poza obreb pewnego kota, jak to ma migj-
sce dla funkcji thetafuchsowych. Nastepnie na innych przykiadach pokazuje
Poincare, ze jesli istnieje wyrazenie analityczne, z ktérego wyprowadzi¢ sie
daja elementy funkcji analitycznej, zawarte wewnatrz krzywej zamknietej C,
z drugiej za$ strony elementy lezace wszystkie zewnatz tejze krzywej C,
stanowiacej mnogos$¢ punktéw osobliwych, to naogdt nie ma zadnej podstawy
do uwazania tych dwuch grup elementéw jako okreslajacych te samg funkcje
analityczna. Posiadanie wspolnego wyrazenia analitycznego nie moze wiec
by¢ podstawg do ustanowienia solidarnosci pomiedzy dwiema funkcjami; wy-
nik ten nie powinien nikogo dziwi¢, jesli zwrécimy uwage, iz od czasu prac
Weierstrassa nastgpit roztam pomiedzy pojeciem wyrazenia analitycznego
a funkcji analitycznej. Pomimo to w niektorych wypadkach, bardzo zresztg
specjalnych, mozliwym jest racjonalne rozszerzenie pojecia funkcji analitycznej,
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ktéreby prowadzito do mozliwosci przedtuzenia funkcji poza krzywa C, co nie
jest, oczywiscie, sprzeczne z wynikiem otrzymanym przez Poincarégo (Borel,
These 1894).

Jesli funkcja jest wieloznaczng, wartosci jej w danym punkcie zalezg
od drogi, poniewaz za$ drég roznych moze byé ilos¢ nieprzeliczalna, wiec
i elementow, koniecznych do okreslenia wszystkich wartosci funkcji, mozemy
mie¢, a priori, nieprzeliczalna ilos¢. Bardzo wazng zastugg Poincarégo jest
udowodnienie, ze osiagniecie wszystkich wartosci funkcji wewnatrz calego
zakresu jej istnienia daje sie uskuteczni¢ zapomoca przeliczalnej ilosci ele-
mentéw wybranych z pomiedzy mnogosci wszystkich mozliwych; a zatym mno-
gos¢ wszystkich wartosci funkcji dla kazdego punktu (z wyjatkiem punktéw
granicznych, do ktorych dowdd sie nie stosuje) jest przeliczalna.

Gdy mowa juz o funkcjach wieloznacznych, nalezy zwréci¢ uwage na
wyjatkowo piekne odkrycie w tej dziedzinie, dzieki ktéremu teorja funkcji
wieloznacznych sprowadza sie w pewnym stopniu do daleko prostszej teorji
funkcji jednoznacznych. Mianowicie udowodnit Poincare (B. de la S. M. de
Fr. 1883, Acta Mathematica 1908) twierdzenie nastgpujace: jesli y jest funk-
cjg analityczng wieloznaczng, zreszta JaquoIW|ek zmiennej X, mozna okres-
li¢ x jako funkcje jednoznaczng nowej zmiennej z w ten sposob aby y bylo
réwniez funkcjg jednoznaczng zmiennej z.

W ten sposéb badanie funkcji analitycznych sprowadzi¢ sie daje do ba-
dania funkcji jednoznacznych i funkcji odwrotnych wzgledem nich. W tym
tez kierunku zwr6cone sg obecnie poszukiwania najnowszych badaczy (np.
Boutroux).

Ujednostajnianie funkcji wieloznacznych stanowi zakonczenie calego sze-
regu prac, ktérych punktem wyjscia i oparcia byty funkcje automorficzne.
Mamy tu dobitny przykiad taczni, jaka ustanawia umyst tworczy pomiedzy
odosobnionemi pozornie dziedzinami, tak iz wszystkie wspotdziatajg do spol-
nego celu. W tworczosci Poincarégo takich linji zbieznych przesledzi¢ mozna
wiele, lecz zapewne najpiekniejsza z nich jest ta wiasnie, nad ktérg praco-
wat od pierwszych chwil karjery naukowej az do $mierci i ktorej posSwiecit
tyle trudu i czasu.

Przed Poincarem wielu matematykow kusito sie o uogélnienie teorji
funkcji analitycznych na przypadek wielu zmiennych, starajac sie przede-
wszystkim na tym nowym gruncie przeszczepi¢ piekng teorje Cauchy’ego.
Lecz usitowania te po wiekszej czesci spetzaty na niczym, gdyz spotykano tu
nowe, niespodziewane trudnosci, wynikajgce z mozliwosci istnienia pewnych
linji osobliwych i t. p. Dopiero Poincare w stynnej pracy ,0 pozostato-
Sciach (résidus) catek podwdjnych™ (Acta Mat. t. 1X), rozwigzat to
zagadnienie, postawiwszy je w nalezyty sposob, Mamy w tym artykule dowdd
twierdzen o pozostatosciach catek wielokrotnych w przypadku wielu zmien-
nych, ktére odpowiadajg twierdzeniom Cauchy’ego, tyczacym sie pozostatosci
catek pojedyniczych.

Weierstrass, jak wiadomo, roztozyt funkcje catkowitg na czynniki proste,
uwidoczniajagc jej miejsca zerowe. Kazdy czynnik prosty jest ksztattu

gdzie an oznacza miejsce zerowe, a gn(z) jest wielomianem o

powiednio dobranym, ktérego stopienn zalezy o wskaznika n. Je$li szereg



No 7 Wektor. 315

r jest zbiezny dla kazdej wartosci wyktadnika r=>p, a rozbiezny dla
r<p, to funkcja catkowita réwna sie iloczynowi funkcji wyktadniczej przez

iloczyn gdzie gp jest wielomianem stopnia p (niezaleznie

od wskaznika n), przytym ps=p=p+15; gdy p jest liczbg niecatkowitg, p jest
pierwszg liczbg catkowitg bezposrednio mniejszg od p, gdy zas p jest liczba

catkowitg, p réwna sie p—1 albo p, zaleznie od tego czy szereg
jest zbiezny czy rozbiezny. Niechaj czynnik wykfadniczy zwany zewnetrznym

bedzie ksztattu gdzie P jest pewnym wielomianem stopnia k. Rzedem
naszej funkcji catkowitej bedzie liczba rowna k, jesli k jest wieksze od p, jesli
za$ Ye<p, to rzedem funkcji bedzie liczba p. Je$li liczba p, niezalezna od
wskaznika n, nie istnieje albo jesli czynnik zewnetrzny nie jest wskazanego
wyzej ksztaltu, to funkcja jest rzedu nieskoriczonego. O ile odrzucimy czyn-
nik zewnetrzny, rzad funkcji catkowitej zalezy wiec jedynie od rozmieszcze-
nia miejsc zerowych na plaszczyznie, a wihasciwie od funkcji n(r), gdzie
n oznacza ilos¢ mipjsc zerowych wewnatrz kota o promieniu r. W artykule
.0 funkcjach catkowitych™ (Bull. de la Soc. Math. de Fr. 1883),
Poincare zwrécit uwage na dwie okolicznosci pierwszorzednej wagi, miano-
wicie, iz istnieje zwigzek prosty pomiedzy rzedem funkcji catkowitej (rzedu
skorczonego), a wzrastaniem modutu tej funkcji z jednej strony, z drugiej
zas—pomiedzy wzrastaniem modutu, a spotczynnikami w rozwinieciu na sze-
reg Taylora. Tak wiec rozklad zer na plaszczyznie zmiennej zespolonej,
wzrost modutu funkcji w zaleznosci od modutu zmiennej, wreszcie zmniejsza-
nie sie spétczynnikdbw rozwiniecia na szereg w zaleznosci od miejsca czyli
rzedu tego spoétczynnika—sg to trzy fakty Scisle z zobg zwigzane. Mianowi-

cie, jesli rozwiniecie funkcji catkowitej rzedu p jest ksztattu =Anzn, Poinca-

re udawadnia: 1°) ze lim Anv1.2.3..n=0; 2°) na kole o promieniu

maximum modutu f(z) mniejsze jest od , gdzie a jest liczbg dodatnia,

zresztg dowolng, przytym nierébwno$¢ ma miejsce dla kazdego R wigkszego
od pewnego Ra. Pierwsze z tych twierdzen mozna wyrazi¢ inaczej, pod po-
stacig nieréwnosci, mianowicie, iz zachodzi zawsze nier6wnosc:

byle tylko spetniong byta nierdbwnos¢ m=>p. gdzie p jest

pewng okreslong liczba, niezalezng od m. Twierdzenia te byly zaczatkiem wspa-
niatego rozwoju teorji fukcji catkowitych i daty pobudke do szeregu poszu-
kiwan, $rod ktorych pierwsze miejsce zajmujg prace Hadamarda (Journal de
Math. 1893), Borela (Acta Math. t. XX), Lindeléfa, Boutroux (These) i t. d.
Zarys tej teorji znales¢ mozna w zbiorze monografji z teorji funkcji wyda-
wanym przez Borela, u Borela (,,Lecons sur les fonctions entieres™) i u Blu-
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menthala (,,Principes de la théorie des fonctions entieres de genre in-
fini*).

Na innym jeszcze punkcie uzupetnit Poincare badania Weierstrassa.
Weierstrass udowodnit, ze funkcja meroformiczna jednej zmiennej, t. j. funk-
cja jednowartosciowa, nie majgca w skonfczonosci innych punktow osobliwych
précz biegunéw (poles), daje sie przedstawi¢ jako iloraz dwuch funkcji cat-
kowitych. W wypadku, gdy ilos¢ zmiennych jest wieksza (np. réwna dwum),
bieguny nie sg juz odosobnione, i dla tego uogodlnienie twierdzenia Weier-
strassa wydaje sie w tym wypadku niemozliwym. Poincare w artykule, po-
mieszczonym w Acta Math. t. 2 zwalcza te trudno$¢, rozwazajgc réwnania
rézniczkowe czastkowe, ktdrym zado$¢ czynig cze$¢ rzeczywista i cze$¢ uro-
jona danej funkcji meromorficznej.

Teorja szeregéw asymptotycznych i réwnan rdzniczkowych.

Szeregi rozbiezne nieraz uzywane byly w matematyce i, chociaz wyni-
ki na nich oparte byly niepewne, nieraz prowadzity do rezultatow prawdzi-
wych. Od czasow Cauchy’ego i Abela uznano rozumowania i dowody na nich
oparte za nieuzasadnione; lecz przy poszukiwaniach nieraz jeszcze postugi-
wano sie szeregami rozbieznemi, z tym zastrzezeniem, oczywiscie, ze po zna-
lezieniu zadanej odpowiedzi dowdd nalezato da¢ zupetnie inny, nie wprowa-
dzajac szeregdw rozbieznych.

Jesli sie zapytamy, dlaczego na szeregach zhieznych mozemy opierac
sie z cala pewnoscig i budowa¢ na nich dowody, a na szeregach rozbieznych
opiera¢ sie¢ nie mozemy — wypadnie przyzna¢, ze przyczyna jest czysto for-
malna. Drogg odpowiednich definicji stworzyliSmy takt zastosowalno$ci sze-
regbw zbieznych do zagadnieh analizy. Ten sam cel, na tej samej drodze
moze byC¢ osiagniety i dla szeregdéw rozbieznych. Trudno$¢ polega tylko na
stworzeniu definicji o tyle zgodnych z naturg i catoksztaltem faktow mate-
matycznych, aby w zastosowaniach okazaly sie one rzeczywiscie uzytecznemi.
Stworzenie definicji tego rodzaju obejmujacej wszystkie mozliwe wypadki
rozbieznosci jest, jak na dzi§, mrzonka. Nalezy wyodrebni¢ specjalne klasy
szeregdbw rozbieznych i do nich ten punkt widzenia zastosowa¢. Przyktadem
takiego postepowania jest teorja szeregdw asymptotycznych. Polega ona na
ustanowieniu pewnego rodzaju odpowiedniosci pomiedzy pewng klasg funkcji
a pewng klasg szeregébw rozbieznych (ktére Poincare nazywa szeregami asymp-
totycznemi), w ten sposéb, aby pewnym dziataniom, wykonanym na funkcjach,
odpowiadaty te same dziatania, wykonane na szeregach.

Niechaj bedzie funkcja 1(x) i szereg
Szereg ten bedzie rozwinieciem asymptotycznym funkcji 1(x), jesli

dla kazdego n

czyli inaczej: , przyczym
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Gdy dana jest dowolna funkcja, tatwo pozna¢, czy istnieje jej rozwi-
niecie asymptotyczne, wyliczajac kolejno Spotczynniki Co, C1, C2 i t. d. Gdy
rozwiniecie takie istnieje, jest ono okreslone jednoznacznie. Lecz twierdzenie
odwrotne nie jest prawdziwe: temu samemu rozwinieciu asymptotycznemu
odpowiada¢ moze wiecej niz jedna funkcja.

Przejdziemy teraz do dziatan, wykonanych jednocze$nie na szeregach
i funkcjach im odpowiadajgcych. tatwo sie przekona¢, ze mamy prawo mno-
zy¢ i dodawac szeregi asymptotyczne. To znaczy, ze je$li dwie funkcje posia-
dajg rozwiniecia asymptotyczne, wowczas te samg wiasno$¢ posiada suma
i iloczyn tych funkcji, przytym rozwiniecie asymptotyczne sumy lub iloczynu
otrzymamy, dodajgc albo mnozac szeregi asymptotyczne odpowiadajgce kazdej
z dwuch danych funkcji. W ten sam spos6b mamy prawo dzieli¢ odpowied-
nio dwa szeregi asymptotyczne, zastrzegajgc tylko, ze pierwszy spétczyn-
nik Co szeregu przez ktory dzielimy, jest rézny od zera. Przy catkowaniu
szeregu asymptotycznego ukazuje sie wyraz logarytmiczny, ktory nalezy wpro-
wadzi¢ do rozwiniecia, jako zupetnie naturalne uogoélnienie szeregu asympto-
tycznego. Przy tym zalozeniu bedziemy mieli prawo catkowac szeregi asymp-
totyczne, rozumiejagc przez to, ze jesli funkcji 1(x) odpowiada asymptotycznie

szereg to funkcji odpowiada¢ bedzie asymptotycz-

nie szereg

Jak mozna bylo sie spodziewa¢ a priori, nie mamy prawa rézniczkowac
szeregu asymptotycznego, czyli, innemi stowy, przy rozniczkowaniu odpowied-
nio$¢ miedzy funkcjg i rozwinieciem nie jest zachowana.

Moze sie nawet zdarzyé, ze funkcja I(x) daje sie rozwingé na szereg
asymptotyczny, gdy tymczasem jej pochodna I'(x) tej wiasnosci juz nie po-
siada.

Teorja szeregdw asymptotycznych ma bardzo wazne i liczne zastosowa-
nia, zwlaszcza w teorji réwnan rézniczkowych. Jesli warunki poczatkowe
odpowiednio sa dobrane, a mianowicie, jesli odpowiadajg punktowi osobliwe-
mu ukladu catek danego réwnania, to réwnanie daje dla szukanej catki roz-
winiecie naogét rozbiezne. Pomiedzy tym szeregiem, a rodzajem osobliwosci
istnieje pewien Scisty zwiazek. tatwo wiec zrozumieé, ze w przypadku, gdy
rozwiniecie otrzymane przy pomocy rownania jest odpowiedniego ksztaktu,
teorja szeregbw asymptotycznych moze sie okaza¢ pozyteczng. Tak tez jest
w istocie, jak sie okazuje z poszukiwan Poincarégo, zamieszczonych w Acta
Math. t. VIII (Sur les integrales singulieres des équations differentielles).

Badanie catek réwnan rozniczkowych z specjalnym uwzglednieniem punk-
tow osobliwych zawsze zajmowalo Poincarego i temu przedmiotowi poswiecit
nawet rozprawe doktorska. Z biegiem czasu pomysty jego w tym kierunku
rozwinety sie znakomicie i wydaty obfity plon prac i wynikéw, posrod ktod-
rych na uwage przedewszystkim zastugujg rozprawy, poswiecone szczegoto-
wemu zbadaniu ksztattu krzywych, okreslonych jako catki réwnan rézniczko-

wych stopnia pierwszego gdzie X i Y sg wielomianami wzgledem
X i y. (Journal de Liouville 1881 i 1882/ Poniewaz tu chodzi o konstrukcje,
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ze tak powiem, okreSlonych przez rownanie catek, nalezy sie ograniczy¢ do
wartosci rzeczywistych x i y, a wiec metody dotychczasowe, wprowadzone
przez Briota i Bouqueta, ktérzy badali catke w otoczeniu punktu osobliwego
na ptaszczyznie zmiennej zespolonej, i ich sposob ujecia juz nie wystarczaja.
Przedewszystkiem zajmuje sie Poincare zbadaniem, Kklasyfikacja punktéw o0so-
bliwych oraz ksztattem calek w otoczeniu tych punktow. Punkty osobliwe
dzieli on na trzy rodzaje: 1) ,,przetecze" (cols), czyli punkty, przez ktdre prze-
chodza tylko dwie catki; 2) wezly (noeuds), czyli punkty, przez ktére prze-
chodzi nieskoriczona ilo$¢ catek; 3) ogniska (foyers), czyli punkty, naokoto
ktorych krzywa nawija sie spiralnie. Oprécz tych punktéw osobliwych, ktdre
sg typu ogolnego, bo nie przypuszczajg istnienia zadnych zwiazkéw specjal-
nych pomiedzy spdlczynnikami réwnania rdézniczkowego, mogg istnie¢ inne
jeszcze osobliwosci poszczegdlne, gdy Spdtczynniki zwigzane sg ze sobg pew-
nemi réwnaniami. Takim punktem jest tak zwany S$rodek (centre), naokoto
ktérego zgeszcza sie nieskonczenie wiele krzywych zamknietych, zawartych
kazda wewnatrz poprzedzajacej; w ten sposob tworzy sie nieskoriczona ilos¢
pierscieni, coraz bardziej skupiajgcych sie dokota $rodka. Nastepnie znajduje
Poincare zwigzek, pomiedzy og6lng liczba weztéw, ognisk i ,,przeteczy”, wresz-
cie przechodzi do badania ksztattu catki, przebiegajac wdtuz catej krzywej,
ktéra albo jest krzywa zamknieta, albo urywa sig, gdy dochodzi do wezia,
albo nawija sie spiralnie dokota punktu lub krzywej zamknietej i t. d.

W wypadku, gdy ilos¢ zmiennych jest o jedng wieksza, mamy podobne
zadanie, ale juz nie na pflaszczyznie, tylko w przestrzeni i ukfad réwnan

, gdzie X, Y i Z sg wielomianami wzgledem trzech zmiennych

X, Y i z. Roztrzasanie tego wypadku jest daleko trudniejsze, ale i tu Poinca-
re dochodzi do waznych wynikéw. Mianowicie, z posrdéd punktéw osobliwych
nalezy rozrozni¢ nastepujace: 1) wezly, t. j. punkty, przez ktére przechodzg
wszystkie catki, o ile tylko przechodza dostatecznie blizko tego punktu;
2) ,.przetecze” (cols), czyli punkty w ktérych schodzi sie nieskonczona ilosé
catek, tworzacych pewng powierzchnie i oprécz tego przechodzi jeszcze jed-
na krzywa, nie lezaca na wzmiankowanej powierzchni; 3) ogniska, czyli punk-
ty, przez ktore przechodzi jedna krzywa, gdy pozostate catki zblizajg sie
nieograniczenie do tego punktu otaczajagc go linjg spiralna; 4) ,przetecze -
ogniska", czyli punkty, przez ktore przechodzi jedna tylko catka, gdy inne
zblizajg sie do tej krzywej asymptotycznie, tworzac pewng powierzchnie.

Roéwnania rézniczkowe czastkowe fizyki matematycznej, réwnania catkowe, uktady
réwnan linjowych z nieskoficzong iloscig niewiadomych.

Do tego dziatu nalezy caly szereg waznych prac Poincarego, zwigza-
nych spdlng mysla przewodniag, poczawszy od rozprawy w American Journal
of Mathematics 1886, gdzie pomysty Smiale i nowe sg tylko naszkicowane,
a konczac na takich mistrzowskich pracach, jak artykut w Rendiconti 1894
.0 rownaniach fizyki matematycznej”, w Acta Mathematica t. 20
.0 metodzie Neumanna i zadaniu Dirichleta”.



Ns 7 Wektor. 319



320 Wektor. N° 7

oczywiscie analogja z rozwinieciem na szereg trygonometryczny. Gdy dla
powierzchni C znamy funkcje zasadnicze, wystarczy funkcje wartosci danych
na granicy rozwing¢ na szereg tylko co wspomnianego typu, a rozwigzanie
zadania Dirichleta nie przedstawia juz trudnosci. Doda¢ trzeba, ze Poincare
rozwaza zadanie bardziej og6lne, mianowicie zamiast rOwnania Laplace’a roz-

patruje takze réwnanie ogolniejsze » gdzie & ozna-

cza stalg, T za$ funkcje trzech zmiennych. Do tego réwnania sprowadza sie
miedzy innemi zadanie o drganiu blonki sprezystej: Schwartz udowodnit ist-
nienie tonu zasadniczego, gdy btona drga bez weztéw i linji weztowych, Pi-
card udowodnit istnienie pierwszego tonu harmonicznego, a Poincare—istnie-
nie tonéw harmonicznych rzedéw wyzszych.

Tylko co wymienione prace Poincarégo przygotowaty grunt pod teorje
réwnan catkowych Fredholma. Wszystkie wyniki prac Poincarégo dajg sie
z najwiekszg tatwoscig interpretowac ze stanowiska teorji réwnan catkowych,
i odwrotnie. W tym réwnaniu jakgdyby zawarta jest synteza prac Poincaré-
go z danej dziedziny, to tez zastosowat on je odrazu do zadania o przypty-
wach i odptywach morza, do fal elektromagnetycznych, wzbogacat i rozwi-
jat stale cennemi dodatkami i dopetnieniami. Réwnanie Fredholma ma posta¢

gdzie Y(x) jest funkcja dang, k(x,y) nazywa

sie jadrem réwnania i jest takze znane, a funkcja @(x) jest funkcjg szuka-
na; X jest stalg, ktéra ma bardzo wazne znaczenie w teorji. Jesli jadro czy-
ni zado$¢ pewnym warunkom, bardzo zresztg ogélnym, mozna zbudowaé za-
pomocg szeregébw dwie funkcje catkowite wzgledem A, mianowicie DI(AX,y),
i D(\), przy pomocy ktérych funkcja nieznana @(x) wyraza sie w nastepujacy

spos6b . Rozwigzanie przyjmuje posta¢ bar-

dziej ztozong, jesli funkcja y(x) jest tozsamosciowo rowna zeru, lub jesli
X przybiera pewne wartosci, ktore sg pierwiastkami réwnania D(A)=0. Zwig-
zek pomiedzy teorjg réwnan catkowych a poprzedniemi pracami Poincarégo
wida¢ juz stad, ze funkcje zasadnicze zado$¢ czynig réwnaniu Fredholma ty-
pu jednorodnego, t. j. gdy funkcja ¢(x)=0. Parametr X gra takg samg role,

jak stata k w rownaniu , ktére okredla funkcje zasadnicze.

Jednym z waznych przyczynkéw Poincarégo do teorji rownan catkowych
jest zbadanie ksztattu rozwigzania w wypadku, gdy jadro staje sie nieskon-
czonym. Okazuje sie, ze w wypadkach bardzo og6lnych, wystarczy we wzo-
rze na rozwigzanie rownania Fredholma w szeregach, dajacych D(A,X,Yy)
i D(N), zastgpi¢ przez zero wyrazy, stajgce sie nieskoriczonemi, t.j. poprostu od-
rzuci¢ je. Takie samo rozwigzanie dat Hilbert, ale w wypadku daleko mnigj
0gblnym.

Réwnania catkowe sa bezposrednio zwigzane z teorjg ukladu nieskon-
czonej ilosci réwnan linjowych z nieskonfczong iloscig niewiadomych. Na tym
polu byt wiec Poincare pjonerem i twdrca, gdyz pierwszy badat warunki
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zbieznosci wyznacznikéw nieskonczonych, ktére mozna utworzy¢ ze spoétczyn-
nikéw danych réwnan linjowych.

Na tym zakonczymy przeglad prac matematycznych Poincarégo. Jest
ich tak wiele, ze wspomnie¢ cho¢ w paru stowach o kazdej staje sie prawie
niemozliwym; dlatego ani stowa nie poswieciliSmy artykutom z teorji liczb,
ani z Analysis situs, cho¢ i tu mamy prace pierwszorzednej wartosci,
i w tym zakresie sypat szczodrze pomystami, torowat nowe drogi. \Wiasci-
woscig jego umystu byla ciaggla, nieustajgca twdérczos¢. Cel bedzie osiagniety,
jesli krotki i niezupelny przeglad prac wzbudzi w czytelniku uczucie podzi-
wu i uwielbienia dla Mistrza, ktéry byt ich twoérca. Obok olbrzymiej budowli
prac matematycznych wznidst on nie mniej pokazne gmachy twdrczej mysli
w innych dziedzinach, w astronomji i fizyce naprzyktad. Dzieta filozoficzne
znamionujg umyst nie mniej potezny, gteboko krytyczny, samodzielny i prze-
nikliwy. Schylajac czola przed zgastym gienjuszem, oddajemy hotd twdrczej
mysli; uczynity to zgodnie wszystkie narody po calej ziemi, gdziekolwiek bta-
ka sie chociazby iskierka mysili.

Juljusz Rudnicki.

Wektor, z. 7, 1913.
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