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1.
Wstep.

W ciagu uptynionego stulecia matematycy poddawali pod-
stawy zasadnicze nauki o przestrzeni badaniu krytycznemu, ktoére
doprowadzito ichdo utworzenia, obok geometryi zwyktej, dwu innych

') Szanowny autor upowaznit nas do ogloszenia w ,,Wiadomosciach mate-
matycznych‘ przekladu tej pracy, ktora jest streszczeniem odczytéw, mianych
w ,Institut supérieur de Philosophie w Louvain dnia 16 maja, 30 maja i 6 czer-
wea 1895. S.D.

Wiad. mat. I. 1
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2 P. Mansion

systemow geometryi, rowniez dopuszczalnych tak pod wzgledem
Scistosci logicznej jak i pod wzgledem stosowania ich do badania
Swiata fizycznego.

Pierwszym z tych systemow jest geometrya Lobaczew-
skiego, nazwana tak od imienia uczonego (1793—1856), ktory
znalazt jej podstawy okolo r. 1826 i podal jej wyktad zupeiny
w licznych pismach, ogloszonych w czasie od r. 18290—18561).

Drugi system stanowi geometrya riemannowska, ktorej idea
zasadnicza, bez zadnego prawie wszakze rozwinigcia, zostala po-
dana przez Riemanna (1826—1866) w roku 1854, lecz ogtoszona
dopiero w 1867 r.?).

Ogot tych trzech geometryj: euklidesowej, geometryi L oba-
czewskiego i riemannowskiej, majacych zreszta cze$¢ wspodlna,
stanowi tak nazwana Metageometrye lub Geometrye
ogdlna.

Fakt istnienia trzech réznych systemow geometryi ma wielka
wazno$¢ z punktu widzenia filozoficznego. W samej rzeczy, pociaga
on ze soba obalenie jednej z podstaw dzieta Kanta: Kritik der
reinen Vernunft, oraz stwierdza czczo$¢ tego, co mozna na-
zwac jego geometrycznym imperatywem.

Pragniemy tu wytozy¢ sposobem elementarnym i pod forma
dydaktyczna zasady metageometryi az do podzialu jej na trzy ga-
tezie oraz naszkicowaé konsekwencye filozoficzne, jakie stad wy-
prowadzi¢ mozna.

Wyktad ten poprzedzimy krotkim zarysem historycznym
najwazniejszych prac nad zasadami geometryi od Euklidesa
do De Tilly'ego. Czytelnik, ktoéry zechce podazy¢ za nami,
bedzie mogt stopniowo pozby¢ sie uprzedzenia, Ze moze

') Catkowite wydanie dziet geometrycznych Lobaczewskiego pro-
fesora uniwersytetu kazanskiego, wydane zostato przez tenze uniwersytet w dwoéch
tomach in 4° str. 680. Tom I Kazan. 1883: prace w jezyku rosyjskim, Tom II
Kazan, 1886: prace w jezykach niemieckim i francuskim.

?) Pod tytutem: ,Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen* (Rozprawy Getyngskie. 1867, t. XIII). powtérzone w zbiorowem wydaniu
dziet Riemanna (wyd. 1-0 1876, str. 254—269). Rozprawa taistnieje w przekiadzie
polskim S, Dicksteinai Wi, Gosiewskiego (Pam. Tow. nauk $cistych
w Paryzu (t.IX r. 1877).
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Pierwsze zasady metageometryl. 3

istnie¢ tylko jeden system geometryi oraz oswoic si¢ z nowemi pogla-
dami, ktore napotka pozniej w dwu systemach geometryi nieeukli-
desowej. Tym sposobem czytelnik, zanim stwierdzi warto$¢ tych
systeméw z punktu widzenia logiki oraz badania przyrody, da im
przystep do swego umystu, gdy dowie sig, jakie to wybitne nazwi-
ska przywiagzane sa do badan nad tym przedmiotem.

118

Zarys historyczny.

Geometrye elementarna, jako nauke, utworzyli grecy w czasie
od VI do III wieku przed Chr. Gléwne jej postepy mozna zwigzac
z kilkoma stawnemi imionami. T ales (640—548) lub jeden uczniéw
jego znalazl, ze suma trzech katow trojkata rowna sie¢ dwom katom
prostym; Pytagoras (580—3500), ze w trojkacie prostokatnym
kwadrat, wystawiony na przeciwprostokatnej, rowna sie sumie kwa-
dratow, wystawionych na pozostatych bokach; Eudoxus (408—
335), ze ostrostup jest trzecia czeécia graniastostupa o tej samej
podstawie i tej samej wysokoéci. Temuz matematykowi zawdzie-
czamy teorye proporcyj pomiegdzy wielkoSciami niespoimiernemi.
Archimedes (287—212), précz wietu prawd matematycznych
natury bardzo utajonej, odkryt nowe wilasnoéci zasadnicze okregu
kota, walca, stozka i kuli.

Euklides (okoto r. 300), nieco wczesniejszy od Archime-
desa, zebrat w swych ,Elementach® odkrycia geometryczne po-
przednikow swoich 1), nie dodawszy nic istotnie nowego, lecz podsta-
wiwszy niewzruszone dowody zamiast dowodzen, Kktére czesto
bywaly zbyt mato $cistemi.

Doskonatos¢ logiczna ,Elementow* Euklidesa zapewnita
im niezaprzeczona krolewsko$¢ w nauczaniu az do pojawienia
sig¢ ,Poczatkow geometryi“ (Eléments de Géométrie) Legen-

) Ksigga I—VI, XI—XIII ,Elementéw® sg po$wigcone geometryi; ksiegi
VII—X arytmetyce, nauce, w ktorej Euklides byt bardziej oryginalnym niz w geo-
metryi: ksiega X jest prawie catkowicie zbiorem jego wilasnych poszukiwan,
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-

dre’a (1752—1833) w r. 1794. Mniej cista, lecz za to pelniejsza
od ,Elementow“ Euklidesa, zawiera ta ksiazka Legendre’a:
wyktad odkry¢ Archimedesa w geometryi elementarnej; teorye
trojkatow kulistych, ktora byla tez znana starozytnym i ktorej po-
czatki siegaja by¢ moze Eudoxusa; wreszcie noty uczone, odno-
szace sie¢ do trudniejszych punktow, oraz traktat trygonometryi.

W Elementach Euklidesa teorya linij rownoleglych
i wszystko, co od niej zalezy, polega na twierdzeniu nastgpujacem:
Dwie proste na pltaszczyZnie, tworzace z trzecia
prosta, po tej samej stronie tej ostatniej, katy we-
wnetrzne, ktorych suma jest mniejsza od dwu katow
prostych, spotykaja sie z tej wtasnie strony. Twier-
dzenie to, nazywane czesto postulatem Euklidesa, jest w rzeczy
samej piatym z sze$ciu postulatow 1), ktore geometra grecki posta-
wil na czele swej ksiegi nieSmiertelne;j.

Od Euklidesa do Legendre'a wszystkie usitowania ma-
tematykow, zajmujacych si¢ zasadami geometryi, zeSrodkowywaty
sie prawie wytacznie na piatym postulacie Euklidesa. W prze-
ciggu przeszto dwoch tysiecy lat czyniono prézne wysitki, by po-
stulat ten wywnioskowac¢ z twierdzen poprzednio dowiedzionych.
Ptolemeusz i Proklus w starozytnosci, .Nassiredin
w wiekach $rednich, Clavius w czasie Odrodzenia, W allis
(1616—1707) i wielu innych, usitujacych dowie$¢ tego postulatu,
nie potrafili uczynic¢ nic wiecej, tylko zastapi¢ go postulatami prawie
rownowaznemi. Pomiedzy temi ostatniemi zdaje sig¢, jedynie po-
stulat Wallisa (1693): istnieja tréjkaty podobne—
przezyt swego tworce 2). W roku 1733 O. Saccheri, jezuita

') Postulaty te podajemy dostownie w dwu paragrafach nastepnych; znaj-
dujg si¢ one razem z dziewigcioma aksiomatami po definicyach pierwszej ksiggi
Euklidesa., W niektérych rekopisaeh (lecz nie w najlepszyeh) i w wielu edy-
cyach postulaty czwarty, piaty i szosty staly si¢ aksiomatami 10, 11 i 12-ym.

2) Co do wskazéwek bibliograficznych,. odno$zgcych si¢ do rozmaitych
autorow, o ktérych mowa tu i w nastgpstwie patrz nasz artykut p t.: ,,Notice sur
les recherches de M. De Tilly en Métagéométrié (Revue des questions scienti-
fiques, 2-e série, t. VII, p. 584—595, 1895, tub Mathesis, 2-e série t. V, 1891, Supplé-
ment) i nasze sprawozdanie o dziele Std ckela; ,Theorie der Parallellinien von
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Pierwsze zasady metageometryi. b

(1667—1733), bezwiednie odkryt nowy punkt widzenia, badajac,
co stanie si¢ z zasadami geometryi, jezeli si¢ przypusci, ze piaty
postulat Euklidesa nie jest prawdziwym. Rozumujac w tem
przypuszczeniu, podat on wiele twierdzen, migdzy innemi nastepu-
jace: ,Dwie proste, potoZone na jednej plaszczyznie, moga zajmo-
wac trzy rozne polozenia wzgledem siebie '): albo spotykaja sig, albo
zblizaja sie do siebie nieograniczenie bez spotkania, albo wreszcie
maja prostopadta wspolna, od ktérej poczawszy, rozchodza sie
(Twierdzenie Saccheriego).

Lambert (1728—1777) jest na tej samej drodze, co Sac-
cheri. Dowodzi on, Ze w przypadku, gdy postulat Euklidesa
prawdziwym nie jest, powierzchnia trojkata jest proporcyonalna do
jego niedomiaru katowego (Twierdzenie Lamberta, 1766, ogto-
szone w 1786). Niedomiarem katowym nazywamy roznice po-
migdzy dwoma katami prostemi a sumg Kkatow trojkata, ktoéra
w uwazanym przypadku jest zawsze mniejsza od dwu katéw
prostych.

Taurinus (1794 — 1874) $miatem przeczuciem znalazl
(1826) dla tegoz przypadku wzor zasadniczy trygonometryi.

Saccheri, Lamberti Taurinus, nie watpia zreszta
wcale o bezwzglednej prawdziwoéci piatego postulatu Euklide-
g 0 i uciekaja si¢ bezwiednie do innych postulatéw, mniej lub wie-
cej pozornych, dla wyprowadzenia go z poprzednich twierdzen

~ geometryi. Lecz rownoczesnie Lambert, a zwlaszcza T aurinus
spostrzegaja, dlaczego nie dochodzimy nigdy do sprzecznosci, przy -
puszczajac, ze piaty postulat nie jest prawdziwym. Pochodzi to
stad, mowi drugi z nich, ze istnieja prawdopodobnie powierzchnie
krzywe, na ktérych pewne linie krzywe maja wiasnoéci analogi-
czne do wlasnoéci linii prostej na ptaszczyznie, jezeli pozostawimy
na uboczu wtlasnodci, wyrazone piatym postulatem E ukli-

Euclid bis auf Gauss (Ib. t. VIII, p. 603—613, 1891 lub Mathesis, 2-e série, t. VI,
1896, Supplément).
') W geometryi nieeuklidesowej dwie proste moga zajmowa¢é tylko dwa 5
rézne polozenie wzajemne: albo sie spotykaja, albo maja prostopadia wspéing 4\:1\
i wtedy sq wszedzie w rdwnei od siebie odlegtosci. <\~ nﬂ..\pf\"’._\

)
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6 P. Mansion,

desa’). Tak za Lambertem powiada on, ze kota wielkie
na kuli maja wtasnosci, bardzo podobne do wtasnosci prostych
na plaszczyznie, procz wilasnosci, wyrazonej w piatym postu-
lacie Euklidesa: dwie proste nie moga zamykad
przZiestrzent

Legendre (opierajac si¢ milczaco na tym ostatnim postu-
lacie) mogt dowies¢ z zupetng &cistoscia dwu twierdzen, Kktoremi
zajmowali sie juz byli Saccheri i Lambert, mianowicie:
1-o W trojkacie suma katow nie moze by¢ wigksza od dwu katow
prostych (r. 1800). 2-o Jezeli w jednym trojkacie suma katow jest
rowna dwom katom prostym, to jest takaz we wszystkich trojka-
tach (twierdzenie z r. 1808, ogloszone w r. 1833). Zreszta Legen-
dre, podobnie jak wszyscy poprzedzajacy go geometrowie, na-
prozno usilowatl udowodni¢ piaty postulat Euklidesa; wszakze
proby jego dowodow, wielce godne uwagi, mogly go byty doprowa-
dzi¢ do jednej z prawd zasadniczych metageometryi, t. j. do tego, Ze
wlasnos$ci przestrzeni zaleza od pewnego parametru.

Okoto r. 1819 lub moze wczesniej, najznakomitszy z matema-
tykow niemieckich Gauss (1777—1855) i prawnik Schwei-
kart (1780—1857), doszli, niezaleznie jeden od drugiego, do przeko-
nania, ze piaty postulat Euklidesa absolutnie dowies¢ si¢ nie da,
poniewaz nie zawiera si¢ w pojeciu klasycznem prostej. Jezeli
odrzucimy ten postulat, to bedzie mozna ustanowic¢ geometrye ogol-
niejszag od geometryi Euklidesa i zupelnie $cisla; geometrya
euklidesowa jest jej przypadkiem szczegdlnym, a wtasciwie przy-
padkiem granicznym. Jedynie do$wiadczenie moze stwierdzic, czy
ten przypadek graniczny lub inny przypadek szczegolny, bardzo
blizki, jest urzeczywistniony w przyrodzie. Slawny astronom Bes-
sel (1784—1846), pod wplywem Gaussa i Schweikarta, do-
szedt takze do przekonania, Ze geometrya fizyczna nie jest, by¢ mo-
ze, geometrya euklidesowa. Ani Gauss ani Schweikart nie
ogtosili nic o tej geometryi ogodlniejszej, o ktérej moéwimy, lecz nie

) Byl to pomyst zupelnie uzasadniony: Beltrami w r. 1868 dowiodt
ze w rzeczy samej linie geodezyjne pseudosfery maja te wlasnosci, o ktérych wyze
mowa, i wyprowadzit stad wniosek, ze pigty postulat Euklidesa nie daje sig
udowodnié¢ w geometryi ptaskiej. 2
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Pierwsze zasady metageometryi. ¥

pozostali bez wplywu na siostrzenca tego ostatniego Taurinusa,
ktory pozostawatl z nimi w korespondencyi.

Dwaj mtodsi od Gaussa uczeni: jeden rosyjski Lobacze w-
ski, drugi wegierski Jan Bolyai (1802-—1860) doszli do tych
samych wynikéow, co Gauss. Bolyai wr. 1832 w dodatku do
dzieta swego ojca oglosit krotki wykiad systemu geometryi, nieza-
leznej od piatego postulatu Euklidesa. Lobaczewski dnia
12/24 Lutego 1826 r. miat lekcye publiczna o tym przedmiocie
w uniwersytecie kazanskim, w r. 1829 za$ oglosil zasady tej nowej
geometryi, ktora slusznie nosi obecnie nazwe geometryi Loba-
czewskiego. W ciagu przeszlo ¢wierci wieku az do roku 1856
z niepokonana wytrwaloscia rozwijat on badania swe w tej dziedzinie,
lubo znikad nie dostawal zachety 1).

W r. 1854 Riemann wypowiedzialt w swej lekcyi wstepnej
kilka nowych i glebokich myséli o zasadach geometryi, ogloszonych
drukiem dopiero w r. 1867, po $mierci tego wielkiego geometry 2).
Istote zasadnicza czesci tych pomystéw mozna stresci¢ w ten spo-
sOb: Szosty postulat Euklidesa, podobnie jak i pigty, nie zawiera
sie w zwyklej definicyi linii prostej. Odrzucajgc ten szosty postu-
lat, mozna utworzy¢ geometrye¢ rozng od geometryi . obacze w-
skiego itakze ogolniejsza od geometryi Euklidesa, ktorej
ta ostatnia jest rowniez przypadkiem granicznym. Jest to wiasnie
geometrya riemannowska.

De Tilly, nie znajac badan Lobaczewskiego, zna-
lazt wszystkie jego rezultaty zasadnicze drogg sobie wlasciwa,
nieco po roku 1860. W roku 1868 oglosit De T illy cynematyke
statyke i dynamike, odpowiadajacg systemowi Lobaczew-
skiego. W roku 18721 1873 wykazal, ze piaty postulat E u-
klidesa nie daje si¢ udowodni¢ Zadnem rozumowaniem geome-
trycznem. W r. 1878 podal zupeiny wyklad zasad geometryi ogol-
nej, wychodzac z pojecia odlegtosci lub przedziatu pomiedzy dwoma
punktami. To pojecie pierwotne, ktore juz Cauchy wr. 1833
uczynil byt podstawa geometryi, rozstrzasa De Tilly z magistralng
Scistoscia i wyprowadza z niego kolejno geometrye: Riemanna,

) Patrz wyzej przypisek na str. 2-ej.
?) Patrz wyzej przypisek na str. 2-ej.
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8 P. Mansion.

LobaczewskiegoiEuklidesa. Wr. 1893 poszedt jeszcze
dalej i wykazal, ze kazda z tych geometryj zdwarta jest calkowicie
w zwigzkach Lagrange’ai Scheringa pomiedzy odlegto-
¢ciami wzajemnemi pieciu punktow.

Nikt, o ile wiemy, nie badal glebiej od De Tilly’ego pod-
staw zasadniczych geometryi. To tez w ponizszym wyktadzie
prace jego przewodniczy¢ nam beda, jakkolwiek postaramy sie
forme naszego wyktadu zblizy¢, o ile mozna, do euklidesowej, celem
uprzystepnienia metageometryi wigkszej liczbie czytelnikéw ).

I1I.

Definicye i cztery pierwsze postulaty ?).

1. Punktem jest to, co nie ma czesci (Euklides I. Def. 1).

2. Linia jest dlugoscia bez szerokoéci. Krance linii sa pun-
ktami(1. Defl. 2, 3).

3. Powierzchnia jest to, co ma tylko dlugosc i szeroko$c.
Krance powierzchni sa liniami (I. Def. 5, 6).

4. Bryla jest to, co posiada dlugos¢, szerokosé igrubosé.
Krance bryty sa powierzchniami (XI. Def. 1, 2).

5. Linia prosta jest to linia, ktora lezy jednakowo na wszy-
stkich swoich punktach (I. Def. 4).

') Znakomici geometrowie Cayley, Klein, Darboux, Poincaré,
Beltrami, Riemann, Hel mholtz, Lie i inni badali wyczerpujaco rézne
teorye analityczne i geometryczne, majace najécislejszy zwiazek z poszukiwaniami,
ktorych dzieje przedstawiliémy tresciwie pod forma elementarng. W ten sposcb
dowiedli posrednio wielu twierdzen geometryi ogélnej. Dla braku dostateczne
kompetencyi nie mozemy podaé tu zarysu tych poszukiwan.

?) W ponizszym wyktadzie podajemy definicye, postulaty i twierdzenia
wedtug ,,Zlementéw Euklidesa, poniewaz dzleto to stanowi po dzien dzi-
siejszy najbardziej znany i $cisty podrecznik geometryi. Postugujemy si¢ wielkiem
wydaniem greckiem, facinskiem i francuskiem Peyrarda (Paryz 1814, 1816,
1818, 3 tomy in 4°). Dajemy zreszta z definicyj to, co jest niezbednie koniecznem,
précz jednego wyjatku, i nie przytaczamy dziewieciu aksiomatéw Euklidesa,
poniewaz te, z ktérych korzystamy milczgco, sa przyjete przez wszystkich.
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Pierwsze zasady metageometryi. 9

Uwaga. Powiemy na poczatku nastepnego paragrafu, jak
definicye te, o ktorej tyle dyskutowano, rozumieli Euklides
i wszyscy geometrowie.

Postulat pierwszy!). Przeprowadzi¢ od jakiegokolwiek
punktu do jakiegokolwiek innego lini¢ prosta (I. Post. 1).

Postulat drugi. [ przedtuzy¢ w linii prostej i sposobem
ciaglym lini¢ ograniczona (I. Post. 2).

6. Powierzchnia ptaska jest taka, ktora lezy jednakowo na
wszystkich prostych, ktore zawiera (1. Def. 7 2).

7. Kolo jest figura plaska, objeta jedna linia, ktéra nazy-
wamy okregiem tak, ze wszystkie proste, poprowadzone do okregu
z pewnego punktu, umieszczonego na tej figurze, sa rownemi. Ten
punkt nazywa si¢ $srodkiem kota (I. Def. 15, 16), proste zas nazy-
waja si¢ promieniami.

Postulat trzeci. Nakresli¢ koto z jakiegokolwiek $rod-
ka i o jakimkolwiek promieniu (I. Post. 3).

8. Kula jest powierzchnia taka, Ze wszystkie proste, popro-
wadzone z punktu, nazwanego $rodkiem, do punktow tej powie-
rzchni, sa rownemi sobie. Te proste nazywaja si¢ promieniami kuli
(XI. Def. 1417 zmienione).

9. Kat prostokre$lny jest to wzajemne nachylenie dwoch
prostych (I. Def. 8—9 skrdcone).

10. Gdy prosta spotyka druga i tworzy z nig dwa Kkaty ro-
wne: jeden po jednej, drugi po drugiej stronie, to kazdy z tych katow

") Mozna glebiej, niz to uczynit Euklides, badaé¢ pojecia zasadnicze
geometryi i powigkszy¢ znacznie liczbe postulatéw. Patrz np. prace matematyka
wiloskiego P eano: I principii di Geometria logicamente esposti“ (Turyn, Bo c-
ca, 1889,8° str,40) i ,Sulle fondamentidella Geometria® (Rivista di matematica,
1894, IV, str. 51—90)*. W ostatnim paragrafie rozprawy niniejszej pokazujemy,
w jaki spos6b Cauchy sprowadza pojecia prostej i plaszczyzny do pojecia
odlegtosci. Lecz nalezy zauwazyé, ze postulaty 5-y i 6-y sa prawie jedynemi,
ktéremi powaznie zajmowali sig¢ geometrowie.

?) Prosimy czytelnika, aby dopuscit moznosé istnienia podobnej powie-
rzchni, jako postulat dodatkowy, az do naszego paragrafu koficowego Definicyg
Euklidesa rozumiano zawsze w sensie definicyi Le gendre'a: Plaszczyzna
jest to powierzchnia, w ktérej, gdy wezmiemy dwa punkty dowolne i potaczymy
je prosta, to linia ta bedzie calkowicie lezata na powierzchni.

http://rcin.org.pl
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10 P. Mansion,

nazywa sie¢ prostym, i pierwsza linia nazywa si¢ prostopadia do
drugiej (I. Def. 9).

Postulat czwarty. Wszystkie katy proste sa rowne
sobie (I. Post. 4 *).

11. Kat rozwarty jest to kat wiekszy od prostego (I. Def. 11).

12. Kat ostry jest to kat mniejszy od prostego (1. Def. 12).

13. Figury prostokreslne lub wielokaty sa zakonczone linia-
mi prostemi (1. Def. 20).

14. Figury tréjboczne lub trojkaty sa utworzone przez trzy
proste; czworoboki—przez cztery proste (I. Def. 21, 22).

15. Trojkat roéwnoboczny jest to trdjkat, majacy trzy
boki rowne; rownoramienny—dwa boki réwne; réznoboczny—trzy
boki rézne; prostokatny—Kktory ma kat prosty; rozwartokatny-—
kat rozwarty; ostrokatny—trzy katy ostre (I. Def. 24—29 2),

16. Czworobok jest kwadratem, gdy ma wszystkie boki ro-
wne i katy rowne; prostokatem—gdy ma tylko katy réwne; kwadra-
tem uko$nym lub rombem—-gdy ma tylko boki rowne; romboidem—
gdy jego boki i katy przeciwleglte sa rowne (1. Def. 30—33 zmie-
nione *).

Postulaty piaty i szésty. Trzy geometrye.

Wyzej podana definicya prostej, nawet gdy ja uzupeinimy
za pomoca postulatow 2, 3, 4 wyraza jedynie zupelng jednorodnos¢

) Ten postulat, pozornie bezpozyteczny jest w rzec.y samej niezbedny,
jak to powiedzieliSmy juz dawniej, dla tego, aby unikngé rozpatrywania w jednym
i tym samym systemie geometryi roznych gatunkow linij prostych. Wprowadze-
nie tego postulatu przez Euklidesa do ,Elementow' pokazuje. jak gleboko
badat on zasady geometryi.

2)  Moznos¢ istnienia figur, majacych powyzsze wtasnosci, wyprowadza sig
dosé tatwo z rozmaitych twierdzen elementarnych Euklidesa.

3) Dajemy te definicye, niepotrzebne nam w dalszym wyktadzie, dla poka-
zania, w jaki sposob nalezy zmodyfikowaé definicye Euklidesa, aby médz
przystosowac je do geometryi ogélnej. Mozna jeszcze tatwo, przy pomocy ,,Ele-
mentow*, wykresli¢ figury, o ktérych mowa w Nr. 16.
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Pierwsze zasady metageometryi. 11

linii, t. j. tozsamos$¢ wszystkich prostych i wszystkich czesci kazdej
z nich. Stowem, prosta jest linia jednorodng catkowicie okreslona
przez dwa ktorekolwiek ze swych punktow, dostatecznie zblizone.

Euklides w swym wykladzie geometryi uzywa jeszcze
dwochinnych postulatow, odnoszacych sie do prostej, a mianowicie:

Postulat piaty. Jezeli prosta, spotykajaca dwie proste
(lezace na tej samej plaszczyZnie), tworzy z jednej strony Katy
wewnetrzne, Ktorych suma jest mniejsza od dwu katéw prostych,
to proste te, przediuzone nieograniczenie, spotykaja si¢ z tej
strony, po Ktorej suma jest mniejsza od dwu Katow prostych
(I, postulat 5).

Postulat szdsty. Dwie proste nie zamykaja przestrzeni
(I, postulat 6).

Okreslamy geometrye euklidesowa jako tg, Ktora
przyjmuje postulaty 5 i 6; riemanow sk g jako te, w ktorej odrzu-
camy postulat 6, w ktorej przeto, jak to okazemy, postulat 5 daje
sie¢ udowodni¢, jako wynik z twierdzen go poprzedzajacych; g e o-
metrye Lobaczewskiego, jako tg, w Ktorej odrzucamy
postulat 5, w ktorej zatem, wedtug tego co powiedziano, postulat 6
zachodzi koniecznie, gdyz odrzucenie go réwnaloby sie przyjeciu
istnienia postulatu 5-go.

Jest wiele wlasnosci prostej a takze plaszczyzny i przestrzeni,
odmiennych w trzech geometryach. Lecz liczne znéw inne
wlasnosci sg niezalezne od postulatow 5 i 6 i tworza czes¢
wspolna wszystkim trzem systemom. Sa i takie wlasnosci, Ktore
sa wspolnemi tylko dwom systemom.

Podamy pierwsze 26 twierdzen E uklidesa, ktore nie opieraja
si¢ ani na postulacie 5-ym, ani tez w pewnym sensie, jak to po-
wiemy nizej, na postulacie 6-ym, a wigc nalezg do trzech geo-
metryj.
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12 P. Mansion.

V&
Dwadziescia sze$¢ twierdzen elementarnych, wspélnych trzem
geometryom.

W wyktadzie ponizszym opuszczamy dowodzenia lub rozwia-
zania, fatwe do znalezienia lub identyczne z dowodzeniami i ro-
zwiazaniami L e ge ndre'a; inne szkicujemy tylko, pozostawiajac
w ogolnosci czytelnikowi trud Kkreélenia figur. W pierwszem
stadyum dogodniej jest przyja¢, Ze ponizsze twierdzenia sa wyto-
zone tylko w geometryi euklidesowej i w geometryi .obacze w-
s kie g o; nastepnie po twierdzeniu XXXIII, ktorego miejsce logiczne
powinnoby by¢ wtasciwie przed paragrafem niniejszym, wprowadzi¢
do pewnej liczby tych podan pewne ograniczenia niezbedne,—jak to
wskazemy po podaniu XXII[-em—na to, aby te twierdzenia bytly tez
prawdziwemi i w geometryi riemannowskie;j.

I. Na prostej danej i skoriczonej nakresli¢ trojkat rowno-
boczny [Patrz Legendre, I. Zad. 10].

II. Od punktu danego A poprowadzi¢ prosta, rowna prostej
danej BC. [Laczymy A i /8 prosta, na A B kredlimy trojkat rowno-
boczny A BD; okrag, zakreslony ze $rodka B promieniem BC, prze-
cina prosta /B przedtuzona w punkcie &; okrag ze $rodka D, za-
kreslony promieniem D, przecina prosta DA przedtuzona w pun-
kcie F. Linia AF — B C. Konstrukcya ta opiera sie |edyn1e na
trzech pierwszych postulatach i na podaniu I].

III. Dane sa dwie proste nierowne; odja¢ od wiekszej prosta,
rowna mniejszej. [Rozwiazanie sprowadza si¢ do poprzedzajacego].

IV. Dwa trojkaty sa rowne, gdy maja kat rowny, zawarty
migdzy dwoma bokami odpowiednio réwnemi [patrz Legendre,
[, post. 6].

V. W trgjkacie rownoramiennym BAC katy B i C, prze-
ciwlegte bokom réwnym AC, A8 sa réwne. Przedtuzamy boki 4 ('
i AB poza Ci B, odpowiednio do £'i D; katy CBD i BCE beds
takze rowne. [Wezmy CE—BD na przedluzeniach bokéw AC, 4B,
poprowadZzmy proste CD, BE; trojkaty ACD, A BE, nastgpnie
BCDiBCE saréwneit.d.].
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Pierwsze zasady metageometryi. 13

VI. Odwrotnie, jezeli w trojkacie dwa katy sa rowne, to
boki im przeciwlegte beda rowne i trojkat bedzie rownoramiennym.
{Ratiz egendre, IH1 3]

VII. Dwa trojkaty A B C, AB D, potozone po jednej stronie
prostej A B, nie moga by¢ takiemi, aby byto AC= A4 D, BC
=BD. [Poprowadzmy C/), trojkaty ACD, BCD sa rownoramienne;
jezeli C jest zewnatrz trojkata ABD i D zewnatrz trojkata A B C,
kat A C D jest wiekszy od BC D lub réwnego mu B D C, a zatem
wiekszy od A D C, co jest niedorzecznoscia, gdyz ACD — A D C:
jezeli C jest wewnatrz A D B, to niechaj ¥ C, F D beda przediuze-
niami bokow BC, B D, wtedy kat 4 CD jest wiekszy od ECD
lub od réwnego mu £/ C, a wiec wiekszy od A D C, co jest nie-
dorzecznoécia, gdyz ACD = A D C.]

VIII. Dwa trojkaty sa rowne, gdy maja po trzy boki odpo-
wiednio rowne. [Dowodzenie przy pomocy twierdzenia poprze-
dzajacego].

IX. Podzieli¢ kat dany na dwie rowne czesci. [Patrz Legen-
dre, II. Zad. 5].

X. Podzieli¢ prosta dana na dwie czesci rowne. [Patrz L e-
g ndire 1l gdiali

XI. Z punktu danego na prostej wystawi¢ do niej prostopa-
¢ia: [Patrz Legie ndre, Ik Zad: 2]

XII. 7 punktu danego zewnatrz prostej poprowadzi¢ do niej
prostopadta. [Patrz Legendre, 1. Zad. 3].

XIll. Kazda prosta, spotykajaca druga, tworzy z nia dwa
katy przylegte, ktorych suma jest rowna dwom katom prostym.
[Patrz Leg. I. Zad. 2].

XIV. Jezeli suma dwach katow przylegtych réwna si¢ dwom
katom prostym, to ramiona zewnetrzne tych katow leza na jednej
prostej. [Patrz Leg., 1. Zad. 4|.

XV. Jezeli dwie proste przecinaja sie, to katy wierzchotkiem
przeciwlegle sg rowne. [Patrz Leg., I. Zad. 5].

Wniosek. Jezeli prosta tworzy, z jedneji drugiej strony
punktu, katy rowne zdwiema innemi prostemi, to te ostatnie sg prze-
dtuzeniem jedna drugiej.

XVIL. Gdy przedtuzymy wzdtluz B D (Fig. 1) bok A B troj-
kata A B C, to kat zewnetrzny C B D bedzie wiekszy od kazdego
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14 P. Mansion

z katow wewnetrznych nieprzyleglych B4 C, BCA. [Niechaj E
bedzie srodkiem boku B P; przedtuzmy A E o dtugos¢ EF = A E,
poprowadzmy FB, Tréjkat BEF — ACE, wiec bok BCA
=BCF<<CBl). W ten sam sposob stwierdzamy, ze kat wierzchot-
Kiem przeciwlegly wzgledem kata ('B [) jest wigkszy od CA4B.

XVII. Suma dwu katow trojkata jest mniejsza od dwu ka-
tow prostych. [Wynik z twierdzenia poprzedzajacego].

XVII. W trojkacie A B (' naprzeciw boku wiekszego 4 C
lezy kat wigkszy B. [Na boku 4 C > A B odetnijmy dlugo$¢ 4 D
= AB, bedzie kat B > ABD), ktory jest rowny katowi 4 D B> C].

XIX. W trdjkacie naprzeciw kata wiekszego lezy bok wie-
kszy. [Wynik twierdzenia poprzedzajacego].

XX, W trojkacie 4 B C bok A B jest mniejszy od sumy dwoch
pozostatych bokéw 4 C, CB. [Przedluzmy AC na dtugos¢ CI?—=B(
poprowadzmy DB; bedzie kat /) = katowi DBC << DDBA, a za-
tem AB << VA, DA za$ — B. + CB].

Wniosek. W wielokacie jeden bok jest mniejszy od sumy
pozostatych bokdow:.

XXI. Jezeli z punktu, wzietego wewnatrz trojkata, poprowa-
dzimy do koncoéw jednego boku dwie proste, to suma tych prostych
bedzie mniejsza od sumy dwu pozostatych bokoéw trdjkata, a kat
pomiedzy temi prostemi bedzie wiekszy od kata pomiedzy bokami.
[Dowodzenie za pomocg podan 16 i 20; patrz takze L e g. I, 9].

XXII. Nakresdli¢ trojkat, majacy jako boki trzy proste, z kto6-
rych kazda jest mniejsza od sumy dwoch pozostatych. [Patrz Le g.
II. Zad. 10].
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Pierwsze zasady metageometryi. 15

XXIIL. W punkcie prostej danej nakresli¢ kat rowny danemu.
[Patrz Leg., II. Zad. 4].

XXIV. Jezeli dwa boki jednego trojkata sa rowne dwom bo-
kom drugiego i jezeli kat, zawarty pomiedzy temi bokami w pier-
wszym trojkacie, jest mniejszy od kata, zawartego migdzy odpo-
wiedniemi bokami w drugim trojkacie, to trzeci bok pierwszego
‘trojkata bedzie wigkszy od trzeciego boku drugiego trojkata. [Patrz
Ioie g ROt

XXV. Odwrotnie, jezeli dwa boki jednego trojkata sa rowne
dwoém bokom drugiego trojkata i bok trzeci pierwszego jest wig-
kszy od boku trzeciego w drugim, to i kat, zawarty pomiedzy
dwoma pierwszemi bokami w pierwszym, bedzie wigkszy od Kata,
zawartego pomiedzy odpowiedniemi bokami w drugim. [Patrz Leg.
I, 10, Scholion].

XXVI. Dwa trojkaty sa rowne, jezeli maja po dwa Kkaty
odpowiednio réwne i po boku, zawartym pomiedzy katami rownemi,
odpowiednio rownym. [Niechaj ABC, DEF beda dwa trojkaty,
w ktérych AB=DE, katy A— D, B—= Elub C=F. Gdybhy byto
AC> DF, to odtozywszy 4G — DF na boku AC i poprowadziwszy
G B, otrzymaliby$my trojkat AGB = trojkatowi DEF. Stad bylby
kat £ — katowi GBA << ABC, co jest niedorzecznoscia, jezeli
E=B; lub bylby kat F=katowi AGB_>ACB, co jest niedorzeczno-
Scia, jezeli przyjmiemy, ze kat F=C].

NI
Twierdzenia wspdlne geometryi euklidesowej i geometryi
Lobaczewskiego !).

XXVII. Jezeli prosta(nieriemannowska) two-
rzy zdwiema innemi prostemi (rowniez nierie-
mannowskiemi) 4B, CD katy naprzemianlegte

!)  Te twierdzenia z wyjatkiem XXIX-go, ktére przejmujemy od Eukli-
desa, sg niezalezne od postulatu 5-go, lecz opierajg si¢ w istocie rzeczy na po-
stulacie 6-ym.
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14 P. Mansion.

wewnetrzne rOwne AEF, EFD to te dwie proste nie spo-
tykaja sie (Euklides I, 27). [Gdyz gdyby te dwie proste spo-
tykaly sie po stronie punktow B i D, w punkcie, dajmy na to, @,
mielibySmy kat AKLF zewnetrzny dla trojkata EFG, rowny katowi
zewnetrznemu KFG lub EFD, co jest niedorzecznem wedtug XVI.
Podobniez proste nie moga spotkac sie po drugiej stronie, w punkeie,
jakim$ H po za punktami 4 i C].

Wniosek Dwie proste nie spotykaja si¢ takze, gdy i katy
naprzemianlegle zewnetrzne lub katy odpowiadajace ijeden ze-
wnetrzny i drugi zewnetrzny po tej samej stronie poprzecznej) sa
rowne, lub gdy suma dwaoch katow wewnetrznych lub zewnetrznych
po jednej stronie jest rowna dwom prostym [Euklides I, 28].

XXVII. Pierwsze twierdzenie Legendre’a.
W trojkacie (nieriemannowskim) suma trzech katow
nie moze by¢ wieksza od dwdch katow prostych.

Dowodzenie pierwsze (Legendre, Géométrie. Wyd.
3-e. Paryz. Didot 1800, ksiega I, tw. 19).

»Niechaj bedzie, jezeli to mozliwe (Fig. 2), trojkat 4 BC, w kto-
rym suma trzech katow jest wieksza od dwu katow prostych.

Przedtuzmy AC, na przediuzeniu wezmy CE=AC, uczynmy
kat ECD=CAB, bok CD=AB, poprowadzmy DEi BD. Trojkat
CDE bedzie rowny trojkatowi BAC, poniewaz oba maja po kacie
rownym, zawartym pomiedzy bokami odpowiednio réwnemi
(tw. IV); bedzie zatem kat CED) = ACB, kat CDE = ABCibok
trzeci £ D rowny bokowi trzeciemu BC,

Poniewaz linia ACE jest prosta, to suma katow ACB, BCD,
DCE jest rowna dwom katom prostym; poniewaz za$ zaktadamy,
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Pierwsze zasady metageometryi. 17

ze suma katow trojkata ABC jest wieksza od dwu katoéw prostych,
bedzie zatem:

CAB - ABC -+ ACB > ACB-} BCD-} ECD,

a odejmujac od stron obu tej nierdwnosci wyraz wspolny im ACB
oraz CAB=ECD, znajdziemy ABC > BCD. Poniewaz za$ boki 4B,
BC trojkata ABC sa rowne odpowiednio bokom €D, CB trojkata BCD,
wigc wynika stad, ze kat trzeci AC jest wigkszy od boku trzeciego
BD (tw. XXIV).

Wyobrazmy sobie lini¢ 4C nieograniczenie przedluzong oraz
szereg trojkatow rownych i podobnie umieszczonych: ABC, CHE,
EFG, GHI i t. d.; jezeli przez wierzchotki ich sasiednie poprowa-
dzimy proste BD, DF, FH, HK it. d., utworzymy rownoczesnie
szereg trojkatow posrednich BCD, DEF, FGH it.d., ktore beda wszy-
stkie rownemi sobie, gdyz beda mialy po kacie rownym, zawartym
pomiedzy bokami odpowiednio rownemi. Bedzie tedy BD = DF
== hH—HR id,

To majac, oznaczmy réznice dwu prostych AC i BD, z kto-
rych pierwsza ma by¢ wieksza od drugiej, przez d; to wtedy jest
jasnem, ze 2d bedzie rdznica pomiedzy prosta ACE, réwna 2 AC,
a linia prosta lub tamana BDF, rowna 2 BD; bedzie tym sposobem
AE—BF=2d. Podobniez bedzie AG—BH=3d, AI—Bk=—4d i td.
Otoz, chociazby roznica d byla dowolnie mata, jest widocznem, ze
bedac powtorzona dostateczna liczbe razy, stanie si¢ wigksza od
dlugosci dowolnie danej. Mozna bedzie zatem przypusci¢, ze szereg
trojkatow rozcigga sie tak daleko, ze jest AP—BQ > 2 AB, a wtedy
bytoby 4P > BQ + 2AB. lecz z drugiej strony linia 4P, jako
prosta, jest krotsza od linii tamanej 4B PQ, taczacej konce 4i P,
tak ze bedzie zawsze AP < AB-- BQ + QP lub AP < BQ + 2 4B.
Tak wiec zalozenie, z ktoregosmy wyszli, doprowadzito do sprze-
cznosci; a stad wynika, Ze suma katow trojkata ABC nie moze by¢
wieksza od dwu katow prostych®.

Dowodzenie drugiel). Zalézmy, ze suma katow
trojkata ABC (Fig. 1, tw. XVI) jest wieksza od dwu katéw prostych,

Yy To drugie dowodzenie, ktore takze zawdzigczamy L egen dre’owi,
znajduje si¢ w ksiedze (tw. 19 jego ,,Geometryi‘*, lecz tylko w wydaniu 12-em
(1823) z nieznacznym bledem, ktory poprawilt Lobaczewski w Nr. 19 swo-

Wiad. mat. T. 2
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18 P. Mansion.

naprzykiad o kat a. Niechaj #C bedzie najmniejszym bokiem
trojkata ABC. Latwo widzie¢, ze suma katow trojkata ABF rowna
sie sumie katow trojkata ABC. Nadto, najmniejszy bok BAC troj-
kata ABC rowna sie sumie katow AFB-} BAF trojkata ABF.
Mniejszy z tych dwu katow AFB, BAF, jezeli sa nierownemi, jest
mniejszy od L) BAC, a jezeli sa rownemi, to kazdy z nich rowna

sig—- BAC. Postepujac z trojkatem ABF tak samo jak z trojkatem

ABC, wyprowadzimy z niego inny trojkat, ktorego Kat najmniejszy
jest co najwyzej rowny polowie mniejszego z katow AFB, BAF,
a wiec rowny co najwyzej _IL BAC. Postepujac w ten sposob da-
lej, doszlibysmy do trojkata, w ktorym suma katow bylaby zawsze
réwna sumie katow trojkata ABC, t j. rownalaby sie¢ dwom katom
prostym wiecej a. Lecz rownoczesnie mieliby$émy w tym trojkacie
dwa katy, ktérych suma bylaby dowolnie malym utamkiem Kkata
BAC, a wiec bytaby mniejsza od a; oraz trzeci kat, mniejszy od
dwu prostych. W tym trojkacie zatem suma katow bylaby rowno-
czednie: 1-o rowna 2 kat. prost. - a; 2-o mniejsza niz 2 kat. prost.
powiekszone o kat mniejszy od a, doszliby$my tedy do sprzecznosci.
Wynika stad, iz nie mozna przyja¢, ze w trojkacie nieriemannow-
skim suma katow jest wigksza od dwu katow prostych. Tym
sposobem twierdzenie zostalo udowodnione

XXIX,  Drugie twierdzenserlegendrea. Jezeli
w jednym tr6jkacie suma trzech katow jest ro-
wnadwom katom prostym, to bedzietezrdéwnag
dwom katom prostym w kazdym innymtréjkacie.

wZalozmy, ze w trojkacie ABC (Fig. 3) suma trzech katow jest
rownadwom katom prostym, dwa tedy z tych trzech katow, — niechayj
niemi beda 4 i C,—musza by¢ ostre ). Z wierzcholka B trzeciego

jej pracy: .,Geometrische Untersuchungen zur Theorie des Parallellinien ¢ (Dzieta
str. 557). Dowodzenie to opiera si¢ na tej samej konstrukcyi, co wyzej podane
twierdzenie XVI Euklidesa.

') Dajemy dostowne dowodzenie Lobaczewskiego (Geom. Unter-
suchungen i t. d. Nr. 20, Dzieta str. 558); nie jest ono moze dostatecznie rozwinigte.,
lecz czytelnik moze je sobie dopelni¢ tam, gdzie jest zbyt zwieztem. Le ge n-
-dre dat inne dowodzenie dtuzsze.
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kata poprowadzmy prostopadla p do boku przeciwleglego AC. Ta
prostopadia podzieli trojkat ABC na dwa trojkaty prostokatne;
w kazdym z nich suma katéw powinna by¢ tez rowna dwu katom
prostym, gdyZ inaczej bylaby ona w jednym z nich wieksza od
dwu prostych, a wiec w trojkacie calkowitym mniejsza cd dwu
prostych. Otrzymamy tym sposobem trojkat
prostokatny, w ktorym ramionami kata prostego
beda pi¢; przy pomocy niego bedzie mozna
utworzy¢ czworobok o bokach przeciwleglych

rownych (tw. XXII) i o bokach przylegtych p i y,
wzajemnie prostopadlych. Powtarzajac te kon
strukeye, bedzie moznautworzycéinny czworobok,
ktorego bokamibeda npiginakoniecczworobok ABC D Fig4), majacy
boki wzajemnie prostopadle i w ktorym AB=mq, BC=np, DC=my,
AdD=np. gdzie m i n sg jakiekolwiek liczby calkowite. Ten ostatni
czworobok za pomoca przekatnej 4 C podzieli sig na dwa trdjkaty pro-
stokatne rowne ABC, ADC; w kazdym z tych tréjkatéw suma trzech
katow bedzie rowna dwoém katom prostym. Otz mozna wziaé za
min liczby dostateczne wielkie tak,
abytrojkat prostokatny ABC w ktd-
rym ramiona kata prostego sg 4B

mq BC = nqg, zawieral w swem
wnetrzu kazdy dany inny tréjkat
prostokatny FBF, gdy uczynimy
tak, aby katy proste obu trojkatow
przypadly na siebie. Prowadzac li-

ni¢ £C, otrzymujemy trojkaty pro-
i stokatne, majacez poprzedzajacym
po boku wspolnym. Trojkat ABC
jest utworzony przez potaczenie dwu trojkatow ACE, ECB; w ka-
zdym z nich suma trzech katow nie moze by¢ wieksza od dwu katow
prostych; powinna ona by¢ zatem w kazdym z nich réwna dwém
prostym, gdyz inaczej nie bytaby rowna dwom prostym w trojka-
cie calkowitym. Podobniez trojkat KCB sklada sie¢ z dwu trojka-
tow ECF, FEB, skad wynika, zZe w trojkacie FEB suma trzech
katow powinna by¢ réwna dwom katom prostym. To powinno
zachodzi¢ ogolnie dla jakiegokolwiek trojkata, gdyz kazdy tréjkat
moze by¢ rozlozony na dwa trojkaty prostokatne“.
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Wniosek. W geometryi nieriemannowskiej mozliwe sa
tylko dwie hypotezy: suma trzech katow jest rowna dwom katom
prostym we wszystkich trojkatach, albo jest mniejsza od dwaoch
katow prostych we wszystkich trojkatach.

VIIL.

Twierdzenia charakterystyczne geometryi euklidesowej
i geometryi Lobaczewskiego ').

XXX, Jezeli postulat piagty jest prawdziwy, to
dwie proste nie spotykajace sie tworza z poprzeczng
katy wewnetrzne, ktérych suma jest rowna dwom
katom prostym (Euklides I, 29).

Gdy bowiem ta suma nie jest rowna dwom katom prostym,
wtedy jest wieksza od dwu katow prostych po jednej stronie po-
przecznej, mniejsza sa za$ od dwu katéow prostych po stronie dru-
giej,albowiem wedtug twierdzenia XIII,suma czterech katow wewne-
trznych jest rOwna czterem katom prostym. Lecz wedlug postu-
latu piatego proste dane powinny si¢ spotka¢ po stronie poprze-
cznej, po Ktorej ta suma jest mniejsza od dwu Katow prostych, a to
sprzeciwia si¢ zalozZeniu. A wiec i t. d.

Uwaga. W geometryi euklidesowej proste nie spotykajace
si¢ nazywamy rownoleglemi.

Wniosek. Dwie rownolegte tworza z poprzeczng Katy na-
przemianlegle wewnetrzne réwne, Katy naprzemianlegte zewne-
trzne rowne, katy odpowiadajace (t. j. potozone po jednej stronie,
jeden wewnetrzny, drugi zewnetrzny) rowne.

XXXI. Jezeli BD jest przediuzeniem boku 4B
(fig. 5) trojkata ABC, to kat zewnetrzny CBD rowna sig
sumie dwu katéw wewnetrznych nie przylegtych mu

) W tym paragrafie i nastgpnym przyjmujemy postulat 6-y Euklidesa.
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ACB, BAC; suma za$ trzech katow wewnetrznych trdj-
katow jest rowna dwém katom prostym, jezeli po-
stulat piagty jest prawdziwy. (Euklides I, 31--32).
Utwoérzmy kat CBF rowny katowi ACB (tw. XYIII); prosta
BF bedzie rownolegta do prostej
AC (tw. XXVII), a stad (tw. XXX,
whniosek) kat F’BD bedzie rowny
katowi CAl8. A wiec kat CBD,
rowny CBF--FBD, bedzie rowny

sumie dwu katow wewnetrznych
ACB, CAB. Stad AB( CBD
rowna sie sumie trzech katow we :
I'1
wnetrznych ABC, ACB, CAB.
Wniosek. Jezeli postulat piaty jest prawdziwy, suma Kka-

tow w czworoboku rowna sig czterem katom prostym.

XXXII. Odwrotnie, jezeli suma kgtow w ka-
rdym trojkacie jestrowna dwom kgtom prostym,
to postulat pigty jest prawdziwy, t j.dwie.pro-
ste 4B,CD, tworzgce'z trzecig prosta EF po jednej
stronie poprzecznejdwa katy wewnetrzne, kto-
rychsuma jestrownadwom katom prostym, be-
dac przediuzZzone dostateczmie ‘przecinaja sie

)Y
y)

potelstronie (Legendre wyd: l@sest 2

sNiechaj suma BEF-

katow prostych

EFD (Fig.6) hedzie mniejsza od dwu
poprowadZzmy prosta FG w ten sposob, aby kat

|

EFG=ALF, otrzymamy wtedy sume BEF+EFG:=BEF-}AEF . j.

rowng dwom katom prostym, a poniewaz suma BEF-LEFD jest
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mniejsza od dwoch katéw prostych, przeto prosta DF zawarta be-
dzie wewnatrz kata EFG.

Przez punkt /7 poprowadzmy pochyla FM, spotykajaca prosfa
AB w punkcie M; kat ABF bedzie rowny GFM, gdyz dodajac po
jednej i drugiej stronie po EFM-+-FEM, otrzymujemy po kazdej
stronie dwa katy proste. Bierzemy MN=—FM i prowadzimy FN;
kat AMF zewnetrzny dla trojkata FMN rowna sie sumie dwoch ka-
tow wewnetrznych MFN; MNF (tw. XXXI); te za$ katy sa rowne, po-
niewaz leza naprzeciwko bokoéw réwnych MN, FM: a zatem kat
AMF lub rowny mu MFG jest dwa razy wiekszy od kata MFN. Pro-
sta wiec FN dzieli na dwie rowne czesci kat GFN i spotyka linie
AB w punkcie N, polozonym w odleglosci MN=FM.

Tymze sposobem dowies¢ mozna, ze gdy wezmiemy NP=FN,
wyznaczymy na prostej AB punkt , w ktorym Kkonczy sie prosta
FP, tworzaca kat GFP, rowny polowie kata GFN lub czwartej czg-
$ci kata G M.

Mozna wiec kolejno brac¢ polowe, cze$é czwarta, osma i t. d.
kata GIM; proste za$, za pomoca ktorych uskutecznia sie to dziele-
nie, spotykac beda prosta 4B w punktach coraz bardziej odlegtych,
lecz tatwych do wyznaczenia, gdyz MN=FM, NP =FN, PQ=FP
fatiid.

Lecz prowadzac to kolejne dzielenie kata GFM, dojdziemy do
kata GFZ mniejszego niz kat dany GFD, i pozostanie prawda to, ze
prosta F'Z przediuzona spotyka prosta 4B w punkcie oznaczonym;
tem bardziej wiec prosta F'D, zawarta w kacie KFZ, spotyka pro-
stg ABY.

Wniosek I. W geometryi euklidesowej, t j. przy przyjeciu
postulatow 5-go i 6-go. suma trzech katow trojkata jest rowna dwom
katom prostym.

Wniosek lII. W geometryilobaczewskiego, t. j. gdy
odrzucamy postulat 5-y i przyjmujemy 6-y, suma trzech katow
trojkata jest zawsze mniejsza od dwoch katéw prostych; suma ka-
tow czworoboku jest mniejsza od czterech katow prostych.

Gdyz nie moze by¢ wigksza (twier. XXVIII); gdyby za$ byta
rowna dwom prostym w jednym tréjkacie. bylaby takaz we wszy-
stkich (tw. XXXI) i wtedy (tw. XXXII) postulat piaty bylby pra-
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wdziwy, co sprzeciwia si¢ okreSleniu geometryi Lobacze w-
skiego.

Uwaga. Zbierajac powyzsze fakty, powiemy, ze suma katow
trojkata jest rowna dwom bokom prostym w geometryi euklideso-
wej, mniejsza od dwu prostych—w geometryi Lobaczewskie-
g 0. Zobaczymy, ze w geometryi riemannowskiej jest wieksza od
dwoch katéw prostych.

VLT,

Twierdzenia charakterystyczne geometryi riemannowskiej !).

XXXII. Jezeli-dwie proste; pregechodzgce przez
punkt A, majadrugi punkt? przeciecia B,wtedy
wszystkie inne proste na plaszezyznie dwoch
pierwszych :ptostych,przechodzace przez punkt.d,
przechodzaq Lalkze przeg punkt B2,

. Prosimy usilnie czytelnika, aby nie czytal rozumowan ponizszych, na-
dajac milezaco wyrazowi ,prosta“ to znaczenie, jakie on posiada w geometryi
Euklidesa lub Lobaczewskiego. \V paragrafie niniejszym, ktérego
miejsce logiczne —wylaczajac ostatnie twierdzenie—powinnoby by¢ po paragrafie
czwartym, wyrazy: prosta, ptaszczyzna, kolto, oznaczaja utwory geo-
metryczne, posiadajace jedynie wlasnodci, wypowiedziane w definicyach 5-ej,
6-ej i 7-ej i w pierwszych czterech postulatach; nadto przez samg definicye geome-
tryi riemannowskiej odrzucamy postulat 6-ty i dlatego przyjmujemy, zZe istnieje
przynajmniej jedna para prostych, mogacych zamykaé przestrzen.

?) Punkt drugi jest wzigty w znaczeniu wilasciwem; przyjmujemy. ze
pomiedzy A i B niema punktu X, wspilnego prostym uwazanym; gdyby bowiem
tak byto, punkt B bylby przynajmniej trzecim, nic za$ drugim punktem prze-
cigcia tych prostych.

3) Gauss zauwazyl—i mozna to udowodnié sposobem elementarnym, —
ze w geometryi nieeuklidesowej nie istnieje dla figur ptaskich podobiefistwo bez
rownosci. Nie ma tedy sposobu nakreslenia figury podobnej do figury nieeuklide-
sowej w skali mniejszej od rzeczy wistosci; mozna tylko wskazaé jej rozklad ogdlny.
Z tego to powodu musimy punkt B naznaczyé na kierunku wszystkich prostych
figury.
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Niechaj beda (fig. 7) dwie pioste Aa, Ad, spotykajace sie po-

raz drugi w punkcie 2. Z puaktu 4, ‘ako ze $rodka, promieniem
Aa, mniejszym od AB, zakre$slmy koto abcdefyg, spotykajace
prosta 44 w punkcie @, prosta Ad w punkcie d. Przyjmujemy

)

dla ustalenia mysli, ze tuk ad stanowi —= okregu. Mozna pomy-
/

sle¢ na okregu punkt ¢, taki, ze tuk dg rowna sie lukowi ad; powia-
damy, ze prosta Ag spotka prosta Ad w punkcie B. W samej

rzeczy, mozna przenies¢ figure AaBdA, utwoerzona przez dwie pro-
ste AdaB, AdB w ten sposob, ze pierwsza z tych prostych AdaB
zleje sie z druga AdB, ta za$ z prosta Ag. Poniewaz za$ proste
AaB, AdB spotykaja sie w punkcie B, wigc to samo bedzie z temi
prostemi w ich nowem potozeniu AdBi Ag, co bylo do okazania.
Niechaj bedzie jeszcze tuk ge=dg, cf=gc, fo==cf, be={b.
Proste Ag, Ac, Af. Ab, Ae spotkaja sie takze z prostemi Adi Aa
w punkcie B. W ten sposob, siedm prostych, przechodzacych przez
punkt 4 i przez siedm punktéw a, b, ¢, d, e, f, g (one te wiasnie
dziela okrag na czesSci rowne), spotkaja sie wszystkie w punkcie B.
Dwie ktorekolwiek z nich nie moga przecia¢ si¢ w punkcie, potozo-
nym przed punktem B; gdyby bowiem przecinaly sie w jakims
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&

punkcie X, zanim przetna sie w punkcie B, to moznaby dowies¢, ze
tez samo mialoby miejsce i dla innych prostych, a wiec dla pro-
stych Aai Ad, a stad punkt B nie bytby drugim punktem przeciecia
tych ostatnich.

Proste Am, An, przechodzace przez punkty podzialu jednego
z tych lukoéw, np. ef na trzy lub wiecej czeéci réwnych, przetna
sie takze po raz drugi w punkcie B. Przyjmijmy na poczatek, ze
jedna z tych prostych Am spotyka prosta AeB w punkcie B;
wtedy, jak wyzej, tatwo dowies¢, ze prosta Anm spotyka prosta A
w punkcie B, podobniez jak dowiedziono, ze Ag spotyka Ad
w punkcie B. Gdyby prosta Am spotykata prosta AeB przed
punktem B, np. w punkcie X, wtedy, jak wyzej, musiatlyby proste
An i Af spotykac proste Am i Ae w punkcie X; a zatem punkt B nie
bytby punktem drugiego spotkania prostych Afi Ae!t).

Proste tedy, przechodzace przez punkt A i przez punkty po-
dzialu okregu na jakakolwiek liczbe czeSci rownych, t. j. wszystkie
wyobrazalne proste, wychodzace z punktu 4, spotykaja prosta Aa
po raz drugi w punkcie B )

Wmniosek I  Duwie jakiekolwiek proste, przechodzace przez
inny punkt (' plaszczyzny, przecinaja sie w drugim punkcie
D, potozonym w tej samej odlegiosci od punktu €, w jakiej
znajduje sie punkt 4 od punktu B. Albowiem mozna przesunac
na plaszczyznie te proste w ten sposob, aby punkt C zlat sie
z punktem 4, aby same te proste zlaly si¢ z dwiema prostemi,

') Zauwazyé nalezy, ze prosta Am, nieograniczenie przedtuzona, powinna
spotykac¢ prosta AeB lub AfB, lub obie te proste razem, w punkcie B. Gdyby
bowiem byto inaczej, to mogliby$my wziaé na Am dtugosé Amp wigksza od AeB
np rowna AdeBq. gdzie ¢ jest po za punktem /! na linii AeB. Okrag, zakreslony
ze srodka A promieniem Agq, mialby punkt ¢ zewnatrz i punkt p wewnatrz prze-
strzeni Ae BfA, zamknietej prostemi AeB, AfB, i spotykalby przynajmniej jedne
z prostych w pewnym punkcie Y. Odlegtosé AY, mniejsza od 4B (lub réwna
4 03), bytaby rowna promieniowi Ag. wigkszemu od A R, co jest niedorzecznem

%) Mozna uwazaé, — jezeli chcemy, — luki niespétmierne z okregiem; lecz
przypadek ten zgodnie ze znaczeniem symbolicznem wyrazu ,niasptmierny®,
sprowadza si¢ do przypadku rozwazanego w tekscie
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przechodzacemi przez punkt 4 i spotkaly si¢ po raz drugi w punk-
cie D. Odlegtos¢ 4B lub C'D oznaczaé bedziemy przez 2 A.

Wniosek Il. Prostaad, przedtuzona po za punkt 4 wzdtuz
A«’, koniczy sie w punkcie B, gdzie spotyka proste AdB, Ac¢D.

Okreslenie. Dwa punkty takie, jak 4 i B, odlegte na
2 A, nazywaja sie przeciwlegtemi.

Wniosek Ill. Punktowi A" prostej Aa (fig. 8) odpowiada
punkt przeciwlegly B’. polozony na przediuzeniu prostej a/f3; prosta
A" A«', przedluzona, konczy sie w punkcie B,
a wiec przedluzenie prostej @B po za punkt 5 Ku
B’ zlewa sie z prosta Aa' B. Stad prosta
riemannows kaijjestilinigzamkniety
Au BB o dtugos$ci 4A, na ktdérej mo-
22 poshiradisie nielogranicizenie
jaknaokregu kota; odlegtoé¢ najwigksza punk-

tow na niej wynosi 2 A.
Fig 8. Wniosek I\. Plaszczyzna riemannowska,
utworzona przez ogot prostych riemannowskich
Aa, Ab it. d., jest powierzchnia zamknieta, podzielona na dwa
obszary przez kazda z tych prostych.
Wniosek V. Dwie jakiekolwiek proste riemannowskie
m i 1 przecinaja sie w dwoch punktach przeciwlegltych. W rzeczy
samej (fig. 9), przeprowadzmy prosta AC od punktu 4 pierwsze)

prostej i do punktu € drugiej prostej n; prosta A (' spotka pierwsza
prosta w drugim punkcie B, przeciwleglym punktowi 4, druga za$
prosta w drugim punkcie D, przeciwleglym punktowi C. Pro-
sta ACBA, na Kktorej znajduja sie punkty ' i D, punkt B
dzieli na dwie czesSci rowne; punkt (' znajduje sie w czeSci pier-
wszej, punkt D w czesci drugiej, poniewaz CD —= AB=2A.
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A zatem linia m otacza w zupelnosci punkt C, poniewaz taczy
punkty A i B po prawej i po lewej stronie prostej AC'B. Wynika
stad, ze llnia m, taczaca punkty C'i ), znajdujace sie tez po prawej
i po lewej stronie prostej ACB. spotyka linie » w dwdch punktach.
Te punkty sa przeciwlegtemi wedlug wniosku 1-go.

Wniosek VI. W geometryi riemannowskiej postulat 5-y
Euklidesa jest zawsze prawdziwy, albowiem proste, na je-
dnej ptaszczyznie polozone, zawsze sie spotykaja. W geometryi
Lobaczewskiego postulat 6-ty Euklidesa jest zawsze
prawdziwy; gdyby bowiem byl nieprawdziwym w jednym tylko
przypadku, to moznaby stad wyprowadzi¢ twierdzenie XXXIIIL
a z niego wniosek VI, ktéry nie jest prawdziwym w geometryi
Lobaczewskiego.

Uwaga. DwadzieScia szes¢ twierdzen § V sa prawdziwemi
w geometryi riemannowskiej; lecz w niektorych z nich nalezy wpro-
wadzi¢ ograniczenie, pochodzace stad, ze odleglo$ci uwazane w da-
nych tych twierdzen, konstrukcye lub rozumowania nie powinny
przekraczaé granicy 2 A, by dowodzenia i rozwiazania byly bez
zarzutu. Dla trojkatow najprosciej przyjaé¢ w definicyi, ze boki ich
sa mniejsze od 2 A. Znajdujemy do$¢ tatwo, ze konstrukcya, przy-
jeta w twierdzeniu I, pociaga za soba to, iz bok majacego sie wy-
kresli¢ trojkata rownobocznego jest mniejszy nietylko od 2 A, lecz
nawet od i; A. Podobne wszakze ograniczenie nie stosuje si¢ do
twierdzen Il i Ill, w ktorych konstrukcye zawsze sa wykonalne,
i wigeej niz raz jeden w razie potrzeby. W twierdzeniu XVI i w twier-
dzeniach dotegoz zaleznych zakladasie w istocie rzeczy, ze dtugosci
uwazane sa mniejsze od 2 A. Lecz znaczna liczba twierdzen, wbrew
pozorom, utrzymuje si¢ we wszystkich przypadkach.

Dla zwieztosci nie wymieniamy szczegolowo ograniczen, jakie
nalezy wprowadzi¢ do twierdzen § V-go; czytelnik, obznajmiony
z geometrya euklidesowa, pozna z tatwoscia, ze wlasnosci figur
prostokreslonych plaszczyzny riemannowskiej sa analogicznemi do
wtasnoéci figur, utworzonych na powierzchni kuli przez tuki kot
wielkich. Co sie tyczy twierdzen XXVII do XXXII, gdzie wyraznie
lub niewyraznie zachodza proste nieskonczone, to oczywiscie twier-
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dzenia te moga by¢ dowiedzione tylko w geometryi Euklidesa
lub Lobaczewskiego.

XXXV W trojkacie riemannowskim: AL
suma trzech k gtow trojkata jest wiekseaiod
dwoch katéw prostych (dowodzenie De Tilly'ego).
Niechaj £ bedzie srodkiem prostej C'B (flg. 10); poprowadZmy prosta
AF i przedtuzmy ja o dlugo$¢ KF — A I; poprowadZmy tez prosta
FB. Tréjkat EFB bedzie rowny trojkatowi £AC.  Przyjmijmy,
ze punkt F znajduje sie wewnatrz trojkata CB0, gdzie O jest pun-
ktem spotkania prostych ACQ i AB; t.j. punktem przeciwleglym

punktowi 4. Niechaj [ bedzie $Srodkiem prostej BF. PoprowadZmy
prosta Al i przedtuzmy ja tak, aby IJ byto rowne AL Jezeli punkt
I znajduje sie wewnatrz trojkata B0, to niechaj punkt /. bedzie
$rodkiem prostej BI, LN = AL (punkt &N znajduje sie po za grani-
cami rysunku). Jezeli punkt N jest jeszcze punktem wewnetrznym
trojkata B.J0, to uskutecznijmy podobng konstrukcye w trojkacie
ABN i postepujmy w ten sposéb dalej nieogranicznie.

Suma katéw w kolejnych trojkatach A BC, ABF, AB.J, ABN
it.d jestzawsze jednakowa, jak to tatwo widzie¢. Rozumie sie,
ze za Kat B w trojkatach ABF, ABJ, ABN . .. przyjmujemy sumy
ABE -+ EBF, ABI + IBJ, ABL + LBNit.d.

Jezeli jeden z tych katéow B, coraz bardziej rosnacych, jest
wigkszy od dwoch prostych lub réwny dwom prostym, lub inaczej
mowiac, jezeli jeden z punktow I, L it. d., znajduje sie zewnatrz
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trojkata BCO lub na linii BO, twierdzenie jest dowiedzionem, gdyz
ten kat B, razem z dwoma pozostatemi katami trojkata, daje sume
wieksza od dwu katow prostych.

Ot6z, jeden z punktow I, L it. d. jest Koniecznie zewnatrz
trojkata BCO. W rzeczy samej, niechaj punkt /) bedzie Srodkiem
prostej AC; poprowadzmy proste DE, EI, IL it. d. Trojkat CDE
réowna sie trojkatowi BEIL przeto kat CED rowna sie katowi IEB,
K= DF i jest przedtuzeniem prostej /) £. W tenze sposéb dowo-
dzi sie, ze IL rowna sie prostej £/ 1 jest tej przediuzeniem. Prosta
DEIL przecina prosta ACQO w punkcie P, polozonym po za
punktem O w odlegtosci OP = AD. Stad jezeli na prostej DKEIL
odktada¢ bedziemy nieograniczenie proste K1, 1L it. d., rowne pro-
stej DI, ktora jest mniejsza od DEP t. j. od 2 A, to przynajmniej
jeden z punktow I, L it.d. znajdzie si¢ juz to na linii AB, juz to
zewnatrz trojkata BC'O. Twierdzenie wiec nasze jest dowiedzionem.

Wniosek. W czworoboku riemannowskim suma katow
jest wieksza od czterech katow prostych.

1X.
Streszczenie. Istota postulatéw 5-go i 6-go.

Tres¢, podana w pigciu paragrafach poprzedzajacych, daje sie
stresci¢ w sposob nastepujacy.

W wyktadzie systematycznym geometryi dochodzimy logi-
cznie do postawienia dwdch dylematow.

Dylemat pierwszy.

1. Albo istnieje, co najmniej, jedna para prostych réznych,
majacych dwa punkty wspdlne (geometrya riemannowska).
W tym przypadku kazda para prostych, majacych punkt wspoélny,
ma jeszcze drugi punkt wspdlny, nazwany przeciwlegtym pierwsze-
mu; suma za$ katow kazdego trojkata jest wieksza od dwu katow
prostych;

2. albo dwie proste r6zne nie moga mie¢ nigdy dwéch
punktow wspolnych (postulat 6-y; geometrya nieriema-
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nowska) i w tym przypadku suma katow trojkata nie jest
nigdy wieksza od dwu katow prostych (T'wierdzenie pierwsze L e-
menidrela)

Dylemat drugi.

Jezeli przyjmiemy druga z powyzszych hypotez, to:

1. albo dwie proste plaszczyzny, tworzace z poprzeczna
katy, ktorych suma jest mniejsza od dwdch katéw prostych, spo-
tykaja sig (postulat 5-y; geometrya euklidesowa). Wtedy
suma katow kazdego trdjkata jest rowna dwom katom prostym;
ten przypadek zachodzi, jezeli suma katéw chociazby jednego
trojkata rowna sie dwom katom prostym (Twierdzenie drugie L e-
gendre'a);

2. albo, istnieje przynajmniej jedna para prostych tej sa-
mej plaszczyzny, Ktore sie nie spotykaja, a tworza z poprzeczna
katy, ktorych suma jest mniejsza od dwoch katow prostych (geo-
metrya Lobaczewskiego). W tym przypadku suma Katow
kazdego trojkata jest mniejsza od dwaoch katéw prostych.

Te same mysli mozna wyrazi¢ jeszcze pod inna postacia,
a mianowicie:

Definicya 5-a oraz postulaty 1-y, 2-gii4-y charakteryzuja
rodzaj: prosta.

Jezeli dotaczymy do tego tylko postulat 5-y, otrzymamy defi-
nicye prostejriemannowskiej; jeZeli dolaczymy tylko
postulat 6-y, — definicye prostej Lobaczewskiego; jezeli
wreszcie dotaczymy postulaty 5-y i 6-y —- bedziemy mieli definicye
prostejeuklidesowe,].

Suma katow w trojkacie riemannowskim jest wieksza od
dwoch katow prostych; jest mniejsza od dwoch katow prostych
w trojkacie Lobaczewskiego; rowna dwém katom prostym
w trojkacie euklidesowym.

Poniewaz wtasnosci plaszezyzny, lub ogolniej, wlasnosci prze-
strzeni, zaleza co do swej istoty od wlasnosci prostej, przeto nalezy
rozroznia¢ takze plaszczyzny i przestrzenie riemannowskie, L o b a-
czewskiego i euklidesowe.

Wtasnoséci wspolne trzem geometryom, sa wlasno$ciami
rodzajow: prosta, plaszczyzna, preestrzen. W podrecznikach
sa one pomieszane bez odréznienia z wlasno$ciami nalezacemi badz
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do jednej, badz do dwdéch gatunkow,- ktore powyzej okre-
slono.

W przedstawieniu poprzedniem nie uciekaliSmy si¢ do zadnego
z twierdzen dowolnych, ktore Kant nazwal sadamisynte-
tycznemi a priori, Postulaty 5-y i 6-y nie nalezg wcale
do tej kategoryi twierdzen. Sa to poprostu definicye zapoznane,
jak sie trafnie wyrazit p. Lechalas. Postulaty 5-y i 6-y sa niezbg-
dne do odréznienia gatunkdw rodzaju prostainic nadto ').
Nie sa one ani zawarte w definicyi prostej ogdlnej ani nie sg z nia
w sprzecznosci.  Sa wprost od tej definicyi niezaleznemi.

X.
Zarys gtéwnych twierdzenn metageometryi. Niemoznos¢
udowodnienia postulatéw.

Doszedlszy raz do twierdzenia podstawowego o sumie trzech
katow trojkata w geometryi euklidesowej. Lobaczewskiego
lub Riem anna, mozemy juz wylozy¢ rownolegte te trzy galezie
metageometryi lub geometryi ogélnej, jak to uczynit De Tilly
w swym slawnym zarysie z r. 1878.

1) Niechaj nam wolno bedzie poda¢ tu poréwnanie. W algebrze badamy
whasnosci réwnan stopnia drugiego o spétezynnikach rzeczy wistych: az?+4-ba+-c=o.
Réwnania te dziela si¢ na trzy klasy, wedlug tego czy b*—4ac jest ujemnem, doda-
tniem lub réwnem zeru, lub inaczej méwiae, wedlug tego, czy pierwiastki sg uro-
jone, réwne albo tez rzeczywiste i nierdwne. Pewne wlasnosci rownan stopnia dru-
giego sa wspolne wszystkim trzem klasom: inne naleza tylko do jednej albo do
dwdch z pomiedzy tych klas. Mozna powiedzieé, nasladujac jezyk geometryczny, ze
b21—4ac > o jest postulatem, charakteryzujacym réwnanie o pierwiastkach rzeezy-
wistych nieréwnych; >—+ ac=0 postulatem, cechujacym rownania o pierwiastkach
réownych; wreszcie b*—4ac < o postulatem, cechujacym réwnania o pierwiastkach
urojonych. Lecz umyst dziwaczny, malo obeznany z teoryami algebraicznemi
i nasigkniety pogladami Kanta, méglby powiedzieé: rozum ludzki jest tak
utworzony, iz przyjmuje bez zadnego sprawdzenia, ze dla kazdego réwnania sto-
pnia drugiego jest )-—4ac = o; zwigzek ten jest ,sadem syntetycznym a priori,
ktorego nie mozemy nie przyjac, ani tez $cisle uzasadnié.
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Metageometrya zawiera najprzod wiele twierdzen wspolnych
trzem geometryom. Za takie uwaza¢ mozna w ,Geometryi“ L e-
gendre’a, procz 18 pierwszych twierdzen w ksiedze I-ej, znaczna
czese twierdzen w ksiegach Il i 1V, cala ksiege VII oraz mala czesé
ksiegi IV i VL.

Przeciwnie, teorya réwnolegtych, teorya podobienstwa, mie-
rzenie diugosci, powierzchni i objetosci, jak sa wylozone u Le-
gendre'a, naleza wylacznie do geometryi euklidesowej, zaréwno
jak i zwiazek podstawowy

e bRt RO

pomiedzy przeciwprostokatng ¢ i przeciwprostokatnemi 4 i ¢
w trojkacie prostokatnym, oraz wszystko, co od tego zwigzku zasa-
dniczo zalezy.

W geometryi Lobaczewskiego teorye rownoleglych za-
stepuje twierdzenie Saccheri’ego i jego wyniki: dwie proste
plaszczyzny albo spotykaja sig, albo sa asymptotami jedna dla
drugiej, albo wreszcie rozchodza si¢ nieograniczenie, poczynajac
od prostopadtej wspolnej. Teorya podobienstwa nie istnieje; lecz
latwo stwierdzi¢, ze dwa trojkaty, majace katy odpowiednio réwne,
sa rowne. Szukanie dlugosci, powierzchni i objetosci uskutecznia
si¢ inaczej niz w geometryi euklidesowej. Znajdujemy tu np., ze
powierzchnia trojkata jest proporcyonalna do jego niedomiaru kato-
wego, t. j do roznicy pomiedzy dwoma katami prostemi a suma
jego katow (twierdzenie Lamberta); bez wzgledu przeto na
wielkoS¢ trojkata powierzchnia jego jest zawsze mniejsza od pe-
wnej granicy skonczonej. Zwiazek pomiedzy trzema prostokatna
a bokami trojkata jest

“ [ ¢
cos h—=cosh—-cosh— . .. (L)

l l l

gdzie [ jest stalg, nazwanag stala Lobaczewskiego ).
W geometryi riemannowskiej dwie proste ptaszczyzny spoty-
Kaja sie zawsze w dwoch punktach przeciwleglych; dwa trojkaty

') cos h. sin h oznaczaja dostawe i wstawe hyperboliczna.
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o katach rownych sa rowne; teorya podobienstwa nie istnieje. Szu-
kanie dlugosci, powierzchni i objetosci uskutecznia sie prawie tak
samo, jak w geometryi Lobaczewskiego. Powierzchnia troj-
kata jest zawsze skonczona i proporcyonalna do nadmiaru katowego
t. j. do roznicy pomiedzy suma jego katow a dwoma katami pro-
stemi  Zwiazek pomiedzy przeciwprostokatna, a przy prostokat-
nemi wyraza si¢ w ten sposob

11 b ¢
cos o =cosT cos oA (R)

gdzie 7 jest stala, zwang stala riemannowska; tak, z2 A = a1 ).

Ze zwiazkow (K), (L), (R) wyprowadza sie trygonometrye
plaskie: euklidesowa, Lobaczewskiego lub riemannowska.
Réznia sie one od siebie, lecz trygonometrya sferyczna jest jedna-
kowa we wszystkich systemach i identyczna z trygonometrya
riemannowska plaska

7 kazdego ze zwigzkow (£), (L), + ) wyprowadza si¢ jeszcze
odpowiedni zwiazek pomiedzy dziesiecioma odleglosciami wzajem-
nemi pigciu punktow; nazwijmy te zwiazki: (E'), (L), (R). L a-
grange znalazt pierwszy z iychzwiazkow, Schering dwa
pozostate. De Tilly udowodnit, ze zwiazek (/') streszcza
w sobie catkowicie geometrye euklidesowa i ze podobnie zwiazki
(L/1,(K') streszczaja w sobie dwie geometrye nieeuklidesowe. Mozna
to samo przeto powiedzie¢ o zwiazkach prostszych (&), (L), (R),
poniewaz z nich daja sie wyprowadzi¢ zwiazki (E"), (L"), (R') ?).

') Co do dowodu zwiazku (L) patrz artykut M. Gérarda w ,Nouvelles
Annales de mathématiques®, 3-a ser. t. XII, str. 74—84 (luty 1893): co do zwigzku
(R) nasze: ,Principes fondamentaux de la géométrie non euclidienne de Rieman n*
(Supplément a ,Mathesis“ 1895, 2-e série, t. V). Zreszta dzieta De Tilly’ego
zawieraja dowody wszystkich twierdzen, o ktérych mowa w tekscie.

?) Z punktu widzenia analizy zwiazki (R'), (L'}, ( E’) daja si¢ wyprowadzié
z nastgpujacego zwigzku pomiedzy odleglosciami 1z, 2z, 3», 4z. bz jaki gokol-

wiek punktu z od punktéw 1, 2. 3, 4, 5:
lz 2 3z 4z Sz

% Cos (—) +f cos (——) + 1 cos (—**) + 3 cos ( ) + = cos (—-—) =0
r r £ r r

gdzie 2, &, 7, 8, = sa stalemi, od x niezaleznemi. Znajdujemy (R’'), gdy za z przyj-

3
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Z punktu widzenia analizy matematycznej, zwiazki (&), (1),
(R) sa przypadkami szczegolnemi jednej rownosci. W rzeczy sa-
mej, zwiazki (L) i (K) przeksztalcaja si¢ na zwiazek (%), jezeli uczy-
nimy 7 lub ! nieskoniczonem; zwiazek (L) przechodzi na zwiazek
(R) i odwrotnie, jezeli zalozymy =7 V—1. Podobniez zwiazki
(L')i(R') przechodza na (E"), jezeli uczynimy 7 lub I nieskoriczonem,
wreszcie (L) staje si¢ () i odwrotnie, jezeli [ = r e

Trzy geometrye sa, W gruncie rzeczy, rozwinieciem wynikow
ze zwiazkow (F) lub (") (geometrya euklidesowa), (Ljlub (L) (geo-
metrya Lobaczewskiego), (#) lub (Z') (geometrya rieman-
nowska) Wszystkie trzy przeto sa zarowno $ciste i bez zarzutu
pod wzgledem budowy logicznej. W szczegolnoéci stosuje sie to
do geometryi euklidesowej. Lecz zanim sprowadzono do tego sto-
pnia prostoty podstawy zasadnicze nauki o przestrzeni, nie umiano
stwierdzi¢, ze postulaty 5-y i6-y geometryi euklidesowej moga
istnie¢ obok siebie, obok definicyj i innych postulatow De Tilly
to, sprowadzajac wszystkie prawdy trzech geometryj do zwiazkow
(E", (L), (R') pomiedzy odleglo$ciami pieciu punktow, oparl na
niewzruszonej podstawie zasady nietylko dwu geometryj nieeuklide-
sowych lecz takze i geometryi euklidesowej.

Uwagi poprzedzajace o zwiazkach analitycznych pomiedzy
odlegtosciami wierzcholkéw tréjkata prostokatnego lub tez pomie-
dzy jakiemikolwiek piecioma punktami pozwalaja nam zrozumie¢
a posteriori, dlaczego na prézno przez dwa tysiace lat usilo-
wano udowodni¢ postulaty 5-y i 6-y W gruncie rzeczy w tych
probach bezowocenych, usitowano udowodni¢, ze zwiazki (&) lub
(E') sa rownowazne zwiazkom (L), (L) lub (R), (K). Otoz jest
to oczywiscie niemozliwem: albowiem, aby wyprowadzi¢ (£") z (L)

mujemy kolejno 1, 2, 3, 4, 5, a nastepnie rugujemy stale z pigciu otrzymanych
réwnan; znajdujemy (L, kladac r ={ V=T; znajdujemy wreszcie (£) jako przy-
padek graniczny, odpowiadajacy nieskonczonym wartosciom statej r lub L. Patrz
nasz artykut o tym przedmiocie w ,Annales de la Societé scientifique de Bru-
xelles® 1894—1895, t. XIX, 2-e partie pp. 189—196.

Zreszta nic latwiejszego nad utworzenie geometryi analitycznej ogdlnej
o czterech lub wigcej wymiarach, t. j. geometryi, ktéra charakteryzuje zwiazek po-
migdzy odlegtosciami szesciu lub wigcej punktow.
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lub (#) z (L), trzeba dolaczy¢ do (L) lub (L) warunek dodatkowy,
| = co; podobniez z ( B) mozna otrzymac (£) lub z (R') otrzymaé
(£') tylko wtedy, gdy sie zatozy » = co.

Geometrya fizyczna.

»Widzielismy, ze gdy staniemy na stanowisku czysto-rozu-
mowem, to wszystKie geometrye, poniewaz mogaby¢ zbudowane bez
prowadzenia do sprzecznosci, maja jednakowa wartos¢; jedne sa tak
samo prawdziwe jak drugie. lLecz mozna zapytaé, do ktorej z nich
jest przystosowany nasz wszechswiat. Dla wielu odpowiedZ na to
pytanie nie jest watpliwa; wszech$wiat nasz jest euklidesowym.
Temu twierdzeniu bez zastrzezen trzeba niezbednie przeciwstawié
najprzéd ograniczenie, ktéremu nie zaprzeczy nikt, kto szedt dotad
za biegiem myséli naszych Z chwila, gdy szukany system geometryi
nie ma zadnej cechy konieczno$ci, mozemy go poznaé jedynie za
pomoca metody obserwacyj; tylko przez pomiary doj$¢ bedziemy
mogli do oznaczenia parametru naszego wszechéwiata; do przyjecia,
ze wszechSwiat nasz jest identyczny z samym soba, do czego
a priori nic nas nie zmusza. Odtad, oznaczenie to bedzie mogto
by¢ uskutecznione tylko z pewnym stopniem przyblizenia, jak
wszystkie oznaczenia doswiadczalne (G. Lechalas, Etude sur I'es-
pace et le temps Paryz. 1896, str. 88¢). Dalej trzeba bedzie przyjaé,
ze mozemy by¢ praktycznie pewni niezmiennosci wzorcow miar na-
szych, gdy uzywamy ich w réznych miejscach, przy zachowaniu
wszystkich innych tych samych okolicznosci.

W tem zalozeniu, moznaby okresli¢ do¢wiadczalnie, ktora
z trzech geometryj idealnych odpowiada $wiatu fizycznemu i zna-
lez¢, gdyby szto o to, wartoé¢ statych Riemanna lub Loba-
czewskiego.

W praktyce nitka wyprezona, bardzo delikatna, jest reali-
zacya mozliwie dokladna ogolnego pojecia prostej i pozwala nam
stwierdzi¢, ze krawedzie takiego clata stalego sa prostemi, ze

ATYCZNY
g0 Warszawsklog:




36 P. Mansion

pewne powierzchnie sa plaskiemi i t. d. Mozna wige zbudowac na-
rzedzia miernicze elementarne, np. linialy podzielone, za pomoca
ktorych mozna ocenia¢ i porownywac odlegtosci.

Mozna tez kreéli¢ figury geometryczne na plaszczyZnie, np.
trojkaty prostekatne rownoramienne. Przyjmijmy najprzdd, ze
znaleziono dla podobnego trojkata, ze przeciwprostokatna rowna

M : 3 e
sig - ktoregokolwiek z pozostatych bokow. Whniesiemy stad fa-
two, ze ta figura jest riemannowska, albowiem mozna oznaczy¢
: 1 ; ; )
wartos¢ rzeczywistg @« = 7 Ktora sprawdza zwiazek (£), napi-
sany w przypadku obecnym pod postacia
4
COS & COS & == COS -,
gdzie x oznacza stosunek boku trojkata do stalej riemannowskiej,
gdy przeciwnie nie ma zadnej warto$ci na x, sprawdzajacej zwiazki
(L)1 (&), jak o tem mozna si¢ przekona¢. Stata riemannowska,
bedzie rowna bokowi pomnozonemu przez (4 : 7).

Przypus¢my nastgpnie, ze znaleziono trojkat prostokatny
rownoramienny, w ktorym stosunek przeciwprostokatnej do ktorego-
kolwiek z pozostalych bokéw rowna sie 2195:1469; wniesiemy
stad, Ze ta figura nalezy do systemu gevmetryi LobaczewsKkie-
go, dlatego, ze zwiazek (L), napisany w postaci

2195

coshzcoshz=cosh ——— z,
i 1469

gdzie .z oznacza stosunek boku do statej Lobaczewskiego, spel-
nia sie prawie dla 2= 1 2, gdy tymczasem zadna inna warto$¢
rzeczywista nie spelnia zwigzkow (R) lub (£). Stata L. obaczew-
skiego jest prawie rowna bokowi, pomnoZonemu przez V2.

Po trzecie, jezeli mamy trojkat rownoramienny, w Kktorym
stosunek przeciwprostokatnej do ktoregokolwiek z pozostatych
bokéw rowna sie V 2, wniesiemy stad, ze ta figura jest euklide-
sowa, albowiem zwiazek (/) jest jedynym zwiazkiem, spelnia-
jacym si¢ przy tem zalozZeniu.
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Lecz, prawde mowiac, ten ostatni przypadek nigdy miejsca
mie¢ nie bedzie, gdyz nie mozemy $ciSle wymierzy¢ dwu diugosci,
ktorych stosunek jest liczba niewymierna V 2. Warto$¢ przybli-
zona pierwiastka kwadratowego z 2 jest 1, 41421 35623 73 ...
W' praktyce mozna znale$¢ na wartosci stosunku przeciwpro-
stokatnej do boku tréjkata prostokatnego réwnoramiennego war-

tosci przyblizone l__’_, np. wartoéci przyblizone przez niedomiar
1,41; 1,414; 14142; 1,41421 i t. d.
lub przyblizone przez nadmiar:

1,42; 1415; 1,4143; 1,41422 1 t. d.

W pierwszym razie znajdziemy, ze trojkat jest riemanow-
skim; w drugim, ze jest trojkatem Lobaczewskiego!). Lecz
bez wzgledu na stopien doktadnoéci pomiaru, nigdy nie znajdziemy
Scisle V' 2 na szukany stosunek; nie mozna wiec stwierdzi¢ doswiad-
czalnie, Ze trojkat prostokatny rownoramienny jest euklidesowym.

Ten wniosek stosuje sie do kazdej figury, zlozonej z pewnej
liczby punktow, ktorych odlegtosci mierzymy. Te odlegtosci, znane
tylko przyblizenie, moga prawie sprawdzaé zwiazek (#); lecz mo-
Zna zawsze parametrom 7 i [, zachodzacym w zwiazkach (R') i (L)
nada¢ warto$¢ wzglednie do mierzonych odlegtoéci, dostatecznie
wielka tak, aby te parametry z r6wna doktadnoscia sprawdzaty zwiazki
(R)i(L). A zatem jest niemozebnem stwierdzi¢, Ze geome-
trya fizyczna jest euklidésowa, nawet wtedy, gdy
nig jest w rzeczy samej

W istocie, w czeSci wszech$wiata, dostepnej wprost lub po-
$rednio pomiarom naszym, geometrya fizyczna jest przyblizenie
euklidesowa. Wszystkie mierzone odlegloéci sprawdzaja z bardzo

) Dla okazania tego, uzasadniamy za pomoca analizy wyzszej nastgpu
jace twierdzenie: Trojkat prostokatny réwnoramienny jest ‘tréjkatem riemanno-
wskim, euklidesowym lub tréjkatem Lobaczewskiego stosownie do tego,
czy stosunek przeciwprostokatny do boku jest mniejszy od V 2, réwny ¥V 2 lub

wigkszy od V' 2.
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wielkiem przyblizeniem zwiazek (£’) lub zwiazki nieeuklidesowe
() i (L), ktore, praktycznie rzecz biorac, nie roznia sie od zwiazku
(£"). Wyobraznia nasza jest tez, jezeli tak powiedzie¢ wolno,
bardzo przyblizenie euklidesowa. Lecz pewne zludzenia optyczne,
ktore pomiary i rozumowanie tatwo prostuje, na pierwszy rzut oka
zdajg sie by¢ w zgodzie z geometryami nieeuklidesowemi: 1-o Diu-
gie aleje rownolegle drzew daja nam obraz prostych asymptoty-
cznych Lobaczewskiego. 2-o Gdy na sklepieniu niebieskiem
Sledzimy wzrokiem dwa Kierunki, wychodzace z jednego punktu
widnokregu, dochodzimy do przeciwleglego punktu widnokregu,
jak gdybysmy postepowali wedtug prostych riemannowskich ).

X

Metageometrya i kantyzm.

Euklides okreslit przed dwudziestu dwoma wiekami
w swych ,Elementach® pojecia zasadnicze geometryi: punkt, prosta,
plaszczyzne i t. d. ze Scistoécig wystarczajaca na to, by mozna byto
oprze¢ na nich dedukcye logiczna czesci ogolnej nauki o przestrzeni.
Nadto, w postulatach 5-ymi6-y,m wyspecyalizowal w istocie rzeczy
definicye prostej, aby mozna bylo udowodni¢ zasady specyalne tej
czesci geometryi ogélnej, kKtéra nosi obecnie miano geometryi eukli-
desowe;j.

) ,Reid okazal, ze gdyby czlowiek zostal zredukowany do samego
zmyslu wzroku, i gdyby poznawszy, Ze rozciagto$é powierzchowniowa ma dwa wy-
miary, bral za linie proste to, co w samej rzeczy stanowi tuki kot wielkich nakre-
$lonych na powierzchni kuli, ktérej srodek znajduje si¢ w oku—wtedy trojkaty, uwa-
zane za prostokatne, mogtyby mie¢ dwa. a nawet trzy katy proste lub rozwarte
i geometrya takiego czlowieka bylaby zupelnie rézna od naszej. Dwie np. linie,
ktore on poczytywalby za proste, przecinalyby si¢ zawsze w dwu punktach, tak
%e pojecie dwoch prostych réwnoleglych byloby dla niego pojeciem sprzecznem®.
Ampeére ,Essaisur la philosophie des sciences., Premiére partie (2-e éd. str. 64.)
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Lobaczewski, Riemann i ich nastgpcy utworzyli dwie
inne gatezie geometryi ogolnej, geometrye Lobaczewskiego
i geometrye Riemanna.

Trzy galezie metageometryi sa naukami rozumowanemi, zto-
zonemi z twierdzen, ktorych dowodzi si¢ bez uciekania do doswiad-
czenia, jedynie za pomoca analizy i porownywania poje¢ zasadni-
czych. Te twierdzenia zatem sa sadami analitycznemi,
o ile nadajemy temu terminowi znaczenie tradycyjne: propositio
per se nota, nie za$§ znaczenie kantowskie saddow tozsam o-
Sciowych lub jakoby toZzsamoS$ciowych,

Z charakteru analitycznego twierdzen geometrycznych wynika
wartos¢ apodyktyczna trzech galezi metagcometryi i mozliwosé
posltugiwania si¢ kazda z nich w dowodzeniach twierdzen analizy
czystej. Tak tedy za pomoca geometryi euklidesowej mozna bylo
utworzy¢ trygonometrye ogolna, t.j. teorye funkcyj: wstawa
i dostawa, ktéora mozna tez wylozy¢ wprost bez pomocy geo-
metryi. Teorya wstaw i dostaw mogta by¢ nastepnie spozytkowana
do badania geometryi Lobaczewskiego i Riemanna,
tak, ze pozornie, lecz tylko pozornie, te dwie geometrye opierac sie
zdaja z konieczno$ci na geometryi euklidesowe;j.

Geometrya fizyczna, przeciwnie, jest nauka obserwacyjna,
w ktorej poslugujemy sie geometrya rozumowana, jako pomocnicza.
Obserwacya ta pozwala wnioskowa¢, ze odleglosci fizyczne w przy-
rodzie sprawdzaja bardzo przyblizenie zwiazek (&) lub zwiazki (L)
i(R'), gdy w nich » il sa dostatecznie wielkie; inaczej mowiac
obserwacya uczy nas, ze geometrya fizyczna jest prawie geometrya
euklidesowa i o trzech wymiarach. Z punktu widzenia logicznego,
to ostatnie twierdzenie jest wiec sadem em piryczny m, albo—
jezeli chcemy uzy¢ innej terminologii — sadem syntetycznym
a.posterior.

W pierwszem wydaniu swojej Krytyki czystego rozu-
mu (1781), pozniej w formie bardziej rozwinietej w wydaniu dru-
giem (1787) Kant wypowiedzial o geometryi poglady, bedace
w zupelnem przeciwienstwie z powyzszem.

Zauwazono (Milhaud, ,Kant comme savant“, w ,Revue
philosophique* z maja 1895, str. 482-—510), ze Kant nie posiadat
powaznych wiadomosct naukowych. Dotykal on wielu pytan,
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lecz raczej jako filozof niz uczony, bedac na sposéb starozytnych,
zaprzatniety gtownie mys$la o zapewnieniu wiedzy podstaw
a priori. Po Newtonie, po uczonych XVIII-go stulecia, Kant
wydaje si¢ nie nalezacym do swego czasu. Jego poglady, nieraz
genialne, maja charakter zbyt nieokreslony. Czujemy, ze nie tworza
si¢ one ani w zetknieciu z faktami, ani nawet w zetkniecia z wiedza
matematyczng 6wczesna, Sa one przeniknione naiwnoscia, mimo
pozory formy uczonej, i przypominaja raczej pewne teorye Ary-
stotelesa lub nawet jonczykoéw, niz Eulera lub Newtona*
(str. 102—103).

Lecz Kant nauczyt si¢ i uczyl matematyki elementarnej
i byt uderzony charakterem powszechnoéci i koniecznosci jej twier-
dzen. 7 jednej strony mial glebokie przekonanie o pewnosci apo-
dyktycznej tych twierdzen; z drugiej za$ nie widzial moznosci spro-
wadzenia ich do sadow analitycznych, co wyniklo z powodu
zbyt ciasnego pojmowania przezen tych ostatnich. To przekona-
nie i ta niemozno$¢ doprowadzity go do utworzenia z matematyki
(i pdzniej z metafizyki) nauki bezwzglednie subjektywnej. Twier-
dzenia zasadnicze matematyki, a zwlaszcza geometryi, z zaloZenia
pozbawione sprawdzenia we wtlasciwem znaczeniu tego wyrazu,
lecz takie zarazem, ze umyslt przystaje do nich z konieczno-
Scig, nazywa Kant sadami syntetycznemi a priori, dla odroznie-
nia ich od sadow syntetycznych a posteriori, lub twierdzen empi-
rycznych, w Kktérych atrybut wyraza pewna wlasno$¢ nieko-
nieczna podmiotu !). Przestrzen dla Kanta jest wyobrazeniem

) Kant przytacza wyraznie niewielka tylko liczbe rzekomych sadéw
syntetycznych a priori, odnoszacych si¢ do geometryi W tréjkacie bok jeden
jest mniejszy od sumy dwodch pozostatych, przestrzen ma tylko trzy wymiary;
dwie proste nie moga zamykaé przestrzeni i t. d. Pierwsze z tych twierdzen
jest w rzeczywistosci nalezacym do geometryi rozumowej sadem analitycznym,
ktérego dowdd naszkicowalismy w § V weding Zuklidesa. Twierdzenie
drugie nalezy do geometryi fizycznej, jest sadem syntetycznym a posteriori.
Twierdzenie trzecie jest postulatem 6-ym Euklidesa, réwnowaznym definicyi,
jak to wykazalismy w § IX. O tym postulacie 6-ym Kant méwi najprzod ze
Scistoscia geometry riemannowskiego: ,Soistindem Begriffe einer Fi-
guridietin zwel geraden:Linien eingeschlossén 1st kein
Wiederspruch® (Transc. Anal. 1, 3, Nr.4 , lecz nastgpnie system pocigga
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koniecznem a priori, sluzacem za podstawe wszelkiej pogladowosci
zewnetrznej i bedacem przyczyna pewnosci apodyktycznej wszy-
stkich zasad geometrycznych.

Metageometrya jest w radykalnej sprzecznosci z tem pojeciem
przestrzeni. jako wyobrazeniem koniecznem a priori. W rzeczy
samej, metageometrya pociaga za soba mozliwo$é¢ nieograniczonej
liczby réznych geometryj; najprzod geometryi euklidesowej, naste-
pnie wszystkich odmian geometryj nieeuklidesowych, odpowiada-
jacych wszelkim pomyéle¢ sie dajacym wartosciom parametrow
ril. W jakiz sposéb poglad kantowski na przestrzen mogiby
dawaé umystowi wszystkie te rozne geometrye, jako wyobraze-
nie konieczne a priori? Jest to oczywiscie niemozliwem. Meta-
geometrya jest niemniej w przeciwienstwie z pogladami Kanta,
na przestrzen okoto r. 1769, gdy wraz z réznymi filozofami przyj-
mowal, ze przestrzen jest rzeczywistodcia zewnetrzng, istniejaca
niezaleznie od przedmiotow. W takim systemie podobnie jak w tym,
w ktorym geometrya bylaby nauka zupelnie empiryczna, istnienie
trzech systemoéw geometryi rozumowej jest rownie niezrozumia-
tem, jak w systemie ,Krytyki czystego rozumu®.

Nakoniec, metageometrya pozwala nam odpowiedzie¢ za po-
mocag argumentu ad hominem na pierwsza antynomi¢ rozumu
czystego: Swiat jest rownoczeénie skofczonym i nie-
skonnczonym w przestrzeni. Gdyby nawet rozumowanie
Kanta bylo $cistem; gdyby sprzecznosé, ktora zaznacza, nie po-
chodzita jedynie z pomieszania przestrzeni rzeczywistej i przestrze-
ni idealnej, to dla usunigcia wszelkich trudnoéci wystarczytaby
uwaga, ze w wykladzie Kanta tkwi w ukryciu przyjecie, iz $wiat
jest euklidesowym. Ot6z, gdyby byl riemannowskim, antynomia

go do wyrzeczenia twierdzenia wprost przeciwnego. W fizyce cytuje Kant
jako sady syntetyczne a priori: prawo statosci masy i prawo réwnosci dziatania
i przeciwdzialania; watpimy, by rozumial on $ciste znaczenie tych dwdch zasad,
ktore sa sadami syntetycznemi a posteriori, Sadzimy, ze wszystkie sady synte-
tyezne a priori Kanta naleza do jednej z nastepujgcych kategoryj: sa albo po-
stulatami, t.j. ,,przebranemi definicyami: albo sadami analitycznemi, ktérych nie
umiat zanalizowaé; albo wreszcie sadami syntetycznemi a posteriori, ktérych na-
tury empiryczaej nie poznat.
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nie miataby sensu; zasadniczo i faktycznie $wiat bylby skon-
czonym.

Gdy sig¢ zastanowimy nad ciagiem mysli, ktére doprowadzity
Kanta do jego systemu, dojdziemy do wniosku, ktory wyrazit byt
p- Milhaud w wyzej wzmiankowanym artykule: ,Punktem wyj-
scia ,Krytyki czystego rozumu* jest catkiem naiwne stwierdzenie
charakteru koniecznosci i powszechnoéci sadow matematycznych®
(str. 109). Subjektywizm metafizyczny Kanta, zdaje sie, wyszedt
Z jego subjektywizmu matematycznego; na czele ,Krytyki czystego
rozumu“ postawiono, Ze tu uzyjemy szczesliwego wyrazenia p. Le-
chalasa, pewien gatunek imperatywu geometrycznego.

Metageometrya, wykazujaca czczo$¢ pogladéw Kanta na
przestrzen, zburzyla tedy metafizyke krytycyzmu, jak o tem wyra-
ziliSmy sie we Wistepie ').

DODATEK.

Geometrya, jako fizyka matematyczna odlegtosci.

Leibniz okreslit linie prosta w sposob nastepujacy: Pro-
stajest miejscem punktdédw nieruchomych ciata, ktore
porusza sie tak, ze dwa jego punkty pozostaja sta-
temi 2),

1) ,Hat nun Helmholtz Recht und istdas Kantische Fundament
falsch, so fallt damit auch der Inhalt und die Methode, welche hieraus nothwendig
hervorgewachsen; dann ist ferner die jahrhundertlange Richtung der deutschen
Philosophie eine verfehlte™. (A. Kra us e, ,.Kant und Helmholtz {iber den Ursprung
und die Bedeutung der Raumanschanung und der geometrischen Axiome‘, Lahr
1878, Vorwort), Helmho Ltz jest tu cytowany, jako przedstawiciel pogladu o empi-
rycznem Zrodle postulatow.

’) ,,Sit corpus aliquod, cujus duo puncta sint immota et fixa, ipsum autem
corpus nihilominus moveatur, tunc omnia puncta corporis quiescientia incident in
rectam, quae per duo puncta fixa transit. (Dziela matematyczne Leibniza,
wyd. Gerhardta, V,str. 137. poréw. Cantor Gesch.d. Math. III, str. 32 .
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Ta definicya prostej moze by¢, bez zmiany istotnej, dana
w postaci dogodniejszej, jezeli wprowadzimy pojecie odlegtosci lub
przedziatu pomiedzy dwoma punktami, rozumiejac przez to liczbe,
charakteryzujaca te pare punktéw. Poczatek doswiadczalny tego
pojecia odlegtoéci znaja wszyscy: pewne ciala state wydaja si¢ nam
niezmiennemi i mowimy, ze dwa ich punkty sa w takiej a takiej
odlegtosci, jezeli mozemy umieScic pomigdzy temi punktami uwa-
zany rownieZz za niezmienny linial z podziatka lub czesci liniatu,
najmniejsza liczbe razy; ta liczba jest miara odleglosci lub wprost
odlegtoscia dwu punktow.

To zalozywszy i uwazajac pojecie odlegtosci za pojecie pier-
wotne, Cauchy okreslit prosta w sposéb nastgpujacy: Prosta
AB jest taka linig, ze kazdy z jej punktow jest w ta-
kiej odlegtos$ci od punktu 4 i od punktu B, w jakiej
nie jest zaden z punktéw przestrzeni. Kazdy punkt H
zewnatrz prostej, przeciwnie jest takim punktem, Zze istnieje
przynajmniej jeden punkt K, tak samo odleglty od punktow 4 i B,
jak jest odlegtym punkt H.

Ta definicya jest rownowazna definicyi Leibniza: w samej
rzeczy, jezeli obracamy cialo, zawierajgce rownocze$nie punkty
A, B, M, H okoto punktow A i B, przyjetych za stale, to jest ja-
snem, ze gdy punkt M znajduje sie na prostej AB, to on pozostaje
nieruchomym na zasadzie definicyi, gdy tymczasem punkt H moze
przyja¢ inne polozenie K

Definicya prostej, podana przez Cauchy’ego, jakkolwiek
w istocie rzeczy identyczna z definicya Leibniza, ma nad ta
ostatnig te wyzszo$¢, Ze prowadzi do analogicznego okreslenia
ptaszczyzny. U Cauchy'ego ptaszczyzna ABC jest po-
wierzchnia taka, Zze kazdy z jej punktow jest w ta-
kiej odlegtosci od trzech punktéw, o ktérych zakta-
damy, Ze nie lezg na jednej prostej, w jakiej nie
snajduje sie zadeninny punkt przestrzeni. Kazdy punkt
H zewnatrz plaszczyzny jest przeciwnie takim punktem, Ze
istnieje przynajmniej jeden punktinny K, tak samo odlegly od
punktow A, B, (', jak punkt H.

Uwazajmy trzy punkty A4, B, M, potozone na prostej, oraz
punkt H zewnetrzny. Jezeli. zalozywszy, Ze 41 B sa staltemi.
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bedziemy cialo, do ktorego naleza punkty A, B, M, H, obracali
w ten sposob, aby punkt H sprowadzi¢ do polozenia punktu K,
wtedy punkt M, wedlug definicyi Leibniza, pozostanie nieru-
chomym. Mozna przeto powiedzie¢, ze cialo obraca sie okoto
prostej AM lub BM, zamiast powiedzie¢, ze obraca sie okoto AB;
inaczej mowiac, prosta 4B jest identyczna z prosta AM lub z pro-
sta BM, jezeli punkt M znajduje sie na 4B.

Mozna wyrazi¢ to samo, wprowadzajac do poprzedzajacych
rozwazan pojecie odlegtosci t. j. poslugujac sig¢ definicya Cau-
chy'ego, a to sposobem nastepujacym. Przyjmijmy, Ze dla
kazdego punktu X dwie z odlegtosci XA, XB, XM od
punktéw A, B, M prostej okres$laja trzeciag odlegtosé
(twierdzenie A)  Jezeli X jest punktem H zewnetrznym wzgledem
prostej A B, to istnie¢ bedzie punkt K taki, ze KA—=HA, KB—=HB,
przeto bedzie KM=HM. Lecz zwiazki KA=HA, KM=HM wy-
razaja, ze H i K sa punktami zewnetrznemi wzgledem prostej A M,
podobniez KB=HB, KM—HM wyrazaja, ze Hi K sa zewnatrz
prostej BA. Kazdy zatem punkt zewnetrzny wzgledem AB jest
zewnetrzny wzgledem 4/ i wzgledem BM; poniewaz i odwrotne
twierdzenie jest prawdziwem, przeto prosta AB jest identyczna
z prosta AM i z prosta B

Powyzsze rozwazania mozna zastosowaé i do plaszczyzny.
Niechaj bedzie plaszczyzna, okreslona przez trzy punkty A4, B, C;
niechaj M bedzie czwartym punktem tej plaszczyzny. Przyj-
mijmy, ze dla kazdego punktu X trzy z pomiedzy
odlegtosci XA, XB, XC, X1 okre$laja czwarta (twierdzenie B).
Jezeli X jest punktem H zewnetrznym wzgledem plaszczyzny
ABC, to istnie¢ bedzie, wedtug definicyi ptaszczyzny, podanej przez
Cauchy’ego taki punkt K, ze hedzie KA—=HA, KB=HB, KC
—HC, a zatem bedzie KM=HJM. OQOstatni zwiazek wraz z dwoma
z poprzedzajacych wyraza, ze Hi K sa punktami zewnetrznemi
wzgledem plaszcezyzny ABJM, lub wzgledem ptaszezyzny BCOM,
lub wreszczie wzgledem plaszczyzny C4 M. Poniewaz i odwrotne
twierdzenie jest prawdziwem, przeto ptaszczyzny 4 BC, ABM, BCM,
CA M sa identycznemi.

Mozemy teraz dowie$¢ nastepujacego twierdzenia: Prosta
MN catkowicie jestzawarta w ptaszczyZznie ABC, kto-
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re zawiera jej dwa punkty M i N (twierdzenie C). W rze-
czy samej, wedlug powyzszego, ptaszczyzna ABC jest identyczna
z plaszczyzna ABM, ktéra jest znow identyczna z plaszczyzna
AMN. Niechaj H bedzie punktem zewnetrznym wzgledem pla-
szczyzny ABC lub A MN. Wedlug definicyi Cauchy’ego, istnie¢
tedy bedzie drugi punkt K tak, ze bedzie KA=HA, KM=HM,
KN=HN Otoz, dwie ostatnie rownosci wyrazaja, ze punkty K
i H sa zewnetrznemi wzgledem prostej MN. Poniewaz wigc ka-
2zdy punkt zewnatrz ptaszczyzny A B(’ bedzie zewnetrznym wzgle
dem prostej MN, przeto prosta ta nie moze mie¢ zadnego ze swych
punktow zewnatrz plaszczyzny, a wiec cala zawarta jest w pla-
szczyznie 1).

Twierdzenie C jest przeto wynikiem twierdzen A iB. Jaka
jest istota tych twierdzen? Czy sa one wynikiem definicyi prostej
i plaszczyzny, podanych przez Cauchy’ego; czy sa postulatami,
ktore nalezy dolaczy¢ do powyzszych definicyi, dla scharakteryzo-
wania zupelnego prostej i plaszczyzny; czy sa wreszcie twierdze-
niami niezgodnemi z powyzszemi dwiema definicyami?

Mozna da¢ taka czeéciowsg odpowiedZ na te pytania. Jezeli
przyjmiemy twierdzenie C lub twierdzenia A i B, z ktorych ono
wyplywa, to znajdziemy, jak o tem bytla mowa w § X, w kazdym
z trzech systemow geometryi zwiazek pomiedzy dziesiecioma odle-
gtosciami pigciu jakichkolwiek punktéw. Mozna podobniez otrzy-
macé zwiazek pomiedzy szescioma odleglosciami, czterech punktow
plaszczyzny oraz zwiazek pomiedzy trzema odleglosciami trzech
punktow proste;.

Odwrotnie, ze zwiazkow tych, nie przedstawiajacych nic
W sobie sprzecznego, mozna tatwo za pomoca analizy wyprowa-

') Definicye Euklidesa, dane dla prostej i plaszczyzny, sa, jak sadzi-
my, streszczeniem rozwazan, podobnych do powyzszych; przynajmniej definicye te,
tak ciemne na pierwsze wejrzenie. nadaja si¢ do interpretacyi literalnej, zgodnej
z powyzszem. Gauss wr. 1829 w liscie z d. 27 Stycznia do Bessela stusznie
krytykuje definicye plaszczyzny, podana przez Legendre’a: ,Definicya pla-
szezyzny, powiada, jako powierzchni, zawierajgcej wszelkg prosta, ktora taczy dwa
jej punkty, zawiera wigcej warunkow, niz potrzeba do jej wyznaczenia, Definicya
ta miesci w sobie twierdzenie, ktore powinno by¢ pierwiej uzasadnionem.
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dzi¢ czy to twierdzenie C, czy to twierdzenia A i B; te wiec rozne
twierdzenia zgadzaja si¢ jedne z drugiemi, trzecia przeto z powyzej
trzech uczynionych hypotez powinna by¢ odrzucona. Inaczej mo-
* wigc twierdzenia A i B sa albo wynikami definicyi Cauchy’ego
albo sa jej dopelnieniem. Nie mozna zreszta rozstrzygnaé tym
sposobem, ktory z dwu ostatnich przypadkow zachodzi.

Lecz mozna pojs¢ jeszeze dalej. Skoro tylko doszlismy, jak
wyzej do poslugiwania si¢ zwiazkami, charakteryzujacemi odpo-
wiodnio przestrzen o trzech wymiarach, plaszczyzne lub przestrzen
o dwu wymiarach i prosta lub przestrzen o jednym wymiarze, to
musimy juz logicznie przyja¢ catkowicie sposob przedstawienia
rzeczy, podany przez De Tilly'ego i uwazac geometrye za {izyke
matematyczna odlegtosci. W tym sposobie przedstawieniza,
odleglos¢ dwu punktow okre$lona tak, jak to wyzej uczyniono,
staje si¢ jedynem pojeciem nieprzywiedlnem geometryi. Wypro-
wadzamy z niego pojecie figur rownych, tak trudne do ustalenia
w inny sposob; nastepnie za posrednictwem zwiazkow, charakte-
ryzujacych prosta, plaszczyzne i przestrzen o trzech wymiarach,
dajemy definicye dlugo$ci, pol i objetosci; wreszcie, bez uciekania sig
do jakiegokolwiek postulatu, wyprowadzamy cata geometrye pod
trzema réznemi postaciami, t. j. geometrye Euklidesa, Loba-
czewskiego i Riemanna.

Wyktad elementarny geometryi ogdlnej, naszkicowany przez
nas w §§ llI—X podiug Euklidesa, Lobaczewskiego, Rie-
manna i ich nastgpcow, prowadzi do zwiazkow charakterysty-
cznych pomiedzy odleglosciami trzech punktéw prostej, czterech
punktow plaszcezyzny, pieciu punktow przestrzeni o trzech wymia-
rach  Odwrotnie, wyklad analityczny De Tilly'ego, oparty na
pojeciu odlegtosci i na zwigzkach, o ktorych mowa, pozwala znales¢
wszystKie rezultaty wyktadu elementarnego i stwierdza, ze definicye,
postulaty i pewniki, ktére sa podstawa tego wykladu elementar-
nego sg zgodne jedne z drugiemi. Wyklad eiementarny i wyktad
analityczny, razem wzigte, stanowia tedy system zupelny geometryi
ogolnej, ktory, z punktu widzenia $cistosci, bezwzglednie jest bez
zarzutu.
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