XVII.

SUR LA SINGULARITE DONT SONT AFFECTEES,

POUR UNE VITESSE NULLE, LES EQUATIONS DU

MOUVEMENT D’UN POINT MATERIEL FROTTANT
SUR UNE SURFACE

« Archiv der Math. und Physik», IIT R., V Bd. (1903),
pp. 28-37.

1. - Remarques préliminaires.
Lacune que la rigueur mathématique impose de combler.

Soit
(1) o, y,2) =0

I’équation de la surface S (que je suppose fixe pour simplifier) sur laquelle
est assujetti & rester un point matériel P sollicité par une force donnée (F).
Soient:
X, Y, Z les composantes de (F) suivant les axes coordonnés;
F; et F, les valeurs absolues de ses composantes tangentielle et
normale dans un point quelconque de la surface S;

o, B, ¥ les cosinus directeurs de la normale & 8, ayant choisi comme
direction positive celle pour laquelle

Xoo + YB + Zy=F,.
Prenons comme unité de masse la masse de P: dés qu’on suppose

sa vitesse différente de zéro, les équations du mouvement seront

’

o= X + Na—f|N|>

@) y'= Y+ Np—f|N|L

¥=2 + Ny—f|N|Z.

Il est & peine nécessaire de dire que f désigne le coefficient de frot-
tement et N la réaction normale (inconnue auxiliaire, que le systéme (1),
(2) lui-méme sert &4 déterminer).
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310  XVII. SUR LA SINGULARITE DONT SONT AFFECTEES, POUR UNE VITESSE NULLE,

Si Pon a » = 0, la loi empirique du frottement au repos apprend &
distinguer deux cas: ou bien, dans la position envisagée M, la compo-
sante tangentielle 7, de la force active ne dépasse pas fF,; ou bien

Fy > .

Dans le premier cas le point matériel reste en équilibre, et il §’ensuit
la définition du frottement comme une force exactement opposée i la
composante tangentielle de la force active (F).

Dans le second cas le point commence & glisser. Aprés un temps
infiniment petit dt sa vitesse n’est plus nulle et les équations (2) s’appliquent.

L’expérience nous fait ainsi prévoir ce fait analytique:

I1 existe, sous la condition

Bo> 10,

une solution du systéme différentiel (1), (2) déterminée par la condition
initiale que le mobile sort d’un point donné de la surface avec une
vitesse nulle.

Voild une question d’existence, dont il ne semble pas qu’on se soit
préoccupé jusqu’ici au point de vue mathématique. Il ’agit, bien entendu,
d’un cas, qui ne rentre pas dans le théoréme général de Brior et Bou-
QUET, puisque le systéme (2) ne se comporte pas réguliérement pour » = 0.

I1 faut donc examiner la chose de plus pres.

C’est ce que je vais faire en transformant d’abord le systeme diffé-
rentiel (1), (2). Aprés cela un petit artifice me permettra de démontrer
trés simplement, par la méthode classique des limites, ’existence des
intégrales dans les dites conditions initiales.

Je n’ai pas profité des résultats récemment acquis dans I’étude des
singularités des équations différentielles (1), parce que, une fois trans-
formé le systéme (1), (2), la démonstration directe est presque immé-
diate. On pourrait s’en passer en appliquant au systéme (III) (auquel
on sera enfin conduit) une remarque de M. PICARD (2).

2. - Transformation des équations du mouvement.

Je suppose (ce qui est essentiel pour la démonstration du numéro
suivant) que la surface S et la loi de la force active soient analytiques.

(*) Voir notamment E. PIcARD, Traité d’Analyse [Gauthier-Villars, Paris, 1901], ¢t. III,

chap. I, IIL
(*) L.c.; pag. 22, remarque finale.
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LES EQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL ETC. 311

Je suppose en outre (pour plus de netteté) que la force (#') ne dépende
pas de la vitesse du mobile.

Soit M un point régulier pour S et pour le champ de force. La com-
posante tangentielle de (F') enveloppe sur § une congruence de lignes
(régulieres au voisinage de M), que j’appellerai lignes 1.

Désignons par «,, B, y, les cosinus des angles que les tangentes a
ces lignes (dans la direction de la force) forment avec les axes coordonnés;
par s; 'arc (compté dans le méme sens); par r, le rayon (absolu) de
courbure.

Envisageons encore, sur la surface S, les trajectoires orthogonales 2
des lignes 1 et appelons oy, fs, ¥a; S»; 72 les éléments qui correspondent
& 0y, ...,7; (la direction positive étant d’ailleurs fixée arbitrairement).

Comme les cosinus directeurs de la normale principale & 1 sont

R, i
g 7 4 o N chsl

on voit que la courbure géodésique g, de 1 (projection sur la ligne 2 de
la courbure absolue 1/r,, dirigée suivant la normale principale) est donnée
par la somme

doc d d
1+5z ﬁl 2dlsi;

d’une facon plus concise

3) —Sul,

le symbole > indiquant une somme de termes semblables en «, f, y
De méme

(4) g Z 0‘1 daz

représente la courbure géodésique des lignes 2.

Ceci posé, reprenons les équations (2). Pour toute solution réguliére
(réelle), les coordonnées z, y, z pourront étre censées fonctions de ¢ par
Pintermédiaire de ’arc s de la trajectoire. En convenant de prendre
pour direction positive de s celle du mouvement, on aura

ds
—=v2=>0.
7 v>0
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Soit ¥ Pangle (compté sur le plan tangent & S dans le sens 1, 2) que
la direction s forme avec 1.
On a

cos(l/;):cosﬁ, cosé?):sint?,

et en outre, pour toute fonction des points de 8,

d d : d
(5) d—s—cosﬁa?l—}—sm??d—sz.

En appliquant cette identité, on obtient

s cosﬁg—fl +sin0%= o, co8 ? + a, sin ¢,
%: (— a, sin 9 —i—oczcosﬁ)g—;9 - ‘%cosﬂ +%sim9,
avec des formules analogues pour y et z.
Comme
¥ =y w”:%(v%)zgg-}- 2dd_‘;a:’ ete.,

les équations (2) deviennent

%’ (0t cO8 ? + o, 8in 9)

% ¢ a0 ot i i Q0 i
@ +v{(—oclsmﬂ—f—ocgcosz?)aﬁ—Eg—cosﬁ+% smﬂ}
= X + Noo—f| N | (o, cos & + o, sin )

Multiplions ces équations par les cosinus directeurs «, f, y de la nor-
male et ajoutons. En tenant compte de ce que

ooy = wag =0; Doat==1,
il reste simplement

(6) N=—F,+vP,
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LES EQUATIONS DU MOUVEMENT D’UN POINT MATERIEL ETC. 33

ayant posé, pour abréger,

dots
ds ’

do !
P:cosﬁszTtgl +sind Y a

D’apres (5) et en profitant de l’identité

do, do,
E“E—z“@,

on peut écrire
d
(7) P:cos%?Eacflﬁl+sin202al2+2cosﬂsinﬂzocd;“‘,
ds, ds, ds,

ou chacune des trois sommes possede une interprétation géométrique
bien simple (courbure normale de la ligne 1, courbure normale de la
ligne 2, valeur commune, au signe pres, de la torsion géodésique). Mais
cela n’a pas d’importance pour notre but. j

Achevons la transformation des (2') en les multipliant une premiére
fois par

o co8Y + a,sind, Bycosd + fy8ind, y,cosd + y,8ind,
une seconde fois par
— oy 8ind + ay,co8 ¥, —Bysind + f,cos¥, —y;sind + p,cos P,

et en les ajoutant chaque fois.

Si Pon a égard aux relations

D b U D oyt =0

et a leurs conséquences

do dot da do
Z“ld_slz()y z‘xz'(is“zz()y Z(“l‘d_;“f‘“zd—sl):o’

on trouve de suite

v ad dot ;
| E:FTcosﬂ—;fF,., vz<£+2a271;1)=—~ﬁ’,smﬂ.
Or
A0 _
ds dt’
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tandis que, d’apres (5),

do da b do
Zazﬁs—lz-cosﬁZocz—:-l-smz‘}Za.%:,

ou, en remarquant que

ddl_ dal_ d“z_
Sagi=0, . i Jeie 15 el
do, 1
E“ZEs“zgl cos ¥ — g, sin 9 .
Il résulte ainsi
dv

I %_—.F,cosﬂ——ﬂN[,
(8) o

Cana v%(g, cos ¥ — g, sin §) — Fy sin 9.

Pour aller plus loin, imaginons de rapporter la surface S & un systéme
de coordonnées curvilignes ¢,, ¢., ayant les 1, 2 pour lignes coordonnées
(et croissant, sur ces lignes, dans le sens positif).

L’expression du carré de 1’élément linéaire sera de la forme

Hjde + Hdg; ,

H, et H, étant des fonctions de ¢,, ¢,, positives et réguliéres en tout

point régulier M de la surface.
Il en est de méme, quant & la régularité, pour les coefficients b,, de

la seconde forme fondamentale

2
z" br' er dQn ’
1
qui n’est autre que la forme
ad + fd¥y + yd*,

exprimée par les gq.
On a évidemment

ds, = H, dq, , ds, = H,dg, ;
Goids Sl FEILES
1_H1 d%’ 1_111 d41’ YI*HI dQI’
A ; Al % dy e 1 dz.
a”—Hz dq,’ ﬂ’_ﬁ:dq,’ J/a—H’ dg,’
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LES BQUATIONS DU MOUVEMENT D’UN POINT MATERIEL ETC. 315

et Pon vérifie sans peine, d’aprés (3), (4) et (7) (en tenant compte des
expressions bien connues des coefficients des deux formes fondamen-
tales) que

i e tiEs I

(9) gl—_I_IE'Ey s — Hlﬂz-a'_QT’
2o by, cos2 ¥ by, sin?d  2b,, sin & cos &

AR Y i HYHY J

Je signale en passant ces formules, auxquelles il faudrait avoir recours
dans les applications concrétes. Ce qu’il nous faut retenir ici, c’est que
015 G2, les b, ainsi que Fy, F,, f sont des fonctions holomorphes de ¢,, ¢,
en tout point régulier M(q3, ¢3).

Pour » = 0, I’équation (6) donne

N=—F,.
F, étant positif, on voit que, pour v assez petit, I'on a
|N|= Fo—o*"P.
La forme définitive des équations du mouvement s’obtient en asso-

ciant aux (8) celles qui définissent les dérivées de ¢, et ¢,.
Or on a

g, _, day
dt ds ’
et par suite, d’apres (5),

dg, _ dgy | . .d¢;\  cosd
it _v<cosﬂdsl+smz‘}dsa === Al

D’une fagon analogue

dg, 2 sin ¢
R
On est ainsi conduit au systéme du quatriéme ordre
( ﬂc__zlzvcosﬁ dg, _ sind
dt 5 * hatds -
d

) Tv = Fycos & — f(F, — v P),

d

ad
{ v — (g, cos ¢— g, sin ) — Fy sin 9,

les fonctions inconnues étant q,, ¢., v et 9.
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Au voisinage des valeurs ¢, ¢2 (quels que soient d’ailleurs v et #)
tout est régulier dans les seconds membres. ¥, Fr— fF, sont essen-
tiellement positifs.

3. - Existence d’une solution holomorphe
correspondante aux valeurs initiales ¢, — ¢, ¢, = ¢2, v = 0.

En prenant les équations du mouvement sous la forme (I), notre
tdche revient évidemment & démontrer I'existence d'une solution holo-
morphe correspondante aux valeurs initiales ¢, = ¢}, ¢ = @8, v =0,
celle de ¢ n’étant pas donnée & priori.

La derniére des équations (I) montre d’abord que, 8i une telle solution
existe, la valeur initiale de ¢ doit annuler sin#; d’ou 4 = 0, ou & = m.

La seconde hypothése est 4 rejeter, puisqu’elle donnerait, pour 'instant
initial,

g =—F, £ f ey 3
v irait done en décroissant, ce qui est impossible, parce que sa valeur
initiale est nulle.

On a done initialement & = N, ee qui était 4 prévoir, le mouvement
devant bien commencer dans la direction de la force.

En éliminant d¢ et en posant, pour abréger,

D= Fpcosd— f(F,—2P),
on tire de (I)

dg,  cosd dg,  sind

W "HED' d HD’

(H) () 7— . A |
d o §1 COS g sin s
v%_——-—v W ESITT ——Dsmt?.

On remarquera que les seconds membres sont des fonetions holomorphes
des arguments ¢,, q., ¥, v an voisinage des valeurs ¢}, ¢3, 0, 0, puisque
D ne gannule par pour ce systéme de valeurs (D = Fr— fF,).

11 est bien clair aprés cela qu’on peut se borner & démontrer 1’existence
de trois intégrales holomorphes ¢,, ¢,, ¢ de (II), se réduisant respecti-
vement & ¢%, ¢3, 0 pour v = 0.
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En développant — Frsind/D suivant les puissances de g¢,— ¢,
¢ — q3, ¥ et en appelant ¢ la valeur essentiellement positive du rapport

f‘F_T,,,,
F,—fF,

au point M(q3, ¢3), on peut écrire
F
—fsinﬁ:—cﬂ+...,

les termes omis étant du second ordre au moins.
Posons maintenant

(10) = 0% =g Ty B =y

et remarquons que les seconds membres de (II), qui sont des fonctions
régulieres de ¢,, ¢:, ¥, v dans le domaine des valeurs ¢, = ¢}, ¢. = ¢},
9 =0, v =0, deviennent, d’aprés la substitution (10), des fonctions
réguliéres de 7,, 7,, 7, ¥ pour la valeur zéro de tous ces arguments. Les
termes du second ordre, par rapport aux arguments primitifs, obtiennent
le facteur »? lorsqu’on les exprime par les nouvelles variables.

Aprés cela on reconnait sans peine que la substitution (10) permet
de présenter le systéme (IT) sous la forme

dz dr dr
(II1) ”d—;+71=’¢7%1, ’Ud_;‘l"'&:'”%z, 17%—}—(0—}—1)‘[:1’53,

By, B, B désignant des fonctions de 7,, 7., 7, v régulieres pour des valeurs
assez petites de ces variables.

Démontrer 1'existence des intégrales holomorphes de (II), qui se
réduisent a ¢, ¢3, 0 pour v = 0, équivaut évidemment & démontrer
Pexistence d’un systéme d’intégrales de (III) holomorphe pour » = 0.

Les valeurs initiales de 7,, 7,, 7, qui ne restent pas déterminées par

la transformation (10), le sont par les équations (III) elles-mémes, qui
donnent, pour » = 0,

Tty — T =0,

En les 'dérivant, par rapport & v, » fois et en posant ensuite » = 0, on
obtient

dry _ o | G
(11) (n +1) F ot (n +1) PR n+1+4c¢) G i
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les seconds membres ne dépendant que de 7, 7,, T et de leurs dérivées
jusqu’a Pordre » —1 au plus.

Le systeme détermine donc les valeurs des fonctions inconnues (sup-
posées holomorphes) et de toutes leurs dérivées, pour » = 0.

Tout se réduit désormais & vérifier la convergence des séries de
TAYLOR construites avec ces valeurs.

Appliquons le calcul des limites et comparons notre systeme (III)
avec le gystéme

dz, de

d
(IV) v—+-rl-—v'.m], -}—-rg—vim,,, v—tl—z+(c+1)r=v§m,

qui en résulte en remplagant dans les seconds membres B,, B,, B par
des fonctions majorantes M,, M,, M.

Les dérivées successives des intégrales de (IV) (supposées holomorphes
et nulles pour v = 0) sont déterminées par des systémes
d"r2

art
I (n+1) ey (n+1+c)%‘=...,

(12) (n

de méme forme que (11), les seconds membres étant toutefois remplacés

par des expressions majorantes.

Les dérivées successives, calculées ainsi, sont donc essentiellement
positives et supérieures en valeur absolue & celles qu1 s’obtiennent de
(11) pour le systéme proposé.

La constante ¢ étant positive, on augmente encore cette valeur si,
pour n > 0, on remplace les premiers membres de (12) par

'y arz, g
i "arm v’

en gardant, pour n = 0, les conditions 7, = 7, =7 = 0.
Les valeurs, ainsi modifiées, correspondent au systéme

dt dr. dt
’vd—l=vml, v'a—a-—thz, /U_dq):vm’

c’est-a-dire au systeme

dr dr dr
d_vl: 19 d_,;:m?z, _=2R’

W
(V) %

qui n’a plus de singularités pour » = 0.
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Or le théoréme classique de BRIOT et BOUQUET nous assure de la
convergence des séries intégrales de (V), sous les conditions initiales

h=Ti=31=0
pour v = 0.

On peut donc affirmer la convergence (pour » assez petit) des séries
de TAYLOR donnant les intégrales du systéme (III).

I’existence des intégrales holomorphes x(¢), y(t), 2(t) du systéeme
primitif (1), (2) (sous la condition que le mobile sorte initialement d’une
position réguliére M avec une vitesse nulle) est ainsi démontrée. Evidem-
ment ce systéme intégral holomorphe est unique.

Remarque. - La démonstration s’étend d’elle-méme au cas ou la force
(F) dépendrait de la vitesse (ses composantes restant holomorphes pour
vi—a0).

En effet, on est encore conduit & un systeme de la forme (III).

Si la surface S varie avec le temps, il faut modifier la mise en équation,
et en outre on ne peut plus éliminer ¢ (ce qui arrive aussi lorsque la
force dépend de t).

Il suffit toutefois de considérer comme variable indépendante la
vitesse relative du point par rapport aux élément matériels de la sur-
face S pour que la démonstration puisse étre achevée, substantiellement,
comme ci-dessus.

Padoue, le 5 Septembre 1902.
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