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SULLA RESISTENZA DEI MEZZI FLUIDI

« Rend. Ace. Lincei», 8. 5% fasc. 1°, vol. X (1901,),
pp. 3-9.

(*) A me pare che la legge di NEWTON (resistenza proporzionale al
quadrato della velocita v), relativa ai fluidi incompressibili, si possa
ricavare teoricamente, senza uscire dalla idrodinamica pura.

Per i fluidi compressibili, come ad es. P’aria, la cosa si complica un

. pochino. Tuttavia, finché una certa serie converge, cid che sembra ben
plausibile per v inferiore ad un certo limite (forse 279™ al secondo, se
si riguarda il movimento del fluido come un processo isotermico) (2), la
legge della resistenza si presenta sotto ’aspetto

/03
R = gvz{aro —+—a1? -+ ...},

essendo p la densita del mezzo (opportunamente precisata), le a costanti,
che dipendono soltanto dalla forma del corpo, e ¢ la costante della legge
di BoYLE (quindi 1/¢ una quantitd molto piccola), talché, per valori
moderati di », potranno bastare il primo, o al pitt i primi due termini
della serie.

Risultati questi perfettamente conformi all’esperienza ().

(*) Presentata dal Socio F. Sraccr.

(}) Estratto di una lettera al senatore prof. ¥. Siaccr.

(*) Considerazioni dello stesso tipo si potrebbero istituire, risguardandolo invece come adia-
batico. Tale del resto andrebbe ritenuto nel caso di grandi velocitd. Come probabile velocita
limite (per la convergenza dello sviluppo di R) si presenta allora quella del suono. Lascierd qui
di occuparmene, per non complicare con formule poco istruttive un semplice abbozzo, quale il
presente.

(®) Cfr. per es. NAzzANI, Idraulica pratica, vol. I, pag. 302; LORIA, Le sirade ferrale,
vol. II, cap. I.

T. LEvI-CIvITA — Opere, II. 6
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130 V. SULLA RESISTENZA DEI MEZZzZI FLUJIDI

Il difficile rimane sempre, anche sotto questo punto di vista, di rico-
noscere il comportamento della resistenza per v molto grande (o, se si
vuole, la espressione asintotica di R, al crescere indefinito di »). Cid spiega
in certo modo l'origine delle gravi difficolta, che si incontrano nella bali-
stica, e che Ella ha cosi luminosamente discusse.

Ecco come io giustifico le mie asserzioni.

Considero, per maggior semplicita, un corpo § animato di velocita
traslatoria uniforme », e immerso in un fluido indefinito non sollecitato
da forze.

Per effetto del moto di S, il fluido pure entra in movimento. Con
quale legge?

Come ¢ ben noto, ’ipotesi di un movimento continuo in tutto lo spazio
esterno ad S conduce a conseguenze affatto inattendibili circa la resi-
stenza del fluido. La risultante delle pressioni, esercitate dal fluido su 8,
riesce identicamente nulla; ossia un corpo in moto traslatorio uniforme
non incontra alcuna resistenza di mezzo.

Di solito si attribuisce questo risultato, cosi apertamente in contrad-
dizione coll’esperienza, all’ipotesi teorica che si tratti di fluidi ideali.
I fluidi naturali sono viscosi, si dice; nessuna meraviglia dunque che
essi 8i comportino in modo diverso. Ogni difficolta logica vien cosi tolta
di mezzo. Ma resta pur sempre assai strano che, mentre in moltissime
altre questioni la ipotesi della perfetta fluidita risponde con discreta
approssimazione alle condizioni li fatto, in questo solo caso se ne tragga
una deduzione affatto contraria all’esperienza. Cid fa pensare che, proprio
in questo caso, la posizione analitica del problema introduca qualche
elemento, apparentemente innocuo, ma ben piu lontano dalla realta che
non gia il carattere di fluido perfetto. Tale e, a mio avviso, I'ipotesi della
continuita del movimento del fluido in tutto lo spazio esterno al corpo.
Sostituendo questa ipotesi con altra, pit conforme all’esperienza quoti-
diana (delle colonne fluide, che i corpi in movimento un po’ rapido si
tirano dietro), e del resto perfettamente analoga a quella ammessa nella
teoria delle vene fluenti, si pone assai bene in evidenza il fenomeno della
resistenza del mezzo, indipendentemente dalla viscosita. Oserei anzi
affermare che, per velocitd superiori ad un certo limite, 'influenza della
viscosita si puo ritenere affatto trascurabile.

1. — Introduco pertanto le seguenti ipotesi:
1) Il movimento del fluido, prodotto dal corpo S (stazionario rispetto
allo stesso S), presenta dietro il mobile una superficie di discontinuitd o
estendentesi fino all’infinito a partire da una certa curva s del contorno o di S.
2) Le molecole fluide, appartenenti alla regione posteriore B, si com-
portano come se fossero rigidamente collegate con S.

YAV YR dall \ O |
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V. SULLA RESISTENZA DEI MEZZI FLUIDI 131

3) Il moto del fluido mella regione A é irrotazionale; e soddisfa alle
solite condizioni all’infinito (in quanto naturalmente vi si tenda senza
uscire da 4).

Diciamo o, e o0, le due regioni (anteriore e po-
steriore) della superficie ¢ del corpo, separate da s.
Gli agsi di riferimento z, y, 2 si suppongano rigida-
mente collegati ad S, coll’asse z diretto come la ve-
locita. Sia p il coseno dell’angolo, che la normale
esterna », in un punto generico di oy, o, 0 di §,
forma coll’asse z (chiamando esterna, rispetto a 4, la
direzione rivolta verso A); vy il potenziale di velocita
relativo ai punti di 4.

—_—
(4
Q
S

ik

2. - Considero dapprima il caso di un fluido
incompressibile di densita costante p, e allora ¢ deve
soddisfare in A4 alla equazione indefinita

(1) dp=0 (Y,

sul contorno o, 4+ 6 alla

= 9

o
2 L =
( ) an 77
nonche alle condizioni all’infinito.
Dicendo p, e p, (quest’ultima evidentemente costante) le pressioni
in un punto generico di 4 e di B, si ha sopra 0

Ps=Ps.
Daccheé in tutto lo spazio A la pressione ¢ definita in termini di ¢ dalla
relazione
1 v? op
i WS § SON s 2 gl 5
QpA (Y 2(A1(P) + % (®) 4

(*) Abbrevio al solito in 4,9 e (4,¢)* i trinomi
g ¢ % (64:')’ (azp ’ (6q:)’
— + =+ e +=) + (=
ox? & oy 0z ox .51/) oz
() Rispetto ad assi fissi & 7, ¢, si avrebbe

1 o o ‘+ og\? + (507)’1 o
s =C——3|— — — —y—,
P 2 (ae ) \an) acl P ot
immaginando naturalmente il potenziale ¢ espresso per &, 7, {, t. Ora si pud supporre che

o(&, n, ¢; t) provenga dalla espressione qui considerata ¢(x, ¥, 2), ponendoviz = &, y=n,2={ vt.
Si ha in tal caso

rispettivamente.

dp op ap op o agp ! ap ag:

Fy e LTSN TSI s BT o2

»

donde la formula sopra scritta.

www.rcin.org.pl



132 V. SULLA RESISTENZA DEI MEZZI FLUIDI

dove C & una costante, e che nei punti di A situati a distanza infinita
le derivate di ¢ si annullano, si ha

1
C = —9 p:’ .
Considerando in particolare un punto infinitamente distante sopra d,
ne deduciamo
1
C= Z) Pz,
con che la espressione della pressione in un punto qualunque della re-
gione A diviene

0
3) p4=pa+ev2%{23—(zlﬂp)“’l-
0z J
Nei punti di 6 si ha conseguentemente

) (dpy—2 2 =0,
e cosi in definitiva la incognita funzione ¢ deve soddisfare alle equa-
zioni (1), (2), (4). Se 6 fosse data a priori, le (1), (2) (tenuto conto delle
condizioni all’infinito) basterebbero a determinare la . Ma J non & data,
e si tratta appunto di determinarla in modo da rendere simultaneamente
soddisfatte le (1), (2), (4). Dal punto di vista del rigore matematico incap-
piamo qui in una questione di esistenza, che cogli attuali mezzi analitici
non si saprebbe discutere. Fisicamente la questione di esistenza viene
sostituita, e risoluta in senso affermativo, dalle ipotesi sopra dichiarate.

Cid posto, I’essenziale per noi si & di osservare che la definizione di ¢,
in base alle (1), (2), (4), dipende unicamente dalla forma del corpo &,
e non dalla velocita v, né dalla densitd p del mezzo.

Di qua segue immediatamente la legge di NEwToN. Infatti la resi-
stenza totale R, incontrata dal corpo nel suo movimento, & data da

R =] py'da =fp,,yda1 —}—fp,yd%.
o 0y Oy

Ma, ps essendo costante e o, +o, costituendo una superficie chiusa,

fpx‘}’do'z = —fpxydal;

Os
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quindi, posto per p, il suo valore (3),

(5) R=gv’f§{2%";—(dl¢)’}ydﬂ,

e cid dimostra ’asserto.

Prendendo f = ¢ — 2, si ha in vf il potenziale di velocita di una cor-
rente (di velocita limite » nel senso delle z negative) interrotta dal
corpo 8. La forza, che é necessario vincere perché § non sia trasportato
dalla corrente, ¢ ancora espressa dalla (5), ossia, introducendovi f al
posto di ¢, da

Bl mﬂf%{l— ()} ydos .

Questa formula é un’ovvia estensione, al caso di tre dimensioni, di quella
stabilita da Lord RAYLEIGH per la pressione, che si esercita sopra I'unita
di lunghezza di una lamina infinitamente lunga a orli paralleli (°).

3. — Venendo ora al caso di fluidi elastici, avremo, supposta la validita
della legge di BOYLE,

p=co (¢ costante),
e — fde_p =uc logip::

La equazione di continuita assume I’aspetto

d log o

dt ‘+‘ ’vAg(P S— 0 )
ossia anche
1 dP
st vhy,p = 0;

mentre le equazioni di EULERO si riassumono in

P= +v’%{2 %2;—(41@)2}.

(*) Cfr. per es. KIRCHHOFF, Vorlesungen iiber mathematische Physik, B. 1, pag. 307.
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134 V. SULLA RESISTENZA DEI MEZZI FLUIDI

Eliminando P fra queste due equazioni e ponendo

el o
C
1a, (% 4on) _y[2f0 40 WOl 0,
Bﬁi%{2a—z (A‘q))a} _%[% 8:0{2 0z (4) } i oy a?l{za_z—(dl(p)}+
: g o (. op &
HE-g{zE—der}| = o,
si ha
(1 bis) A + 20p = 0.

Un ragionamento identico al precedente mostra che

C = Py=clog ps;

quindi
AL S
(3 bis) Ps— Pz = Pa[ffc }{ﬂaz (%R }__1] :
v Oyt g
(5 bis) 3 pdgn Paf[ec }{23, Ay }_1] Ja

Le condizioni determinative di ¢ sono ora la equazione indefinita
(1*#) colle (2), (4) e condizioni all’infinito.

Per A abbastanza piccolo (?), & presumibile che la espressione analitica
di @ si possa sviluppare in serie di potenze di A

@0 + j-9”1 qheal

% _idoy
lo stesso avviene allora per e‘ *{’as R } ; quindi per R. Il primo
termine dello sviluppo di R &
v? 0 \ 2
Ps ‘“f% { 2 a—(p;— (Ax%)’} ydo, = stzf 3 { 2 %;9-— (A,tp.,)“} ydo, ,

[
oy Oy

che corrisponde alla resistenza di un fluide incompressibile, avente dap-
pertutto la densitd costante della regione B.

(") Se si tratta dell’aria, si ha in unitd [C.G.S.] ¢= (1,013/1,293):10°; quindi, qualora basti
per la convergenza dello sviluppo che sia 4 < 1, il limite per v, in metri, 8i trova essere v=2 79 m.
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V. SULLA RESISTENZA DEI MEZZI FLUIDI 135

Badando che A = v?/e, risulta in definitiva
,02
R = g,,'vz{ao + a, = -+ },
dove i coefficienti @ dipendono esclusivamente dalla forma del corpo 8.

4. - Osservazione. La circostanza che, supponendo il movimento del
fluido ovunque continuo, la resistenza incontrata da &S riesce identica-
mente nulla si suol rendere intuitiva per via energetica, ragionando
come segue.

Dacche si tratta di un fluido perfetto, la forza viva, posseduta da S
in un generico istante, non pud cambiarsi in altra forma di energia
(termica o chimica per es.); per il carattere stazionario (rispetto ad 8)
del movimento del fluido, determinato dall’uniforme traslazione di 8,
non vi pud essere trasmissione di forza viva da S al fluido. Dunque
Penergia cinetica di 8 rimane inalterata, il che equivale appunto ad una
resistenza nulla.

Molto opportunamente il sig. FopPL, nelle sue Vorlesungen tiber techni-
sche Mechanik (®), aggiunge a questo proposito che non pud nemmeno
sorgere il dubbio che si stabilisca un flusso (stazionario rispetto ad )
di energia accumulantesi all’infinito, dato il comportamento all’infinito
del potenziale di velocita, quando appunto lo si determina in base alle
ipotesi consuete. '

Colle nostre ipotesi il comportamento & diverso, poiché concorre
all’infinito anche la superficie 6. I1 flusso non & piu identicamente nullo,
e questo spiega la sottrazione di forza viva, che un fluido, anche perfetto,
determina colla sua resistenza nei corpi in movimento. La energia, sot-
tratta ad S, non si distrugge naturalmente, né si trasforma, ma soltanto
si trasporta all’infinito e vi si accumula; in teoria. Quel che avviene
nella realta si ¢ una dispersione per la massa fluida di energia cinetica,
assorbita dalle varie resistenze passive. Tale dispersione ha perd rispetto
al movimento di § (che qui costituisce la parte essenziale del fenomeno)
gli stessi effetti del trasporto a distanza infinita contemplato dalla teoria.

(*) B. IV, pag. 367.
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