Zur Potentialtheorie

von

Leon Lichtenstein.

In einem vor kurzem verdffentlichten Aufsatz, Uber einige
Hilfssiitze der Potentialtheorie. 1), babe ich eine Anzahl neuer S:tze
aus der Theorie des Potentials einfacher und doppelter Belegungen, die
bei verschiedenen hoheren Randwertproblemen, so'z. B. bei gewissen
Existenzbeweisen der Hydrodynamik zur Verwendung kommen,
bewiesen. Die vorgenannten Potentiale werden dabei als Funktionale
der Randkurven oder Randflichen aufgefafit. Diese Untersuchungen
werden auf den folgenden Seiten fortgesetzt, wobei sich verschie-
dene neue Sitze ergeben. Bei der Abfassung der vorliegenden Ab-
handlung ist sorgfiiltiz darauf geachtet worden, daB sie, auch ohne
Kenntnis der vorhin zitierten Arbeit, verstanden werden kann. Ein-
zelne Wiederholungen lieflen sich aus diesem Grunde nicht gut
vermeiden.

Es sei T irgendein beschriinktes einfach oder mehrfach zu-
sammenhingendes Gebiet, dessen Begrenzung S aus einer endlichen
Anzahl geschlossener, doppelpunktfreier Flichen mit stetiger Nor-
male, die einander weder schneiden noch beriihren, besteht. Be-
kanntlich liafit sich S in eine endliche Anzahl Stiicke 3®,..., 3™
zerlegen, so daf in jedem einzelnen dieser Stiicke entweder z eine
(eindeutige) stetige Funktion von z und y ist, die stetige Ableitun-
gen erster Ordnung hat, oder y eine ebensolche Funktion von x
und 2, oder schiefilich z eine gleich geartete Funktion von z und y
darstellt. Es konnen natiirlich auch alle drei Moglichkeiten zugleich
bestehen. Man kann sich auch so einrichten, und wir wollen dies

1) Mathematische Zeitschrift, Band 23 (1925), S. 72—88.
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im folgenden voraussetzen, dall die einzelnen Bereiche 3™ die Fli-
che S ,dachziegelartig tiberdecken. Es sei etwa in IO

2 == 0 (a, y);

Die Funktion f/ ist im Innern und auf dem Rande eines von einer
Jordanschen Kurve @® mit stetiger Tangente begrenzten ebenen
Gebietes, kiirzer in einem Bereiche T (in T &), erklart und
nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig. Wir setzen
dariiber hinaus fest, daB, unter (z,,¥,), (#,%) zwei Punkte in
T+ S, unter 1,, ihren Abstand verstanden,

) v REE
)= ) | f ) — /o) < M
gilt. Beziehungen dieser Art bestehen fiir jedes Flichenstick 3®.
Sie besagen, daB die Richtungskosinus der Flichennormale von S
einer Holderschen Bedingung mit dem Exponenten 4 geniigen:

(1) @, — 0|y |By — B, i71~72;§M06312(0<1<1)-

In (1) bezeichnen a,, 8, y,; @, f,, 7, die Richtungskosinus
in den Punkten P(z,¥,,2,), Po(®s, ¥, 2,) auf S; d,, ist ihr Abstand:

== (2 — 1'2)2+(?/1 — Y -2 — %)%

Es mogen nunmehr

(2) E(@,y,2), (=, 9.2, (x93

drei im Innern oder auf dem Rande des Gebietes T, kiirzer im
Bereiche 7' oder noch einfacher in 74 S erklirte stetige Funktio-
nen bezeichnen, die. daselbst stetige Ableitungen erster Ordnung
haben und den Ungleichheiten

: : &l | 9&] ¢
<2920 { < ¢
§? ‘177 C :2Q01 :9 ',tay;, N 92 ._.290,
(3) o8y (ag) Ui
(31‘)1 92: il == ZQOdl‘Z?--'
: . : 9% gL o :
geniigen. In (3) bezeichnen ( ) und ( : ) die Werte der einge-
¥ 9.1: 1 9.17 2

klammerten Grofle in den Punkten (zy,%;,2;) und (z,,y,,2,) in
T+ S; dy; ist ihr Abstand,

dla= (2, — 23)*+ (1 — ¥3)* + (21 — %)™
3*

.
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Durch die Gleichungen
#) x=x+§ y=y+n z2=2+¢

ist, wenn, wie vorausgesetzt werden soll, £, hinreichend klein ist,
eine topologische Abbildung des Bereiches 7' auf einem Bereich 7'
erklirt, dessen Begrenzung S sich ganz wie S verhilt. Die einzel-

nen Randkomponenten von S, Bilder der Randkomponenten von S,
sind geschlossene, doppelpunktfreie Flichen mit stetiger Normale,
die Richtungskosinus ihrer Normale erfiillen gewisse Ungleichheiten,
die zu (1) analog sind.

Es sei jetat & 'r],g irgendein System nebst ihren partlellen

Ableitungen erster Ordnung stetiger Ortsfunktionen in 7' - S, die
den Ungleichheiten

gl Oy | |2 |9 |
‘glv ’7:7|§§§Qo§ :af;! aj "’l;§§Q°;
) 9§ &
](ax) (})2|§Qodfz.«

geniigen. Es sei weiter g, 7, C ein anderes System von Funktionen,
die nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in 7' S
stetig sind und die Ungleichheiten

B I 151 = 0 2] (% |5 =80
(6) 9\ (98 |
- (as), — (G2), /= 2
Bkl 16— [ 6= | | 56D s @30,
@ (55 €—5) — (5 6—9) |s2a,

i " i)
erfiillen. Auch hier bezeichnet beispielsweise ( ;x (&— §)) den Wert
1

der eingeklammerten Grife im Punkte (z,,,, 2,).
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Augenscheinlich gehoren die durch die topologischen Abbil-
dungen

i'——“.l‘—*—é,, $=z+§; x:x-.}-g,, z:; é‘

aus 7'4 S gewonnenen Bilder 7 -+ S und 7+ 8 zu der vorhin
mit 7' S bezeichneten Klasse von Bereichen.

Es sei g eine auf S erklirte stetige Funktion, die stetige, der
H-Bedingung geniigende Ableitungen erster Ordnung hat. Sind @
und » die Gaulschen Parameter der Fliche S in der Umgebung
eines ihrer Punkte, so kann man y als Fuuktion von @ und »
auffassen. Es gelten dann die Ungleichheiten

T A P \(azg) _(9x) - N4
(9) 1% ’ ‘awv Iavl—_—NS’ aw ‘ aw 2.:‘1\46121“-
Wir setzen
" . - - - -~ ~ ~ -~
(10) 1@y, 2) = y(r,y, 2) = yl2, 4,2)

und bezeichnen mit § den von dem Vektor (2, ', 2) —> (@, , 2)
“mit der Innennormale von S in («/, 5. 2’) eingeschlossenen Winkel.
Betrachten wir jetzt die Potentiale der Doppelbelegungen

(11) W(z, y, 2) =fx’ :ﬂ cos@da’, Wiz, y, 2) =fx’ ;; cos @' do’,

unter do’ und do’ Flichenelemente in den zusammengehirigen
Punkten (2,4, 2); (', 4, 2') auf §' und S, unter » und » die
Entfernung der Punktepaare (z, y. 2), (', é/, 2'); (x, _;/, ~;), (26’, Y, é’)
verstanden, In meiner vorhin genannten Arbeit ist gezeigt worden,
dafi fir alle (z,y,2) in T4+ S, darum alle (x,y.2) in T+ S und
(%, y, 2) in T+ S und alle den Bezichungen (5), (6), (7) geniigenden
E n, & &, T gleichmifsig die folgenden Ungleichheiten gelten :

7 ; 197 7| low IW
W—-W|=cQ; \QW-a—nygc,Q,.,. \(S—.— oy )
(12) | oz 9%l - Nozx 9z h
A ,
- (QW—S]V) !écs,Qdﬁ,‘..
e dx /1|

Fiir den Beweis dieser und der hierzu analogen Beziehungen
bei Potentialen einfacher Flichenbelegungen sowie der Volumla-
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dungen sind a. a. O. zwei verschiedene Wege skizziert worden.
Beide Male wird eine Schar topologischer Abbildungen des Berei-
ches T+ S auf Bereiche 7', S, eingefiihrt, bei der dem Punkte
(x, y, 2) der Punkt

£,

(18] z,=a+ 5E—8 p=y+ g@—n, z=2:+5¢—0

zugeordnet wird. Dem Werte e== 0 entspricht der Bereich 74 S,
dem Werte ¢ — Q der Bereich 7'} S. Offenbar erfiillen 7' - S,
fiii alle reellen oder komplexen &, so daB |& =< Q, gilt, die vorhin
den Bereichen 7 S auferlegten Ungleichheitsheziehungen (3)1).
Mit Riicksicht auf die weiteren Entwicklungen dieser Arbeit wollen
wir in dem folgenden noch einmal mit einigen Einzelheiten auf die

fritheren Betrachtungen eingehen 2).

Wir setzen o

(14) %s(xe.t ye’ zs) = X((l}, :1/7 2)

und betrachten das Potential der Doppelbelegung
(15) Wetows g 20 = [ 20 o costldof,

oder, was derselbe ist,

' (e — 23 2 | Yo, O 2,
Ws(x£7yeazs) Zfl {EV'.;.S’* ‘Ly_- +?!7“3y QTCL;I’T ,‘}:;—'_

(o', 2) re

(16) 20— 2,8, )
T B,

&

7'3 = (xe ——x;)z + (yt _y;)g + (zs o 2:)2 3)'

} da' dv',

1) Fiir komplexe & bildet die Gesamtheit der komplexen Punkte ., v., 2,
natiirlich keinen Bereich mehr. Wenn wir dennoch gelegentlich sagen werden,
(e, Yoy 2¢) liege in T+ S,, so soll damit jedesmal nur ausgesagt werden, daf
(e, ¥y 2) in T+ S liegt.

?) An jener Stelle handelte es sich in erster Linie um die analogen Be-
trachtungen in der Theorie des Potentials einer einfachen Belegung.

¥) In (15) bezeichnet, (fiir reelle &) do’ das Flichenelement im Punkte
(®, ¥, z;) auf S ; 67 ist der vom Vektor @, y;, 2)) —> (@, Yo+ 2¢) mit der
Innennormale von S, in (7, 5, 2,) eingeschlossone Winkel, r, der Abstand der

Ponkte (. yes 2, (T;, _1/;, z;); ® und » sind die zur Darstellung von S ge-
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Der Ausdruck (16) hat offenbar auch fiir komplexe & einen
Sinn1). Es ist nicht schwer zu zeigen, das W, (z,, y,, 2,) eine fiir
alle (z,y, 2) in T+ S und alle & in der Kreisfliche &| = Q, ana-
lytische und requlire Funktion von & darstellt.

Es moge (2, y,, 2,) irgendein Punkt auf S sein. Wir bezeich-
nen den korrespondierenden Punkt auf S, mit (z,,, #,, 2,). den
Wert von x in (xy, ¥, 2;) mit %;. Nach bekannten Sitzen ist fiir
alle (z,y, 2) im Innern von ‘T und alle reellen & mit |&| =< Q,

Yoo 2 Y 2) ) Yo YOl T — 2.9 Y\ g
(17 j { 2% ,)+ MNiordr=tn,

r? Y w',?) e a(w v 7‘ Aw'y ")

&

sowie fiir alle (z,, y,, 2,) auf S

.1715 : Z Q(ys,z) y_w__» /e ze?‘te) z_ls_‘_zv 9\(1)5, l/a)} /
“B)f A ow, v)+ A dew) T A e, it
r;le ‘l"ls + (yltt—yr +( _z;)z

Die beiden Formeln gelten, da die linke Seite, wie man leicht
sieht, in bezug auf ¢ analytisch und regulir ist?2), auch fiir kom-
plexe ¢ mit [¢| = Q,. Es ist also, zuniichst fiir alle (z,y,2) im
Innern von 7T und alle reellen oder komplexen |&| = Q,,

brauchten Gaubschen Parameter. Den Ausfilhrungen zu Beginn dieser Arbeit ge-
mif konnen fiir @ und » gewifh entweder z und y, oder y und z oder schliefi-
lich 2 und z gewiihlt werden. :

1) Wir withlen ), so klein, daB fiir alle komplexen & mit |&| << €),, alle

zuliissigen reellen oder komplexen é, 7'7, Z; 5, 1}, f‘ und'‘alle (z, y,/2), (@', y'y2")
- |
in T4 S gewil l¥:§q>0 gilt.

2) Bei dem Beweise kommt die b‘estsetzung Full-

note 1) zur Verwendung. Die Behauptung des 'l‘extes ist, soweit es sich um die
Formel (17) handelt, seibstverstdndlich. Um sie fiir den Integralausdruck (18) zu
beweisen, geniigt es, eine kleine Kugel vom Radius d um (2., ¥,., 2,.) zu be-

schreiben und die Beziehung [ = lim / fiir d —> 0 zu beachten, unter S den aufier-
S

halb der Kugel gelegenen Teil von S verstehend. Offenbar ist J fiir alle hin-
s

reichend kleinen d > 0 eine fiir alle |e| << () J (J hinreichend “klein) analyti-
sche und regulire Funktion von &, [ konvergiert fiir alle diese & gegen seinen

Grenzwert fiir d—>0 gleichmafig, also ist S fiir alle |e| < 4 d, mithin ge-
S
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W 67.1/;) )—-—4nz1—l—/(x _11 7' ‘T c(”!’ )+

SR CRD

(19) Ye—Y: 22 @) | 2. —2, (x,, ¥,)
+er§ ow’, v’)+i 7 9w, 'v)} gk
Diese Formel gibt, wie man sich ohne Miihe iiberzeugt, den
Wert von Wz, y,, 2,) fir alle diejenigen (z, y,2) in T S, die
sich in Innern und auf dem Gesamtrande (mit Einschluf der Spitze)
eines beliebigen geraden Kreiskegels mit der Spitze in (x, y,, 2,)
um die Normale zu S in (z,, ,, 2,) als Achse und einem Oeffnungs-
winkel < 7 befinden ). Wegen (18) ist inshesondere

z,, — @, Ay, 2,
W(xls’ Y1es 215)—27‘7( +f I : 3 : 77)+

I 2 9w, v)
(20) %e ys 9(2’;. .Z';) Z 9( & .1/5) ’ /
S S B0 v"j‘*’ 7 A, o) } i

Von der Formeln (19) und (20) ausgehend, lift sich dhnlich
wie fiir reelle ¢ schlieBen, dal W, eine fiir alle reellen oder kom-
plexen ¢ mit & = £, und alle (2,y,2) in T- S nebst ihren
partiellen Abteilungen ?_;% 4 ;Z‘, : -;2/5 stetige Funktion ihrer vier
Argumente darstellt. Diese partiellen Abteilungen geniigen einer
H-Bedingung mit dem Exponenten 2.

Wir setzen
[ W | ‘91‘/ oW,
bt LG eSO
W”’\ ox | | dy |’ | 9z =
(21) 1(9W) _('\YV) | Ry
ox /, zl S

unter ¢ eine Konstante verstanden, wie spiter unter ¢®, ¢®, .

wil in der Kreisfliche |&| <C (), analytisch und regulir. (Man beachte, daf eine

Beziehung | ¢ | > 0 auch noch fiir alle |e| = ), 4 d gilt. Das gleiche ist
g r | =— 90 | - =] g g
1

beziiglich der Abbildung durch Vermittelung der Funktionen z, y, z zu sagen).

1) Wir fassen hier, wie gelegentlich spater, W.(x,, y,, 2,) als Ortsfunktion
in 748 auf. Wir denken uns dabei in der iiblichen Weise die Funktion
Welxe, y., 2.), die zuniichst nur im Innern des Bereiches 7' erklirt ist, stetig
iiber das ganze 74 S fortgesetzt.
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Aus (19) folgt unmittelbar, daB W (x,, y,.2,) fir alle (z, y, 2)
im Innern und auf dem Rande des vorhin betrachteten Kegels und
alle &) = 8, sich in bezug auf & analytisch und regulir verhilt?).
Da dies fiir alle Kegel gilt, so ist W, iiberhaupt fiir alle (z, y, 2)
in 77+ S und alle € mit |¢| =< £, in bezug auf die Gesamtheit
seiner vier Argumente stetig und in bezug auf & analytisch und
regulir,

Es sei jetzt I', der Kreis vom Radius £, um den Koordi-
natenursprung als Mittelpunkt in der Ebene der Variablen e. Fiir
alle ¢/ = Q <190, ist gewi

1 Wsdo 1) St o
El By R it
5

(22) I'Vt(ws’ ye’ zs) e

In (22) bezeichnet W, denjenigen Wert, den das Potential
W (z,, y., 2,) erhilt, wenn mann dem Parameter ¢ den Wert
0= Q' erteilt.

Aus der Formel (22) sind in der eingangs genannten Arbeit
zuniichst die folgenden Schlufifolgerungen’ gezogen worden ?).

Offenbar ist fiir alle |e| = @ und alle (z, y,2) in T+ S

@31 oW, 1 dedé

e 2mi) (6—on
Iy .

Augenscheinlich hat ?-;—f“' fir alle |e| == Q stetige, der H- Be-

dingung genﬁgende partielle Ableitungen erster 'Ordnung in bezug
auf z, y und z Denn W, hat fiir alle ¢ auf I'y diese Eigenschaft.
Wir schreiben

?uil‘ ‘afwe ;92W¥ }9’Ws‘<c(2).
| d¢ |’ | dxde | | dyde | | dzde | =
(24) | (92 W, (ezw |
| AT Bl 4 SR = L
| 9198)1 exas),;" =6

Beachtet man (24) und die Beziehung

1) Der Beweis wiire ganz ihnlich wie in der Fufinote 2) 8. 39 zu fiihren.
?) Vgl. die Fufinote 2) S. 38. :
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Q
(25) W W:ff?fﬂd
o€
0

so findet man die bereits auf S. 57 angegebenen Ungleichheiten

% N
i e oy (P8 o g
ox dx |
(26) oW oW oW oW
B o ood
N\ dx or /1

oz 9r

Aus der Beziehung (22) wollen wir jetzt einige weitergehende
Folgerungen ziehen. Es gilt die Entwicklung

b 2 Yt
(27) Wom WO 4 WO 5 WO

Die Reihe rechterhand konvergiert fiir alle den Ungleichhei-

ten (5), (6), (7) geniigenden reellen oder komplexen E & & ';7,§
und alle | &| = () unbedingt und gleichmiBig. Dabei ist

(28) wo — [:?8 J s f ud

Die Funktion W® hat fir alle (z,4,2) in T S stetige,
der H-Bedingung geniigende Ableitungen erster Ordnung. Es gilt

1) In (26) bezeichnen W und W in ausfiihrlicher Schreibweise die Aus-
driicke W(:L‘:, :;, E) und W'(a;, 3}, 2). Die zweite und die dritte Ungleichheit erge-
ben sich aus den Formeln

e iy - 8’ B
or oz Oade dxde
_Lf 1 (OW; O 69_1/ oWdaz)dd

oW W aﬂVd R 1/" oWy
(0—e)2 3

(6—8)2( ox o 9‘/ ox 92 ox
I
und den Ungleichheiten (21).
c”' oW W AW . G Doty
Der Ubergang von - ——— zu —— — — bietet nicht die gering-

ox x x ox

sten Schwierigkeiten.
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(W | = e®
TR e A
(29) 9 W("? L (3 W(i)) T ST
Ferda | - EX o

Fir W® ergibt sich aus (19), da y,, wie iibrigens auch
%' — 1, von & unabhingig ist, der folgende Ausdruck:

5 x a(qs' *5> l/E_y; 9(2; x;)
W -"l/(l Qe Zl) 98 3 + 7.3 Q(-w'/'t:pl) +
& o )

rE \a) 1/)

(30)

+ — 2,9, ¥.) } do'dv'1).
=0

rf A’y v')

Offenbar ist W® — W. Setzt man in (27) e = () em, so fin-
det man, da jetzt W, = W wird,

(31) W= W QWO 4 | eWe L.

Man iiberzeugt sich leicht, daB in W® die zu integrierende
Fuonktion ein homogenes Polynom n-ten Grades inbezug auf

GE=8 L1, s E=b &), Ly & =)

und die partiellen Ableitungen erster Ordnung der drei zuletzt hin-
geschriebenen Differenzen inbezug auf o’ und »' darstellt. Setazt

man darum zur Vereinfachung ()'W® = W®, so findet man

(32) W= W+]1! W<*>+%! W@)+...+$ W 4 ..

In W ist die zu integrierende Funktion ein homogenes Poly-
nom wten Grades in E—& n—m E—b; & —& o —7, {—0
und den partiellen Ableitungen erster Ordnung der drei zuletzt hin-
geschriebenen  Differenzen inbezug auf o' und v'. Die Entwicklung

1 Der Beweis der Formel (30) bietet, da ja die Existenz von W () fest-
steht, keine ernstlichen Schwierigkeiten dar. Man beachte vor allen, daf die zu
integrierende Funktion fiir r——)d, mithin », — 0, von derselben Ordnung un-
endlich grofi wird wie die zu integrierende Funktion in (19), nimlich von der
Ordnung 2 — A.
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konvergiert unbedingt und gleichmdifig fiir alle reellen oder kom-
plexen & 3 C; & 1, &, die den Ungleichheiten (5), (6), (7) geniigen?)®).
Hs gilt weiter :
aW_aW+ LamD L oW
9% Fme Miaw BP e 1
(33) . W oW , 19WD  1IW®

dy ~ dy +1F'97; a0

und auch diese drei Reihen konvergieren fiir alle (z,y. 2) in T+ S
und alle zulissigen & n, & & n, & unbedingt und gleichmiifsig.
Schlie/slich gelten die folgenden Bezichungen

all38) )l G0+

e s dlila{(a g;(]))l e (Jg?l))z] e

und die einzelnen Glieder rechis sind fiir alle (x, y,2) in T+ S und

alle (). (6), (1) geniigenden & n, &; & n, & absolut genommen kleiner

als die Glieder einer konvergenten numerischen Reihe.
In der Tat ist nach (22) z. B. zunichst

LA LA e AT
d% 99&)1 (W)a T 2mi) dho—¢ —a_a{)l_ dx )|

I

. ') Priiziser, die Reihe
| W1+;! WU)‘—{-;!‘ WO 4 ..

konvergiert fiir alle (x, y, 2) in 7S und alle (5), (6), (7) geniigenden reellen
oder komplexen §:, 1%, f; §:, 1;, égleichn)'a',lbig. ]

?) Man konnte den Ausdruck W(, der bei festgehaltenen x, y, 2z ein
Funktional in dem durch (5), (6), (7) eckliirten Funktionsfelde ist, im Anschluff an
die Klassifikation von Herrn Frechet als ganzes Funktional n-ten Grades be-

zeichnen. Ersetzt man £— & 1; 17 §_.§ entsprechend durch &4 1,8 ;
wn+pmam; wl+mé unter & &5 4, m, & & mnebst ihren Ableitungen stetige

Funktionen verstehend, die den Ungleichheiten (7) geniigen (u, =}, p, =}

konstant), so geht W in ein homogenes Polynom n-ten Grades von y; und g, iiber.

http://rcin.org.pl



45

Aus (35) finden wir fiir ¢ = () in bekannter Weise

s6 L[ET)_(CH) = T‘Q"fl dg (9Wo (9Wo
dg (9-‘9 )1 (é‘x l)z vk e 2mi diz'zaﬁ ‘9;_) dx )2
o I

Wegen (21) ist der absolute Betrag des Koeffizienten von ()"
hischstens gleich

Hieraus und aus der Ungleichheit () = ~_° folgt aber unsere

4
Behauptung. Natiirlich kann man sich in den Ausdriicken W™ die
Integration iiber die Fliche S erstreckt denken. Auch kann man
in (30) und (34) die Differentialquotientien nach z, y, 2 durch die-

jenigen inbezug auf 4, y, z ersetzen.
Wir wollen jetzt die Funktionen £ #, £ und damit den Be-

reich 7' als vorgegeben betrachten und lediglich &, n, & als den
Beziehungen (6), (7) gemifl variabel ansehen. Das Potential der

Doppelbelegung 17 ist bei festgehaltenem (z, 7, 2) ein Funktional
in dem durch (6), (7) prazisierten Funktionenfelde. In der Formel

(82) haben wir eine Entwicklung des Funktionals W nach ganzen
Funktionalen n-ten Grades (n =0, 1, 2,...) vor uns.

§ 3.
Wir haben vorhin (vgl. die Formel (26)) Abschiitzungen fiir

die Differenz W — W sowie ihre partiellen Ableitungen erster
Ordnung gefunden. Fiir manche Zwecke sind Abschitzungen fir
den Ausdruck

(37) W—W— WO=W—W—-QW®
und seine partiellen Ableitungen erster Ordnung erwiinscht.
Wegen (28) ist mit Riicksicht auf QW® = W®

fo ot fafP 2|,

b =AW o= ] (9"{?) = W—W— W,
s £‘=0

e
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Nun ist aber nach (22)

e
(39) s B
dzr 7w ) (65—
also fiir alle e < e = )< % wegen
(@) 1 g
P RO
P g fiatip o B
(40) MW o1 8 16
52 e 3 g 5 Pl
= e
RN sl b
i Eide SnAQ
JB/ de? r’"‘()g
und
41) f de = ’69 0 = (.

Wir finden also endgiiltiq fiir alle (z,y,2) in T+ S und alle
den Beziehungen (5), (6), (7) gemiigenden & n,C; & n, & gleichmiifiig

42) - W—W— WO < 0.

Ebenso findet man die weiteren Ungleichheiten

;;(W— w— w<'>)i§ €00,

(43)
o 7 i (e} o W j (e ()24
(s —Wr—w ))l._(%(w_ W— W ))2150 04,
Man kann so weiter gehen. Man findet bsp.
e W—W— WY _ W < o0,

Fiir manche Zwecke erweist sich eine andere Abschiitzung,
~zu deren Ableitung wird jetzt ubergehen, als wichtig.

Wir nehmen Jetzt unter Ql einen beliebigen Wert SEQO
verstanden, an, daB £ #, &; £ #, ¢ den folgenden Ungleichheiten
geniigen
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b, (2] <40, 2405 (5] — (B)] seni
@) 186 () =40 | afc)—(fx)g%om
=8 |5 @b =040 (6-8) - (2E9)

Fiir alle reellen oder komplexen e mit le| =3, ist alsdann bsp.

(46) s-i—o(é HI=IEl+1e|=40+30,=0,=10,.

Wir setzen
@) W W WY=I=_ W W4,
(48) W— W—W(‘):f:;! e 4 ;' oL

und allgemein fiir alle reellen oder komplexen e mit ¢ =30,

el
(49) W, =W — WP = I o D s g oL

"Den zuletzt gewonnenen Ergebnissen zufolge ist
(50) T L VLR,

Bei der Anwendung der Ungleichheit (42) hat man dabei tiir
6y The53 = 5 .ﬂa ¢ entsprechend 0, 0, 0; §—l—£(.§~§). ';7+£(77_’;7)7
C+ e(L—0) zu setzen. Fiir £— &,... tritt jetzt also §'—[—£(§A—§),‘..
ein. Wegen (46) hat jetzt (), offenbar die Bedeutung der Grosse,
die in (42) mit () bezeichnet wurde, Wir finden also in der Tat
die Beziehung (50). Es sei jetzt I') eine Kreislinie vom Radius (),
um den Koordinatenursprung in der komplexen Ebene & Fiir alle
le| = 0 =30, ist gewil

1 1y 3
_— i —_ l(/;
(51) Ja TR e ~dd, 0= 3O ¢

I
und
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darum wegen

] 1 4

00— €| = b e et
(53) d—¢e =10, T—d=0,
offenbar

91 |

(04) o - w0 g O =0,
und
(55) I—1= ‘f d€)<c’f’)()()

Wir finden also:
Fiir alle (z,y,2) in T+ S und alle den Bezichungen (45) ge-
niigenden & n, C; £, 1, € gleichmdllig gelten die Ungleichheiten

@6) |I—I|=((W—W—WO)—(W—W —W")| < (0,0

und analog
2 5 { 2 :

(57)\9_1___£ (771 91) _(l_,l) = c®0), Od,..)
dx Oz | Oz Ow/a  \Ox ' i dxls)

Der Schwerpunkt des soeben bewiesenen Satzes, der bei man-
chen hioheren Randwertaufgaben zur Verwendung kommt, hevt in
den Ungleichheiten (57).

In analoger Weise lisst sich zeigen, dass, wenn

(68) L= W WV — . L oo f W W rv—.— Ly
n. n.

gesetzt wird,

e i Pl s S
L1 [ | S0 (G—1)) —
(59) s (a‘i A.. s I,,)) = 6(7"0 Qdm

gilt.

Macht man beziiglich des Charakters der Randflichen und der
Beschaffenheit der Belegungstunktion geeignete weitergehende Vor-
aussetzungen, so lassen sich die vorstehenden Sitze dahin erwei-
tern, daf auch fiir partielle Ableitungen hoherer Ordnung der

1) Man kommt von (52) zu (57) dhnlich wie von (23) zu (26).
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Potentiale W und W in Bezug auf die Ortsvariablen analoge Be-

ziehungen gelten.

Haben 2. B. die Funktionen y;§, 7, & & nt stetige Ableitungen
bis zur Ordnung m (m = 2) einschliefilich, und erfiillen sie die Un

gleichheiten

161 Ll T8l ghons [ |8 s 1 ER R
el sna.
gtk e R
@ | Y |sak.

E—tl,-3 | b [smE—bl=0=10,
® (e-9) - (j%(é—é)) =04,

(568) (52%), =t

so gelten die zu (26) analogen Ungleichheiten :

TR T

W—W|; 5;}5(W“'W)\"”’

@ (o) - (o) a0,

fiyy 1 W)i =0

| o

Desgleichen ist

: 3 ] e 3

\f—1); %(I D) SO0,0; (p=1,..m)
(64) PO aenidiy QN At ) ' ® i

?(97("1))1_(%(1"[)2!5” Q.08
allgemeiner

I8
¥ Py (I —1) ’<r‘“°’()"() (p=1,..m)

®) |

(0t e

1y Den Beziehungen (64) und (65) liegen Voraussetzngen zugrunde, die

Rocznik Polskiego Tow. matemntycznegd.

http://rcin.org.pl

+



50

Aehnliche Sitze gelten fiir das Potential ' einer einfachen Be-
legung sowie fiir das Potential einer Volumladung, ferner fiir alle
drei Potentialarten in der Ebene (logarithmisches Potential). In
allen Fillen gelten u. a. Reihenentwickelungen, die zu (32), (33),
(34) analog sind.

Bei den vorstehenden Betrachtungen sind wir vor einer topo-
logischen, den Beziehungen (5), (6), (7) geniigenden Abbildung des
Bereiches 7'} S auf die Bereiche T+ S und T—{—é’ ausgegangen.
Es mogen nunmehr 3 1}, & E m L lediglich fir aof S gelegene
(®, y, 2), d. h. als Funktionen von @ und » erklirt sein und Un-
gleichheiten erfiillen, die zu (5), (6), (7) analog sind. Jetzt liegt augen-
scheinlich lediglich eine topologische Abbildung der Fliche S auf
S bzw. S vor. Alle bisherigen Entwicklungen lassen sich sinnge-
méB auch auf diesen Fall anwenden, nur gelten die von uns ge-
wonnenen Ungleichheiten und Reihen natiirlich nur noch fiir alle
(2,9,2) auf S. In den Reihenentwicklungen (33) und (34) ist die
Differentiation nach z, y, = durch diejenige nach ® und » zu er-
setzen.

Wir nehmen jetzt an, das die Fliche S stetig gekriimmt ist
und ihre Hauptkriimmungsradien, als Funktionen von @ und »
aufgefaft, einer H-DBedingung mit dem Exponenten 4 gentigen.
Die soeben betrachtete topologische Abbildung der Fliche S aaf
S und S kann nunmehr wie folgt anders definiert werden. Es sei
P(x,y, 2) ein Punkt auf S, und es mogen @, f, y die Richtungs-
kosinus der nach innen gerichteten Normale in P bezeichnen. Ist
), hinreichend klein, so triftt diese Normale S und S allemal nur
in einem Punkte P baw. P. Die Abstinde PP, PP, positiv nach
Innen gemessen, heiflen p, p. Augenscheinlich kann man S und S

durch Vorgabe von p und p als Funktionen von @ und » bestim-
men; sie erscheinen dann auf das System der krummlinigen Koor-

dinaten ®, », p bzw. o, » p bezogen. Setzt man im Sinne dieser
Auffassung

(66) E=oap, n=1F0p, L=7p; §=ap, 1=_Fp, L=,
eine Verallgemeinernng der Ungleichheiten (45) darstellen. Man erhilt sie, wenn

man in (60) und (61) Q, durch }0,, in (62) aber O <10, durch 010,
ersetzt,
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so wird S auf S bzw. S topologisch abgebildet, wobei dem Punkt
P allemal die auf derselben Normale zu S gelegenen Punkte P und

P entsprechen. Da wir diesmal S als stetig gekriimmt und ihre Haupt-

kriimmungsradien als der H-Bedingungen geniigend angenommen
a)

haben, so haben £ #, {: & #, & sofern %%,..., %5 existieren und

der H-Bedingung geniigen, die zu Beginn dieser Arbeit einge-

fiihrten Stetigkeitseigenschaften. Machen wir noch die weiteren

Voraussetzungen:

~ _= |3p| 19p|_~ . liap\  (9p) |
‘ = PR ol Tl Y et — e (] (0
phpI=0; ‘Qw} 2 )91} =0 ‘(90))1 (aw)z" :
Al A | e
R
| 1
67 4 2 <y | @ Z ‘ | a »
(67) p-P(ng 506(17—1)) O

so sind fiir alle (2, y, 2) auf S, wenn (), und () hinreichend klein
sind, auch die Ungleichheiten (), (6), (7) erfiillt.

Betrachten wir fiir einen Augenblick die Entwicklung (32).
Thre Glieder erscheinen jetzt als ganze Funktionale einer einzigen
Funktion, nimlich der Ortsfunktion p— p auf S, wihrend in der
urspriinglichen Darstellung sie von drei verschiedenen Funktionen

é—éy 7}—"7, AC—@ abhingen.

4%
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