Sulle Funzioni Duhameliane

Parte I.
Le Funzioni Esattamente Misurabili o Sommabili.
Nota di

W. Wilkosz. Cracovia.

§ L.
Diremo come al solito un insieme £ dei sistemi
&y v

ove x, ...z, sono numeri reali, insieme a n-dimensioni ed i suoi
elementi (sistemi particolari appartenenti alla £) chiameremo punti.

Nel caso » = 2 od » =3 imaginiamo i punti di £ nel si-
stema delle coordinate Cartesiane ortogonali.

Sia £ un insieme a due dimensioni o piano.

Indicheremo con KE’(x,) la sezione di E colla retta x =,
(z, costante) cio¢ insieme di tutti i numeri y tali che

(xO? .’/)
fa parte di Z.

Analogamente £ (y,) indica la sezione del codesto insieme colla
retta y = y,. K chiaro che E’ od E” possono essere anche vuoti,
in tal caso sono sempre misurabili (L) e di misura nulla.

Se ¢(zy) ¢ definita in £ piano, indicheremo con f,(x) e g,(¥)
le funzioni definite rispettivamente in E’(y,) e E’(x,) mediante re-
lazioni

Jul®) = @, yo)
9:(4) = 9@ ¥)

/(@) © g.(y) pud essere anche vuota se & tale £ o L' —in tal
caso e sempre misurabile e sommabile (L).
L’I
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Def. I Insieme piano e limitato K sarh detto esatta-
mente misurabile, se (1) £ & misurabile (L) superficialmente
(2) ogni E’(x,) (3) ed ogni E"(y,) sono linearmente misurabili.

Def. II, III. Funzione ¢(zy) definita in un £ piano e limitato
sarh detta esattamente misurabile (sommabile) in E se

(1) @(xy) ¢ misurabile (sommabile)
superficialmente in £

(2) ogui f,(x) in K’ (y,)

(3) ed ogni g.(y) in K'(z,)

sono linearmente misurabili (sommabili).
Teor. 1. Se @{ry) ¢ misurabile esattamente in £ allora di &
si puod dire lo stesso.
Dim: (1) @(zy) essendo misurabile in £ implica
la misurabilith ordinaria di &
(2) fix)
3) 9.(y)

implicano la misurabilith lineare dei rispettivi aggregati.

B"(y,)

} essendo misurabili in /
l ok (-1'0)

Teor. 2. Una @(xy) esattamente misurabile e limitata in £
¢ anche esattamente sommabile in £.

Teor. 3. Una @(xy) esattamente sommabile in % & anche esat-
tamente misurabile in /.

Teor. 4. Se ¢’ (zy) e ¢''(xzy) sono esattamente misurabili (som-
mabili) in £, lo stesso si pud dire del loro aggregato lineare cioé

Pxy) = arg'(xy) + cx9”(2y)
[e, e ¢, costanti].
Teor. 5. Se (1) g(xzy) & esattamente misurabile (sommabile) in £’
(2) 4 & piano e contenuto in £ ed anche esatta-
mente misurabile,
allora @(wy) considerata soltanto in 4 ¢ esattamente misurabile (som-
mabile) in A.
Teor. 6 Se ¢ e @™ sono esattamente misurabili in £
anche @ = @. @@ & tale.
[Ma non si potrebbe dire lo stesso della loro sommabilita!].
Teor. 7. Se 1. ¢ e ¢ sono esattamente misurabili in £
2. limitati in £,
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a]lora:
= @M. ¢® ¢ esattament bile in E
(p = (p f ¢ ¢ esattamente sommanpblie 1n ¥

.
Le dimostrazioni dei sopradelti teoremi si fanno facilmente
colle note proprietd delle funzioni misurabili o sommabili in modo
indicato nella demostrazione del teor 1
Com’¢ noto se la funzione del punto analitico @(P)
¢ definita in un insieme a qualunque dimensioni (FK)

v . (1) @2 P) sommabile in £
(2) @(P) misurabile.

Allora @(P) & sommabile anche in E£. In tal caso diremo che ¢(FP)
e sommabile con quadrato in E.

[Dim. v. De la Vallée Poussin Cours d’Analyse ITI** v. I}

Teor. 8. Se 1. @%ay) sommabile esattamente in A
2. @(xy) misurabile esattamente in F.

allora @(zy) esattamente sommabile in E.

Dim: (1) ¢(zy) ¢ sommabile in £ dal Teor. precedente
(2) /> sommabile in E”(y,) e f, misurabile
allora 7, sommabile in £ (y,)
(3) lo stesso per g,(y).

Diremo in tal ecaso la funzione g(zy) sommabile esattamente con
quadrato.

E noto che la sommabilith di ¢™(P) e ¢“(P) in £ implica

B e P
la sommabilita del prodotto
: ¢ =" 9%,
ne segue il teorema:

Teor. 9. Se 1. ¢V(xy) ed ¢P(zy) sono esattamente sommabili
con quadrato in A ' '
anche

play) = ¢ 9@
¢ sommabile in E esattamente.

Def. Indicheremo con R(ab) il quadrato formato cou tutti i si-
stemi (zy)

per le quali a=z=5b
a=y=b
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Con 7Yab)indichiamo il triangolo di tutte le coppie (xy) per le quali
a=Sy=z=b
R(ab) e T(ab) sono evidentemente misurabili in modo esatto.

Se 1. @(xy) e definita in E piano
2. FE contenuto in R(ab)

allora la funzione
D(zy) = glxy) in K
=0in R—E

chiameremo la estensione di g(xy) al quadrato R(ab).

Teor. 10. Se (1) ¢(x y) esattamente misurabile
(sommabile) in £
(2) K contenuto in R(ab)
allora D{x y) esattamente misurabile in £R(ab).

Dim: 1° La estensione ®xy) & misurabile nel senso ordina-
rio (v. Caratheodory Vorl. iib. reelle Funkt.).

2° F, e la estensione lineare di f, al [ab] quindi misurabile
(sommabile) con essa.

3° lo stesso per ogni g,.

Senza restringere la generaliti dei risultati possiamo prendere
sempre le funzioni definite in R(ab) nelle quistioni ove si tratta di
sommabilita o misurabilith di quelle.

Cercando la modificazione del teorema ora classico del Fubini,
riccordiamo dapprima il suo enunciato ordinario per due e tre va-
riabili [v. Caratheodory op. eit. p. 621].

I. Se @(z y) sommabile in R(ab)
allora
1° Insieme-dei y, in |a /] ove 7, sommabile & [ab] — V,

ove V, ¢ di misura nulla. ‘ :
2° Insieme dei z, in [abh| ove g, sommabile & uguale al

[ab] — V,

ove V, di misura nulla.

3° Ky, =/f,n dr definita e sommabile in [ab] — T,
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49 gl :/9:0 dy definita ¢ sommabile in [ab] — V,

5o f F(y).dy - f Gls) dz = / f oloy) dz dy.

[ad]— ¥y [ab]—V
Un cubo S(ab) sia dato da tutti i sistemi (2, y, 2) soddisfaceuti:
a=x=0»>
a=ysb
aE=a=bh

In modo analogo consideriamo le sezioni di S(xy).
Sezione di S(ab) col piano x = x, ¢ R(ab), colla retta » =z,

Y=Y, & [ab].
II. Se @(xy2) sommabile in S(abd)
allora
1. Insieme dei y, fraa e b ove f, = @(x y, 2) sarebbe sommabile &:

l[ab] — V,
ove ¥V, di misura nulla

2. F(y) =fffv(x z)dr dz definita e sommabile in [ab] — V,
R

3 fl"(y) dy =ffftpr(yz) dx dy dz

[ad] — Vs

4. Insieme dei punti ove f,. = @(x, y2,) sarebbe sommabile
in [ab]
& R[ab] — V5 ove Vi, di misura (piana) nulla.

b
9. <H(@=) =ff, dy definita e sommabile in R — V,,

6. //Hdtdz:///q;dxdyd.z.
k— Vg s

Teor. 11, [,Fubini“ esatto per due variabili].
Se @(zy) ¢ sommabile esattamente in K(ab)
allora:

1. F(y) =f/; dx definita e sommabile in [ab]
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2.0 =f(,dy definita e sommabile in [ab]

3, jF(y) dy :/G(zl) dz =/'/¢(1y) dx dy

Dim: (1) f, e g, sommabili sempre perché ¢(zy)
esattamente sommabile
(2) quindi V73 e V, nulli
(3) 1l resto segue dal teorema I di IFubini. Analogo
valga anche per le tre variabili.
Teor. 12. [formola dello Dirichlet esatta].
Se @(xy) esattamente sommabile in 7 (ab)

allora:
j/«ydxdy=/dx/g,dy=jdy/f.dr-

Dim: Sid ®P(xy) la estenzione al R(ab) di ¢ — allora @
suné esaltamente sommabile in R(ab) [teor. 1V].
Avremmo: [teor. 11]

b 1 b b
fjd)dxdy=//1«;da:dy=//G,dydx
ma (1) : ./@dzdy =j pdx dy
1 g

R TR R
(2) S5 Spwoar qu1nd1/1yd.r _//,dz

; .= g, i jax] s b, g 3
(3) 230 4n. [l } qumdl./(r,dy —/g, dy

(4) sostituendo, abbiamo la formola.
Teor. 13. Sia

(1) @(xy) sommabile esattamente con quadrato in R
(2) f(y) sommabile in [ab] con quadrato

allora Fla) = / 9(xy) f(3) dy

definita e sommabile in [ab).
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Dim: (1) per ogni x, in [ab] ¢.(y) = @(x,y) & sommabile con
quadrato in [ab] quindi g,(y)./(y) sommabile in [ab].

allora F(#) — f P(zy) Fly)dy definita in [ab]

olzy) f(y) = @(xy) & superficialmente sommabile in £,
quindi secondo Fubini: [teor. 11).

F(x) sommabile in [ab].

Ammettiamo un corrollario facile:
se @(zy) sommabile in R(ab)
allora posto

P(zyz) = @(ry) in Sab)
abbiamo o sommabile in S(ab).
Teor. 14. Se @(zy) e Y(zy) sono esaltamente sommabili con

quadrato in R(ab), allora la loro composizione di seconda specie
(di Fredholm) ¢ sommabile in R(ab) esattamente.

Dem: (1) sia D(xsy) == @(xs) in S(ab)
Y(xsy) = p(sy) in S(ab)

allora @ e @ sommabili con quadrato in S [cori‘. di sopral.
quindi

D(xsy) . W(xsy) = g(xs) Ylsy)

sommabile in S.

(2) Per ogni x,,y, in [ab]
Plxos) e lsys)
sommabili econ quadrato
quindi

@(xy8) . W(sy,) sommabile e definita in [ab| come funzione di s

F(zy,) =/¢(xos) W(sy,) ds

definita in R(ab).

(3) secondo Fubini ¥ ¢ sommabile in R.
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() Flap)= [ ¢as) pisw)ds o in [ab]

Ma  ¢(sy,) sommabile con quadrato in [ab].
" ¢(xs) esaltamente sommabile con quadrato in R
quindi
F(xy,) sommabile in [ab] { Fubini}
() analogo por F(z,y).
Dunque F(xy) sommabile esattamente.
Teor. 15. Se ¢(xy) e w(xy) sommabili esattamente con qua-
drato in 7Z[ab} allora la loro composizione di prima specie [di Vol-
terra] cioe:

F(ag) — [ gles) wisy) ds

¢ sommabile in 7.

Dim: per estensione al R(ab) :

Teor. 16. Se @(zy) e @(xy) esattamente sommabili con qua-
drato in R
allora la composizione

b

Hloy) = j @(ws) Y(sy) ds

¢ sommabile esattamente con quadrato in K.

b 2 b b
Dim: (1) F? =[/¢p1pds] g/quds/wzds
= K(zy)

[disugualianza dello Schwarz].

Ma: O(x) :f(p’ds

W(y) = f¢=(zs

quindi D(z). Uy) = K(xy)
sommabile in R esattamente.

K(zy) essendo una ,majorante de la sommabilite* di De la
Vallée Poussin implica la sommability esatta di F¥ay).

sommabili in [ab] secondo Fubini
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Ma F(xy) sommabile socondo il teor. 14 quindi anche con
quadrato.

Teor. 17. Se ¢@lzy) e Wry) sommabili esattamente in T(ab)
con quadrato — allora la eomposizione

Oxy) = f @las) (sy) ds

¢ sommabile essattamente con quadrato in 7.
Dim: Usando la formola dello Dirichlet ed il teor 16.

§ 1L

G. Vitali ba introdotto nella sua memoria nelle Rend. di Pa-
lermo di 1907 il concetto della equi assoluta continuita Ripproduco
due definizioni del lavoro citato:

Def. 1. Una progressione delle funzioni

52 ==l 2,

ha gli integrali equi-assolutamente continui in un
_insieme (D) limitato [seriveremo KAC|

se v
(1) per ogni &> o0 esiste 0> o tale che
per ogni (@) I', insieme contenuto in D
dicui () m (I')<d
abbiamo /f,,dz < & R A
'1‘

Def. Il. Una {/,}, ove f, definite in D, ¢ completamente
integrabile per i termini {seriveremo CIT} se:

ol T

n| oo

(2) lim f i e / fdi

per ogni A misurabile, contenuto in (D).

Vitali ¢i da il teorema sequente:

Uondizione necessaria e sufficiente perché {7,} definita in
D sia CIT
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(1) f, sommabile in D n==il, 2
- @ lmfi=F
(=) {f.} ¢ EACin D
In tal caso / & gia sommabile in D!]
Introduco una modificazione adatta al nostro scopo presente:
Def. Ill. La {7, } delle funzioni definite in £ piano e limitato
¢ esattamente FAC in I se

(1) {fu(ey)} & EAC in E
(2) {fwy,)} & EAC in E"(y,) per ogni y,
(3) {/fuxwy)} &€ EAC in E'(x,) per ogni (z,).

Def IV. La [ f,} delle /, definite in E piano e limitato
& CIT esattamente se

1e : im f,=Ffin E

20 lim/f/; de dy _—/fdxd y
njoc
> 4 4

per ogni A misurabile, contenuto in #
lim

30 hm (¢ (eyo)da = / Flayo)de

per ogni F' misurabile, contenuto in £ (y,) e per ogni y,.

: li :
3 e / fu(xoy)dy = f f(xoy)

per ogni K misurabile, contenuto in /’(z,) e per ogni x,.
Teor. 1. Condizione necessaria e sufficiente perche {f,) sia
CIT esattamente in F & seguente:

(1) f.xy) sono sommabili esattamente in £ n=1.2...
@) lim f(zy) =/ in K
! n | oo
(3) {f.(ry}, & EAC esattamente in L.
Dim: Le nostre condizioni ei danno

CIT per (1) {/.(xy)}

(2) {f(@ey)} per ogni x,

3) A /ilxyo)} per ogni y,.
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Quindi danno anche esatta CI7.
11 reciproco & analogo.

Diamo adesso parecchi criteri della C/7, usati in prattica (sol-
tanto sufficienti).

Teor. 2. Se 1° esiste M tale che
<M per n=12. .
in K
2° f.(xy) esattamente misurabili in K
Joshme fe= fane- 1)

allora
(1) Lf) & CIT esattamente in K
(2) / esattamente sommabile in £

Dim: (a) (1) (2) danno la sommabilith esatta delle f, in £
{§ I teor }.
(3) se I piano, misurabile e contenuto in K allora:

|//]",,dx(ly =m(1l") M
/5
; 1 :
allora se m(l')y < 6 = 'M'—}— :
abbiamo: f/ﬁ‘|<£ == 127
T :

(y) se I lineare, misurabile, contenuto in K"(y,)

| [Ftasia] = mir)

Stz

quindi abbiamo KAC esatta in £ cio che da il resto.
Teor. 3. Se esiste (xy)

(d) analogo per

(1) esattamente sommabile in £

(2) tale che | fxy)| = ¢(zy) in K

3) se ancora f.(zy) sono esattamente misurabili in E
“) lilm L=l
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allora
{7.} & CIT esattamente
f(xy) esattamente sommabile.

Dim: (@) 1° e 4° danno in ogni dimensione la sommabilita
esatta di f,(zy) e di flay)

(8) l[ﬁ dzdylé/'w ‘d.r‘dy
r r
() | ff.(:cyo)dxl = f W(xy,)dx

©) 7w = f wizas)dy

e siccome gli integrali di ¥(zy) sono assolutamente continui, quindi
per maggiorazione valga lo stesso delle f, »n=1.2...
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