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935.
SUR LA FONCTION MODULAIRE xe.

[From the Comptes Rendus de UAcadémie des Sciences de Paris, t. CXVIL
(Janvier—Juin, 1893), pp. 1339—1343.]

SELON les notations usitées, on a
V=2 1 4q. 14 1+¢...;
or, d’aprés une transformation trouvée par M. Glaisher, on a

1 80 . B L g IR S
T4 " 13U L4g " T (R NEE S o e

et de la, en intégrant,

MR REB . A
logl+q¢.1+¢.14+¢...= i %1—q4+%1—q° s
1 1 1
= + — — 4 + ...
g—g? LR R
donc
oy i ( 1 1 ; 1 ) )
w = 2°¢*% ex -1 - I I
% PU-¢ 7 ie-" ¢

ou, en écrivant g = eime,

i zvrw_l_l( 1 1 & il it )
skl P 154 sinme  2sin 27w @ 3sin 370 /|7

) 1 cos nm
W, P o ol il
- l: 24 % Zn nsinnmre |’

n=1 jusqua n=c0, forme qui met en évidence l'équation y (o + 2)=7:%xa).
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Mais nous avons
1 yih A 1] cos mar
nsinnre nwwe " n(ne—m)’

m=1 jusqua m=+o et m=—1 jusqua m=— .
On a, dans les parentheses, d’abord les termes

SERe LRI
2 o \12 - I S "k T S 7

et l'expression de yw devient ainsi

1 e w1 COS M COS M
29 S ED [ BE R ey ]

ou, ce qui est plus commode,

1 e z'7r 7 1
w = 2% ex —t — (5 =8 =8 +8)——— |,
X B 4o 27r( il Sln i ‘)n(nw—m)
ol les signes sommatoires S=3,3, se rapportent: S, aux valeurs impaires de m et
n; S, aux valeurs impaires de m et paires de n; S, aux valeurs paires de m et

impaires de m; S, aux valeurs paires de m et n.- En omettant l'expression o ey

du terme sommé, on peut considérer S,, S,, S;, S, comme dénotant les quatre sommes
dont il s'agit.

Considérons d’abord S,; en supposant que m/, ' soient l'un ou lautre ou tous
les deux impairs, on peut donner & m, n les valeurs 2m/, 2n"; 4w/, 4n’; 8m/, 8n'; ...;

on obtient

i
Si= (S5, +8) (3t gt gt o) =1 (St 8ot 8

et le terme S,—8,—S;+ S, dans I'expression de yw devient ainsi

Dans S,, S,, ou S,, en supposant que m/, n’ dénotent des nombres relativement
19 2 3
premiers, on peut domner & m, n les valeurs m, w'; 3m/, 8'; bm/, bn’; ...: on
obtient ainsi, pour chacune de ces sommes,
L) 2

o S( tgtmte) =g 8
ol, au cdté droit, m et m sont des nombres relativement premiers; le terme devient
ainsi

(%= 38~ 1) =T (8= 38— 1),

et nous avons

i Tw T ’cl 4 L 1
b expl: %—w+12(81 bS5, 1L‘bs)n(nm—m):l'

43—2
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Je m’arréte pour remarquer que cette expression s'accorde parfaitement avec des
résultats trouvés par M. Dedekind (Fuwvres de Riemann, Leipzig, 1876, p. 447). En
effet, en donnant & @ la valeur w=%n+ia, a2 une valeur positive trés petite, M.

Dedekind trouve les valeurs de logk et logk’; en ajoutant ces valeurs et en ne
faisant attention qu’aux termes qui deviennent infinis pour a=0, on a

log kk' =12 log xw = 244,
m et n tous les deux impairs;
log kk' =12 log yw = — 124,
m et n l'un impair, lautre pair.
Ici A = (e o Brch: et les valeurs de log yw sont ainsi
4 A= i o —m)’ gX
e S e
12 n(nw —m) 24 n (nw —m)
respectivement.

Dans l'expression de yw, il convient de réunir les termes qui correspondent aux
X P

s : 1 5 3
valeurs —m, +m, c’est-a-dire au lieu de —————, on doit écrire

n (nw —m)’

1 < 1 1 ) L 2alse

n\nw—m no+m/ ne?—m?’
on a ainsi finalement

agbiupy [0 0 M
s [24- %0 T 6 (51-$8-45,) n2w2—7712] §

ol je rappelle que m et n sont des nombres positifs relativement premiers, et que
les signes sommatoires S;, S,, S; se rapportent, S, aux valeurs impaires de m et n,
S, aux valeurs impaires de m et paires de n, S; aux valeurs paires de m et impaires
de n.

. 1 ; () :
Eecrivant e lieu de w, le terme poer auquel se rapportent les sommations

nw?

se change en on peut échanger les lettres m et n», et l'expression de

m2w2_n2;
1 ; pan ; ;
X (—-;) devient ainsi identiquement celle de xw, c’est-d-dire la forme met en évidence

la relation ( - l) = yw,

[0}

a

Il y a cependant, dans cette analyse et par rapport & Iéchange des lettres m
et n, une difficulté qu’il convient d’écarter. Dans la formule
1 il cos mar

s Lph - Sernger (m=1 jusqua + et —1 jusqud —o0),
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qui donne lieu &
1 gl 1 COoS M
pe mmel Wwe . w " 0 (nw —m)’
il est nécessaire que la variable z ait une valeur finie ou au moins infiniment petite
par rapport aux valeurs extrémes de m; ainsi, en écrivant pour z la valeur nrw,
les valeurs extrémes de m doivent étre infiniment petites par rapport a celles de m,

et la somme que nous avons dénotée simplement par 2,3, signifie réellement

n(nw —m)
LA 1 . 1ok st
e sl veiniles i limites pour n sont 1, » et pour m ces limites sont —1,
n(nw —m)
\ ! . iy
—p et +1, +pu ot u et v sont des nombres infiniment grands, mais 5=, ou, ce
; ,\ pe 1 3
qui est la méme chose, la somme est 3,3,———, ol v est un trés grand
n (nw — m)
nombre qui devient enfin =o. KEn réunissant les termes pour m et —m, la somme
. Lk 1 : : g 2 ! ] p :
a considérer est 2,3, ,~——, et il s'agit de faire voir qu’il est permis de substituer
n mngwg_mg’
pour cela la somme
LA 1
- \
n mn2w_‘“_'2_m2‘ (V—l aV—OO).

La différence des deux expressions est une somme double n=1 jusqua n=v» et
m=v+1, jusqua m =, savoir cette somme est égale &

i 1 1 1
e {* PG+ PG+ F—@rd
B 1 1 + 1 1
|40 — (v + 1) 40— (v +2)7 40— (v+3)P ]
— €08 I . - 4 an 3 = :
o | Vo~ (v+ 1) vo'—(v+2)P vei-(w+3)P )’

laquelle somme <sauf pour une valeur Imaginaire w=_+1id a positif ) devient aussi

petite que l'on veut en donnant & » une valeur suffisamment grande; cest-a-dire
1

n (nw — m)

dont je me suis servi dans linvestigation comme ayant pour n et pour les valeurs

positives ou négatives de m les mémes limites 1, v (v=).

quon peut négliger cette différence et ainsi considérer la somme 3,3,

2

La forme trouvée pour yw met en évidence que w=0, w=w, et w=+— sont

des valeurs essentiellement singulitres pour la fonction.
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