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MATEMATYKA I RZECZYWISTOSC.
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Pelnej rozmaitosci, zycia i ruchu, dzialajacej na zmy-
sly 1 wyobraznia rzeczywistosci, przeciwstawia sie zwykle
jednostajny, szematyczny i suchy jakoby $wiat form mate-
matycznych. Przepas¢ miedzy jednym a drugim $wiatem
zdaje si¢ by¢ nieprzebyta: pierwszy istnieje po za nami i bez
nas, drugi tylko w umyslach naszych; pierwszy ulega
wrozmaitosciswej stalym i niezmiennym ,prawom przyro-
dy, drugi jest wytworem sub39ktywnym myslema 1 ulega
tylko prawom logiki; zjawiska w plerwszym rozwijaja SlQ
wedlug prawa przyczynowosci, rozwéj drugiego zdaje sie
by¢ dzielem przypadku.

Jakie, mimo tej glebokiej réznicy, istnieje pokrewien-
stwo miedzy temi $wiatami, jakie zachodzg pomiedzy niemi
zwigzki? — oto pytanie, na ktére staramy sie odpowiedzieé
W niniejszym zarysie.

Dzieje matematyki wykazuja, ze nie powstala ona od-
razu, lecz podobnie, jak i inne umiejetnosci, ze slabych, nie-
mowlecych wyrosta poczatkéw, z niemalym dobywajac tru-
dem nawet najprostsze pojecia, dzi§ dostepne kazdemu
dziecku wsréd ucywilizowanych narodéw. Wytworzenie
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takich form, jak: liczby calkowite, prosta, okrag kola,
it. d., poznanie ich najprostszych wlasnosci i ujecie ich
w pewien system — stanowilo jeden z najpotezniejszych
krokéw w dziedzinie umyslowosci. Juz przez te formy
zdobyla sobie ludzkosé¢ droge do doskonalenia sie, za pomo-
ca nich bowiem przenids! czlowiek czesé $wiata zewnetrz-
nego do swego umyslu, upraszczajac go i idealizujac. Od-
tad, dzieki nieustajacemu doswiadczeniu i refleksyi, wzboga-
cal zasob form iich kombinacyj. Byla to podstawa, na
ktérej powoli w ciagu wiekéw wznosil sie gmach wiedzy
abstrakcyjnej, imponujacej dzis bogactwem, scisloscig 1 sy-
stematycznoscia.

Formy matematyczne, o jakich méwimy, nazwacby
mozna W pewnej mierze odbiciem rzeczywistosci w umysle.
Odbég‘i@ to nie jest wszakze biernem, jak np. odbicie przed-
miotdw zewnetrznych w zwierciedle, bo w niem czynny jest
umysl, dziala wyobraznia tworcza, stwarzajac to, co
w $wiecie zewnetrznym w odosobnieniu nie istnieje. Forma
matematyczna, jak liczba lub linia, jakkolwiek pod wply-
wem s$wiata zewnetrznego powstala, jest czems zupelnie
réznem od tego, co na jej wytworzenie wplynelo. Linia
np. jest forma, ktora umysl wylania z przedmiotéw swiata
zewnetrznego, ktorej wszakze uzewnetrzni¢c w odoso-
bnieniu nie mozna; kazda bowiem linia nakreslona sta-
je sie sama przedmiotem zewnetrznym, nieprzyrownal-
nym (indaequatus) do formy geometrycznej. Linia istnieje
zatem, scisle méwiac, tylko w umysle, jako pewien typ, lub
schemat, dajacy sig odkry¢ w $wiecie zewnetrznym. Podo-
bniez liczba calkowita, naprzyklad liczba trzy, jest formg
odpowiadajaca pewnej okreslonej wielosci przedmiotow,
zjawisk lub aktéw swiadomosci. Liczba i odpowiadajaca
jej wielos¢ przedmiotéw sg jednak w istocie swej réznemi:
liczbe upatrujemy w wielosci jako typ, lub pierwowzor, jako
wyraz tego, co pozostaje stalem i niezmiennem, mimo zmia-
_ ny porzadku przedmiotéw ja skladajacych.
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To, co méwimy o formach najprostszych, stosuje sie
do wszystkich form matematycznych, powstalych czy to za
pobudka doswiadczenia, czy to w dalszym rozwoju wiedzy,
bez bezposredniego udzialu tegoz. W powstaniu tych form
czynng wiec jest zawsze wyobraznia twoéreza: umysl, kté-
ry daje swiatu formy matematyczne, jest artysta nie
W przenosnem, lecz w scislem znaczeniu tego wyrazu.

W tworzeniu form matematycznych zachodzi wzaje-
mne wspoldzialanie umyslu 1 $wiata zewnetrznego. Po-
budka pierwotna pochodzi z zewnatrz, umysl zas wytwo-
rzone formy przenosi znéw do $wiata zewnetrznego, szuka-
jac przedmiotow i zjawisk, do ktérych moznaby je bylo
stosowac. Formy matematyczne sa wiee, rzec mozna,
dziedzing wzajemnego przystosowania rzeczywistosci do
umystu i odwrotnie; sa, jak to zobaczymy, przewodnikami,
za posrednictwem ktérych umysl ludzki przy pomocy do-
$wiadezenia dochodzi do poznania rzeczywistosci, a raczej
do naukowego badania zjawisk przyrody.

W tworzeniu form nowych matematyka wszakze
wznosi sig czesto ponad rzeczywistosé, zbadang w danej
epoce, t. j. méwiac inaczej, przekracza dziedzine form, z do-
$wiadczenia zaczerpnietych i z niego za pomoca rozumo-
wan wyprowadzonych: rozwdj matematyki wyprzedza nie-
jako rzeczywistosé.

Przekroczenie dziedziny jest spekulacya czysto teore-
tyczna, pod wplywem tej samej tworczosci, ktéra pierwotne
dala nam pojecia. Takie formy, jak liczby ulamkowe, po-
wsta¢ mogly i powstaly zapewne pod wplywemsdoswiad-
czenia (dzielenie wielkosci na czesci), ale liczby ujemne, ze-
spolone (urojone), niewymierne, nieskonczenie male i nie-
skonczenie wielkie powstaly na drodze badania teoretyczne-
go 1 pézniej dopiero znalazly zastosowanie, czyli zostaly
wzrealizowane“. ‘W tego rodzaju poszukiwaniach nauko-
wych powtarza sig to zjawisko, ze jedni trzymajac sie $ci-
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4
sle dziedziny pierwotnej uwazaja za dozwolone to tylko, co
do niej bezposrednio sig odnosi, odrzucajac formy nowe, ja-
ko symbole bezuzyteczne; inni za$, obdarzeni duchem bar-
dziej spekulacyjnym, wprowadzaja bez obawy nowe formy
do dziedziny badan, na podstawie okreslen formalnych.

Liczby ujemne odrzucano dawniej, uwazajac je za nie-
dorzeczne, a przynajmniej nie umiano sobie radzi¢ z tego
rodzaju formami, nie wiedzac, czy beda mogly znales¢ za-
stosowanie. Lecz gdy postep nauki wskazal zastosowania
ich wazne, zwlaszcza w geometryi analitycznej, pogodzono
sie z niemi, uprawniono je, i dzieki im, mozna bylo wiele
twierdzen algebry wypowiedzie¢ w formie ogélniejszej niz
przedtem. Odtad dziedzina liczb rozszerzyla sig i wzbo-
gacila, objawszy w sobie i liczby ujemmne. Dzi$ dzialania
nad niemi sa rzecza tak pewna i ustalona, ze wszelkie wa-
tpliwosci zupelnie ustaly.

Podobng walke stoczy¢ musialy formy zespolone (uro-
jone) z umyslami zachowawezych matematykow, 1 jakkol-
wiek zwycieztwo osiagnely niezaprzeczone, mimo to, od
czasu do czasu powstaja jeszcze glosy przeciwne réwnou-
prawnieniu tych form z ,rzeczywistemi“. Juz sama nazwa
liezb lub ilosei urojonych® (imaginaires) maluje dostatecznie
poglad, jaki miano dawniej o tych formach rachunkowych.
Napotkano je pierwszy raz wtedy, gdy umiejac juz wykony-
wa¢ dzialania zasadnicze na liczbach ujemnych, prébowa-
no zastosowa¢ do tych ostatnich dzialanie wyciagania pier-
wiastkéw (np. przy rozwiazywaniu réwnan stopnia drugiego).
Rozumowano w ten sposob: poniewaz kwadrat liczby doda-
tniej czy ujemnej jest zawsze liczbg dodatnia, oczywiscie
wiec niema takiej liczby ani dodatniej aniujemnej, ktorejby
kwadrat byl réwny danejliczbie ujemnej np. —4; V—4 za-
tem jestliczba ,niemozliwa“,  nieistniejaca“, ,urojong“,—nie
jest wcale liczba, — jest symbolem bez znaczenia. Tak
przedstawia sie atoli sprawa na pierwszy rzut oka i tak za-
patrywali si¢ na nia matematycy nawet do niezbyt odle-
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glych czasow. Ale gdy spostrzezono, zZe liczby urojone
w algebrze zawieraja sie w tych samych wyrazeniach lub
formach ogélnych, w ktérych zawieraja sie 1 liczby rzeczy-
wiste, uznano, ze ogélnos¢, bedaca cecha badan matema-
tycznych, nie godzi sig¢ z banicya form urojonych, i postano-
wiono rozszerzy¢ dziedzing liczb, wprowadzajac do niej
i takie formy, ktére owo dzialanie wyciaganie pierwiastka
kwadratowego z liczb ujemnych za uprawnione uwaza¢ do-
zwalaja. Takie wprowadzenie liczb nowych, gwoli usunie-
cia niemozliwosci, mogloby sig wydawac tylko pewnym wy-
biegiem, pozornem zalatwieniem sprawy. Tak byloby
w istocie, gdyby nowe formy i dzialania nad niemi, na pod-
stawie odpowiednich okreslen wykonywane, pozostaly tyl-
ko czcza 1 bezuzyteczna spekulacya. Tymeczasem rzecz sie
ma zupelnie przeciwnie, nowe bowiem formy pozwolily na -
znakomite nogélnienie badan i na odkrycie twierdzen, doj-
scie do ktorych na innej drodze nie daloby sig wecale lub
z trudnoscig osiagnac. Oprdcz tych korzysei bezposrednich,
potrafiono szczesliwie znales¢ dla liczb zespolonych i spo-
sob przedstawienia geometrycznego, (sposoby Arganda
1 Gaussa) i zastosowa¢ je dozagadnien nietylko analizy ale
i geometryi. Przez wprowadzenie liczb urojonych nauka

uczynila postep rzetelny.
Co do sprzecznosci wewnetrznej, jaka tkwié sie zdaje
w pierwotnem pojeciu form urojonych, uczynimy tu uwage
0godlng, odnoszacy si¢ do calej kategoryi form nowych, do
nauki w analogiczny sposéb wprowadzanych. Sprzecznosc,
o ktérej mowa (np. w przypadku liczby urojonej, wyraza-
jaca sig w réwnaniu x? = —4); nie jest sprzecznoscia bez-
wzgledna z zasadniczemi prawami logiki, na ktérych mate-
matyka, jak i kazda umiejetnosé, opierac¢ sie musi. Sprzecz-
nosé ta jest wzgledna, t.j. zachodzi tylko w odniesieniu do
dziedziny, w ktérej badania nasze wykonywamy. Skoro
dziedzing rozszerzymy, sprzecznosé¢ znika. Dla objasnienia
tej mysli mozemy poda¢ przyklad nastepujacy z geometryi.
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Dajmy na to, ze konstrukcye geometryczne wykonywamy
na plaszczyznie, 1 ze z punktu danego chcemy nakresli¢ trzy
proste wzajemnie do siebie prostopadle. Uklad taki, jak to
dobrze wiadomo z planimetryi, jest niemozliwy, bo do pro-
stej w punkcie danym tylko jedng prostopadla poprowadzié
mozna. Lecz niemozliwosé upada, skoro od plaszezyzny
przechodzimy do przestrzeni, w ktérej w kazdym punkcie
taki uklad tréjprostokatny pomysle¢ i nakreslié mozna. To
wige, co bylo niemozliwoscia w dziedzinie dwuwymiarowej
plaszczyzny, staje sie mozliwem w dziedzinie trdjwymiaro-
wej przestrzeni. Niemozliwosé zatem lub sprzecznose pier-
wotna przez rozszerzenie dziedziny zostala usunieta.

Postep matematyki polega wlasnie miedzy innemi
i na tem, Ze niemozliwosci, jakie napotyka na drodze roz-
woju, (jezeli nie sa niemozliwosciami logicznemi lub bez-
wzglednemi) znosi przez to, ze przekracza dziedzing bada-
nia, ze rozszerza niejako widnokrag, stwarzajac nowy swiat
form, obejmujacy w sobie §wiat pierwotny. Badanie takich
form ogdlniejszych nasuwa umyslowi nowe interesujace za-
gadnienia, zazwyczaj plodne w nastepstwa.

Liczby mniewymiernie (algebraicznie) i przestepne
przedstawialy takze niemale trudnosci przy wprowadzeniu
ich do dziedziny arytmetycznej. Pierwsze z nich odkryl juz
Pytagoras, gdy pragnal wyrazi¢ liczba stosunek dlugo-
sci przekatnej do dlugosci boku w kwadracie; jest to zada-
nie znane z geometryl elementarnej. Stosunek ten nie dal
sie wyrazi¢ ani liczba calkowita ani wlamkowsa; a poniewaz
dziedzina podéwezas znanej nauki innych liczb nie obejmo-
wala, nie byl wiec ten stosunek liczba w dwezesnem, ogra-
niczonem znaczeniu tego wyrazu. Wiemy, Ze ten stosunek
wyraza sie jako V/2; nie wylaczamy go obecnie z dziedziny
liczb, owszem miejsce jego w tej dziedzinie okresli¢ potra-
fimy. Ale sposdb, w jaki te 1 inne liczby niewymierne, kto-
re pozniej poznano, do dziedziny liczb wprowadza¢ nalezy;
droga, na jakiej nalezy liczby niewymierne zwiaza¢ z pozo-
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staly dziedzina, bywa jeszcze dotad rozmaicie pojmowa-
na. Mozna np. V2 uwaza¢ jako granice, do ktérej dazy
szereg liczb 1,4; 1,41; 1,414; 1,4149,... coraz bardziej ro-
sngcych 1 coraz mniej od siebie sig rdéznigcych, jest zatem
V2 wyrazem idealnym zasobu powyzszych kolejnych war-
tosci, coraz dokladniej stosunek przekatnej do boku kwa-
dratu wyrazajacych. Jest to wiec nowa forma rachunko-
wa, nowe narzedzie, upraszczajace nasze rozumowania i do-
chodzenia. Gdy za$ okaze sie, ze do tej formy lub innych
w podobny sposéb wprowadzonych, mozna na zasadzie de-
finicyi stosowaé i arytmetyczne dzialania, ze te dzialania
nie prowadzg do sprzecznosci z dzialaniami dla liczb wy-
miernych (calkowitych i ulamkowych), ze owszem jedne
i drugie w ogélnych prawidlach zawrze¢ sie daja, to od tej
chwili liczby niewymierne maja prawo bytu w nauce.

‘W inny oryginalny sposéb wprowadza Dedekind ?)
liczby niewymierne do arytmetyki. Wyobrazmy sobie naj-
przéd szereg liczb wymiernych (calkowitych i ulamkowych)
i podzielmy go na dwie klasy tak, aby kazda liczba pierw-
szej klasy byla mniejsza od ktérejkolwiek liczby klasy dru-
giej. Mozemy naprzyklad w klasie pierwszej umiescié
wszystkie liczby mniejsze od 2 oraz liczbe 2, w drugiej zas
wszystkie liczby wieksze od 2. Przy takim podziale liczba
2 jest najwiekszq w klasie pierwszej. Jest ona przecigciem
(Schnitt) szeregu liczb wymiernych na dwie klasy, bo na
niej konczy si¢ klasa pierwszaiod niej zaczyna druga.
Gdybysmy w klasie pierwszej umiescili wszystkie liczby
wymierne mniejsze od 2, w drugiej liczbe 2 oraz liczby od 2
wieksze, to znéw liczba 2 bylaby najmniejszq w klasie dru-
giej 1 stanowilaby jak poprzednio ,przeciecie“ danego sze-
regu.

Ale zachodzi¢ moze i taki przypadek podzialu liczb
wymiernych na dwie klasy, ze w klasie pierwszej nie be-
dzie liczby najwiekszej lub w drugiej — najmniejszej.
‘W samej rzeczy podzielmy liczby wymierne na dwie klasy
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tak, aby w pierwszej znajdowaly sie wszystkie liczby, ktd-
rych kwadrat jest mniejszy od 2, w drugiej te, ktérych
kwadrat jest wiekszy od 2. PoniewaZ oczywiscie nie ma
liczby wymiernej, ktérej kwadrat réwna sie 2, nie bedzie
zatem, jak to powiedzielismy, ani liczby najwiekszej w klasie
pierwszej ani najmniejszej w drugiej. Mimo to, dla zacho-
wania analogii, mozemy liczbe V2 uwazaé za ,przeciecie®
szeregu liczb wymiernych 1 bedzie ona przez to zupelnie
scisle okreslona. Na podstawie podobnych okreslen da sie
miejsce liczb niewymiernych w dziedzinie liczb wyznaczyé
1 teorya dzialan nad niemi uzasadnié.

Liczby przestepne, arytmetycznie biorac, maja ceche
liczb algebraicznie niewymiernych (wyrazaja sie; jako ula-
mek dziesigtny nieperyodyczny o nieskonczonej liczbie cyfr
dziesietnych), ale geneza ich jest odmienna. Takiemi np.
sg wogole logarytmy liczb; taka jest stosunek okregu kola
do $rednicy, owa slawna liczba, oznaczana dzi$s przez =,
znana w starozytnosci, lecz ostatecznie dopiero co do istoty
swej zbadana przed niedawnym czasem. Przed dziesigtkiem
lat, dzieki pracom Hermite’a, mdgl Lindemann 2)
dowiese, ze liczba n nie moze by¢ pierwiastkiem zadnego
réwnania algebraicznego .o wspolezynnikach wymiernych.
Tym sposobem zamknigte zostaly dlugie dzieje daremnych
poszukiwan nad kwadratura kola, ktore tyle nmysléw bez-
pozytecznie najczesciej podejmowalo. Najciekawsza histo-
rya blednych rozumowan miesci sie w tych wlasnie niezli-
czonych pracach, ktére mialy na celu dokonanie zupelnie
scislej kwadratury kola sposobem elementarnym. Jezeli
kto dzi$ jeszcze podejmuje tego rodzaju usilowania, to na-
pewno powiedzie¢ o nim mozna, ze obecnego stanu nauki
nie zna 1 wynikow jej nie rozumie.

Wracajac do przykladu wyzej podanego liczby niewy-
miernej V2, mozemy powiedzie¢, ze liczby 1,4; 1,41; 1,414,
1,4142,... coraz bardziej rosnace, dgzg do granicy ,idealnej“
V2 w ten sposéb, ze réznica miedzy kolejnemi liczbami
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a ta granica staje sie wciaz mniejszg i sta¢ sig moze mniej-
szg od kazdej liczby wymiernej dowolnie malej. Od tego
wlagnie nwazania byl tylko krok jeden do utworzenia no-
wego pojecia, a mianowicie pojecia liczby nieskoriczenie ma-
lej, stanowiacej jedne z zasadniczych form rachunku wyz-
szego. Ten krok stanowczy uczyniono wzglednie pézno,
bo w drugiej polowie 17-go stulecia. Przyczyna tego tkwi-
la, jak sadzimy w tem, Ze matematyka nie predko wzniosla
sie do jasnego pojecia zaleznosci jednych form od drugich,
ktorag to zaleznos¢ obejmujemy dzi§ pod ogélnag nazwa
funkeyi. Liczby uwazano raczej w stanie gotowym, tak
jakby sztywne formy geometryczne, a powolne stopniowe
wzrastanie lub ubywanie jednych wielkosci przy zmienia-
niu drugich, nie bylo poddawane roztrzasaniu. Dopiero
badanie rzeczywistosci, t.j. zjawisk przyrody, pobudzilo
umysly matematykow do odpowiednich spekulacyj teore-
tycznych. Dowdd tego znajdujemy w $wietnych Galileu-
sza: ,Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due
nonve scienze“ (1638), gdzie odkrycie podstawowych prawd
mechaniki laczy sie ze spekulacya o naturze ilosci nieskon-
czeniemalych. To dzielo Galileusza i wezesniejsze jeszeze
prace Keplera, Cavalieri’ego, Fermata, Barrowa
1 Wallisa %) urobily i przygotowaly umysly matematykéw
do przyjecia nauki L.eibniza o nieskonczenie malych;
ta za$ wraz z réwnoczesng prawie metoda ,fluksyj“ lub sty-
cznych N ewtona * dala $wiatu potezne narzedzia teore-
tyczne pod postacig rachunku rozniczkowego i calkowego.
Rachunek ten ustalil swoje metody, ale natura ,nieskoncze-
nie malych“ niepokoila i niepokol weciaz jeszcze umysly.
Metafizyce tych form liczne poswiecono studya 1 dzis jeszcze
zapatruja sig na nie filozofowie odmiennie, stosownie dosta-
nowiska swego. Mimo jednak réznic w pogladach, mimo
sprzecznosci, jakie niektérzy w pojeciu nieskoniczenie ma-
Iych znajduja, matematyk z calem zaufaniem wykonywa
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na nich dzialania, fizyk zas stosuje je w badaniach teorety-
cznych. Okreslenia formalne nieskonczenie malych i dzia-
tan nad niemi sy dla matematyka dostateczng rekojmia, ze
uzywajac metod scisle uzasadnionych i z okresleniami zgo-
dnych, bledu nie popelni. Teorya formalna usuwa niejako
metafizyke 1 pozwala badaczowi stapac bez obawy po dro-
dze, najezonej trudnosciami dla filozofa.

Toz samo da si¢ powiedzie¢ o formach nieskonczenie
wielkich, ktére w matematyce znalazly przytulek pewny
i nie prowadza na manowce, jezeli tylko scisle trzymac sig
bedziemy tych okreslen, na podstawie ktorych formy te
wprowadzilismy i strzedz si¢ bedziemy bledéw logicznych
w rozumowaniun. Powiemy wiecej: formy takie okazujg sie
bardzo pozytecznem narzedziem i otwieraja widoki szersze,
prowadza do interesujacych uogdlnien. Pytanie metafizy-
czne, czy liczby lub formy nieskonczone istnieja“ w zna-
. czeniu metafizycznem, do matematyki, $cisle biorac, nie na-
lezy; jest w niej rzec mozna, pytaniem préznem. Pomie-
szanie teoryj matematycznych z pytaniami metafizycznemi
prowadzilo czesto do bledéw 1 niedorzecznosci. W zasto-
sowaniu zwlaszeza do przestrzeni nalezy starannie wystrze-
gac sie pomieszania matematyki z metafizyka ©). Dla mate-
matyka przestrzen, jako pewna forma geometryczna, moze
by¢ skonczona lub nieskonczona; czy zas przestrzen zja-
wisk przyrody jest ,w rzeczy samej“ skonczong lub nie-
skonczong, tego matematyka nie rozstrzyga i rozstrzygnaé
nie moze. Wolno badaczowi przyja¢ jedno lub drugie, by-
leby wiedzial dokladnie, co tkwi w jego przyjeciu i do ja-
kich wnioskéw logicznych ono go upowaznia.

Pojecie liczb niewymiernych, przestepnych i nieskon-
czente malych zwigzane jest z pojeciem cigglosci. 1 to po-
jecie niemalo sprawia klopotu filozofom. Powszechnie
uwazamy przez intuicya przestrzen za ciagla, ruch cial
W przestrzeni za ciagly; jednem slowem poczytujemy ciaglosc
za wlasnos¢ zasadnicza 1 konieczna w dziedzinie rzeczywi-
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stosel. Glebsze wszakze wniknigcie w istote tego pogladu
wskazuje, ze nie tylko nie potrafimy blizej okresli¢, na czem
cigglos¢ polega, lecz zZe doswiadczenie zwykle, jezeli nx
niem wprost ciaglosé oprze¢ zechcemy, doprowadza do
sprzecznosci z zasadniczemi prawami logiki. Pokazuje to do-
brze przyklad podany przez Poincaré go °). Wezmy trzy
ciezary A, B, C, z ktérych pierwszy wazy 10 graméw, dru-
gi 11, trzeci 12, i dajmy, Ze chcemy ocenié¢ réznice pomie-
dzy niemi za pomoca wraZenia, jakie sprawiaja, cisngc na
dfon naszg. Znanym to jest faktem, ze wrazenie doznane
od A1 od B, z powodu niewielkiej réznicy ciezaréw obu
cial, bedzie jednakowe, podobniez jednakowem bedzie wra-
zenie doznane od B1i (; jezeli jednak wezmiemy 4 1 C, to
z powodu wiekszej réznicy ciezaréw, doznamy wrazen ro-
znych. Gdybysmy wigc z wrazen doznanych chcieli wnio-
skowaé o ciezarach, doszlibysmy do wniosku nastepujacego:

A=B,B=C, A>C.

Otéz wniosek ten jest w sprzecznosci z zasadniczem
prawem logiki, wedlug ktorego, jezeli

A=RB, B=0C, tobybmusi 4 =7.

Toz samo mialoby miejsce, gdybysmy cheieli pord-
wnywaé dlugosci. Najdoskonalsze narzedzie miernicze nie
pozwala na oznaczenie dlugosci z $cisloscia bezwzgledna;
skad wynika, Ze to pojecie ciaglosci, ktére jakoby na dro-
dze doswiadczalnej otrzymujemy, s$cisle biorac, ukrywa
w sobie sprzecznosé logiczna,.

Przyklad ten pokazuje, ze ciaglosé jest pojeciem czy-
sto matematycznem 1 jakkolwiek pobudke do niego daje
dos$wiadczenie, to jednak tylko przy pomocy form matema-
tycznych, od bledéw doswiadczenia wyzwolonych, moze
by¢ stosowane z zupelna pewnoscia 1 bez obawy o sprzecz-
nos¢ z zasadami logiki. Do tego wlasnie celu liczby nie-
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skonczenie male okazaly sie narzedziem najodpowiedniej-
szem.

COzem jest ciaglose, metafizycznie biorac,—to do ma-
tematyki nie nalezy. Matematyka nie rozstrzyga pytania,
czy ciaglosé ta tkwi w przedmiotach, czy jest wyplywem
wlasciwoscl umyslu i pozostawia pytanie to filozofom. To
wszakze nie ulega watpliwosci, ze tylko w dziedzinie mate-
matyki cigglosé jest pojeciem, na ktérem bez szwanku ope-
rowa¢ mozna. Przy stosowaniu zas tego pojecia do bada-
nia przyrody, trzeba mie¢ zawsze to na pamieci, Ze za po-
mocg niego rzeczywistos¢ idealizujemy i Ze wyniki podo-
bnego badania nalezy pojmowaé¢ jedynie w zwiazku z hy-
potezami, ktéra za podstawy przyjeto, jakto jeszcze nizej
objasnimy 7).

-Na stosunek matematyki do rzeczywistosci rzuca wie-
le $wiatla geometrya. Wiadomo, Ze nauka ta opiera sie na
pewnej liczbie twierdzen zasadniczych czyli pewnikéw, ak-
siomatéw lub postulatéw, odnoszacych sig do linii prostej
1 do plaszezyzny i ze system prawd tres¢ jej stanowiacych,
rozwija si¢ na tej podstawie przy pomocy dedukeyi. Nie
potrzebuje ta umiejetnos¢ doswiadezenia dla dochodzenia do
prawd nowych, zastepujac je dowodzeniem, opartem na
prawidlach logiki i prawdach, poprzednio juz dowiedzio-
nych. Ostatecznemi wiec elementami kazdego dowodu geo-
metrycznego sa wlasnosci form, wprowadzanych za pomoca
konstrukeyi lub przez okreslenie, i owe prawdy zasadnicze,
bedace podwaling calego systemu. Jezeli wiec wolno po-
dnies¢ pytanie o ,prawdziwosci* geometryi, to ono przede-
wszystkiem zwrécone byé winno do twierdzen zasadni-
czych; innemi slowy, pytanie, czy geometrya moze mie¢
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zastosowanie do $wiata rzeczywistego, nalezy zwréci¢ do
jej pewnikéw.

Powiemy tu odrazu, ze w nauce formalnej, scisle bio-
rac, pytanie takie jest zbyteczne. Nie pytamy w niej bo-
wiem, jakie jest zrédlo prawd podstawowych, ale czy sta-
nowig one uklad konieczny 1 dostateczny do zbudowania
umiejetnosci; albo raczej czy sa od siebie niezalezne i czy
nie zachodzi pomiedzy niemi sprzecznos¢ logiczna. Jezeli
tak jest, to uklad prawd, z nich wynikajacy, a prawom lo-
giki zados¢ czyniacy, stanowi nauke formalna, majaca w so-
bie samej racya bytu. Nieco inaczej przedstawia sig rzecz,
gdy umiejetnosé formalng stosujemy do badania przyrody.
‘Wtedy pytamy, czy i w jakim stopniu w pewnikach odtwa-
rza sie idealnie rzeczywistose, czy stosowanie twierdzen nie
doprowadza do niezgody z doswiadczeniem. Strona zasadni-
cza tego pytania, nalezacego przewaznie do teoryi poznania,
stanowl jedno z najwiekszych zagadnien filozoficznych.

Geometrya euklidesowa stanowi typ umiejetnosci, przy
pomocy ktorego filozofowie pragneli rozstrzygnaé po-
wyzsze pytanie. Geometrya bowiem stosujemy bez waha-
nia w fizyce, astronomii i w naukach praktycznych. Do-
$wiadczenie 1 obserwacya nie doprowadzaja nigdy do
sprzecznosci z jej twierdzeniami. Czy jednak wolno wy-
prowadza¢ stad wniosek, Ze geometrya euklidesowa jest
§cisle przystosowana do rzeczywistosci, lub raczej, ze sto-
sunki, zachodzace w §wiecie zewnetrznym, odpowiadaja sci-
sle prawdom geometryi euklidesowej? Matematyk takiego
wniosku stad nie wyciaga; co najwyzej wolno mu twier-
dzié, ze geometrya euklidesowa nadaje sie w zupelnosei do
opisania rzeczywistosci w granicach doswiadczenia. Nie
porzucajac wiec wcale tej geometryi, jako ,nieprawdziwej“,
wolno wszakze pomysle¢ 1 nowy system, ktéry do opisa-
nia rzeczywistosci moglby sie nadac.

Lecz w jaki sposéb matematyka doszla do tak zadzi-
wiajacego postawienia kwestyl? Historya tego jest bardzo
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ciekawa, w tresci zas swej przedstawia sie w spos6b naste-
pujacy: _

Jeden z pewnikéw geometryi euklidesowej, znany po-
wszechnie pod nazwg XI-go aksiomatu, stanowigcy podsta-
we nauki o liniach réwnoleglych w tej geometryi, brzmi
tak: ,Dwie proste na plaszczyzmie, przeciete trzecia, a two-
rzace katy wewnetrzne, ktérych suma jest nieréwna dwoém
katom prostym, musza sie przecinaé po przedluzZeniu w te
strone, po ktérej ta suma jest od dwdch katéw prostych
mniejsza“. Pewnik ten jest rownowazny jednemu z twier-
dzen nastepujacych:

przez punkt dany zewnatrz prostej mozna do
niej poprowadzi¢ tylko jedng réwnolegla;

suma katéw wewnetrznych trojkata réwna sie
dwoém katom prostym.

Otéz ktorekolwiek z tych twierdzen mozemy przyjac
za twierdzenie zasadnicze, a wtedy XTI aksiomat bedzie jego
konsekwencya. Moznaby przeto powiedzie¢, ze geometrya
euklidesowsa charakteryzuje twierdzenie zasadnicze plani-
metryi: ,suma katéw tréjkata réwna sig dwém katom pro-
stym¥.

Geometréw oddawna trapil pewnik, o ktorym mowa,
1 nieraz nasuwala si¢ im mys$l, czy nie jest on wynikiem in-
nych pewnikéw, czy nie jest twierdzeniem, dajacem sie do-
wies¢? Podejmowali w tym kierunku usilowania i podawa-
li czesto misterne bardzo dowodzenia, ktére jednak w grun-
cie rzeczy okazaly sie zwodniczemi. Teorya linij réwnole-
glych nie dala sig ostatecznie inaczej uzasadnié i na tej
drodze liczby pewnikéw geometryi nie mozna bylo zmniej-
SZyC.

Wtedy profesor kazanski Liobaczewski (w r. 1826),
a z nim réwnoczesnie prawie geometra wegierski Bolyai
postawili kwestya w sposéb calkiem odmienny. Jezeli aksio-
mat o liniach réwnoleglych dowies¢ sig nie da, zmienmy go
i zobaczmy, czy na tej podstawie nie da sig zbudowac sy-
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stem umiejetnosci? W miejsce twierdzenia: ,suma katéw
w trojkacie jest rowna dwdém katom prostym® postawmy
inne: ,suma katéw tréjkata jest mniejsza od dwdch katéw
prostych i dolaczywszy ten pewnik do pozostalych twier-
dzen zasadniczych geometryl, postarajmy sie rozwinac geo-
metrye wedlug typu geometryi euklidesowej. Zadanie to
udalo sie rozwiazaé w zupelnosci, i nauka, w ten sposéb
powstala, nazwana zostala geometryg nieeuklidesowq. W geo-
metryi tej przez punkt dany zewnatrz prostej nie jedne tyl-
ko lecz dwie wlasciwe réwnolegle poprowadzi¢ mozna; a za
tem twierdzenie idzie caly szereg innych, ktérych tu przed-
stawia¢ nie bedziemy 9).

Teorya Liobaczewskiego byla wielkim krokiem na-
przod, jakkolwiek nie postawila jeszcze kwestyl na stano-
wisku najogélniejszem. Riemann (1854) i Helmholtz
(1867) posuneli sie jeszcze dalej ¥). Jezeli w ukladzie pewni-
kéw mozna jeden z nich zastapi¢ zalozeniem nowem—tak ro-
zumuja ci uczeni — w takim razie system pewnikéw geo-
metryi nie stanowi prawd koniecznych; pewniki geometryi
euklidesowej sa zatem hypotezami, z doswiadczenia wywnio-
skowanemi i nadajacemi geometryi euklidesowej charakter
nauki w podstawach swych empirycznej. Mozliwem jest
wiec pytanie, jaki jest uklad hypotez, mogacych sluzy¢ za
podstawe umiejetnosei ogdlnej, ktorej geometrya euklideso-
wa i nieeuklidesowa sa szczegdlnemi przypadkami.

Zadanie takiej umiejetnosci ogdlnej polega na tem,
aby wynalezé te cechy elementéw zasadniczych, jak punk-
tu, prostej (linii najkrétszej) i t. d. ktére charakteryzuja sy-
stem elementéw (przestrzen)i moga by¢ wydzielone, ja-
ko uklad pewnikéw geometryi. Wedlug Riemanna
1 Helmholtza, ktérzy pytanie to traktowali na drodze
analitycznej, rachunkowej, cechg przestrzeni jest wyrazenie
jej elementu liniowego (odleglosci dwéch punktéw nieskon-
czenie bliskich), lub tez jej krzywizna. Przestrzen geome-
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tryi euklidesowej jest tym sposobem przestrzenia trojwy-
miarows ciagla o krzywiznie rownej zeru. W przestrzeni
geometryi nieeuklidesowe]j krzywizna jest stala ujemng. Ale
opréez tych dwéch przypadkéw sa mozliwe inne; jednym
z najwazniejszych jest ten, w ktérym krzywizna jest stala
dodatniq (przestrzen Riemannowska). Tréjwymiarowosé
nie stanowi koniecznosci w teJ ogolneJ nauce; cechy mate-
matyczne bowiem nie zmieniaja sie, jezeli zamiast prze-
strzeni tréjwymiarowej rozwaza¢ bedziemy powierzchnie
t. j. yrozmaitodci* dwuwymiarowe, lub jezeli pomyslimy roz-
maitose niewyobraialng, ktorej liczba wymiaréw jest wigksza
niz trzy. Mozemy méwié¢ zatem o plaszezyznie lub w ogéle
o rozmaitosci euklidesowej, (parabolicznej, wedlug terminolo-
gii Kleina), w ktérej suma katéw tréjkafa jest rowna
dwém katom prostym; o rozmaitosci nieeuklidesowej (hy-
perbolicznej), w ktorej ta suma jest od dwoch katéw pro-
stych mmiejsza, wreszcie o rozmaitosci Riemannowskiej
(eliptycznej), w Lktérej ta suma jest od dwdéch katow
prostych wieksza. ,Rozmaitosci dwuwymiarowe“ mo-
zna sobie wyobrazi¢ wewnatrz naszej zwyklej pr'zestrze-
ni; pierwsza z nich jest oczywiscie kazda zwyczajna pla—
szezyzna; do kategoryi drugich nalezy powierzchnia nie-
skonczona, t. z. psendo-sferyczna, opisana przez Beltra-
mi'ego; do kategoryl trzecich powierzchnia zwyczaj-
nej kuli. (Wiadomo, Ze na powierzchni kuli suma katéw
tréjkata sferycznego, utworzonego z lukéw kdél wielkich,
jest od dwdch katéw prostych wieksza).

Kazda z tych geometryj rozwinela sie w sposob scisly
1 konsekwentny, a rozwéj ich wplynal na inne dziedziny
matematyki; maja wiec te badania racys bytu w nauce zu-
pelnie tak samo, jak teorye liczb niewymiernych, ujemnych
i urojonych, ktérym poczatkowo nie przypisywano zadnego
znaczenia.

Mimo to niemalo jest filozoféw, ktérzy uwazaja te ba-
dania za prace poroniona, a wszelky geometrya od euklide-
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sowej rozna za sprowadzajaca sie ostatecznie do absurdu.
Dihring, Renouvieriinni '%). Filozofowie ci sa zdania,
ze jedynie pewniki geometryi euklidesowej sa idealizacys -
rzeczywistosci. Czyz tak jest w istocie? Do tego pytania
sprowadza sie, jak sadzimy, i wielki problemat Kanta
o przestrzeni, jako formie koniecznej poznania zmyslowego.
Ze stanowiska matematyki problemat ten jest nierozstrzy-
gniety, a w samej matematyce zbyteczny; doswiadczeniem
réwniez rozstrzygnac sie nie da. Doswiadczenienicnie moze
orzec o nieskonczonosci przestrzeni zjawisk; to zas, co o skon-
czonosci lub nieskonczonosci przestrzeni wehodzi pod forma
pewnikéw do geometryi odnosi sig do idealnej formy prze-
strzeni matematycznej. Matematyka zatem, nie czekajac
rozwiazania metafizycznego, uogdlnia swoje pojecia i snu-
jac watek swych rozumowan na formach idealnych, dokla-
dnie okreslonych, stwarza umiejetnos¢ w scislem znaczeniu
tego wyrazu, pozostawiajac przyszlosci mozliwe zastosowa-
nie do badan fizycznych jej prawd abstrakcyjnych, na tej
drodze zdobywanych. '

Jak w badaniach arytmetycznych uzywamy liczb uje-
mnych, ulamkowych, niewymiernych, urojonych i t. d., nie
wyrzekajac sie liczb rzeczywistych calkowitych, ktére po-
zostana ukladem najprostszym liczb arytmetyki, podobniez
badajac teoretycznie przestrzenie rézne od euklidesowej, nie
usuwamy wcale geometryi euklidesowej, ktéra pozostanie
ukladem najprostszym naszej umiejetnosci geometrycznej.
Mylnem wiec jest twierdzenie, ze zwolennicy nowych geome-
tryi chea zburzy¢ geometrya Euklidesa; widza oni w niej
tylko jeden z przypadkéw szezegdélnych ogdlniejszej nauki
formalnej, ktéra prawdy zasadnicze, z doswiadczenia po-
czerpnigte, zastepuje prawdami w pewnej mierze dowolne-
mi lecz scisle okreslonemi. Pewniki lub postulaty 1 samej
geometryi euklidesowej nie sa wiec, scisle biorac, praw-
dami doswiadczalnemi, lecz odnosza sie do form ideal-
nych, jako elementy przestrzeni uwazanych ).
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I wybér elementéw jest nawet dowolny. Prosta
wyznaczaja, jak wiadomo mnie tylko dwa punkty, ale
i dwie plaszezyzny (przeciecie plaszezyzn), tak Ze wie-
lu twierdzeniom geometrycznym, odnoszacym sie do figur
uwazanych za uklady punktéw, odpowiadaja twierdzenia
odnoszace sie do figur, okreslonych przez uklady plaszczyzn.
Istnieje, jak widzimy, pewien dualizm, okazany tu na
przykladzie najprostszym, skutkiem ktérego ,punkt®
i ,plaszezyzna“ moga by¢ uwazane zaréwno za elementy
przestrzeni. Dualizm ten wzbogacil geometrys wielu no-
wemi i pieknemi twierdzeniami. Dajmy inny jeszcze
przyklad: nazwijmy ,punktem“ prosta, przechodzaca przez
punkt w zwyklem znaczeniu; ,plaszczyzna“ ogél () pro-
stych przestrzeni, przechodzacych przez punkt zwykly;
sprosta* nazwijmy ogoél () prostych w zwyklem znacze-
niu, przechodzacych przez jeden punkt zwykly ilezacych
na jednej plaszczyznie w znaczeniu zwyklem. Przy tak
zmienionej roli poje¢ utrzymuje sie wszakze twierdzenie:
,prosta“ jest okreslona przez dwa ,punkty“; trzy- ,proste“
stanowly ,tréjkat* (kat tréjscienny) i t. d. 12).

Widzimy wiec, ze geometrya jest w pewnej mierze
niezalezng od tego, czy formy, bedace przedmiotem jej ba-
dania sa lub nie sa wyobrazalne; pewniki zas geometryi
sprowadzaja sie ostatecznie do pewnych ,postulatéw®, ja-
kie stawiamy dla form elementarnych naszego badania.
Nie przeczy temu bynajmniej ta okolicznose, ze pobudke
do przyjecia faktéw, majacych charakter pewnikéw w geo-
metryi euklidesowej, moglo da¢ doswiadczenie.

Nowsze badania geometryczne wskazaly nadto, ze mo-
zliwem jest nawet utworzenie umiejetnosci geometrycznej
bez stosowania pojecia miary (odleglosci i kata). Taka geo-
metrya, zwana geometrya rzutowa lub geometrys polozenia,
moze by¢ rozwinigta bez pewnika euklidesowego o liniach
réwnoleglych. Bioraec za podstawe twierdzenia zasadni-
cze goometryi rzutowej, mozemy wprowadzié do jej dzie-
dziny okreslenia dlugosci i kata, 1 to tak ogélnie, Ze z tych
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okreslen dadza sie wyprowadzi¢ te pojecia dla wszelkich
gatunkéw geometryi. Jest to wielka zasluga genialnego
matematyka niemieckiego Kleina, ze odslonil te zupelnie
nieznang dziedzine i wskazal niejako zrddlo, z ktérego wy-
plywaja poglady geometryczne. Poniewaz zarazem uda-
Io sig wskaza¢ pigkne i doniosle ich zastosowanie do teoryi
funkeyj, znaleziono wigc tym sposobem metody badania no--

wych i bardzo ogdlnych zmiennosci. To za$ moze utorowaés

droge dlametod przyszlych badania zjawisk przyrody !3).

*

# #

Przychodzimy do mechaniki, t.j. do nauki o ruchu
cial 1 zapytujemy, jaki jest stosunek nauki tej do rzeczywi-
stosei.

Ruch spostrzegamy w przyrodzie i przenosimy do dzie-
dziny umystowej, przy pomocy form, jakie daje nam mate-
matyka, a w szczegdlnosci geometrya. Schematem elemen-
tarnym jest ruch punktu, odbywajacy sie w przestrzeni; przy-
bywa tu wszakze jeden element, ktérego w geometryl nie
uwzgledniamy: jest nim c¢zas. Formy ruchu powstaja
w czasie, mechanika bada ich powstawanie, a raczej sta-
wanie si¢ form w zaleznosci od czasu. Zaleznosé te poj-
mujemy czysto formalnie, jako nastepstwo elementéw for-
my; albo inaczej, jako zaleznos¢ czysto-matematyczna, po-
legajaca na tem, zZe réznym momentom czasu odpowiadaja

wogole rézne wartosci elementéw. Stad to Lagrange
nazwal mechanike geometrys o czterech wymiarach; czwar-
tym wymiarem jest tu czas, przybywajacy do trzech wy-
miaréw przestrzeni.

Péki nie wprowadzamy do badan nic innego po nad
ciala idealne, poruszajace si¢ w przestrzeni idealnej, stoimy
na stanowisku cynematycznem, t. j. na stanowisku czystej
nauki o ruchu, zwanej cynematyka lub foronomia. Poje-
cia, jakie dla blizszego okreslenia tego ruchu wprowadza-
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my: kierunek ruchu, predkosé, przyspieszenie, krzywizna
drogiit. p. maja tu znaczenie teoretyczne i wprowadzaja
sie na podstawie definicyj matematycznych, jakkolwiek
w wielu razach nie trudno wskaza¢ doswiadcezalne zrédlo
tych poje¢, 1 zarazem to, co w $wiecie zewnetrznym tym
Scistym pojeciom matematycznym przyblizenie odpowiadaé
moze. Ruch przeto, bedacy przedmiotem cynematyki, jest
pewna forma matematyczna, jest wyldealizowaniem rzeczy-
wistosci, jak sa nig formy geometryczne w stosunku do
przedmiotéw $wiata zewnetrznego. Cynematyka opierac
sig zatem musi na tych samych podstawach, na jakich spo-
czywa geometrya: postulaty geometryi sa jej postulatami.
Mozliwa jest wiec cynematyka w przestrzeni euklidesowej
1 w przestrzeniach nieeuklidesowych; mozliwa w przestrze-
ni tréjwymiarowej lub majacej mniej 1 wiecej wymiarow.
I jak geometrya za pomoca wlasciwych sobie konstrukcy)
stwarza wielkg rozmaitosé form, bezposrednio w przyrodzie
spostrzedz si¢ nie dajacych, to samo czyni i cynematyka.

W pewnej epoce umyslowosci lub dla pewnych celéw
stanowisko czysto-cynematyczne moze by¢ wystarczajacem.
Wiszak systemy planetarne PtolemeuszaiKopernika
byly wlasciwie teoryami cynematycznemi, a i prawa ruchu
Keplera nieinny w istocie rzeczy maja charakter. Mozna-
by nawet pomysle¢ idealnie taki stan wiedzy mechanicznej,
w ktérym by wystarczal opisruchéw, spostrzeganych w przy-
rodzie; lecz do tego byloby potrzeba, aby znana byla cala
rozmaitos¢ wszelkich ruchéw, zachodzacych w swiecie ze-
wnetrznym. Skoro jednak to by¢ nie moze, skoro zadaniem
wiedzy jest nietylko opis scisly ruchéw spostrzeganych, ale
zarazem przewidywanie rnchéw, spostrzeganych tylko
w czescl lub weale bezposrednio nie spostrzeganych; jednem
slowem, skoro wiedza przekracza dziedzing bezposredniego
spostrzegania, nalezy wznies¢ sig tedy na stanowisko wyzsze,
a racze] zaglebié sie w rzeczywistos¢ zjawisk przez ujecie
i sformulowanie idealne nowych elementéw. Badajac ru-
chy zachodzace w przyrodzie, spostrzegamy, Ze z przebie-
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giem pewnej liczby zjawisk zmienia sie przebieg innych;
jezeli wiec idzie o to, aby uja¢ w calosé pewna dzie-
dzineg spostrzeganych zjawisk, lub utworzy¢ z nich system,
to nalezy wprowadzi¢ do mechaniki pojecie wzajemnego
zwiazku ruchéw, ktérego wyrazem metafizycznym jest za-
sada przyczynowosci.  Nie bedziemy tu zastanawiali sie nad
zrodlem tej zasady i nad znaczeniem filozoficznem pojecia
przyczyny; powiemy tylko, ze w mechanice przyczynowose
sprowadza sie do wyrazenia zwiazku, zachodzacego pomie-
(lzy elementami badanych zjawisk lub ruchéw. Czy ten
quzek yistnieje“ w samej przyrodzie, ukryty w glebiach
Jgwazane] za niedoscigly istoty rzeczy, czy Jest wym]uem
§omecznosc1 tLWlaﬂQ] w umysle, czy wreszcie jest wyni-
‘klem jednego i druglego czynmka*pytama tego mechanika
Sie rozstrzyga i rozstrzygna¢ nie moze. Ona szuka tylko
sfunkcyj matematycznych, wyrazajacych zaleznosci pomie-
dzy zjawiskiem lub grupa zjawisk, okreslonych za pomocy

— ;- % 5 2 A
~pewnych elementéw a, b, ¢..., ainnem zjawiskiem lub grupa
© ==zjawisk, okreslonych za pomocs elementéw o/, ¥/, ¢,... ).

W)

<.

~
et

ldzie wiec w mechanice przedewszystkiem o to, aby zna-

Elezé takie zjawisko lub taki uklad zjawisk zasadniczych,

‘ =okreslonych za pomoca pewnych elementéw A, B, C,...

gz ktérym moznaby zestawic calay dziedzine badanych zja-

wisk w podobne zwiazki matematyczne. To zjawisko lub
ten uklad zjawisklub faktow elementarnych stanowi podsta-
wy mechaniki, w nim zawieraja sie jej pewniki lub postula-
ty. Ze stanowiska realnego mozna te postulaty nazwac
zasadwiczemi prawami przyrody; ze stanowiska formalnego sa
one postulatami, albo, jezeli chcemy, hypotezami, stanowia-
cemi podstawe umiejetnosci. Poglad pierwszy znajduje
usprawiedliwienie swoje w tem, ze dojscie do praw podsta-
wowych wymagalo uprzednio drogi doswiadeczalnej; drugi
przez to, Ze sg one z jednej strony wyidealizowanym wyni-
kiem doswiadczenia, z drugiej za$ uklad ich moze uledz
W pewnej mierze zmianie podobnej, jakiej doznal uklad ge-
omotryi euklidesowej w przejscin do geometryi ogdlnej.
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Odkrycie takich postulatéw, okreslenie elementéw zasadni-
czych 4, B, C,... nie bylo rzecza latwa i wymagalo calych
wiekow dlugiego rozwoju umyslowego; datuje ono wlasci-
wie od Galileusza i zostalo sformulowane przez New-
tona. Jednym np.ztakich postulatéw zasadniczych mecha-
niki jest prawo tak zwanej bezwtadnosci, z ktérem scisle w roz-
woju mechaniki wigze sie pojecie sily 1 masy. Prawo bez-
wladnosci znane jest ze wszystkich podrecznikéw fizy-
ki kazdemu poczatkujacemu uczniowi, a mimo to tkwi
w niem glebia trudnosei, nad rozwiazaniem ktérych pra-
cuja dotad najtezsze umysly filozoféw 1 matematykow !2).
Przekroczylibysmy ramy niniejszego zarysu, gdybysmy
cheieli zajaé sie szczegélowym rozbiorem tego waznego py-
tania; pozwolimy sobie tylko poczynié pewne uwagi, ma-
jace blizszy zwiazek z przedmiotem naszym.

Prawo bezwladnosci jest sformulowane przez Newt o-
na ) w jego tak nazwanem ,pierwszem prawie ruchu®
W sposéb nastepujacy:

,Kazde cialo trwa w swym stanie spoczynku albo ru-
chu jednostajnego i prostoliniowego dopéty, dopdki sily ze-
wnetrzne nie spowodujg zmiany tego stanu.

Prawoto wyraza, jak méwi Clerk Maxwell, ') pray
jakich warunkach sila zewnetrzna nie istnieje, t. j. nie dziala
na ciato. Pominmy wigc to, Ze w powyzZszem wyrazeniu
prawa bezwladnosci ukrywa sie zarazem i pojecie sily ze-
wnetrznej i zastandwmy sie nad pozostala trescia. W bra-
ku takiej sily, cialo powinno pozostawa¢ w stanie spoczyn-
ku lub porusza¢ sie ruchem jednostajnym po linii prostej.
Jak okresli¢ stan spoczynku? Oznacza on, Ze cialo nie po-
winno zmienia¢ swego miejsca w przestrzeni. Lecz miej-
sce ciala oznaczy¢ mozemy tylko wzglednie do innych cial.
Jakie wiec ciala wybierzemy do poréwnania; czy bedzie to
powierzchnia ziemi, czy slonce, czy gwiazdy stale? O ziemi
wiemy, Ze obraca si¢ okolo swej osl 1 obiega okolo slonca;
slonce 1 gwiazdy stale prawdopodobnie zmieniaja swe miej-
sca w przestrzeni. Gdziez jest wiec to cialo lub raczej
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ten uklad wspélrzednych, wzgledem ktérego oznaczye
mamy polozenie danego ciala? Czy spoczynek, o jakim
mowa, jest wiec wzgledny, t. j. wzgledem ziemi, slonca,
gwiazd stalych, czy bezwzgledny? Co mamy rozumieé
przez spoczynek bezwzgledny w przyrodzie?

Tez same uwagi zastosowa¢ mozna do innych uste-
péw pierwszego prawa. Mowa tam oruchu prostoliniowym
ijednostajnym ciala, na ktére nie dzialaja sily zewnetrz-
ne, t. j. ciala pozostawionego samemu sobie. Ruch moze-
my okresli¢ tylko wzglednie, t. j. odnoszac cialo do pewne-
go ukladu wspolrzednych. Gdziez jest ten uklad, wzgle-
dem ktorego cialo, poruszajac si¢ bez dzialania sily, opisuje
linig prosta ruchem jednostajnym? Jezeli opisuje linig pro-
sta wzgledem powierzchni ziemi, to z pewnoscig nie opisuje
jej wzgledem ukladu, ktérego poczatek znajduje sie w srod-
ku slonca; jezeli kresli prosta wzgledem tego ostatniego,
to nie opisze jej wzgledem ukladu, ktérego poczatek znaj-
duje sig np. w srodku Syriusza. Jak wigc rozumieé mamy
ruch prostoliniowy 1 jednostajny ciala, poruszajacego sie
wskutek bezwladnosci? Pomijam trudnosei, jakie tkwia
w okreslenin ruchu jednostajnego, odbywajacego sie przez
caly nieskonczonosce, bo poprzednie uwagi wystarczajg juz
do wykazania waznosci pytan zasadniczych, tkwiacych
w pojeciu bezwladnosci. Jak wiec rozumie¢ mamy to pra-
wo? Czy jest ono prawda, czy moze by¢ podstawa umiejet-
nego badania przyrody, czy zgadza si¢ z doswiadczeniem
1 nie prowadzi do bledow?

Odpowiedz jest prosta. Prawo bezwladnosci z calem
zaufaniem stosowa¢ mozna; zgodne jest ono bowiem z isto-
ta wszelkiego dochodzenia 1 badania naukowego. Odkry-
tem zostalo ono na drodze doswiadczalnej przez badanie
cial poruszajacych sie na powierzchni ziemi w jej bliskosei.
Nie ma tu wprawdzie cial, na ktére nie dziala zadna ,sila
zewnetrzna¥; cial, ,pozostawionych zupelnie samym sobie,
ale sg ciala, co do ktérych w pewnej mierze i w pewnych
granicach takie zalozenie (przybliZone) uczyni¢ mozna; ta-
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ka jest np. kula, poruszajaca sie po gladkiej powierzchni
poziomej, takim np. jeden z ciezarkéw, spadajacych w zna-
nem doswiadczeniu z maching Atwooda. Kula, ktérej na
plaszczyznie nadano ruch, porusza sie nastepnie w sku-
tek bezwladnosci ruchem jednostajnym po linii prostej
weiagu pewnego czasu; podobniez ruchem (prawie) je-
dnostajnym spada 6w ciezarek w machinie Atwooda
ku ziemi. W tych przeto zjawiskach mamy doswiadczalne
stwierdzenie prawa bezwladnosci cial, odniesionych do po-
wierzchni ziemi. Ze zjawisk ruchu, spostrzeganych na po-
wierzchni ziemi mozna juz wydzieli¢ a raczej wyidealizo-
wag tres¢ prawa bezwladnosci. Galileusz zastosowal je do
teoryl ruchu cial spadajacych, Newton poszedl dalej i za-
stosowal do teoryi ruchéw cial niebieskich i do mechaniki
wogodle. Tym sposobem, w miare rozwijania sie wiedzy,
w miare przekraczania pierwotnej dziedziny badan, stoso-
walnosé prawa bezwladnosei rozszerzala sie coraz bardziej,
stwierdzana wynikami obserwacyi, ktére wykazywaly zgo-
dnosé zteorya. Tymsposobem prawo bezwladnosci w wyslo-
wieniu Newtona i w tem znaczeniu, jakie obecnie nadaje
mu mechanika, nalezy rozumieé¢, jako wyidealizowana for-
me wyniku doswiadczenia, ktéra stosujemy kolejno
w miare rozszerzania sie dziedziny badan naszych do
ruchéw ziemskich, planetarnych, gwiazdowych. Jestto
_wiec 1 prawda doswiadczalna, jako z doswiadczenia wy-
dzielona 1 doswiadczeniem na réznych stopniach rozwoju
stwierdzi¢ sig dajaca, 1 zarazem zasada kierownicza przy sto-
sowaniu poje¢, zdobytych na pierwszych stopniach badania,
przy badaniach dalszych; zasada, ktérg mogliby$my zarzucié
dopiero wtedy, gdybysmy w pewnem stadyum badania znale-
zli niezgodnos¢ obserwacyi z teorya 1 zarazem dowiesé¢ mo-
gli, ze ta niezgodnos¢ jedynie z przyjecia prawa bezwla-
dnosci pochodzi. Do tej pory niezgodnosci takiej nie napo-
tkano 1stad prawo bezwladnosci jest zasada mechaniki
fizykalnej i fizyki, w mechanice teoretycznej zas pod tg lub
inng forma (np. przez okreslenie matematyczne sily) jest
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podstawa systemu; stad to takze i ze wzgledu na pierwia-
stek idealny, w niem tkwiacy, uwazane bywa niekiedy przez
filozoféw za zasade apriorystyczna, zupelnie od doswiadcze-
nia niezalezng.

Zwrécilismy uwage na wazng okolicznos¢, ze prawo
bezwladnoscl jest zasadg kierownicza, przy pomocy ktérej
wznosimy sie po nad dziedzine pierwotna badan, doswiad-
czenin naszemu dostepna, i posuwamy sie¢ na dalsze stopnie
poznania. Pod tym wzgledem zachodzi wyrazna analogia
pomiedzy rozwojem mechaniki i matematyki, analogia, kto-
ra powtarza si¢ we wszystkich niemal dziedzinach umyslo-
wego badania. Analogii tej poswiecimy nizej kilka jeszcze
uwag.

Powiedzielismy, ze prawo bezwladnosci zwiazane jest
scisle z pojeciem sily 1 masy, do takiego stopnia, Ze mozna
w ukladzie prawd zasadniczych mechaniki prawo bezwla-
dnosei zastapi¢ definicyami sity 1 masy. Taki sposéb przed-
stawienia rzeczy widzimy w ,Mechanice teoretycznej* Kir-
choffa, w ktérej wszelka metafizyka, thkwiaca w pojeciach
zasadniczych mechaniki jest usunieta, a sama mechanika,
jako opisanie zupelne i najprostsze ruchow w przyrodzie, opie-
ra sie na definicyach formalnych sily 1 masy oraz na prawie
tak nazwanej niezaleznosci sil.

Zasadnicze pojecia sily 1 masy byly, podobnie jak
i prawo bezwladnosci, przedmiotem glebokiej krytyki umie-
jetnej, przed ktdra ostaly sie, jako pewne formy idealne, za
pomoca scislych definicyj do zwiazkéw matematycznych
wprowadza¢ sig dajace. Na nich zbudowano cala mechanike
teoretyczna, ktérej najwspanialsze zastosowanie stanowi
mechanika niebieska, na prawach mechaniki teoretycznej
1 okresleniu sily ciazenia oparta. Mechanika teoretyczna
stata sie typem idealnym umiejetnosci, na wzor ktérej
umys! ludzki usilowal wznies¢ fizyke umiejetna, obejmuja-
ca cala rozmaitose zjawisk, ktére nie zawsze bezposrednio
do rozmaitych zjawisk mechanicznych sprowadzi¢ sie daly.
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Pod poteznym wplywem mechaniki Newtona pozosta-
waly 1 pozostaja jeszcze nauki fizyczne.

Posunieta w najnowszych czasach doswiadczalna i teo-
retyczna wiedza zjawisk fizycznych odslania nowe widno-
kregi dla badawczego umyslu. Pojecie energii i zasada jej
zachowania wystepuje coraz wyrazniej na plan pierwszy
1 staje sie tym faktem elementarnym i zasadniczym, na kté-
rym buduje sig obecnie umiejetnosé fizyczna. Wydzielona
z praw mechaniki, stwierdzana doswiadczalnie w zjawi-
skach ruchu, stala sie zasada energii zasada kierownicza,
ktéra na podobienstwo zasady bezwladnosci przenosi fizyka
do coraz nowych dziedzin badania. Przy pomocy niej prze-
kracza on pierwotna dziedzing mechaniki wlasciwej 1 wste-
puje w dziedzing zjawisk swiatla, ciepla, elektrycznosci
i magnetyzmu oraz zjawisk chemicznych. Przez to samo
zasada ta uogdlnia sig 11idealizuje, z czysto-mechanicznej
staje si¢ zasada ogdlno-fizyczna. Czynione sg préby do po-
stawienia pojecia energii na czele calego systemu wiedzy,
jako pojecia zasadniczego, z ktérego wyplywaja nietylko
juz pojecia sily i masy w ruchu mechanicznym, ale odpo-
wiadajace im elementy w innych zjawiskach jako po-
chodne 7).  Blizszy rozbiér tego nowego kierunku nauk
fizycznych do naszego przedmiotu nie nalezy; zaznaczamy
tylko, ze w tym rozwoju wiedzy, w tem tworzeniu form no-
wych, coraz bogatszych 1 tresciwszych, w stawianiu zasad
umiejetnosci przebija sig wyraznie to samo dazenie, ktore
przedstawilismy wyzej, moéwiac o rozwoju czystej wiedzy
matematycznej. Jedno prawo zdaje sie kierowa¢ postepem
mysli ludzkiej, badajacej przyrode, wznoszacej si¢ ponad
rzeczywistos¢ doswiadczalng 1 jednoczesnie zglebiajacej co-
raz dokladniej swiat zewnetrzny.

#

# &

Matematyk angielski Peacock i niemiecki Han-
kel 18) sformulowali zasade, jaka kieruje sie¢ matematyka
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przy uogdlnianiu pojeé¢ i praw w dziedzinie liczb. Zasada
ta, nazwana przez nich ,zasadg zachowania form réwnowa-
znych lub praw formalnych“. (Principle of the permanen-
ce of equiqualents form; Prinzip der Permanenz formaler
Gresetze), W nauce o liczbach polegana tem, ze gdy dzialania
arytmetyczne odwrotne (odejmowanie, dzielenie, wyciaganie
pierwiastkéw), pobudzaja nas do tworzenia liczb nowych,
(ujemnych, ulamkowych, urojonychit. p.), wtedy staramy
sie, rozszerzajac zakres dzialan, podda¢ je takim prawidlom,
aby prawidla te obejmowaly w sobie, jako szczegdlny przy-
padek, dzialania nad liczbami dziedziny pierwotnej, t. j. nad
liczbami calkowitemi (dodatniemi). Podobnie rzecz sie ma
z uogélnieniem np. pojecia potegi. Potege, t.j. iloczyn
czynnikéw réwnych, okreslamy pierwotnie tylko dla wy-
kladnikow calkowitych dodatnich, lecz w dalszym rozwoju
nauk uogdlniamy pojecie potegi, wprowadzajac wykladniki
ujemne, wlamkowe, urojone. Otdz to uogdlnienie odbywa
sig w ten sposéb, ze prawidla dla poteg uogdlnionych za-
wiera¢ w sobie winny prawidla dzialan nad potegami o wy-
ktadnikach calkowitych dodatnich.

Sa to przyklady szczegélne zastosowania zasady za-
chowania dzialan, lecz oczywiscie zasada ta ma znaczenie
daleko ogélniejsze; sadzimy nawet, Ze daje si¢ ona wykryc
w rozwoju calej wiedzy matematycznej. Juz samo sformu-
lowanie jej dla dziedziny liczbowej bylo zaslugg nie mala
1 przynioslo korzys¢ nauce z tego wzgledu, ze pobudzilo
matematykow do zajecia sig gruntownem zbadaniem istoty
samych dzialan arytmetycznych. Teorya dzialan w $ci-
slem znaczeniu tego wyrazu byla przedtem nieznang. Do-
piero pytanie o stosowalnosci pierwotnie okreslonych dzia-
lan, do dziedziny liczb nowych, doprowadzilo do badan
nad tem, jakie sa cechy istotne (konieczne i dostateczne)
kazdego z dzialan zasadniczych, oraz do wskazania i wy-
czerpania zwigzkéw pomigdzy dzialaniami. Zwrdécono wte-

s
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dy uwage na zasadnicze wlasnosei dodawania 1 mnozenia,
ktérym to wlasnosciom nadano nazwy prawa lgcznosci, wy-
razajacego sie wzorami:

a+0b4+c)=(@+0+c¢, abc)=(ab)c;
PraWa przemiennosci:
at+b=b-+a, ab=1la,
wreszcie prawa rozdzielnosci:

@t+bec=(a+eb.

Przyjmujac te wlasnosci za podstawe okreslenia dzia-
lan, osnuto na nich teorya formalng dzialan arytmetycz-
nych, ktora rozwinieta i udoskonalona przez Grassma-
na, Hankela, Peirce’a i innych, dala poczatek no-
woczesne] algebrze formalnej. Umiejetnosé ta odpowiada
najscislej duchowi czystej wiedzy matematycznej, ktora, jak
wiemy, jest w gruncie rzeczy nauka o formach idealnych.
Rozwdj tej nauki zwiazal jg tez Scisle z tak nazwana logi-
ka formalna, ktora przybrawszy szaty matematyczne, staje
sie dzi$ umiejetnoscia scisla 1 odkrywa dla umyslu dziedzi-
ny, trudno dostepne dla logiki, traktowanej sposobem zwy-
klym.

Zasade zachowania wypowiada Hankel w postaci
takiej: ,Jezeli dwie formy, wyrazone w ogélnych znakach
algebraicznych, sa sobie réwne, to pozostaja takiemi, gdy
znaki te nie oznaczaja juz liczb dziedziny pierwotnej, gdy
przeto dzialania otrzymujg tres¢ nowa“.

Dodaje przytem Hankel, ze ta zasada nie winna
by¢ stosowana zupelnie swobodnie, bo moglaby krepowac
ogolnos¢ badan: ma ona sluzyé przedewszystkiem do okre-
slenia prawidel koniecznych 1 dostatecznych, o ile te sa od
siebie niezalezne.
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Jak rozumie¢ nalezy to zastrzezenie? Podalismy
wyzej cechy zasadnicze dodawania i mmozenia. Jedna
z takich cech jest naprzyklad przemiennosé, ab=ba. Ot6z
w badaniu ogélnem mozemy te ceche pominaé lub zastapic
innym warunkiem np. ab = — ba, i zapytac, jaki jest uklad
form, ktoéry czyni zados¢ pozostalym warunkom? Zacho-
dzi w tym przypadkn analogia do opisanego przez nas po-
przednio postgpowania w geometryi, kiedy w ukladzie pe-
wnikéw geometryi euklidesowej pomijamy lub zmieniamy
jeden z nich, pozostawiajac bez zmiany inne, i tym sposo-
bem od geometryi euklidesowej wznosimy sie do geometryi
ogolnej.

Zasade zachowania dzialan formalnych mozemy wy-
powiedzie¢ w postaci ogélniejszej '), ktéra wykaze, ze ona
ujawnia sig w rozwoju calej matematyki, a mianowicie:
yJezeli formy pewnej okreslonej dziedziny poddajemy okre-
slonym konstrukcyom i dzialaniom, ktére doprowadzaja do
pewnych zwigzkéw pomiedzy formami tej dziedziny, to
zwiazki te uwazamy za zachodzace 1 wtedy, gdy konstruk-
cye 1 dzialania prowadza do wynikéw, ktérych nie mozna
uwazaé bezposrednio za formy do naszej dziedziny naleza-
ce“. Utrzymanie wlasnie zwigzkéw tych samych dla je-
dnych i drugich form pozwala obja¢ dawne inowe formy
jedna dziedzine rozszerzona.

Historya wiedzy wskazuje, ze istotnie podobna zasada
kierowala, lubo niekiedy bezwiednie, krokami wynalazcow.
Przeczytajmy naprzyklad to, co méwi geometra francuski
Poncelet we wstepie do swego znakomitego dziela o wla-
snosciach rzutowych figur (Traité des propriétés perspec-
tives des figures, 1822) o zasadzie ciaglosci (principe de con-
tinuité), ktora pozwala ,aby wlasnosci 1 zwiazki znalezio-
ne w jednym ukladzie figur, stosowaly sie do ukladéw na-
stepujacych, z zachowaniem naturalnie zmian szczegdlnych,
jakie zajs¢ mogly“; przeczytajmy niemniej $wietny wstep
do réwnie znakomitego dziela geometry niemieckiego
Steinera o rozwoju systematycznym zaleznosci wzaje-
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mnej form geometrycznych (,Systematische Entwickelung
der Abhingigkeit geometrischer Gestalten von einander
1832%), w ktéorym méwi ,Ze rozmaite wlasnosci figur geo-
metrycznych, o istnienin ktérych mozna bylo przekonaé sie
jedynie za pomocg sztucznych dowoddéw, i ktére, po odkry-
ciu, zdawaly sig czems cudownem, sa koniecznem nastep-
stwem najprostszych wlasnosci elementéw zasadniczych¥—
a slowa te przekonaja nas, ze nietylko w nauce liczb ale
1 w nauce form geometrycznych rozwdj odbywa sie w ten
sposob, ze znalezione dla pewnej pierwotnej dziedziny
zwigzki zasadnicze stosujemy do dziedzin dalszych. Tg
dziedzina pierwotna jest w arytmetyce uklad wlasnosei, ce-
chujacych dzialania zasadnicze na liczbach calkowitych;
w geometryi — uklad postulatéw lub pewnikéw i konstruk-
cyj elementarnych.

Pomyslmy sobie z géry dwie dziedziny form i niechaj
kazdej pojedynczej formie lub elementowi jednej z nich od-
powiada pewna forma, lub element drugiej. Jezeli to przej-
scie od jednej dziedziny do drugiej, stanowiace pewien pro-
ces myslowy, majacy swéj wyraz matematyczny w pewnej
konstrukeyi lub dzialaniu, nazwiemy odtworzeniem jednej
dziedziny w drugiej lub przeksztatceniem jednej na druga,
to z wyzej wypowiedzianej zasady zachowania mozna be-
dzie wysnu¢ zasade odwrotna nastepujaca:

,2Mozna pomysle¢ takie odtwarzania lub przeksztalce-
nia, iz zwigzki, zachodzace pomiedzy formami pierwszej
dziedziny, zachodzi¢ beda pomiedzy formami drugiej; po-
myslane zatem odtwarzania lub przeksztalcenia majg te
wlasnosé, iz nie zmieniaja zwiazk6éw, zachodzacych pomie-
dzy formami“.

Przyklad stosowania podobnej zasady mamy w now-
szych teoryach geometrycznych o przeksztalcaniu powierz-
chni jednych na drugie, przy niezmiennosci wyrazenia ich
elementu liniowego; do niej sprowadza sie ogdlniejsza teo-
rya odtwarzania podobnego, do niej sprowadzi¢ sie daja
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zasady dwoistosci 1 odpowiednosci (1a dualité et homographie)
Chasle’ait.d. Wprowadzajac pojecie grupy przeksztal-
cenia t. j. szeregu przeksztalcen, majacych te wlasnosé, ze
kazda zmiana, wynikajaca z kombinacyi dwéch przeksztal-
cen, znajduje si¢ w tym szeregu, mozemy pojsé jeszeze da-
lej 1 objac ta zasada wszystkie najwyzsze nogélnienia nauki
geometrycznej 2°).

Jestesmy zdania, ze pod przewodnictwem zasady za-
chowania odbywa sie rozwdj wiedzy mafematycznej; ona to
bowiem prowadzi do uogélnien, stanowiacych wybitng ce-
che tej wiedzy. Nie nalezy jednak sadzié, ze samo sformu-
lowanie zasady wystarcza do czynienia odkry¢. Jest to bo- -
wiem zasada kierowniczo-metodyczna, wazna przy badaniu
rozwoju wiedzy, przy stawianiu twierdzen ogdlnych i przy
wykladzie, lecz nie czyni ona wecale zbyteczng tworczosci,
ani nie wystarcza do scislego uzasadnienia prawd matema-
tycznych. Przedewszystkiem obok niej konieczna jest pe-
wna zasada regulujgca, aby uogdlnienia poje¢, dzialan
1 zwigzkéw nie doprowadzaly ani do sprzecznosci logi-
cznych, ani do niezgodnosci z prawdami, stwierdzonemi juz
dla badanej dziedziny. Jezeli wiec na zasadzie zachowa-
nia, prawde, powstala przez unogélnienie pewnego twierdze-
nia, dowiedzionego dla jednej dziedziny, zastosowalismy do
innej dziedziny, to musimy w tej nowej dziedzinie pogodzi¢
to twierdzenie z cechami jej zasadniczemi lub z innemi
twierdzeniami, znanemi skad inad.

Jezeli pozwolilismy tu sobie zatrzymac si¢ dluzej nie-
co nad strong formalna prawd matemfatycznych) to dlatego,
ze pytania te, pozostaja, jak sadzimy, w Scislym zwiazku
z metodami stosowania matematyki do badan przyrody.
Stosowanie to, jak wiemy, polega na stopniowem idealizo-
waniu rzeczywistosci, na nadawaniu wynikom obserwacyi
ido$wiadczenia postaci zwiazkéw matematycznych. Zadanie
astronomiczne, fizykalne lub chemiczne, gdy je przy pomo-
cy form matematycznych pod postacig podobnego zwigzku
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przedstawimy, staje sie zadaniem czysto-matematycznem,
ktore przy pomocy wlasciwych metod poddaé mozna bada-
niu teoretycznemu. Najczesciej prowadza pytania takie do
réwnan rézniczkowych; znalezienie rozwiazan lub odkrycie
zasadniczych wlasnosci rozwiazan tych réwnan staje sie
gléwnem zadaniem badacza; od doskonalosci zas metod roz-
wiazania pytan czysto-matematycznych zalezy powodzenie
badania. Otrzymane rozwiazania poddaje sie wtedy inter-
pretacyi fizykalnej: rezultaty teoretyczne pordéwnywa sie
z rzeczywistoscia, t.j. z wynikami doswiadczenia 1 obser-
wacyl. Z drugiej strony nadanie formy matematycznej
zjawisku fizycznemu pozwala na uogdlnienia wlasciwe ma-
tematyce. Juz sama forma matematyczna moze by¢ ogél-
niejsza od zjawiska fizycznego, a stad rozwiazania matema-
tyczne moga obejmowac¢ rozmaitosci, jakich nie napotyka-
my bezposrednio, albo wcale nie napotykamy w doswiad-
czeniu. Okolicznosé ta pozwala czesto na odkrycie pe-
wnych zwiazkow lub praw, ktérych bezposrednio za pomo-
ca doswiadczenia nie bylibysmy w stanie odslonic. Fakt
ten zbyt dobrze jest znany z dziejéw fizyki i astronomii,
abysmy potrzebowali stwierdza¢ go przykladami.

Gdy wiec watpliwosci nie ulega, Ze przy pomocy form
1 metod matematyki, udalo sie zglebi¢ przyrode, nie moze
ulega¢ tez watpliwosci, ze irozwdj wiedzy przyrodnicze]
jak to juz powiedziano na samym wstepie, scisle jest zwia-
zany z postepem nauk matematycznych. Zasadzie zacho-
wania praw formalnych w matematyce mozna przeciwsta-
wi¢ analogiczna zasade stosowania tak zwanych praw przy-
rody do coraz nowych dziedzin badania. Wspomnielismy
juz wyzej o prawie bezwladnosci, ktére w rozwoju wiedzy
fizycznej stosowano kolejno do ruchéw ziemskich, do ukta-
déw planetarnych, do ruchéw gwiazd stalych. Jest to, ina-
czej méwiac, zachowanie form matematycznych sily i masy,
wydzielonych ze spostrzegania zjawisk ziemskich, donowych
i dalszych dziedzin badania. Wspominalismy o zasadzie
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zachowania energii, ktora z dziedziny mechanicznej prze-
niesiono do dziedziny zjawisk fizykalnych (fizycznych i che-
micznych). Podobnie, jak to wyzej powiedziano o stosowa-
niu zasady zachowania dzialan do poszczegélnych dziedzin,
nalezy analogicznie przy stosowaniu zasady zachowania
energii do poszczegélnych dziedzin fizykalnych np. do zja-
wisk ciepla, mie¢ oczywiscie na wzgledzie, aby stosowanie
to nie pozostawalo w sprzecznosci z prawami, charakteryzu-
jacemi te dziedziny. Moznaby np. powiedzie¢, ze drugie
prawo termodynamiki jest wlasnie taka zasads regulujaca,
ktéra wystepuje obok zasady zachowania energii, ktéra
w tej dziedzinie nosi nazwe pierwszego prawa termody-
namiki.

Nie wdajac sie w dalsze rozwinigcie wskazanych ana-
logij, poswiecimy jeszcze w koncu sléw kilka na blizsze
okreslenie znaczenia matematyki w badaniach przyrodni-
czych.

Wiemy juz, ze matematyka jest w badaniu tem na-
rzedziem niezbednem do tego stopnia, Ze nie mozna pomy-
sle¢ weale rozwoju wiedzy $cislej bez udzialu matematy-
ki. Wiemy takze, ze nauka wtedy dopiero wstepuje na
wyzszy stopien doskonalosci, gdy staje sie bardziej dedukeyj-
na, to jest im bardziej zbliza si¢ np. do typu mechaniki, bu-
dujacej swe prawdy za pomoca metod matematycznych, na
podstawie pewnego ukladu prawd zasadniczych. Ale po-
zostaje jeszcze do rozstrzygniecia wazne pytanie, czy ma-
tematyka jest jedynie narzedziem badania, wprawdzie wa-
znem i niezbednem, lecz tylko narzedziem; czy tez przeci-
wnie odtwarza nam i odkrywa rzeczywistos¢ do tego sto-
pnia, ze do poznania rzeczywistosci sama jedna wystarczy¢
moze. Sadzimy, Ze poprzednie uwagi nasze daja dosta-
teczng odpowiedz na to pytanie. W tych granicach, w ja-
kich méwi¢ nam wolno o poznawaniu rzeczywistosci, pro-
wadzg do niej zardwno 1 w polaczeniu: obserwacya, doswiad-
czenie 1 matematyka. Roéznica tych narzedzi polega na

3
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tem, ze doswiadczenie i obserwacya odnoszg sig do zjawisk,
lub ukladu zjawisk, ze tak powiem specyficznych; matema-
tyka zas zwigzkami swemi objaé moze rozmaite mozliwosci,
ktorych przypadkiem szczeg6lnym jest rzeczywistosé. Ma-
tematyka jest, jak powiedzielismy juz, ogodlniejsza od rze-
czywistosci spostrzeganej lub doswiadczanej. Daje ona nie-
jako ramy, w ktorych te rzeczyw1stosc pomiesci¢ mozna,
a zatem w pewneJ mierze wigcej niz w nig wkladamy, dzigki
temu, ze pojecia form matematycznych sa zdolne do nogél-
nien. Powiedzielismy w pewnej mierze, bo jezeli zechcemy
od formul matematycznych powrécic do rzeczywisto-
$ci, to winnismy z koniecznosci nwzgledni¢ znowu podsta-
wy zasadnicze i $ciesni¢ niejako mozliwose, aby otrzymac
z niej interpretacys rzeczywistosci.

Z drugiej strony, przyjmujac pewne wyniki doswiad-
czen elementarnych, po wyidealizowaniu ich, za podstawe
czysto formalng dochodzenia, mozemy stworzy¢é umieje-
tnos¢ idealng, ktéra, nie bedgc wprost badaniem przyrodni-
czem, stanowi¢ moze sama przez sig interesujacy przedmiot
spekulacyi i prowadzi¢ do pewnych wynikéw ogdlnych,
pod ktére podciggnaé sig daja wyniki teoryj fizycznych.
Taki np. charakter majg pigkne prace Gosiewskiego,
w ktérych wychodzac z najogélniejszych pojeé zmiennosci
ukladu w czasie, przy pomocy zasad rachunku prawdo-
podobienstwa, dochodzi do interesujgcych twierdzen, obej-
mujacych w sobie niektére zasady ogdlne nowszych pogla-
déw fizycznych ?!). Tego rodzaju badanie, nie bedac w isto-
cie rzeczy badaniem fizykalnem, rzuca ciekawe $wiatlo na
istote zastosowan matematyki.

Spekulacya matematyczna moze zajs¢ bardzo daleko
1 przeniesé¢ badacza w dziedziny, zupelnie od rzeczywistosci
oderwane do tego stopnia, iz umysl jego opanowuje zludze-
nie, ze rezultaty tej spekulacyi majg wprost wartosé onto-
logiczng. Wyradza si¢ wtedy pewnego rodzaju mistycyzm
matematyczny, jaki w historyli napotykamy u pytagorej-
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czykéw, neoplatonikéw, astrologéw oraz dzi§ w nieuprawnio-
nych twierdzeniach zwolennikéw istnienia czwartego wymia-
ru, ktérzy za pomoca nowych poje¢ geometrycznych roz-
wiazuja zagadki istnienia. Mistycyzm taki jest oczywiscie
zboczeniem od zasad stosowania matematyki. Badacz
prawdziwy nie bierze wprost form matematycznych za sa-
ma rzeczywistos¢, bo swiadomy jest drogi, na jakiej poje-
cia tych form powstaly i rozumie, pod jakiemi zastrzezenia-
mi wolno mu od wynikéw spekulacyi powrdci¢ do $wiata
rzeczywistego. Mistycyzm matematyczny tedy jest wynikiem
niezrozumienia genezy poje¢ matematycznych i warunkéw
ich stosowalnosci do badania przyrody.

Lecz jezeli matematyka nie odslania nam metafizyki
bytu i nie rozwigzuje zagadki stworzenia, to daje nam za to
potezne narzedzia umyslowe badania zjawisk. Idealng sie-
cig form liczbowych i geometrycznych obejmuje rzeczywi-
stos¢, sigga do ogroméw wszechswiata i przenika do niedo-
stepnych wprost dla zmysléw zrddel zycia przyrody. Kie-
ruje tworczoscig naszq w naukach stosowanych, ktére po-
suwajg cywilizacya. Geneza swych pojeé i metod przed-
stawia najwspanialsze zagadnienie dla filozofii, docierajacej
od wiekéw do zrédla bytu i wiedzy. Matematyka najle-
piej uwydatnia moc ducha ludzkiego, ktéry przyrodzie ze-
wnetrznej przeciwstawia mysliza jej pomocg stwarza
swiat nowy, bedacy znamieniem i chwala ludzkosci.

') Pomyst ten rozwinagt Dedekind w broszurze: . Stetigkeit
und irrationale Zahlen“ 1872 | wydanie 2-gie 1892. ;

?) Rozprawa Hermit e’ a, stanowigca podstawe nowych ba-
dan nad liczbamie i = ogloszona zostata w r. 1874 p. t.: ,,Sur la fonction
exponentielle. Lind emann oglosit swojg rozprawe o liczbie = w r-
1882 w tomie XX dziennika: ,Mathematische Annalen. W roku biezg-
cym (1893) Hilbert, azanim Hurwitz i Gordan podali sposo-
by tak proste dowodzenia przestepnosci liczh ein, Ze rzecz ta hedzie
mogta przej$é juz do podrgcznikéw rachunku wyzszego. Dowody trzech
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wymienionych ostatnio uczonych sg powtorzone w znajdujacym sie pod
prasg tomie V , Prac matematyczno-fizycznych*

3) Kepler, Stereometria doliorum 1635, Cavalieri, Geo-
metria indivisibilibus continuornm nova quadam ratione promota 1635,
Fermat, De maximis et minimis 1638, Barrow, Lectiones geo-
metricae 1670, W allis, Arithmetica infinitorum 1655.

4) Leibniz Nova methodus pro maximis et minimis ete.
1684; Newton De analisi per aequationes numero terminorum in-
finitas 1669. Methodus fluxionum, napisane w r. 1681, ukazalo sie
w druku dopiero w 1736.

%) Podane w tekdcie slowa o stosunku teoryj matematycznych
do metafizyki znajduja uzasadnienie w samodzielnodci matematyki,
ktora wynika z jej istoty i stwierdzona zostata jej dotychczasowym
rozwojem. Ostrzezenie nasze nie oznacza bynajmniej, ze nie nzna-
jemy zrédla psychologicznego form matematycznych i ze lekcewazy-
my badania filozoficzne lub teoretyczno-poznaweze nad pojeciami i me-
todami matematyki. Przeciwnie uwazamy badania takie za nader waz-
ne. Pojecia matematyki sa nawet niezbedne w studyach teoryi
poznania, a rozw6j stopniowy pojeé¢ tych stanowi jedno z najbardziej
ciekawych zagadnien dla filozofa; zagadnien, ktore w kazdej epoce roz-
woju wiedzy na nowo i z ulepszonemi srodkami podejmowaé nalezy.

- Wykrycie zrédla pojeé matematycznych, zbadanie proceséw myslowych,
jakie prowadzg do nogélnien w matematyce, wysledzenie zwiagzkow lo-
gicznych pomiedzy pojeciami, stanowisko ich wéréd pojeé innych nmie-
jetnosei, zasady i granice stosowalnodei matematyki w innych nau-
kach — oto zagadnienia, jakie przypadajg do rozwiazania filozofowi.
W tego rodzaju badaniach bedzie on musial oczywiscie oprzeé sie na
podstawach psychologii i teoryi poznania, ale musi tez wniknaé gleho-
ko w charakter metod samej matematyki. Nietyle technika tej nanki—
chociaz i ta ma swoja filozofia,—nie tyle specyalne zagadnienia mate-
matyczne, ile jej podstawowe pojecia i metody stanowié maja pierwszo-
Tzgdny przedmiot spekulacyi filozoficznej.

Jak z jednej strony nie nalezy wprowadza¢ metafizyki do mate_
matyki, tak z drugiej nie wolno tez bez zastrzezein wysnuwaé
z matematyki konsekwencyj metafizycznych, do jakich naleza np.
poglady metafizyczne o nieskonczonodci §wiata, ciaglodci materyi i t. p.,
wysnuwane z nieskonczonosciowych form matematycznych. Takie nieu-
prawnione wnioskowanie prowadzi¢ tatwo moze do niedorzecznosei, jak
to niejednokrotnie stwierdzila historya rozwoju mysli ludzkiej. We
wszystkich badaniach tego rodzaju najwyzsza madroscia jest przestrze-
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ganie granic stosowalnosei pojeé, oparte na §wiadomosei Zrédla, z ktore-
go powstaly, i drogi, na jakiej doznaly wogélnienia.

6) Poincaré, Le continu mathématique w ,Revuejde meta-
physique et de morale Nr 1. 1893.

7) Nie mozemy tu poming¢ milczeniem nowego kierunku w ana-
lizie, ktorego przedstawicielem w Niemczech jest niedawno zmarly zna-
komity matematyk Kronecker, we Francyi Méray i Riquier.
Kierunek ten moznaby nazwaé ,arytmetycznym®, a polega on na tem, ze
caly dziedzing analizy stara sie sprowadzié na pole metod czysto ary-
tmetycznych, t. j. takich, w ktorych wystepuja jedynie liczby calkowite
(dodatnie), uwazane za stanowiace dziedzing ,realna“, podczas gdy
wszystkie inne rodzaje i gatunki liczb sg tylko wedlug tego pogladu
symbolami rachunkowemi.  Waszelkie dzialania, ktore w zwyklem
traktowaniu prowadza do liczb utamkowyeh, niewymiernych, urojonych
i t. d. stara sig ta szkola wyrazié za pomoca zwiazkow pomiedzy liczba-
mi catkowitemi.

Na pozor zdawaé by sig moglo, ze poglad taki stanowi powrot do
dawnych czaséw, w ktorym liczbom niewymiernym, urojonym i t. d.
nie przypisywano zadnego znaczenia, lecz w istocie tak nie jest. Nowy
kierunek dotychezasowego postepu i rozwoju matematyki nie neguje;
owszem wehlania go, ze tak powiemy, tylko odmienng a oryginalng
nadaje mu postaé. Wszystko to, co zdobyto w matematyce na drodze
jej rozwoju, nacechowanego powyzej w tekscie kilkoma rysami, wszyst-
ko to stanowi zdobycz niewzruszong, ktorej umysty oryginalnych mysli-
cieli starajg signadaé forme sobie wlasciwa. Roznice te prowadza doroz-
nych kierunkéw, do réznych szkot matematycznych. Objaw to niezmiernie
interesujacy, powtarzajacy sie w dziejach matematyki, stanowi réwniez
jak sadzimy, zagadnienie bardzo wdzigezne dla filozofa. W matematy-
ce, jak i w innych umiejetnosciach, objawia sig dualizm kierunkéw umy-
stowych, znany w filozofii pod réznemi nazwami. Matematyka wszak-
ze przez samy istote swych zagadnien, przez ezysto-formalny charakter
swych pojeé i dziatan, wznosi sie niejako po nad roznice kierunkow
i w tem wlasnie tkwi jej potega teoretyczna oraz doniostosé praktyczna
w zastosowaniach.

8 Lobaczewski pomysly swoje wypowiedzial po raz pierw-
szy w rozprawie ,Exposition succinte des principes de la Géométrie*
czytanej na posiedzeniu fakultetu fizyko-matematycznego w Kazaniu
w lutym 1826 r., lecz dopiero rozprawa ogloszona w XVII tomie dzien-
nika Crelle’ go p.t. ,Géométrie imaginaire” (r. 1837) oraz ,,Geome-
trische Utersuchungen zur Theorie der Parallelen‘ (1840) przyczynily sig
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dorozpowszechnienia jego teoryi. Poglady Bolyaia ogloszone zostaly
w r. 1832 w dzielku Tentamen juventutis i t. d. W geometryi nieeukli-
desowej Lobaczewskiego przez punkt P dany zewnatrz prostej
AB mozna poprowadzié dwie proste PC i PD réwnolegle do prostej 4 B.
Przediuzajae proste PC i PD po za punkt P w druga strong, otrzy-
mamy dwa pola OPD i ' PD'. Kazda z prostych, w tem polu nakre-
slonych i przez punkt P przechodzacych, nie przecina prostej 4B. Ma-
my wiee w geometryi nieeuklidesowej w kazdym punkcie P zewnatrz
prostej AB dwie proste do prostej A3 rdwnolegle i nieskonczona liczbe
prostych, nieprzecinajgcych danej lecz nieréwnolegtych.

) Rozprawy Riemanna, Helmholtza, stanowiace podsta-
we catego niemal dzisiejszego ruchu w dziedzinie geometryi ogdlnej,
maja tytuly, pierwsza: ,Ueber die Hypothesen welche der Geome-
trie zu Grunde liegen®, druga: ,Ueber die Thatsachen die der Geome-
trie zum Grunde liegen“. Obie wplynely tez znakomicie na rozwdj
badan filozoficznych o przestrzeni. Nalezy wszakze wspomnied, ze
juz w znakomitem dziele Grassmanna: ,Ausdehnungslehre®
z r. 1844 i 1862 znajdujemy poglady o przestrzeni geometrycznej, po-
dobne w znacznej czesci do pogladéw dwoch wymienionych wyzej
nezonych.

) Diihring wystepuje przeciwko geometryi nieeuklidesowej,
a zwlaszeza przeciwko pogladom Riem an na, wrozmaitych dzietach
swoich, migdzy innemi w ksiazce ,,Logik und Wissenschaftslehre* (1878).
Polemika napigtnowana namigtnoscia dotyka atoli mniej strony czy-
sto-matematycznej i obraca sie w sferze pojeé ogolno-filozoficznych.
Renouvier pomiescil krytyke nowych geometryj w rozprawie p. t.
»Le philosophie de la régle et du compas® pomieszczonej w drugim ro-
ezniku czasopisma ,,I" Année philosophique®, 1892. Pomijamy nazwiska
wielu innych filozofow i matematykoéw, wystepujacych przeciwko no-
wym teoryom geometrycznym. Kwestya oczywidcie pozostaje sporna
ze stanowiska filozoficznego, jak spornemi sa kwestye, dotyczace i in-
nych form matematycznych np. ilodci nieskoficzenie maltych, co jednak
nie staje na zawadzie rozwojowi teoryj pod wzgledem czysto-matema-
tyeznym. Dla matematyki w pierwszym rzedzie wazng jest krytyka
umiejetna pogladéw Riemanna i Helmholtza, taka naprzyklad,
jaka obecnie ze stanowiska mauki o grupach przeksztalcen przepro-
wadza matematyk norwegski Lie, profesor uniwersytetu lipskiego.

1) Filozof belgijski J. Delboeuf w najnowszej swej pracy
,L’'ancienne et les nouvelles géométries®, ktorej czedé pierwsza ogloszo-
na zostala w zeszycie listopadowym z r. 1893 pisma ,,Revue philosophe-
que“ poddaje rozbiorowi pojecie o przestrzeni, i rozrdzniajae, jak
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my to czynimy w tekscie, przestrzen objektywna czyli przestrzen zja-
wisk od przestrzeni geometrycznej, dochodzi wszakze do wnioskow
przeciwnych podanym przez nas. Wedlug Delboeufa przestrzen
euklidesowa jest jednorodna, pozwala na konstrukeya figur podobnych
ijest skonezona; gdy tymezasem w przestrzeni ,,rzeczywistej“ jednoro-
dnodei i figur podobnych nie ma, sg w niej tylko wielkoSci hezwzgledne,
przestrzen zas sama jest nieskoiiczona. Nam sie zdaje, ze ,przestrzen
zjawisk" moze by¢ uwazana za przestrzei, t. j. za forme¢ matematyczna,
wladnie w oderwaniu od zjawisk. Forma lub pojecie nieskonezonosci
daje sie do niej przeniesé tylko na drodze formalnej, a mozliwo§é istnienia
figur podobnych w geometryi euklidesowej nie pociaga za soba, jak
mniemamy, jej skonezonodei. Mimo calej przenikliwosei i jasnodei, jaka
podziwiamy w wykladzie Delboeufa, nie jesteSmy pewni, czy od-
dzielil on dostatecznie pojecia czysto-matematyczne od poje¢é mechani-
cznych i fizycznych.

13)  Pomyst podobnej transformacyi pojeé¢ zawdzigezamy P et e r-
senowi, Bemerkungen iiber den Beweis der Satzes von der Winkel-
summe des Dreiecks (Mathematische Annalen, t. XXIX).

13) Pierwsze prace Kleina w tym przedmiocie ogloszone zo-
stalty w IV i V-ym tomie dziennika ,Mathematische Annalen“ i rozwi-
nigte w wielu rozprawach pozniejszych oraz w wykltadach, jakie miewa
w uniwersytecie w Getyndze. Ogélny poglad na nowe badania geome-
tryczne wypowiedzial ten uczony w swietnej rozprawie, w r. 1872 ogto-
szonej a obecnie w r. 1893 na nowo przedrukowanej p. t. ,,Vergleichen-
de Betrachtungen fiber neuere geometrische Forschungen“. Matematyk
wloski Veronese wpracowitem i obszernem dziele p. t. ,,Fondamen-
ti di geometria & pilt dimensioni e a pin specie di unitd rettilinee ete.“
(1891) przedstawil systematycznie, historyeznie i z uwzglednieniem
filozoficznej strony przedmiotu zasady nowoczesnej nauki geome-
tryeznej.

4) Poréwn. M ach. Die Geschichte und die Wurzel des Satzes
von der Erhaltung der Arbeit, 1872.

15) Newton, Philosophine naturalis principia mathematica*
(1687) porown. W1I. Natanson. ,Wstep do Fizyki teoretycznej*,
1891. str. 13.

1) Clerk Maxwell, Materya i ruch, przektad polski 1879.

') Poréwn. Ostwald. Lehrbuchderallgemeinen Chemie, 1882
t. I. Rozdzial II,

) Peacock, ATreatise on Algebra 1842, Hankel, Theorie
der complexen Zahleusysteme, 1867,
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) W ,Pojeciach i metodach matematyki“ (1891) uogélnitem
w sposoh wskazany zasade zachowania Hankela.

20) Teorya grup wystepuje dzi§ na plan pierwszy w badaniach
matematycznych. W poteznych rekach Lie'go teorya grup prze-
ksztalcen stala sie obecnie wielka galezia badai matematycznych,
zapowiadajaca $wietne rezultaty w dziedzinie geometryi i analizy,
a moze i nowe zupelnie kierunki mysli.

) Gosiewski. O zwigzkn miedzy zasada najmniejszego
dziatania inajprawdopodobniejszym ukladem (,Prace matematyczno-
fizyezne®, t. I, 98—110). O zasadzie najprawdopodobniejszego bytu
(tamze, t. III, str. 55—68).
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