Sur une sommation d'intégrales considérées
en calcul des probabilités

1. Objet de la présente note. Soient m, n, p, m', n’, 8
M des nombres entiers tels que

m + n =k, m 4 n' =, w4 = M;

p et q des fractions définies par les égalités pp = m,
pq = n. Soient ensuite

m' = u'p + x, n = u'q —ux,

@ variant par unités de 0 & =4 p'l, | étant une fraction
tout au plus égale & la plus petite des quantités 4 p, 4 ¢,
% ¢, par exemple.

Posons ensuite

a yd il 2e. . n
= —2z)"dz =

/ 3 12 pny.+1’
1

’ mm/ (] n+n/___1"2"'m+m/.1-2...n+n,
B=./z vl EE T ey ,

0

T T s G iR

La somme
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exprime la probabilité a posteriori qu'un événement,
dont la probabilité a priori peut varier de zéro i I'unité
et qui est arrivé m fois en p épreuves, se présentera i
I'avenir m/ fois sur p’ épreuves, la différence entre (m : p)
et (m' : p’) étant tout au plus égale a [.

Nous nous proposons de calculer une limite supérieure
et une limite inférieure de B’ : B et de T,., une limite
inférieure de P. On sait d’aillears que la somme P est
inférieure a I'unité.

Laplace, dans la Théorie analytique des probabilités
(n° 30, 3¢ édition, 1820, pp. 385-387), calcule une valeur
approchée du T, ; Poisson, dans la Probabilité des juge-
ments (n° 87, p. 223, ou p. 188 de la traduction alle-
mande), une valeur approchée de P. Mais, suivant I'usage
de leur temps, ni I'un ni l'autre ne s’inquictent d’enfer-
mer ces expressions entre deux limites, I’'une supérieure,
l'autre inférieure; autrement dit, ils n’évaluent pas
I’erreur commise dans I’évaluation de T,, et de P. L’éva-
luation précise de cette erreur est 'objet propre de la
présente note.

2. Limites de (B’ : B). On a, comme I’on sait, d’apres
la formule de Stirling,

el : aatal e d
Vrr e " 1.2...r KV 2xr Fe U
On déduit de la
v 1 1

18 et
Var m™ "8 _t
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“
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De méme,

1 1
—_ n4-m/ 4~
V2r (m + m’)" ” 1-i(n + n/) R

M + 1 MM+;

g 1
m4m/ 4~ N0/ e m
Vor (m + m) *n + n) g R
B,< s e (m--m/) (n+n )‘

M + 1 M M+-;

B>

Par suite,

1 1 1
m-m/ 4 ndn/+ o e
2
B w+1(m+m) (n +n) e |
B M + 1 M+’ m+5 Nt b hE

a=-¢ :

1 1 1
mem/ 4 nn/— g
B+ 1 (m+m) (n+ n) gt 5

B M+1 M+! m+1 ,.+f 2
MeEnts S Y

1 1 1
b = e BnF -lll/j+12(n+n’)+r2-/2'

On démontre aisément les inégalités suivantes :

e+ 1 © “ + 1 :
>'_9 <',,
M +1 M M1 M

1 1

1
M ,u+,u'<; m-+n - 9m

1 1 1 1

—_—
m-+m'  n-+n m n
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Il en résulte

1 | 1
+ + —
12(mn + m’) 12(n + n) 12
& 1 1 1 1 1 1
—_— - — e — = —
12m 12n 2hm 24n  8m v 8n
1 1 1 1 1 1 1 1
—_—  — — @ —— =
12M 12m 12n ~24m 24n 12m 12n  8m
1 1 1 1 1
e e e
12M 12m 12n 8m 8n
On a done
S0 ] I B
a > e 8m 8u, b< eBm 8n'
Par suite,
B’ B ’ m+""+; ’ '+",+; A 133
it i(m+m) (n + n') 2 -Gk
B M 0 ot | ’
M¥ k= ty 2
B, m4-m/ ! nn/ 2
- G W TR T R
1 i
Mt
En observant que
1
/s et mi\=rnitg
(m + m,)~+ S +’(4 +—) o
m
wi-nl 4o win/4 = n' "‘“"*;
(n+n) R ’(1+——) ’
n
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. m n
puis que p = —, ¢ = -, on trouve
“

’ ~+n/+;-
B >V ™ s
B M‘P q e

&\ S+
1+5)

“
1 ml m+m’+§ 1 n/ n+u/+;
B’ A o Jelo L
s < pm qn e an.
B o\ P
(1+2)
“

Ces valeurs sont évidemment trés voisines de p™g¢" si
m, n sont de grands nombres comparativement & m’, n’.

3. Limites de T,,,.. Au moyen de la formule de
Stirling, on établit sans peine les inégalités

1 P ARG N
ol 2m 137
i & Sy it : ¥
xSt
1 g
m/
e < — e
V' Qrud g |
Posons
gt 1
C /",‘-""H (m i 1n,)M+m +,(n ol n,)n-l-nH-: ,u”"“
e 1 1 M 1 1
m/+ z n/ 4= M mts  nde-
ml a”/ 2 m in {
Puisque
BI
!
T/"'P+z = Clu.r E—’
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on aura évidemment

T#,p+z> \/ Ce Sm sn umr m.r

21:;:.

1 1 1
C ottt T,

TH’p+x <

27 p’

1 1 1 1 1

_— e — = = ——

8m 8n 8up o 8pq e 8upq

1 1 lu./ Iul

12m " 120 12w 12(p'p + x) (&'q — m)'

Puisque x est tout au plus égal a p'l, et [ au plus égal
4 % q supposé inférieur ou égal a £ p, on a
m'n' S (pp + p'l) (p'qg — pOS K (p + £9) (9 —19)
=11 +p)q > $u"pg.

Donc
"r “/ 1 Iu/ ]
'm! < R il S T 4 ¢ 3 Wil 7%y > R /. ;
12m'n’ = 6u"pq  bu'pq 12m'n 6p'pq

Par conséquent,

1 “ t
Tz > —— %ce BI‘P'I 6P7Pa
pinta
. V' i M.

Mais on sait que e™* surpasse 1 — a, si « est positif. Donc
Ll gy 1 1
e 8wre Oplre> | .
8#79(7 6x’pq
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De méme, si o est égal ou inférieur & %, on a

€% ===

s 1 —
Par suite,

b AL bbby s 1 1
08m+8n+l‘tlu./ s,u;n, |1‘u.'<1 i -+ —

hupq 6
On a done enfin

1
Torptz > \/—Q;; \/ ( — m — @7(])

1
LI TR
e 2 S beve 04

Ce sont les deux limites cherchées de T
On peut mettre

Hp e

1
V Qru

sous une autre forme, en se servant des relations

C

m = up, n = pgq, m=up+x, n=uq—x.

On trouve ainsi

“/,1.1...1 I

m

P 1 1
bR et wioter) prg-at! x \Hrtetg g\ Lleeiy
n p *q 21 + 1 ——

% i

rp rq
,,..*.,,.r...f ,..H./.'.‘.
(m + m’) t(n + n') 2
MM+I
-y pup+z+f;qm x+;- (] i i)u,,+,+f2 (1 i i)uq—w;;
Mp Mg
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P‘F.H 5t6t 1
mm+;nu+- upe} pa+g
puis

x Mp+z+: x Mq—z+;

ariieg)

1 c 1 Mp Mq
V2w V 2xp/'pq (1 x F""“*;(d x )""""{

S P ieuc

#'l’) #'q

Pour abréger, nous écrirons

Mp Mg
ll’-’ﬂ+t = 1
1 x )/" P+*+,‘<l x )/‘-'—ﬂ"ﬁ'%
©'p K'q

Alors on aura

s b laafEhe i,
M p4-x l/Qz-,u_’pq M 8,upq GI‘,Pq [ ptzy

1 A 1
g byt < (i+ +-—)t e
©Ip+ ’_—Qny'pq f 4/4]”] 6’ ) ®Ip

La premiére inégalité seule nous servira dans la suite.
Pour simplifier les écritures, nous écrirons

1 oy
Bupq  6u'pq
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4. Limite inférieure de t,.,,, + t,, .. On a

bk + twrgin 2 RV buprns bpigws

Posons
tl’-’P+t' t/,_rp_z = e", \/t,‘l/p-o-z- t/l-/p-x = e;l)
1 / x x
v=(Mp+m+§)log(|+M;) (le—ac+ (1 +—w—)
1 1
—(n’p+x+—)log(l+——) ( wp—x + )log(l )+etc,
2 w'p

etc. désignantici et plus bas des termes en ¢ analogues
aux termes en p.
On trouve, en dérivant v par rapport a x,

x 1 1 x 1 1
v—log(1+—)+- —log(i——)-—-—_—
Mp 2Mp + x Mp

% | 1 T 1 1
— log = i = + log |1 ——] + = -+ etc.;
“'p 24'p + x “'p 2up—zx -

1 1 1] 1 d 1
— — - —
Mp+x 2Mp+2x? Mp—zx 2(Mp—x)?

v”=

1 1 1 1 1 1
7 ot S S S 9
p+x  20Wp+ x? wp—ax 2(Wp—x)

-+ ete.

On a évidemment, puisque ' est inférieur a M,

1 1 1 1
1 = = + ete,
i >Mp+a:+Mp——x “p+x wp—ux

2Mp 2u’p
= M’P’_ o3 oS anz Ly

il ele:
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v">—Q [I+i2 +...]_£[1+x—2+o--]+etc.
MP M'p’ ,“,P ,u”p’
2 9 [ 4 x’] 2 2 [ 40
>—— — |1 += —_—— — |+ = —
Mp «p 3 u’p Mg «q 3#”(1’]
2 2 8 2*(p® + ¢°)
T Mpg Wpqg 3 4PQ
2 2 8 ot Dl | A8 s
T i b

Comme » et v/ s’annulent, on trouve,

en intégrant de O a x,

pour z =0,

9 #rzpaqs

4 R R I
v e ol My e
P',pq M 9 Iuapoq.’)

On a done
il S N S

3
)
9,2
borpgs -+ lprg-o > 28

et, par suite,

P ol
turpin T bupip > 26 (FHEE

(=579
i

5. Limite inférieure de P. On a, puisque t,, =1,

a=+pl ¢ ; a=+prl

pe= Ve —
R V2 s

M z——sﬂ l gl

20

~ \/; x=§'l(t P :
v A AR |

http://rcin.org.pl



(119)

> e VE[E B () -1

V‘br,u Pq M e

et, a fortiori, comme on le voit, en recourant a une
représentation géométrique,

£% ol
20 © ? el diint 1
p>,———-_.__\/—[/e g"”""M(l'— )dm——]-
Vorupg * ML 9 KPg’ 2
Posons

o S LN —z\/ \/_= AL Wi
T Supgn 2pq by

il viendra

2]7(] ,u+ /.4

T

T —_—

2 : 8y weM® ? ¢ P
B > __/8' T/e"'t‘(lt — S iy
\/71' rf 9\/; (oo pq.o ‘/ an,’pq M.,A

La seconde intégrale peut étre remplacée par I'intégrale

plus grande
BN o
: /e“'l‘dt,
9V e'epq

sans que I'inégalité cesse d’exister. Or, si I'on pose 2= u,

@ -]
g 1 : £ 1 5 1
/e"’t‘dl = /e"‘u’du - B (5) i
0 0
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I1 résulte de la que

—

2¢ i { oM c “
P>—_/e-'dt—— — '
Vw ¢ Spkpg v 2mu/pq M

On a

2 /’ i 1
i e“*dt(i C=1— —— — ; Cesimt
Vi ’ 8upg  6x'pg

Par conséquent,

P> / —d AR I, ¢ \/_
Sﬂpq 6'pg 3iiqq \/27:,; pq

On a ensuite

1o M? 1 p* 4+ Qup’ + o 1 2 774

e = = -+ -+ .
3ppg  3pg wp! Su'pq  Supq  3upq

Donc, enfin, en introduisant cette valeur dans I'inégalité
précédente,

2hupq  2u'pq 3 upy

o
i
k]
|
-
=]
-—
-—
k\
o
A -—
q
b~
=
|

Si u et p’ sont de grands nombres, P est trés voisin de
l'unité (*).

(*) Extrait des Bull. de I’ Acad. roy. de Belgique (Classe des sciences),
ne 5, pp. 538-549, 1904.

http://rcin.org.pl



	PREMIÈRE PAGE



