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Wie jeder Gegenstand unserer Erkenntniss kann die An-
schauungsform des Raumes in vierfacher Hinsicht Gegenstand
wissenschaftlichen Forschens sein. Insofern sie iberhaupt ein
Gegenstand unseres Denkens sein kann, gehort sie in das Ge-
biet der Logik im engeren Sinne, welche namentlich ihre Bezie-
hungen zu anderen Objecten unseres Denkens zu untersuchen hat.
Sie ist Grundlage einer Einzelwissenschaft der Geometrie, wenn
sie ein Gegenstand unseres besonderen Denkens wird. Die Geo-
metrie hat ihre allgemeinen Merkmale zu untersuchen und zugleich
auf ihre specifischen Einzelbestimmungen niher einzugehen. Fragt
man nach dem Ursprunge der Raumvorstellung, namentlich nach
den subjectiven Bedingungen, unter denen sie zu Stande kommt,
so wird sie Object der Psychologie und endlich gehort sie in das
Gebiet der Erkenntnisstheorie, sofern man die Frage nach ihrer
realen Bedeutung in den Vordergrund stellt d. h. die Frage,
welches die objectiven Bedingungen ihres Entstehens sind. Zwar
lasst sich nicht leugnen, dass alle vier Probleme, welche die
Raumvorstellung anregt, in innigem Zusammenhange miteinan-
der stehen, so namentlich auf der einen Seite das logische und
mathematische, auf der andern Seite das psychologische und
erkenntnisstheoretische Problem, allein ihr qualitativer Unterschied
ist sehr zu betonen. Dadurch dass diese Probleme nicht genug
auseinandergehalten wurden, hat man sich Schliisse aus dem einen
auf das andere erlaubt, deren Berechtigung stark in Zweifel ge-
zogen werden muss.

Die folgende Arbeit stellt sich die Aufgabe das logisch-mathe-
matische Raumproblem zu behandeln, wie es durch die neueren
Richtungen der speculativen Mathematik in Anregung gebracht
worden ist. Es handelt sich dabei um die Raumanschauung als
Gegenstand des logisch-mathematischen Denkens, unabhiingig von
der Frage nach ihrem Ursprunge und ihrer realen Bedeutung,
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wiewohl auch diese in gewisser Weise mit in Betracht gezogen
werden muss.

Der erste Theil gibt eine kurze Uebersicht tiber die geschicht-
liche Entwickelung des Themas, sowie iiber die leitenden Motive,
die bei der Behandlung desselben zu Grunde gelegt worden sind.
Im zweiten Theile werden die Grundbegriffe und deren Anordnung,
auf welchen die Mathematiker die Geometrie aufbauen wollen,
kritisch gepriift, wéhrend der letzte Theil unter Zugrundelegung
der Definition des Raumes die logisch-mathematischen Axiome
aufzustellen versucht, die die Grundlage jeder Geometrie bilden
miissen,

Was die Litteratur im Allgemeinen anlangt, so verweise ich
auf eine Zusammenstellung derselben von Halstedt im Ame-
rican Journal of Mathematics pure and applied, vol. I. 8. 261 ff.,
in der freilich auch Abhandlungen aufgezihlt sind, die mit dem
Raumproblem selbst direct Nichts zu thun haben. Leider sind
mir einige Abhandlungen von Clifford und Monro (flexure of
spaces) in den Proceedings of London Math. Soc. unzugénglich
gewesen.

Die erste wissenschaftliche Darstellung der Geometrie riihrt
bekanntlich von Euklid her. So grosse Bewunderung derselben
auch von allen Seiten gezollt wird, so sind ihr doch verschiedene
Vorwiirfe gemacht worden, die nach und nach eine skeptische
Richtung in der Mathematik hervorgerufen haben, welche heute
in voller Blithe steht. Der eine Vorwurf, der uns bei der jetzi-
gen Aufgabe nicht niher interessiren wird, ist rein pidagogischer
Natur; er richtet sich gegen die dogmatische Darstellungsweise
Euklids: man verlangt die heuristische Methode. Die andern
Vorwiirfe dagegen sind mehr sachlich und sind namentlich gegen
die Fundamente gerichtet, auf denen Euklid das stolze Gebdude
der Mathematik aufgebaut hat. Euklid basirt seine Darstellung
der Geometrie, wie bekannt, auf die Nominaldefinitionen der ein-
fachsten Constructionsbegriffe im Raume, auf welche die sogenannten
Axiome hezogen werden. In den letzteren sind aber, wenn wir
von den neun Grossenaxiomen absehen, die wesentlichsten Bestim-
mungen unserer Raumanschauung enthalten. Sie lauten:

10) Alle rechten Winkel sind gleich.
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11) Wenn eine gerade Linie, die zwei Gerade schneidet, bewirkt,
dass die inneren auf derselben Seite liegenden Winkel
kleiner als zwei Rechte sind, so treffen sich die beiden
Geraden, hinreichend verlingert, auf der Seite, wo die
beiden Winkel sind, die kleiner sind als zwei Rechte.

12) Zwei gerade Linien schliessen keinen Raum ein.

Von den Fundamenten einer Wissenschaft verlangt man
aber zweierlei: 1) dass sie die nothwendigen und hinreichenden
Grundlagen fiir dieselbe sind und 2) dass sie miteinander zu
einem einheitlichen systematischen Ganzen verbunden sind. Bei-
des wird an der Zusammenstellung der Axiome bei Euklid vermisst.
Ist die geometrische Wissenschaft die Einzelwissenschaft vom Raume,
so miissen ihre Fundamente die wesentlichen Pridicate bestimmen,
die den Inhalt unserer Raumvorstellung bilden. ,In den allge-
gemeinen Definitionen und Axiomen muss die Geometrie den
Raum so zu bestimmen suchen, dass alles Einzelne, was in ihm
gegeben sein kann, allgemein giltigen Beziehungen unterworfen
wird.“!) Die Grundsitze der Geometrie miissen die Grundeigen-
schaften des Raumes aussagen, wie sie unserer urspriinglichen
Vorstellung mit gegeben sind. Dies thun aber die Axiome Euklids
nicht: sie sagen nicht sowohl die Eigenschaften der Raumanschau-
ung selbst als vielmehr einzelner bestimmter einfacher Rauman-
schauungen, der geraden Linie und des Winkels, aus und treten
so in Verbindung mit den Definitionen der einfachsten Construe-
tionen.?) Dadurch entsteht denn der weitere Fehler, dass Grund-
sitze tber Pradicate, die der Raumvorstellung specifisch eigen-
thiimlich sind, ibergangen und spiter stillschweigend gebraucht
werden, so die Ausgedehntheit nach drei Dimensionen, und dass
auf der andern Seite Grundsitze aufgestellt werden, die in Wirk-
lichkeit keine eigentlichen Grundsitze sind. Wenngleich sich zur
Entschuldigung Euklids sagen lasst, dass ,jene allgemeinen Pri-
dicate (die der Raumvorstellung als solcher) mittelbar in diesen
besonderen Eigenschaften der Constructionsbegriffe enthalten sind,
sofern sie das Fundament derselben bilden, und die Form
der Darstellung dem specielleren Bedirffnisse der geometrischen
Constructionen angepasst ist¢, (Erdmann) auch Euklid vielleicht

1) Wundt, Logik I. p. 440.
2) Vergl. Erdmann, die Axiome der Geometrie, p. 83 u. 34.
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mit Absicht von mehr praktischen Bediirfnissen geleitet jene all-
gemeinen Definitionen und Axiome vermeidet, weil sie mehr ab-
stracter und begrifflicher Natur sind, wahrend er selbst die ganze
Geometrie auf die concrete Anschauung zu beziehen sucht, so ist
doch fiir eine rein wissenschaftliche Darstellung der Geometrie
die Erfillung jener Forderung unerlasslich. ,Die Grundsitze
Euklids gewdhren in ihrer Gesammtheit den Eindruck eines
Aggregats von moglichst klaren Sitzen, welche behufs moglichst
bequemer Beweisfiihrung zusammengestellt sind*?), bilden aber nicht
das nothwendige und hinreichende Fundament der Geometrie. Damit
ist zu gleicher Zeit jene zweite logische Forderung nicht erfiillt: die
Axiome Euklids stehen in keinem systematischen Zusammenhange.
Dieser zweite Einwand gegen Euklid ist schon in sehr frither Zeit ge-
macht worden, withrend der erstere in der neueren Zeit entstand,
zumal man einsah, dass aus einem scharf festgestellten Begriffe des
Raumes sich die Axiome fiir die speciellen praktischen Bediirfnisse
entwickeln lassen. Frither glaubte man dem zweiten Einwande
dadurch vorbeugen zu kénnen, dass man die Axiome auf die ein-
fachsten und elementarsten Anschauungsverhéltnisse zurtickzufithren
suchte, um dadurch zugleich die Frage zu entscheiden, ob sie
wirklich Axiome d. h. an und fir sich evident wéren, ohne eines
Beweises zu bediirfen noch eines solchen iberhaupt fihig zu
sein. Dabei richteten sich die Bemiithungen namentlich auf das
11. Axiom, da schon der Commentator des Euklid, Proclus er-
kannt. hatte, dass es mit dem Lehrsatze Euklids, dass die Winkel-
summe im Dreieck zwei Rechte betrage, identisch sei.~ Man ver-
suchte deshalb das 11. Axiom theils auf einfachere Sitze zu reduci-
ren theils mit den andern Axiomen in niheren Zusammenhang
zu bringen. Die Litteratur iiber diesen Gegenstand ist ins Un-
geheure gewachsen.?) Meistens wurde es durch das andere ersetzt:
»durch einen Punkt ausserhalb einer Geraden lésst sich zu der-
selben nur eine einzige Parallele ziehen.* Am scharfsinnigsten

a

1) Grassmann, die lineale Ausdehnungslehre. (1844) § 22.

2) Vergl. hierzu den 1. Excurs in der Ausgabe des Euklid von Camerer
und Hauber (G. Reimer, Berlin 1824), den Artikel ,,Parallele Linien* in
Kliigels mathematischem Worterbuche und den von Sohncke bearbeiteten
Titel ,,Parallel” in der Encyclopidie der mathem. Wissenschaften von Ersch
und Gruber.
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behandelte Legendre!) das Problem. Er wies zuerst die Identitit
des 11. Axioms mit dem Lehrsatze von der Winkelsumme im Drei-
eck streng nach und suchte es auf das Axiom von der geraden Linie
zuriickzufithren, welches er in der Form aufstellte :
,»,von einem Punkte lisst sich nur eine einzige Gerade zu
einem andern Punkte ziehen.“

Er glaubte die Schwierigkeit in der ungeniigenden Definition
der geraden Linie gefunden zu haben und hat sich sehr hemiiht
das 11. Axiom zu beweisen. Seine eigenen verschiedenen Ver-
suche hat er in der citirten Abhandlung charakterisirt und ge-
steht dort selbst ein, dass er die Begriindung in den Elementen
der Geometrie ofters gewechselt habe. Es findet sich a. a. O. die
Angabe des Beweises in der 2. Auflage der Elemente; in der 9.
kehrt er zu Euklids Demonstration zuriick und gibt endlich in der
12. Auflage den Beweis, den er definitiv fir richtig hélt, dem
aber, wie er zum Theil selbst sagt und wie spiter mehrfach, so
z. B. von Baltzer, hervorgehoben ist, ebenfalls eine neue Hy-
pothese zu Grunde liegt.?) Auch Lagrange hat sich mit dieser
Frage beschiftigt. Er hatte die Unabhingigkeit der Formeln der
sphérischen Trigonometrie vom Parallelenaxiom erkannt und glaubte
aus ihnen einen Beweis fiir dasselbe zu erhalten. Alle andern
Versuche hielt er fir ungentigend.’) Viel tiefer drang Gauss
in das Wesen des 11. Axioms ein. Sein mathematischer Scharf-
blick erkannte, dass alle Bemiihungen das 11. Axiom auf die an-
dern zuriickzufiihren und zu beweisen daran scheitern mussten,
dass durch das 11. Axiom den iibrigen Axiomen in der That eine
neue Voraussetzung hinzugefiigt wiirde, die mit ihnen nicht noth-
wendigerweise verbunden sein musste. Er schloss daraus, um mit
seinen eigenen Worten zu reden, dass es ,nur eine ungerechtfer-
tigte Gewohnung sei, die Euklid’sche Geometrie fiir streng wahr zu
halten.“ Denn sehr nahe lag fir ihn der Gedanke das 11. Axiom
fallen zu lassen, resp. an seine Stelle ein anderes zu setzen,

1) Refléxions sur différentes manieres de demontrer la théorie des
paralleles, Mém. de 'acad. des sciences. T. XII. (1833) p. 367,

2) Ueber Legendre’s verschiedene Beweisversuche vergl. noch J. Del-
boeuf, Prolégoménes philosophiques de la Géometrie, Liege 1860. p. 206 ff.

3) Vergl. seine durch Lefort mitgetheilten Gespriiche mit Biot.
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dass namlich die Winkelsumme im Dreieck kleiner sei als zwei
Rechte, weil der von Legendre mit Hilfe des Axioms von der
geraden Linie — ihre Unendlichkeit vorausgesetzt — gefiihrte
Beweis, dass die Winkelsumme im Dreieck nicht grisser als zwei
Rechte sein konne, unanfechtbar ist. Gauss hat sich mit diesem
Gedanken einer ,Nicht-Euklidischen Geometrie“ viel beschaftigt,
doch besitzen wir von ihm hierither nur gelegentliche Bemerkun-
gen in seinem Briefwechsel mit Schumacher und Bessel und
miindliche Aeusserungen, die uns Sartorius von Waltershausen
aufbewahrt hat. Ob Gauss den inneren Grund erkannt hat,
weshalb das Parallelenaxiom den tibrigen etwas Neues hinzufiige, er-
fahren wir aus diesen Stellen nicht, vielmehr scheint es mir, als
ob er es aus den fruchtlosen Bemithungen das 11. Axiom auf die
iibrigen zuriickzufithren und aus der Moglichkeit eine Nicht-Eu-
klidische Geometrie aufzubauen geschlossen habe. Denn er selbst
hat sich viele Miithe gegeben das Parallelenaxiom zu beweisen?)
und spricht sich an einer andern Stelle?) dahin aus, es wire der
Wissenschaft viel wiirdiger offen zu bekennen, dass sie nicht im
Stande sei jene Liicke im Anfange der Geometrie auszufiillen, als
sich immer mit unniitzen Versuchen abzuquilen. Neben Gauss
beschéftigten sich mit derselben Frage Lowatschewsky?®) und
die beiden Bolyai.?) Der dltere Bolyai kannte als Jugendfreund
von Gauss dessen Ansichten tiber eine Nicht-Euklidische Geome-
trie. Sie suchten eine ,in sich wiederspruchsfreie“ Geometrie auf
der Hypothese aufzubauen, dass die Winkelsumme im Dreieck
kleiner sei als zwei Rechte. Dabei stellte sich im Laufe ihrer
Untersuchungen heraus, dass diese Differenz von 180° um so grisser
sei, je grosser das Dreieck sei, und Lowatschewsky berechnete in der

1) Briefe anBolyai vom Ende des Jahres 1799 und an Bessel im Jahre
1829. Vergl. Schering, Gauss’ Geburtstag nach hundertjihriger Wieder-
kehr, (1877) p. 7 ff.

2) Gottinger gelehrte Anzeigen 1816.

3) Im Kasan’schen Boten 1829. — Schriften der Universitit Kasan
1836/38. — Géometrie imaginaire in Crelles Journal Bd. 17 (1837). — Geo-
metrische Untersuchungen (Berlin 1840). — Pangéometrie 1855.

4) W. Bolyai, tentamen juventutem in elementa matheseos ete. (1832)
und Avhang dazu von J. Bolyai. Vergl. Frischauf, absolute Raumlehre
(Leipzig 1872) und Elemente der absoluten Geometrie. (Ebend. 1876).
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Meinung, die Frage kinne so entschieden werden, die Winkel-
summe der grisstmoglichen auf astronomischen Messungen beru-
henden Dreiecke, wobei sich natiirlich herausstellte, dass eine
Abweichung von 180° nicht Statt findet, dass vielmehr die Beo-*
bachtungen genau der Euklid’schen Hypothese entsprechen. Mit
den Worten: ,I’hypothése de la somme des angles d'un triangle
moindre que deux angles droites ne peut avoir d’application
que dans D’Analyse, puisque les mesures directes ne nous mon-
trent pas dans la somme des angles d'un triangle la moindre
déviation de deux angles droites” gibt er zugleich einer philosophi-
schen Richtung Ausdruck, die wir unten besprechen miissen, wo-
bei es sich zugleich um den Nachweis handeln wird, inwiefern
jene Untersuchungen neben der Geometrie Euklids iiberhaupt
Bedeutung haben und den Namen ,Geometrie* im eigentlichen
Sinne verdienen.

Dies war der Stand der Frage als die epochemachenden
Arbeiten von Riemann und Helmholtz iiber die Axiome der
Geometrie erschienen. Es sind dies bekanntlich die Riemann’sche
Habilitationsvorlesung: ,,Ueher die Hypothesen, welche der Geo-
metrie zu Grunde liegen*?) und drei Abhandlungen von Helmholtz
»,Ueber die thatsichlichen Grundlagen der Geometrie“ in den
Heidelberger Jahrbiichern fiir 1868 Nr. 46 und 47; — ,Ueber
die Thatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen® in den Got-
tinger Nachrichten fiir 1868 Nr. 9; — und ,,Ueber denUrsprung
und die Bedeutung der geometrischen Axiome* in den populiren
Vortriigen Heft IIT p. 21. Der Zweck der Untersuchungen der bei-
den Gelehrten ist ein dreifacher:

1) den inneren Grund aufzudecken, warum alle bisherigen
Bemiithungen das 11. Axiom Euklid’s auf die andern
zurtickzufithren und zu beweisen, vergeblich waren;

2) aus einer allgemeinen Betrachtung des Raumes selbst die
nothwendigen und hinreichenden Voraussetzungen aufzu-
stellen, aus denen die Geometrie ohne weitere Axiome
iiber die Constructionsbegriffe hergeleitet werden kann;

3) die Frage zu discutiren, woher wir unsere Ueberzeugung

1) Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissensch. zu Gottingen,
Bd. 13. Riemann’s Werke, herausgegeben von H. Weber, p. 254,
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von der Wahrheit der geometrischen Axiome schipfen und
inwieweit diese Ueberzeugung berechtigt ist, und so aus
den Folgerungen der mathematischen Raumtheorie neues
Licht auf das allgemeine Problem der Raumanschauung
zu werfen.

Zur Beantwortung dieser drei Fragen glaubt Riemann durch
eine gentigende Definition des Raumes gelangen zu konnen. Diese
Definition muss die allgemeinen Eigenschaften des Raumes angeben
und ihn zugleich von gleichartigen Begriffen unterscheiden. Diese
Unterscheidung gelang, wenn der allgemeine Gattungsbegriff auf-
gestellt war, dem der Raum als specielle Art untergeordnet ist.
Allgemeine Eigenschaften aber, welche eine Zusammenstellung mit
andern Begriffen moglich machen, hat die Raumanschauung, wie
sie uns gegeben ist, zwei: der Raum ist dreifach ausgedehnt und
continuirlich. Beide Merkmale der dreifachen Ausdehnung und
Continuitédt kommen auch andern Begriffen zu. So findet Riemann
ein Analogon zum Raum in dem System der Farbenempfindungen,
welches ebenfalls eine ,dreifach ausgedehnte stetige Mannigfaltig-
keit“ ist. Auf diese Analogie weist Helmholtz noch viel mehr hin.
In dem System der Farbenempfindungen erscheinen uns vom psy-
chologischen Standpunkte aus die einzelnen Farbeneindriicke als
continuirlich zusammenhingend, wenn auch physikalisch und phy-
siologisch kein stetiger Zusammenhang Statt findet. Jede Farben-
empfindung ist ferner durch drei Verénderliche bestimmt, ,,denn
so unendlich mannigfach die objective Zusammensetzung des far-
bigen Lichtes auch variiren mag, so unzweifelhaft dasselbe deshalb
der physikalischen Betrachtung im Allgemeinen als eine Function
unendlich vieler Variabeln erscheinen muss, so reducirt sich diese
Mannigfaltigkeit fir die Empfinglichkeit unseres Auges tiberall auf
drei Grossen. (Erdmann.) Diese drei Grossen sind erstens der
Farbenton, zweitens die Lichtstiirke und drittens der Sattigungs-
grad der betreffenden Farbe. Somit kann das System der Farben-
empfindungen als eine stetige dreifach ausgedehnte Grosse ange-
sehen werden, wenn dreifach ausgedehnt bedeutet, dass jede einzelne
Farbenempfindung von drei unabhéingigen Veranderlichen abhingt.
Eine ebensolche Grosse ist der Raum. In der analytischen Geo-
metrie wird gezeigt, dass zufolge der dreifachen Ausdehnung des
Raumes jeder Punkt durch drei voneinander unabhiingige Ver-
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dnderliche bestimmt ist. Bei dieser Gleichartigkeit des Raumes
mit dem System der Farbenempfindungen finden doch zwischen
beiden wesentliche Unterschiede statt. Diese bestehen darin, dass
beim Farbensystem die veréinderlichen Coordinaten nicht vertauscht
werden konnen, wohl aber heim Raum. Beim Farbensystem be-
steht ein qualitativer Unterschied betreffs der Richtungen, beim
Raum nicht oder mit andern Worten, wir konnen beim Raum
die Entfernung zweier Punkte auf der z-Axe vergleichen mit der
Entfernung zweier Punkte auf der y-Axe, wihrend der Unterschied
zweier Farbenempfindungen von gleicher Farbe und gleicher Licht-
stirke, aber von verschiedenem Séttigungsgrade mit dem Unterschiede
zweier Farbenempfindungen von gleicher Lichtstirke und gleichem
Sattigungsgrade, aber von verschiedener Farbe durchaus nicht ver-
gleichbar ist. Auch ist der Raum in unserer Anschauung unbe-
grenzt, das System der Farbenempfindungen aber begrenzt. Raum
und Farbensystem sind also Unterarten einer stetigen dreifach aus-
gedehnten Grosse. Der Analogie wegen weist Helmholtz weiter auf
das System der Tonempfindungen hin als eine stetige zweifach
ausgedehnte Grosse, da jede Tonempfindung von der Klangfarbe
abgesehen durch die Tonhohe und die Intensitit des Tones bestimmt
ist. Aber auch bei ihm findet jener qualitative Unterschied betreffs
der Richtungen statt.

So war fir den Raum als allgemeinerer Begriff die stetige
dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit gefunden. Beachtete man,
dass sich in der analytischen Geometrie die krummen Oberflichen
dem Begriffe der zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten unter-
ordnen, so lag es nahe als allgemeineren Begriff fiir die zwei- und
dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten die stetige n-fach ausge-
dehnte Mannigfaltigkeit durch unbestimmte Erweiterung der Zah-
len 2 und 3 zu bilden und man glaubt in der That in diesem
Begriff der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit den allgemeinen
Gattungsbegriff gefunden zu haben, dem der Raum subordinirt ist.

Von diesem Begriffe der stetigen n-fach ausgedehnten Mannig-
faltigkeit geht nun Riemann in seiner Abhandlung aus, nachdem
er sie vorher von der unstetigen oder discreten unterschieden
hat, und stellt sich als niichste Aufgabe die nihere Bestimmung
der stetigen Mannigfaltigkeit. Er zeigt, dass das Wesen der n-fachen
Ausdehnung darin bestehe, dass jede Ortsbestimmung durch =
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Grossenbestimmungen ersetzt werden kann, oder analytisch aus-
cedriickt, eine stetige n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit ist da-
durch bestimmt, dass jedes ihrer Elemente — Riemann nennt sie
bei stetigen Mannigfaltigkeiten ,,Punkte* -— durch » von einander
unabhéngige Veréinderliche bestimmt wird. Der Raum ist also eine
stetige dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, da jeder Punkt durch
drei von einander unabhéngige Coordinaten bestimmt ist. Um aber
zu unterscheidenden Gesichtspunkten fiir die n-fach ausgedehnten
Mannigfaltigkeiten zu gelangen, unterscheidet Riemann zuniichst
solche, bei denen eine Vertauschung der Coordinaten gestattet und
solche, bei denen diese Vertauschung nicht gestattet ist. Dadurch
unterscheidet sich ja der Raum von dem System der Farben-
empfindungen. Weitere Unterscheidungsmerkmale fiir die n-fach
ausgedehnte Mannigfaltigkeit, bei der sich die Verinderlichen ver-
tauschen lassen, findet Riemann in ihren inneren Maassverhilt-
nissen. Gleich im Anfange seiner Abhandlung macht er darauf
aufmerksam, dass es bei der Begriffshestimmung der n-fach ausge-
dehnten Mannigfaltigkeiten auf zweierlei hinauskomme, auf die Aus-
dehnungs- und auf die Maassverhéltnisse. Jene beziehen sich auf die
Anzahl der Dimensionen, d. h. der unabhéingigen Veranderlichen und
die Abhingigkeitshestimmung der einzelnen Elemente von diesen
Veranderlichen. Fiur die n-fach angedehnte Mannigfaltigkeit ist =
die Anzahl der Dimensionen und die Abhéngigkeitshestimmung eine
zweifache, je nachdem die Verdnderlichen vertauscht werden kinnen
oder nicht. Die inneren Maassverhéltnisse aber beziehen sich auf
ein und dieselbe Mannigfaltigkeit und untersuchen die innere Art
der Abhingigkeit der Elemente von den einzelnen Verinderlichen,
wodurch die unterscheidenden Gesichtspunkte fir die Mannigfal-
tigkeiten gleicher Dimensionenzahl gefunden werden. Was die
Maassbestimmungen im Allgemeinen anlangt, so bemerkt Riemann:
. Maassbestimmungen erfordern eine Unabhiingigkeit der Grossen
vom Ort, die in mehr als einer Weise Statt finden kann; die zu-
néchst sich darbietende Annahme, welche ich hier verfolgen will,
ist wohl die, dass die Linge der Linien unabhéngig von der Lage
sei, also jede Linie durch jede messhar sei. Um aber Linien zu
messen, muss er fiir dieselben einen mathematischen Ausdruck haben.
Denselben findet er unter folgenden Annahmen: Bezeichnet man
die » Grossen, von denen jedes Element der n-fach ausgedehnten
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Mannigfaltigkeit abhéngt, mit z,, a,,..... @y, S0 setzt er erstens
voraus, beim Fortgange auf einer Linie éndern sich die Zunahmen
@ i , dx, stetig, so dass in dem Linienelement ds die Ver-
hiltnisse der Grissen dx als constant angesehen werden, wodurch
sich das Linienelement ds als Function der Grosse = und der
Differentiale 2 darstellt. Die zweite Annahme, die Riemann macht,
besteht darin, ,dass die Linge des Linienelementes, von Grissen
zweiter Ordnung abgesehen, ungeindert bleibt, wenn simmtliche
Punkte desselben dieselbe unendlich kleine Ortsinderung erleiden,
worin zugleich enthalten ist, dass, wenn simmtliche Grossen dz
in demselben Verhiltniss wachsen, das Linienelement sich ebenfalls
in demselben Verhiltniss andert.“ Auf Grund dieser beiden Hy-
pothesen ergiebt sich nun als einfachste Form fiir das Linienele-
ment: ds gleich der Quadratwurzel aus einer immer positiven
ganzen homogenen Function zweiten Grades der Differentiale da,
deren Coefficienten stetige Functionen der 2 sind. Der nichst
einfache Fall ist nach Riemann der, dass ds gleich der vierten
Wurzel aus einem Differentialausdrucke vierten Grades ist. Rie-
mann adoptirt aber den ersten, weil in unserm Raume speciell in
rechtwinkligen Coordinaten die Formel gilt ds=Vda} + da3 +d a3,
erklirt jedoch ausdriicklich, dass diese Annahme nur eine Annahme
ist. Hier fige ich den Inmhalt der beiden ersten Abhandlungen
von Helmholtz an, in denen derselbe versucht, den Riemann’schen
hypothetischen Ausdruck fiir das Linienelement als Folgerung aus
viel weniger beschrinkten Annahmen herzuleiten. Namentlich in
dem in den Géttinger Nachrichten erschienenen Aufsatze behandelt
er diese Aufgabe. Seinen Ausgangspunkt bilden die Congruenz-
bedingungen unserer Geometrie. Diese fordert niimlich, ,dass alle
Congruenz unabhiingig sei vom Orte, von der Richtung der sich
deckenden Raumgebilde und von dem Wege, auf dem sie zu ein-
ander ibergefilhrt worden sind.“ Eine genaue Betrachtung dieser
drei Forderungen aber lehrt, dass die erste mit der Behauptung
identisch ist, dass eine Ortsverinderung das Verhiltniss der line-
aren Dimensionen eines Korpers nicht indere, dass also dem Korper
ein bestimmter Grad von Festigkeit zukomme, die analytisch ge-
sprochen, darin besteht, dass die einzelnen Punkte bei jeder Orts-
verinderung dieselben Entfernungsverhiltnisse behalten. Dabei
konnen aber, wie Erdmann ausfiihrlich erortert, drei Fille ein-
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treten: Die Dimensionen des Korpers kinnen beim Uebergange
von einer Lage in eine andere ganz ungeindert bleiben, zweitens
kinnen ihre Verhiltnisse constant wachsen oder abnehmen; auch
wiirden die Congruenzbedingungen drittens noch bestehen bleiben,
wenn die Verhiltnisse des Wachsens und Abnehmens zweier Di-
mensionen constant wéren. In unserer Geometrie nehmen wir
nach Helmholtz aus unserer physikalischen Kenntniss der Korper-
welt das erstere an. Die zweite Forderung, dass die Congruenz
unabhéingig von der Richtung der sich deckenden Raumgebilde
sei, involvirt die Bedingung, dass die Korper frei beweglich sind;
zwei Korper sollen sich nicht nur an jedem beliebigen Orte, son-
dern auch in jeder beliebigen Lage congruent sein. Die dritte
Annahme zeigte sich fir Helmholtz noch nothwendig, als er die
analytischen Bedingungen der Congruenz aufstellen wollte; sie
dquivalirt mit der folgenden, dass ein Korper, nachdem er um die
als Rotationsaxe angenommene Verbindungslinie zweier beliebiger
fester Punkte des Korpers eine volle Umdrehung gemacht hat, in
seine Anfangslage zuriickkehrt. Auf Grund dieser Annahmen, die
sich leicht analytisch ausdriicken lassen, gelingt es nun Helmholtz
den von Riemann hypothetisch angenommenen Ausdruck fiir das
Linienelement abzuleiten.

Ich fahre jetzt mit der Inhaltsangabe der Riemann’schen
Abhandlung fort. Um die Mannigfaltigkeiten nach ihren inneren
Maassbeziehungen zu unterscheiden, stiitzt sich Riemann auf die
Graussische Abhandlung Disquisitiones generales circa curvas super-
ficies, in der Gauss die Flichen nicht als Grenzen von Korpern,
sondern als selbstindige Raumgebilde betrachtet, wie man die
Curven zu betrachten gewohnt war. Schon lingst hatte man die
Curven mit dem Kreise in Beziehung gesetzt, indem man sich
durch jeden Curvenpunkt denjenigen Kreis gezogen dachte, der
sich in diesem Punkte der Curve am meisten anschliesst. Den
reciproken Werth des Radius dieses Kreises nannte man bekannt-
lich das Kriimmungsmaass der Curve in dem betrachteten Punkte.
Gauss legt sich nun in jener Abhandlung die Frage vor, ob es bei
den Flichen etwas Aehnliches wie das Kriimmungsmaass bei den
Curven gebe und stiitzt sich bei seinen Untersuchungen auf die
folgende Bemerkung. Denkt man sich ausser der gegebenen Curve
einen Einheitskreis d. h. einen Kreis mit dem Radius Eins gezogen,
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errichtet man ferner in den Endpunkten eines Curvenelements d s
die Normalen zu der Curve und construirt zu diesen parallel zwei
Radien des Einheitskreises, welche auf ihm das Element ds ab-
schneiden, so wird die Krimmung der Curve in dem betrachteten
Curvenelement dargestellt durch den Quotienten do:ds. Diese
Definition des Kriimmungsmaasses tibertrigt nun Gauss auf die
Flachen. Er denkt sich auf der Fliche ein Flichenelement ds
ausgeschnitten, rings auf der Grenze desselben die Flachennorma-
len errichtet und auf einer Hiilfskugel mit dem Radius Eins ein
correspondirendes Element ¢ durch die den Flichennormalen pa-
rallel gezogenen Radien begrenzt: das Verhiltniss der beiden Ele-
mente d¢:ds nennt er das Kriimmungsmaass (curvatura differen-
tialis) der Fliche an der betreffenden Stelle. Er zeigt weiter, dass
diese Definition mit der folgenden analytisch identisch ist. Legt
man durch die Normale einer Fliche in einem bestimmten Punkte
unendlich viele Ebenen, so schneiden diese auf der Fliche Curven
aus, deren jede in dem Punkte einen gewissen Kriimmungsradius
besitzt. Unter diesen Kriimmungsradien gibt es ein Maximum und
ein Minimum; bezeichnet man sie resp. mit o, und p,, so ist
das Kriimmungsmaass der Fliche in jenem Punkte. Zwar

0102
ist diese Gaussische Benennung vielfach angegriffen worden, so z. B.

von Sophie Germain, welche dafiir namentlich aus physikalischen
Griinden die Summe QL 4 1 setzen wollte, allein die Gaussische

1 2
Bezeichnung ist jetzt allgemein adoptirt, erstens weil sie die Krtim-
mung der Curven als Specialfall enthilt und zweitens weil gerade

in dem Ausdrucke lrlé,, das Charakteristische der betreffenden
Fliche liegt. Gauss zeigt namlich, dass sich der Werth ~91— durch

152
die im Linienelement ds? = Fdu? -+ 2 Fdudv + deze auf der
Flache vorlkommenden Constanten bestimmt. Eine Folge dieser
Eigenschaft ist, dass bei jeder Biegung einer Fliche ohne Dehnung
das Krimmungsmaass und damit die geometrischen Eigenschaften
der Fliche ungeéindert bleiben. Hieraus folgt unmittelbar weiter,
dass bei Fléicaen mit constantem Kriimmungsmaasse ein beliebig
begrenztes Stick einer Fliche willkiirlich verschoben werden kann,
ohne irgend ¢ine Dehnung zu erleiden, dass dies aber micht bei

Flichen der Fall ist, welche variabeles Krimmungsmaass besitzen,
2
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wie z. B. beim Ellipsoid. In einer Erweiterung des Ausdrucks fiir das
Krimmungsmaass findet nun Riemann den innern Eintheilungs-
grund fiir die Mannigfaltigkeiten tiberhaupt. Was die mathema-
tische Seite der Riemann’schen Erweiterung des Gaussischen Kriim-
mungsmaasses und die mathematischen Details der Riemann’schen
Schrift tiberhaupt anlangt, so komme ich weiter unten ausfiihrlicher
auf sie zuriick. Fir jetzt gebe ich nur die leitenden Gesichtspunkte.
Nach Riemanns Eintheilung zerfallen die Mannigfaltigkeiten zunfichst
in zwei grosse Classen: solche mit variabelem und solche mit constan-
tem Kriimmungsmaasse; der Werth des letzteren kann positiv, Null
oder negativ sein und so erhalten wir folgendes Eintheilungsschema:

Die n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit.

Die » Variabeln sind
a) nicht vertauschbar, b) vertauschbar. Der Werth des Krim-

mungsmaases ist

—

variabel constant

positiv; Null; negativ.

In dieser Weise ergibt sich, dass der Raum ein Specialfall
einer dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ist, deren Kriimmungs-
maass sowohl variabel als constant, im letzteren Falle wieder positiv,
negativ oder Null sein kann, woraus als nothwendige Folge her-
vorgeht, dass der Raum und seine Eigenschaften sich nicht aus
allgemeinen Grossenbegriffen ableiten lassen, sondern dass, wie
Riemann fortfahrt, ,diejenigen Eigenschaften, durch die sich der
Raum von anderen denkbaren dreifach ausgedehnten Mannigfaltig-
keiten unterscheidet, nur aus der Erfahrung genommen werden
konnen.“ Nach Riemann handelt es sich also darum an der Hand
der Erfahrung zu entscheiden, zunichst ob das Kriimmungsmaass des
Raumes variabel oder constant sei. Beachtet man den Unterschied,
der zwischen den Fléchen constanten und variabelen Krimmungs-
maasses herrscht, so folgt aus den bheobachteten Congruenzbeziehun-
gen der Korper, dass der Raum ein constantes Kriimmungsmaass
besitzt. Die weitere Frage, ob das Kriimmungsmaass positiv, nega-
tiv oder Null ist, wird von Riemann kurz zu Gunsten des letzteren
Werthes entschieden, indem er sagt, dass alle Erfahrung bis jetat
darauf hinweist. Ausfiihrlicher hat Helmholtz diese Frage discutirt.
Seine Betrachtungen gehen von den sinnlichen Eindriicken aus,
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die fingirte zwei-dimensionale Wesen haben wiirden, je nachdem
sie auf einer Ebene, einer sphérischen oder pseudosphirischen Fliche
lebten. Die sphérische Fliche hat bekanntlich constantes positives,
die pseudosphirische constantes negatives Kriimmungsmaass. Es
stellt sich heraus, dass die Bewohner der Ebene die Euklid’sche
Geometrie, die der pseudosphirischen Fliche, wie Beltrami)
gezeigt hat, die Lowatschewsky-Bolyai’sche Geometrie aufstellen
wiirden. Nach Analogie erweitert Helmholtz diese Eindriicke fiir
den ,sphirischen, psendosphirischen und ebenen Raum® und ge-
langt so zu dem Satze, dass alle unsere Erfahrungen darauf hin-
weisen, dass unser Raum ein ebener Raum ist. ,Der Raum ist
eine ebene dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit.”
So scheint der innere Grund gefunden zu sein, weshalb das
11. Axiom nicht auf die brigen zurtickfihrbar ist: er liegt in
dem besonderen Werthe des Kriimmungsmaasses unseres Raumes.
Liasst man das Parallelenaxiom fallen, behalt aber die iibrigen Axiome
bei, so erhéilt man die Geometrie des pseudosphiirischen Raumes.
Das nothwendige und hinreichende Axiomensystem fiir die Geome-
trie tiberhaupt ergibt sich daher aus der Definition:
wDer Raum ist eine stetige dreifach ausgedehnte Man-
nigfaltigkeit, deren Kriimmungsmaass einen constanten
Werth hat.«
Will man das Axiom von der geraden Linie festhalten, so muss
man noch hinzufiigen, dass dieser Werth nur negativ oder Null
sein kann, um endlich das Axiomensystem Euklid’s zu erhalten,
hat man sich nur fir den letzten Werth zu entscheiden. In
der Definition:
wDer Raum ist eine stetige dreifach ausgedehnte Man-
nigfaltigkeit, deren Krimmungsmaass den constanten Werth
Null hat,
ist also das Axiomensystem fiir die Euklidische Geometrie d. h.
fiir unsere eigenthiimliche Anschauung enthalten und zugleich der
innere Zusammenhang der Axiome gegeben. Dies sind die Resul-
tate, zu denen Riemann und Helmholtz in Bezug auf die beiden
ersten der Fragen gelangen, deren Beantwortung oben als Motiv
ihrer Abhandlungen hingestellt wurde. Was die dritte Frage nach

'—1) Saggio di interpretazione della Geometria non-euklidea. Giornale di
Mathematiche. 1868.

2*
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den Griinden, auf denen unsere Ueberzeugung von der Wahrheit
der Geometrie beruht, anbetrifft, so sind Riemann und Helmholtz
der Ansicht, dass die Kriterien, nach denen das Kriimmungsmaass
des Raumes fiir unsere Anschauung sich als constant Null ergeben
hat, auf der Erfahrung basiren. Dass der Raum den besonderen
Werth Null des Krimmungsmaasses habe, sei nicht allein in der
Natur unseres Bewusstseins begriindet, sondern miisse in den ob-
jectiven Bezichungen der Dinge seinen Grund haben. Da wir
selbst im Stande seien uns die Welt anschaulich vorzustellen, die
der sphérische und der pseudosphérische Raum bieten, miisse alle
Geometrie abhéingig sein von dem Wohnraume. Nicht jede ob-
jective Erfahrung d. i. Art der Einwirkung der von uns verschie-
denen Dinge wiirde uns zur Bildung gerade unserer Rauman-
schauung veranlassen. Aus der Erfahrung stamme Alles, was wir
uns anders vorstellen kénnen, daher kinne die Raumanschauung
mit ihren besonderen Eigenschaften nicht wie Kant meine a priori
in unserm Bewusstsein liegen, sondern ,sowohl fiir die Ausdehnung
unseres Raumes nach drei Dimensionen und seine Unbegrenztheit
als auch fiir seine Stetigkeit, sowie endlich fiir den besonderen
Werth seines Kriimmungsmaasses miissen besondere Anlisse in den
Erregungen liegen, welche die psychische Entwickelung der Raum-
vorstellung hervorrufen. Unsere Anschauungsform der von uns
verschiedenen Dinge wiirde eine andere sein, sobald die gegenseiti-
gen, von ihrer besonderen Beschaffenheit unabhiingigen Beziehungen
der Dinge, die dieser Form entsprechen, sich verindern wirden.
Unsere Raumvorstellung ist daher nicht unabhéingig von den Dingen,
sondern mit den Beziehungen derselben auf ebenso enge Weise
verkniipft, wie mit der Natur unseres Bewusstseins. , Dass die
Beweise hinfillig sind, welche die Raumvorstellung als eine noth-
wendige Eigenschaft aller denkenden Intelligenzen darzustellen su-
chen, folgt unmittelbar aus der Moglichkeit, dass wir die Wahr-
nehmungsreihen, welche ein sphirischer oder pseudosphirischer
Raum darbieten wiirde, anschaulich entwickeln kinnen.“!) TUnsere
Ueberzeugung von der Wahrheit der geometrischen Axiome haben
wir daher auf dem Wege der Erfahrung gewonnen, diese Ueber-
zeugung ist daher auch nur so lange berechtigt, als keine ihr
widersprechenden Erfahrungsthatsachen gegehen sind. Die Raum-

1) Erd;nann, @y a.40Lp. 97 1. 116,
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anschauung ist daher empirisch und nicht reine Anschauung a
priorl. Mit diesen Argumentationen heantworten Riemann und
Helmholtz die dritte der oben aufgestellten Fragen; in sehr ausfiihr-
licher Weise hat Erdmann dieselben in seinem Buche reproducirt.

Ich habe in dem Vorhergehenden eine kurze Skizze des In-
halts und des Gedankengangs der Arbeiten von Riemann und
Helmholtz gegeben. Ich hitte auf dieselbe ganz verzichten und auf
die viel ausfithrlichere Darstellung Erdmanns im zweiten Capitel
seiner mehrerwihnten Schrift, in dem er einen sehr schéitzenswerthen
Commentar zu der im Allgemeinen schwer verstindlichen Abhand-
lung Riemanns gibt, verweisen kinnen, allein ich hielt eine kurze
Darstellung der leitenden Gesichtspunkte fiir nothwendig, um fir
den folgenden Versuch einer Kritik der erhaltenen Resultate wie
des Weges, auf dem sie gefunden wurden, einen festen Anhalt
zu haben.

Dieser kritische Versuch hat zuerst den Fundamentalpunkt
zu priifen, auf dem die vorhin dargestellten Untersuchungen. ba-
siren: Derselbe besteht in der Unterordnung des Raumes unter den
Gattungsbegriff der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Wir ha-
ben einmal zu prifen, ob diese Unterordnung iberhaupt eine phi-
losophisch berechtigte ist und ob die mathematischen Principien,
durch welche diese Unterordnung geschieht, tberall iibereinstim-
mend und richtigc sind. Wenden wir uns zunichst dem ersten
Punkte zu. Die Unterordnung des Raumes unter einen Gattungs-
begriff setzt als etwas Selbstverstindliches voraus, dass der Raum
selbst als Begriff aufgefasst werden konne. Dieses letztere haben
wir demnach zunéichst zu priifen.

Ob der Raum Begriff ist oder nicht, diese Frage wird in den
Abhandlungen von Riemann und Helmholtz ganz unberiicksichtigt
gelassen, dagegen kommt Erdmann ausfiihrlich auf sie zuriick. Ge-
stiitzt auf die analytische Geometrie weist derselbe zunichst nach,
dass die Raumgebilde, mit denen sich die Geometrie beschiftigt,
auch als Grossenbegriffe aufgefasst werden kinnen. Ohne sich auf
eine Widerlegung dieser Ansicht einzulassen, wirft Weissenborn?)

_1.) Ueber die neueren Ansichten vom Raume und den geometrischen
Axiomen; Vierteljahrsschr, f. wissensch, Philosophie, herausgeg. v. Avenarius.
Bd. II, p. 222,
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die Frage auf, ob sich dieselbe neben der Kantischen, dass die
Raumformen der Geometrie Raumanschauungen wiren, halten lasse,
und sucht zu zeigen, dass in allen Satzen der Geometrie die Grissen-
verhéltnisse schliesslich auf Anschauung hinauskommen. Dass dies
wahr ist, folgt unmittelbar aus der Ueberlegung, dass der Begriff
Grosse, wie alle Begriffe tiberhaupt, in der Anschauung wurzelt und
aus ihr erst durch Abstraction verstanden werden kann. Aber eine
analytische Geometrie wiirde nicht méglich sein, wenn die Raum-
gehilde der Geometrie nicht wirkliche Grossenbegriffe sein kénnten,
da alle arithmetischen Operationen nur mit Grdssenbegriffen vor-
genommen werden kionnen. Dazu kommt weiter, dass nicht allein
die analytische Geometrie die Raumgebilde als Grissenbegriffe be-
nutzt, sondern dass auch ein sehr wesentlicher Theil der Plani-
metrie auf der Moglichkeit beruht die Raumgebilde als Grissen-
begriffe aufzufassen, néimlich die Lehre von der Aehnlichkeit. Denn
von einer Aehnlichkeit kann nur die Rede sein, wenn sich jede
Beziehung zwischen Strecken auf eine Zahlbeziehung reduciren und
durch dieselbe ersetzen lisst. Auf dieser in der Euklidischen Geo-
metrie vorhandenen Thatsache basirt @iberhaupt die Anwendbarkeit
der algebraischen Sitze und Operationen auf die Geometrie, und
weil dadurch die Gebilde der Geometrie zugleich Grossenbegriffe
werden, hat Euklid den geometrischen Axiomen die allgemeinen
Grossenaxiome vorausschicken zu missen geglaubt. Wie nun in
der analytischen Geometrie Linien, Flichen und Korper als Grossen-
begriffe betrachtet werden, so lehren die mathematischen Specu-
lationen den Raum selbst durch eine einfache Erweiterung der
Formeln nach Analogie als Begriff auffassen. Diese durch die
mathematischen Untersuchungen bewiesene Thatsache scheint aber
in Widerspruch mit der Ansicht Kants zu stehen, nach welcher
der Raum Anschauung sei und kein Begriff. Ja Wundt sagt
geradezu, dass durch dieselbe in die philosophische Theorie Kants
eine Bresche gelegt wiirde, denn ,dass der Raum Anschauung sei
und kein Begriff, weder ein empirischer noch ein a priori gege-
bener, gilt Kant als ein feststehender Satz.*!) Diese Behauptung
bedarf um so mehr einer Priifung, als Caspari®) ihr gegeniiber

1) Logik. p. 448.
2) Das Raumproblem. Mit Riicksicht auf die speculativen Richtungen
der Mathematik, Im ,Ausland* 1880. Nr. 23 und 24.
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einwendet, dass Kant nur der Ansicht sei, der Raum sei kein
blosser Begriff. Es scheint in der That auf den ersten Blick
die Ansicht berechtigt zu sein, dass Kant nie behauptet haben
wiirde, der Raum kimne nicht als Begriff aufgefasst d. h. gedacht
werden. Denn es ist ein grosser Unterschied, ob ich sage, der
Raum ist Begriff oder der Raum kann als Begriff gedacht
werden. Die mathematische Untersuchung weist nur das Letztere
nach. Zur Rechtfertigung dieser Ansicht tiber Kant kénnte man
zundchst folgende Stelle der Kritik der reinen Vernunft citiren:?)
»Der Raum wird als eine unendliche gegebene Grosse vorgestellt.
Nun muss man zwar einen jeden Begriff als eine Vorstellung
denken, die in einer unendlichen Menge von verschiedenen mog-
lichen Vorstellungen (als ihr gemeinschaftliches Merkmal) enthal-
ten ist, mithin diese unter sich enthilt; aber kein Begriff als ein
solcher kann so gedacht werden, als ob er eine unendliche Menge
von Vorstellungen in sich enthielte. Gleichwohl wird der Raum
so gedacht (denn alle Theile des Raumes ins Unendliche sind zu-
gleich). Also ist die urspriingliche Vorstelling vom Raume An-
schauung a priori und kein Begriff.# Soll der Raum nicht als
Begriff aufgefasst werden kénnen, so mochte in den Anfangsworten
ein Widerspruch liegen. Denn ,vorgestellt“ in demselben kann
nur heissen ,gedacht®, weil man sich etwas Unendliches nur be-
grifflich denken, nicht vorstellen kann. Und so bedeuten jene
Worte: der Raum wird als eine unendliche gegebene Grésse ge-
dacht, oder da unendliche Grosse ein Begriff ist, der Raum wird
als ein gewisser gegebener Begriff gedacht, d. h. durch Denken einem
gewissen Begriffe, dem der unendlichen Grosse untergeordnet. Kant
beweise so mit jenen Worten nur, dass die urspriingliche Vor-
stellung vom Raume Anschauung sei und kein Begriff. Dass Kant
nur der Ansicht gewesen, der Raum sei kein blosser Begriff,
kinnte auch aus andern Schriften zur Gentige dargethan werden.
In der 1768 erschienen Schrift: ,,Von dem ersten Grunde des Un-
terschiedes der Gegenden im Raume*, sowie den 1783 erschienenen
yProlegomena zu jeder kiinftigen Metaphysik* weist er an Bei-
spielen — namentlich an dem Verhéltnisse der rechten und linken
Hand eines beliebigen Gegenstandes zu seinem Spiegelbilde — nach,

1) L § 2. 4. (2. Aufl)
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ydass in der Beschaffenheit der Korper Unterschiede angetroffen
werden konnen, die sich lediglich auf den absoluten und urspriing-
lichen Raum beziehen, die wir aber durch keinen Begriff verstind-
lich machen, sondern nur durch Anschauung nachweisen konnen,“
hebt aber stets hervor, dass zum Zustandekommen unserer Raum-
anschauung der Verstand, d. h. das Denken mitwirken miisse.
Wenn Wundt noch aus andern Stellen Kants nachweisen will,
dass ihm (Wundt) der Raum auch Begriff sei, z. B. aus den Wor-
ten ,man kann sich niemals eine Vorstellung davon machen, dass
kein Raum sei, obgleich man sich ganz wohl denken kann, dass
keine Gegenstinde darin angetroffen werden,“ in denen ,,denken*
heisse ,begrifflich denken*, da man sich einen Raum ohne Gegen-
stinde nicht vorstellen konne, so ist er damit in vollem Rechte
und scheint trotzdem guten Grund zu der Behauptung zu haben,
dass die mathematischen Speculationen von dieser Seite in die
philosophische Raumtheorie Kants eine Bresche legen. Allerdings
scheint die obige Argumentation richtig zu sein und in der That
geht aus Kants eigenen Worten hervor, dass der Raum (d. h. die
reine Raumanschauung) nur begrifflich gedacht werden kann.
Aber dies nur dann, wenn man Begriff in einem ganz andern
Sinne nimmt als Kant selbst. Fir Kant gilt als Merkmal des
Begriffs, dass er selbst als Merkmal in den unter ihm
enthaltenen Vorstellungen gedacht werden kénne. Nun
weist er nach, dass der Raum kein Merkmal der einzelnen rium-
lichen Dinge sei, also ist er fiir ihn auch kein Begriff. Wir kon-
nen uns nach Kant zwar Begriffe von einzelnen Raumgebilden,
ja sogar von Raumen iberhaupt bilden, aber nicht von dem
Raume, denn ,,der allgemeine Begriff von Riumen tiberhaupt be-
rubt lediglich auf Einschriankungen.“ Dass fir Kant die so-
genannte Unendlichkeit des Raumes keine Instanz fiir, sondern
gegen die begriffliche Natur des Raumes (d. h. der reinen Raum-
anschauung) ist, geht noch deutlicher aus der ersten Auflage der
Kritik der reinen Vernunft hervor, wo es heisst: ,,5. der Raum
wird als eine unendliche Grisse gegeben vorgestellt. Ein allge-
meiner Begriff vom Raum, der sowohl einem Fusse als einer
Elle gemein ist [d. h. nur in Bezug auf das eingeschrinkt
Réumliche moglich ist] kann in Anschauung der Grosse
Nichts bestimmen. Wire es nicht die Grenzenlosigkeit im
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Fortgange der Anschauung, so wiirde kein Begriff von Verhilt-
nissen ein Principium der Unendlichkeit derselben bei sich fithren.“
Kiirzer und treffender noch heisst es bei der Zeit: ,Die Unend-
lichkeit der Zeit bedeutet nichts weiter, als dass alle bestimmte
Grosse der Zeit nur durch Einschrinkungen einer einigen zu
Grunde liegenden Zeit moglich sei.“ Fasst man den Begriff ge-
nau im Kantischen Sinne, so kann eine einige, d. h. einzelne Vor-
stellung niemals zugleich als Begriff gefasst werden. Wenn man
daher behauptet, Kant wolle nur beweisen, dass der Raum kein
blosser Begriff sei, so beruht dies auf einer Verwechslung der hei
Kant noch herrschenden scholastischen Worthedeutung des ,,Be-
griffs“ von unserer heutigen Auffassungsweise. Aus der ,Grenzen-
losigkeit im Fortgange der Anschauung®“ kann nach Kants Auf-
fassung die Idee der Unendlichkeit hervorgehen (welche kein
cigentlicher Begriff ist) aber nicht der Begriff des unendlichen
Raumes, weil es nur einen unendlichen Raum gibt, wihrend
es nach ihm zum Wesen des Begriffs gehort, dass er eine Mehr-
heit von Vorstellungen unter sich enthélt. Die Worte dagegen:
»Lasset von eurem Erfahrungsbegriffe eines Korpers Alles, was
daran empirisch ist, nach und nach weg: die Farbe, die Harte,
die Weiche, die Schwere, die Undurchdringlichkeit, so bleibt doch
der Raum tibrig, den er (welcher nun ganz verschwunden ist)
einnahm und den kénnt ihr nicht weglassen®!) sagt Kant nicht,
um zu beweisen, dass der Raum Anschauung sei, sondern, dass
der Raum nicht empirisch, aus der dussern Erfahrung genommen
sei, sondern als reine Anschauung a priori in uns gegeben.

Die Worte Wundts?): ,Nur weil er ein Begriff ist, kann der
Raum definirt werden“ méchte ich lieber umdrehen und in der
Form aussprechen: nur weil er definirt werden kann, ist der Raum
Begriff, oder allgemeiner, der Raum ist ein Begriff, weil er
selbstindiges Object des logischen Denkens sein kann.
Denn es ist ein Hauptmerkmal des logischen Denkens, dass es
begriffliches Denken ist. Hieraus folgt auch unmittelbar die
von Wundt mit andern Argumentationen bewiesene Thatsache,

1) Vergl. zu dieser Stelle die fast wortlich gleichlautende in Descartes’
Principien II, 11 und eine #hnliche bei Hobbes, de corp. Cap. VIL
2) Logik p. 450.
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dassKants reine Anschauung keine Anschauung, sondern Begriffist:
denn der Begrift der reinen Anschauung ist das Product eines logischen
Denkprocesses. Mit diesen Ausfithrungen ist nun freilich nicht, wie
Caspari (a.a. 0.) polemisirend gegen Wundt behauptet, der Raum
selbst von der Anschauung ganz emanicipirt und zu einem wirk-
lich reinen Begriff erhoben, sondern es ist nur der Unterschied
bewiesen, der zwischen dem Raum der logisch-mathematischen
Untersuchung und dem der Psychologie und Erkenntnisstheorie
besteht, Der mathematischen Untersuchung ist der Raum ein
real gegebenes in sich fertiges und vollig bestimmtes Continuum,
das dem Denken als selbstindiges Bild und Begriff gegeniibersteht,
migen nun Psychologie, Erkenntnisstheorie und Metaphysik be-
weisen, dass der Raum real gegeben, fertic und continuirlich
sei oder nicht: fiir das mathematische Problem ist das ganz gleich-
giiltig. ,,Es muss daran festgehalten werden, dass die analytische
Theorie des Raumes den letzteren in einem Sinne auffasst, der
weder mit der empirischen Raumerfiillung oder mit dem Raume
als Phinomenon noch mit dem Raume als einem Objecte erkennt-
nisstheoretischer und metaphysischer Betrachtung irgend etwas un-
mittelbar zu schaffen hat.“!) Kurz und treffend hebt Baumann?)
den in Rede stehenden Unterschied hervor mit den Worten:
»Der Raum in mathematischer Hinsicht rein als Vorstellung un-
seres Geistes gefasst stellt sich, wenn er mit dem Raum draussen
verglichen, bald als ein Wesen sui generis heraus; in ihm ist
Allgemeines und Besonderes mit einem Schlage gegeben, wir ent-
werfen ihn zugleich im Bilde und finden ihn in uns selbst ent-
worfen, wir durcheilen ihn und verfiigen iiber ihn ohne Hinder-
niss; ganz anders finden wir es bei dem Raume, der ausser uns
sich uns empfindbar macht; der Schluss von einem auf den andern
ist so durch die Sache selbst verboten. Aus der Nichtbeachtung
dieser Thatsache allein ist das Fehlerhafte in der Raumtheorie
Descartes” entsprungen; auf ihr beruht ebenfalls die ganze Pole-
mik Caspari’s gegen Wundt, die sich hiernach von selbst hinfil-
lig zeigt.

1) Witte in der Recension des Erdmannschen Buches itber die Axiome
der Geometrie. Philos. Monatshefte. XIIL. p. 438.

2) Die Lehren von Raum, Zeit und Mathematik in der neueren Phi-
losophie. 2 Bde. (Berlin 1868/69.) Bd. I. p. 101.
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Ist sonach die Auffassung des Raumes als Begriff durchaus
gerechtfertigh, so ist es zweitens unsere Aufgabe das Verhiltniss
dieses Begriffs zu dem allgemeinen Gattungsbegriffe der n-fach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu untersuchen. Der Grund den
Raum unter einen Gattungsbegriff subsumiren zu wollen fand
seine Berechtigung in der Forderung eine Definition des Raumes
aufzustellen, um aus ihr das einfachste und vollstindige System
von Axiomen zu erhalten. Denn nach Erdmann kann diese ,,ge-
forderte Definition unserer Raumanschauung nur gebildet werden,
wenn wir im Stande sind den Gattungsbegriff zu finden, dem wir
dieselbe subsumiren miissen, und die specifischen Merkmale zu
bestimmen, die sie von den anderen moglichen oder etwa wirk-
lichen coordinirten Arten dieses Gattungsbegriffs unterscheidet.*?)
Dieser Gattungsbegriff scheint nun von Riemann und Helmholtz
in der z-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit gefunden zu sein, als
deren wesentliches Merkmal sie den Umstand angeben, ,dass ihre
Elemente von » von einander unabhiingigen, reelen stetigen Ver-
anderlichen , x,,... x, abhingen, so dass zu jedem Element
_der Mannigfaltigkeit ein zulissiges Werthsystem z;, x,,...a,, aber
auch umgekehrt zu jedem zulissigen Werthsystem ;, 2,,...2, ein
gewisses Element der Mannigfaltigkeit gehort.“ In einem ,Bei-
trag zur Mannigfaltigkeitslehret hat G. Cantor?) gezeigt, dass dabei
stillschweigend noch eine andere Voraussetzung zu Grunde liege,
dass mimlich ,die Correspondenz der Elemente der Mannigfaltig-
keit und des Wexthsystems @, a, ...z, eine stetige'sei, so dass jeder
unendlich kleinen Aenderung des Werthsystems x,, ,,...2, eine
unendlich kleine Aenderung des entsprechenden Elementes und
umgekehrt einer unendlich kleinen Aenderung des Elementes eine
ebensolche Werthénderung seiner Coordinaten entspricht.* Der
Autor zeigt in diesem Aufsatze ferner, dass die Elemente einer
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit sogar durch eine einzige
reelle Coordinate eindeutig und véllig bestimmbar sind, falls man die
letzte Voraussetzung fallen lisst, wihrend die Definitionen, welche
Riemann und Helmholtz fiir die n-fach ausgedehnte Mannigfaltig-
keit geben, in der (von ihnen freilich nicht genug hervorgehobe-

1) a. a. O, p. 86.
2) Crelle-Borchradt’s Journal. Bd. 84.
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nen) Forderung besteht, dass wenigstens n Grissenbestimmun-
gen nothig sind. In der That haben weiter verschiedene Mathe-
matiker wie Liiroth, Tobias Mayer, Jirgens, Netto zu zeigen
versucht, dass diese Forderung unerlisslich ist: Eine m-fache Man-
nigfaltigkeit lisst sich in stetiger Weise nicht auf eine nfache abbilden.

Thatséchlich ist diese Voraussetzung bei unserem Raume er-
fiillt und insofern ordnet sich der Raum dem allgemeinen Begriffe
der stetigen n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit unter. Wenn
man aber héufig die Ansicht findet, dass die n-fach ausgedehnte
Mannigfaltigkeit wirklich der allgemeine Gattungsbegriff fir den
Raum sei, so ist dieselbe unrichtig. Denn, wie ich jetzt nach-
weisen werde, haben wir es bei dem Verhiltnisse des Raumes
zur stetigen n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit gar nicht mit
einem Verhiltniss zwischen Gattung und Art im eigentlichen
logischen Sinne zu thun. Erdmann selbst bemerkt: , Der allge-
meinste Gattungsbegriff, der Begriff der n-fach ausgedehnten Man-
nigfaltigkeit tberhaupt, ist kein hochster Begriff in dem Sinne
der gewohnlichen logischen Forderungen. Jene Begriffe entstehen
durch Abstraction von immer neuen Merkmalen, dieser ging aus
der unbestimmten Erweiterung eines besonderen Merkmales her-
vor“?), und ist trotzdem der Ansicht, dass sich aus diesem Gat-
tungshegriff die Eigenschaften des Raumes analytisch entwickeln
lassen. — Im Allgemeinen ist die logische Berechtigung zur Bil-
dung des Verhiltnisses von Gattung und Art nur in dem Falle
vorhanden, wo mehrere Arten zugleich gegeben sind, welche ge-
wisse gemeinsame Merkmale besitzen: Die Zusammenfassung die-
ser Merkmale gibt die Gattung. So ist es z B. vollkommen
berechtigt als allgemeinen Gattungsbegriff fiir die Curven die ein-
fach ausgedehnte, fir die Flichen die zweifach ausgedehnte Mannig-
faltigkeit zu bilden; denn alle Curven haben die Eigenschaften der
einfachen Ausdehnung und der Continuitdt, alle Flichen die der
zweifachen Ausdehnung und Stetigkeit gemeinsam. Wenn man aber
weiter als allgemeinen Gattungsbegriff fiir den Raum die dreifach
ausgedehnte Mannigfaltigkeit setzt, so sind jene wesentlichen
Erfordernisse zur Bildung dieses Begriffes nicht mehr vorhan-
den, denn uns sind nicht mehrere coordinirte Arten, son-

1) a. a, O. p. 133.
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dern nur der eine Raum unserer Anschauung gegeben. Vollends
fiir die n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit ist uns nicht einmal
eine einzige Art gegeben, sie ist nur durch eine Erweiterung der
Zahl hervorgegangen.

Ich muss hier einige Einwiinde berticksichtigen, die man ge-
gen das Letzere erheben kénnte. Erstens konnte man sagen, dass
wenigstens die dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit den Charak-
ter eines wahren Gattungsbegriffes besitze, da uns in der That
mehrere coordinirte Arten gegeben sind, die gemeinsame Merk-
male besitzen, ndmlich neben dem Raume noch mindestens das
System der Farbenempfindungen: Das Gemeinsame ist ja die
Dreizahl der Dimensionen und die Continuitit. Allein dieser
Einwand ist sofort hinfillig. Er geht aus einer falschen Auffas-
sung des Begriffs ,Dimension® hervor; fiir jetzt gentigt es nur
den gewaltigen Unterschied hervorzuheben, der zwischen den Di-
mensionen des Raumes und denen des Farbensystems besteht.
Betrachten wir némlich eine einzelne Farbenempfindung, so hat
dieselbe unabhingig von den andern einen Farbenton, einen ge-
wissen Sittigungsgrad und eine gewisse Lichtstirke, so dass diese
drei Verinderlichen Eigenschaften jeder einzelnen Farben-
empfindung und mit derselben unzertrennlich verbunden sind.
(Das Gleiche gilt natiirlich von dem ,zweidimensionalen® Gebiet
der Tonempfindungen.) Ganz anders ist das Verhéltniss des Raum-
punktes zu den Dimensionen des Raumes. Ein Element des Rau-
mes, der Punkt, hat an und fiir sich mit den Dimensionen gar
Nichts zu thun; die Dimensionen sind durchaus nicht Eigen-
schaften des Raumpunktes oder mit ihm untrennbar verbunden:
Der Punkt ist dimensionslos. Die Dimensionen bezeichnen im
gewdhnlichen Sinne nur die Anzahl der Coordinaten, die zur Be-
stimmung der Lage eines Punktes erforderlich sind, so dass von
Dimensionen nur die Rede sein kann, wenn man einen Punkt
mit andern in Beziehung setzt. Diese Unabhangigkeit des Punktes
selbst von den Dimensionen gibt auch die Moglichkeit die Lage
eines und desselben Punktes auf unzihlige Weise durch ganz von
einander unabhingige Coordinatensysteme zu bestimmen. Dem,
was man Dimension beim System der Farbenempfindungen ge-
nannt hat, entspricht auch beim Punkte etwas, sobald man ihn
als Elementarbestandtheil der Korperwelt auffasst: Als Dimen-
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sionen eines Punktes konnte man dann etwa die in ihm vorhan-
dene Dichtigkeit, Temperatur und elektrische Spannung bezeich-
nen. Dies wéren dann mit dem Punkte unzertrennlich verbundene
Figenschaften und den Dimensionen des Farbensystems analog.
Kurz lasst sich der niher auseinander gesetzte Unterschied dahin
aussprechen, dass die ,Dimensionen® des Farbensystems intensive,
die des Raumes extensive Grissen sind, beide also nicht in die-
selbe Kategorie zusammengeworfen werden dirfen. Uebrigens
wiirde das Farbensystem wohl auch nie als eine mit dem Raume
coordinirte dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit angesehen wor-
den sein, wenn es nicht zur Versinnlichung riumlich dargestellt
worden wéare. Denn dass der einzige Grund jener Auffassung in
dieser graphischen Darstellung liegt, folgt sofort aus dem Um-
stande, dass nicht analytische Formeln wie y =z + 2z, + 2,
Y =2, & + ¥y 25 + 242, ¥y = 2, ¥, 2, und Gberhaupt alle symme-
trischen Functionen dreier Veréinderlichen zu den dreifachausgedehn-
ten Mannigfaltigkeiten geziihlt werden und zwar zu den mit dem
Raume gleichartigen, da in ihnen jedes y von drei von einander un-
abhiingigen, mit einander beliebig vertauschbaren Gérssen x,,2,, 2, die
sich stetig indern kénnen, abhéngt. Auf einen speciellen Fall dieser
Formeln hat schon Weissenhborn in der oben citirten Abhandlung
aufmerksam gemacht. Er fragtwarum nicht auch Formeln wie die der

Zinsrechnung C'= 0'1{;6 " als dreifach ausgedehnte Mannigfaltig-

keiten angesehen werden, da in ihnen das Capital ¢ vom Grund-
capital ¢, dem Zinsfuss p und der Anzahl » der Jahre in der
Weise abhiingt, dass alle drei sich stetig und unabhingig von
einandern &ndern und mit einander vertauscht werden konnen.
Man sieht an diesem aus der Wirklichkeit genommenen Beispiele
deutlich, dass nur die graphische Darstellung im Raume des Far-
bensystems der Grund gewesen es als dreifach ausgedehnte Man-
nigfaltigkeit zu betrachten. Die Hinfilligkeit dieses ersten Ein-
wandes glaube ich dadurch zur Geniige dargethan zu haben,
Man konnte aber zweitens einwenden, dass der allgemeine Gat-
tungsbegriff, dem der Raum subsumirt werden soll, iiberhaupt
gar nicht aus der einen Raumanschauung entstanden ist, sondern
vielmehr aus der Betrachtung der Flichen. TUnten den unend-
lich vielen krummen Flichen, den zweidimensionalen Mannigfal-
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tigkeiten, werden nach Gauss’ Vorgange die einzelnen Arten nach
dem Werthe des Kriimmungsmaasses unterschicden und so z. B.
fiir die Ebene die zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit als wirk-
licher Gattungshegriff gefunden. Nach Analogie habe man nun
die allgemeine dreidimensionale und in gleichem Uebergange die
n-dimensionale Mannigfaltigkeit gebildet, und so sei der allgemeine
Gattungshegriff nicht aus der einen Raumanschauung, sondern aus
der unendlich mannigfachen der krummen Oberfliche hervorge-
gangen. Allein die zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit bedeu-
tet nur Flichen und es ist daher eine Tautologie die Flichen als
Gattungsbegriff fiir die Flichen aufzustellen. Man kann hochstens
behaupten, dass in der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit sich auf
dem Wege der Analogie ein Analogon zu einem Gattungs-
begriffe herausgebildet habe. Nur ein mathematischer Nomi-
nalismus, wie ihn u. A. auch Erdmann vertritt, konnte in ihm
einen wirklichen Gattungsbegriff sehen. Ich habe hervorgehoben,
dass zur Bildung des Be gffs der dreifach ausgedehnten Mannig-
faltigkeit uns nur der eine Raum unserer Anschauung gegeben
ist, was allem Anschein nach mit der Ansicht mancher
Mathematiker und Philosophen, nach der wir uns Réume,
die anders als der unsrige gestaltet sind, vorstellen kinnen,
in Widerspruch steht und daher einiger rechtfertigender Worte
bedarf. Namentlich hat sich Helmholtz hemiiht jene Ansicht
durch Einfihrung hypothetischer Wesen plausibel zu machen; so
stellt er auf diese Weise z. B. die Geometrie dar, welche zweidi-
mensionale Wesen, die auf einer ebenen oder einer pseudosphiiri-
schen Fliiche leben, haben werden. Allein dadurch wird der eigent-
liche Hergang nur versteckt: es wird nicht die Anschauung jener
Wesen dargestellt, sondern die Anschauuug, welche wir mit un-
serer Raumvorstellung von den geometrischen Eigenschaften jener
Flichen haben, wenn wir dabei von den iibrigen Merkmalen ab-
strahiren. Wundt, der sich ebenfalls gegen diese Ansicht erklirt,
bemerkt mit Recht:?) ,Diejenigen Raumbeziehungen, von denen
wir hierbei (bei der Untersuchung der geometrischen Eigenschaften
der Flichen) abstrahiren, befinden sich keineswegs ausserhalb un-
seres Vorstellens. Im Gegentheil wir bediirfen unserer volligen

1) Logik. p. 441.
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Raumanschauung, nicht nur fiir die Vorstellung einer gekriimmten
Oberfliche, sondern selbst fir die Vorstellung einer Ebene und
einer Geraden; denn wir konnen uns die Ebene ebensowenig wie
die Gerade anders vorstellen als im Raume: wir stellen uns beide
nicht vor als selbstindige Rdume, sondern als Gebilde im
Raum® Schon Hume erklirt in seiner Abhandlung iiber die
menschliche Natur!), dass wir uns Linien nicht anders vorstellen
als in Flichen und diese nur in Korpern und diese wieder nur
im Raume, wir abstrahiren nur von einer resp. zwei Abmessungen.

Wir sind durchaus nicht im Stande, wie Erdmann meint?)
den Raum zu Korpern, Flichen, Linien zu verengen, wir kinnen
hochstens Flichen und Linien als Verengungen von Korpern auf-
fassen, denn wir konnen uns Flichen und Linien nur als Grenzen
von Korpern d. h. an Raumgebilden vorstellen. — Es leuchtet um
so mehr ein, dass die so ausgemalte Geometrie die Geometrie unse-
rer Anschauung ist, wenn man sich bemiiht, durch Fiction von
vierdimensionalen Wesen die Eigenschaften im vierdimensionalen
Raume sich anschaulich vorzustellen. Helmholtz sagt:3) ,,An-
schauungen, die man hat, sich wegdenken, ist leicht, aber An-
schauungen, fir die man kein Analogon hat, sich sinnlich vor-
stellen, ist sehr schwer.“ Dass dies nicht nur sehr schwer, son-
dern geradezu unmoglich ist, beweist schon Kant mit den Wor-
ten: ,wir konnen von den Anschauungen anderer denkenden
Wesen gar nicht urtheilen, ob sie an die néimlichen Bedingungen
gebunden seien, welche unsere Anschauungen einschriinken und
fiir uns allgemein giltig sind.* Vollig rathlos stehe ich daher
einer Stelle Erdmanns gegeniiber, in der er sagt, dass im vier-
dimensionalen Raume in jedem Punkte vier aufeinander senk-
recht stehende Linien construirbar sein miissen. Wei-
tere berechtigte Einwiirfe gegen die Hypostasirung solcher fingirter

1) Bd. I. part. II. sect. IV.

2) Vergl. p. 44 seiner mehrerwiihnten Schrift. Wenn er daselbst sogar
sagt, wir konnen uns einfach bestimmte Farbenempfindungen anschaulich
vorstellen, weil sie nur Determinationen des gegebenen dreifach ausgedehn-
ten Farbensystems sind, so mochte ich wohl fragen, wie man sich eine
Farbenempfindung ohne Farbe z. B. nur mit einem gewissen Sattigungsgrade
behaftet anschaulich vorstellen soll.

3) Vortrage III. p. 35.
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Wesen und ihre Geometrie haben Weissenborn a. a. O. und
Krause in seiner Schrift ,Kant und Helmholtz# (Lahr 1878)
gemacht; ich verzichte jedoch auf eine Reproduction derselben.

Von einem Verhéltniss der Gattung zur Art kann demmnach
zwischen der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit und dem Raume
nicht die Rede sein: die n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit ist
kein Gattungsbegriff, sondern nur ein mathematischer Hiilfsbegriff.
Uebrigens hat Wundt in seiner Logik nachgewiesen, dass es
zur Definition des Raumes durchaus nicht erforderlich ist, den
Gattungsbegriff aufzusuchen, dem er untergeordnet ist. Diese
Forderung entspringt nur aus einer falschen Auffassung des We-
sens des Begriffs, das in der Moglichkeit der Subsumtion bestehen
soll. 'Wundt weist nach, dass damit das Wesen des Begriffs viel
zu eng gefasst ist, dass dieses vielmehr in den allgemeinen Be-
ziehungen — von denen die Subsumtion nur ein besonderer Fall
ist — zu anderen Begriffen besteht. Steht dieses fest, so muss
es tiberhaupt Begriffe geben, die sich keinem Gattungshegriffe unter-
ordnen lassen, sondern die nur Begriffe sind, weil sie anderweitige
allgemeine Bezichungen zu anderen Begriffen haben. Und fiir-
wahr folgt aus dem unanfechtharen Beweise Kant’s, dass die
Raumanschauung einzig in ihrer Art ist, dass fiir den Raumbe-
griff ein Gattungsbegriff im eigentlichen Sinne gar nicht existirt
und iberhaupt nicht existiren kann.

Nachdem ich im Vorhergehenden das Verhiltniss der n-fach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu unserem Raume klar gelegt habe,
gehe ich jetzt niher auf die n-fache Mannigfaltigkeit selbst und
namentlich auf ihre mathematische Behandlung ein, soweit dieselbe
direct mit unserm Problem zusammenhingt. Oben S. 27 habe
ich im Anschluss an G. Cantor die Modification angegeben, welche
man der Riemannschen Definition der Mannigfaltigkeit hinzufiigen
muss, damit in ihr jede Ortshestimmung durch » Grissenbestim-
mungen ersetzt werden kann, so dass die dusseren Maassverhilt-
nisse einer Mannigfaltigkeit bestimmt sind. Jetzt ist es unsere
nichste Aufgabe, die Theorie der n-fach ausgedehnten Mannigfal-
tigkeiten insofern zu priifen, als fir sie das Krimmungsmaass als
inneres Maassverhiltniss und als charakteristischer Eintheilungs-
grund angenommen wird.

Soll die Theorie des Kriimmungsmaasses auf demselben Wege,

3
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wie sie von Gauss ausgebildet ist, auf die n-fach ausgedehnten
Mannigfaltigkeiten iibertragen werden, so scheint es als durchaus
nothwendig, dass man die n-fache Mannigfaltigkeit aus einer
(n+1)-fachen, wie Riemann sagt, absolut gegebenen oder ebenen
Mannigfaltigkeit ausgeschieden betrachtet, analog wie die Flichen
aus dem Raume ausgeschieden angesehen werden. Dies kann in
zweierlei Weise geschehen: man nimmt entweder eine Gleichung
zwischen den (n 4 1) Grissen 2, z,,...2, 11, welche den Ort in
der (n+1)fachen Mannigfaltigkeit bestimmen, an etwa
s s, ) =0
die man unter Bevorzugung einer Coordinate auch in der Form
Tn 41 = @(2, ... z,)
schreiben kann, oder man denkt die (n--1) Grossen a; als Func-
tionen von n Parametern gegeben:
b O A E=1,2,...n4+1)

Soll jetzt auf die in einer dieser beiden Arten definirte Mannig-
faltigkeit die Gaussische Kriimmungstheorie iibertragen werden, so
muss man das Kriimmungsmaass definiren entweder als das reci-
proke Product der » Hauptkriimmungshalbmesser oder als das
Verhiltniss eines Elementes der n-fachen Mannigfaltigkeit zu dem
Elemente einer n-fachen kugelformigen Mannigfaltigkeit, welche der
gegebenen n-fachen genau so in Correspondenz gesetzt wird, wie
Gauss den Flichen eine Kugelfliche zuordnet. Eine dieser beiden
Definitionen muss dem Kriimmungsmaass zu Grunde gelegt werden,
falls es eine wirkliche Erweiterung des Gaussischen Kriimmungs-
maasses auf die n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit sein soll. In
der That ist auf Grund beider Definitionen das Kriimmungsmaass
fir die Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung abgeleitet worden. Die
erstere Definition liegt der Arbeit Kroneckers zu Grunde, (vergl.
Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 1869), die zweite
der Abhandlung von Beez iiber das Kriimmungsmaass von Mannig-
faltigkeiten hoherer Ordnung.“!) Bevor ich die Arbeiten dieser
beiden Mathematiker kannte, hatte ich durch unmittelbare Er-
weiterung der Formeln, welche Herr Prof. C. Neumann in seinen

1) Mathem. Annalen VII, p. 881. Vergl. ausserdem die Abhandl. von
Beez in der Zeitschr. f. Mathem. u. Physik. XX, p. 423; XXI, p. 873;
XXIV, p. 1 und 65.
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im Sommer-Semester 1879 ,jiiber einzelne Capitel der Geometrie®
zu Leipzig gehaltenen Vorlesungen entwickelt hatte, auf nDimen-
sionen beide Wege einzuschlagen versucht und war zu Resultaten
gelangt, die ich hier kurz mit méglichster Vermeidung der Zwischen-
rechnungen mittheile.
Ist B e, )
die gegebene Gleichung der Mannigfaltigkeit und definire ich (n+1)
Grossen «; durch die Formeln
of

Oz :
o = 4 =‘%, (i =13..0h),

At e ]

so dass also ¢; die Richtungscosinus der im Punkte (z,,...2p 4.1)
errichteten Normale — im Sinne von Flichen gesprochen — re-
prasentiren, so erhalte ich als Differentialgleichungen fiir die
Kriimmungscurven :

Oay b O, day s
(a:l'l Q)(ll‘l-}— dez +“.+a"'n+1 dl‘n+1 =0
B¢y 7. Oay _ 1 L S
631 dll - (a—xﬂ- o —E) d.l'z + cee +aI"+1 dl'n+1 =
aan-}—l a"n-}.l Octy ey 1
a.’l‘l d.’l,‘l =+ ax2 d.l'z + .. +(amn+1 _?) (i.z‘n+1 = 0
aus denen durch Elimination von dx,,da,,... da,+1 die Gleichung
Boy 1 By 8oy \
Oz, 0 O,y ks B oz, 1 .
6oy Omy 1 duy |
o, O, PRy oz, 41 )I Lotp
Oougr | Fui Peaty o1 |
oz, Oz, S e ol +1 0 t
hervorgeht. Dieselbe ist in Bezug auf ¢ vom (» + 1)ten Grade,

reducirt sich aber wegen der aus

a12+u22+.... +¢Z2,.+1=1
folgenden Relation
3*
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Oz, Ozy ' " Oz,
. S Oay |
A= 0z, 0z, """ Oz, | = %1=0
v i i 5 O, |
aa’n-l—l a“n+1 a"n+1
Oy Oz, " Oz,yy

auf eine Gleichung n-ten Grades, deren n» Wurzeln o, ... 0, die
beiden Gleichungen erfiillen

1 1 1 nE 0 oy,

o Lo e

On k 0 @,

Kt ol it
01:03 + - . 0On

wobei 4, diejenige Unterdeterminante von A4 ist, die man durch
Weglassung der %-ten Horizontal- und der %-ten Verticalreihe er-
hilt. Die erste dieser Formeln spielt eine besondere Rolle in der
Theorie der Minimalflichen, sobald man diese auf » Dimensionen

iibertragen will,') die zweite ist der Ausdruck fiir das Kriimmungs-
2

9 f,
maass. Setzt man zur Abkirzung ﬁkzﬁ—, so kann man,
i k
wenn R dieselbe Grosse hedeutet wie oben, nimlich
R=V2+ 2+ .. +/ fat

den Differentialgleichungen fiir die Kriimmungscurven die Gestalt
geben:

R dR

(fix _—Q_) dey +fis doy + — — — + finp1 doapn _'fx_R""'O
R dR

for d +(féz _?)‘h’z'i' = = =95 N ooy "‘féf=0

Jot1 1401+ fapr12doa+ — —+ (_ﬁn+1n+l’_ %)dxn+1—ﬁn+1%=0

fide, + fode, +— —+ a1 Dot =
(Die letzte hinzugefiigte Gleichung sagt geometrisch aus, dass die

1) Vergl. Lipschitz, Crelle-Borchardt’s Journal Bd. 74.
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Tangente in 2, 2,,.. 2, +1 mit der Normale rechte Winkel bil-
det.) Aus diesen Gleichungen erhélt man nun durch Elimination
yoi dz,, dayy. Aoy 1, dR

jil fél voe Siap fi

;f;n fzzn'ﬁﬂ+l So
1 1

K _— | T S R Nea TN o
0102+ 0n ki l
Efpr 1 faiia o o iifasaingl o |

R S 0
fir das Krimmungsmaass, welcher Werth mit dem von Kron-

ecker a. a. O. angegebenen tibereinstimmt.

Um eine Erweiterung des Gaussischen Krimmungsmaasses auf

dem zweiten Wege zu erhalten, denke man sich zwei (n + 1)fache
Mannigfaltigkeiten durch die Gleichungen

§,- =il (1'1) Zggisias Tnpl)

(k=13 ...0+1)
ae= Y (&, &)+ Ent1)
in Correspondenz gesetzt und bezeichne ein Volumenelement
der einen mit do, das entsprechende der andern mit ds, so findet
man fiir das Verhéltniss derselben unter Anwendung der schon
oben gebrauchten abgekiirzten Schreibweise fiir Determinanten sehr
leicht die Beziehungen
do Bp; d ds | Oy,

% = |8, | " 30 T 55|
Aus diesen Werthen finden wir weiter leicht die Verhéltnisse zweier
entsprechenden Elemente der correspondirenden n-fachen Mannig-
faltigkeiten, wenn dieselben durch die Gleichungen

Sy, xz) cov@ng1) =0
SWuWy oo Yn ) =F(E &gy -+ Engr) = 0
aus den (n + l)fachen ausgesohleden sind. Bezeichnen wir nim-
lich wie oben
o gu g

b i
S B,

ke AR AR R A T 5Ly i Ty L
ATEREE ey ¥E 0 ¢ 1,

und setzen
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g0 erhilt man fiir die Elemente d¢ und 4t zunichst die Glei-
chungen

dt_‘atpif oy dEy + .o+ ey dE,

A a_Ekl ayday + ...+ @y da,
ilz_’ai;i adoy + ...+, qde,
dt |0z |’ oy dE+... e dE

welche sich in Determinantenform schreiben lassen:

5 Sni
851 oW agl (Zl
oy, et .
oFE o i gl 4
(it A 2 2 Y
Froall elerirs el anw :
_aw_l e 6%4-1 o
aEn-i—l 66n+1 n+1
a, cees Qpya 0
dp, 09,11 i
R ke T, 1
9y i1,
Rl S 3
(A
T = = = = =
O, 09,11 o
Oy a a”"‘n-;-l xtiy
oy ceoss Opyg 0

Bezeichnen wir das Krimmungsmaass mit A und ordnen
der n-fachen Mannigfaltigkeit eine Kugel im (n+ 1)-fachen Raume
in der von Gauss fir Flichen angegebenen Weise zu, so ist das
letztere Verhiltniss das Kriimmungsmaass. Die § sind dann die
Coordinaten der Kugel, die partiellen Ableitungen sind genommen
nach den Coordinaten der (n + 1)fachen Mannigfaltigkeit. Legen
wir in beiden Mannigfaltigkeiten die Coordinatenaxen parallel, so
sind die e = @ und wenn wir den Mittelpunkt der kugelformi-
migen Mannigfaltigkeit als Coordinatenanfang nehmen, so werden
die e = & und wir erhalten
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oy o,
Oy ""6;1:n+1 3
0&, 65,___
e, A E
K= — g e AT P o
ok L4
O, 62:"_*_1
Flhis aRE 40 0

Analytisch ist die Correspondenz beider Mannigfaltigkeiten
durch die Formeln gegeben

&= —‘%‘, (k=12...nt+1)

Setzen wir dies in die obige Determinante ein, so erhalten
wir unter Anwendung der einfachsten Sitze tiber Umformung von
Determinanten — Addition zweier Horizontal- oder Verticalreihen —
das Resultat

f;l f12 ﬁn-i-l fi
fél féz ﬁn+1 fz
F e e R s
Jat1 1 farr e o Sagt nga ot
A A D 0

ein Ausdruck, der mit dem obigen iibereinstimmt.

Ist die n-fache Mannigfaltigkeit dadurch gegeben, dass die
(n + 1) Grissen a; als Functionen von n Parametern p gegeben
sind, so denken wir uns gegeben

2= f,. (P1y Pay + - P,)
(he= 12 05 a1

&=9:.(P1y Py - Py

dann findet zwischen beiden Mannigfaltigkeiten Correspondenz statt.
In welchem Zusammenhange stehen jetzt zwei Elemente dieser
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beiden n-fachen Mannigfaltigkeiten? Wir gehen von einem Punkte
(@, s . zq 47) mber zut einem andern

(@ "’aaﬁ1 dpy; - - gt dp, ),

indem wir nur p, wachsen lassen; die Entfernung beider Punkte
sel dl;; lassen wir alle Parameter einzeln wachsen, so erhalten
wir der Reihe nach Grossen di, ... dl, welche ein Volumen-
element der n-fachen Mannigfaltigkeit (z) bestimmen. Errichten
wir in (), .., 1) die Normale von der Lénge d¢ mit den
Richtungscosinus (a, . . . @, +1), so erhalten wir ein Element der
(n + 1)-fachen Mannigfaltigkeit, dessen Seiten resp. die Projec-
tionen haben:

a, dl, gadl s it vl
6.7‘1 : d &y ; i oz Ty L
api d iy "a;; = dpl’ Veaiatieg apl d

dessen Inhalt also gegeben ist durch

lll llz “ o a,,_H
e, - da 8%
dp Gp N ERadp
P=dl.dpdp,...dp..| : ;
8z bn . 0%,
R LT ]

Analog erhilt man fiir das correspondirende Volumenelement

o Gl 1
afl 652 aE"+1 i
8p, 6n 0 Bn
I =di.dp, ...dp,. ; ; |
BE Al 08n 41
W Al e [

Bezeichne ich die correspondirenden Elemente der n-fachen
Mannigfaltigkeit mit p und =, so ist

p=P.dl, n=1I.dA
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und ich erhalte fiir das Verhiltniss p: s, wofir ich auch allge-
meiner ds:do setzen kann:

M B ‘ 8 e T
N SO i
dps dp, | CIH R BT TR
ds:doi— i ;
AR R o Faty e n bl Tooal i it
|
LN 0z, 1 } ‘ 0%, 0&, +1
A el e o

Ordnen wir jetzt die & Mannigfaltigkeit genau wie oben der
Mannigfaltigkeit (z) zu, so konnen wir setzen

== a

und wir erhalten fiir das Kriimmungsmaass K den Werth

b da, da, J Sl Bz,
k) SR H s, AR
P R e SRRSO e TR I i e A S
1 X da, 1 6anj__1 2 O, 1 Oz, 44

ik apl i apn i 6P1 e apn

Nun ist aber

T SRR P D L Pt R
wobei die 4 definirt sind durch die Entwickelung
Al 1‘1 + AZ .l‘z + .ol + A71+l Tyl = A

der Determinante

€y Tn 41 ‘
a.l‘l a‘l‘n 41 ;
P | op, 0 py ‘
. T 8
ap, op,
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nach der ersten Horizontalreihe. Setzen wir

so dass wegen

a12+ .. +a2ﬂ+l=1

H=A2+ 42+ .. + 4%

ist, so konnen wir den Werth von A auch schreiben:

‘ L 0 0P, 15 10D 0p,,
o, S CpeReT ph R Rt gl i LR R R
Y
A 1aAn+l ol-aile aA"+1 A 1—ax—-———n+1 “ee a‘rn.i__l__
| b dp aps il g s op, op,,
94 94
Jar b oL e
L o Op,
84, 94,
oy 1 AZ 7'6’31'_ 7 Al apn
Hﬂ+2 gt R
" 84, .1 BAY L,
i R PO S

Multiplicirt man diese Gleichung mit der folgenden

Oz d
A - SR e
o . 0Py,
3
liiser ¥ i ittt M il
A a‘1"n+l a‘rn-i-l
gy el

nach Maassgabe der bekannten Multiplicationsregeln fiir Determi-
nanten, so erhilt man der Reihe nach die Formeln:
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04 94
4 Sh- ... ZSht
: % o 5 op,
0w 04 Ox 0A O
1 b U R, it ety Sty ik
K=— op, ap. O 9, Op
it :
a-Tk BAk a.l‘k aAk a&'k
0 e B o B RIS ol
*"op, < O Op, 0o O,
0.4y, 04,
2 S ;
H Zflk 6])1 SIPEAT Ejlk ——apn
0 04y Oz 84, Oz,
R AR G Al dpn  Op,
F: e
04 o=, 84, 6z,
02— RN, - R, T L
opy  Op, op, Op,
1 ‘ 04, j Oy,

=Bn+2'I2}‘ o 6}5; (L= 1is2Neasian)

i
Nun ist wegen

2/]7"

mithin kénnen wir schreiben

1
K: (— 1)".E1—§ . |—Dl]i"

Diese Form hat Beez angegeben; bei ihm fehlt nur der Fac-
tor (— 1)~

Dass die aufgestellten Ausdriicke die analytisch einzig
richtige Verallgemeinerung des Gaussischen Kriimmungsmaasses
sind, folgt sofort aus der Ueberlegung, dass sie fiirn=1und n=2 das
Kriimmungsmaass der Curven resp. der Flichen darstellen.’) Sie
sind entsprungen aus der Forderung entweder das Product der

1) Vergl. Baltzer, Determinanten § 13, 5 und 6.
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n Hauptkrimmungshalbmesser oder das Verhéltniss des Elementes
der n-fachen Mannigfaltigkeit zu dem des zugehorigen Elementes
der n-fachen kugelférmigen Mannigfaltigkeit darzustellen, und ge-
niigen auch diesen beiden Forderungen. Dieses ist in der That
nothwendig, wenn man bedenkt, dass die Einwinde gegen die

Gaussische Bezeichnung des Ausdruckes —rTals Kriimmungsmaass
1

einer Flache u. A. hauptsichlich deshalb hinfillig sind, weil der-
selbe die naturgemisse Erweiterung des Curvenkriimmungsmaasses
insofern ist, als er ebenso wie bei den Curven sich als Verhilt-
niss eines Elementes zu dem conjugirten Elemente einer gewissen
Einheitskugel darstellt. Ich erwithne das hier nochmals ausdriicklich,
weil der von Riemann als das Kriimmungsmaass einer n-fachen
Mannigfaltigkeit bezeichnete Ausdruck von den obigen total ver-
schieden ist und weil manche Geometer, u. a. auch Frischauf,
diesen Unterschied zwischen einer wirklichen Verallgemeinerung
des Gaussischen Krimmungsmaasses und der sogenannten Rie-
manns, die aber genau besehen keine ist, gar nicht zu kennen
scheinen, obgleich dieser Unterschied fir die Beurtheilung der
Behandlungsweisen der Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung von
fundamentaler Bedeutung ist. Auch Erdmann (vergl. S. 57 seiner
Schrift) mengt beide Verallgemeinerungen durch einander, wie
denn iiberhaupt sein Buch an dhnlichen mathematischen Gebre-
chen in Menge leidet. In einer Abhandlung: sur les caractéris-
tiques des systémes de trois dimensions’) schligt Souvorof nach
dem Vorgange Kronecker’s vor, fir die oben aufgestellten Aus-
driicke das Wort ,,Dichtigkeitsmaass® an Stelle des Wortes ,,Kriim-
mungsmaass® zu gebrauchen, weil sie von dem Gaussischen und
Riemannschen Kriimmungsmaasse abweichen. Von dem letztern
weichen sie in der That ab, von dem ersteren aber sind sie die
naturgemisse Erweiterung und es ist deshalb kein Grund vorhan-
den die Bezeichnung zu dndern. Dies leuchtet um so mehr ein,
wenn wir den Riemannschen Ausdruck fiir das Kriimmungsmaass
etwas néher betrachten.

Aus Riemanns eigenen Worten scheint, wie schon Beez her-
vorgehoben hat, hervorzugehen, als habe er nicht einen wirklichen

1) Bulletin de sciences mathém. et astron. T. IV. p. 1:0.
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Ausdruck fiir das Kriimmungsmaass einer n-fachen Mannigfaltig-
keit aufstellen, sondern nur behaupten wollen, dass ,man die
Maassverhéltnisse derselben bestimmen konne, wenn das Kriim-
n(n—

2
gegeben ist.“ Man kann ndmlich in jedem Punkte einer n-fachen

Mannigfaltigkeit sich ﬁ(i‘;—lr)— Flachenrichtungen in der Weise

mungsmaass in jedem Punkte nach ] Flichenrichtungen

construirt denken, dass jeder derselben je zwei der Hauptkriim-
mungshalbmesser als Kriimmungsradien angehiren, so dass nach

unserer Bezeichnung - die Krimmung einer solchen Flichen-

ik
richtung darstellt. In der That liefert die Combination je zweier
der n Grossen ¢, 0,...0, im Ganzen -”—("2_ Y. verschiedene Fli-

chenrichtungen. Sind die Kriimmungsradien g, 9,... 0, alle ein-
ander gleich, alle gleich p so werden auch die Krimmungsmaasse

der ﬂ%—_&

lichen Werth desselben 512— bezeichnet dann Riemann mit dem

Flachenrichtungen einander gleich; den gemeinschaft-

Krimmungsmaasse der Mannigfaltigkeit und nennt eine solche
Mannigfaltigkeit, fir welche das Kriimmungsmaass der Flichen-
richtungen denselben Werth besitzt, und denselben Werth fiir alle
Punkte der Mannigfaltigkeit behalt, eine Mannigfaltigkeit mit con-
stantem Krimmungsmaasse. Es folgt daraus unmittelbar, dass
die Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit positivem constanten Kriim-
mungsmaasse lediglich eine kugelfirmige Mannigfaltigkeit ist;
dieses Resultat hat Beez a. a. O. durch weitlaufige Rechnungen
gefunden, doch bedarf es derselben nicht.

Einen Grund aber, weshalb Riemann das Krimmungsmaass
der Flichenrichtung direct als das Kriimmungsmaass der Man-
nigfaltigkeit bezeichnet, gibt er nicht an; ebensowenig fithrt Bel-
trami in seiner nach dem Bekanntwerden der Riemannschen
Schrift herausgegebenen und auf dieselbe sich stiitzenden Abhand-
lung ,Teoria fondamentale degli spazii di curvatura constante*?)
irgend welche Argumente an, weshalb er den Riemannschen Aus-
druck fiir das Krimmungsmaass einer Flichenrichtung als Kriim-

1) Apnali di Mathematica Serio II. T. 1L
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mungsmaass der Mannigfaltigkeit selbst adoptirt. Frischauf hilt
es nicht einmal der Mithe werth, den Ausdruck ,,Kriimmungsmaass
des Raumes von » Dimensionen® irgend wie zu definiren: er ver-
wechselt einfach, wie schon gesagt, eine wirkliche Verallgemeine-
rung des Gaussischen Kriimmungsmaasses mit der Riemann’schen.
Der Einzige, welcher ein Argument anfithrt, warum man das Kriim-
mungsmaass einer Flichenrichtung auch als Krimmungsmaass
des Raumes selbst bezeichnen kann, ist meines Wissens Killing
in der Abhandlung: ,Die Rechnung in den Nicht-Euklidischen
Raumformen.“?) Allein auch seine Argumentation hat nur Giltig-
keit fiir Mannigfaltigkeiten mit constantem Krimmungsmaasse
im Riemann’schen Sinne, d. h. fir kugelfirmige Mannigfaltig-
keiten. Es muss dieses Letztere ganz besonders hervorgehoben
werden, weil es scheinen mochte als kinnte die kugelformige
n-fache Mannigfaltigkeit ebenso als Reprisentant fiir die Mannig-
faltigkeiten mit positivem Kriimmungsmaasse im Gaussischen Sinne
angesehen werden, wie die Kugel als Reprisentant der Flichen
mit constantem positiven Kriimmungsmaasse angesehen wird.
Dem ist jedoch nicht so: vielmehr bietet jede Mannigfal-
tigkeit von mehr als zwei Dimensionen in Bezug auf das
Krimmungsmaass ein selbstindiges Individuum dar.
Zunéchst hat nimlich Beez gezeigt, dass der Ausdruck fir das
Kriimmungsmaass im allgemeinen Sinne d. h. der oben gefundene
‘Werth

% 1
K= (=10 mga- 1Dl
sich nicht durch die Coefficienten des Linienelementes
ds? = Z'aik dpi de (l.,k = 1,2 R 71)

ausdriicken lasse, dass also mit anderen Worten fiir Mannigfaltié
keiten von mehr als zwei Dimensionen die Biegbarkeit ohne
Dehnung nicht moglich sei. Dies wird von den Anhéngern der
Riemann’schen Theorie bestritten, doch lassen sich auch aus ihren
Arbeiten die Resultate von Beez — wenigstens im Grossen und
Ganzen — ohne weitere Rechnung ableiten, wie ich jetzt kurz
angeben will. In der oben angefithrten Abhandlung untersucht
Souvorof, welches die Bedingungen dafiir sind, dass ein homogener

1) Crelle-Borchardt’s Journal, Bd. 89, p. 265.
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quadratischer Differentialausdruck zwischen drei Variabeln in
einen solchen zwischen drei andern Variabeln iibergefiihrt werden
kinne. Bekanntlich ist dies eine unmittelbare Erweiterung der
Frage, welches die Bedingung dafiir ist, dass

ds®= FEdu® 4+ 2Fdudv + Gdv?® und
ds®=FE du'?® + 2 F di dv' + G'dv'?

gleich sind, welche durch die Forderung der Gleichheit des Gaussi-
schen Krimmungsmaasses beantwortet wird. Man kann fir hohere
Mannigfaltigkeiten die Frage noch allgemeiner stellen und direct
fragen, wieviel und welche Bedingungen nothig sind, damit ein
homogener quadratischer Differentialausdruck von » Variabeln in
einen ebensolchen von n anderen Variabeln transformirt werden
kann. Diese Frage ist in der That schon oft Gegenstand mathe-
matischer Abhandlungen gewesen, von denen specieller mit unserm
Problem zusammenhéingend die von Christoffel') und Lipschitz?)

zu nennen sind. Die Anzahl der Bedingungen ergibt sich leicht

"("2_1—); fiir den von Souvorof behan-

durch blosses Abzihlen zu

delten Fall ist dies gleich 8. Ich bemerke, dass man auf dem-
selben Wege, den der letzgenannte Autor fir drei Variabele ein-
geschlagen hat, das Problem fiir » Variabele behandeln kann und
auch zu genau denselben Bedingungen gelangt. Ich begniige mich
daher zundchst mit drei Variabelen.

Es bestehen also drei Bedingungsgleichungen dafiir, dass
ds® = Z‘aikdu.-duk (Z,]t= 1,2, 3)
in a5 — 2‘11,; k dvi_dvk (Z, = 1, 2, 3)
transformirt werden kann. Diese drei Gleichungen sucht Souvorof
geometrisch zu interpretiren und zwar findet er Folgendes. Be-
zeichnet man die drei Hauptkriimmungshalbmesser in einem Punkte

mit r,, 7,, 75, die des entsprechenden Punktes der transformirten
Mannigfaltigkeit mit »,",#",,7",, so lauten die Bedingungsgleichungen:

e ’ Ress 7 /. ’ ’
17s =T IERN TR Y S TS WA T = ) Togr

1) Crelle-Borchardts Journal, Bd. 70.
2) Ebenda, Bd. 70, 71, 72, 74, 81, 82.
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Dass aus diesen Gleichungen sich sofort ohne weitere Rechnung
r=r ry=ry; ry=ry,
d. h. die Hauptkrimmungsradien miissen bei der Transformation
ungedndert bleiben, ergibt, hat Souvorof nicht bemerkt. Mit
anderen Worten lassen sich diese Resultate so aussprechen: es ergibt
sich in der That als Bedingung fiir die Transformation zweier
dreifachen Mannigfaltigkeiten die Gleichheit der Kriimmungsmaasse
nach drei Flichenrichtungen d. h. die Gleichheit des Riemann-
schen Kriimmungsmaasses, aber auch mit dieser zugleich die
Gleichheit der drei Hauptkriimmungsradien einzeln. Ganz genau

dasselbe gilt nun bei n Variabeln; hier ergeben sich =1

Gleichungen, die einzeln alle die Form haben

0,0,=0,0, (kK GHi=12...n)
wenn ; die Hauptkrimmungsradien der gegebenen, o’; die der
n(n—1)

transformirten Mannigfaltigkeit bedeuten. Aber aus diesen ~——;

Gleichungen folgt ebenso direct wie oben
9; =0,i (=1,2...n),

d. h. es bleiben bei der Transformation die einzelnen Haupt-
krimmungshalbmesser ungeéindert. Wenn daher Lipschitz be-
weist, dass die eigentliche Verallgemeinerung des Gaussischen
Kriimmungsmaasses X 1

xR
sich fiir gerade » als reine Function der Coéfficienten des Linien-
elementes, fiir ungerade » als die Quadratwurzel einer solchen
Function darstellen lasse, und hieraus die Deformationsfihigkeit
der Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung schliesst, so ist er mit
dem ersteren im Rechte, das zweite aber ist unrichtig. Denn was
das erstere anlangt, so bleibt nicht allein das Product o,.0,...0n
bei einer Transformation ungeiindert, sondern wie nachgewiesen
jedes einzelne g;; das Auftreten der Quadratwurzel bei ungeradem
n lisst sich ebenfalls direct erkemnen. Aus den Gleichungen

0; 9k=9/i@/k (k= 1525 00
folgt némlich
entweder o, = ¢, oder o, = — ¢, ((=1,2,.. 2),
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so dass also das Quadrat von ¢,.0, ... ¢, jedenfalls gleich dem
Quadrate von ¢, .0’ ...0, ist.

Es folgt also aus diesen Untersuchungen, dass bei einer
Transformation einer mehr als zweifachen Mannigfaltigkeit nicht
allein der Werth des Kriimmungsmaasses, sondern auch jeder
einzelne Hauptkriimmungshalbmesser ungeéndert bleibt. Zu diesem
Resultate gelangt Beez durch weitliufige Rechnungen, welche von
denen von Souvorof und Lipschitz abweichen. Ich glaube gezeigt
zu haben, dass es aus den Arbeiten der letzteren direct folgt.
Beez beweist aber weiter noch — und dies lisst sich aus den
Arbeiten von Lipschitz nicht direct folgern — dass nicht allein
die Hauptkrimmungshalbmesser, sondern alle Kriimmungsradien
jedes einzelnen Normalschnittes ungeéndert bleiben. Unter An-
wendung der obigen Bezeichnungen finde ich fiir einen solchen

den Werth:
1 2 da; de;

e (il iianchl)

welcher durch einige leichte Rechnungen in die von Beez ange-

gebene Form?)

L i 2 Dy, dp; dpy,
" gk H. Zay, dp; dp
verwandelt wird. Auf Grund dieser Thatsachen muss ich, Lipschitz
gegeniiber, Beez Recht geben, wenn er die Deformationsfihigkeit
der Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung leugnet; denn bei einer
Mannigfaltigkeit, bei der nicht nur das Kriimmungsmaass in einem
Punkte sondern auch die Krimmungsradien aller Normalschnitte
in diesem Punkte, migen sie Hauptschnitte sein oder nicht, unge-
findert bleiben, wird Nichts deformirt. Danach sind auch die Aus-
einandersetzungen Erdmanns iber die Biegbarkeit der n-fachen
Mannigfaltigkeiten, die sich auf p. 57 seiner mehrerwihnten Schrift
finden, zu modificiren.

Ich glaube durch die letzten Argumente geniigend den oben
gethanen Ausspruch gerechtfertigt zu haben, dass in Bezug auf
das Kriimmungsmaass die Mannigfaltigkeiten hoherer Dimensionen
selbstindige Individuen sind oder dass mit anderen Worten der

i5s. 8 0. XX. p. 874.
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Werth des Krimmungsmaasses nicht Eintheilungsgrund
fiir die n-fachen Mannigfaltigkeiten sein kann. Hiermit
hiingt noch eine andere in der neueren Zeit ifters discutirte Frage
zusammen, die ich vorlaufig nur erwihne, welche Geometrie nim-
lich als die des Raumes von positiver Kriimmung anzusehen sei.
Riemann und im Anschluss an ihn Frischauf — ebenso wie
Erdmann — nehmen einfach und ohne Weiteres hierfiir die
Geometrie des kugelfirmigen Raumes, wihrend Felix Klein?)
und nach ihm, aber unabhiingig von ihm Newcomb?) eine andere
Raumform als den Reprisentanten der Riume positiver Krimmung
betrachten. Thnen gegeniiber will Killing?) darthun, dass beide
Geometrien des dreifachen Raumes positiver Krimmung fiir sich
Bedeutung haben und jede der anderen gleichberechtigt und selb-
stindig gegeniibersteht. Tiir diese Frage geht aus dem Gesagten
nur hervor, dass sie durch Betrachtungen, die sich an die Theorie
des Kriimmungsmaasses anschliessen, nicht beantwortet werden
kann, da von diesem Gesichtspunkt aus betrachtet die Geometrien
aller einzelnen verschiedenen Raumformen positiver Krimmung
gleiche Bedeutung haben.

Das Krimmungsmaass kann also nicht als inneres
Maassverhiltniss der hoheren Mannigfaltigkeiten an-
gesehen werden. Gehen wir vom Kriimmungsmaass der Curven
aus, so zeigt sich, dass sein Werth fiir die Classification der Cur-
ven keinerlei Bedeutung hat. Eine sich darauf stiitzende Einthei-
lung wiirde unterscheiden: gerade Linie, Kreis, andere Curven.
Auch bietet das Kriimmungsmaass fiir die Curven nichts Charak-
teristisches, d. h. jede Curve lisst sich ohne Dehnung in eine
andere iberfithren oder alle Curven sind auf die Gerade abwickel-
bar. Anders gestaltet sich die Sache bei den Flichen: hier hat
in der That der Werth des Krimmungsmaasses eine wesentliche
Bedeutung, insofern alle Flichen mit constantem Kriimmungsmaasse
je nach dem Werthe desselben auf die sphirische, pseudosphiirische
oder ebene Fliche abwickelbar sind und die wesentlichen Eigen-
schaften mit ihnen gemein haben. Geht man von den zweifach

1) Vergl. dessen spiter noch genauer zu erwéihnenden Abhandlungen
,iiber die Nichteuklidische Geometrie im 4. u. 6. Bde. der Math. Ann.

2) Crelle-Borchardt’s Journal, Bd. 83. p. 293.

3) Crelle-Borchardt’s Journal, Bd. 86. p. 72; Bd. 89 p. 265.
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ausgedehnten Mannigfaltigkeiten zu den dreifach ausgedehnten
iiber, so ist es misslich, durch einen einfachen Analogieschluss
das Krimmungsmaass auch fiir diese letzteren von gleicher Be-
deutung wie fiir die Flichen anzusehen. Dies hat nun Riemann
und im Anschluss an ihn eine grosse Anzahl Geometer gethan. Ge-
setzt nun auch, es gelinge nachzuweisen, dass dies verallgemeinerte
G aussische Kriimmungsmaass ein wirklicher Eintheilungsgrund
far die Riume constanter Kriimmung in sphirische, pseudosphi-
rische und ebene Ridume sei, so ist es doch durchaus falsch, diesen
ebenen Raum fiir unsern Raum zu erkliaren, wie Helmholtz und
Erdmann dies thun; letzterer sagt ausdriicklich!): ,Der Raum
ist eine stetige Grosse, deren Elemente durch drei unabhingige
Variabeln bestimmt sind und deren Kriimmungsmaass den con-
stanten Werth Null besitzt.“ Definirt man das Kriimmungsmaass
einer Mannigfaltigkeit, so wie es Riemann thut, dann sind diese
Worte in der That richtig; allein Erdmann verwechselt, wie
schon hervorgehoben, die Riemann’sche Erweiterung des Gaussi-
schen Kriimmungsmaasses mit der eigentlich naturgemissen und
erklirt sogar ausdriicklich, das Kriimmungsmaass lasse sich als
reciprokes Product der Hauptkriimmungshalbmesser darstellen.
In diesem letzteren Falle aber ist unter der obigen Definition un-
seres Raumes nicht nur dieser allein, sondern eine grosse Anzahl

anderer Réume enthalten. Denn der Ausdruck oo\

: 1§2¢§s
nicht nur Null, wenn alle drei ¢ unendlich gross werdgn,g sondern
auch wenn ein o oder zwei p unendlich gross werden. Aber nur
das Erstere meinen Riemann und Helmholtz, wenn sie unsern
Raum einen ,ebenen Raum® nennen. Dass dies aber nicht der
einzige ebene Raum ist, sondern dass es iiberhaupt eine grosse
Anzahl ebener Riaume gibt, unter ihnen nach der Helmh oltz’schen
Terminologie z. B. einen ,conischen, einen ,cylindrischen Raum*
ist evident. Auch der Einwand, dass die verschiedenen ebenen
Raume gleiche Geometrie haben — der allenfalls bei den ebenen
Flichen gelten kinnte, trotzdem in den Geometrien specieller ab-
wickelbarer Flichen wesentliche Differenzen auftreten — ist nichtig,
denn wie nachgewiesen worden ist, sind zwei hohere Mannigfaltig-

1) a. a. O. p. 82.
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keiten nur als gleich im geometrischen Sinne anzusehen, wenn
ihre einzelnen Hauptkriimmungshalbmesser gleich sind. Wie also
die Theorie des Kritmmungsmaasses iiberhaupt nicht die Grund-
lage einer Behandlungsweise hoherer Mannigfaltigkeiten sein kann,
so hat sie auch keine Bedeutung fiir den Aufbau der Geometrie
unseres Raumes, wenn er als ebener Raum aufgefasst wird.
Was iiberhaupt die dreifach oder allgemeiner die (22 4-1)-fach
ausgedehnten Mannigfaltigkeiten anlangt, so sei hier noch bemerkt,
dass es bei ungeraden Mannigfaltigkeiten nur dann einen Sinn
hat, von Mannigfaltigkeiten mit constanter negativer Kriimmung
zu sprechen, wenn man die Riemann’sche Definition des Kriim-
mungsmaasses zu Grunde legt. Nimmt man dagegen die eigent-
liche Erweiterung des Gaussischen Ausdrucks an, so gibt es ein
constantes negatives Krimmungsmaass bei einer ungeraden Mannig-
faltigkeit ebensowenig, wie bei einer Curve, wenigstens kann man
stets die positive Richtung so legen, dass man positives Krimmungs-
maass erhilt. Wie man bei mehr als zwei Dimensionen die posi-
tive Richtung zu fixiren hat, findet sich in der schon citirten
Abhandlung Kronecker’s ,iiber Systeme von Functionen®. Wenn
man also unter Krimmungsmaass einer hoheren Mannigfaltigkeit

den Ausdruck ﬁ' versteht, so gibt es einen pseudo-
PR

sphirischen Raum tberhaupt nicht. Schon Beez hat dieses
hervorgehoben, ich glaubte aber nochmals darauf hinweisen zu
missen.

Es ist oben gesagt worden, dass das Riemann’sche Kriim-
mungsmaass fiir Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung mit den
Untersuchungen iber die Transformation des Linienelementes eng
zusammenhiingt. Es scheint mir daher aus dem Vorigen zu folgen,
dass auch der Ausgang von der Formel des Linienelementes nicht
geeignet ist, eine richtige und systematische Behandlungsweise der
Mannigfaltigkeitslehre zu liefern. Ueberhaupt scheint mir die Art
und Weise, auf welche Riemann die allgemeine Formel fiir das
Linienelement ableitet, nicht ganz correct. Dass er damit iiber-
haupt zu keinem sicheren Resultate gelangt, zeigt sich, da ausser
der von ihm adoptirten Form noch viele andere ebenso gut mog-
lich sind, er wihlt aber die von ihm gebrauchte, gerade weil sie
fir den Raum speciell passt. Die Zweideutigkeiten, die sich bei
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Riemanns analytischer Herleitung ergeben, sucht Helmholtz
dadurch zu vermeiden, dass er aus anderen Annahmen den Aus-
druck fir das Linienelement ableitet. Seine Ableitung beschrinkt
sich zwar auf drei Dimensionen, und ist insofern yon sehr grossem
mathematischen Interesse, als sie aus den Congruenzbedingungen
als Folge die bekannte Formel fiir das Linienelement liefert. Aber
fir die Erweiterung auf mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten
lasst uns diese Entwickelung ebenfalls im Stiche. Denn Trans-
location und Rotation von festen Kérpern im vierfach ausgedehn-
ten Raume kénnen nur analytisch definirt werden: erweitert man
aber die fiir diese Beziehungen in unserem Raume geltenden
Formeln durch Hinzufiigen einer vierten Variabeln, so gelangt
man selbstredend zu demselben Resultate, weil die Gleichungen
von der Anzahl der Verdnderlichen unabhiéingig sind. Die Ver-
suche, den Ausdruck fir das Linienelement abzuleiten, halte ich
deshalb fiir tberflissig. Wenn Erdmann zu der Formel fir das
Linienelement bemerkt?): ,Die Grundlage aller Maasshestimmung
und aller Geometrie ist demmach ein Ausdruck, welcher die
allgemeinste Formel des Pythagoreischen Lehrsatzes darstellt.
Derselbe besitzt daher eine fundamentale Bedeutung, die in der
Euklidischen Geometrie als solcher nicht zum Ausdruck kommt,
so lasst sich hierauf — abgesehen davon, dass die ersten Worte
nach dem fritheren unrichtig sind — erwidern, dass diese Be-
deutung in der Euklidischen Geometrie gar nicht zum Ausdruck
kommen kann, insofern sie neben Lagenbeziehungen die Gesetze
der Grossenabhiingigkeit im Allgemeinen bestimmt, d. h. dass Grossen
von einander abhiingig sind, aber nicht wie sie abhingig sind,
withrend der Satz des Pythagoras der einzige Satz ist, in dem
auch die Art der Abhéngigkeit ausgesprochen ist. KEr kann
daher nur Fundament aller rechnenden Geometrie (Trigonometrie,
analytischer Geometrie u. s. w.) sein.

Wenn ich also in dem Vorigen nachgewiesen habe, dass
weder die Formel des Linienelementes noch ein Ausdruck fiir das
Krimmungsmaass die eigentliche Grundlage fiir die Theorie der
hoheren Mannigfaltigkeiten sind, so sind die Untersuchungen
Riemanns nach dieser Seite unvollstindig. Eine Theorie der

1) a. a. O. p. b51.
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Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung muss von ganz anderen Ge-
sichtspunkten ausgehen. Auch die Andeutungen, welche Grass-
mann bei Gelegenheit der zweiten Auflage (1878) seiner Aus-
dehnungslehre von 1844 im Anhang I unter dem Titel ,,Ueber
das Verhiltniss der nichteuklidischen Geometrie zur Ausdehnungs-
lehre¢ iiber die Behandlung der mehrfach ausgedehnten Man-
nigfaltigkeiten macht, scheinen auf eine Behandlungsweise mit
Hiilfe der Theorie des Kriimmungsmaasses hinzuweisen. Felix
Klein hat einzig und allein bis jetzt in den ecitirten Abhand-
lungen eine ganz andere Art der geometrischen Untersuchung der
Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung angebahnt. Die Grundlage
seiner Theorie bildet die projectivische Geometrie. Wihrend er
in der ersten Abhandlung zeigt, dass die sogenannte Cayley’sche
Maasshestimmung ebenso geeignet sei die geometrischen Verhilt-
nisse der Lowatschewsky-Bolyai'schen Geometrie darzustellen
wie die der Euklidischen, gibt er in der zweiten Abhandlung
(im 6. Bande der mathematischen Annalen) die Anfinge einer
Theorie der Mannigfaltigkeiten héherer Ordnung iberhaupt. Seine
Behandlungsweise unterscheidet sich zunichst dusserlich von denen,
welche sich an die Theorie des Kriimmungsmaasses anschliessen,
dadurch dass die n-fache Mannigfaltigkeit nicht aus einer hoheren
(n+1)-fachen durch eine Gleichung ausgeschieden, sondern als fiir
sich bestehend betrachtet wird. Die Behandlungsweise der Mannig-
faltigkeit wird dann durch eine besondere Gruppe rdumlicher
Transformationen, die sogenannte Hauptgruppe, welche man der
Mannigfaltigkeit adjungirt, gegeben. Die einer Mannigfaltigkeit
zugeordnete Hauptgruppe der Transformationen kinnte man wohl
den Inhalt der Mannigfaltigkeit nennen. Klein zeigt in dem
Aufsatze weiter, wie die Mannigfaltigkeiten mit constantem posi-
tiven und constantem negativen Krimmungsmaasse aus seinem
Begriffe der allgemeinen projectivischen Mannigfaltigkeit entspringen.
Auch er versteht unter Krimmungsmaass die Riemann’sche Be-
zeichnung. Die Anordnung der Hauptbegriffe ist zufolge dieser
Behandlungsweise eine ganz andere als bei Riemann und Bel-
trami. Auf eine genauere Entwickelung derselben gehe ich jedoch
nicht ein, sondern verweise auf die Klein’schen Abhandlungen.
Nur Eines will ich hier in Bezug auf eine oben beriihrte Frage
erwihnen. Wenn ich gezeigt habe, dass die Theorie des Kriimmungs-
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maasses iiberhaupt nicht als Grundlage fiir eine geometrische Be-
handlung der Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung geeignet sei,
und aus diesem Nachweise schloss, dass auch die Frage, welche
Mannigfaltigkeit als der eigentliche Reprisentant der Mannigfaltig-
keiten constanter positiver Kriimmung anzusehen sei, auf diesem
Wege keine Entscheidung finden kionne, so halte ich jetzt die
Frage zu Gunsten Klein’s fir entschieden. In einer Recension
von Frischauf’s Elementen der absoluten Geometrie hatte Klein
es Frischauf als Fehler geriigt, dass er im Anschluss an Rie-
mann lediglich die kugelformige Mannigfaltigkeit fir die Mannig-
faltigkeit constanter positiver Kriimmung angesehen habe. Nach
ihm hatte Newcomb in der citirten Arbeit eine Raumform con-
stanter positiver Kriimmung untersucht, die auch Klein in dem
ersten seiner beiden Aufsitze angegeben hatte. Gegen Newcomb
und Klein sucht Killing die Riemann-Frischauf’sche Ansicht
zu vertheidigen, indem er die beiden Raumformen als sich selb-
stindig gegeniiberstehend nachweisen will. Ich habe schon oben
hervorgehoben, dass auf Grundlage der Kriimmungstheorie alle
verschiedenen Raumformen einander als Individuen gegeniiberstehen,
so dass es sich nur fragt, welche Raumform die einfachere sei.
Diese Frage kann auf Grund der Kriimmungstheorie ebensowenig
beantwortet werden, wie alle anderen, wohl aber auf Grund der
projectivischen Geometrie. Und auf Grund der letzteren ergibt
sich der ,einfach elliptische Raum') als der einfachere, so dass
die Newcomb-Klein’sche Raumform in der That die einfachste
Geometrie des elliptischen Raumes darstellt.

Wie ich es auf der einen Seite fir falsch halte, den Unter-
suchungen von Riemann und Helmholtz jeden mathematischen
Werth abzusprechen, wie dies u. A. Dithring und Tobias in
schroffer Weise gethan haben, so kann ich ihmen doch auf der
andern Seite nicht den hohen Rang einriumen, den Caspari
ihnen vindicirt, wenn er sagt, sie hitten die Geometrie Euklid’s
als die alleinseligmachende gestiirzt. Thr mathematischer Werth
ist ein zweifacher: einmal haben sie die Mathematik um neue
Begriffe bereichert. Der Begriff einer n-fach ausgedehnten Mannig-

1) Vergl. iiber die Nomenclatur ausser den Abhandlungen von Klein
e¢ine Abhandlung Non-euclidean Geometry von Crystall.
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faltigkeit findet sich zwar schon in Grassmann’s Ausdehnungs-
lehre von 1844, wenn auch in etwas anderer Form als System
n-ter Stufe, allein erst die Untersuchungen Riemanns haben zu
seiner niheren Betrachtung Veranlassung gegeben. Wenn auch
bei riumlicher Anwendung stets auf drei Variabele zuriickgegangen
werden muss, so sind doch die Mittel der Analysis durch Erwei-
terung der Zahl bereichert und ausgedehnt worden. Zweitens
haben sie Veranlassung gegeben die Frage nach den Axiomen der
Geometrie immer aufs Neue in die Hand zu nehmen und von
verschiedenen Gesichtspunkten zu beleuchten. Diese Untersu-
chungen nur als mathematische Schrullen zu bezeichnen, oder
als ,,wunderliche Exemplification der alten Erkenntniss, dass die
mathematische Analysis im Stande sei auch aus imagindren Vor-
aussetzungen vollkommen berechtigte Consequenzen zu ziehen‘
ist ungerecht. Es spricht sich in ihnen nur das lingst aner-
kannte Princip der formalen Mathematik aus: Alles, was sich
ohne Widerspruch definiren lisst, darf dem Calciil unterworfen
werden.

Dass aber jene Untersuchungen wirklich das geleistet haben,
was sie leisten wollten, ist nicht ganz wahr. Denn eine Ablei-
tung der geometrischen Axiome auf dem von Riemann und
Helmholtz eingeschlagenen Wege leidet, wie gezeigt, an wesent-
lichen Méngeln.

Auch die erste der S. 11 aufgestellten Fragen ist noch nicht
geniigend beantwortet worden. Den wirklichen inneren Grund
der Unabhingigkeit des Parallelenaxioms von den iibrigen Axiomen
haben Riemann und Helmholtz ebensowenig aufgedeckt, als
Gauss denselben erkannt hatte. Denn wenn Helmholtz sagt:
»sDer Sinn des Parallelenaxioms konnte erst verstanden werden,
nachdem von Gauss der Begriff der ohne Dehnung hiegsamen
Flichen entwickelt worden war®') so findet er diesen Sinn eben-
falls in der aus dem Begriffe der ohne Dehnung biegsamen Fli-
chen folgenden Maglichkeit eine in sich widerspruchsfreie Geometrie,
die von jenem Axiom ,unabhiingig® ist, aufzubauen. Aus dieser
Moglichkeit folgt aber hochstens nur die Unmiglichkeit eines Be-
weises des Axioms, aber der Grund dieser Unmdoglichkeit

1) Vortrage, Heft III p. 35.

http://rcin.org.pl



bleibt nach wie vor unerklért. Wir gelangen aber zu demselben
durch eine genaue Analyse der Axiome, welche der Bolyai-Lo-
watschewsky'schen oder pseudosphirischen Geometrie zu Grunde
liegen. Wenn nidmlich von dieser Geometrie behauptet wird, wie
es Helmholtz und Erdmann geradezu thun, und wie allgemein
als richtig angenommen zu sein scheint, dass sie das Axiom von
den Parallelen ,fallen® lasse und so von demselben ,unabhingig
sei, so ist der wahre Sachverhalt schief ausgedriickt, und hier-
durch die ganze Schwierigkeit, welche vermeintlich das Parallelen-
axiom umgibt, versteckt. Jene Geometrie lisst das Parallelenaxiom
in der Form, in der es Euklid gibt, allerdings fallen, aber nur
dadurch, dass sie ein anderes an seine Stelle setzt, dass
namlich die Winkelsumme im Dreieck kleiner (oder besser mnicht
grosser) als zwei Rechte sei. Diese Annahme, die sie machen muss
und auch macht, folgt ebensowenig aus den ibrigen Axiomen wie
die sogenannte ,Hypothese Euklids. Das Gemeinschaftliche
beider ist aber eine bestimmte Annahme tiber die Grosse der
Winkelsumme des Dreiecks: Euklid setzt dieselbe zwei Rechten
gleich, die nichteuklidische Geometrie nimmt sie kleiner als zwei
Rechte an. Der Grund der Nothwendigkeit einer solchen Annahme
aber liegt in dem Umstande, dass die Geometrie zwei elemen-
tare Maassstibe, die gerade Linie und den Winkel besitzt.
Zwar mochte sich behaupten lassen, dass diese beiden Maassstibe
insofern auf einen einzigen reductibel sind, als man die gerade
Linie durch Griosse und Richtung bestimmt ansieht und dann
nur die so bestimmte gerade Linie als Maassstab hat, Allein nicht
erst die gewohnliche Geometrie lehrt, dass beide Maassstibe zu
trennen sind, sondern schon der Umstand, dass die durch sie zu
messenden Grossen Entfernung und Richtung qualitativ ganz
verschieden sind, macht es nothwendig sie begrifflich auseinander
zu halten. Felix Klein hat in der ersten der oben erwihn-
ten Abhandlungen iiber die nichteuklidische Geometrie die allge-
meinen Kigenschaften beider Maassstibe discutirt und nament-
lich ihre gemeinschaftlichen Merkmale, Addirbarkeit und freie
Beweglichkeit im Raume, hervorgehoben. Allein er hat die Frage,
wie beide miteinander verkniipft werden miissen, welche bei jeder
Verkniipfung verschiedenartiger Grissen beriicksichtigt werden
muss, nicht berithrt. Diese logisch nothwendige Verbindung beider
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aber wird durch das Parallelenaxiom hergestellt, mag dieses nun
in der Euklidischen oder Nichteuklidischen Form ausgesprochen
werden. Der innere Kern desselben ist also die fir jede Geo-
metrie — die iiber die gerade Linie hinausgeht!) — nothwendige
Verbindung der beiden Elementarmaassstibe Entfernung (gerade
Linie) und Drehung (Winkel), die sich begrifflicherweise nicht
aus einem der beiden, aus der Definition der geraden Linie ab-
leiten lassen kann. Auf diese Weise lidsst sich von vorn-
herein zeigen, dass alle Versuche vergeblich sein muss-
ten, welche das Parallelenaxiom auf die @ibrigen Axiome
zuriickfithren wollten, und dass es nicht der nichteuklidischen
Geometrie bedurfte, um zu untersuchen, ,ob das Parallelenaxiom
eine mathematische Folge der tbrigen bei Euklid aufgefithrten
Axiome ist.*

Aus dem Vorhergehenden folgt nun auch, dass die von
Helmholtz in den Gottinger Nachrichten gegebene Zusammen-
stellung der geometrischen Axiome fiir eine wirkliche Ausfiihrung
der Geometrie mnicht hinreichend und vollstindig ist, da unter
ihnen ein Axiom tber die Verbindung der geraden Linie und des
Winkels fehlt. — Auf die nach meinem Dafiirhalten am meisten
der Sache entsprechende und naturgemisse Verkniipfung der Ge-
raden und des Winkels, die sich schon bei Legendre findet,
werde ich am Schlusse bei der Aufstellung der geometrischen
Axiome und kurzen Andeutungen iiber den wissenschaftlichen Auf-
bau der Geometrie zuriickkommen.

Vorher bleibt mir noch ibrig, die Schliisse zu betrachten,
welche aus den mathematischen Speculationen itber die Axiome
der Geometrie fir das Wesen und den Ursprung unserer Raum-
anschauung gezogen worden sind, also die philosophischen Ergeb-
nisse, welche aus jenen Untersuchungen resultiren sollen, ins
Auge zu fassen. Zwar folgt schon aus unserm Nachweise, dass der
mathematische Raumbegriff als selbstéindiges Bild unserem Denken
gegeniibersteht und sich wesentlich von dem Raume der Psycho-
logie und Erkenntnisstheorie unterscheidet, zur Geniige, dass jene

1) Hierdurch ist zugleich nachgewiesen, dass die projectivische Geo-
metrie auf den Grundgebilden erster Stufe sich unabhéingig von einer
solchen Annahme aufbauen lassen muss. Vergl. hieritber die Aufsitze
von Klein.
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Schliisse hinfillig sind, allein ein kurzes Verweilen bei ihnen wird
nicht tberfliissig sein.

Der Grund ihres Entstehens iiberhaupt liegt in der Voraus-
setzung, dass wir uns die Wahrnehmungsreihen, die von dem
unsrigen verschiedenartig gestaltete Raume bieten wiirden, an-
schaulich vorstellen konnen, welche Voraussetzung das Helm-
holtz’sche Kriterium der Erfahrung anwendbar machen soll. Nun
haben wir aber gesehen, dass jene vermeintliche Vorstellbarkeit
auf einem Irrthum beruht, dass wir uns anders gestaltete Riume
nur durch unsern Raum geometrisch interpretiren kénnen, wenn
eine solche Interpretation tberhaupt moglich ist. Mit Recht be-
merkt Frischauf!): ,Die Untersuchung der Eigenschaften des
Raumes wird vermittelst der Theorie der homogenen Differential-
ausdriicke (erster Ordnung) zweiten Grades erhalten. Diese (durch
Gleichungen ausgedriickten und urspriinglich von jeder geometri-
schen Voraussetzung unabhiingigen) Eigenschaften werden dann
geometrisch interpretirt, zu welcher Interpretation die euklidische
Geometrie deshalb verwendet wird, weil infolge des thatsichlichen
Stattfindens dieser Form der Geometrie im Bereiche unserer (be-
schrinkten) Erfahrung diese Gleichungen eine anschauliche Deu-
tung finden.* Diese Maoglichkeit geometrischer Interpretation
beruht aber lediglich auf unserem Vermdgen von gewissen Eigen-
schaften unserer Raumvorstellung zu abstrahiren, jedoch von dieser
Moglichkeit auf die Wirklichkeit zu schliessen ist ohne jede er-
kenntnisstheoretische Bedeutung. Dieser Schluss von der Moglich-
keit auf die Wirklichkeit liegt auch dem Versuche Lowatschewsky’s
zu Grunde durch astronomische Messungen die Frage nach der
Grosse der Winkelsumme im Dreieck entscheiden zu konnen, was
ihn begreiflicherweise auf kein sicheres Resultat fithren konnte.
Mit der Voraussetzung, welche die Anwendung des Satzes: Alles,
was wir uns anders vorstellen konnen, stammt aus der Erfahrung
moglich machen soll, fallen alle jene Schliisse, welche Helmholtz
und im Anschluss an ihn namentlich Erdmann tber die Natur
unserer Raumvorstellung gezogen haben. Damit ist denn auch
Riemann’s Behauptung, dass diejenigen Eigenschaften, durch die
sich der Raum von anderen denkbaren, dreifach ausgedehnten

1) Elemente der absoluten Geometrie, p. 122.
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Mannigfaltigkeiten unterscheide, aus der Erfahrung genommen
werden miissten, eben nur Behauptung, der die Begriindung fehlt.
Wenn Erdmann sagt!): ,Unerklirlich bleibt noch die dreifache
Ausdehnung unseres Raumes, aber auch hier ist keine Grenze
unseres Erkennens, seitdem wir wissen, dass die analytischen Be-
griffe mehrfach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten nicht in sich
widersprechend sind, so dass wir auch hier auf eine allméhliche
Einsicht in die empirischen Bedingungen hoffen diirfen,“ so hat
schon J. C. Becker in seinen ,Abhandlungen aus dem Grenzge-
biete der Mathematik und Philosophie* richtig bemerkt, dass die
Frage nach dem Grunde der Dreizahl der Dimensionen falsch sei.
Denn bedeute die Frage, was der Erkenntnissgrund fiir die Drei-
zahl sei, so laute die Antwort: ,,Die Anschauung tiberzeugt mich
davon,“ frage man dagegen nach der Ursache, so sei die Frage
unverniinftig, da die Dreizahl der Dimensionen unmdiglich als
Wirkung aufgefasst werden kinne. Auch Wundt bemerkt, ebenso
wie man nach dem Grunde der Dreizahl fragen konne, kinne man
fragen, warum es nicht unendlich viele Reihen ganzer und reeller
Zahlen, oder warum es zu jedem Begriffe nur einen contra-
dictorischen Gegensatz gebe, u. dergl. m. — Wie aus der Ent-
stehung der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit folgt, die dem
Raume zu Liebe geschaffen worden ist, dadurch dass Alles, was
uns in dem Raumbegriff gegeben ist, in sie nur mit der nothigen
Erweiterung hineingelegt wurde oder werden sollte, ist jeder
Schluss, der aus ihr wieder in Bezug auf den Raum gezogen
wird, ein Zirkelschluss. Auf keinen Fall kann man aber
mehr herausschliessen als man hineingelegt hat.

Ganz ohne Bedeutung fiir die Philosophie sind aber die mathe-
matischen Untersuchungen nicht gewesen: einmal haben sie, wie
Wundt zuerst hervorgehoben und wie oben schon eingehender
besprochen ist, gegen Kant die Moglichkeit gezeigt, den Raum
als Begriff aufzufassen und so die Kantische Theorie modificirt,
dann aber haben sie zunichst darauf hingewiesen, die verschiede-
nen Raumprobleme streng auseinander zu halten und insofern
speciell das logisch-mathematische Raumproblem gefordert, als sie
die Nothwendigkeit einer strengen Definition des Raumes darthun,

1) a.a. O.'p. 116.
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die den Raum als selbstindiges Object des Denkens und in
diesem Sinne als Grisse auffasst. Eine solche Definition werde ich
im Folgenden zu geben und aus ihr die nothwendigen Axiome fiir
die Geometrie abzuleiten versuchen.

Fir die jetzt zu behandelnde Aufgabe liegen mir nur zwei
Versuche vor; der eine rithrt von H. Grassmann her und findet
sich in seiner 1844 erschienenen Ausdehnungslehre p. 85 ff, der
andere ist von Wundt in seiner Logik gegeben worden. Grass-
mann stimmt, wie schon bemerkt, mit Riemann insofern iiberein,
als er den Raum als Specialfall allgemeinerer Systeme auffasst.
Er vermeidet aber die im vorigen Abschnitte nachgewiesenen Fehler,
dadurch dass er nicht wie Riemann und Helmholtz, nachdem
er den allgemeinen vermeintlichen Gattungsbegriff gefunden hat,
von diesem aus auf den Raum schliesst, sondern umgekehrt den
Raum als gegeben ansieht und von ihm Alles mit den nithigen
Erweiterungen auf die n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit iiber-
trigt. Hierdurch sind seine Untersuchungen iiber den Raum von
dem Begriffe der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ganz unab-
hiingig. Dieselben haben auch, hiervon abgesehen, mnoch einen
andern Vorzug vor der Helmholtzischen, dass er sie nicht von
dem Verhalten der physikalischen Korper abhiingig macht, son-
dern dass er nur das Verhalten der Constructionen betrachtet,
fir welche Wundt den Ausdruck ,,Raumgebilde* braucht. Ich
ziehe im Folgenden den Grassmann’schen Ausdruck vor, weil
in ihm zugleich angedeutet wird, dass wir die Constructionen
machen, und dass ihnen im Uebrigen zunichst eine reale Be-
deutung mnicht zukommt. Die folgende Darstellung schliesst sich
in ihren Hauptpunkten an die von Grassmann und von
Wundt an.

Soll eine Definition des Raumes gegeben werden, so muss
dabei zunichst die logische Forderung erfiillt sein, dass in diese
Definition Nichts eingefiihrt wird, was uns erst durch den zu de-
finirenden Begrifl gegeben ist oder ihn voraussetzt. Bei einer De-
finition des Raumes ,,werden daher nur solche Begriffe brauchbar
sein, die ausser fiir den Raum auch fiir andere von ihm unabhiingige
Fundamentalformen des Erkennenserforderlich sind“ (Wundt).
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Es darf in der Definition keine urspriingliche Raumanschauung
ibergangen werden, die spéter stillschweigend angenommen
wird und Nichts in ihr aufgestellt werden, was keine Grundan-
schauung des Raumes ausdriickt. Dass aber zu einer solchen
Definition nicht, wie gewohnlich angenommen wird, ein Gattungs-
begriff nothig ist, sondern dass es nur der allgemeinen Beziehungen
bedarf, in welche der Raum mit anderen Begriffen treten kann,
habe ich schon friher im Anschluss an Wundt bemerkt. Wih-
rend Grassmann seine Definition auf die ,Einfachheit“ und
nrelative Beschrinktheit des Raumbegriffs griindet, untersucht
Wundt das Verhiltniss desselben zu den andern von ihm unab-
hingigen Fundamentalformen unseres Erkennens, mit denen er
iiberhaupt in einem Verhéltniss stehen kann. Diese letzteren sind
Zeit, Zahl und Intensitit der Empfindung; mit ihnen steht der
Raum in Beziehung zu den Begriffen: 1. Grosse; 2. Richtung;
3. Stetigkeit; 4. Verinderung und endlich 5. zu der Zahl selbst,
da diese zum Messen aller Grossen dient.
Als ersten der ,relativen Beschranktheit des Raumes ent-
sprechenden Satz stellt Grassmann auf:
,Der Raum ist ein System dritter Stufe.®
Achtet man auf die Terminologie Grassmanns, so liegt
dieser Definition zunichst das Element des Raumes, der Punkt,
zu Grunde, als der einfachste Bestandtheil, der nicht weiter zer-
legt werden kann. Dann setzt diese Definition den Raum in Be-
ziehung mit den Begriffen ,,Grosse, ,,Richtung® und ,,Stetigkeit*:
diese drei liegen in dem gebrauchten Ausdrucke ,System®; end-
lich bezeichnet ,dritte Stufe die Beziehung zur Zahl. Spricht
man die Grassmann’sche Definition mit Riicksicht auf diese Be-
ziehungen aus, so lautet sie:
,Der Raum ist eine unendliche stetige Grosse, in der
jedes Element durch drei unabhiingig von -einander
veranderliche Richtungen bestimmt ist.“ (Wundt.)
Hierzu treten folgende Fundamentaldefinitionen:
,Das Element des Raumes heisst Punkt.®
,Die Bestimmung des Punktes durch drei Richtungen
heisst seine Lage.“
Aus der ,Einfachheit“ des Raumes ergibt sich Grassmann
der Satz:
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,Der Raum ist an allen Orten und nach allen Rich-
tungen gleich beschaffen, d. h. an allen Orten und nach
allen Richtungen konnen gleiche Constructionen voll-
zogen werden.*
Dieser Satz zerfillt sofort in drei Einzelsitze:
wZwei Constructionen sind gleich, wenn sie in genau der-
selben Weise a) in gleicher Richtung an verschiedenen
Orten, b) in verschiedener Richtung an demselben Orte,
¢) in verschiedener (namentlich auch entgegengesetzter)
Richtung an verschiedenen Orten erfolgen.®
Grassmann formulirt diese Definitionen etwas anders; dass
ich von ihm abgewichen bin, werde ich unten motiviren. Hier
muss zunichst bemerkt werden, dass diesen Satzen eine weitere
Annahme zu Grunde liegt, dass ndmlich tiberhaupt ganz beliebig
Constructionen vollzogen werden kinnen, welche Annahme Wundt
direct in die Definition des Raumes hineinlegt, indem er sagt:
wJeder beliebige Theil des Raumes kann von dem iibrigen Raum
abgesondert gedacht werden. Ein solcher abgetrennter Theil des
Raumes (ein zusammengesetztes Einzelnes) heisst ein Raumgebilde.*
Ferner fasst Wundt jene drei Sitze in einen einzigen zusammen:
wJedes Raumgebilde kann in verinderter Lage gedacht werden,
ohne dass dadurch das wechselseitige Lageverhiltniss beliebig in
ihm angenommener Punkte verindert wird. Diese Eigenschaft des
Raumes heisst Congruenz.“ Ich ziehe die vorhin gegebene De-
finition vor, weil durch sie die Constructionen unabhiéingig von
dem Begriffe der Verinderung sind, mit jeder Verinderung aber
Bewegung verbunden ist. Zwar schliesst das Denken in ver-
inderter Lage, ebensowenig wie der Vollzug von Construec-
tionen, an und fir sich Bewegung ein, insofern kein continuir-
licher Uebergang von einer Lage in eine andere angenommen zu
werden braucht, allein der erste Ausdruck gibt wohl bei ober-
flachlicher Betrachtung eher Gelegenheit, den vielgeschmihten
Begriff der Bewegung in die Definition des Raumes hineingelegt
zu sehen. Noch verfinglicher in dieser Beziehung scheint der
Ausdruck Grassmanns zu sein, wenn er den ersten jener Sitze
dahin ausspricht, dass Gleichheit denkbar sei bei Verschiedenheit
des Orts. Denn Gleichheit bedeutet im specifisch mathematischen
Sinne Identitdt; identisch ist aber nur ein Gebilde mit sich selbst,
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so dass es ein und dasselbe Gebilde sein muss, welches nur an
zwei verschiedene Orte durch Bewegung gebracht ist, wenn Iden-
titit zweier Gebilde an verschiedenen Orten stattfindet. Hierin
liegt der Grund, weshalb ich die obigen Sétze etwas anders als
Grassmann ausgesprochen habe. Von Wundts Fassung bin ich °
aber hauptsichlich deshalb abgewichen, weil es fir den Aufbau =
der Geometrie zweckmissiger ist, den von Wundt aufgestellten
allgemeineren Satz in die drei Falle a., b. und c. zu specialisiren.

Wundt stellt unter die Definition des Raumes noch den
folgenden Satz: ,Zu jeder Richtung im Raum existirt eine ent- =
gegengesetzte Richtung von tibereinstimmender Lage und die Lage =
zweier zusammengehoriger entgegengesetzter Richtungen heisst eine |
Gerade.* Hierzu ist zunichet zu bemerken, dass in diesem Satze
das Wort ,,Lage“ in doppelter Weise gebraucht ist. Wundt selbst
definirt die Lage als ,,die Bestimmung irgend eines Einzelnen im =
Raum (eines Punktes) durch die drei unabhingigen Richtungen®, =
also genau so wie wir die Lage eines Punktes definirt haben und
mit dieser Definition bleibt der erste Theil jener Worte im Ein-
klang; denn der Ausdruck ,zwei Richtungen von iibereinstimmen-
der Lage“ bedeutet, dass die beiden Richtungen von demselben *
Punkte ausgehen. Ganz andere Bedeutung hat aber ,Lage® in
der zweiten Hilfte des obigen Satzes; ich werde deshalb die De-
finition der Geraden in etwas anderer Form aussprechen. That-
siichlich ist klar, dass eine Definition des Raumes nicht mdglich -
ist, ohne dass man den Begriff der Geraden und des Punktes ver- =
wendet; ich habe in der gegebenen Definition des Raumes auch
nur vermieden, die Namen fiir dieselben zu gebrauchen, diese
Namen vielmehr in einer Fundamentaldefinition gegeben, weil =
ihnen noch eine weitere Definition hinzuzufiigen ist, die ich so- =
wohl bei Grassmann als auch bei Wundt vermisse, némlich
die des Winkels, welcher zwei verschiedene Richtungen an dem-
selben Orte zusammenfasst. Die Nothwendigkeit diese Definition
hinzuzufiigen, zeigt sich sofort bei der Aufstellung der Axiome.
Uebrigens hat Grassmann jene Eigenschaft des Raumes, dass zu
jeder Richtung eine entgegengesetzte von iibereinstimmender Lage
existirt, ganz iibersehen.

Fasse ich Alles zusammen, so definirt sich der Raum folgen-~
dermaassen:
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1) Der Raum ist eine unendliche stetige Grosse, in der
jedes Element durch drei unabhingig von einander ver-
inderliche Richtungen bestimmt wird.

2) Im Raume lassen sich an allen Orten und nach allen
Richtungen Constructionen vollziehen; zwei Constructionen
sind gleich, wenn sie in genau derselben Weise a) in
gleicher Richtung an verschiedenen Orten; b) in ver-
schiedener Richtung an demselben Orte; ¢) in verschie-
dener Richtung an verschiedenen Orten erfolgen.

3) Zu jeder Richtung im Raume existirt eine entgegenge-
setzte Richtung von ibereinstimmender Lage.

Hierzu treten die folgenden Fundamentaldefinitionen:

ad 1). Jedes Element des Raumes heisst Punkt; die Be-
stimmung des Punktes durch drei Richtungen heisst
seine Lage.

ad 2) und 3). Die Construction, welche zwei entgegen-
gesetzte Richtungen von tibereinstimmender Lage zu-
sammenfasst, heisst Gerade. Die Construction, welche
zwei verschiedene Richtungen von iibereinstimmender
Lage zusammenfasst, heisst Winkel.

Grassmann begniigt sich in seinen Andeutungen iiber einen
wissenschaftlichen Aufbau der Geometrie mit den Definitionen,
indem er iiberhaupt der Ansicht ist, dass die Definitionen in der
Mathematik gentigen und Grundsitze gar nicht nothig sind: der
erste Beweis geschieht in ihr durch Aneinanderketten von Erkla-
rungen, indem von keinem andern Fortschreitungsgesetz Gebrauch
gemacht wird, als von dem allgemein logischen, dass nimlich,
was von einer Reihe von Dingen in dem Sinne ausgesagt ist, dass
es von jedem einzelnen derselben gelten soll, auch wirklich von
jedem einzelnen, was jener Reihe angehirt, ausgesagt werden kann.
Allein da es nothwendiges Kennzeichen einer guten Definition
ist, dass sie Alles enthélt, was von dem Begriffe ausgesagt werden
kann, so kann aus einer Definition unmittelbar Nichts geschlossen
werden. Die Definitionen beschreiben, die Axiome da-
gegen bestimmen die Art und Weise, wie mit dem durch
die Definition beschriebenen Begriffe operirt werden
soll. Die Axiome kinnen daher firwahr etiwas Neues nicht ent-
halten: zwischen Definitionen und Axiomen besteht nur der eben

9
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charakterisirte formale Unterschied. Zur Aufbauung der Geo-
metrie ist daher ein Axiomensystem nothwendig, welches angibt
wie mit dem Raumbegriff operirt werden soll. Aus den Defini-
tionen erhilt man aber das Axiomensystem durch Anwendung der
logischen Axiome, welche durch das Identititsgesetz, den Satz des
Widerspruchs, den Satz des ausgeschlossenen Dritten und den Satz
vom Grunde gebildet werden, auf die Definition des Raumbegriffs.
Der Satz der Identitidt erfahrt dabei eine Specialisirung, indem
an Stelle des allgemeinen Begriffs, von dem das Identitiitsgesetz
gilt, nicht der Raumbegriff selbst, sondern dessen Element tritt
und so den Satz gibt:

1) Jeder Raumpunkt ist dem andern gleich.

Der Grund dieser Specialisirung aber ist in dem Umstande
zu suchen, dass nicht mit dem unendlichen Raume selbst, sondern
nur mit dessen Elementen operirt wird. Der Satz vom Grunde
liefert zundchst den Satz:

2) Die Lage eines Punktes im Raume ist durch drei unab-
hiingig von ecinander verinderliche Richtungen bestimmt.

Aus der Definition der Geraden und des Axioms 1) folgt ver-
mittelst der Sitze vom Widerspruch und vom Grunde:

3) Jede Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt oder zwi-
schen zwei Punkten ist nur eine Gerade moglich oder
zwei Gerade kinnen keinen Raum einschliessen.

Denn hiitten zwei Gerade noch einen zweiten Punkt gemein,
so wire dieser anders beschaffen als die tbrigen Raumpunkte,
die in den beiden Geraden liegen; die beiden Geraden miissen
dann zufolge des Axioms 1) alle Punkte gemein haben. Nach
der Definition 2) ist jede Construction durch ihre Richtung und
thren Ort bestimmt, da aber beides durch eine Gerade angegeben
wird, so liefert der Satz vom Grunde

4) Die Richtung und der Ort einer jeden Construction ist
durch eine in ihr willkiirlich angenommene Gerade
bestimmt.

Ich vermeide es Richtung und Ort in den gemeinsamen Aus-
druck ,,Lage® zusammenzufassen, um stets in Congruenz mit der
oben gegebenen Definition der ,Lage eines Punktes” zu bleiben.
Verbinden wir ferner den sich aus dem Satze vom Grunde er-
gebenden Begriff der Bewegung mit der Definition 2), so folgt
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5) Jede Construction bleibt ungeiindert, wenn sie sich selbst
parallel verschoben, wenn sie um eine in ihr angenommene
Gerade gedreht gedacht wird, oder da beide Bewegungen
zusammen Statt finden konnen: Eine Construction ist
einer andern congruent, wenn sie nur durch Lagenver-
inderung aus derselben hervorgegangen gedacht wer-
den kann.

Aus der Unendlichkeit des Raumes folgt endlich:

6) Jede Richtung kann als cine ins Unendliche zunehmende
Grisse gedacht werden oder jede Gerade kann ins Un-
endliche verlingert gedacht werden.

Diese sechs aufgestellten Axiome weichen nur in unwesent-
lichen Punkten von den von Wundt gegebenen ab. Allein zu
einem wirklichen Aufbau der Geometrie reichen sie nicht aus.

Es sind dazu noch zwei nithig, die ich allgemein in der fol-
genden Form ausspreche:

7) Die zwei Punkte verbindende Gerade misst deren Ent-
fernung, der Winkel, den zwei verschiedene Richtungen
an demselben Orte resp. die durch sie in demselben
Punkte bestimmten Geraden bilden, misst deren Rich-
tungsunterschied.

8) Die beiden Maassstibe, Gerade und Winkel, miissen mit
einander verkniipft werden.

Dem Axiom 7) liegt eine weitere Voraussetzung zu Grunde,
die wohl in allen Lehrbiichern {iber Geometrie iibergangen ist,
dass nimlich jede riumliche Grisse in eine beliebige Anzahl
gleicher Theile wirklich getheilt oder getheilt gedacht werden kann,
denn diese Voraussetzung ist die Grundlage alles Messens.

Im 20. Bande der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik
hat J. C. Becker unter dem Titel ,,Die Grundlagen der Geo-
metrie“ den Weg zu einem wissenschaftlichen Aufbau der Geo-
mietrie angegeben, der im Allgemeinen auf dem obigen Axiomen-
system beruhf, wenn er es auch in etwas anderer Form ausspricht
und das Axiom 8) ganz weglisst. Etwas anders ist bei ihm
namentlich das Axiom der Geraden ausgedriickt. Die in dieser
Abhandlung gegebenen Andeutungen hat er in einem selbstindi-
gen Werke: ,,Die Elemente der Geometrie auf neuer Grundlage
streng deductiv dargestellt (Berlin 1877) weiter ausgearbeitet. Mit
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Hiilfe des obigen Systems kann man genau den Becker’schen
Weg einschlagen und gelangt zu seinen Resultaten. Nur in zwei
Punkten mochte ich von ihm abweichen, die zum Schluss kurz
angedeutet werden mogen: in der Definition der Ebene und der
nach 8) nothwendigen Verbindung von gerader Linie und Winkel.
Ich wiirde die Ebene definiren als die Gesammtheit der von einem
Punkte ausserhalb einer Geraden zu dersclben gezogenen geraden
Linien. Hieran miisste sich der Nachweiss schliessen, dass jede
Gerade, welche zwei Punkte mit der so definirten Ebene gemein-
sam hat, ganz in diese Ebene fillt und als Folgerung hieraus der
Satz: dass eine Gerade, welche die Begrenzung emer geschlossenen
Figur einmal schneidet, hinreichend verlingert diese Begrenzung
mindestens noch einmal schneiden muss. Die durch 8) vorge-
schriebene Verbindung der Geraden mit dem Winkel, wiirde sich
in unmittelbarem Anschluss hieran fiir die Euklidische Geometrie
am Anschaulichsten durch™ die Annahme herstellen lassen, dass es
jederzeit moglich ist, durch jeden Punkt in der Ebene eines
Winkels zwischen den Schenkeln des Winkels eine Gerade so zu
ziehen, dass sie beide Schenkel des Winkels schneidet. Unter
dieser Annahme (vergl. S, 9) niimlich gelingt es Legendre?)
nachzuweisen, dass die Winkelsumme im Dreieck nicht kleiner als
zwei Rechte sein kann. Und dieser Beweis kann dann in aller
Strenge aufrecht erhalten werden.
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