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518.

SUR LA CONDITION POUR QU'UNE FAMILLE DE SURFACES
DONNEES PUISSE FAIRE PARTIE D’'UN SYSTEME ORTHOGONAL.

[From the Comptes Rendus de UAcadémie des Sciences de Paris, tom. LXXV. (Juillet—
Décembre, 1872), pp. 177—185, 246—250, 324—330, 381—3885, 1800—1803.]

[Pp. 177—185.]

1. Soir p=f(» vy, z) I'équation dune famille de surfaces qui fait partie d'un
systéme orthogonal. On sait que p satisfait & une équation & différences partielles du
troisitme ordre, et en suivant la route tracée par M. Levy, dans son excellent “Mémoire
sur les coordonnées curvilignes orthogonales” (Journal de UEcole Polytechnique, t. XXVL,
pp. 157—200, 1870), je suis parvenu & trouver cette équation.

2. Je remarque que le théoréme fondamental de M. Levy est, en effet, assez
évident. Considérons une surface de la famille p: soit P un point quelconque de cette
surface, et PT, PT,, PT, la normale et les tangentes aux deux courbes de courbure par
le point P. Passons, suivant la normale au point P’ de la surface consécutive p + dp, et
soient P'T", P'T/, P'T, la normale et les tangentes aux deux courbes de courbure par
le point P. Or, si les surfaces p forment partie d’un systéme orthogonal, évidemment
PP sera élément d’une courbe de courbure d'une surface p, et aussi d'une surface p,
des deux autres familles du systéme orthogonal, et PT,, P'Ty seront les normales &
deux points consécutifs de cette courbe de courbure de la surface p,: et de méme
PT, et P'T,/ seront les rormales & deux points consécutifs de cette courbe de courbure
de la surface p,. Donc PT, et P'TY se rencontrent; et de méme PT, et P'T) se
rencontrent. En se souvenant que PT,, PT, sont perpendiculaires I'une & lautre, et
de méme P'TY, P'T/, on voit sans peine que les deux conditions se réduisent & une
seule. Réciproquement, si P7T,, P'T) se rencontrent (ou, ce qui est la méme chose,
PT, et P'T)), la famille p fera partie d'un systéme orthogonal; ce qui est le théoréme
de M. Levy.

www.rcin.org.pl



270  SUR LA CONDITION POUR QU UNE FAMILLE DE SURFACES DONNEES [518

3. Soient (X, Y, Z) les fonctions dérivées de p du premier ordre; (a, b, ¢, f, g, h)
celles du second ordre; (a, b, ¢, f, 9, h, 4, j, k, 1) celles du troisiéme ordre, savoir:

(X, Y, Z)= (s 3, 3 p,
@b, o £ g h)y=@ 8% 34 0,0, 00, %) py
(@ b c f 9 h 13 k 1)=07" 02 02 0,%0,, 0,0z, 0,0y, 00", 005% 0:0,% 0:0,0;) p;
soient de plus
A=2(Zh -Yg), F=X(c-h)+Yh-Zg,
B=2(Xf-2h), G=Y(a —c)+2f — Xh,
C=2(Yg—-Xf), H=Zh —a)+ Xg - ITt,
valeurs qui satisfont aux équations
A+B+C=0¢et (A4, B, C, F, G, H{X, Y, Z)*=0.
Alors les tangentes PT,, PT, sont données par les équations

(‘A’ B’ C, F, G, HI.Z" Y, Z)2=0’
Xu+ Yy +Zz=0,

et en partant de ces équations, mais en supposant que pour le point P les valeurs
de X, Y soient X =0, V=0, M. Levy obtient comme condition de lintersection dont
il s'agit
aXx dY>d21 d¥ dvivody 1 0
(%‘Ey mz,r%(@z‘ow)f :
ou, ce qui est la méme chose .

2fg(a—b)+2h(f?—g)) —Z[(f—j)h+1l(a—Db)]=0;

savoir: cette équation est ce que devient I'équation cherchée du troisieme ordre en y
éerivant X =0, ¥V =0.

4. Je passe & la recherche de l'équation générale; pour cela (X, ¥, Z) dénotant
comme auparavant, nous pouvons considérer ces quantités comme les coordonnées
(mesurées du point P comme origine) d’'un point sur la normale PT; soient de méme
X.,, Y., Z, les coordonnées d'un point sur la tangente PT, et X, Y, Z, les
coordonnées d'un point sur la tangente PT,. Il sagit seulement des valeurs relatives
de ces coordonnées; et celles de X,, Y,, Z, et X,, V,, Z, sont les valeurs de (z, y, 2),
données par les équations

(4, B, C, F, G, H{z, y, 2*=0,
Xo+ Yy+ Zz=0.
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518] PUISSE FAIRE PARTIE D'UN SYSTEME ORTHOGONAL. 271

Ces équations impliquent X, X,+ Y,Y,+Z,Z,=0, et en se rappelant une équation
déja mentionnée, on a le systéme
(4,.. 50X, ¥, Zr=0,
(4,..3%,, %, Z)r=0,
(4,...80X,, Ys Z,) =0,
XX, + VWY, +Z2,Z, =0,
XX, +YY, +2Z, =0,
XX, +YY,+2Z, =0.

L'origine étant quelconque, prenons (#, y, 2) pour coordonnées de P, et #+ 8w, y + 8y, z + 8z
pour coordonnées de P’; nous avons 8z : 8y : 82=X : ¥ : Z; et comme il ne sagit
que des valeurs relatives, nous pouvons omettre un facteur infinitésimal commun, et
éerire simplement 8z, 8y, 82=X, ¥, Z. De méme, en supposant qu'une fonction quel-
conque u de (z, y, z) devient u+ du, en passant du point P au point F’, la valeur

de &u sera X dx + Yd—u + Zd—u, ou, ce qui est la méme chose, mous aurons
dz dy dz
d d d LI 2 [
3=X d_m+ YE§+Z & Dans tout ce qui suit, & aura cette signification.

5. Cela étant, si pour un moment nous prenons £ 7, { pour coordonnées courantes,
et @ pour un paramedtre arbitraire, les équations de PT seront

E=m+6X1! v=y+0K, ;=z+9zll

et si cette droite rencontre PT), alors en prenant § 7, ¢ pour les coordonnées du

point d’intersection, nous aurons 0 =8z + X066 + 63X,,...: ou en éliminant 86 et 6,
O=| 80, X,, 0X; [;
8y, Y,, &Y,
Sz, Z,, &Z,

ou, ce qui est la méme chose,
0= X, X:l,s SXI

¥, Y A%
Ay S 1 AR
Mais nous avons X, : Y,: Z,=YZ, —-2Y, : ZX,— XZ, : XY,-YX,: donc cette

équation devient X,8X,+ Y,8Y,+ Z,6Z,=0. Or nous avons & (X, X,+ ¥,Y,+Z,Z,)=0;
équation trouvée peut done s'éerire sous la forme plus symétrique

X 0X,+ Y, 8V, + 2,87, — (X,8X,+ Y,8Y,+ Z,6Z,) = 0,

équation qui exprime la condition pour l'intersection des tangentes PT), P'7)" (ou
iy F 1))
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272  SUR LA CONDITION POUR QU'UNE FAMILLE DE SURFACES DONNEES [518

6. Dans la démonstration précédente, je me suis servi du théoréme de Dupin;
mais il convient de remarquer qu'en partant du systéme orthogonal, et dénotant par
X, Y Z; X,, Y, Z; X,, Y., Z, les dérivées de p, p;, ps, respectivement, il serait
possible de déduire cette méme équation des seules équations

XX+ Y Y, +Z27Z,=0,
XX2+ YY3+ZZ3=O,
XX, +Y. Y, +ZZ,=0.

En effet, I'équation fut démontrée de cette maniére par R. L. Ellis, dans une
démonstration du théoréme de Dupin, publiée dans l'ouvrage de Gregory (Ezamples of
the processes of the differential and integral calculus; Cambridge, 1841). Les premiéres
deux équations donnent X : ¥V : Z=Y,Z,-Y,Z, : Z,X,—7,X, : X,Y,— X,Y,; on a donc

I'expression

(lez i YEZI) dz + (Z1X2 S ZZXI) dy T (X1Y2_ XaK) dz,

intégrable par un facteur; ce qui donne
(Y, - YZ){ (X.Y,— XYI)——(Zle—ZzX,)}...=O

Le terme en { } est égal &

dX, aX, dX, aX, dX, aX,
(X G+ B+ ) - (B + G + 2°5)

—X2<dX‘ ay, dZ,) X,(dX dy, dZ)

de Tdy T a2 il A

et la somme qui correspond & la deuxiéme ligne de cette expression s’évanouit identi-
quement ; la premiére ligne peut s'écrire sous la forme &,X, —8,X,; donc, en rétablissant
X, Y, Z au lieu de Y,Z,—Y,Z,,..., la condition devient simplement

X (X, - 8 X)H (LY, 8. Y04 2 (3.2 - 8.2) =0,

Mais nous avons

s, gty i e ol dl
8,X, = X, dz +Y2 Zz—d?, —XzTi;-l'Yz’% +Z2d'5;
5.X,= X, 4% +KdX " A M AL A0 2

dy e

et ainsi 8,X,+ 0, X,= (—Z—C (X, X,+ VWY, +2Z,Z,)=0; cest-a-dire §,X,=-5,X,, et de méme
8,Y,=—-46,Y,, 8,Z,=—-8,Z,, et I'dquation trouvée se réduit &
X6,X,+ Y3, Y, +26,2,=0, ou X06X,+ Y8, Y,+282,=0;

on a de méme

X.0X,+ Y.8Y,+2,6Z,=0, ou X.8,X + Y8, Y+ Z8,Z=0,
et

X0 X+ V3 Y+2387Z=0, ou X,OX,+ Y8Y,+238Z =0,
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et ainsi I'équation dont il s'agit
X8X,+ Y. 8Y,+ 2,87, — (X,0X, + Y,8Y, + Z,8Z,) = 0.

On ne savait pas auparavant la signification géométrique de cette équation.

7. Dans la question actuelle, partant de cette équation, je rappelle que les valeurs
de X, Y, Z, X,, Y,, Z, sont celles de (#, y, z) donndes par les équations

(4, B;; C¥Fy G, B y, 2y =0, Xe +Vy+Zz=0.
En supposant que ces équations donnent A
X, Y :Z=U+U:V+V : W+ W,
X, : Y, Z,=U-U:V=-V :W-W,
la condition devient

UsU + VeV’ + WeW' —(U3U+ V'8V + WW)=0.

8. Pour effectuer la réduction de cette formule, nous avons besoin de plusieurs
formules subsidiaires. J’écris

(BC—F2 CA— G, AB—H*, GH— AF, HF - BG, FG-CHYyX, Y, Z)
= B, 6§ 6 HYX, ¥V, Zy=—9
et je dénote par (a), (b), (c), (f), (g), (h) les coefficients de A2, ... dans la fonction
(4, B, C, F, G, HYvY —pZ, \Z —vX, pX —\Y),

savoir, j'écris
(a)= BZ* +CY* -2FYZ,

(b)= CX® + AZ* —2GZX,
(c) = AY® +BX* —2HXY,
(f)=-AYZ-FX* + GXY+HXZ,
(8)=—-BZX+FXY-GY* +HYZ,
(h)y==CXY+FYZ+GYZ - HZ,
olt je remarque qu'en vertu des valeurs de 4,... nous avons
(a) + (b) +(c)=0.
Cela étant, nous avons les identités
(@), (h), @](X, ¥, 2)=0,
[(h), (b), (D] (X, ¥, Z)=0,
[(®), (), @] (X, ¥, 2)=0,
[(b) (e) = (£, () (@) —(g), (a)(b)—(h), (g) (h)—(a)(f), (h) (D)
==—(X% Y3 22 YZ,2X, XY)¢, 35

gy O@ O]
O - VI
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274  SUR LA CONDITION POUR QU'UNE FAMILLE DE SURFACES DONNKES [518

savoir, (b)(c)—(f))=—X2¢,.... De plus
(4, H, @) [(a), (h), @]=-X AX +HY + 6Z) - ¢,
(H, B, F) [(a), (), ()] =-Y@AX +9Y +G2),
(@ F, 0)[(a) (h), @]=-ZQAX+HY +G2),
(4, H, G)[(h), (b), (F)]=—-X(HX +BY +§2),
(H, B, F)[(h), (b), () ]=—-Y(HX +BY +§Z)- ¢,
(G, F, C)[(h), (b), (F)]=—2(HX +BY +§2Z),
(4, H, &[(@g), (f), (c)]=—X(OX + TY + €Z),
(H, B, F)[(g), (f), ()] =—Y(GX +§Y + €2),
(@, F, O)[(g), () ()] =—Z (BX +FY +CZ)—¢;

A (a)+ B (b)+ C(c) + 2F () + 2G (g) + 2H (h) + 2¢ = 0.

aussi

Multipliant cette dernitre équation par l'un quelconque des coefficients (a), ..., et rédui-
sant, on obtient six équations; mais je forme seulement celle qui se dérive de (g),
savoir, nous avons

@) [4 (a) + B (b)+ 0 (c) + 2F () + 2G (g) + 2H (h)]
+24(—BZX + FXY — GY* + HYZ)=0.

Ici la seconde ligne est égale a

2B[(f) (h) - (b) (8)] — 2F[(£) (g) — (¢} (0)] + 2G [(c) (a) — (8)] — 2H [(g) (h) — (a) ()],
et I'équation est

4 (a) (8) + B[2 (h) () — (b) ()] + C'() () + 2F (¢) (h) + 2G () (a) + 2H (a) (f) = 0.

Des équations (g)(h)— (a)(f) = — YZ¢, (h)(f) — (b)(g) = — ZX¢, multipliant par
—X, — Y et ajoutant, nous obtenons — (h)[(g) X +(f) Y]+ (a)(f) X +(b) (g) Y=2XY7Z,

c’est-a-dire

@) (£) X +(b) () ¥ +(0) (f) Z=2X V7.

9. Je reviens & la question principale. A moins de se servir de quantités
arbitraires qui rendraient les formules plus complexes, il n’y a pas d’expression
symétrique pour les valeurs de X, : ¥, : %, et X, : ¥, : Z,: et ainsi jécris

X,: YV, : Z=@): (W+2ZV¢ : (g)— Y V¢,
X,: Y, : Z=@a): (h)-2ZVé : (g)+ YV,
et la condition devient
[(h) 8% — 28 (h) — (g) 8Y + Y8 ()] Ve +[(h) Z - (g) Y] 5V =0,
1
5
2((h)8Z — 28 (h) — (g) 8Y + Y3(g)l ¢ +[(h) Z—(g) Y] 8¢ =0,

équation qui contient, comme nous le verrons, le facteur (a); et, en omettant ce

ou, puisque V¢ = d¢, ceci est

facteur, I'équation deviendra symétrique.
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J’éeris
3(g)=A(g)+8(g), s(h)y=a(h)+&(h), 3p=A¢+8¢,
en dénotant par A les parties qui dépendent de 8X, 8Y, 8Z, et par & celles qui

dépendent de 84,.... La fonction & droite est ainsi la somme des deux parties
Q,=2[(h)8Z—2A (h)—(g)8Y + YA (g)] ¢ + [(h) Z - () Y] A4,
Q,=2[ — 28" (h) + Y8 (@)l ¢ +[(h)Z—(g) Y] &,

ol cette seconde partie £, est la seule qui_contient les dérivées de p du troisidme
ordre.

10. Je réduis l'expression de ,. Nous avons
AMh)y=(-CY+FZ)6X +(-CX +GZ Y8Y +(FX + GY —2HZ) 8Z,
A(@=(—BZ+FY)oX +(FX-2GY+HZ)8Y +(—BX +HY ) 8Z,
et de 1a
30 =0¢{[(C—B)YZ+F (Y*-2*)8X+[-AXZ+G(Y*+2Z)]8Y + [AXZ + H (Y*+ 2?)) 8Z}
+3[(h)Z—(g) Y] A¢,
ou la derniére ligne est égale &
(@Y—-h)Z][AX +HY + ©Z) 8Z + (DX +BY +§Z) 8Z +(BX + FY + 62) 8Z].
Ici le coefficient de 8X est égal &
(C—B)[(a) () - (&) W]+ F(g) — () (¢) = (b)* + (a) (b)]
+[(®) Y- () Z]AX + HY + &2),
ol la seconde ligne est égale a ‘
- (®)(H, B, F)[(a), (b), (®]+b) (G, F, O)[(a), (b), ()]
et ainsi l'expression entiere se réduit a
@) {—(B-0)® + F[(b)— ()] — H (g) + G (h)}

c’est-a-dire le coefficient de 8X contient le facteur (a).

Le coefficient de 8Y est
[ AXZ-F(Y*+ 2] ¢+ [(8) Y — (1) Z)(HX + BY +§2),
ol la seconde partie est

(8) {(—¢—(H, B, F)[(h), (b), (O]} +(b) (@, F, O)[(h), (b), (D)];
on a donc les termes
- ¢ [(g)+4ZX + G (Y*+ 2?),
c'est-a-dire
-¢[(4d-B)ZX + FXY + GZ*+ HYZ],
35—2
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et l'expression entitre est ainsi égale a
A =B [(b) (O — (b) ()] + F[(f) () — () ()] + G [(2) (b) - (h)]
+ H [(g) (h) — (a) (D] — () (&, B, F)[(h), (b), (f)]
+ (1) (G, F, O)[(h), (b), (D)),

c'est-a-dire &
A [(h) (£)] = (b) (8) = B (h) (f) + C (h) (£) + F[(b) — ()] (h) + G (a) (b) — H (a) (F),

ou enfin &

A—(b) (@) +B—2(b) () + F[(b) (9] (h) + G (@) () + H — (a) (),
J'ajoute la quantité nulle
4(a)(g)+ B2 () (©)— (b) @]+ C(0) (&)
+ F2(c)(h) + G2(c)(a) + H 2 (a) (f),
et, en réduisant au moyen de (a)+ (b)+(c)=0 et A+B+C=0, le coefficient de §Y
s — @)~ (0= 4) @) + HD + [0~ @] - F ),
et, de méme, le coefficient de 8Z est
=(a) {— (4 - B)(h) — G (f) + F (g) + H [(a) - (b)]},
ce qui achéve le calcul de (.
[Pp. 246—250.]
11. Pour trouver {,, nous avons
8 (g)=—ZX8B+ YXOF — Y*6G + YZ3H,
8 (h)=—XY8C + XZ3F + YZ8G — Z*3H,
§¢ =—[(a) 84 + (b)8B—(c) 8C'+2(f) 8F + 2(g) 3G + 2 (h) 5 H],
et de la
Q,=2¢[-XYZ(@BB-8C)+ X (Y*—Z5)8F - Y (Y*+2°)8G + Z (Y + 2% 8H)
+[(g) Y — (h) Z] [(a) 84 + (b) 8B+ (c) 8C + 2(f) 6F + 2 (g) 8@ + 2 (h) 8H],
ce qui se réduit tout de suite & ]
—[X (a) () + Y (b)(8) + Z(c) (h)] (8B — 8C)
+[() Y- (h) Z][(a) 84 +(b) B +(c) 6C]
+2[Y(c)(h)—Z (b) (g)] &F
+2@)[Y(c)-Z(f) ]8G
+2(g)[Y()—Z(b) ]8H.
Les premitres deux lignes se réduisent facilement &

(@) [- X (f)+Z ()] (@B—-80)+(a)[(9) Y —(h) Z] (84 - 50),
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et la troisitme ligne & 2(a)[Z(g) — X (c)]8F. Donc lexpression entidre contient le
facteur (a), et nous aurons
Q,: (a)=- [X(f) +Z(h)] (8B - 80)
+ [Y(g)—Z(h)] (84 —80)
+2[Z (g) — X (c)]oF
+2[Y (e) - Z (f)] 8G
+2[Y (f) = Z (b)] 8H,

expression qui se réduit sans peine & la forme symétrique sous laquelle je la présente
dans I’équation finale.

12. Cette équation est Q, +Q,=0; savoir, en omettant le facteur (a), nous avons

2[{F[(0)—(]-(B-O)(H)- H(g) +G(h) }8X
+H{GE)-@)+H()—(C- 4)(g)-F(h) | Y
+{H [(2) - (b)] - G (h) + F (g) - (4 — B) (h)} 7]
- X (f) (8B - 380)
- Y (g)(8C —84)
—Z (h)(84 —8B)
+{X [(b)—(c)]— Y (h)+ Z(g)} 6F
+{X (D) + Y[(0)— ()] -Z(f)} ¢
+{-X(@+ Y )+ Z[(a)— (b)]} 8H = 0.

On se rappelle que & signifie

d

d
Xd—x+Y

d
@-FZ@.

13. Pour déduire de 1a le résultat de M. Levy, j'écris d’abord X =0, ¥'=0; nous
avons alors

[(a), (b), (c), (f), (8), (W)]=(BZ*, AZ* 0, 0, 0, — HZ?),
et I'équation devient
2[(AF-GH)8X + (-~ BG+FH)8Y|+HZ(8A —8B)—Z(A—-B)8Il=0;
mais ici
(4, B, C, F, G, H)=[2Zh, —2Zh, 2h, 0, —Zg, Zf, —Z(a—D)],
et 'équation devient

2 {[f (a—b) — 2gh] 8X + [g (a —b) + 2fh] 87 — (a — b) (34 — 8B) — 4h3H = 0.
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Mais nous avons 8X =gZ, 8Y =fZ, 8Z =cZ, et, de plus,

84 =28Zh — 2g8Y = 21Z°+ 2 (ch —fg) Z,

OB =2f8X — 26Zh = - 21Z* — 2 (ch —fg) Z,

SH=—-08Z(a-b)+gdX —6Y=(f—j)Z*+(—ac+bec—1f*+g°) Z;
I'équation est donc
4fg(a—b)+4(f*—g*) h—(a—b)[4lZ + 4 (ch - fg)] —4h[—c(a—Db) — (=g +(f—)) Z] =0,
ou enfin

2fg(a—b)+2h(f*-g)—Z[(f-j)h+Il(a—D)] =0,
ce qui s’accorde avec le résultat cité.
14. En changeant la signification de X, Y, Z, écrivons p=X+Y+Z, o0 X, Y, Z

dénotent & présent des fonctions de =, y, z respectivement; en dénotant par X, Y, 7
les fonctions dérivées de celles-ci, les fonctions premitrement représentées par X, V, Z

seront X', ¥, Z'. Je cherche, au moyen de l'équation générale, la condition pour que
la famille p=X + Y + Z puisse faire partie d’'un systéme orthogonal.

Dénotons par X', X”, X" les dérivées de X, et de méme celles de YV et Z, et
écrivons, pour abréger, a, B, y=Y"—-2", Z” - X", X”—-Y", nous avons

(as:b, ¢, f, g h)=(X", ¥*,"27, 0,7050),
et de 1a
(4, B,C, F, @, H)=(0, 0, 0, —aX', — BY’, —yZ)),
et, de plus,
[(a), (b), (¢), (f), (g), (h)]=[2aX"'Y'Z, 2BX'Y'Z, 2yX'Y'Z’,
X'( aX?—BY"—Z"),
Y'(—aX"+BY" —yZ"?),
Z' (—aX" - BY" +qZ")]
Nous avons aussi
&X', 8Y, 8Z")=(X'X", Y'Y", Z'Z"),
84 , éB, 8C )=(0, 0, 0),
(SF ; SG L 8H)= [XI (_ “XI/ + Z’ZI/I 2 YI)"III)’
YI (_ BY’I + XIX'/II 4% Z/Z//’ )’
ZI (_ 'YZ” + YIY’/I . XIX//I)]-
15. Done, dans I'équation générale, la premiere ligne est
2[(—aX . 2X'Y'Z' (B—w)+y YZ (—aX"+ BY"* —qZ")
—-BY'Z (—aX"-BY"?+4Z")] X' X",
c’est-a-dire
2X'Y'Z' . X'[-2a(B—) X?*+y(—aX"?+ BY"? —yZ")
= B(—aX® - BY*+42")]
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ou, ce qui est la méme chose,
2X'Y'Z' .aX" [(y— B) X" — BY" +~Z"],
et la somme des premiéres trois lignes sera aussi = 2X'Y’Z" multiplié par
aX” (v~ B) X - BY"* + 42"]
+ BY [aX"?+ (a— 1) Y™ —yZ"]
+ 2" [—aX"?+ BY"*+(B-a) 2",

savoir dans ce second facteur le coefficient de aX™ est X" (y—B)+BY" —yZ", =—28y,
et de méme les coefficients de BY™? et yZ” sont — 2ya, — 228 respectivement, donc
le terme entier, ou premiére partie de I'équation est

AX'Y'Z (X + Y+ Z%)(— aBy).

Les termes en 84, 6B, 8C s'évanouissent, et il ne reste que les termes en
8F, 8@, 8H qui forment la seconde partie de I'équation. Le premier de ceux-ci est

[X'.2(B=—y)X'Y'Z -Y'Z' (—aX"”— BY"*+vZ")
+YZ (—aX?+BY"? —qZ] x X' (- X"a+ Z'Z" - Y'Y""),
c'est-a-dire |
2X'Y'Z'[(B—v9) X*+BY"*—yZ"*| (- X'a+ Z'Z" - Y'Y").
On a donc 2X'Y’Z’ multiplié par
[(B_ ‘Y) X’fﬂ + BY!& o 'YZ’g] (_ Xf}a+ Z’Z!f’ s Y!Y!H)

+[-aX"+(y—a) Y2+ yZ?| (- Y"'B+ X' X" - Z'Z")

+[aX2-BY"2+(a=B) Z) (- Z"y+ YY" -X'X"),
ot dans le second facteur mous avons d’abord le terme — 2aBy x (X?+ Y2+ 27) et

puis le terme — 2 (aX' X" + BY'Y" + 4Z'Z") x (X"*+ Y"* + Z").

La seconde partie est donc
éxfyfzr (X?g 4 Y!ﬂ o Z'!s) [___ 318'}' L (C(X’.X’” s BY'Y’” e f)'Z’Zw)]
et en réunistant les deux parties et en omettant le facteur —4X'YV'Z" x (X" + Y"+ 27),
I’équation devient
2aBy+aX' X" + BY'Y" +4Z'Z" = 0,

Savoilr :
2 (1"’!_- z”) (fo L X’r‘) (X'f o Y},) + (Y.ﬂ YAy Z’f) X’X’h‘ + (Z-f' dax Xff) Y" Y’f’+ (X.l’f_ Y”) Z!Zh‘n‘ = 0,

équation trouvée par M. Bouquet dans sa “Note sur les surfaces orthogonales”
(Journal de M. Liouville, t. X1, pp. 446—450, 1846), et reproduite par M. Serret dans
son “Mémoire sur les surfaces orthogonales” (Journal de M. Liouville, t. X1L, pp. 241—254,
1847).
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[Pp. 324—330.]

En considérant une famille orthogonale (savoir: une famille de surfaces qui fait
partie d’'un systéme orthogonal), on peut se proposer la question: Etant donnde une
surface de la famille, trowver de la maniére la plus générale la famille. Jessaye de
résoudre cette question en développant les trois coordonnées selon les puissances d’un
paramétre ; et, quoique je n’aie encore calculé que les trois premiers termes des trois
développements, les résultats me paraissent assez intéressants pour les soumettre aux
géometres.

On peut, pour la surface donnée, considérer les coordonnées z, y, z d'un point
quelconque de la surface comme des fonctions déterminées de deux paramétres p, q.
Si, de plus, ces parameétres sont tels, que les équations des deux systémes de courbes
de courbure soient p = const., ¢=const. respectivement, alors (en écrivant pour abréger

dp_ 1) dq— 2) dPZ— 3 dpdq— 4 dqg_ 5

et de méme pour y et z) ces coordonnées z, y, z considérées toujours comme des
fonctions de p, g, seront telles, que
&y + Y Ye + 2125 = 0, Y 4 =0.
Xy Ys 23
Ty Ys %

Jécris ici et dans la suite X, YV, Z=uy2,— 921, 2% — 2%, @Y, — %y, On a done
identiquement
Xaoy+ Yy +22,=0,

Xz, + Y,’_’/2+Z22=0:
et les deux équations mentionnées sont
1%y + YYa + 212, = 0,
Xa,+ Yy, + Z2,=0.
Je m’arréte pour remarquer que la derniere équation, dans sa forme originale,
peut étre remplacée par trois équations de la forme #,+ Az, + Bz, =0, et qu'en ajoutant

les trois équations multipliées par z,, ¥, 2 respectivement, et aussi multiplides par
Z,, Y., 2, respectivement, on obtient les valeurs de 4, B, exprimées en termes de

E=w,2+y12+zl2 et G=x22+y22+z22
(&, G de Gauss), et que I'on trouve de la

B0 i sde. ) i€ e
dpdq F dq dp G dp dg

=0,

avec les équations semblables en y et z Ces équations sont, en effet, les équations
(10 bis) de Lamé, “Mémoire sur les coordonnées curvilignes” (Liouville, t. v. 1840, p. 322).
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Je suppose que les surfaces de la famille dépendent du parametre r, lequel pour
la surface donnée se réduit & r=0. Par le point (p, ¢) de la surface donnée on
peut mener une trajectoire orthogonale aux différentes surfaces de la famille; les
coordonnées £, 7, ¢ d'un point quelconque sur cette courbe seront des fonctions de
P, ¢, 1, lesquelles, pour r =0, se réduisent & x, y, z respectivement; et j'écris

E=xz+ar+dr+...,
n=y+br+e+...,
E=z+er+frr+...,

ol a, b, ¢, d, e, f,... sont des fonctions inconnues de p et gq.

Pour exprimer que la courbe coupe orthogonalement les différentes surfaces de la
famille, écrivons pour abréger

m—m& =X+ Ar+Dri+ ..., X =yz— 1y,
GE —GE=Y +Br + Er +..., A=yc,—yci+ bz,— bz,
Em—Em=Z +Cr +Fr* +..., ......

(01‘1 &= % ..., comme pour z, ¥, z) La condition cherchée est

Xhdedt Drtd ae X Br v dirtdee 24 0rlris...
a+2r+.. —  b+2er+.. = c+2fr+.. °’

laquelle doit étre satisfaite pour une valeur quelconque de 7; on a donc

X Y Z
(1) S F= Al

a c

(2) 4 _2dX B _2Y _C_2/Z
@t e} TORAT. PN 4 gl

savoir, les équations (1) contiennent (a, b, c), les équations (2) contiennent de plus
(d, e, f), et ainsi de suite.

Pour qu'il y ait un systéme orthogonal, il faut et il suffit que l'on ait

EIEZ +mme+ &6 =0,

pour toute valeur de r; on aura donc

[O] Ty + YiYs + 212, = 0,
[1] T,y + 20 + yxbz =t yzbl + 216, + 2,6, =0,
[2] xd, + 2.d, + Y165 + Y26 + Zlfz iy Z2fl + aa, + bibs + 6,0, =0,

savoir, I'équation [0] est satisfaite d’elle-méme; I'équation [1] contient (a, b, c), I'équation
[2] contient de plus (d, e, f), et ainsi de suite.
C. VIIL 36
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Il parait donc qu’il y a les trois équations (1), [1] pour déterminer (a, b, c); les
trois équations (2), [2] pour déterminer (d, e, f), et ainsi de suite. Mais les choses
ne se comportent pas ainsi. On satisfait & (1), [1] par des valeurs de (a, b, ¢) qui
contiennent une fonction arbitraire A, fonction qui est ensuite déterminée au moyen
d’'une équation & différences partielles du second ordre, obtenue au moyen des équations
(2), [2]; on satisfait alors & (2), [2] par des valeurs de (d, e, f) qui contiennent une
fonction arbitraire 6; je présume que cette fonction serait ensuite déterminée au
moyen des équations (3), [3], et ainsi de suite; mais je n’ai pas encore fait les calculs
ultérieurs.

Par rapport & X\, en remplagant cette fonction par p=ANX?+ Y2+ 22, I'équation

pour p est
dp 1dEdp 1dGdp

dpdg E dgdp Gdpdg

savoir, c’est la méme équation que pour z, y, z: ainsi l'on y satisfait en prenant p
égal a une fonction linéaire (avec terme constant) quelconque de z, ¥, 2.

Pour obtenir ces conclusions, partant des équations (1), [1], les équations (1) donnent
a, b, c=2X, \Y, A7,

ol M est une fonction de p, ¢: ces valeurs satisfont d’elles-mémes & I'équation [1].
La vérification se fait sans peine; j'écris pour abréger zz, pour dénoter @, + ¥y, + 2,2,,
et ainsi dans les cas semblables: I'équation & vérifier est donc
z (A X), + 2, (A\X), =0,

c’est-a-dire

A (X, + 2 X D)+ A X + N2, X =0,
oll nous avons

2X =0, 2X=0;

reste 3 trouver le coefficient #,X,;+ #,X,. Nous avons

X =92, — y2,
et de 1a
Xy = 92—y + vt — Y24,
Xy =12 — Y21 + Yi2a — Yoz,
et de la, en faisant la somme des trois termes de X, et X, respectivement, on
trouve
2 Xo=—| @, y, 2 |=xX,
@5, 1 O 2y
Zsy Yu» 24

savoir: #,X,+a,X, est égal & —2 multiplié par ce déterminant, = —2Xz,, c’est-d-dire
2,X,+2,X,=0. Donc la fonction A est jusqu’ici indéterminée.
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Passons aux équations (2), [2]. Substituant dans (2) les valeurs de (@, b, ¢), ces
équations deviennent

A B¢ o g8 L. 2
KBS AR Y, aE MG
On y satisfait en écrivant

2d, 2¢, 2f=N(0X+4), MY+ B), A (0Z+0),

ou @ est fonction de (p, ¢); en substituant ces valeurs dans l'équation [2], la fonction
6 disparait d’elle-méme; mais on obtient pour A une équation lindaire entre A, A, As
et A, laquelle est ainsi une équation & différences partielles du second ordre, et, cela
étant, on a pour d, e, f les expressions mentionnées, qui contiennent la fonction 6,
fonction qui n’est pas déterminée par les équations (2), [2].

L’équation [2], sous la forme abrégée, est

@,d, + 2,d, + a,a,= 0,

c’est-a-dire
2 (AN (0X + 4)], + 2, [M(0X + A)], + 20,0, =0,

ou, ce qui est la méme chose,
A2 (60X + A), + 2, (60X + A),] + A2, (60X + A) + N2, (60X + A) + 2a,0,= 0.
Les termes en 6 sont
Az (60X, + 6,X) + @, (60X, + 6,X)] + N2, X + N0, X,
qui s'évanouissent d’eux-mémes; l'équation se réduit donc a
A (4oz, + Az + N Az + N\ Az, + 20,0, =0,
ou, en substituant la valeur de a,a,,

A (A + Az) + Md oy + MAz, + 2(AX), (A X), = 0;
on a
AX), (AX), = OX, + M X) OX, + LX), =0LXX, + XX, + XX, + M43

et 'on trouve sans peine Az, =—a, X, Adz,=—a, X, et de 1

Az, =— (X)), X, =—-0X?-2XX,,

Az,=-(AX), X, =—NX*-2XX,.
Substituant ces valeurs, I'équation entitre contiendra le facteur A, et en I'écartant, elle
devient

A, + Az + XX, + M XX, + 220X, X,=0.
36—2
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Pour abréger encore la notation, au lieu de =2 (= a2+ y®+2?), jécris simplement
11, et ainsi dans les cas semblables: savoir, je me sers des abréviations
11=2 +y° +2°
12 = 2.2, + Y1y, + 2,2, (= 0),

et je remarque que l'équation 12=0, en prenant les dérivées par rapport & p, ¢

respectivement, donne 15+ 24=0, 23+ 14 =0, équations qui servent pour éliminer des

formules les expressions 15 et 23. Si pour un moment nous dénotons ainsi par 124 le
N 4

déterminant | #, y, 2 |, alors, en multipliant par les déterminants analogues 123 et

Zy Ys 2
125 respectivement, I’équation 124 =0 donne

11 . 14)=0 (11 ¥ 14)=0
22 24 .22 24
| 51 52 54 31 32 34

2

dont chacune est une équation & trois termes entre les quantités 11, 22, ...

Nous avons

4= Y% (Xz)z — Y ()"Z)l +2AY) -2 (AY),,
= (%Zz = %Zl +2,Y,—2 Yz) +M (Z2Y— ?/zZ) s 7\«z(:%Z_ ZIY) )

Oor nous avons
Y, Z=z22,— 2, Yo — Zolh,

et en formant de 13 les valeurs de Y;, V,, Z,, Z, on obtient sans peine

A= [2,(15—-24)+ 2,(23 — 14) — 25 22 + 22,.12 — =,. 11]
+ M@ 12 —2,.22) + Ny (7. 12 — 2, 11),

ou, ce qui est la méme chose,
A=\[-22.24—22,.14 — 3. 22 — ;. 11] — Ny, . 22 — Ny, . 11,

Ecrivons pour un moment
A4 =AP+MP + NP7

nous avons

A, =PA+(P+P)M+ PA, 4+ P'Ay + P2,

A, =P\ + P/ M+ (P + P) N+ PA+ P/,
et de la
Azy + Apo= N (Pury+ Pary)) + N [(P + P2, + P,z,]

+ A, [Pll/wz +(P + P2“) '7"1] + NPy
+ N (P'my + P2y + NP2,
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[Pp. 381—385.]

Les expressions de P,, P,,... contiennent les dérivées du troisiéme ordre
dw _ LR o SRR i

dps_wsx dp2dq_ 7> dpdqz—‘s: dqs_

En formant les dérivées des équations 23 +14=0, 15+24 =0 par rapport a
p et ¢ respectivement, on obtient

T

17+26+ 2.34 =0,
18 + 27 + 35 + 44 =0,

19428+ 2.45 =0.
On obtient alors

P, =— 22, (44 +17) + 22, (34 + 17)
— 4z, . 24— 22,.14 — 22, 13 — x;. 22 — 25 . 11,
et de 14 la somme Pz, est
=—2.22(34+17)—4.23.24—-2.24.14—-2.25.13-26.22—-28 11,

ou, ce qui est la méme chose,

Pa,=—22.17—11.28+2.14.24—2.25.183.
On a de méme
P,=—2.2,(45 + 28) — 2., (44 + 18)

— 22,25 — 22, . 24 — 4y . 14— 2, . 22 — . 11,
et de 13 la somme P,z est
=—2.11(45+28)-2.13.25-2.14.24—-4.15.14-17.22—-19 .11,

ou, ce qui est la méme chose,

P, =—22.17—11.28+2.14.24—2.25.13 (= Pa,);
on a donc
P+ Pog,=—2.22.17—2.11.28 + 4 .14 .24 — 4.25.13.

On obtient sans peine les autres sommes
Pp,=0, Pzt Px=-—2.11.22 P'z=0,
Py, =—11.24—22.13, Pz,=-—11.25-22.14,
et lon a ainsi
Az, +Aye,= N (—2.11.28-2.22.17+4.14.24—4.25.13)
+0(—3.11.25—-2.22.14—22. 23)
+A(—2.11.24-11.15-3.22.13)
+2(—2.11.22).



286 SUR LA CONDITION POUR QU UNE FAMILLE DE SURFACES DONNEES [518

L’équation en A est
A+ Ay + 20X X, + M XX, +0XX, =0,
et I'on obtient sans peine

X, X,=11.45+22.34 +3.14.24 +25.18,
XX, =11. 25+ 22. 14,
XX, =11.24+22,13.

Donc enfin I'équation en A est

AM11(—28+45)+22(—17+34)+3.14.24—25.13] —2,.11.25 —2,.22.13 —,.11.22=0.

dénotant pour un moment le premier coefficient par A, I'équation a vérifier est
AV2411.25. XX, +22.13. XX, +(X*. X, X, + X*. XX,-3.XX,.XX,)=0,
c’est-a-dire
11.22A+11.25(22.13 + 11.24) +22.13(22.14 + 11. 25)
+11.22(11.45+22.34+3.14.24+24.13 + XX))
—3(22.13+11.24)(22.14+11.25)=0,

et 'on remarque qu'il n’y a ici que les termes —2(11%2.24.25+22°.13.24) qui ne
contiennent pas le facteur 11.22.

Savoir, 'équation est de la forme
11.22 Q —2(11%. 24.25 + 22°.13.14)=0;
mais, des équations mentionnées 123.124 =0 et 125.124=0, on obtient
99:.13.14=11.22(22. 34 + 14 24),
112, 24.25=11.22 (11. 45 + 14. 24).
Donc I'équation entidre contient le facteur 11.22 et, en l'écartant, elle devient

0 —2(11.45+22.34+2.14. 24)=0.

On a
Q=11.(—28+2.45)+22(—-17+2.34)—25.13+3.14.24 + XX_;

I'équation est donc
—11.28-22.17-25.13-14.25+ X X,=0;

et l'on vérifie sans peine que la valeur de XX, est actuellement

XX,=11.28+22.17 + 25.13 +14. 24.
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Donec, en écrivant )»=I£,, I'équation en p ne contiendra que les termes en p;, ps, pa.

En effet, I'équation devient

-11.25-22.138 V(B - L xX, - XX,

ol, comme auparavant, XX, dénote XX, + YV, +ZZ,, et de méme XX, dénote
XX,+ YY,+ ZZ,. Nous avons déja trouvé

XX,=22.13+11.24, XX,=22.14+11.25;

I'équation devient ainsi
11.22p,—14.22p, — 24 .11 p,=0.
Savoir, cette équation est

d*p 1 dE dp 1 dG dp _
dpdg E dq dp~ G dp dq~

Pour compléter la solution, il convient d’exprimer A4, B, C en termes de p. - Nous
avons
A=N(—22,.24-22,.14—2,. 22 — 2. 11) — M2y . 22 — Ny, . 11,

Substituant la valeur A= L.  le coefficient de p est

£
(=22, 24— 2, 14— 2, 22—y 11) + - (@, 22X X, +2,.11. XX,)
_%[11.22(—2.1:1.24—2:02.14—ws.22—w5. 11)
+@.22(13.22 4 24 11) + 0. 11 (14. 22 + 25.. 11)],

ou, ce qui est la méme chose

—%[xl.22(22.13+ 11.15) +a,. 11 (11.25 + 22 23) — 11. 22 (2, . 22 + ;. 11)].

Le terme entre [ ] est fonction lindaire de s, ys, 2, 5, Ys, %, €t en réunissant
les termes qui contiennent ces quantités respectivement, on le réduit sans peine & la

forme
X [11(Xay+ Yy + Zz5) + 22 (Xay + Yys + Z25)),

ou, ce qui est la méme chose

X (11.125 + 22.123).
Nous avons done

4 =-BT,)§(11 125 +22.128) — 5 (aypy. 22 + apy . 11),
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Nous avons

11=E, 22=G, V=VEG;

donc, en écrivant, pour abréger,

P (11.125+22.123)=¢,

" EGVEG

la valeur est

A—OX— il ( dz dp d.xdp)

—— (@ 5= E+E5 7F),
VEG \ dp dp dq dg
avec des expressions semblables pour B et . Dans les expressions 2d = '\/__ (60X + 4)..

la fonction € se combine avec la fonction arbitraire @, de maniére qulil serait permis
de remplacer #+ 6 par un seul symbole 6, mais je retiens 6+ &

Done, enfin, les expressions de & 75, { deviennent

B 6+6)pX p dx dp dxz dp
E‘“«/EG +%[ VEG EG(de ap* ¥ g dq) A

Y

pY @+8)pY p - dy dp dy dp
e L LG + K 4.
i y+~/1«,0 H’[ VEG EG( dp dp ™ " dy dq) 2

a2

@+0007 __p (gds dp , pdz dpY]
e erafEG +’}|: JEG EG( dp dp™ dqdq)#

Je remarque que l'on satisfait & toutes les conditions en prenant p=const. (ou, ce qui
est la méme chose, p=1), 6+ 6 =0: cela donne

E ;=w+rX =i‘ 2=LZ_-
a4 vEG’ YTVEG T VEG’

savoir, la famille est ici celle des surfaces paralltles a la surface donnée.

[Pp. 1800—1803.]

Jai trouvé que l'équation différentielle du troisieme ordre, sous la forme [ci-dessus
trouvée], contient le facteur étranger X*+ Y*+4 2% et que I'équation débarrassée de ce
facteur devient beancoup plus simple. La réduction et aussi la nouvelle méthode dont
je me suis servi pour obtenir 'équation réduite sont toutes les deux assez pénibles;
mais cette nouvelle méthode a l'avantage d’établir un résultat intermédiaire qui a
quelque valeur. J’ai changé un peu la notation; aussi je commence en l'expliquant.

Je prends U =0 l'équation d'une surface; X, ¥V, Z les coeflicients différentiels du
premier ordre; a, b, ¢, f, g, h les coefficients du second ordre;

(4, B, C, F, G, HYda, dy, dzy*=0
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I'équation différentielle des courbes de courbure; savoir:
A=2(hZ —gY),
B=2(fX-hZ),

C=2(@Y -rX),

F= WY —9gZ —-(b-c¢)X,
G= fZ -hX-(¢c—-a)V¥,
H= gX —fY —(a—b)Z;

[(4), (B), (C), (F), (G), (H)](d=, dy, dz)
=(4, B, C, F, G, HYYdz— Zdy, Zdw — Xdz, Xdy — Yd);

(4)=BZ* + CY*-2FYZ,
(B)=0X* + AZ* - 2GZX,
(C)=A4Y*+ BX*-2HXY,
(Fy=—aYZ —fX* +9gXY +hXZ,
(G)=—=0bZX + fYX —gY* +hYZ,
(Hy=—cXY + fZX +gZY — hZ?,

ce qui explique la signification des symboles (4), (B),...; aussi

Vi=X24 Y2+ 22,

@, b, ¢ f, g, ) = (bc—f2, ca—g, ab -k, gh—af, hf—bg, fg— ch).

Cela étant, & chaque point P de la surface U=0, je prends sur la normale une
distance infinitésimale PP’ =p, o1 p est une fonction quelconque des coordonnées z, y, 2
du point P; on obtient ainsi une surface, lieu des points P, laquelle se nomme la

surface voisine, et les points P et P’ sont des points correspondants sur les deux
surfaces.

savoir :

et

Pour que les deux surfaces forment partie d'un systdme orthogonal, je trouve que
la distance p, considérée comme fonction des coordonnées (z, y, z), doit satisfaire 2
cette équation différentielle du second ordre

[(4), (B), (C), (F), (&), (H))(da, dy, de)p=0.

Or, si la surface donnée U =0 et la surface voisine sont des surfaces consécutives d'une
famille r—f(x, y, 2)=0; savoir, si 'équation de la surface donnée est r— f(z, y, 2) =0,
et celle de la surface voisine r+dr—f(z, y, 2)=0, on a

dr

P=7 V=Xt 4+ Y+ 2,

oll dr est une constante; I'équation devient ainsi

1
[(Ay ] (s dy; dz}eT,=0.
C. VIIL 37
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o, & présent, X, Y, Z, a, b, ¢, f, g, h dénotent les coefficients différentiels de f (=, ¥, 2),
ou (ce qui est la méme chose) du parametre 7, considéré comme fonction des coordonnées
z, y, z. Cette équation est donc une équation du troisiéme ordre, & laquelle doit
satisfaire la fonction p; multipliée par V7 elle est en effet 1'équation [dont il s'agit],
laquelle, comme j'ai déja dit, contient le facteur V?2: donc pour écarter le dénominateur,

il suffira de multiplier par V3.

J’écris 8=Xd,+ Yd, + Zd,,

et de 1a
8X, 8Y, 8Z=aX +hY +9gZ, hX +bY +fZ, 9X +fY +cZ,

respectivement. On trouve

1 1
42 == 3@ + ]+ g+ Ba)+ 3, (O,
1

1
d,d, 7=~ 7 @h+ b +of + 8f)+%8Y8Z,

ou, en écrivant e =a+b+c, ® =@+ b+ ¢, ces valeurs deviennent

1 1
d;T?:—-T,—s(aa)—5+d+8a)+%(8x)ﬁ,

1

1 o
dyds p=—3(fo  +F +8)+ 3 6¥02.

Vv

et, en substituant ces valeurs, les termes en w, @ disparaissent d’eux-mémes,

b

I'équation, multipliée seulement par — V3, se réduit &

[(4), - @) +[(A), ) (a,..) = 3. [(4), ...] (BX, 8, 82y =0,

ou le premier terme est
(A)a+(B)b+(0)e +2(F) f+2(G)G+2(H)h,
et de méme pour le second terme.
Or je trouve que l'on a identiquement,
[(4),...](3X, 8Y, 8Zy=-V2(4,.. §sX, Y, 82V,

de maniere que I'équation est

((4),...1(@ ...) + [(4),...1(8a,...) +3 (4, ...) (8X, 8T, 8Z) =0,
et, de plus, que l'on a identiquement

[(4),...1@,...)=-(4,...) (8%, &Y, 8Zr=2| 8X, 8Y, 8% |,

A ¥ ¥
8X, &Y, &z

et
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ot 8X, §Y, 8Z dénotent respectivement @X +hY +gZ, hX +b0Y +fZ, GX +fY +¢Z;
'équation se réduit donc &
[(4),...]a,...)+ Q2 =0,

o O peut étre exprimé & volonté sous l'une quelconque des trois formes
=+2[(4), ...]@,..),
=+2(4,...18X, 8Y, 82y,
=—4| 8X, 8Y, &Z |.
- Ay ey |
8X, 8y, 8z

Prenant la premiére forme, I'équation est

[(4), -] (3%, ..) = 2[(4), ...] @, ..) =0,
ou, ce qui est la méme chose,
(A)8a+ (B)3b+(C)8c +2(F)8f +2 (@) 89+ 2 (H) 8h
—2[()a+@B)b+(Oe+2(F)f+2(@g+2(H)R=0,

ou les coefficients sont des fonctions données de X, ¥, Z, a, b, ¢, g, h, les coefficients
différentiels de » du premier et du second ordre, et 8§ dénote Xd, + Yd, + Zd,.
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