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518.

SUB LA CONDITION POUR QU’UNE FAMILLE DE SURFACES 
DONNEES PUISSE FAIRE PARTIE D’UN SYSTÈME ORTHOGONAL.

[From the Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris, tom. lxxv. (Juillet— 
Décembre, 1872), pp. 177—185, 246—250, 324—330, 381—385, 1800—1803.]

[Pp. 177—185.]

1, Soit p-f(n, y, z) l’équation d’une famille de surfaces qui fait partie d’un 
système orthogonal. On sait que p satisfait à une équation à différences partielles du 
troisième ordre, et en suivant la route tracée par M. Levy, dans son excellent “Mémoire 
sur les coordonnées curvilignes orthogonales” (Journal de VEcole Polytechnique, t. xxvi., 
pp. 157—200, 1870), je suis parvenu à trouver cette équation.

2. Je remarque que le théorème fondamental de M. Levy est, en effet, assez 
évident. Considérons une surface de la famille p : soit P un point quelconque de cette 
surface, et PT, PT^, PT^ la normale et les tangentes aux deux courbes de courbure par 
le point P. Passons, suivant la normale au point P' de la surface consécutive p + dp, et 
soient P'T, P'T^, P'T^ la normale et les tangentes aux deux courbes de courbure par 
le point P'. Or, si les surfaces p forment partie d’un système orthogonal, évidemment 
PP' sera élément d’une courbe de courbure d’une surface p^ et aussi d’une surface p^ 
des deux autres familles du système orthogonal, et PT^, P'T^ seront les normales à 
deux points consécutifs de cette courbe de courbure de la surface p^: et de même 
PT^ et PTÎ seront les normales à deux points consécutifs de cette courbe de couibure 
de la surface p^. Donc PT^ et P'Té se rencontrent ; et de même PT^ et P'Té se 
rencontrent. En se souvenant que PT^, PT^ sont perpendiculaires l’une à l’autre, et 
de même P'Té, P'Té, on voit sans peine que les deux conditions se réduisent à une 
seule. Réciproquement, si PT^, P'Té se rencontrent (ou, ce qui est la même chose, 
PT^ et P'Té}, la famille p fera partie d’un système orthogonal ; ce qui est le théorème 
de M. Levy.
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270 SUR LA CONDITION POUR QIT’uNE FAMILLE DE SURFACES DONNÉES [518

3. Soient (X, F, Z} les fonctions dérivées de p du premier ordre; (a, b, c, f, g, h) 
eelles du second ordre ; (a, b, c, f, g, h, i, j, k, 1} celles du troisième ordre, savoir : 

soient de plus 

valeurs qui satisfont aux équations

Alors les tangentes PT^, PT^ sont données par les équations 

et en partant de ces équations, mais en supposant que pour le point P les valeurs 
de X, Y soient X = 0, F = 0, M. Levy obtient comme condition de l’intersection dont 
il s’agit 

ou, ce qui est la même chose 

savoir: cette équation est ce que devient l’équation cherchée du troisième ordre en y 
écrivant X = 0, F = 0.

4. Je passe à la recherche de l’équation générale ; pour cela {X, F, Z) dénotant 
comme auparavant, nous pouvons considérer ces quantités comme les coordonnées 
(mesurées du point P comme origine) d’un point sur la normale PF; soient de même 
Al, Fl, Zi les coordonnées d’un point sur la tangente PT^ et X^, Fj, Z^ les 
coordonnées d’un point sur la tangente PT^. Il s’agit seulement des valeurs relatives 
de ces coordonnées; et celles de Ai, Fj, Zi et Aj, Fj, Z^ sont les valeurs de {x, y, z), 
données par les équations
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C es  é q u ati o ns i m pli q u e nt +  Fj  F g  +  ̂ 1 ^ 2  =  θ, et e n s e r a p p el a nt u n e é q u ati o n
d éj à  m e nti o n n é e,  o u  a l e s yst è m e

L ’ori gi n e  ét a nt q u el c o n q u e,  pr e n o ns  { x, y,  z) p o ur  c o or d o n n é es d e  P,  et  x  +  Z x,  y  +  δ y,  
p o ur c o or d o n n é es  d e P'  \ n o us a v o ns  ̂ x  : Z y  : =  X  : Y  ' Z et c o m m e il n e s ’a git

q u e d es v al e urs  r el ati v es, n o us p o u v o ns  o m ettr e  u n  f a ct e ur i nfi nit ési m al c o m m u n, et
é crir e si m pl e m e nt B x,  ̂ y, Zz  =  X,  F,  Z. D e  m ê m e,  e n s u p p os a nt q u ’u n e f o n cti o n q u el ­
c o n q u e ' U d e { x,  y, z } d e vi e nt w  +  8 u, e n  p ass a nt  d u  p oi nt P  a u p oi nt P',  l a v al e ur

d e è u s er a +  Y +  Z , o u,  c e q ui  est  l a m ê m e  c h os e, n o us a ur o ns
d x d y dz

d d d
Z  =  X- ^ Λ-  Y-j-- ∖-Z . D a ns  t o ut c e q ui  s uit, δ a ur a c ett e si g nifi c ati o n.

c λ λ c

5.  C el a  ét a nt, si p o ur  u n  m o m e nt  n o us  pr e n o ns ξ, η, ζ p o ur  c o or d o n n é es c o ur a nt es,  
et Θ  p o ur u n p ar a m ètr e ar bitr air e, l es é q u ati o ns d e P T  s er o nt  

et si c ett e dr oit e r e n c o ntr e P T ,̂  al ors e n pr e n a nt ξ, η, ξ p o ur l es c o or d o n n é es d u  
p oi nt  d ’i nt ers e cti o n, n o us  a ur o ns 0  =  S x  +  Xι δ ^  +  θ 8 X γ ,... : o u e n éli mi n a nt Β Θ  et Θ,  

o u, c e q ui  est l a m ê m e  c h os e.

M ais  n o us a v o ns J Tj : F g  : Z ^ — Y Z ^  —  Z Fi  : Z X ^  —  X Z ^  : Jf Fi — F y ^: d o n c c ett e  
é q u ati o n d e vi e nt X 2 δJ Γ 1  +  F 2 δ F 1  +  Z ^ B Z ^  =  0. Or  n o us a v o ns δ  ( X 1J Γ 2 +  F 1 F 2  +  Fj Z g)  =  0  ; 

l’é q u ati o n tr o u v é e p e ut  d o n c  s ’é crir e s o us l a f or m e pl us  s y m étri q u e 

é q u ati o n q ui e x pri m e l a c o n diti o n p o ur l’i nt ers e cti o n d es t a n g e nt es P T , P' T ^ ( o u 

P T,,  F T').
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272 SUR LA CONDITION POUR QU’UNE FAMILLE DE SURFACES DONNÉES [518

6. Dans la démonstration précédente, je me suis servi du théorème de Dupin ; 
mais il convient de remarquer qu’en partant du système orthogonal, et dénotant par 
X, Y Z; X1, Y1, Z1; X^, Fg, les dérivées de p, p^, p^, respectivement, il serait 
possible de déduire cette même équation des seules équations

En effet, l’équation fut démontrée de cette manière par R, L. Ellis, dans une 
démonstration du théorème de Dupin, publiée dans l’ouvrage de Gregory (Examρles of 
the processes of the differential and integral calculus; Cambridge, 1841). Les premières 
deux équations donnent X : F ; Z=FιZ2-FjZj : Z-^X^ — Z^X^ : JTiFg —XaF^; on a donc 
l’expression 

intégrable par un facteur ; ce qui donne

Le terme en { j est égal à 

et la somme qui correspond à la deuxième ligne de cette expression s’évanouit identi­
quement ; la première ligne peut s’écrire sous la forme δ2X1 — δjX^ ; donc, en rétablissant 
X, F, Z au lieu de F1Z2 — FaZj,la condition devient simplement

Mais nous avons

et ainsi δ2Z1 + δ^Χ2 = + Fj F2 + Z-^Z^ = 0 ; c’est-à-dire δ1X2 = — δ2X1, et de même

διF2 = -δjFι, 8ιZ^ = — ^2^1, et l’équation trouvée se réduit à 

on a de même

et
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518] PUISSE FAIRE PARTIE d’uN SYSTÈME ORTHOGONAL. 278

et ainsi l’équation dont il s’agit

On ne savait pas auparavant la signification géométrique de cette équation.

7. Dans la question actuelle, partant de cette équation, je rappelle que les valeurs 
de X, Y, Z, Xi, Kl, Zi sont celles de (æ, y, z) données par les équations

En supposant que ces équations donnent

la condition devient

8. Pour effectuer la réduction de cette formule, nous avons besoin de plusieurs 
formules subsidiaires. J’écris

et je dénote par (h) les coefficients de λ≡,... dans la fonction

savoir, j’écris

où je remarque qu’en vertu des valeurs de Λ,... nous avons

Cela étant, nous avons les identités

G. VIII.
35
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274 SUR LA CONDITION POUR QU’uNE FAMILLE DE SURFACES DONNÉES [518

savoir, (b) (c) — (f)≡ = — X^<f>,.... De plus

aussi

Multipliant cette dernière équation par l’un quelconque des coefficients (a),..., et rédui­
sant, on obtient six équations ; mais je forme seulement celle qui se dérive de (g), 
savoir, nous avons

Ici la seconde ligne est égale à

et l’équation est

Des équations (g) (h) — (a) (f) = — YZφ, (h) (f) — (b) (g) = — ZXφ, multipliant par 
— X, — Y et ajoutant, nous obtenons — (h) [(g) X + (f) F] + (a) (f) X + (b) (g) Y = 2JΓFZ, 
c’est-à-dire

9. Je reviens à la question principale. A moins de se servir de quantités 
arbitraires qui rendraient les formules plus complexes, il n’y a pas d’expression 
symétrique pour les valeurs de Xj : Yi : et Ag ; Y2 : : et ainsi j’écris

et la condition devient

ou, puisque ceci est

équation qui contient, comme nous le verrons, le facteur (a) ; et, en omettant ce 
facteur, l’équation deviendra symétrique.
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518] PUISSE FAIRE PARTIE d’uN SYSTÈME ORTHOGONAL. 275

J’écris 

en dénotant par Δ les parties qui dépendent de 8X, δ F, δΖ, et par δ' celles qui
dépendent de δ2l,.... La fonction à droite est ainsi la somme des deux parties 

où cette seconde partie ∩2 est la seule qui contient les dérivées de p du troisième 
ordre.

10. Je réduis l’expression de Ω,. Nous avons 

et de là 

où la dernière ligne est égale à

Ici le coefficient de 8X est égal à 

où la seconde ligne est égale à 

et ainsi l’expression entière se réduit à 

c’est-à-dire le coefficient de 8X contient le facteur (a).

Le coefficient de δ F est 

où la seconde partie est 

on a donc les termes

c’est-à-dire

35—2
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276 SUR LA CONDITION POUR QU’UNE FAMILLE DE SURFACES DONNÉES [518 

et l’expression entière est ainsi égale à

e’est-à-dire à

ou enfin à

J’ajoute la quantité nulle

et, en réduisant au moyen de 
devient

le coefficient de δ F

et, de même, le coefficient de δΖ est

ce qui achève le calcul de ∩j.

[Pp. 246—250.]

11. Pour trouver ∩a. nous avons

et de là

ce qui se réduit tout de suite à

Les premières deux lignes se réduisent facilement à
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518] PUISSE FAIRE PARTIE d’uN SYSTÈME ORTHOGONAL, 277

et la troisième ligne à 2 (a) [Z (g) — X (c)J 8F. Donc l’expression entière contient le 
facteur (a), et nous aurons 

expression qui se réduit sans peine à la forme symétrique sous laquelle je la présente 
dans l’équation finale.

12. Cette équation est Ωι + ∩2=θ5 savoir, en omettant le facteur (a), nous avons

On se rappelle que δ signifie

13. Pour déduire de là le résultat de M. Levy, j’écris d’abord X =Q, K = 0 ; nous 
avons alors 

et l’équation devient 

mais ici 

et l’équation devient
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278 SUR LA CONDITION POUR QU’UNE FAMILLE DE SURFACES DONNÉES [518

Mais nous avons 8X = gZ, 8Y = fZ, 8Z=cZ, et, de plus, 

l’équation est donc 

ou enfin 

ce qui s’accorde avec le résultat cité.

14. En changeant la signification de X, Y, Z, écrivons p = X + Y + Z, où X F, Z 
dénotent à présent des fonctions de x, y, z respectivement ; en dénotant par X', F', Z' 
les fonctions dérivées de celles-ci, les fonctions premièrement représentées par X, F, Z 
seront X', F', Z'. Je cherche, au moyen de l’équation générale, la condition pour que 
la famille p = X + F + Z puisse faire partie d’un système orthogonal.

Dénotons par X\ X"\ X"' les dérivées de X et de même celles de F et Z, et 
écrivons, pour abrésrer. a, 8, = Y" — Z". Z" — X'\ X" — F", nous avons 

et de là

et, de plus,

Nous avons aussi

15. Donc, dans l’équation générale, la première ligne est 

c’est-à-dire
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O U,  c e q ui est l a m ê m e  c h os e,

et l a s o m m e d es pr e mi èr es  tr ois li g n es s er a a ussi =  m ulti pli é  p ar

s a v oir d a ns  c e s e c o n d f a ct e ur l e c o effi ci e nt d e est X "  ( 7 —  y S)  + Y ”  —  ̂ Z'' , =  —  2∕ 3 γ,  
et d e m ê m e  l es c o effi ci e nts d e β Y' ^ et  s o nt - 2 a, β r es p e cti v e m e nt, d o n c
l e t er m e e nti er, o u pr e mi èr e  p arti e  d e l’é q u ati o n est

L es t er m es e n δ 2l, δ- B, δ( √ s ’é v a n o uiss e nt, et il n e r est e q u e l es t er m es e n  
b F, Z H  q ui f or m e nt l a s e c o n d e p arti e d e l’é q u ati o n. L e  pr e mi er d e c e u x- ci est  

c ’est- à- dir e

O n  a d o n c 2 X' Y' Z'  m ulti pli é  p ar

o ù d a ns l e s e c o n d f a ct e ur n o us a v o ns d ’a b or d l e t er m e —  ×  { X' ^  +  K' ®  +  Z' ^ } et
p uis  l e t er m e - 2  { a X' X "' +  β Y' Y "'  +  ̂ Z' Z' " } ×  ( Z' ≡ + Γ' ≡  +  Z' ≡).

L a  s e c o n d e p arti e est d o n c  

et e n r é u niss a nt l es d e u x p arti es  et e n o m ett a nt  l e f a ct e ur —  ̂ X' Y' Z'  α { X *' ^ - ∖- Y' ^ Λ- Z " '̂),  

l’é q u ati o n d e vi e nt  

s a v oir : 

é q u ati o n tr o u v é e p ar M.  B o u q u et  d a ns s a “ N ot e  s ur l es s urf a c es ort h o g o n al es ”  
{ J o ur n al d e M.  Li o v, vill e,  t. X L,  p p. 4 4 6 — 4 5 0, 1 8 4 6), et r e pr o d uit e p ar M.  S err et  d a ns  
s o n “ M é m oir e  s ur l es s urf a c es ort h o g o n al es ” { J o ur n al d e  M.  Li o n vill e,  t. x π.,  p p. 2 4 1 — 2 5 4,  

1 8 4 7).
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[Pp. 324—330.]

En considérant une famille orthogonale (savoir : une famille de surfaces qui fait 
partie d’un système orthogonal), on peut se proposer la question : Etant donnée une 
surface de la famille, trouver de la manière la plus générale la famille. J’essaye de 
résoudre cette question en développant les trois coordonnées selon les puissances d’un 
paramètre ; et, quoique je n’aie encore calculé que les trois premiers termes des trois 
développements, les résultats me paraissent assez intéressants pour les soumettre aux 
géomètres.

On peut, pour la surface donnée, considérer les coordonnées x, y, z d’un point 
quelconque de la surface comme des fonctions déterminées de deux paramètres p, q. 
Si, de plus, ces paramètres sont tels, que les équations des deux systèmes de courbes 
de courbure soient p = const., q = const. respectivement, alors (en écrivant pour abréger 

et de même pour y et z) ces coordonnées x, y, z, considérées toujours comme des 
fonctions de p, q, seront telles, que

J’écris ici et dans la suite X, Y, Z = y-^z.^ —y.^z^, z^x^ —z^^, — θ∏ a donc
identiquement 

et les deux équations mentionnées sont

Je m’arrête pour remarquer que la dernière équation, dans sa forme originale, 
peut être remplacée par trois équations de la forme ¾ + Ax^ + Bx^ = 0, et qu’en ajoutant 
les trois équations multipliées par x∙^, y^, z^ respectivement, et aussi multipliées par 

2/2, ^2 respectivement, on obtient les valeurs de Λ, B, exprimées en termes de 

{E, G de Gauss), et que l’on trouve de là 

avec les équations semblables en y et z. Ces équations sont, en effet, les équations 
(10 bis} de Lamé, “Mémoire sur les coordonnées curvilignes” {Liouville, t. v. 1840, p. 322).
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Je suppose que les surfaces de la famille dépendent du paramètre r, lequel pour 
la surface donnée se réduit à r = 0. Par le point (p, q) de la surface donnée on 
peut mener une trajectoire orthogonale aux différentes surfaces de la famille ; les 
coordonnées ξ, η, ζ d’un point quelconque sur cette courbe seront des fonctions de 
p, q, r, lesquelles, pour r = 0, se réduisent à, x, y, 2 respectivement ; et j’écris 

où a, h, c, d, e, f... sont des fonctions inconnues de p et q.

Pour exprimer que la courbe coupe orthogonalement les différentes surfaces de la 
famille, écrivons pour abréger 

laquelle doit être satisfaite pour une valeur quelconque de r; on a donc

(1)

(2) 

savoir, les équations (1) contiennent (a, h, c), les équations (2) contiennent de plus 
(d, e, f}, et ainsi de suite.

Pour qu’il y ait un système orthogonal, il faut et il suffit que l’on ait 

pour toute valeur de r; on aura donc

LθJ

[1]

[2] 

savoir, 1 équation [OJ est satisfaite d elle-meme ; 1 équation [1 j contient (a, 6, c), 1 équation 
[2] contient de plus {d, e, /), et ainsi de suite.

C. VIII. 36
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Il paraît donc qu’il y a les trois équations (1), [1] pour déterminer (a, 6, c); les 
trois équations (2), [2] pour déterminer Çd, e, f), et ainsi de suite. Mais les choses 
ne se comportent pas ainsi. On satisfait à (1), [1] par des valeurs de (a, 6, c) qui 
contiennent une fonction arbitraire λ, fonction qui est ensuite déterminée au moyen 
d’une équation à différences partielles du second ordre, obtenue au moyen des équations 
(2), [2] ; on satisfait alors à (2), [2] par des valeurs de (d, e, f) qui contiennent une 
fonction arbitraire Θ-, je présume que cette fonction serait ensuite déterminée au 
moyen des équations (3), [3], et ainsi de suite ; mais je n’ai pas encore fait les calculs 
ultérieurs.

Par rapport à λ, en remplaçant cette fonction par p = Z≡, l’équation
pour P est 

savoir, c’est la même équation que pour x, y, z: ainsi l’on y satisfait en prenant p 
égal à une fonction linéaire (avec terme constant) quelconque de x, y, z.

Pour obtenir ces conclusions, partant des équations (1), [1], les équations (1) donnent 

où λ est une fonction de p, q^. ces valeurs satisfont d’elles-mêmes à l’équation [1]. 
La vérification se fait sans peine; j’écris pour abréger x^x^ pour dénoter ¾⅜ + y1y2 + ^1^2, 
et ainsi dans les cas semblables : l’équation à vérifier est donc 

c’est-à-dire 

où nous avons 

reste à trouver le coefficient x^X^ + x^X^. Nous avons 

et de là 

et de là, en faisant la somme des trois termes de x^X^ et ¾Υ, respectivement, on 
trouve

savoir: x^X^ + x^Xi est égal à —2 multiplié par ce déterminant, = — c’est-à-dire
ÆiXj-4-= θ∙ Donc la fonction λ est jusqu’ici indéterminée.
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Passons aux équations (2), [2], Substituant dans (2) les valeurs de (a, b, c), ces 
équations deviennent

On y satisfait en écrivant 

où Θ est fonction de (p, q) ; en substituant ces valeurs dans l’équation [2], la fonction 
Θ disparaît d’elle-même; mais on obtient pour λ une équation linéaire entre λ, λι, ‰ 
et λ4, laquelle est ainsi une équation à différences partielles du second ordre, et, cela 
étant, on a pour d, e, f les expressions mentionnées, qui contiennent la fonction Θ, 
fonction qui n’est pas déterminée par les équations (2), [2].

L’équation [2], sous la forme abrégée, est 

c’est-à-dire 

ou, ce qui est la même chose.

Les termes en Θ sont 

qui s’évanouissent d’eux-mêmes ; l’équation se réduit donc à 

ou, en substituant la valeur de α^α^, 

on a 

et l’on trouve sans peine

Substituant ces valeurs, l’équation entière contiendra le facteur λ, et en l’écartant, elle 
devient

36—2
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Pour abréger encore la notation, au lieu de (= + y/ ÷ j’écris simplement
11, et ainsi dans les cas semblables: savoir, je me sers des abréviations

et je remarque que l’équation 12 = 0, en prenant les dérivées par rapport à p, q 
respectivement, donne 15 + 24 = 0, 23 + 14 = 0, équations qui servent pour éliminer des 
formules les expressions 15 et 23. Si pour un moment nous dénotons ainsi par 124 le

déterminant alors, en multipliant par les déterminants analogues 123 et

125 respectivement, l’équation 124 = 0 donne

dont chacune est une équation à trois termes entre les quantités 11, 22, . . .

Nous avons

or nous avons

et en formant de là les valeurs de K^, Fji -^2 θn obtient sans peine

ou, ce qui est la même chose.

Écrivons pour un moment

nous avons

et de là
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[Pp. 381—385.]

Les expressions de Pj, P2,∙∙∙ contiennent les dérivées du troisième ordre

En formant les dérivées des équations 23 + 14 = 0, 15 + 24=0 par rapport à 
P et q respectivement, on obtient

On obtient alors 

et de là la somme est 

ou, ce qui est la même chose.

On a de même 

et de là la somme P^x^ est 

ou, ce qui est la même chose.

on a donc

On obtient sans peine les autres sommes 

et l’on a ainsi
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L’équation en λ est 

et l’on obtient sans peine

Donc enfin l’équation en λ est

Cette équation est vérifiée par la valeur = ^ (F= -b K* + Z*) ; en effet, en

dénotant pour un moment le premier coefficient par Λ, l’équation à vérifier est 

c’est-à-dire 

et l’on remarque qu’il n’y a ici que les termes — 2 (11*. 24.25 + 22\ 13.24) qui ne 
contiennent pas le facteur 11.22.

Savoir, l’équation est de la forme 

mais, des équations mentionnées 123.124 = 0 et 125.124 = 0, on obtient

Donc l’équation entière contient le facteur 11.22 et, en l’écartant, elle devient

On a 

l’équation est donc 

et l’on vérifie sans peine que la valeur de XX^ est actuellement
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Donc, en écrivant λ = ^, l’équation en p ne contiendra que les termes eu pi, p^, Pi- 

En effet, l’équation devient

où, comme auparavant, XX^ dénote XX^+YY^ + ZZ^, et de même XX^ dénote 
XX2+ FK2 + Nous avons déjà trouvé 

l’équation devient ainsi

Savoir, cette équation est

Pour compléter la solution, il convient d’exprimer Λ, B, G en termes de p. Nous 
avons

Substituant la valeur λ=y, le coefficient de p est 

ou, ce qui est la même chose

Le terme entre [ ] est fonction linéaire de ¾, ÿs, Z3, y5, z^, et en réunissant 
les termes qui contiennent ces quantités respectivement, on le réduit sans peine à la 
forme 

ou, ce qui est la même chose

Nous avons donc
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2 8 8 S U R L A  C O N DI TI O N  P O U R  Q U ’U N E  F A MI L L E  D E  S U R F A C E S D O N N É E S [ 5 1 8

N o us  a v o ns  

d o n c, e n é cri v a nt, p o ur  a br é g er,  

l a v al e ur  est

a v e c d es  e x pr essi o ns s e m bl a bl es p o ur  B  et G. D a ns  l es e x pr essi o ns 2 d  =  +  - d)

l a f o n cti o n Θ'  s e c o m bi n e a v e c l a f o n cti o n ar bitr air e Θ,  d e m a ni èr e  q u ’il s er ait p er mis  
d e  r e m pl a c er θ- {∙ff  p ar  u n  s e ul s y m b ol e Θ,  m ais  j e r eti e ns θ- ∖- θ'.

D o n c,  e nfi n, l es e x pr essi o ns d e ξ, η, ζ d e vi e n n e nt

J e r e m ar q u e q u e l’o n s atisf ait à t o ut es l es c o n diti o ns e n pr e n a nt p  =  c o nst. ( o u, c e q ui  

est l a m ê m e  c h os e, p  =  1), Θ  + 0'  =  0: c el a d o n n e

s a v oir, l a f a mill e est i ci c ell e d es  s urf a c es p ar all èl es  à l a s urf a c e d o n n é e.  \

[ P p. 1 8 0 0 — 1 8 0 3.]

J ’ai tr o u v é q u e  l’é q u ati o n diff ér e nti ell e  d u tr oisi è m e or dr e,  s o us l a f or m e [ ci- d ess us 

tr o u v é e], c o nti e nt l e f a ct e ur étr a n g er  et q u e l’é q u ati o n d é b arr ass é e d e c e

f a ct e ur d e vi e nt b e a u c o u p  pl us si m pl e. L a  r é d u cti o n et a ussi l a n o u v ell e m ét h o d e  d o nt  

j e m e  s uis s er vi p o ur o bt e nir l’é q u ati o n r é d uit e s o nt t o ut es l es d e u x ass e z p é ni bl es  ; 

m ais  c ett e n o u v ell e m ét h o d e  a l’a v a nt a g e d ’ét a blir u n r és ult at i nt er m é di air e q ui a  

q u el q u e v al e ur. J ’ai c h a n g é u n  p e u  l a n ot ati o n  ; a ussi j e c o m m e n c e e n l’e x pli q u a nt.

J e pr e n ds =  0 l’é q u ati o n d ’u n e s urf a c e  ; X,  F,  Z  l es c o effi ci e nts diff ér e nti els  d u  

pr e mi er  or dr e  ; a, h, c,  f, g,  h  l es c o effi ci e nts d u  s e c o n d or dr e  ;
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l’é q u ati o n diff ér e nti ell e  d es  c o ur b es d e  c o ur b ur e  ; s a v oir : 

et  

s a v oir  : 

c e q ui  e x pli q u e l a si g nifi c ati o n d es  s y m b ol es ( A), ( B),...', a ussi  

et

C el a  ét a nt, à c h a q u e p oi nt P  d e l a s urf a c e U  = 0,  j e pr e n ds s ur l a n or m al e u n e  
dist a n c e i nfi nit ési m al e P P'  =  p, o ù  p est u n e  f o n cti o n q u el c o n q u e  d es c o or d o n n é es æ,  y, z 
d u p oi nt  P;  o n o bti e nt ai nsi u n e s urf a c e, li e u d es p oi nts P',  l a q u ell e s e n o m m e l a 
s urf a c e v oisi n e, et l es p oi nts P  et P'  s o nt d es p oi nts c orr es p o n d a nts s ur l es d e u x  

s urf a c es.

P o ur  q u e l es d e u x s urf a c es f or m e nt p arti e d ’u n  s yst è m e ort h o g o n al,  j e tr o u v e q u e  
l a dist a n c e p, c o nsi d ér é e c o m m e f o n cti o n d es c o or d o n n é es ( æ, y, z), d oit s atisf air e à  
c ett e é q u ati o n diff ér e nti ell e  d u  s e c o n d or dr e

Or,  si l a s urf a c e d o n n é e  U  =  0  et  l a s urf a c e v oisi n e  s o nt d es s urf a c es c o ns é c uti v es d ’u n e  
f a mill e r-f{ x, y, z } =  Q ∖ s a v oir, si l’é q u ati o n d e l a s urf a c e d o n n é e est r  — y,  z } =  0,  

et c ell e d e  l a s urf a c e v oisi n e  r +  dr  —  f { x, y, z) =  0, o n  a  

o ù  dr  est u n e  c o nst a nt e  ; l’é q u ati o n d e vi e nt  ai nsi

C.  VIII. 3 7
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OÙ, à présent, X, Y, Z, a, b, c, f, g, h dénotent les coefficients différentiels de f{x, y, z}, 
ou (ce qui est la même chose) du paramètre r, considéré comme fonction des coordonnées 
X, y, Z. Cette équation est donc une équation du troisième ordre, à laquelle doit 
satisfaire la fonction p; multipliée par F®, elle est en effet l’équation [dont il s’agit], 
laquelle, comme j’ai déjà dit, contient le facteur F^: donc pour écarter le dénominateur, 
il suffira de multiplier par F≡.

et de là 

respectivement. On trouve 

ou, en écrivant ω — a + b + c, ω — a + b + c, ces valeurs deviennent 

et, en substituant ces valeurs, les termes en ω, ω disparaissent d’eux-mêmes, et 
l’équation, multipliée seulement par — F≡, se réduit à 

où le premier terme est 

et de même pour le second terme.

Or je trouve que l’on a identiquement 

de manière que 1 équation est 

et, de plus, que l’on a identiquement
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O Ù δ Χ, δ  F, δ Ζ d é n ot e nt r es p e cti v e m e nt 

F é o u ati o n  s e r é d uit d o n c  à  

o ù  ∩  p e ut  êtr e e x pri m é à v ol o nt é  s o us l’u n e  q u el c o n q u e d es  tr ois f or m es

Pr e n a nt  l a pr e mi èr e  f or m e, l’é q u ati o n est  

o u,  c e q ui  est l a m ê m e  c h os e,  

o ù  l es c o effi ci e nts s o nt d es f o n cti o ns d o n n é es  d e X,  F,  Z,  a, b, c, f, g,  h, l es c o effi ci e nts  
diff ér e nti els d e  r d u pr e mi er  et d u  s e c o n d or dr e, et δ d é n ot e  X d χ- ∖-  Y d y  +  Z d .̂

3 7 — 2
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