Szkic propedeutyki gieomettji.

Naszkicowany = tu  program propedeutyki  gieometrji, roznigcy  si¢
w rysach zasadniczych od stosowanych obecnie sposobow nauczania,
jest jedynie pomystem, niewyprobowanym w praktyce i nawet nieopra-
cowanym Ww szczegOlach, a przeto nie moge twierdzic, ze datby sie¢
on przeprowadzi¢c w rzeczywistosci. Do ogloszenia go drukiem skta-
nia mnie ta okoliczno$¢, ze propedeutyka gieometrji pozostaje jeszcze
w fazie tworzenia sig¢, a wigc nawet pomysly o charakterze utopijnym
moga by¢ pod pewnemi wzgledami uzyteczne.

Nalezy  odroznia¢  propedeutyke od  elementarnego  kursu  gieo-
metrji, jaki bywa wykladany w szkotach ludowych, rzemie$lniczych
i t. d W takim kursie elementarnym nalezy liczy¢é si¢ bardzo Sci-
Sle z przysztemi potrzebami praktycznemi uczniow; nalezy da¢ im pe-
wien caloksztalt wiedzy gieometrycznej, zawierajacy wiadomosci  naj-
niezbedniejsze dla rolnika lub rzemiesInika.

Propedeutyka oczywiscie moze istnie¢ tylko w tych szkotlach,
w ktorych po mniej nastgpuje kurs systematyczny gieometrji; kurs ten
uwzglednia, lub powinien uwzgledniaé, w dostatecznej mierze wyma-
gania, ktére stawia szkole zycie praktyczne, a zatym propedeutyka
moze wcale nie liczy¢ si¢ z takiemi wymaganiami.

Nie jest rowniez rzecza konieczng ani nawet wskazang wzorowac
si¢ w propedeutyce na tradycyjnym kursie systematycznym, opartym
na Elementach Euklidesa. Zasadniczo odmienne zadanie powinno by¢
rozwigzane w zasadniczo odmienny sposob, a zadaniem tym jest nie
udzielenie uczniowi pewnych okreslonych wiadomosci, lecz stopniowe
ksztalcenie jego wiladz umystowych, wszczepianie w  jego  organizm
umystowy pewnych prostych poje¢ i skojarzen pojeciowych, odgry-
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wajacych w  gicometrji rolg zasadnicza, wreszcie wzbudzenie w nim
zamitowania do tej gatezi nauki.

Sadzg, ze w propedeutyce, pojetej wedlug niniejszego programu,
pofaczenie calkowite (fuzja) gieometrji plaszczyzny =z gieometrja prze-
strzeni byloby niepraktyczne.

W poczatkach nauki uczen jeszcze nie jest zdolny do mysSlenia
pojeciami  ogoélnemi, a przytym wyobraznia jego jest jeszcze bardzo
staba; dla tego tez przedmiotem poznawania moze by¢ dla niego tyl-
ko figura konkretna, narysowana, a S$rodkiem poznawania — dostrzega-
nie bezpoSrednie, zmystowe. Stad wynika, ze na pierwszym stadjum
nauki glowng role powinno odgrywaé¢ doswiadczenie czyli  rysunek.
Uczen rysuje figure, czynigca zado$¢ warunkom, dokladnie okreslo-
nym w zadaniu, 1 spostrzega, ze figura ta posiada pewna wlasciwosc
nieoczekiwang, w  owych  warunkach  niewymieniong. Oczywista jest
rzecza, ze ten tryb nauczania nadaje si¢ przedewszystkim do gicome-
trji ptaszczyzny.

Z czasem uczen przyzwyczai si¢ do pojg¢ ogolnych. Gdy bedzie
mowa o trojkacie, to juz bedzie myslat nie o trojkacie konkretnym,
wykre§lonym na papierze, lecz o okreSlonym rodzaju figur, posiada-
jacych pewne wilasnosci spoélne.  Zrozumie on przytym, ze wlasno-
sci  figur mozna wykrywa¢  zapomoca rozumowania, a jednocze$nie
rozwinie si¢ jego wyobraznia przestrzenna. Wtedy dopiero czas jest
przystapi¢c do gieometrji przestrzeni, postugujac si¢ przytym w duzym
zakresie $wiezo zdobytemi Srodkami poznawania.

Z uwag powyzszych wynika, ze metody dydaktyczne w gieome-
trji  plaszczyzny 1 gieometrji przestrzeni powinny by¢ rozne, a zatym
i zakresy nauki w obu tych dzialach nie beda analogiczne. Dla tego
tez sadzg, ze najlepiej roztozy¢ caly kurs na dwa dzialy, z ktorych
pierwszy  bedzie poswigcony wylacznie gieometrji  plaszczyzny, drugi
za$ przewaznie gieometrji przestrzeni.

Szkic niniejszy dotyczy jedynie dziatu pierwszego.

Z uwag powyzszych wynika, ze w dziale tym gléwnym Srodkiem
do poznawania  prawd  gieometrycznych  powinno  by¢  spostrzeganie
bezposrednie 1 doswiadczenie, ktore czyni uczen, wykre$lajac figury;
dopiero  stopniowo w umysSle jego powstawa¢ bedzie idea, ze do
tych samych prawd prowadzi i inna droga, droga rozumowania, pe-
wniejsza, a zarazem dogodniejsza 1 krotsza dlatego, kto umie po nigj
chodzi¢. Stad wynika, ze przedewszystkim wuczeh musi zdoby¢ pewna
wprawe w kre$leniu, i na to wypadnie poswigci¢ sporo czasu i pracy.

Od samego poczatku uczniowie powinni kreslic przy pomocy
cyrkla i ekierek na papierze, rozpigtym na tablicy rysunkowej. Rysun-
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ki moga by¢ wykonane w otéwku, ale trzeba wszelkich . staran doto-
zy¢, aby byly mozliwie dokltadne i1 aby przytym swym wygladem ze-
wnetrznym — sprawialy  przyjemne wrazenie. Tylko przy porzadnej ro-
bocie i pewnej dbalosci o strong estetyczng rysunku uczniowie moga
polubié¢ czynnosci kreslenia.

Jakkolwiek  gtownym celem poczatkowej czesci propedeutyki ma
by¢ wprawa w  kreSleniu, to jednak, dobierajac odpowiednio  ¢wi-
czenia, mozna o0siggng¢ przytym inne, a raczej dalsze cele, a mianowi-
cie mozna doprowadzi¢ uczniow do zrozumienia, ze Ww tworach gieome-
trycznych ~ zachodzi  pewna  jednostajnos¢, czy  prawidlowosé, mozna
zaostrzy¢ ich ciekawo$s¢ 1 wzbudzi¢ chg¢ do Dblizszego poznania owej
prawidlowo$ci. Nauka kredlenia bylaby nudng praca, gdyby nie od-
staniata uczniowi—przynajmniej w oddali—nowych horyzontow.

Prace kreslenia mozna rozlozy¢ na pewne czynnosci lub dziala-
nia elementarne, i, jak sadze, bedzie najprosciej wprowadza¢ dziata-
nia te po kolei, przerabiajac na kazde z nich odpowiednie c¢wiczenia,
podobnie jak w nauce rachunkéw przechodzi si¢ po kolei dodawanie,
odejmowanie i t. d. Wedlug mego widzenia rzeczy kreslenie * daje sie
W sposOb naturalny rozlozy¢ na cztery takie dziatania; omoéwie je po
kolei, przytaczajac jednoczesnie przyktady odpowiednich ¢wiczen.

Dziatanie pierwsze. Wykreslanie prostych przez dane
punkty i stycznych do kota z punktow zewnetrznych.

W  kresleniu szkolnym zwykle przeprowadza si¢ styczng z punk-
tu do kola przy pomocy innego kota, ktorego Srednica jest odcinek,
zawarty pomigdzy danym punktem 1 Srodkiem kota danego. Konstruk-
cja ta jednak jest uzyteczna tylko w tym razie, gdy chodzi o wyzna-
czenie punktu zetknigcia, wykreSlanie za§ samej stycznej jest w zasa-
dzie takim samym dzialaniem, jak laczenie linja prosta punktu dane-
go z innym punktem danym, i moze by¢ wykonane z wielka doktad-
noscia bez zadnej konstrukcji pomocniczej. Zreszta, uwazajac  punkt
za kolo o promieniu zero, mamy prawo uwaza¢ drugie z tych dzia-
fah za szczegolny wypadek pierwszego. Z tych wzgledow facze te
obydwa dziatania w jedno. '

Odpowiednie ¢wiczenia na to dziatanie mamy w réznych kon-
strukcjach linjowych giecometrji rzutowej; moga one, jak sadzg, W Wwy-
sokim stopniu zaciekawi¢ ucznidw, a przytym kazde =z nich zawiera
w sobie probe dokladno$ci rysunkéw. Przytocze dwa  takie ¢wi-
czenia.

1% PoprowadZz dwie dowolne proste, « i 6, i oznacz ich punkt
przecigcia litera O. Przez inny punkt dowolny P poprowadz trzy
nowe dowolne proste i oznacz punkty przecigcia pierwszej z a i b od-
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powiednio przez 4, i B, drugiej—przez T,; 1 B,, 1 trzeciej—przez
yf; i B, Wyznacz nastepniec punkt przecigcia df prostych 4B, i 4,5,
a takze punkt przecigcia N prostych A,B; i A;B,. Proéba. Punkty
M, Ni O powinny leze¢ na linji prostej.

2 Na okrggu kota obierz sze$¢ dowolnych punktow A e Cpat
E 1 F, i wyznacz punkt przecigcia M prostych 4B i DE, punkt prze-
ciccia N prostych BC 1 EF, wreszcie punkt przeciecia 0 prostych CD
i FA. Proba. Punkty df, N i O powinny leze¢ na linji prostej.

Dobrych ¢wiczen tego samego typu dostarczaja twierdzenia De-
sargues’a, twierdzenie Brianchona i inne.

Dziatanie drugie. Odktadanie odcinkow 0 danej dhugo-
$§ci na prostej 1 lukow o danej cigciwie na  okregu  (lub
wogole na krzywej).

Niektore sposoby wykreslania krzywych, czy to jako miejsc gieo-
metrycznych, czy to jako obwiedni, beda tutaj odpowiedniemi 1 inte-
resuj gcemi ¢wiczeniami. Oto przyktady.

1. Poprowadz dwie dowolne proste a 1 6, przecinajace si¢
w punkcie O; na prostej a odetnij 10 rownych odcinkow O4; AA,
JJ3.. TgTy, a takze odetnij na prostej b 10 rownych odcinkow OB,

BB, B, B; .. Bg B, , i wreszcie poprowadz proste 4, B, A)Bq,
d-g-Bg... 4,,B,

Ostatecznie  zarysuje si¢ wyraznie parabola, jako obwiednia tych
wszystkich prostych.

2 Poprowadz dwie dowolne proste a i 6, a takze obierz do-
wolny punkt M, poprowadz nastgpnie przez M kilka prostych, ktore
przetng odpowiednio prost3 a w punktach A;4,A4;.. , za$ prosta b—

w punktach BB, B;. Odetnij na pierwszej w strong punktu M od-
cinek B,N,, réwny 4 M, na drugiej odcinek B,N,, rtowny A,M i t. d.

Punkty 7V, AL7V,..Jf zarysuja tutaj galez hiperboli. Mozna dalej
pokaza¢ uczniom, jak zuzytkowa¢ punkty N, N,. do wyznaczania
punktow dalszych, a takze, jak przejs¢ do drugiej galezi. Do dziata-
nia tego daje si¢ rowniez zaliczy¢ ¢wiczenie nastgpujace:

3. Drabina, stojaca na podtodze 1 oparta o S$ciang, zaczyna si¢
zsuwaé. Wykresli¢ 10 réznych potozen drabiny.

Obwiednig tych potozen bedzie krzywa, zwana astroida.

To samo zadanie mozna wyrazi¢ w innej interesujacej formie.

Do wiezy o danej szerokosci ma by¢ wniesiona przez drzwi dra-
bina danej dlugosci. Jaka wysoko§¢ powinny mie¢ drzwi, aby to by-
to mozliwe.

Uczen powinien wykresli¢ drabing w pewnej liczbie potozen, tak
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aby astroida zarysowala si¢ wyraznie. Przecigcie tej krzywej z przed-
nig $ciang wiezy wyznacza najmniejsza mozliwa wysokos¢ drzwi.

Dziatanie trzecie. Dzielenie odcinka prostej lub luku
kota na cze$ci rowne.

Dziatanie to powinno by¢é wykonywane przy pomocy  szeregu
prob, ~ czyli przyblizen stopniowych, jak si¢ to robi w praktyce, i nie-
ma  wcale potrzeby  wprowadzaé  znanych  konstrukcji,  uzywanych
w szkole; konstrukcje te sa nietadne i dajanaogét wyniki niedoktadne.

Cwiczenie L. Wykresli¢  trojkat 1 jego  $rodkowe. Proba.
Srodkowe powinny przej$¢ przez jeden punkt.

2. Na bokach AB, BC i CA trojkata wyznacz odpowiednio punk-
ty Cj, J., i B, tak, aby ACMAB, BA=2BC i CB="CA. Proba.
Punkty C, 4,1 B, powinny leze¢ na linji proste;j. :

Odpowiednie  ¢wiczenia mozna ukladaé, positkujac sie twierdze-
niami Cevy 1 Menelaosa; dobrym ¢wiczeniem bedzie takze budowanie
wielobokéow  foremnych, wpisanych w kolo, a takze wykreslanie tro-
choid, a przedewszystkim cyklojdy 1 - rozwijajacej kota, jako obwiedni
uktadu kot.

Dziatanie czwarte. Przeprowadzanie prostych rownole-
glych i prostopadtych do danych.

Naturalnie dziatanie to powinno by¢ wykonywane zapomoca prze-
suwania ekierki a nie zapomoca niepraktycznych konstrukcji, stosowa-
nych w kresleniu szkolnym.

Cwiczenie Ik, Wykresli¢ réwnoleglobok i jego przekatnie.
Proba. Punkt przecigcia  przekatnich powinien by¢ Srodkiem  kazdej
z nich.

2. Poprowadz proste a i 6, przecinajace 'si¢ w punkcie O. Na
pierwszej z nich odetnij rowne odcinki 0OA,, 4,4, yf,d,..., przez punk-
ty A4, A, A;. poprowadz proste roéwnolegle i wyznacz ich punkty
przecigcia B, B,, B;.. z prosta b. Proba. Odcinki CB, BB, B,B;.
powinny by¢ rowne.

Dobremi ¢wiczeniami  begdg rowniez: wykreSlanie elipsy przy po-
mocy clwuch kot spotsrodkowych, wykreslanie paraboli, jako miejsca
gieometrycznego punktow, jednakowo odleglych od ogniska 1 kierow-
nicy it. d.

W ciggu tej nauki znajdzie si¢ dos¢ sposobnosci, aby zapoznac
ucznibw z rozmaitemi nazwami, czgsto uzywanemi w gieometrji, jak
srodkowa  trojkata, wysoko$¢  trojkata, rownoleglobok, romb, . prosto-
kat, przekatnia i t. d.

Gdy uczniowie nabyli juz pewnej wprawy w kresleniu, i gdy
wsrod nich rozwinglo si¢ pewne zaciekawienie do przedmiotu, czas
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jest ptzejs¢ do ‘drugiej czeSci propedeutyki. ' Ta druga cze$¢ po-
siada juz charakter systematycznej nauki o wilasnoSciach figur gieome-
trycznych, jakkolwiek ro6zni si¢ catkowicie od < trybu nauczania, opar-
tego na Elementach Euklidesa.

Zaczynamy od pojeé, znanych uczniom z obserwacji codziennej,
a mianowicie od symetrji osiowej 1 symetrji $rodkowej, nastepnie
przechodzimy stopniowo do poje¢ coraz ogolniejszych, jak pokrewien-
stwo, podobienstwo, a wreszcie kolineacja. Na tym tle wystapia w spo-
sob  zupelnie  naturalny rézne  wilasciwosci  trojkatow,  czworobokow
i kot, ale, wybierajac materjal, nie nalezy zapomina¢ ani na chwile, ze
w propedeutyce chodzi¢ powinno nie o pewng okreslong sumg wia-
domosci,' lecz jedynie o ksztalcenie pewnych wiadz umystowych.

Symetrja osiowa. Przedewszystkim wskazujemy uczniom
przyktady symetrji w najblizszym otoczeniu (symetrja okna wzgledem
linji $rodka, symetrja liScia wzgledem widkna Srodkowego 1 t. d.), na-
stepnie pokazujemy im, jak majagc of symetrji i punkt A, wyznaczy¢
punkt 2, symetryczny do punktu 2, albo odpowiadajacy punktowi
2, Dalsze twierdzenia o symetrji i wyptywajace z nich wnioski uczen
powinien poznawac gtownie droga wiasnego dostrzegania.

Zaczynamy od zadania nastgpujacego: wykres§lic  dowolny  trojkat
A4,B,C, i symetryczny don trojkat A4,5,C, wzgledem dowolnie obranej
osi symetrji. Juz to pierwsze proste zadanie zawiera obfity materjat
ksztalcacy. Tak wiec wuczen powinien daé¢ odpowiedz na szereg pytan,
opierajac si¢ przytym na doswiadczeniu rysunkowym, a takze w pew-
nej czesci na wilasnej intuicji i wyobrazni. Przytocze szereg takich py-
tan dla przyktadu.

1. Gdyby  trojkat pierwszy byl ruchomy, czy mozna bytoby
tak przesunag¢ go w  plaszczyznie rysunku, aby przystat do trdojkata
drugiego?

2% Czy mozna trojkaty symetryczne doprowadzi¢ do przystania
ijak?

3. Gdyby jedna strona papieru byla biata a druga czarna, to
czy moznaby wycicte trojkaty doprowadzi¢ do przystawania tak, aby
a) stykaly si¢ biale strony, b) aby stykaly si¢ czarne strony i c¢) aby
czarna strona stykala si¢ z biala?

4. Czy mozna wycia¢ jeden z trojkatow, odwrdécié go na dru-
g3 strong i wstawic¢ doktadnie w powstaly otwor?*)

*) Przypuszczam, ze uczniowie zdolniejsi (a moze i wszyscy) beda mogli wska-
za¢, w jakim wypadku szczegdlnym odwrocenie takie bedzie mozliwe. Dotyczy to
réwniez pytan poprzedzajacych.
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A Pragniemy tak odwroci¢ tablice (lub zwierciadlo), aby obecny
brzeg prawy znalazl si¢ po lewej stronie 1 odwrotnie. Jakie przerob-
ki potrzeba w tym celu uskutecznic?

6. Pragniemy (pewne okreslone) drzwi. odwrocié w taki sposob,
aby obecna strona zewngtrzna znalazla si¢ wewnatrz. Jakie przerobki
sa potrzebne?

7 Wyznaczy¢ punkty przecigcia odpowiadajacych sobie  bokow
trojkatow  A4.B,C, 1 A,B,C,. Préba: punkty szukane powinny leze¢
na osi symetrji.

8. Gdzie leza punkty, odpowiadajace samym sobie, i dlaczego
odpowiadajace sobie proste przecinaja si¢ na osi?

9. Jakie proste odpowiadaja samym sobie (promienie symetrji)?

10. Czy jest prosta, ktorej wszystkie punkty odpowiadaja sa-
mym sobie?

11. Wykresli¢  srodkowe (lub  wysokosci) obu trojkatow, prze-
chodzagce odpowiednio przez wierzchotki 4, 1 A4, 1 sprawdzi¢, czy te
proste odpowiadaja sobie.

12. Poprowadzi¢ dowolng prosta m, przez punktd;i wyzna-
czy¢ odpowiadajaca jej prostg m,.

13.  Obra¢ dowolny punkt M na boku BC 1 wyznaczy¢ odpowia-
dajacy mu punkt J/,, postugujac sie tylko linjalem.

14.  Wyznaczy¢ jedynie przy pomocy linjatu prosta n,, odpo-
wiadajagcg danej prostej n, ktora nie przechodzi przez zaden z wierz-
chotkéw trojkata 4,B,C, .

Przechodzimy  nastgpnie = do  wykreslania  wielobokow  symetrycz-
nych i kot symetrycznych.

Przy  wykreSlaniu  wielobokdéw  uczen  powinien  postugiwaé = sie
w rowne] mierze obiema zasadniczemi wilasciwosciami  figur  syme-
trycznych; pierwsza z nich polega na tym, ze dwa odpowiadajace so-
bie punkty leza na jednym promieniu symetrji, a druga — ze dwie od-
powiadajace sobie proste przechodza przez jeden punkt osi symetrji.

Zwroce tu uwage, ze koto znowu nastrgcza sposobnos¢ do licz-
nych  zagadnien, rozwijajacych intuicje  gieometryczng i  wyobraznig
przestrzenng ucznia. Przytocze¢ dwa dla przyktadu.

1. W ogrodzie sa urzadzone dwa klaby okragle i1 symetryczne
wzgledem S$ciezki. Naokoto jednego Dbiegnie chlopiec w kierunku ru-
chu wskazowki zegara; naokoto drugiego klombu biegnie inny chlo-
piec, przyczym obaj przebiegaja w kazdej chwili przez odpowia-
dajace sobie punkty. Czy drugi chlopiec obiega swo6j] klomb w kie-
runku ruchu wskazowki zegara, czy w odwrotnym? .

2. Dwa jednakowe zegarki potozono tarczami jeden na drugim.
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Czy wskazowki obracaja si¢ w zgodnych kierunkach, czy w odwrot-
nych? Jezeli przystaja, dajmy na to, godziny trzecie, to czy przysta-
ja1inne?

Gdy zasadnicze pojecia teorji symetrji staly si¢ juz wilasnoscia
umystowa ucznia, nalezy =zastosowa¢ nabyta wiedz¢ do badania wia-
snosci réznych figur. Tak np. wuczen Igczy symetryczne punkty 4,
i A, z punktem II, polozonym na osi. Powstaje tym sposobem  troj-
kat rownoramienny d..BT,, odpowiadajagcy sam sobie. Teraz juz uczen
bez pomocy mierzenia, a wigc droga rozumowania lub intuicji odkry-
je zasadnicze wlasciwos$ci takiej figury, a mianowicie ze ramiona s3
réwne, ze wysokos¢ jest zarazem Srodkowa i dwusieczng i t. d.

Dalej uczen wykre§la koto, ktorego srodek lezy na osi symetri,
i znajduje, ze kolo takie odpowiada samemu sobie. Doprowadzi to
odrazu do waznych twierdzen jak np., ze promien, prostopadly do cig-
ciwy, przechodzi przez jej Srodek, ze styczna jest prostopadla do pro-
mienia, przechodzacego przez punkt zetknigcia i t. d.

Ta samg drogg uczen dojdzie tatwo do poznania wlasnosci pro-
stokata, kwadratu, rombu i t. d.

Twierdzenia te wuczen powinien zdobywa¢, o ile mozna, samo-
dzielnie, a pomoc nauczyciela bedzie polegata glownie na stawianiu
pytan i krytyce odpowiedzi. Z poczatku wuczen bedzie opieral swe
wnioski gltéwnie na intuicji, lecz nalezy usSwiadamia¢ go stopniowo,
ze droga ta jest zawodna 1 ze dopiero zwiazek logiczny pomigdzy no-
wym twierdzeniem a poprzedzajagcemi, ktorych prawdziwos¢ nie ulega
watpliwosci, moze by¢ dowodem dostatecznym.

Symetrja srodkowa. Poswigciwszy dos$¢ czasu symetrji.
osiowej, moge juz pobiezniej traktowaé rozdziaty dalsze, tymbardzie;j,
ze bieg nauki we wszystkich bedzie podobny do opisanego.

Naprzod wiec uczen wykreSla dwie figury symetryczne, przeko-
nywa si¢ doswiadczalnie, ze odpowiadajagce sobie proste s3a rownole-
gle; tatwo bedzie doprowadzi¢ go do zrozumienia, ze pomigdzy tym
faktem 1 samym pojeciem symetrji - Srodkowej zachodzi zwigzek lo-
giczny.  Mianowicie  punkt przecigcia dwuch  prostych  symetrycznych
odpowiadatby sam sobie, gdy tymczasem oczywiscie tylko $rodek po-
siada takg wtasnosc.

Potym  nastgpuja pytania o  przystawaniu figur = symetrycznych,
nadajace  si¢  szczegélnie do Cwiczenia wyobrazni  przestrzennej  np.
w rodzaju nastgpujacego: ktora godzina na tarczy zegarowej odpo-
wiada (w symetrji) piatej; ktéra odpowiadataby piatej, gdyby tarcza
posiadata 24 podziatki i t. d.
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Symetrja $rodkowa znowu doprowadzi ucznia do poznania wila-
sciwos$ci pewnych figur, jak np. rownolegtoboku i kota.

Pokrewienstwo. Trzymajac si¢ zasady, aby  przechodzi¢ od
wypadkoéw  szczegolnych do coraz ogoélniejszych, rozpocznieiny od po-
krewienstwa  prostokatnego,  wskazujac  roznice pomiedzy tym  pokre-
wienstwem a symetrja, osiowg. Dwa odpowiadajagce sobie punkty fi-
gur symetrycznych leza w jednakowych odleglosciach od osi symetrji,
gdy tymczasem kazdy punkt jednej z figur pokrewnych jest 19,, albo
2, albo 25, i t. d. razy odleglejszy od osi pokrewienstwa niz odpo-

wiadajacy punkt drugie;j. Liczbe te nazwiemy spotczynnikiem
pokrewienstwa.

Uczniowie rozwigzuja naprzoéd zadanie takie: dana jest of pokre-
wienstwa, spotczynnik pokrewienstwa (np. P/.J 1 trojkat A,B,C,, wy-

kredlic  pokrewny trojkat J.,B,U,. Zadanie to ujawni odrazu wazny
fakt, ze odpowiadajace sobie proste schodzg si¢ na osi pokrewienstwa,
i uczen z ftatwoScig zrozumie, ze tak by¢ musi, bo punkty osi odpo-
wiadaja same sobie.

Dalsze zadania nalezy juz dawa¢ w innej, dogodniejszej formie:
dana jest oS pokrewienstwa, figura A4,B,Cl\.. a takze punkt A4, figury
pokrewnej, odpowiadajacy  punktowi A4, wykre§lic owag  figur¢  po-
krewna.

Pokrewienstwo  prostokatne daje  bardzo dobra  sposobnos¢  do
zaznajomienia ucznia z elipsa 1 jej zasadniczemi wlasciwosciami. Obie-
ra on S$rodek kota na osi pokrewienstwa i wyznacza pewng liczbg¢ punk-
tow, odpowiadajacych punktom okregu, czyli punktow elipsy, a takze
pewna liczbe prostych, odpowiadajacych stycznym do kota, czyli stycz-
nych do elipsy. Tych punktow 1 stycznych powinno by¢ tyle, aby
elipsa zarysowata si¢ wyraznie. W ¢wiczeniu tym uczniowie poznaja
ksztatlt elipsy, dowiedza si¢ o jej sSrodku, S$rednicach 1 osiach, przeko-
naja si¢ z fatwoscia, ze elipsa jest symetryczna wzgledem s$rodka
i wzgledem kazdej osi, ze duza o$ jest najdluzsza ze wszystkich $red-
nic, a mata o$ najkrotsza i t. d.

Przypuszczam, ze po tym wszystkim uczniowie dadza juz sobie
rade z zadaniem takim: dane sg obie osi elipsy i prosta «,, wyzna-
czy¢ punkty przecigcia tej prostej z elipsa. Uczen obiera duza o$
za o$ pokrewienstwa, wykresla koto, odpowiadajace elipsie, i prosta
ay, odpowiadajaca danej prostej «,, i wreszcie wyznacza punkty M,
i1V,, odpowiaddface punktom i N, w ktérych prosta a_przecina
okreg.

W podobny sposob dadza si¢ rozwigza¢ rdézne inne zadania, do-

tyczace elipsy, gdy ta jest dana za pomocg osi; np. wykresli¢ stycz-
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ne z danego punktu, wykreslic styczne, rownolegle do prostej da-
nej, wykreslic cigciwe, ktorej Srodek lezy w punkcie danym i t. d.
W koncu nalezy zapozna¢ ucznidbw z pokrewienstwem ukosnym, w kto-
rym promienie pokrewienstwa nie sa prostopadte do osi.

Podobienstwo. Jak od  symetrji osiowej przeszlismy do  po-
krewienstwa, tak samo zupelnie od symetrji  $rodkowej przejdziemy
do  podobienstwa  (jednoktadnosci).  Uczen, wykreslajac  odpowiadajace
sobie = figury, poznaje, ze odpowiadajace sobie proste s3 rownolegle,
ze trojkatowi  réwnobocznemu  odpowiada  trojkat  rownoboczny, kwa-
dratowi — kwadrat i t. d.

Sadzg, ze dopiero w tym miejscu nalezy wprowadzi¢ pojecie ka-
ta 1 poda¢ sposoby mierzenia katdw. Gdy wuczen przyswoi sobie w do-
statecznej mierze pojecie podobienstwa, to poczuje sam, ze do zu-
pelnego opisu  wihasciwosci figur podobnych potrzebny jest nowy wy-
raz. Tym sposobem wyraz zjawi si¢ dopiero wtedy, gdy odpowiada-
jace mu pojecie zarysowato sie¢ juz do$¢ wyraznie w umysle ucznia.
Wypowie on teraz sam owa wlasciwos¢ zasadniczg figur podobnych,
a mianowicie, ze odpowiadajace sobie katy sa rowne.

Podobienstwo  doprowadzi  znowu do  interesujacych  twierdzen
i zagadnien, jak np. zagadnienia, dotyczace spolnych stycznych do
dwuch kot.

Kolineacja. =~ Na  poczatku  wyjasniamy, czym si¢ rozni  koli-
neacja od  pokrewienstwa 1  podobienstwa. Promienie  pokrewienstwa
byly rownolegte, gdy promienie kolineacji schodza si¢ w jednym

punkcie — S$rodku kolineacji; w podobienstwie odpowiadajace  sobie
proste sa rownolegle, w kolineacji takie proste schodza si¢ na osi
kolineacji.

Opierajac  si¢ na tych wskazowkach, uczen wykresla figure, od-
powiadajaca kwadratowi 1 foremnemu szeSciobokowi 1 przy tej pracy
poznaje drogg . doSwiadczalng, ze dwum réwnolegtym prostym @ 6y
odpowiadajg przecinajace si¢ proste a, i 6,, i % punkty przecigcia ta-
kich prostych, jak a@,i b, leza wszystkie na jednej prostej, réwnole-
glej do osi. Korzystajac z tych twierdzen, wykresla dalej figure, od-
powiadajaca  sieci kwadratow albo sieci  szeSciobokéow. Przy  odpo-
wiednim doborze danych wypadnie piekna perspektywa posadzki.

Uczniowie poczuja sami, ze pomi¢dzy kolineacja , i obrazami per-
spektywicznemi, znanemi im z fotografji, rysunkow i t. d. zachodzi
scisty zwigzek, nalezy wigc im opowiedzie¢c w ogélnych zarysach, jak
postepuje malarz, aby osiggna¢ dobra perspektywe linjowa, jak po-
wstaje panorama okragla, jak mozna osiagna¢ perspektywe w plasko-
rzezbie (fotografje plaskorzezb Wita Stwosza moga tu by¢ doskona-
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femi ilustracjami), jak powinna by¢ wurzadzona scena pod wzgledem
perspektywy i t. d.

7Z tym wigzg si¢ w sposob naturalny interesujgce szczegdty z  hi-
storji  perspektywy, jak np. o braku zmystu perspektywy u Egipcjan,
o perspektywie w rzymskich malowidlach $ciennych 1 nowoczesnych
badaniach nad t3 sprawa, o powstaniu perspektywy za czaséw Odro-
dzeniait. d.

Wszystkie te rzeczy, odpowiednio wylozone, moga, jak sadze,
w  wysokim stopniu zainteresowa¢ ucznia, rozszerzy¢ jego widnokrag
umystowy 1 da¢ mu $wiadomo$¢ tego, ze gieometrja istotnie ulatwia

zZrozumienie otaczajgcego Swiata.
Z. Strasz&wicz.
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